Propagacao de rumor em uma populacao cética em N

Lissa Kido Higashizawa

Dissertagao de Mestrado do Programa Interinstitucional de
Pés-Graduagao em Estatistica (PIPGES)

o
=
2
o
o
<
V)]
LLl
a)
LL
a)
<
o
Vs
oc
LLl
>
P
-

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao

SAO CARLOS

ICMC
i







SERVIGO DE POS-GRADUAGAO DO ICMC-USP
Data de Depésito:

Assinatura:

Lissa Kido Higashizawa

Propagacgao de rumor em uma populacéo cética em N

Dissertagdo apresentada ao Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacdo — ICMC-USP e
ao Departamento de Estatistica — DEs-UFSCar,
como parte dos requisitos para obtencdo do titulo
de Mestra em Estatistica — Programa Interinstitucional
de Poés-Graduacdo em Estatistica. VERSAO
REVISADA

Area de Concentracéo: Estatistica

Orientador:  Prof. Dr. Alexsandro Giacomo
Grimbert Gallo

USP - Sao Carlos
Maio de 2023



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Prof. Achille Bassi
e Secdo Técnica de Informéatica, ICMC/USP,
com os dados inseridos pelo(a) autor(a)

Ki do Hi gashi zawa, Lissa

K46p Propagacdo de runor em uma popul agdo cética em N /
Li ssa Kido Hi gashi zawa; orientador Al exsandro
G aconp Grinbert Gallo. -- Sdo Carlos, 2023.
69 p.

Di ssertacdo (Mestrado - Programa
Interinstitucional de Pés-graduacdo em Estatistica) --
Instituto de C éncias Matemati cas e de Conput acéo,
Uni ver si dade de S&o Paul o, 2023.

1. Processo Firework Cético. 2. Processo
Firework. 3. Processo de Renovacdo. 4. Cadeia senmi-
Mar kov. 5. Probabilidade. |. G aconb Ginbert
Gl lo, Alexsandro, orient. Il. Titulo.

Bibliotecarios responséaveis pela estrutura de catalogagéo da publicacéo de acordo com a AACR2:
Glaucia Maria Saia Cristianini - CRB - 8/4938
Juliana de Souza Moraes - CRB - 8/6176



Lissa Kido Higashizawa

Rumor propagations in a skeptical population on N

Dissertation submitted to the Institute of Mathematics
and Computer Science — ICMC-USP and to the
Department of Statistics — DEs-UFSCar — in
accordance with the requirements of the Statistics
Interagency Graduate Program, for the degree of
Master in Statistics. FINAL VERSION

Concentration Area: Statistics

Advisor: Prof. Dr. Alexsandro Giacomo Grimbert Gallo

USP - Sao Carlos
May 2023






Dedico esta dissertacdo de Mestrado a minha mde Suely, por todo o esforco, carinho e amor.

Dedico também a todos os meus amigos que me acompanharam durante esse periodo, por todo

0 apoio e incentivo.

Sem o apoio de todos, este trabalho ndo seria realizado.






AGRADECIMENTOS

Durante o periodo de mestrado enfrentei diversos desafios, permeada de momentos de
tristeza e de alegria. Gragas as pessoas que me deram apoio durante esse periodo, pude superar

todos esses obstaculos.

Gostaria de agradecer primeiramente a minha mae Suely por todo o carinho e apoio. Gos-
taria de agradecer também aos meus amigos que me acompanharam nessa jornada, observando

de perto os desafios que enfrentei.

Minha gratidao especial ao Prof. Dr. Alexsandro Giacomo Grimbert Gallo, meu orienta-
dor, que me guiou e me aconselhou durante esse periodo. Muito obrigada por ter acreditado e

depositado a sua confianca em mim.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001. Sem este apoio

ndo teria condi¢des de me dedicar ao projeto.






“Vamos pegar nossos livros e canetas, eles sdo nossas armas mais poderosas.
Uma crianga, um professor, uma caneta e um livro podem mudar o mundo.

A educagdo é a unica solucdo.”

(Malala Yousafzai)






RESUMO

HIGASHIZAWA, L. K. Propagacio de rumor em uma populacio cética em N. 2023. 69
p- Dissertacdao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduag¢ao em
Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2023.

Consideramos dois modelos de propagacdo de rumor em N da literatura. Em ambos os modelos,
os individuos (um por sitio de N) possuem raios aleatorios, independentes e igualmente distribui-
dos. No comeco apenas o individuo da origem tem a informagao. No primeiro modelo, “firework
model”, cada individuo informado vai informar os individuos a sua direita que estiverem dentro
do seu raio, no “reverse firework model”, cada individuo vai pegar a informacao a sua esquerda,
dos individuos informados que estiverem dentro do seu raio. Ja sdo conhecidas na literatura as
condi¢des necessdrias e suficientes sobre a distribuicdo dos raios para que tenha sobrevivéncia
(probabilidade positiva de haver infinitos informados) em cada modelo. Nesta dissertacdo, vamos
obter resultados para a extensao destes modelos quando os individuos acreditam na informacao

apenas se a receber (ou a pegar) de pelos menos 2 individuos informados.

Palavras-chave: Cadeia semi-Markov, Probabilidade, Processo de renovacao, Processo firework,

Processo firework cético.






ABSTRACT

HIGASHIZAWA, L. K. Rumor propagations in a skeptical population on N. 2023. 69
p- Dissertacdao (Mestrado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduag¢ao em

Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos — SP, 2023.

We consider two models for information propagation in N. In both models, the individuals (one
per site of N) have random, independent, and equally distributed radius. At the beginning only
the individual at O has the information. In the first model, the “firework model”, each informed
individual will inform the individuals to its right that are within its radius, in the “reverse firework
model”, each individual will get the information from the informed individuals on its left that
are within its radius. The necessary and sufficient conditions are already known in the literature
about the distribution of radius to have survival (positive probability of having infinitely many
informed individuals) in each model. In this dissertation, we will obtain results for the extension
of these models when individuals believe the information (get informed) only if they receive it

(or take it) from at least 2 informed individuals.

Keywords: Semi-Markov chain, Probability, Renewal process, Firework process, Skeptical

firework process.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Os estudos iniciais de um processo de propagacdo de rumor comegaram através dos
trabalhos de Daley e Kendall (1965) e Maki et al. (1973) que foram inspirados em modelos que
descrevem a transmissdo de doencas no ambito da epidemiologia. Existem diversos modelos que
descrevem a propagacdo de informacdes, mas o modelo utilizado como base para esta dissertagdo

foi chamado de Processo Firework (PF), proposto por Junior, Machado e Zuluaga (2011).

A propagacdo de informacdo nesse processo acontece em tempo discreto, sobre os
numeros naturais, como se cada nimero fosse um individuo que esta suscetivel ao recebimento
da informacdo e a propagacdo. Uma vez que um individuo ignorante recebe a informacao, ele
passa a ser um propagador, sendo possivel transmitir o rumor e depois, 0 mesmo continua sendo

um propagador, mas inativo.

O objetivo principal € identificar as condi¢cdes que levam o processo a sobreviver/percolar,
ou seja, a informacao € propagada até o infinito com probabilidade positiva. Junior, Machado e
Zuluaga (2011) obtiveram uma condicao “se, e somente se,” sobre a distribui¢ao dos raios para
garantir a percolac@o. Alguns anos depois, Gallo ef al. (2014) conseguiram a probabilidade de

sobrevivéncia exata que € mostrada na Se¢@o 2.1.1 e demonstrada na Se¢do 3.1.

Agora a ideia € modificar esse processo através de uma condi¢do que dificulta a sua
sobrevivéncia. Este modelo que serd abordado mais detalhadamente na Secdo 2.1.2 é chamado de
Processo Firework Cético (PFC) e foi considerado primeiramente por Sajadi e Roy (2019). Nele,

o individuo necessita de pelo menos dois informantes para acreditar e se tornar um propagador.

O objetivo da dissertacao € apresentar resultados novos a respeito da probabilidade de
sobrevivéncia do processo cético, além disso o estudo € complementado por outros resultados

novos de processos auxiliares necessdrios para alcancar o objetivo principal.

O conteddo do trabalho estd dividido em dois capitulos, o Capitulo 2 apresenta os

modelos PF, PFC e os processos reversos chamados de Processo Firework Reverso (PFR) e
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Processo Firework Reverso Cético (PFRC), com todos os seus resultados. J4 o Capitulo 3 é

dedicado as provas desses resultados.

Explicando mais detalhadamente o conteido do Capitulo 2, na Secdo 2.1.1 apresentare-
mos o PF, o principal processo que baseou todo o trabalho de dissertagdo. Cada individuo possui
um raio aleatério, representadas pela sequéncia {R, },>0 que sdo Independentes e Identicamente
Distribuidas (IID), lancados para a direita pelos informados, determinando o quao longe eles
conseguem propagar a informacao. Todos os ndo informados que estiverem dentro do alcance
do raio se tornardo informados. Discutiremos sobre as condi¢des que levam a sobrevivéncia do
processo e a obten¢do da probabilidade exata de percolacao através da relagdo com o PFR e o

Processo de Renovacgido (PR).

Na Secao 2.1.2 apresentamos o PFC, a extensdo natural do PF que torna os individuos
mais céticos, de modo que os ndo informados precisam receber a informagdo pelo menos duas
vezes para acreditarem e se tornarem propagadores. J4 existiam alguns resultados publicados
por Sajadi e Roy (2019), mas nesta dissertacao trouxemos resultados novos para o processo,
obtendo uma condic¢ao mais forte de sobrevivéncia do que o publicado anteriormente e também

a probabilidade exata de sobrevivéncia.
Ja na Secdo 2.2, apresentamos dois processos reversos descritos brevemente abaixo.

O primeiro processo reverso apresentado € o PFR. Neste, cada individuo possui um
raio aleatério R, que sdo langados para a esquerda, com {R,},> sendo IID e representam o
quao longe os individuos ndo informados conseguem escutar a informagdo. Caso alcancem
algum informado, estes se tornardo propagadores. De resultados, trouxemos a probabilidade de

percolacdo e a proporcao de informados durante o processo.

O segundo processo reverso apresentado € o PFRC, que pode ser considerado uma das
extensOes mais simples e intuitivas do PFR. Considerando a mesma defini¢do de raios aleatérios
utilizados no PFR, agora os individuos precisam alcancar pelo menos dois informados para
acreditarem na informacao, tornando os mais dificeis para se transformarem em propagadores.
Apresentamos os mesmos resultados do PFR, mas agora, se trata de uma contribui¢ao original

para a propor¢do de informados.

Durante o Capitulo 3, na Secao 3.1, mostraremos a prova do teorema da probabilidade
exata de sobrevivéncia do PF. Para isso, utilizaremos a abordagem de Gallo e Garcia (2018): eles
usaram o PFR para estudar o PF. Como provaram em Gallo et al. (2014) que o PFR € um PR, o

estudo do PF passa pelo estudo da teoria da renovacao.

Na Secdo 3.2, veremos que o PFRC néo € um processo reverso adequado para provar
o teorema da probabilidade de sobrevivéncia do PFC, por isso serd necessario apresentar um
outro processo reverso, o Processo Firework Cético Dual (PFCD) que sera considerado como
o processo dual do PFC. Ele também € uma extensdao do PFR que torna os individuos mais

céticos, entretanto nao € considerado tao intuitivo quanto o outro. Além dos tipos de individuos
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“informados” e “ndo informados” ja existentes, acrescentamos um terceiro tipo chamado de

“indecisos”.

O PFCD foi construido de uma forma que houvesse equivaléncia, mas agora este processo
ndo € mais um PR, e sim uma Cadeia de Renovacdo Markov (CRM). A partir desse procedimento,
conseguimos obter a probabilidade exata de percolacdo e um coroldrio equivalente ao resultado
de Junior, Machado e Zuluaga (2011) para o PFC.

Detalhes sobre a teoria da renovagdo pode ser encontrado no Apéndice A e sobre a teoria

da renovacdo markoviana, no Apéndice B.
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CAPITULO

MODELOS DE PROPAGACAO FIREWORK

2.1 Processos Firework

2.1.1 Processo Firework Simples (PF)

O Processo Firework (PF) é um modelo de disseminagdo de informagao nos naturais
(N) que foi estudado inicialmente por Junior, Machado e Zuluaga (2011). Com a excecé@o do 0
que ja comeca informado, cada niimero natural representa um individuo que pode ser informado
por alguém a sua esquerda e transmitir informacao para individuos a sua direita. O alcance
da transmissdo dos individuos ¢é definido pela sequéncia de raios aleatdrios {R;};>o, IID, com
distribui¢do oy := P(R; < k), tal que R; corresponde ao raio do i-ésimo individuo. A Figura 1

mostra o funcionamento do processo para dois passos iniciais:

Figura 1 — Exemplo ilustrativo de uma realizagdo do PF.

@m o—60—0—0—0—0—»
2 4 5 6 7 8 9

10

@o ® o—Oo— 66— 0—0—0—»
0 1 2 3 4 s 6 71 8 9 10
@‘ — o o o 6 o m»
0 1 2 3 4 s 6 71 8 9 10

Fonte: Elaborada pela autora.

Os individuos informados sdo representados pela cor azul, entdo ao iniciar o processo, o
individuo O que estd informado lanca um raio de tamanho 4 para a sua direita informando os
individuos 1, 2, 3 e 4. No pr6ximo passo, o individuo 1 lan¢a um raio de tamanho 2, o individuo

2 lanca um raio de tamanho 0 e os individuos 3 e 4 lancam raios de tamanho 3, informando os



26 Capitulo 2. Modelos de propagagdo Firework

individuos 5, 6 e 7. Dessa forma, o processo continua indefinidamente ou até ndo existir mais

novos informados.

Uma questdo natural € saber se o processo ird sobreviver, ou seja, saber as condi¢des
necessdrias para a informacao continuar se propagando infinitamente com probabilidade positiva.
Quando isso acontece, significa que ha um nimero infinito de informados ao final do processo,
portanto se M é o nimero de informados ao final do processo, o evento {M = o} representa a

sobrevivéncia do processo. Resumindo, a questdo é saber se P(M = o) > 0 ou P(M = o0) = 0.

Inicialmente, o artigo de Junior, Machado e Zuluaga (2011) trouxe o seguinte resultado:

Teorema 1 (Condi¢do de sobrevivéncia do PF).

j—1
P(M=o0)>0<= Y []ou< e 2.1
j>1i=0

Através desse teorema € possivel dizer se a probabilidade do processo sobreviver é

positiva ou ndo, mas nao a probabilidade exata.

. 1 ’y
Exemplo 1. Considere o; = (11—2> ,com ¥ > 0. Calculando a expressio do teorema 1:
i
j—1 Il 1\7 1\Y /2\7 i—1\" i\ 1 Y
He-L(i5) -2(G)-G) - (57) () -2 (59)
i>1i=0 i>1i=0 i1 J J =1 N

(2.2)
Tem-se que a expressao (2.2) é uma série harmonica em que,

* se ¥ < 1, a série é divergente, entdo P(M = o0) = 0 (0 processo ndo sobrevive);

* se ¥ > 1, a série é convergente, entdo P(M = oo) > 0 (é possivel o processo sobreviver).

Além disso, um outro resultado é obtido a partir do teorema anterior (JUNIOR; MA-
CHADO; ZULUAGA, 2011):

Corolario 1. Seja

L:= lim nP(Ry > n), (2.3)

n—oo

entao

1. se L > 1, entdo P(M = o0) > 0;

2. se L < 1, entdo P(M = o0) = 0;
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3. se L=1 e existe um N, tal que para todon > N

1

P(Ry > n) <
(Ro=n) < -——,

(2.4)

entdo P(M = o) = 0.

Este resultado mostra condi¢des mais intuitivas, porém mais restritivas sobre a cauda da

distribui¢do de Ry para ter ou ndo ter sobrevivéncia.

Em um trabalho posterior, Gallo et al. (2014) conseguiram obter um teorema que diz

exatamente qual é a probabilidade de sobrevivéncia do processo:

Teorema 2 (Probabilidade de sobrevivéncia do PF). A probabilidade de sobrevivéncia do rumor

no PF é dada por

P(M = oo) — L 2.5)

_l )
T4} 1 [T, o

em que a probabilidade € positiva se, e somente se, }_ ;> Hl 0 0 < 0.

A prova do teorema serda mostrada na Secdo 3.1 e abaixo, segue um exemplo em que é

possivel calcular a probabilidade exata de sobrevivéncia do processo:

i+1
i+3°

(5)-(5) ()

Exemplo 2. (JUNIOR; MACHADO; RAVISHANKAR, 2019) Considere o; =

EffeEfii-E 0 € Q)

j>1i=0 j>1i=0

B )
j>1J+1 J+2) SRR A

(222

1 1
1+Yi oy 2

significando que a probabilidade de sobrevivéncia do processo € de 0.5.

Portanto,

P(M = o0) =

O exemplo acima € um dos poucos casos em que € possivel calcular a probabilidade exata
de sobrevivéncia. Observe que o Teorema 1, de Junior, Machado e Zuluaga (2011) € corolario
deste Teorema 2 de Gallo et al. (2014).
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2.1.2 Processo Firework Cético (PFC)

O Processo Firework Cético (PFC) é uma modificacdo do PF inicialmente estudado por
Sajadi e Roy (2019), em que os individuos necessitam de pelo menos dois informados para
acreditar na informacao e se tornarem propagadores. A versao do PFC tratada aqui € ligeiramente
diferente da abordada por esses autores, pois consideramos que hd individuos em todos os

ndmeros naturais.

O PFC comeca com dois individuos informados na origem que langam raios de tamanhos
iguais. A partir disso, o exemplo da Figura 2 mostra os individuos 1 e 2 sendo informados e se
tornando propagadores e em seguida, o individuo 1 lan¢a um raio de tamanho 4 e o individuo
2, um raio de tamanho 5, informando os individuos 3, 4 e 5, pois receberam a informacdo duas
vezes. Por tltimo, o raio que o individuo 3 langou alcangou até o individuo 9, mas os informados
foram apenas os individuos 6 e 7, pois eles ja haviam recebido uma vez a informacao através do

individuo 2.

Figura 2 — Exemplo ilustrativo de uma realizacido do PFC.

@ o——0—O0—0—0—O0—0—O0—»
o 1 2 3 4 s 6 1 8 9
o 1 2 3 4 5 6 1 8 9

@300 o—6—Oo—0—0——»
o 1 2 3 4 5 6 1 8 9

@3000000 o—O0—»
o 1 2 3 4 5 6 71 8 9

Fonte: Elaborada pela autora.

Da mesma forma que o PF, os raios aleatérios {R; };cn, com R; correspondendo ao raio
do i-ésimo individuo, sdo IID, com distribui¢ao oy := P(R; < k) e M o nimero de individuos
informados ao final do processo, com o evento {M = oo} representando a percolagdo do processo,
o PFC continua indefinidamente ou até ndo houver mais novos informados. Assim, Sajadi e Roy

(2019) obtiveram o seguinte resultado:

Proposicao 1. A probabilidade de percolacao do PFC satisfaz:

liminfnP(Ry > n) > 1 = P(H =) >0 2.6)
n—ro0
e

limsupnP(Ry > n) < 1 = P(M = o) = 0. (2.7)

n—oo
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A proposicdo possui um formato semelhante ao Coroldrio 1, entretanto note que ela
nao traz informagdes do que acontece com o processo caso o limite seja igual a 1, entdo
baseado apenas pela proposi¢ao, nao € possivel afirmar o que acontece com a probabilidade de

sobrevivéncia do processo para este caso.

n+1
n+2

Y
Exemplo 3. Considere novamente o Exemplo 1, com o, = ( ) , ¥ > 0. De acordo com a

Proposicao 1,

Ry <n)= 2.8
(Ro<n)=\:"7 (2.8)
¢ T (n41)Y—n?
n n+1)"—n
P(Ry>n)=1—P(R :1—< )z—, 2.9
(Ro = n) (Ro <n) p— 17 (2.9)
de tal forma que o limite € dado por
. . (n+1)T=n?
> = -_— = .
r}l_rgonIP’(Ro > n) r}l_rg;n 177 (2.10)

Assim, concluimos que, baseado na Proposic¢ao 1,

* se ¥ > 1, a probabilidade de sobrevivéncia do processo € positiva;
* se ¥ < 1, a probabilidade de sobrevivéncia do processo € zero e;

* se Y= 1, ndo é possivel dizer o que acontece com a probabilidade de percolagdo.

2.1.3 Resultados novos no PFC

Como uma contribuicdo original, durante a pesquisa obtemos a probabilidade exata de

sobrevivéncia do PFC:

Teorema 3 (Probabilidade de sobrevivéncia do PFC). Seja

P(M<t+i)—P(M<1)

U = — : (2.11)
! IT—p o
A probabilidade de sobrevivéncia do PFC é dada por
_ 1
P(M = o0) = —, (2.12)
m
onde
(Hi_z o Yi>0 Ug|1 (1— o)
(=0%t) v P i+k—2
_ >0 Uz (1—044i)
m= (1 — Q1) oy (2.13)
Z Yi>0 U1 (1—041m) s;kzs " !—Il

i>0 -2
PO Y | (M5 o)

Yi>0 Ut \m (1—tm)
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Como serd visto mais tarde no texto, a prova deste teorema € baseada no estudo de um
processo reverso chamado Processo Firework Cético Reverso. Neste processo, o i representara
a distancia média entre dois individuos informados. Apesar de obtermos uma expressao para a
probabilidade exata de sobrevivéncia, € dificil obter uy|;, portanto a expressao m ¢ também dificil
de ser calculada. Assim, obtemos um coroldrio para este teorema, que facilita o entendimento

sobre a sobrevivéncia do processo sem a necessidade de passar por calculos complicados.

Corolario 2 (Condigio de sobrevivéncia do PFC).

j—1
P(M =oc0) >0<= Y []ou<ee. (2.14)
j>110=0

A prova do teorema serd feita na Secdo 3.2 e a do Corolario, na Se¢do 3.3. Note que
este coroldrio € idéntico ao Teorema 1, significando que este € um resultado mais forte do que
a Proposicao 1, por se tratar de um resultado do tipo “se, se somente se”. Apesar do PF e PFC
possuirem a mesma condi¢do de sobrevivéncia, note que P(M = ) < P(M = o) pois 0s ndo
informados do PFC precisam receber a informacao pelo menos duas vezes, enquanto que no PF

basta receber apenas uma vez.

Os dois exemplos abaixo mostram casos em que nao € possivel dizer se hd ou ndo
percolagdo usando a Proposi¢do 1, mas podemos concluir pelo Corolédrio 2. O primeiro é um
caso que o processo ndo sobrevive e o segundo, € um caso que o processo tem a probabilidade

positiva de sobreviver.

Exemplo 4. Vamos retomar o Exemplo 3. Quando y = 1, a expressdo @, torna-se um caso
particular que ndo € contemplado pela Proposicdo 1, mas agora de acordo com o Coroldrio 2,
vimos que ). > H{;OI oy € uma série divergente quando Y = 1, portanto € possivel concluir que a

probabilidade de sobrevivéncia do processo € zero para este caso.

Exemplo 5. Considere mais um exemplo, com ¢, =

1,

n+1 <ln(n+2)

14
, 0.PelaP ica
Y ln(n—|—3)) Y> ela Proposi¢ao

lim nP(Ry > n) = lim n (1 " <ln(n+ 1)>y>

n—eo n—reo n+1 \In(n+2)
L n ((n+1)(In(n+2))"—n(n(n+1))Y
_Jgriowl( (In(n+2))Y ) @13

O Teorema do valor médio nos diz que se f € uma fun¢do definida e derivavel no intervalo

la,b|, entdo existe um ponto ¢ € [a,b], tal que

(2.16)
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Utilizando o teorema com b =n—+ 1, a =ne f(x) = x(In(x+1))?, teremos f'(x) =
(In(x+1))"+ a2
x

equivalente a

1(1n(x+ 1))”"!, entdo a expressio dentro do limite da Equacdo (2.15) é

(In(c+ )7+ =% (In(c+ 1)"!

n

2.17
n+1 (In(n+2))Y ’ 17)
para algum ¢ € [n,n+ 1]. Substituindo ¢ = n para o denominador de C_:/l ec=n+1parao
c
resto, teremos que
(n+2)y ~
lim " ((n+1)(ln(n+2))7’—n(ln(n+l))”) < lim " (In(n +2))7 + n+1 (In(n+2))7!
Aot 1 (In(n+2))" " (In(n+2))7

.o (n+2)y )_
_}ﬂn+1(l+(n+1)ln(n+2) =1

(2.18)

.. . C
Agora, substituindo ¢ = n+ 1 para o denominador de Yl € ¢ = n para o resto, teremos
(6

que
(n+ Dy -
lim — ((IH—1)(ln(n+2))7_n(1n(n_|_1))7/) > lim n (In(n+1))" + ﬁ(ln(nJrl))y '
n—soo 14 1 (1n(n+2))7’ n—oo 4+ 1 (ln(n+2))7

. (In(n+1))"  y(In(n+1))7! _
_Jggon+l((ln(n+2))7’ (In(n+2))7 )‘1' (2.19

Portanto,
1) 2))Y—n(1 1))
lim " ((n+ )(In(n+2))Y—n(In(n+1)) ):1’ (2.20)
n—reon+ 1 (In(n+2))7
que € inconclusivo de acordo com a Proposicédo 1.
Observando através do Corolario 2,
i 1 (In(n+2)\"
znan—zn’” ()
j>1n=0 j>1n= On_{—2 In +3)
B 1(1n(2)>7 2(1n(3)>7 j <1n(j+1)>Y
-~ &2\In(3)/ 3\In(4)/ " j+1\In(j+2)
-y 1 < In(2) >7
S1J+1\In(j+2)
1
= (In(2))" ), 2.21)

i>1 (j+ 1)(1n(j+2))y'

A expressao do somatério em (2.21) converge para ¥ > 1, portanto o PFC possui a

probabilidade positiva de percolar quando y > 1.
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Observacao: definindo ¢ como o nimero minimo de vezes que o individuo tem que
receber a informagdo para acreditar (o PF possui ¢ = 1 e PFC possui ¢ = 2), sabemos que a
Proposicao 1 € valida para extensdes com ¢ > 3 (SAJADI; ROY, 2019), assim para o Corolério

2, acreditamos que a extensao seja valida também.

2.2 Processos Firework reversos

2.2.1 Processo Firework Reverso (PFR)

O Processo Firework Reverso (PFR) € um processo de disseminagdo de informagdes que
acontece ao longo dos naturais, em que os individuos ndo informados tentam buscar a informagao
através dos raios {En}nzl, com R; correspondendo ao raio do i-ésimo individuo. Sdo IID, com
distribuigiio de probabilidade ¢ := P(R, < ¢) que sdo langados para a esquerda pelos individuos
nao informados e representam o qudo longe cada individuo consegue escutar a informagdo. A

Figura 3 mostra um exemplo com dois passos iniciais:

Figura 3 — Exemplo ilustrativo de uma realizacdo do PFR.

Fonte: Elaborada pela autora.

Comecando com apenas o individuo 0 como informado, os individuos 3 e 5 lancaram
raios que conseguiram alcangar ou ultrapassar 0, entdo eles se tornaram informados. Em seguida,
o individuo 4 lan¢cou um raio de tamanho 2 que ultrapassou o individuo 3 e o individuo 9 lancou
um raio de tamanho 5 que ultrapassou o individuo 5, portanto se tornaram informados também
e assim por diante. Note que, visualizando apenas a figura ndo € possivel dizer se o processo
sobrevive ou ndo, pois dependendo da distribui¢@o dos raios, € possivel que algum individuo mais
longe tenha um raio grande o suficiente para ultrapassar a origem ou algum dos ja informados,

por exemplo o individuo 9.

Seja N o total de informados durante o processo. O teorema a seguir apresentado por

Junior, Machado e Zuluaga (2011) diz respeito a probabilidade de percolagdao do PFR:
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Teorema 4 (Probabilidade de sobrevivéncia do PFR). Seja N o nimero de informados durante o

processo. A sobrevivéncia do rumor no PFR depende do comportamento de oy, de tal forma que

1. se [0 =0, entdo P(N =o0) = 1 e,

2. se [Ir>p 0 > 0, entdo P(N = o0) = 0.

A prova deste teorema segue diretamente da prova do Teorema 2, que serd detalhado
na Sec¢do 3.1. O proximo teorema obtido por Gallo et al. (2014) diz respeito a propor¢ao de
informados ao final do processo. Essa proporcao € definida como o limite da razdo entre o

nimero de informados até o tempo ¢ (N(¢)) e a quantidade total de individuos (¢):

lim M, (2.22)

t—oo

que se trata de uma lei forte dos grandes nimeros e o limite acima vale quase-certamente.

Teorema 5 (Proporcao de informados do PFR). A propor¢do de informados ao final do processo
no PFR € dada por

1
1
L+ Y1 Il @i

P i—1
e € positiva, se e somente se, }. ;> H{:o Q; < oo,

(2.23)

A prova do teorema serd feita na Secdo 3.4.

i+ 1
Exemplo 6. Vamos retomar o Exemplo 2, com ; = l_—::—3 Calculando o produtério
i

it+1 12 3
L —_.Z. . .=0 2.24
[ Hi+3 345 : (229

i>0 i>0

temos que o processo sobrevive com probabilidade 1. Como a expressdo para a propor¢ao

de informados € idéntica a expressdo da probabilidade de sobrevivéncia do PF e ja tinhamos

1
obtido no Exemplo 2 que a probabilidade de sobrevivéncia é > entdo temos que a proporcao de

1
informados no PFR para este caso é ok

2.2.2 Processo Firework Reverso Cético (PFRC)

Ligeiramente diferente do processo anterior, agora os individuos do Processo Firework
Reverso Cético (PFRC) devem alcancar pelo menos dois informados para acreditarem na
informagdo e passarem a ser informantes. Os raios {R, },>1 continuam IID, com o :=P(R, < /),
mas o processo comeg¢a com dois individuos na origem somente por uma questao de inicializagdo.

A Figura 4 mostra um exemplo em dois passos.
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Figura 4 — Os trés primeiros passos de um Processo Firework Reverso Cético.

o 1 2 3 4 5 6 1 8§ 9 10
o 1 2 3 4 5 6 1 8§ 9 10

Fonte: Elaborada pela autora.

Iniciando o processo com dois individuos informados na origem, ap6s langarem os raios,
os individuos 4 e 6 alcancaram a origem tornando-se informados. Depois, o individuo 7 alcangou

os individuos 4 e 6 e por fim, o 10 alcancouo 6 ¢ 7.

Abaixo, segue o resultado sobre a probabilidade de percolagdao do processo obtido por
Sajadi e Roy (2019):

Teorema 6 (Probabilidade de sobrevivéncia do PFRC). Seja N o niimero de informados durante
0 processo. A sobrevivéncia do rumor no PFRC depende do comportamento de oy, de tal forma

que

1. se [Iy>1 04 =0, entdo P(N =0) =l e,

2. se [Iy>1 > 0, entdo P(N = o0) =0.

A prova deste teorema serd feita na Sec¢ao 3.5. Semelhante ao PFC com relagdo ao PF,
este teorema € idéntico ao Teorema 4 do PFR. Definindo ¢ como o nimero de informados que o
individuo tem que alcangar para acreditar na informacao (o PFR possui ¢ = 1 e PFRC possui

¢ = 2), o resultado vale para qualquer ¢ > 3.

O préximo resultado € um resultado original. Obtemos a propor¢ao de individuos infor-

mados ao final do processo:

Teorema 7 (Propor¢ao de informados do PFRC). A proporg¢ado de informados ao final do processo
no PFRC ¢é dada por
1+ Yoo [T %
I+ X il o

(2.25)
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A prova deste teorema serd vista na Secao 3.6.

i+1 .
Exemplo 7. Vamos retomar o Exemplo 6, com o; = 3 Vimos que o processo sobrevive
i
com probabilidade 1 no PFR, entdo como o PFRC possui as mesmas condi¢des, 0 processo
sobreviverd com probabilidade 1 também. Entretanto, note a diferenca quando calculamos a

proporcao de informados no PFRC:
Para o numerador de (2.25), conseguimos um valor exato
Y H o =1, (2.26)
j>li=

mas para o denominador,

— 2
—:oo 2.27
e “LiGgie T @2

=1 =0
a soma ndo é convergente. Portanto, a proporcdo de informados € zero.

No PFR, a proporcao de informados é %, mas no PFRC essa proporc¢ao € 0 apesar de
ambos terem as mesmas condi¢des de sobrevivéncia. Isso significa que ambos sobrevivem, mas
a distancia média entre os informados no PFRC € maior que a do PFR, tdo distantes que a

proporcao se tornou zero.
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CAPITULO

PROVA DOS RESULTADOS

Neste capitulo, os diversos processos serdo citados e relacionados, portanto é importante

notar o paralelo entre as varidveis e seus significados.

O raio do n-ésimo individuo:

* R,: pertence aos processos PF e PFC;

* R,: pertence aos processos reversos PFR, PFRC e PFCD (que serd visto na Se¢do 3.2.1).

Nimero de informados durante o processo:

M: pertence ao PF;
 M: pertence ao PFC;

* N: pertence ao PFR;

e N: pertence ao PFRC.

3.1 Prova do Teorema 2 (Probabilidade de sobrevivéncia
do PF)

A ideia da prova do Teorema 2 consiste em relacionar o PF com o Processo de Renovacao
(PR) através do PFR da forma como mostra a Figura 5. Primeiro, serd explicado como acontece
a relacdo entre PF e PFR, depois a relagao entre PFR e PR e por fim, a conclusdo com a relacdo

entre PF e PR, obtendo o resultado desejado.

A descricdo sobre a teoria da renovacao encontra-se no Apéndice A.
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Figura 5 — A relacdo entre PF, PFR e PR.

©

Firework
0 1 2 3 4 5 6 7
Processo
< O O O Firework
7 6 5 4 3 2 1 0 Reverso
Xys=1 X3 =2 X, =1 X;=3

/ L S v 0 7> A Processo de

Renovacgdo

7 6 5 4 3 2 1 0

Fonte: Elaborada pela autora.

3.1.1 Relacao entre PF e PFR

Formalmente, se i > 1 € um individuo qualquer de um PF com raio R;, entdo o processo
dual do PF, o PFR, possui raios da forma Ri=R,_;, para n > 1. De forma intuitiva, se o PF
caminha para a direita como na figura, o seu dual PFR possui a origem no individuo »n, com o

processo caminhando para a esquerda.

Note que se o individuo n do PF é um propagador ao final do processo, entdo existe uma
combinacdo de raios que o conecta com a origem (individuo 0). Dessa forma, ao olhar para o
seu dual PFR, existe uma combinacao de raios que conecta o individuo n do PFR com a origem,
tornando o um propagador. O mesmo raciocinio € védlido para quando o individuo n do PF nao é
um propagador ao final do processo, ou seja, isso implica que o individuo n do PFR nao serd um

propagador.

Entdo, definindo {, },>0 como uma sequéncia de indicadoras, em que {{, = 1} significa
que o n-ésimo individuo do PFR é um propagador ao final do processo e {{, = 0}, caso ndo seja

propagador, a probabilidade de sobrevivéncia do PF pode ser escrita da seguinte forma:

P(M = ) = lim P(M > n) = lim P(¢, = 1). 3.1)

n—roco n—oo
3.1.2 Relacao entre PFR e PR
Primeiramente, segue a definicdo de um PR:

Definiciio 1 (Processo de renovagio). Seja uma sequéncia { X, },cn+ de varidveis aleatérias IID

em N*, com S, := X + ...+ X, e So = 0, entdo {S, },cry € chamado de processo de renovagio
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(sem atraso).

Com isso, relacao entre PFR e PR segue do seguinte lema:

Lema 1. A sequéncia {{, },>0 € um Processo de Renovagdo com

P(X, =1) = (Ha,) (1—o-1), (3.2)

em que X; € o tempo entre renovacoes.

Demonstragdo. Seja £2 = ({4, Cui1, ..., &) um vetor que representa uma particio da sequéncia
{&,}u>0. Definindo £(&l) = inf{i > 0: {,_; = 1} como o nimero de zeros apés a tltima
ocorréncia de 1 no vetor {%, com £({?) = oo para {; = 0 para todo a < i < b, temos a seguinte

equivaléncia de eventos:

{Gi=1}={R, > (&M}, (3.3)

pois o individuo 7 se tornard propagador se, e somente se, 0 seu raio alcancar ou ultrapassar o

dltimo individuo informado antes de n.

A probabilidade condicional do individuo » ser um propagador dado todo o passado

depende apenas do dltimo propagador antes de n, ou seja,

PG =118 =vg ) =P(Ry > 5 ")) = 1=y (3.4)

Isso significa que a sequéncia {, é formada por blocos IID de tamanho X; da forma

(05171 1) := (0,0,...,0,1), (3.5)
N —

X1—1 vezes

que caracteriza um PR. A distribui¢@o entre renovac¢oes P(X; =), t > 1, pode ser obtida desta

forma:
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PXi=0)=P(§=(0""1)[{=1)
ZP(Q:O\Cozl)XP(sz()Mol:(l,Ol)) X
P(G-1=0]82=(1,0" 2))><IF’<Q=1\C = (1,071))

1
HP(Cz—O\C”Z(l,O”))> xP(G=1]5 " =(1,071)

ocl-> X (1 —ay-1). (3.6)

3.1.3 Conclusao da demonstracao do Teorema 2

Além das relacdes mostradas anteriormente, vamos utilizar também um resultado da

teoria da renovagao (para mais detalhes, ver Apéndice A):

Teorema 8 (Teorema da renovagdo). Seja u := E(X;). Para um PR {S, },cn recorrente, com
Spn=X1+...+X, e S0 =0, segue que

Uy — —, (3.7)
em que ! =0seu =
" .

Assim, podemos resumir as relacdes desta forma:

P(M = o) = lim P(M > n)

n—eo

=limP({,=1) <= Dualidade entre PF e PFR

n—oo

1
= — <= Teorema 8 (Teorema da renovaciao) e Lema 1,

compu =EX;) =1+Y > H{;Ol o;, obtido a partir de (3.2), provando que P(M = ) =

=~
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3.2 Prova do Teorema 3 (Probabilidade de sobrevivéncia
do PFC)

De forma semelhante a Secao 3.1, em que o conhecimento sobre PR permitiu obter
informacgdes sobre PFR e posteriormente do PF, a ideia agora €, a partir dos conhecimentos
sobre a Cadeia semi-Markov (CSM), obter informagdes sobre o Processo Firework Cético Dual
(PFCD) e o PFC.

3.2.1 Processo Firework Cético Dual (PFCD)

O PFCD € um processo reverso similar ao PFR, no sentido de que os individuos ndo
informados langam raios {R;};>1, IID, para a sua esquerda em busca de informagdo. A Figura 6

mostra um exemplo do funcionamento do processo.

Figura 6 — Os trés primeiros passos de um Processo Firework Cético Dual.

Fonte: Elaborada pela autora.

Diferentemente dos outros processos vistos, este conta com trés tipos de individuos, o
ndo informado (em branco), o propagador ou informado (em azul) e o individuo que estd indeciso
em acreditar na informacdo (em cinza), além disso o processo possui cinco regras mostradas na

Figura 7 que devem ser seguidas:

Figura 7 — As regras de um Processo Firework Cético Dual.

O SN (6) S
@O O@.O O@. O

Fonte: Elaborada pela autora.
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1. O individuo se torna um informado se o seu raio ultrapassar pelo menos dois propagadores;

2. O individuo se torna um informado se o seu raio ultrapassar primeiro um informado e

depois, pelo menos um individuo indeciso;
3. O individuo se torna indeciso se o seu raio ultrapassar apenas individuos indecisos;

4. O individuo se torna indeciso se o seu raio ultrapassar primeiro um indeciso e depois,

apenas um informado;

5. O individuo se torna indeciso se o seu raio ultrapassar apenas um individuo informado.

Voltando ao exemplo da Figura 6, a origem deve comegar com dois individuos informados.
Lancando os raios, os individuos 2 e 4 se tornaram informados, depois o individuo 5 se tornou
indeciso pela regra numero 5 e o individuo 9 se tornou um informado pela regra nimero 1. No
terceiro passo, o individuo 7 se tornou indeciso pela regra nimero 3 e o individuo 11 se tornou

informado pela regra niimero 2.

Seguindo o mesmo raciocinio aplicado para o PF, a probabilidade de sobrevivéncia do
processo foi obtido relacionando o PFR ao PR, mas agora o PFCD nio seria mais relacionado ao
PR e sim ao processo semi-Markov descrito mais detalhadamente no Apéndice B. De fato, os
tempos entre informados ndo sdo mais independentes, uma vez que, para se tornar informado,
o raio do individuo deve ultrapassar um informado e depois um informado ou indeciso. Mas
observamos que ndo € necessario ter informacdes que antecedem dois informados, por esta razao,

a teoria da renovagao markoviana se encaixa bem para esta situagao.

3.2.2 Relacao entre PFC e PFCD

A primeira vista, poderiamos pensar que o processo dual do PFC fosse o PFRC, mas
vamos mostrar através de um contra exemplo que este nao € o caso. Para ter a dualidade, a
condigio P(M > n) = P({, = 1) deve ser respeitada, significando que no exemplo da Figura 8,
o individuo 11 do PFRC deveria ser um propagador ao final do processo, mas nao € isto que

acontece.

Figura 8 — Exemplo de ndo dualidade entre o PFC e PFRC.

PFC ‘ ; ; ; ; © : i ; ; © o—>

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Fonte: Elaborada pela autora.
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Como alternativa, o PFCD foi construido de uma forma que houvesse essa dualidade. A
Figura 9 mostra o mesmo exemplo da figura anterior, agora com o PFCD que possui o individuo

11 como propagador.

Figura 9 — A relacdo entre PFC e PFCD.

PFC g ; ; ; ; © ; i ; ; © o0—>

11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Fonte: Elaborada pela autora.

Acabamos ndo apresentando a prova de que o PFCD ¢ de fato o dual do PFC por questao

de tempo e provavelmente necessitar a listagem de muitos casos a serem estudados.

3.2.3 Relacao entre PFCD e CRM

Para obtermos a relacdo entre PFCD e a cadeia de renovacao Markov (CRM), segue

primeiramente a defini¢do de uma CRM (para mais detalhes, ver Apéndice B):

Definicdo 2. O processo discreto {J,, S, },en € chamado de cadeia de renovagdo Markov (CRM)

se
P(Jps1 = J,Sus1 —=Sn =k | Jo, .. ;T3 S0s -, Sn) =P(Jp1 = j,Sut1 —Sn =k | Jn),  (3.8)

paratodo j€ E, ke N*eneN.

A seguir, considere {Z; };cn 0 processo que fornece o estado do sistema no tempo # do

processo original.

Definicao 3. O processo Z; é uma Cadeia Semi-Markov (CSM) associada a cadeia de renovacio
Markov {J,,,S,} se Z; = Jy,,t € N, ou J, = Zs,.

Definindo X, := S,, —S,,—1 paran > 1, a Figura 10 mostra intuitivamente como € a relacao
entre PFCD e CSM.:
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Figura 10 — A relagdo entre PFCD e CSM.

Jo=0 J =2 Jr=2 J=1 Jy=2
f_)% r A NK_M ' —A N\
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
¥ ~ J U ~ J\ )\ ~ J
X, =2 X, =3 X;=1 X;=5

Fonte: Elaborada pela autora.

Em relacdo as sequéncias X, e J,;:

* X, é a distancia entre o n-ésimo e o (n+ 1)-ésimo individuo informado e;

* J, é adistancia entre o Gltimo indeciso antes do (n+ 1)-ésimo informado e o (n+ 1)-ésimo

informado.

Formalmente, a relagdo entre o PFCD e a CSM segue conforme o lema abaixo:

Lema 2. O PFCD € uma CSM com kernel semi-Markov da forma:

j—2

P(Jy=j,Xo =1+ ]| Jn-1=10) = w ( aé) (1— 04y jrio1), (3.9)
0

=
comi,j=1,2,3,...,t=0,1,2,3,...¢e

P(M <t+i)—P(M<1)
TT/_§ o

. (3.10)

U =

Demonstragcdo. A fim de facilitar a construc@o das expressodes que virdo a seguir, considere a
Figura 11. O ponto de partida para os raios serdo sempre os individuos informados, chamaremos

de i o valor observado de J,,_1, de j para J, e k para X,,, tal que t = k — j.

Figura 11 — Estrutura de contagem dos raios do PFCD para a prova do Lema 2.

Jn_lzi t Jan

— """
0O

Lo

—i k=t+j

0O
A4

Fonte: Elaborada pela autora.

Por construg¢do, o evento {J,, = j,X, =t + j} depende apenas do estado anterior J,, = i.

Nenhum raio entre os individuos 1 ao kK — 1 deve alcancar o dltimo individuo indeciso (—i),
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ou seja, R, <i+n—1paratodon=1,2,...,k—1 e o individuo k deve alcancar o ponto —i.
Portanto, estes eventos ndo dependem do que acontece antes de —i € assim 0 processo respeita a

suposi¢do para ser considerado uma CSM.

O cdlculo do kernel semi-Markov P(J,, = j,X,, =t + j | J,—1 = i) depende dos individuos

que podem ser divididos desta forma:

Do individuo 1 ao ¢:

Nenhum deles deve alcangar o tltimo individuo indeciso (—i) e o ponto ¢ deve ser um

individuo indeciso:
Observando o processo dual iniciando com o individuo ¢ temos a seguinte estrutura:

Figura 12 — Estrutura de contagem dos raios do PFCD para os individuos 1 ao ¢.

Jo_1=1 t Jn=1]

— A """

+—0—0 o O o
t+1 0
Fonte: Elaborada pela autora.
Neste sentido reverso, vemos que os eventos sobre os raios Ry,...,R;_; podem ser

interpretados como um PF:

* O processo deve se propagar pelo menos at€ ot: M >t e;
* Nenhum individuo deve possuir raios que alcancem o ponto t +i: Ry <t +i—1,R; <
t+i—2,...,R1;—1 <0, ouseja, M <t—+i, lembrando que M foi definido na Secdo 2.1.1.
Defina

B=PRo<t+i—1,R <t+i—2,...,Rsi1 <0,M>1). (3.11)

Primeiro, temos

B=PM<t+i,M>1)=PM<t+i)—P(M <1). (3.12)

Em seguida, dividindo a probabilidade (3.11) em duas partes (primeira parte dependendo

de ¢ e segunda parte independente de ¢)

B=PRo<t+i—1,... R <iM>1)P(R, <i—1,... Ri1<0), (3.13)

Ui 4o
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definimos

w=PRo<t+i—1,...,R_y <i,M>1), (3.14)

que € a probabilidade de interesse.

Assim,
i—1 .
PM <t PM <t
P(M§t+i)—IP>(M§t):ut|,~Hocg:>u,‘i: ( +) (M < ) (3.15)
=0 _y o
Do individuor+1aor+j—1:
Nenhum deles deve ser um individuo indeciso, ou seja, P(R;41 <O0,R;12 <1,...,Rpyj 1 <

: -2 2 .
J _2) = Hé:() Oy, com Hézo oy = 1, para j = 1.

Individuo 7 + j:

Deve alcangar o dltimo individuo indeciso, ou seja, P(Ryyj >+ j+i) = 1 — Oy j1i—1.

Juntando as probabilidades para obter o kernel semi-Markov:
Como cada um destes intervalos sao independentes:

j—2
Py =j,Xn =t+j | Ju-1 = 1) = wy; <H aé) (1= 0y jyit1), (3.16)
=0

em que u;; € obtido em (3.15). [

3.2.4 Continuacao da demonstracao do Teorema 3

Para o PFCD sobreviver € necesséario que a CSM seja recorrente, ou seja, deve haver
mudangas de estado do longo do tempo. Entdo, vamos utilizar a Equagdo (3.35) que diz qual é o

limite da probabilidade de haver uma mudanca de estado na CSM.

Assim, vamos prosseguir calculando m = E(X,) desta forma:

m=EX,) =EEX, |Ji-1)) = Y, P(Joo1 =) EXy | Jpm1 = i) = Y BEX, [ Joo1 =1), 3.17)

i>0 i>0

em que 7; € a distribuicdo estaciondria da cadeia de Markov {J,, },,>0. Assim, precisamos encon-
trar a probabilidade de transi¢do de estados P;; para encontrar a distribui¢do estaciondria {7 };>1

e a esperanca E(X, | J,—1 = ).

Probabilidade de transicao de estados
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A partir do kernel semi-Markov apresentado no Lema 2, conseguimos obter a probabili-

dade de transicdo de estados

Pi=Pp=jlla1=0)= )Y PUp=jXo=1+j|Juo1 =1

t>0

j-2
=Zﬁm01w>u—mﬂ%ﬂ. (3.18)
t>0 =0

Distribuicao estacionaria

Para calcular a distribui¢do estaciondria, vamos utilizar a reversibilidade da cadeia com

as equagoes de balango detalhadas:

T, Py = m P,
mi ml 14 1m (319)
Zle TTn = 1.
Desta forma,

TP = TPy

Py
=
Pml
)
S T Y0 U1 (Hzi:() 056) (1 —ym)
e

Y150 Uim (1= 0tm)

m—2 1— m
MZM<HW>ENWM ), (3.20)

Y50 Uiim (1= 041m)

/=0
definindo
o "ﬁa Yrsoti (1 — Cim) (3.21)
= 74 ) :
" =0 Yi>0 Utim (1= 041m)

de forma que
Ty = T Ay (3.22)

A segunda condigdo nos diz que ).~ T, = 1, entdo

1=Y Tu=m Y, Sn, (3.23)
m>1 m>1
obtendo que
1
=, (3.24)
: Zmzl JMm

com .7, definido em (3.21). Mas para que esta expressao defina a medida invariante, é necessario

utilizar o Lema 3.

Lema 3. A seguinte afirmacdo € vélida:

Z Ay < 00, (3.25)

m>1
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P(M<t+1)—P(M<t)
0%

Demonstragdo. Note que u;| = , entao

(mz > ZtZO Us|1 (1 - O‘Hm)
Qy

Y50 Utm (1—m)

P(M§t+1)—1P(M§t))

m—2 Zz>0(
_ B (07}
B (ﬂ)“f) 5 <P<Msr+m>—P<Msr>
t>0

m—1
=0

(1 - at+m>

) (1 - O‘t+m>
(075 o) (M7 @) 3 (BOM <1 1)~ P(M <
% Yo (B(M <1 +m) —B(M <1)) (1— 0.

(

Olp—1 (HT;OZ 0%)2 Yiso(P(M<t+1)—P
[0 YoM <1+m)-PM

(3.26)

Y e ¥ o1 (T 0@)2 Yiso(P(M <t+1)=P(M <1)) (1 — Csm)

m>1 m>1 %o ZtEO(P(MSH‘"")_P(MSt))(l—O‘Hm)'

(3.27)

Como P(M <t+1) <P(M <t+m) param > 1, entdo
P(M<t+1)—P(M<t)<P(M<t+m)—PM<1) (3.28)
Yoo (PM <t+1)—PM<1)) (1 — Qim)

Yoo PM <t+m)—PM<1))(1 - Cim)
Além disso, o, 1 < 1. Portanto

<1. (3.29)

y 1 (177 ) Lo (B < 1 41) — P(M < 1)) (1 — Gy c y (MEda) (M= e)’ a«)z
m>1 % Yoo PM <t+m)—PM<1))(1—am) ~ =

(3.30)

. _ 2 B
Agora, como oy < 1, podemos concluir que (HZ”:O2 (xg> < HZ’ZOZ oy e portanto, se
Yous1 [T0, o < oo, entdio
2
-2
(HZIZO OCg)

Z —— <9, (3.31)

m>1 0o

provando que Y.~ & < oo. O

Expressao de 7;

A partir de (3.22) e (3.24), obtemos 7; em fun¢do dos raios:
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o\ Lot (1— i)
<H€:O E) 2120 Ui (1 - atﬂ')

Yi>0 U1 (1= Cim)
m—2 =

—og
Zle (HZ—O ) ZZZO ul‘m (1 — at—i—m)

i

= = 3.32
Zmzl Mm ( )

T

Esperanca do tamanho do bloco

Aqui a ideia é obter a esperancga de X, utilizando a igualdade E(X,) = E(E(X,, | J,—1)).
Entdo, calculamos primeiramente a esperanca condicional

i+k—2

EXy [ 1 =0)=Y Y PX=k|Jor=0=) Y (-au1) [ (333
=i

s>1k>s s>1k>s

e logo em seguida, obtemos 7 de acordo com a Equacdo (3.17):

m=Y mEX,|J-1=1i)
i=0
i Yoot (1 — 44i)
(sz%) Qe ) le;o utl (11— 0y11) i+k—2
-y 20 Ui YY(-o) [[ @ (334
) s>1k>s l=i

i>0 m—2 Lr>0 U1 (1= Otm
—Ym>1 | (=g o
"= ( =0 ) Y50 Ur|m (1—0tym)

3.2.5 Conclusao da demonstracao do Teorema 3

Para obtermos a conclusdo do teorema, vamos precisar deste resultado descrito no

Apéndice B:
Definindo y;.(k) := ¥ jcg Yij(k) como a probabilidade de que, comegando no tempo 0

no estado i, a cadeia semi-Markov fard um salto no tempo k.
Proposicao 2. Para uma CRM recorrente,

lim ;. (k) = (3.35)

1
k—so0 m
A partir das relagdes mostradas anteriormente e da Equacao (3.35), conseguimos obter a

probabilidade de sobrevivéncia do processo:

P(M = o) = lim P(M > n)

H—>oo

=limP({,=1) <= Dualidade entre PFC e PFCD

n—oo

= <= Equacao (3.35) e Lema 2,

provando que P(M = o) = —, com m de acordo com (3.34).
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3.3 Prova do Corolario 2 (Condicao de sobrevivéncia do
PFC)

Impondo a condi¢do de que } > H{;Ol 0y < oo, teremos que a CSM sera recorrente
positiva, concluindo que em todo instante de tempo ha algum individuo recebendo a informacao.
Entao, utilizando m; de acordo com (3.22), mantendo m; como uma constante e .«7; de acordo
com (3.26), temos que

m=EX,) =Y mEX,|J,—1=1i)

i>0
Qi1 H OC(’) YiooPM<t+1)—PM <1)) (1 —044) i+k=2
l>0< 0‘2 0 Yoo (P(M <t+i) —P(M <1))(1 _a,ﬂ.)> ;&“ — i) [ o
i+k=2
Z (HO“’> ZZ 1= k1) H oy (3.36)
i~0 =0 s>1k>s =i
T i+-k—=2 i—1
=1y <Hae> Y Y (01— aie ( 11 Otg) (H(Xg)
%o i>0 s>1k>s =i =0

i+k—2
(H“/) Y Y (1= o (H 05@), (3.37)
O‘Oz>o s>1k>s =0

em que (3.36) foi obtida utilizando o mesmo argumento de (3.30). Note que existe uma soma

telescopica
i+k—2
Z( — Qitk—1 (H O@)
k>s
i+s—2 i+s—1 i+s
=(1 _OCi—i-s—l)( I1 Otz) — Qi) < I1 aé) — Otiysr1) <H06£> +
(=0

(=0
i+s—2 i+s—1 i+s—1 i+s i+s i+s+1
= ( IT o [] (Xg)—f—( I1 OCg—HOtg) —l—(HOCg— I1 ocg)Jr
(=0 = (=0 =0 (=0 (=0
i+s—2
= [T o (3.38)
(=0

em que a ultima igualdade é apenas o primeiro termo da soma.

A partir disto, temos que

i+s5s—2 s—2
[T <[] (3.39)
(=0 (=0

e (3.37) pode ser reescrito desta forma:
T i—2 i+k—2
m< — HO@ ZZ l—aig_1) H oy <—Z H(Xg Z HOCg . (3.40)
@0 ;=0 \i= s>1k=s @0 ;%0 s>1

Considerando que } ;> Hé;(l) oy < oo, m seré finita também por ser o produto de duas

expressoes finitas, portanto a probabilidade de sobrevivéncia € positiva.
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Assim, o que foi provado até entdo € o seguinte:

j-1 _
Y [[ow <oo=E(X,) < oo = P(M = o) >0, (3.41)
j>140=0

em que a ultima passagem decorre do Teorema 3. Por outro lado, temos que o PFC € um processo
naturalmente mais dificil de percolar que o PF por ter uma condicao mais restrita para propagar

a informacdo, de forma que

P(M = o) < P(M = o) (3.42)

por argumento de acoplamento, tal que M é o nimero de informados do PFC e M, do PF.

Se P(M = eo) > 0, entdo P(M = o) > 0, implicandoem ¥ ;| Hé;é 0y < oo pelo Teorema

1, provando que o sentido contrario também € vélido.

3.4 Prova do Teorema 5 (Proporcao de informados do
PFR)

Relembrando que o PFR € um PR como mostrado na Se¢do 3.1.2, para a prova deste

teorema vamos utilizar o Lema 1 a seguinte proposi¢ao:

Proposicdo 3. Seja N(7) o nimero de renovagdes até o passo ¢. Para um PR, temos que

lim M = l (3.43)
t—oo f ‘LL

Entdo basta calcular u para obter a expressao desejada:

=1 i=0 i=0
1 1 2 2 3
=(1—ap)+ <2a0—2Hoc,-) + (3HO@—3HO€,-) + (4H%‘—4H%‘> +...
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
1 2 3 j—1
=1+a+]Ja+]Ja+]]ai+ . =1+ ) []o (3.44)
i=0 i=0 i=0 j>1i=0

1 1
Portanto, — = T
S D W § Fg e
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3.5 Prova do Teorema 6 (Probabilidade de sobrevivéncia
do PFRC)

Primeiro item:
Para provar este item, vamos utilizar os Lemas 4 e 5. Sao resultados cldssicos que podem

ser encontrados em Bremaud e Fields (2001) e Kochen e Stone (1964):

Lema 4. Seja {a, },>0 uma sequéncia de nimeros no intervalo [0, 1). Entdo,

[Tl-a)=0=) a,=rc-. (3.45)
n>0 n>0
Lema S (Segundo Lema de Borel-Cantelli). Seja A, uma sequéncia de eventos independentes.

Entao,

n—soo

Y P(A,) =co =P (limsupAn> =1, (3.46)
n=1

significando que a probabilidade do evento A, ocorrer infinitas vezes € igual a 1.

De acordo com o Lema 4, se 1 —ay € a sequéncia o, entao

[Tow=0= ) (1—0y) =0 (3.47)
750 >0

Utilizando o Lema 5 com A, = {R; > (}, se ¥y>((1 — o) = o, ento a probabilidade do evento
{R; > £} ocorrer infinitas vezes € igual a 1, significando que sempre havera individuos com raios

que alcancam a origem do processo.

Segundo item:

Pela natureza do processo cético, a difusdo da informag¢do no PFRC acontece com mais
dificuldade que no PFR, pois é necessario que o raio do individuo alcance dois informados ao
invés de um. Isso significa, por argumento de acoplamento, que P(N = o) < P(N = ), com
N o niimero de informados durante o PFRC e N, do PFR. Se [];>0 0 > 0, o Teorema 4 nos
diz que o PFR nido sobrevive, entdo teremos que 0 < P(N = «) < P(N = o) = 0. Portanto,

P(N = o0) = 0.

3.6 Prova do Teorema 7 (Proporcao de informados do
PFRC)

O PFRC € uma CRM em que X,+1 = J,, com n > 0, € a distancia entre informados como

mostra o exemplo da Figura 13.
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Figura 13 — O PFRC como uma CRM.

X, =J1=2 X4 =J3=3
r—% r - N
: O O O o O @ @ O O o——»
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
I\ ~ J W_J
X, =Jo=4 X3=J=1

Fonte: Elaborada pela autora.

Para provar o teorema, vamos utilizar a Proposicao 4:

Proposicao 4. Para uma CRM, temos que

(3.48)

Para obter m, € preciso passar por trés passos: encontrar a probabilidade de transicao de

estados P;;, a distribuigdo estaciondria {7; };> da cadeia e esperanca m; = E(S; | Jo =i).

Para facilitar o entendimento dos cédlculos, considere a estrutura de contagem dos raios

iniciando sempre com um individuo informado, como mostrado na Figura 14:

Figura 14 — Estrutura de contagem dos raios para o PFRC.

Jpo1=1 Jn:j
r - N —
@ Qo o—>
0 J

Fonte: Elaborada pela autora.

Probabilidade de transicao de estados

A probabilidade de transi¢do de estados é dada por

Pj=P(n1=JjJn=1)
=PRI <i,R<i+1,....Rj_1<i+j—2,R;>i+j—1)
i+j—2

= —aij1) [T o (3.49)
(=i

em que HZJZ:_Z oy =1 quando j=1.

Distribuicao estacionaria
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Para calcular a distribui¢do estaciondria, vamos utilizar novamente as equacgdes de

balanco detalhadas descritas em (3.19).

Py = mPy;

i—1
ﬂi(l — OC,') = 7751(1 — OC,') H Ol
k=1
i—1
=T H Oy .
k=1

Utilizando que }° | m; = 1, temos que

Zﬂ,—nl+iﬂlnak—7rl (1+iﬁak>

i=2k=
que resulta nas expressoes

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

1
m= PP ——
1+ Y2, T o
e
[0
Ty = Hk 1% A > 1.
1+ Y2, T o
Esperanca m; = E(S; | Jo =)
Entrando nos passos finais,
° mi:E(Sl |J():i):
— 1 . Hk 1ak
. m:Z'Zlmiﬂi:mln1+2'>1mi7ti— +Yiori =
’ ’ E WSS | Y-S 0 WSS | fa

1+ Yo i1 o
L+Y =1 Hi;i Ol

Portanto, pela Proposicdo 4

L+Y - Hi;i Ol

1
o+ i o

(3.54)



55

CAPITULO

CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos inicialmente o Processo Firework (PF) e os seus resultados
principais, a condi¢do para a probabilidade positiva de sobrevivéncia do rumor e a probabilidade
exata de sobrevivéncia, que ja foram desenvolvidos por outros autores. Em seguida, apresentamos
o Processo Firework Cético (PFC) e os seus principais resultados: a Proposi¢do 1 que diz respeito
as condicdes de sobrevivéncia ndo abrange todos os casos possiveis, podendo levar a resultados
inconclusivos, portanto apresentamos resultados novos e mais fortes, o Teorema 3 que traz a
probabilidade exata de sobrevivéncia do processo e o Coroldrio 2 que diz respeito a condi¢cdo

para a probabilidade positiva de sobrevivéncia, porém abrangendo todos os casos possiveis.

Em seguida apresentamos dois processos reversos. Primeiramente apresentamos o Pro-
cesso Firework Reverso (PFR), o processo dual do PF, mostrando também a condi¢do de
sobrevivéncia do processo e agora, a propor¢ao de informados ao final do processo. O segundo
processo apresentado foi o Processo Firework Reverso Cético (PFRC), a extensdo natural do
PFR, com os mesmos resultados do processo anterior. Vimos que o PFR foi necessario para
demonstrar o teorema da probabilidade de sobrevivéncia do PF, mas o PFRC, que a primeira
vista parece ser um processo dual natural do PFC, ndo se mostrou adequado para ser utilizado
na prova do mesmo teorema para o processo cético, sendo necessario obter outro processo, o
Processo Firework Cético Dual (PFCD).

O capitulo seguinte tratou somente das provas dos teoremas. Para a prova do Teorema
da probabilidade de sobrevivéncia do PF utilizamos a relacio entre PF, PFR e Processo de
Renovacao e para a prova do teorema e do coroldrio referente ao PFC utilizou-se da mesma
ideia, relacionando PFC, PFCD e Cadeias semi-Markov. As tltimas trés provas sao referentes

aos processos reversos citados anteriormente.

Futuramente, é possivel dar continuidade a pesquisa construindo a prova formal da
relacdo entre PFC e PFCD e tentando simplificar a probabilidade de sobrevivéncia do PFC

de uma forma que seja mais compreensivel e calculdvel. Além disso, é possivel pensar em
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outros tipos de estudo e diversas modificacdes para o PFC, por exemplo tornar os raios nao IID,
acrescentar fake news ou estudar o processo reverso em que os raios sao langados para a esquerda

e direita a0 mesmo tempo.
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APENDICE

PROCESSO DE RENOVACAO

O Processo de Renovacdo (PR) é um processo que observa a ocorréncia de um evento
de interesse ao longo do tempo, tal que a distribui¢do do tempo entre essas ocorréncias sao IID.
Neste texto, consideramos apenas processos em tempo discreto, que sdo do nosso interesse para

o estudo dos modelos de propagacao.

A Figura 15 mostra um exemplo de um PR, cujo evento de interesse € representado pela
cor azul. O processo inicia-se com o evento de interesse, caracterizando-o coOmo um processo
sem atraso, levando 3 passos para ocorrer o segundo evento no tempo 3, depois 2 passos para
ocorrer o terceiro evento no tempo 5, 4 passos para o quarto evento no tempo 9 e assim por

diante.

Figura 15 — Exemplo de um processo de renovacao.

X1 =3 Xy =2 X3=4
A A

- N
@ O O @ O © O O O o o—>»
1 6 7 8

Fonte: Elaborada pela autora.

{Sn }nen pode ser interpretado como o tempo em que o evento ocorre pela (n+ 1)-ésima
vez e {X, } e+ como a distincia entre dois eventos adjacentes, dessa forma segue a defini¢do de
um processo de renovagdo em tempo discreto (BARBU; LIMNIOS, 2009):

Definicao 4 (Processo de renovacdo). Seja uma sequéncia {X, },cn+ de varidveis aleatérias IID
em N*, com S, :=X| + ...+ X, e So =0, entdo {S, },cy é chamado de processo de renovagio

(sem atraso).
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Pela sequéncia X,, ser IID, a partir do momento em que ocorre o evento de interesse,
o processo pode ser reiniciado ou renovado, assim esse evento de interesse pode ser chamado

apenas de renovagdo.

Uma das caracteristicas mais importantes de um processo estocastico € a recorréncia,

entdo para um PR a definicdo é dada da seguinte forma:

Definicio 5 (Recorréncia). Um processo de renovagdo é recorrente se P(X] = o) = 0. Se
E(X]) < oo, 0 processo é recorrente positivo e se (X)) = oo, 0 processo € recorrente nulo. Se

P(X; = o) > 0, entdo o processo & transiente.

Denote {Z, },cn como uma sequéncia de varidveis aleatdrias indicadoras que determinam
se houve uma renovag@o no tempo n. Desta forma, u,, := P(Z, = 1) é a probabilidade de ocorrer
uma renovacao no tempo n. Essa probabilidade pode ser encontrada através de uma relagdo de

recorréncia chamada de equacdo de renovagao:

n
Un = Z Sitn—i, (A.1)
k=1

em que f, :=P(X; = n) é a distribui¢do do tempo entre renovagdes.

A Defini¢do 5 € interessante para entender o que pode acontecer com u, ao longo do
processo. Intuitivamente, se a probabilidade do tempo entre renovagdes ser infinito for zero,
ou seja, P(X; = o) = 0, significa que sempre havera uma renovagdo ao longo do processo e
se P(X] = o0) > 0, significa que ha uma probabilidade positiva de ndo haver mais renovagdes.

Dessa forma, observe o teorema a seguir:
Teorema 9 (Teorema da renovagdo). Seja u = E(X)). Para um PR {S, },cn recorrente, com

S =X1+...+X,e 85 =0, segue que

Uy — —, (A.2)
em que ! Oseu
ue — = — 00,
u

A prova do teorema utiliza um acoplamento entre uma cadeia de renovacao sem atraso e
uma cadeia de renovacao estaciondria, que iremos definir em A.1. Assim, a prova do Teorema 8

sera feita em A.2.

Outro resultado importante diz respeito a proporcao de renovacdes do PR:

Proposicao 5. Seja N(t) o nimero de renovagdes até o passo 7. Para um PR, temos que

lim M = l (A.3)
t—oo u
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A.1 Processo de renovacao estacionario

Primeiramente, serd necessario introduzir a defini¢do de um PR com atraso. Quando o
PR possui um atraso, significa que a primeira renovagdo do processo acontece apds o inicio do

Processo:

Definicdo 6 (Processo de renovagio com atraso). Seja uma sequéncia {X, },cn de varidveis
aleatérias IID em N, com S,, ;= Xo+ X1 + ...+ X, e So = Xo > 0, entdo {S, },c é chamado de

processo de renovagdo com atraso.

A probabilidade da primeira renovagdo ocorrer no tempo n é definida por b, :=P(Sy =n),
n € N, tal que, para voltar ao caso sem atraso, basta ter by = 1 e b, = 0 para n > 1, implicando
cm S() = Xo = 0.

Ja o processo de renovacdo estaciondrio com atraso é um caso particular, em que a
probabilidade de renovar no tempo n € invariante no tempo, ou seja, v, = P(Z, = 1) ndo
depende de n € N.

Proposicao 6. Se

P(So = n) = M, (A4)

entdo a probabilidade de ocorrer uma renovagao em n € constante para todo n > 1 e € dada por:

(A.S)

Demonstracdo. No caso sem atraso, seja a Fun¢do Geradora de Probabilidade (FGP) de X,

definida como

F(s)=Y fus" (A.6)
n=1
e defina também
U(s):=Y ups". (A7)
n=0

Utilizando a Equacdo (A.1), é possivel relacionar as duas da seguinte forma:
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n=0 k=1 n=0
U(s)—1=F(s)U(s)
1
U(s)= A8
No caso com atraso, a FGP de Sy € dada por

B(s) =) bus" (A.9)

n=0
e definimos também

V(s):=) vas". (A.10)

n=0

De uma forma semelhante ao caso sem atraso, a equagdo de renovagdo € dada por

n
V=Y brtty_y, (A.11)
k=0

em que é possivel relacionar V (s) com B(s) e F(s) utilizando a Equagdo (A.8) e (A.11) da

seguinte maneira:



A.2. Demonstracdo do Teorema da renovagdo 63

n
Vn = Z b,k
k=0
o n

i Vst = Z biu,_is"
n=0 n=0k=0

i Vs = i i biuty,_is"

n=0 k=0n=k

Z Vps't = Z bs Z sk
n=0 k=0 n=k

[

i Vs = i bys® Z u,s"
n=0 k=0

n=0
V(s) = B(s)U(s)
B(s)
= A.12
Além disso,
>, e PXi>n), e I Qi =t
B(s)=)Y bys"=) ==Y )Y PXi=ks"==) ) s"P(X; =k)
n=0 n=0 H M n=0k=n+1 k=1n=0
| 1 d = 11
= fi=— fim Y fist ) = (1= F(s)). (A.13)
u I;I 1—s ul—s ];1 ,;1 ul—s
Pela relacdo (A.12) e (A.13)
11
B aTs(L=F(s) 11 > 1
V(s) () _ Wl ==Y - (A.14)
1 —F(s) 1 —F(s) pl—s =pu
portanto
1
Vp = — (A.15)
u
e 0 processo € estaciondrio pois v, € constante para todo n > 1.

[

A.2 Demonstracao do Teorema da renovacao

Seja {S,},en uma cadeia de renovagdo sem atraso, tal que {X, },en+ € 0 tempo entre
renovacdes com E(X)) < oo e {T}, },en uma cadeia de renovagio estaciondria com atraso, tal

que {Y, hren+ € 0 seu correspondente tempo entre renovagdes. Considere também que Y, possui
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a mesma distribuicdo de X, para n > 1. Além disso, considere a cadeia de Markov {W, },en
definida abaixo, que mostra o qudo distante a n-ésima renovacgao de Y, estd da n-ésima renovagao
de X;:

Wo=Xo0—Yp
Wy=W,1+ X, —Y,)=X1+...4X,)— Yo+V1+...+Y,), n>1.

(A.16)

Para a demonstracdo do Teorema 8, serd utilizado também o teorema citado por Barbu e

Limnios (2009), que ndo seré provado:

Lema 6. Dada uma cadeia de Markov {S,},cn irredutivel com S, := X; + ... + X,,, sendo
{Xo }nen+ 1ID, se E(|X|) < e E(X;) =0, entdo {S, },cn € recorrente.

Dessa forma, seja N := min{n € N | W, = 0} a primeira vez que ocorre 0 mesmo nimero
de renovagdes no mesmo instante de tempo. Como E(X,, —Y,,) = 0, de acordo com o Teorema 6,

a cadeia de Markov (W,, — Wp).en € recorrente e consequentemente, P(N < o) = 1.

Pelo acoplamento, X,, =Y, paran > N, S, terd a mesma distribui¢do de 7,, paran > N.
Dessa forma, € possivel escrever u,, desta forma:

u, = P(Sx = n para algum k € N)

= P(Sk = n para algum k > N) +P(Sx = n para algum k < N)

= IP(T; = n para algum k > N) + P(S; = n para algum k < N) (A.17)

= P(Ty = n para algum k € N) —P(T} = n para algum k < N) + P(S; = n para algum k < N).
(A.18)
Para a primeira parcela da soma (A.18), ja que 7} € um PR estacionério,

1

P(T; = n para algum k € N) = m (A.19)

Para a terceira parcela, note que Sy < Sy para k < N, portanto {S; = n para algum k <
N} C {Sy > n}, entdo

li_r>n P(Sx =n paraalgum k < N) < lim P(Sy > n) =P(Sy =) =0. (A.20)
n—roo

n—oo

Utilizando o mesmo raciocinio para a segunda parcela, 7; < Ty para k < N, portanto
{Tx = n paraalgum k < N} C {Ty > n}, entdo

lim P(7} = n para algum k < N) < lim P(Ty > n). (A.21)

n—o0 n—o0
Agora como P(N < o) =1, P(Yy < e0) = 1 e como S, € recorrente, 7, também serd recorrente.

Portanto, lim,,_,. P(7Ty > n) = 0 e o segundo termo de (A.18) converge para zero.

Dessa forma, foi provado que u, — — quando n — oo.
u
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APENDICE

CADEIAS SEMI-MARKQV

B.1 Cadeias de renovacao Markov

Com uma finalidade ilustrativa, considere o exemplo da Figura 16, um processo estocds-
tico com espago de estados E = {1,2,3} que acontece sobre o tempo ¢, discreto. Com o circulo
em azul representando o estado da cadeia no tempo ¢, o processo comega no tempo ¢ = 0 no
estado 2, com ¢ = 1 o processo continua no mesmo estado, até que em ¢ = 4 o processo vai para
o estado 3. Apds permanecer neste estado em ¢ = 5, o processo muda e vai para o estado 1 em

t = 6, permanecendo neste estado até r = 9.

A CRM é definida por {J,,, S, },en, em que J, representa o estado da cadeia no n-ésimo
salto (mudancga de estado) e S, representa o tempo (ou passo) ¢t em que esse salto acontece.
Por convengéo, considere Sy = 0. A varidvel {X, },cn+ representa o periodo em que o processo

permaneceu no estado J,,_1, entdo X,, = S, —S,,_1.

Figura 16 — Exemplo de realizagdo de uma cadeia de renovagdo Markov.

E J1=3,X,=2
3 —o o——
Jo=2,X =4
A N\
2 Q© Q Q©
h=1X3=4
A
r N\
11 © © Q
| | | | | | | | | | g
i i ! i i i ! ! ! i > !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
I I I I
So S1 SH S

Fonte: Elaborada pela autora.
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Dessa forma, apresentamos a seguir a definicao formal da CRM (BARBU; LIMNIOS,
2009):

Defini¢do 7. O processo discreto {J,, S, }nen € chamado de cadeia de renovagdo Markov (CRM)

S€
]:P)(Jn+1 = jaSrH—l _Sn =k | J();-' '7‘]71;507' 7Sn) = ]P)(Jn-i-l = jvSn—i-l _Sn =k | Jn)a (Bl)

paratodo j€ E, ke N*en e N.

Em outras palavras, a probabilidade do processo permanecer X,, | passos no estado J,,
e ir para o estado J,,;.1 depende apenas do estado J,, e ndo mais dos tempos de permanéncia e
estados anteriores, que pode ser visto como algo semelhante a propriedade que caracteriza uma

cadeia de Markov.

Quando a probabilidade em (B.1) ndo se altera conforme n, é dito que o processo {J,, S, }

€ homogéneo, assim a probabilidade

qij(k) =Pt = j, X1 = k| Ty =1) (B.2)
€ chamado de kernel semi-Markov. Ele pode ser interpretado como a probabilidade de ficar k

passos no estado i e no (k+ 1)-ésimo passo, o processo ir para o estado ;.

O kernel € a probabilidade mais importante a ser definida na CRM, pois a partir desta
que € possivel obter todas as outras probabilidades de interesse, mas abaixo sdo apresentadas

mais algumas probabilidades que podem ser uteis e que ajudam na compreensao do processo.

* Probabilidade p;;

Ao observar somente as trocas de estados J, ao longo de n, o processo segue propriedades
markovianas, o chamando de cadeia de Markov embutida associada @ CRM {J,,,S,} com

matriz de probabilidade de transi¢ao

Pij = ]P)(Jn+1 =] ‘ Jn= i)a (B.3)
que pode ser escrita em funcdo de g;;(k), somando para todos os valores de k obtendo a

distribui¢do marginal de J,,11 condicionado ao J, = i, ou seja,

Além disso, note que p;; = 0.
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« Probabilidade f;;(k)

E a distribuicdo de probabilidade do tempo de permanéncia no estado atual sabendo qual é

esse estado e o proximo:

fij(k) =PXpr1 =k | Jny1 = j,Jn =1). (B.4)

Pela regra da cadeia,

qij<k) = IED(Jn-i-l =), Xnr1 =k ’ Jun= i)
:P(XH-H =k ’ Jnt1 = JsIn= i) ’P(Jn—l—l :j‘Jn = i)

= fij(k) - pij.
i (k)= 1K) ; )= .
Entio, f;;(k) = se pij 7 0 e por convengdo, tem-se que f;;(k) = 1 ..} para p;; = 0.
ij
Portanto,
ik
qj( )7 Sepij#oa
Dij
fij(k) = 1, se pij=0ek=co, (B.5)

0,sepij=0ek <oo.

* Probabilidade 7;(k)

A distribui¢do de probabilidade do tempo de permanéncia no estado atual sabendo qual é

esse estado € definida por

hi(k) ==PXp1 =k | Jy =), (B.6)

tal que

hi(k) = P(Xpsy =k | Jp = i)

=Y PUnr1 = j, Xor1 = k| Jy =)
JeE
=Y qijk).

JEE

Além disso, temos a sua distribui¢do de probabilidade acumulada:

k
Hi(k) :=P(Xpp1 <k |Jo=10)=) hi(l). (B.7)
=1



68 APENDICE B. Cadeias Semi-Markov

B.2 Cadeias semi-Markov

A unidade de tempo n considerada para definir os processos J, € S, na CRM foram os
saltos que aconteciam no processo original, mas agora considere {Z, },ciy 0 processo que fornece

o estado do sistema no tempo ¢ do processo original.

Veja a Figura 17. A imagem mostra o mesmo exemplo ilustrativo da Figura 16, mas agora
note que na parte inferior, € mostrada a sequéncia Z; para o exemplo. No inicio da sequéncia
tem-se que Zy = 2, pois 0 processo se encontra no estado 2 no tempo 0 e observando a sequéncia

um pouco mais a frente, Zs = 3, pois o processo se encontra no estado 3 no tempo 5, assim por

diante.
Figura 17 — As sequéncias Z, e N, referentes a Figura 16.
E
3 o—00o— o——
2 © © ©
1T o © © ©
| | | | | | | | | | n
i i i i | i | i i i > 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
lz 2 2 2 2 3 3 1 1 1 1 3|
ING) 0 0 0 0 I 1 2 2 2 2 3 |

Fonte: Elaborada pela autora.

A sequéncia N, mostrada abaixo da sequéncia Z; é definida como N, := max{n € N |
Sy <t}, o processo de contagem do nimero de saltos no intervalo [0,¢]. Entdo até o tempo t = 3,
para o exemplo tem-se que N; = 0, no tempo 4 ocorre o primeiro salto, portanto Ny =1 e N5 = 1

e por fim, no tempo 6 ocorre o segundo salto, portanto Ng = 2 e assim por diante.

Desta forma, abaixo segue a definicdo de uma cadeia semi-Markov.

Definicdo 8. O processo Z; é¢ uma Cadeia Semi-Markov (CSM) associada a cadeia de renovagao
Markov {J,,,S,} se Z; = Jy,,t € N, ou J, = Z;, .

Definindo

k
yij(k) =P (U{Jn = j,Su=k} | Jo= i) (B.8)
n=0

como a probabilidade de que, comecando no tempo 0 no estado i, a CSM fard um salto para o

estado j no tempo k e definindo as sucessivas passagens ao estado j como um PR da forma
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S/ =8,,, comm =min{k € N|J, = j},
Q m { | k ]} . (B.9)
Sy =Sm, comm =min{k € N|Jp = j,S >S5 |},
Mij = Ei(Sé) € o tempo médio da primeira passagem do estado i para o estado j. Com isso, é

possivel definir também, a recorréncia de uma CSM:

Definicéio 9 (Recorréncia de uma CSM). Uma CSM é recorrente se P(S{ = o0) = 1 e transiente se
IP’(S{ = o0) < 1. Caso o processo seja recorrente, serd recorrente positivo se [Lj; < oo € recorrente

nulo se [Ljj = oo.

Dessa forma, é possivel obter um resultado semelhante ao Teorema 8 utilizando o
Teorema 10 e a Proposi¢do 7 (BARBU; LIMNIOS, 2009) mostrados a seguir:

Teorema 10 (Teorema da renovagao Markov). Para uma CRM recorrente positiva,

1
lim y; . (B.10)
k—reo vij(k) = Hjj

Proposicao 7. O tempo médio de recorréncia de um estado j é dado por
m
= — B.11
Hjj T’ (B.11)

onde 7; € a distribui¢do estaciondria da cadeia e i = Y ;cp mim;, com m; = E(S1 | Jo = i) =

Yiso(1 = Hi(k)).

Definindo y;.(k) := ¥ jcg Wij(k) como a probabilidade de que, comegando no tempo 0

no estado i, a cadeia semi-Markov fard um salto no tempo k, entdao

klglolol/ll _hmng% ;Ehmy/,, ]éu—” Zé%:% (B.12)
portanto obtemos a seguinte proposicao:
Proposicao 8. Para uma CRM recorrente,
lim ;. (k ):é (B.13)
k—oo m

E como um ultimo resultado deste apéndice, a préxima proposi¢do diz respeito a propor-

¢do de saltos no processo Z;:

Proposicao 9. Para uma CRM, temos que

limlm = é
t—oo f m

(B.14)
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