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Eclipse

All that you touch
All that you see
All that you taste
All you feel

All that you love
All that you hate
All you distrust
All you save

All that you give
All that you deal
All that you buy
beg, borrow or steal
All you create

All you destroy

All that you do

All that you say
All that you eat
everyone you meet
All that you slight
everyone you fight
All that is now

All that is gone
All that’s to come
And everything under the Sun is in tune
But the Sun is eclipsed by the Moon.

The Dark Side of the Moon,
Pink Floyd, 1973
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Resumo

Libero, Valter L. - Teoria do Funcional da Densidade aplicada ao modelo de Heisen-
berg, Tese Livre Docéncia, Instituto de Fisica de Sao Carlos. da Universidade de Sao
Paulo, Sao Carlos - 2011.

Neste trabalho formulamos a Teoria do Funcional da Densidade (DFT) no contexto
do modelo de Heisenberg e a aplicamos na obten¢ao da energia do estado fundamental
(EEF) de sistemas nao homogeéneos de spins. Construimos funcionais locais baseados na
cnergia de correlacao extraida da Teoria de Ondas-de-Spin, ou de resultados advindos do
Grupo de Renormalizagao da Matriz Densidade. Usualmente encontra-se dificuldades
quando se procura diagonalizar numericamente o Hamiltoniano de Heisenberg, os fun-
clonais no entanto, podem estimar com relativa facilidade a EEF em uma, duas, ou trés
dimensoes, de sistemas antiferromagnéticos com tamanhos arbitrarios. e na presenca
de contornos. impurezas ou defeitos de ligacoes. Comparacao com resultados exatos
mostram que os funcionais representam uma significativa melhora em relacao ao campo
médio, com custo computacional insignificante. Por exemplo, mesmo numa aproximacao
local, a correlacao levada e conta nos funcionais levanta degenerescéncias espirias pre-
vistas por campo médio, além de fornecer energias com erros de poucos por cento em
sistemas em que resultados exatos sao conhecidos. Os primeiros funcionais desenvolvidos
eram restritos a sistemas com interagoes de troca uniformes. Recentemente, formulamos
uma aproximagao baseada no conceito de célula unitdria numa cadeia de spins, que nos
permite estimar a EEF mesmo de cadeias com defeitos arbitrarios de ligacoes. Isso ¢
de interesse. por exemplo. em cadeias de spins 1/2 com ligacoes alternando em valor e
sinal de um sitio a outro. Esses funcionais sao nao-locais nas interacoes de troca .J;: o
conceito de célula unitdaria numa rede nao uniforme pode ser uma alternativa na con-
strucao de funcionais para sistemas com valores de spins alternando sitio a sitio. Para
todo funcional construido. sempre procuramos resultados exatos que dessem respaldo ao
mesmo. Para isso utilizamos dois métodos numéricos. Um deles, baseado na aplicacio
sucessiva do Hamiltoniano em uma funcao tentativa, é apropriado para se obter apenas
a EEF. O outro ¢ baseado num procedimento recursivo de diagonalizacio que permite
obter todo o espectro do Hamiltoniano, e portanto pode-se estudar a termodinamica de
cadelas ou escadas de spins nao homogéneas, de tamanho moderado.

Palvras-chave: Teoria do Funcional da Densidade. Modelo de Heisenberg. Quebra
de simetria translacional. Energia do estado fundamental. Diagonalizacao iterativa.



Abstract

Libero, Valter L. - Density-Functional Theory Applied to the Heisenberg Model,
Tese Livre Docéncia, Instituto de Fisica de Sao Carlos. da Universidade de Sao Paulo,
Sao Carlos - 2011.

We describe the application of the Density-Functional Theory (DFT) to obtain the
ground-state energy (GSE) of inhomogeneous spin systems modeled by the Heisenberg
Hamiltonian. We build local spin functionals based on the correlation energy extracted
from the Spin-Wave Theory or from Density Matrix Renormalization Group results.
Normally difficulties are encountered when one diagonalizes numerically the Heisen-
berg Hamiltonain, the functionals otherwise, can estimate the GSE in one-, two- or
three-dimensional antiferromagnetic spin systems, with arbitrary size, in the presence
of boundaries, impurities or defects in the bulk or on the surfaces. A comparison be-
tween exact diagonalization and DFT shows that the functionals results correspond to a
significant improvement on the mean-field ones, at negligible extra computational cost.
For instance, correlations taken into account in the functionals lift spurious degenera-
cies present in the mean-field approximation, besides they estimate energies to within
a few percent when exact results are available. The first functionals were restricted to
uniform exchange interactions across the bonds. Our present study paves the road to
functionals of the bond interactions. This is relevant for instance in the study of the
S=1/2 alternating-bond Heisenberg chain, in which the exchange couplings can alter-
nate strength or even sign from site-to-site. Based on a concept of unit cell for spin
chains, this functional is non-local in the exchange coupling J;; we are now consider-
ing the application of this idea to chains with alternating spin values. To give support
to the built functionals, we developed two numerical procedure to obtain exact results
for chains without translational invariance. One of then, a power method, is suited to
obtain the GSE. The other, based on a recursive diagonalization of the Hamiltonian,
yields the entire spectrum with controlled accuracy, openning the possibility to study
thermodynamical properties of inhomogeneous chains, or even ladders, of moderate size.

Key words: Density-Functional Theory. Heisenberg model. Broken translational
symmetry. Ground-state energy. Iterative diagonalization.
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Lista de Figuras

Flutuagao magnética Ty versus temperatura T para os casos de alinhamento ferro-
magnético (JJ < 0) e antiferromagnético (J > 0). No inset ¢ mostrada a exponencial
da entropia, versus temperatura, que mede o mimero efetivo de graus de liberdade a
cada temperatura.

Na aproximacao de campo médio o estado fundamental de um sistema antiferro-
magnético apresenta os spins vizinhos alinhados antiparalelamente uns aos outros;
csse ¢ o denominado estado Néel.

Na Teoria de Ondas-de-Spin, considerada-se de forma perturbativa a flutuagao do
spin em torno de seu estado de campo médio. Embora fosse esperado bons resulta-
dos apenas para valores altos de spins (pois a flutuagao ¢ da ordem de 1/(25 + 1)),

surpreendentemente, mesmo para spin 1/2; essa teoria fornece bons resultados.

Energia do estado fundamental para cadeias abertas com 10 spins .S, para valores de
S desde 1/2 até 2. As aproximagoes locais vindas da SW ou da DMRG sao quan-
titativamente semelhantes (ver inset) e reproduzem bem melhor os resultados exatos
quando comparadas com a aproximacao de campo médio (CM).

Dependéncia com o tamanho N da energia do estado fundamental, por spin, para
cadeias de spins 5. Valores obtidos pelo funcional LSA na aproximagdo SW (linha
cheia) descrevem bem melhor os resultados exatos (¢) que os de CM (o), particu-
larmente para redes cada vez maiores. As linhas tracejadas demarcam o limite ter-
modinamico para cada spin considerado (Fig. (1) da Ref.[10]).

Energia do estado fundamental. por spin, para cadeias abertas com N spins 1/2, com
uma impureza de spin S; = 1 na borda (linha tracejada), ou no interior da cadeia
(linha cheia), ou uma impureza na borda e outra no interior (linha ponto-tracejada).
Os circulos representam os resultados exatos para o caso da impureza S = 1 na borda
da cadeia. A aproximagao CM prevé energia independente de N para esse caso de
impureza na borda (Fig. (2) da Ref.[10}). . . . . . . ..

Rede quadrada 4 x 4, que pode ser decomposta numa cadeia formada por dezes-
scis ligacoes (linhas cheias), mais nove ligagoes adicionais (linhas pontilhadas). Para
condigoes de contorno periddicas outras ligacdes devem ser introduzidas.

Energia do estado fundamental para redes N x N de spins S. Enquanto o calculo
DFT/LSA®Y pode ser feito para redes de tamanho qualquer, apenas alguns resultados

exatos sao conhecidos (Fig. (2) da Ref.[10]).
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Energia do estado fundamental para redes com vacancias. Mostramos — EF54 versus
—Egrate de forma que quanto melhor o resultado aproximado mais proximo da diag-

0 S
onal principal (linha tracejada) ele esta representado. Sao consideradas redes 3 x 3 e

4 x4, com diversas vacancias, em diferentes posicoes da rede.

Dependencia da EEF com o tamanho de aneis com N — 1 spins 1/2 e uma impureza
de spin S; = 3/2 (triangulos). ou de aneis com N spins e um defeito de intensidade
Jp = 5J (circulos), tratados exatamente (simbolos cheios) ou via LSA/LBA (simbolos
abertos). Com o tratamento de campo médio (estrelas). os sistemas com a impureza ou
com o defeito fornecem o mesmo valor para a EEF. A inclusio da energia de correlacao
via LSA (caso da impureza, tridngulos abertos) ou via LBA (caso do defeito, circulos
abertos) remove essa degenerescencia espuria (Fig. (1) da Ref.[59]).

Cadeia de spins 1/2 com ligagoes alternando entre os valores J e o.J. O dimero
formado pelas ligagoes {J,aJ} forma uma célula unitdria, em termos da qual a cadeia
pode ser considerada homogenca. Convencionamos chamar as ligagoes dentro de nma
c¢lula representadas por linhas cheias de tipo 1 e as por linhas pontilhadas de tipo 2.
Comparacao entre os resultados de Barnes et al para a energia do estado fundamental,
por spin, no limite termodinamico, com os exatos para uma cadeia alternada finita
com 24 spins 1/2. Observe a boa concordancia mesmo para o proximo da unidade. A
razao « entre sucessivas interagoes de troca é definida na Eq. (5.3).

Estado fundamental de um anel homogéneo de 24 spins 1/2, por unidade do ntmero
de ligacoes Ny, como funcdo da intensidade de um tnico defeito antiferromagnético
J'. A concordancia entre os resultados advindos do funcional (A) e os numericamente
exatos (m) é muito boa. A diferenga desses valores para os de campo médio (e) é a
correlagao, que como se nota é da ordem do valor exato (Fig. (2) da Ref.[60]). . .
Efeito da posicao de wmn defeito J' = 0.5J na energia do estado fundamental de
uma cadeia aberta com 24 spins 1/2. A aproximagao LUCA se aproxima mais dos
resultados exatos que a LBA (Fig. (3) da Ref.[60]).

Dependéncia de —Ey/J Ny com o nimero N de spins 1/2 em um anel com um defeito
de intensidade J' = 5 J, isto é. um valor alto para a no defeito, enquanto o restante
da cadeia tem « = 1. Resultados de LUCA (A) concordam melhor com os resultados
exatos (m), que aqueles advindos da LBAS" (¥) ou mesmo da LBAPMEG (4) (Fig.
(4) da Ref.[60]).

Dependéncia com a da energia do estado fundamental para um anel de 24 spins 1/2
com ligagoes ferromagnética e antiferromagnética intercaladas (Fig. (5) da Ref.[60]).
Anel com ligagoes alternadas, mas com trés defeitos, JJ/ = 0.5.7 em wma ligacao tipo
2, defeitos J” = 0.7J e J” = 0.9J em ligacoes tipo 1 (Fig. (7) da Ref.[60]). . .
Dependéncia com a da EEF para um anel contendo 24 spins 1/2 e tres defeitos.
dispostos conforme a Fig. (5.8). Os resultados obtidos via LUCA (A) desviam no

maximo em 3% dos exatos (m) .
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6.1

6.5
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7.2

7.3

Comparacao entre as diferentes implementacoes do método de poténcia: (o) [¥r)

como definido na Eq. (6.5) mais acelera¢ao via Aitken: (e)

Ur) como definido na
Eq. (6.5), porém sem a aceleracao Aitken: (x) [¢r) igual a campo médio, porém sem
a combinacao lincar presente em Eq. (6.5). Finalmente, (o) escolhendo um vetor
qualquer da base para ser o [i1).

Crescimento iterativo da cadeia de N spins. A partir da diagonaliza¢ao de uma cadeia
com N spins construimos a base de estados em que a cadeia com N + 1 spins sera
diagonalizada.

Desvio no valor da energia do estado fundamental em funcao do nimero m de estados
mantidos apds o truncamento, para cadeias com N = 20,32,64 ou 128 spins 1/2 e
condi¢oes abertas de contorno. A Ref.[52] forneceu os valores exatos para N = 32,64
e 128. (Fig. (3.1) da Ref.[36]).

Desvio no valor da energia de estados excitados em fun¢ao do nimero m de estados
mantidos apds o truncamento, para uma cadeia com N = 20 spins 1/2 ¢ condicao
aberta de contorno. Os valores exatos sao obtidos diagonalizando essa cadeia sem
truncamento (Fig. (3.13) da Ref.[36]). . . .

Escada 2 x L de spins, com acoplamentos .J;; e Jo; nas pernas e .J; entre spins dos
degraus. A dupla de spins Sl_L e SQ.L é acrescida a escada para dar sequéncia ao
processo iterativo.

Gap singleto-tripleto para escadas 2 x L de spins 1/2, em fungao da razao J'/J,
sendo os acoplamentos Jy; = Jo; = J nas pernas e J| = J' nos degraus. O limite
termodinamico (LT) foi extraido da Ref[53] (Fig. (4.6) da Ref.[36]). . . .

Energia do estado fundamental em fun¢ao do niimero de sitios N para cadeias contendo
somente spins 1/2, ou somente spins 1. Nestes casos, os funcionais reproduzem bem os
resultados exatos, com LSAPMHAC Jigeiramente melhor. Para uma cadeia altamente

nao homogénea, com spins 1/2 e 1 intercalados, os funcionais ja nao repoduzem bem

os resultados exatos, sendo neste caso LSAS" um pouco melhor (Fig. (3.19) da Ref.[36)).

Comparagao entre os resultados do funcional LSA®Y dado na Eq. (3.27) e aqueles
fornecidos pelo funcional local gerado através da Eq. (7.1) acima, para uma cadeia

aberta de N spins 1/2 e 1 intercalados, LSAS"W 9 Os pontos (e) representam

resultados exatos e a linha tracejada indica o limite termodinamico obtido da Eq. (7.1).

Dependéncia com a temperatura do calor especifico de uma cadeia com 18 spins 1/2,
com ligagoes alternada para diversas razoes « entre interagoes de trocas vizinhas.
Note valores de a negativos. que correspondem a alternancia de ligagoes ferro- anti-
ferromagnética. Ha uma temperatura, =~ 0.15.7/kp, em que o valor do calor especifico
depende muito fracamente de o (Fig. (3.12) da Ref.[36]). .
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Lista de Tabelas

4.1

Estado fundamental, em unidades de J e por spin, —FE,/NJ. obtidos por diversos
métodos. HE refere-se a um cdlculo Hartree-Fock[47] para spin 1/2. Os dados exatos

foram extraidos da Ref.[46]. Este autor desconhece alguns dos valores.

Estado fundamental, —Fy/N.J, para sistemas abertos com 100 spins S, em diferentes
geometrias, desde uma cadeia 1 x 100 até¢ wn cubo de spins 2 x § x 10, passando pela
geometria de escadas. A Eq. (3.27) fornece os valores do funcional E[gl]sw (Tab.1
da Ref.[10]). e

Estado fundamental —Ey /N J nas aproximacoes CM e LSASW para um cubo 4 x4 x 4,
com 63 spins 1/2 mais uma impureza de spin S; = 1/2, ..., 3 que pode estar em um
dos vértices, em uina das faces, numa das arcstas ou no interior do cubo. Observe
que a correlagao presente no funcional LSAS" levanta degenerescéncias previstas por

campo médio. salientadas em negrito (Tab. 2 da Ref.[56]).

EEF, —Ey/2LJ, para escadas de tamanho 2 x L, em fungao da razao J'/J entre os
acoplamentos dos degraus e das pernas. Foram matidos 12000 estados a cada iteracao.
O erro indicado ¢ na ultima casa decimal ¢ ¢ relativo as energias obtidas mantendo-se
6000 estados. Para cadeias com até 64 spins, as energias sao exatas até a sexta casa. A
ultima linha da tabela mostra os resultados da Ref.[53] para o limite termodinamico,

extrapolados de cadcias finitas (Tab. 4.3 da Ref.[36]).
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Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento no campo do magnetismo tem acompanhado a evolucao da hu-
manidade de forma marcante, desde os primeiros relatos na antiguidade de propriedades
ferromagnéticas de certos materiais (Tales, VI a.C.), até os primeiros avancos cientificos
do século XVII, particularmente com Gilbert.[1] Modernamente, podemos citar a pre-
senga de materiais ferro e antiferromagnéticos responsaveis por importantes propriedades
em dispositivos usados cotidianamente, como nos computadores, em dispositivos de tele-
comunicagoes, sensores, ete. A importancia do magnetisimo transcende a ampla gama de
aplicacoes tecnoldgicas que oferece e, sobretudo, cria enorme potencialidade para se es-
tudar fenomenos basicos da natureza, permitindo assim uma compreensao mais intima
da matéria. Por exemplo, nos modernos sistemas nanoestruturados, ele é explorado
como ferramenta para se compreender o comportamento de dispositivos sob situacoes
de interesse para a Fisica basica.

A abordagem tedrica do inicio do século XX comegou com modelos que inicialmente
eram pouco realistas e somente depois de certo tempo ¢ que procurou-se incorporar
ingredientes fundamentais dos sistemas magncticos reais. Foram estudados sistemas de
baixa dimensionalidade, homogéneos, exibindo perfeita invariancia translacional. Um
dos mais importantes modelos é o de Heisenberg,[2] criado em 1928, apenas trés anos
apoOs o conceito de spin ter sido introduzido. Originalmente esse modelo foi utilizado
para explicar ferromagnetismo. A ideia de ordenamento antiferromagnético aparece
em 1932, com Néel,[3] mas a evidéncia experimental sé vem em 1938 com Bizette[4] e
confirmada apenas em 1949,[5] por espalhamento de neutrons. Evidéncias de comporta-
mento unidimensional aparecem ja na década de 60.[6] D por essa época que a pesquisa
em magnetismo tem inicio no Brasil.[8] O estudo experimental da dinamica de cadeias
antiferromagnéticas foi feita somente em 1974, utilizando novamente espalhamento de
neutrons. 7]

Os primeiros modelos, mesmo que pouco realistas, impunham desafios a entao re-
cente Mecanica Quantica. Isso ja os tornavam relevantes, mas com o tempo. impelido em
parte pelo estorco teorico, novos materiais foram descobertos e outros fabricados com
propriedades antes apenas imaginadas no ambito de modelos. Atualmente. técnicas
refinadas de nanofabricacao tornam viavel o limite unidimensional. quebram contro-
ladamente invariancia translacional introduzindo impurezas substitucionais. efeitos de

14



N

borda. defeitos topoldgicos, o que abre amplas possibilidades de estudo.

Apesar deste trabalho tratar principalmente de sistemas unidimensionais. natural-
mente, sistemas em duas ou tres dimensoes sao de enorme interesse pratico, pois au-
mentam as possibilidades, nao so de aplicacoes tecnologicas. mas também de estudos de
situagoes complexas, como linhas e migracoes de defeitos. condicoes de contorno mais
sofisticadas, etc.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar o formalismo da Teoria do Funcional
da Densidade (DFT) a sistemas de spins localizados descritos pelo modelo de Heisenberg
¢ obter a energia do estado fundamental de cadeias ou redes. A intencao ¢ tratar
modelos com quebra de simetria translacional, devido a efeitos de bordas, impurezas
substitucionais, ou mesmo defeitos nas ligacoes entre spins, dando assim umn pequeno
passo na dire¢ao de tratar sistemas mais realistas.

Como ¢é bem conhecido, a DFT tem tido enorme sucesso na abordagem de sistemas
eletronicos, onde a abordagem tradicional de fungoes de onda cede lugar a de densi-
dades de carga. Diversas aproximacoes foram implementadas no estudo de sistemas
eletronicos nao homogeneos, a mais famosa conhecida por LDA (de Local Density Ap-
proximation). Como demonstrado recentemente,[9] podemos implementar a DFT para
o modelo de Heisenberg, onde teremos o valor esperado do operador de spin fazendo o
papel da densidade de carga dos sistemas eletronicos. Os funcionais sao, até o momento,
formulados dentro de aproximagoes locais a semelhanca da LDA, aqui denominada de
LSA (de Local Spin Approximation).[10] Queremos sempre que possivel confrontar os
resultados obtidos através dos funcionais com dados exatos, mas como estes sao escassos
para sistemas em duas ou trés dimensoes, apresentaremos em sua maioria dados para
cadeias unidimensionais.

As proximas secoes deste Capitulo abordam de forma introdutéria os dois temas
basicos deste trabalho, o modelo de Heisenberg e a Teoria do Funcional da Densidade.
Eles sao tratados com mais detalhes em capitulos posteriores, uma vez que constituem
a base de toda esta Tese.

1.1 O Modelo de Heisenberg

O trabalho de Pierre Weiss[11] que data de 1907 ¢ um marco na aplicacao da Mecanica
Estatistica ao magnetismo. Nele, é apresentada a proposta de que cada momento
magneético do material esta submetido a um campo proporcional a magnetizacao média
da amostra. A competicao entre o alinhamento forcado por esse campo médio e flu-
tuagoes térmicas levaria o sistema a exibir wma transigao de fase magnética. Dentre
as teorlas que melhoram a de Pierre Weiss, estd aaplicagao feita for P. R, Weiss[12]
(que nao é o Pierre) da teoria de Bethe e Peierls.[13] No entanto. essas abordagens que
utilizam a ideia de um campo médio atuando sobre cada momento magnético desprezam
flutuagoes quanticas, o que acaba limitando bastante a aplicagao das mesmas.[14, 15]

Embora parecesse bastante convincente, quantitativamente havia uma séria defici-
encia na proposta de Pierre Weiss: o valor da suposta interacao magnética teria que ser
muito grande para explicar valores tipicos de temperaturas de transicoes de fase encon-
tradas em diversos materiais. Com o advento da Mecanica Quantica. tornou-se claro



E]\le a interacao é na verdade eletrostatica e se manifesta como consequencia direta do
principio de exclusao de Pauli:[16] a funcao de onda eletronica, por ser antissimétrica
pela troca de variaveis espaciais e de spin, torna as autoenergias dependentes da ori-
entacao dos spins. Para o caso de dois elétrons localizados. Dirac[17] mostrou que wmn
termo da forma Sl . Sg em um Hamiltoniano levaria em conta o principio de exclusao,
sendo S; um operador de spin agindo no estado do i-ésimo sitio. Heisenberg.” entao,
propos que um modelo para spins localizados poderia ser descrito pelo Hamiltoniano[2]

H: Ji._jéz"Sj 5 (11)

com J;; a energia de troca entre os clétrons dos sitios ¢ e j. O sinal de J;; define
a tendéncia para ordenamento ferromagnético (J < 0) ou antiferromagnético (J >
0).[18, 19] Contudo, o modelo ganhou aplicagoes também para outros ordenamentos,
como ferrimagnetismo ou mesmo helimagnetismo,[16] em dreas importantes como su-
percondutividade de alta temperatura, onde descreve interacoes de supertroca antiferro-
magnética entre atomos de cobre do plano cobre-oxigénio.[20] Suas aplicagoes rompemnt
as fronteiras da Fisica e, por exemplo, em Quimica Quantica tem sido usado na descri¢ao
de propriedades magnéticas e estados de spin em hidrocarbonetos conjugados,[21, 22]
além de ser referéncia para o estudo de mna grande variedade de compostos metalicos
e organometdalicos.[23, 24, 25, 26)

A despeito de seu sucesso, o modelo possui diversas limitacoes. Por exemplo, toda
contribui¢ao dos momentos magnéticos ji vem da parte de spin, sendo a parte angular
desconsiderada: ji = —gupS. Para fons com L = 0, como Mntt ou Gd**. isso é exato;
¢ uma Otima aproximagao para metais de transi¢gao, devido ao quenched do momento
angular (efeito devido ao campo cristalino). Por exemplo, para Cu™*, que exibe S = 1/2
e L =2, plefr = g3/ S(S+ Dup = 1.73up (adotando g = 2 para spin), préximo do
valor experimental, 1.99 pp. Levando em conta o momento angular temos que escrever
terr = gs\/J(J+ 1)pp, com J = L+ S e g; o fator de Landé; obterfamos, entao,
fefr = 3.55up, longe do valor experimental. Por exemplo, para Ce**, que tem S = 1/2
eL =3, fterr = g/S(S+ Vg = 1.73pup, enquanto fiesr = gs\/J(J + )pp = 2.535115,
este ultimo sim bem mais préximo do valor experimental 2.6 up.[16]

Outra limitagao usualmente imposta ao modelo é a de considerar a interacao de
troca apenas entre pares de spins vizinhos mais proximos. Isso, na pratica, é justificavel
uma vez que se espera que haja superposicao apreciavel apenas de orbitais vizinhos.
E o caso considerado em todo este traballo. Outras limitacoes usuais siao tomar ol
independentes do sitio e toda a rede constituida de spins de mesmo valor. Sao exata-
mente estas ltimas limitacoes que neste trabalho queremos superar, ao menos em parte,
através da DFT aplicada em sistemas de spins com defeitos nas liga¢oes ou com spins
substitucionais na rede, desta forma quebrando a simetria translacional e tornando a
abordagem mais realista.

A forma mais geral do Hamiltoniano de Heisenberg considera anisotropia de troca,

*Heisenberg foi laureado com o Prémio Nobel em 1932 pelos seus trabalhos em Mecanica Quantica.
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isto é. J,; dependente da direcao. Neste caso. a Eq. (1.1) é reescrita como

1.J1

B =% (JF,5F 8F + J;5¢ 50+ Jg,57 57) . (1.2)
i.J

Dois limites deste modelo sao interessantes. Com J; = J/; = 0 temos o tradicional
modelo de Ising,[27] uma vez que a dinamica dos operadores S* sozinhos ¢ a mesma
de wma variavel classica que assume valores discretos (dois valores no caso de spin
1/2); flutuacoes quanticas, portanto. sao inexistentes. Neste limite o modelo é til
quando se tem wmna enorme anisotropia no espago de spin, como ¢ o caso do composto
MnF,. Como se sabe, o modelo de Ising apresenta ordenamento em temperatura nao
nula apenas para dimensoes maiores ue 1. Outro limite é quando J7; = 0, que recai no
modelo de Heisenberg XY, onde os spins sao operadores vetoriais em duas dimensoes. [28]
Transicao de fase no sentido convencional (isto ¢. com comprimento de correlacao infinito
na temperatura critica) existe somente para dimensoes acima da unidade.

Dada a complexidade do modelo, s6 é conhecida solugao analitica no limite ter-
modinamico para cadeias homogeéneas de spins 1/2, gragas ao formalizmo do ansatz de
Bethe.[29, 30] Para spins além de 1/2 ou dimensionalidades mais altas, solugoes exatas
sao numericamente conhecidas apenas para redes relativamente pequenas e, via de re-
gra, homogeneas. Na presenca de inomogeneidades, solucoes exatas sao inexistentes. O
uso da Teoria do Funcional da Densidade estende os resultados conhecidos nos sistemas
homogeéncos para situacoes com inomogencidades. Progressos nesse sentido devem co-
laborar para enriquecer os desenvolvimentos acerca de estruturas nanomagnéticas, em
particular na emergente darea de spintronica, onde defeitos sao cruciais para se obter as
propriedades desejadas.

1.2 A Teoria do Funcional da Densidade

A Teoria do Funcional da Densidade, ou DFT. é baseada em uma afirmacgao relativa-
mente simples mas com grandes consequencias: as grandezas observaveis de um sistema
quantico de N elétrons sao completamente determinadas pela densidade de carga do
estado fundamental.[31] Essa afirmacao constitui o célebre teorema de Hohenberg e
Kohn,[31, 32] de 1964.7 Como a densidade de carga ¢ uma funcao de trés coordenadas
espaciais, n = n(r), os observaveis tornam-se funcoes dessa funcao, ou, funcionais da
densidade. Entao, a principio, podemos dispensar as fungoes de onda e trabalhar so-
mente com a distribuicao de carga. Via de regra isso € feito resolvendo-se as equacoes
de Kohn e Sham,[33] utilizando uma das vérias aproximacoes disponiveis para a energia
de troca e correlagao.

Métodos computacionais sao hoje em dia importantes ferramentas para tratar prob-
lemas de muitos corpos, existindo mdétodos nunéricos muito apropriados para simu-
lar sistemas homogeneos de spins cuja interacao ¢ dada por Hamiltonianos do tipo de
Heisenberg. Apesar do grande desenvolvimento de métodos consagrados, como Monte

fWalter Kohn receben o Prémio Nobel de Quimica em 1998 pela grande contribuicao que a DET
trouxe a essa area.
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Carlo Quantico (QMC) ou mesmo do Grupo de Renormalizagao da Matriz Densidade
(DMRG). eles impoem sérias restrigoes quanto ao tamanho da rede de spins e, usual-
mente, sao aplicaveis a redes com invariancia translacional. Com o intuito de superar
essas lnitacoes. utilizamos neste trabalho a DET, recentemente adaptada por nds para
sistemas nao-homogeneos descritos pelo Hamiltoniano de Heisenberg.[9, 10] Enquanto
outros métodos comumente encontrados na literatura se baseiam na funcao de onda
de muitos corpos do sistema, na DFT as propriedades fisicas sao funcionais de uma
densidade eletronica. em nosso caso funcionais do valor esperado do operador de spin
e cada sitio, como veremos. B nessa dependencia com uma fungao densidade n(r),
mais simples que uma fungao de onda v(ry, 75, ...), que a DFT, em geral, ganha enorme
vantagem computacional em relacao a outros métodos.

1.3 Os Resultados Presentes neste Trabalho

Os desenvolvimentos apresentados neste trabalho sao em parte fruto das colabo-
racoes com o Dr.o Klans Capelle.[9, 10] Os resultados foram obtidos, em sua grande
maioria, nas minhas orientagoes de Iniciacao Cientifica dos alunos Paulo E. G. Assis e
Rodrigo S. Veiga, de Mestrado de Poliana H. Penteado[34] e Guilherme N. Prata,[35] e
de Doutorado de Fabiano C. de Souza.[36] Nos trabalhos desses alunos esta a base da
aplicacao da DFT ao modelo de Heisenberg.

Esta tese ¢ escrita tendo em mente a sua utilizagao por estudantes interessados nesta
linha de pesquisa. Longe de ser um trabalho completo, uma vez que aborda duas grandes
areas, o magletismo e o formalismo DFT, esta Tese procura reunir de forma didatica
os desenvolvimentos até entao conseguidos.

1.4 Organizacao desta Tese

Como orientacao a leitura, descrevemos abaixo sucintamente o contetido dos capitulos
subsequentes, que podem, em principio, ser lidos em qualquer ordem:

1. No Capitulo II descrevemos o modelo de Heisenberg e compilamos alguns resulta-
dos, exatos ou aproximados, que sao relevantes para a definicao dos funcionais.

2. No Capitulo IIT é formulada a Teoria do Funcional da Densidade para o modelo de
Heisenberg. Apresentamos uma prova alternativa a nossa presente na literatura[9)
do teorema central da DEF'T, o teorema de Hohenberg-Kohn, para sistemas de spins
descritos pelo Hamiltoniano de Heisenberg. Sao definidos também funcionais via
aproximacao local (LSA), através da energia de correlacao obtida da teoria de SW

ou via DMRG.

3. No Capitulo IV sao apresentados resultados obtidos via funcional de spin para
sistemas com invariancia translacional quebrada, tanto em uma, como em duas ou
tres dimensoes. Também sao apresentados resultados para sistemas bidimensionais
com vacancias de spins. Todos eles sao comparados com valores extraidos da
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literatura ou obtidos por métodos numeéricos aplicados a sistemas com tamanho
adequado para serem simulados em microcomputadores.

No Capitulo V sistemas com defeitos de ligacoes sao abordados e dados obtidos
de win funcional bascado e resultados numcéricos para cadeias com ligacoes alter-
nadas sao mostrados. Introduzimos também o conceito de aproximacao local por
células unitarias (LUCA), para se gerar uin funcional nao local nas ligagoes.

No Capitulo VI mostramos dois métodos numéricos de obtencao de resultados ex-
atos, que seviram para dar respaldo aos valores estimados pelos funcionais. Um
deles ¢ tradicional, onde, a partiv de potencias sucessivas do Hamiltoniano apli-
cadas em uma funcao tentativa, é extraida a energia do estado fundamental. No
outro, implementamos um método de diagonalizacao iterativa do Hamiltoniano,
explorando a conservagao dos operadores spin total e sua componente z. Esse
precedimento fornece todos os autoestados do Hamiltoniano, com boa precisao
para cadeias de tamanho moderado (exato até¢ 20 spins 1/2 ¢ com cerca de cinco
casas decimais de precisao para 100 spins 1/2). A partir dessa abordagem pode-
mos computar propriedades termodinamicas de cadeias, ou mesmo escadas, de
spins com impurezas. No Apcendice fornecemos detalhes da ninplementacao desse
método iterativo; a andlise completa ¢ feita na Tese de Doutorado de Fabinao C.
de Souza.[36]

Finalmente, no Capitulo VII apresentamos sugestoes de continuidade dos proble-
mas abordados nos capitulos anteriores. Naturalmente, como nossa abordagem
de todos os sistemas até entao analisados ¢ restrita a aproximacoes locais, fica
a tarefa importante de se introduzir funcionais mais sofisticados, a exemplo da
propria evolugao dos mesmos para sistemas eletronicos descritos por densidades
de carga.
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Capitulo 2

O Modelo de Heisenberg

O modelo de Heisenberg é dos mais importante no estudo dos fenomenos magnéticos
na matéria quando momentos magnéticos localizados desempenhain o papel principal.
O modelo ¢é definido pelo Hamiltoniano|[2]

onde S; ¢ um operador que atuam no spin residente no sitio ¢ de uma rede de N sitios.
A notagao < 1,7 > significa que apenas spins primeiros vizinhos interagem diretamente.

Para termos uma no¢ao do que esse Hamiltoniano pode descrever, consideremos o
caso de apenas dois spins 1/2, com J; 5 = J. Entao, H = JSl . Sg, ¢ facilmente reescrito
como

i — g (8 -81-83) . (2.2)

sendo St = S; + Sy 0 spin total do sistema. Usando como base de estados os au-
tovetores dos operadores quadrado do spin total e quadrado dos spins individuais,

sp.s1 = 1/2,89 = 1/2), é imediato que os niveis de energia do sistema sao dados
o
por *
J 3 .
EST = 5 .S’T(S'T + 1) == 5 s (2-3)

com st = 0 ou 1.
Com esse espectro de energias, podemos calcular a dependéncia com a temperatura
de propriedades termodinamicas. como a susceptibilidade magnética y, definida por
kBT/\ e ~

(ousl (S7..) = (Sr.2)" (2.4)

que neste caso de dois spins 1/2 resulta em
I‘”BT,\/ 2

(gup)? ~ 3+ (

[\
(&7
B

*Também ¢ trivial diagonalizar esse H na base da componente z de cada spin: isso resulta numa
matriz 4 x 4, com um bloco diagonal 2 x 2 e dois blocos 1 x 1.
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>

onde f =1 /ksT. A entropia S, por exemplo, pode ser facilmente calculada via S/kp =
InZ + BFE, sendo Z a funcao de particao e E a energia média:

CﬁJ

8
e BJY _ -
=In(3 +¢€”’) [J)J?)—i—ew'

. (2.6)

A Fig. (2.1) ilustra o comportamento dessas fungoes. Em baixas temperaturas a
flutuacao do momento magnético, proporcional ao produto 7', vai a zero se J > 0,
como resultado da formacao do estado fundamental singleto |sp = 0) = | 1)) — | {1);
dizemos que o ordenamento ¢ antiferromagnético. Veja que a exponencial da entropia
tende ao valor unitario. Ja para J < 0, a flutuagao magnética tem valor maximo em
T = 0, o estado fundamental é degenerado, podendo ser qualquer combinacao linear dos
estados do tripleto: | 1,1), | J,4) ou | 1,1) +| |, 1); o ordenamento agora é denominado
ferromagnético. A exponencial da entropia neste caso tende ao valor trés, que é o niimero
de estados do tripelo. Em altas temperaturas, tipicamente kg7 >> J, temos o limite de
dois spins 1/2 livres, portanto, quatro estados igualmente provéveis, e assim a entropia
assintoticamente tendo ao valor In4. O valor assintético kgT'x/(gus)* = 1/2 reflete a
lei de Curie neste regime.

T T T T T T T T T T T
= :
~ <

k, T, 0.6_— \\\ "
2 B S 3
0.4-_ T T TTTTT _.
_ | 7 i
0.3_— Fad o | Rk by
0.2 L 1
B - ko1 A4 7
0'1__ 1 rarnul iju j
L 0.1 1 10 |

0 lllllll 1 1 |||||II 1

0.1 1 gy 10
B

Figura 2.1: Flutuagdo magnética T'x versus temperatura 7' para os casos de alinhamento ferro-
magnético (J < 0) e antiferromagnético (J > 0). No inset é mostrada a exponencial da entropia, versus

temperatura, que mede o nimero efetivo de graus de liberdade a cada temperatura.

Podemos atribuir um significado fisico a constante J. Observe que ela se iguala, pelo
menos de forma visivel neste caso de dois spins, a diferenga de energia entre o singleto
e o tripleto, ou seja, se origina do principio de exclusao de Pauli, que obriga a antis-
simetrizagao das funcoes de onda envolvidas.[16] E de origem eletrostatica, portanto, e
nao magnética como a primeira vista seria pensada uma vez que H acopla dois spins.!.

tA interacao magnética entre dois dipolos é da ordem de myma/r® ~ (up)?/ad ~ a*mc? =~ 10~ 3eV.
Por outro lado, J é da ordem de 0.1 eV
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As flutuagoes quanticas introduzidas pela nao comutatividade dos operadores S, Sy

e S. tornam a diagonalizagao de H nada trivial. No entanto, para um anel de N
spins 1/2 com ordenamento ferromagnético. o estado fundamental é facilmente obtido:

lo) = | 1.1, ... 1) com energia Ey = —NJ/4, a mesma solucio obtida pela aproximacao
de campo médio. Todavia, no caso antiferromagnético nao ¢ tao simples ¢ a solucao
de campo médio. o chamado estado Néel, [¢9) = | 7.1.1. ..., 1), nao representa mais o

estado fundamental.

Em solidos a situacao acima ganha ainda mais complexidade, uma vez que temos
muitos spins. nao apenas de valor 1/2, interacoes de troca Jij que podem ir além de
primeiros vizinhos, depender do sitio. apresentar anisotropias de troca (J, # J, # J.),
etc. Naturalmente, as abordagens tedricas sao limitadas quando se inclui tais complex-
idades e por isso ¢ natural que diversas aproximacoes tenham surgido na abordagem
desse modelo. As se¢oes seguintes resumem alguns resultados relevantes para sistemas
homogencos, isto ¢, com J;; = J e todos os spins com mesma magnitude.

2.1 Resultados exatos para cadeias de spins 1/2

Sistemas tridimensionais sao naturalmente de grande interesse, e de longa data com-
postos com caracteristicas de cadeias lineares de spins sao conhecidos e tem merecido
atengao.[7] Usualmente sao redes em que ao longo de uma direcao os spins sao forte-
mente acoplados, mas muito fracamente interagentes com os demais spins, conferindo
ao composto propriedades unidimensionais.

O Hamiltoniano (2.1) para o caso de cadeias homogéneas de spins 1/2 foi abordado
por Bloch[37] na década de 1930 no caso de acoplamentos J;; = J ferromagnéticos.
O estado fundamental é trivial, com todos os spins paralelos e apontando no mesmo
sentido. H conserva a componente z do spin total, ou equivalentemente, o ntimero de
spins reversos em relagao ao estado fundamental. Introduzindo o conceito de ondas de
spins, Bloch determinou o estado fundamental exato para o setor de um spin reverso.
Logo em seguida, 1931, Bethe ¥ obtemn os autoestados exatos para um nimero qualquer
de spins reversos,[29] utilizando a técnica hoje denominada de ansatz de Bethe. A
profundidade desse trabalho foi além do que Bethe podia imaginar; hoje essa técnica é
aplicada em diversos modelos importantes, como o de Hubbard,[38]. Em 1938 Hulthén
[30] utiliza o procedimento de Bethe para deduzir uma equacgao integral e assim obter
o valor exato do limite termodinamico da energia do estado fundamental de um cadeia
de spins 1/2 com acoplamentos antiferromagnéticos:

E,
NJ

=1/4 — In2 ~ —0.44314718.... . (2.7)

O impacto do trabalho de Bethe nao foi muito grande em sua época, a julgar pelo
lapso de tempo para a sua utilizacdo em outros modelos. Por exemplo, somente em 1958
a técnica fol estendida, por Orbach, ao modelo de Heisenberg anisotrépico.[39] definido

fEm 1928 cle obtem o PhD sob orientacao de Sommerfeld: recebe o premio Nobel em 1967 devido
aos seus trabalhos sobre reagoes nucleares em estrelas.
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por

N
f % B & 3 AB & ,
H=175 (@-ws,_r + 5,5, + AS,. ,) | (2.8)
L b
Ele mostrou que as singularidades presentes na energia e na ordem de curto alcance
previstas pelo calculo variacional de Kasteleijn eram espurias.[40] Walker [41] logo em
seguida, resolvendo analiticamente a equacao integral de Orbach, mostra que o estado
fundamental antiferromagnético Ey(A) ¢ uma funcao nao analitica em A = 1. Sua
s} 0
expressao para a energia no limite termodinamico é (para A > 1)

Eo(A) A1 2, 4 |
A,\f']_ — 5 5 — 1 + ZI: m t‘dllh/\ S <29)

onde A = cosh A. Para A < 1, ver Ref.[42].

O modelo definido pela Eq. (2.8) mas com A = 0 denomina-se Heisenberg XY e tem
solugao exata, como mostrou a Ref.[28]. No limite A — oo ele recai no modelo de Ising,
que apresenta solu¢ao analitica em uma e duas dimensoes.

2.2 Resultados aproximados para cadeias homogeé-
neas de spins S

Para implementar o procedimento da DFT precisamos de resultados para cadeias com
SpIns .S, mesnio (ue nao sejaim exatos. A aproximacao mais simples para o Hamiltoniano
de Heisenberg. Eq. (2.1), é a de campo médio (CM), onde os operadores vetoriais S
sao substituidos por vetores classicos S. Nessa aproximacao, a energia, por spin. do
estado fundamental antiferromagnético para um sistema homogéneo de N spins S em d
dimensoes, com condi¢oes periddicas de contorno, é

- ESM(S ;
eSM(S) = —0—(—) =—dS?, (2.10)
NJ
que corresponde ao ordenamento ilustrado na Fig. (2.2). Para uma cadeia (d = 1) de
spins 1/2 temos e§™ = —0.25, um desvio de 43.6 % do valor exato, que é 1/4 —In2 =~

—0.44314718..., obtido pelo ansatz de Bethe.[29, 30]

Figura 2.2: Na aproximacao de campo médio o estado fundamental de um sistema antiferromagnético
apresenta os spins vizinhos alinhados antiparalelamente uns aos outros; esse é o denominado estado
Néel.

Anderson.[13] usando argumentos variacionais, mostrou que a energia por spin, eé”d.
do estado fundamental antiferromagnético de um sistema de spins S em d dimensoes
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tem os seguintes limites:

1
2dS

—dS? <1 - > < el < —d§? (2.11)

¢, portanto. ua aproximagao ¢ tomar o centro desse intervalo:[44]

. il
And 2 ¢ ¢
e (S)=—-dS" [ 1+ — ) . 2.12
Isso fornece, para d = 1 e S = 1/2, o valor ¢;"? = —0.375, baixando o erro para 15.4%.

Resultados melhores sao obtidos da Teoria de Ondas-de-Spin (SW),[44] a qual leva
el conta perturbativamente a flutuagao do spin e torno de sua posicao de campo
médio (ver Fig. (2.3)):

P (8) =—d 5% 4 V5 <; — 1> S, (2.13)

onde o fator d~'/° reproduz os coeficientes obtidos por Anderson para d = 1,2 ou 3 (é

uma hipdtese de escala conjecturada por nés na Ref.[9]). Por exemplo, para d = 1 e
S = 1/2, temos e§"" = —0.431690, apenas 2.6% do valor exato; para S = 2, esW =
—4.72676, com desvio de somente 0.7% do valor exato —4.761244.

72??

+SZ _SZ

Figura 2.3: Na Teoria de Ondas-de-Spin, considerada-se de forma perturbativa a flutuacao do spin
em torno de seu estado de campo médio. Embora fosse esperado bons resultados apenas para valores
altos de spins (pois a flutuacao ¢ da ordem de 1/(25 + 1)), surpreendentemente, mesmo para spin 1/2.

essa teoria fornece bons resultados.

Expressivamente melhores sao os resultados obtidos pela técnica numérica do Grupo
de Renormalizagao da Matriz Densidade (DMRG).® Baseados em dados de DMRG, os
autores da Ref. [46] propuseram a seguinte funcao ajuste para a cnergia do estado
fundamental de uma cadeia antiferromagnética de spins S:

, 2 0.0030  0.0015
ePMRG(S) = _52 4 (E ~ 1) S —0.03262 — Tt )
0.28 0.035\ __.
— (0.338 - + S3O> e ™ cos(21S) . (2.14)

Observe que os dois primeiros termos da Eq. (2.14) coincidem com €3 (S). enquanto

os demais correspondem a corre¢oes menores. Os dois termos cibicos em S foram por

8§ > . 2 c Yops . =
YA Ref.[45] tras uma apresentagao didatica dessa técnica.
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Tabela 2.1: Estado fundamental, em unidades de .J e por spin, —FEy/NJ. obtidos por diversos
métodos. HE refere-se a um caleulo Hartree-Fock[47] para spin 1/2. Os dados exatos foram extraidos

da Ref.[46]. Este autor desconhece alguns dos valores.

1/2 1 3/2 2 5/2 3
CM 0.25 1 2.25 1 6.25 9
HF 0.4196 — . - —
SW 0.43169 1.36338 2.79507 | 4.72676 | 7.15845057 | 10.09014068
DMRG | 0.4431471 | 1.4014841 2.82833 | 4.761243 | 7.1922313 | 10.1237525
Exato | 044314718 | 1.101484038971 | 2.82833 | 1.761244 | —

nos introduzidos empiricamente[9] para tornar a expressao precisa para spin 1/2, ob-
tendo assim eMHC = —0.446253, um desvio de apenas 0.7% do valor exato. Sem eles
obterfamos um desvio de 17% no caso de spin 1/2. Esses termos. no entanto, pratica-
mente nao alteram os resultados da expresssao original da Ref.[46] para spins maiores
que 1/2. mas sdo impressindiveis para se gerar um funcional através de ef’#%(S). Na
Tab. 2.1 podemos comparar alguns valores da energia do estado fundamental obtidos
por diferentes técnicas. Observe como CM e SW fornecem melhores resultados para
spins mais altos.

As expressoes ou os resultados acima sao restritos a sistemas homogéneos, o que
representa uma grande limitagao, uma vez que é comum em sistemas reais encontrarmos
inomogeneidades, por exemplo induzidas por campos externos, criadas por anisotropias
cristalinas, por efeitos de borda, por impurezas localizadas ou mesmo por defeitos nas
ligacoes da rede. Essas situagoes trazem enormes dificuldades aos métodos tradicionais
que exploram invariancia translacional. Para superar essas restricoes, utilizaremos a
DFT para estimar a energia do estado fundamental de sistemas inomogéneos descritos
pelo modelo de Heisenberg. O proximo Capitulo introduz os conceitos necessarios a
aplicacao da DFT ao modelo de Heisenberg.



Capitulo 3

A Teoria do Funcional da Densidade
- DFT

A seguir apresentamos uma breve introducao a DFT para sistemas eletronicos,
visando a formulacao da mesma ao modelo de Heisenberg, feita logo em seguida na
Secao 3.2. Esta longe de ser completa, mas detalha aspectos de interesse para nossas
aplicacoes.

3.1 DFT para sistemas eletronicos

O vetor de onda |¥) de um sistema (nao relativistico) de muitos elétrons submetidos
a wmn potencial externo independente do tempo obedece a equacao de Schrodinger

HW) =(T+U+V)|¥) =E

) (3.1)

onde T é o termo de energia cinética, U a energia de interacao Coulombiana entre
os elétrons e V' a energia devido a um potencial externo. A funcao de onda v =
(11,75, ..., 7"n|¥) tem como argumento as coordenadas 7,75, ..., 7y dos N elétrons do
sistema (além de numeros quanticos, como momentos angulares). De posse de |U)
determina-se todos os observaveis do sistema. No entanto, todos sabemos o nivel de
dificuldade para se resolver a equacao acima, mesmo para sistemas contendo poucos
elétrons interagentes. Um procedimento alternativo para se obter os observaveis sem
necessariamente determinar |¥) foi desenvolvido por Hohenberg e Kohn|[31] em 1964, em
que a densidade n(r) desempenha papel central; dai a denominacao Density-Functional
Theory. ou simplesmente DFT. A demonstracao do teorema de Hohenberg-Kohn pode
ser encontrada em diversos livros textos.[49] ou teses,[19] e usualmente se baseia numa
prova por contradigao. Seguiremos. no entanto, o procedimento elaborado por Levy[50]
e Lieb[51] no contexto dos sistemas eletronicos, que é bem mais instrutivo.[48]

Pelo principio variacional, a encregia Fy do estado fundamental de um sistema descrito
por um Hamiltoniano H obedece a desigualdade

Ep < (V|H|V) . (3.2)
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sendo [W) um vetor de onda qualquer (normalizado). Para determinar Ey, procuramos
dentre todos os vetores | ) aquele que minimiza o valor esperado (W|H|¥). Isso pode
ser feito seguindo alguma estratégia conveniente, em funcao de cada Hamiltoniano em
questao. Em sistemas descritos pelo Hamiltoniano (3.1), a Eq. (3.2) induz a calcular o
valor esperado (W|V[¥). No caso de potenciais da forma

V= Z V(F) , (3.3)

temos que ‘
(U|V|0) = /(131- n(r) V() , (3.4)

onde

n(f)=N /d31'2(137'3...(137;\r |V (7, 7y, 757N ) |2

¢ a densidade de particulas na posicao 7. Entao, o potencial externo se acopla direta-
mente a densidade n(77), e nao a fun¢ao de onda propriamente, o que sugere definir um
processo de minimizacao que utiliza a densidade como protagonista. Na formulacao de
Levy e Lieb isso ¢ feito explicitamente. Primeiro define-se o funcional de n(7)

E[n] = min (V|H|W) . (3.6)

|W)—n

—

onde para cada escolha de uma funcao n(7") positiva semi-definida procuramos por |¥)
antissimétrico que minimize (U|H|W). Bsse valor minimo ainda niao é Ey, uma vez que
a simples escolha n(r") dificihnente serd a densidade ng(r) do estado fundamental. Com
esse procedimento, tem-se densidades n(7") que sao N-representaveis, isto é, atreladas
a funcoes de onda antissimétricas |¥) de N elétrons. Substituindo H =7 + U + V na
equagao aclina temos

E[n] = min [(¥|T 4 U|0) + (¥|V|1)] = Fln] + / Ern(F)V(F) , (3.7)

| V) —n

onde Fln] = nlin[\pHnOIIIT + UI\I/> ¢ um funcional universal, isto é, independente do
potencial externo.
A densidade ny(7") correspondente ao estado fundamental |Wg) é aquela que minimiza
E[n]:
Ey = min En] . (3.8)
n

Para esse ny(i*) o vetor |¥) que resulta da procura Flng] = minjyy ., (V|7 + U|¥)
corresponde a funcao de onda ¥y do estado fundamental de H. Assim, tem-se que Vg ¢
um funcional de ng(7), ou seja, ny(r) determina completamente o estado fundamental
do sistema.

Na pratica o esquema descrito aciima requer aproximacoes para ser implementado,
as quais sao feitas em etapas e a primeira consiste em escrever

(U|T + U|V) = T[n] + Uln] = Tu[n] + Ug[n] + Exeln] . (3.9)

=~



onde T[n] é o termo de energia cinética de um sistema de elétrons independentes e
Up(n] a energia de interacao na aproximagio de Hartree.* Essa equacao define E.c[n],
denominado funcional de troca e correlacao. que incorpora tudo que falta em 7Ti[n| +
Up[n] para resultar no funcional T'[n]+U[n] exato. Enquanto Uy[n] ¢ conhecido. para se
obter Ti[n] precisamos de um procedimento adicional. No esquema de Kohn e Sham[33],
Ts[n] é escrito em termos de orbitais de particulas independentes obtidos de uma equacao
de Schrodinger para uma particula num potencial efetivo, que apos um procedimento
Iterativo, auto consistente, determina-se n(r’).

Outra possibilidade, hem menos eficiente na pratica para os sistemas cletronicos.
mas conveniente para nossa aplicagao da DFT ao modelo de Heisenberg, é recorrer a
aproximacao Thomas-Fermi, que consiste em primeiro introduzir uma aproximacao local
para o funcional T'[n]:

T[n] = T*P4n) = / Er "7 () (3.10)

sendo t"°™(n) a energia cinética por volume de um sistema eletronico homogeneo em
funcao da densidade uniforme n, no lugar da qual se substitui a densidade local n(r). A
sigla LD A refere-se a Local-Density Approzimation, que designa o tipo de aproximacao
feita. Como a fun¢ao ¢"*"(n) é de um sistema interagente e por isso nao é conhecida
com a precisao necessaria para caleulos ab initio, hi a necessidade de mna aproximacao
adicional: simplesmente troca-se t"*™(n) pela energia cinética, por volume, de um sis-
tema de particulas independentes, "™ (n), que é bem conhecida (t""(n) n°/3). Isso
completa a aproximacao Thomas-Fermi, sintetizada da seguinte forma:

T[n] = T*P4[n] =~ THPAn) = /(137” f?”’”(n)l.,Hn(;) . (3.11)

O termo de troca ¢ correlagao também pode ser aproximado no mesmo estilo da Eq.

(3.10):
B[] ~ ELPA[R] = / A7 € (1) o (3.12)

sendo €"°™(n) a energia de troca e correlacao por volume de um gds homogéneo de
elétrons de densidade n.

Entao, diferentemente do esquema Kohn-Sham, no de Thomas-Fermi minimizamos
diretamente o funcional da energia. Esse também é o caso no modelo de Heisenberg,
com o adicional de que nao hd necessidade de aproximar o termo de energia cinética, ja
que este inexiste. A ideia de aproximacao local para o funcional sera também explorada
de forma andloga no modelo de Heisenberg.

Uma revisao bem mais rica do formalismo DFT aplicado a sistemas eletronicos pode
ser encontrada na Ref.[48].

*O termo Hartree é a energia potencial cldssica para um sistema de elétrons:

Un(n] = % /d"jr d>’ Py .
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3.2 O Teorema de Hohenberg-Kohn para o Modelo
de Heisenberg

A prova do teorema de Hohenberg e Kohn para o caso do modelo de Heisenberg[9]
segue de perto a apresentada acima para sistemas eletronicos. No entanto, vamos ex-
plicitéd-la aqui, uma vez que se trata do sistema de interesse neste trabalho. Diferente-
mente daquela apresentada por nés na literatura,[9] vamos utilizar aqui a formulacao
de Levy e Lieb.

Com um campo magnético externo nao uniforme B, aplicado a um sistema de spins.
o Hamiltoniano de Heisenberg torna-se

H=Y 78-S +> B-S . (3.13)
1] v

Pelo principio variacional, a energia do estado fundamental, Ey, obedece a desigual-
dade
Ey < (V|H|Y) . (3.14)

Assim, na procura de |¥) que minimize o lado direito dessa equacao, somos levados a
calcular o valor esperado

(V] ZEL - Si| ) = Z Bi - (V[S,|¥) = Z B;- S, (3.15)

sendo

S; = (W|S;|W) . (3.16)

Entao, é o vetor cldssico S; que se acopla ao campo externo e nao propriamente a funcao
de onda do sistema. Portanto, S; faz aqui o papel que n(7") faz nos sistemas eletronicos.
Seguindo o procedimento de Levy e Lieb, definimos primeiro o funcional

E[S)] = min (V|H|T) , (3.17)

W) — S,

que Introduz a seguinte estratégia: para cada distribuigao {5;}, procuramos pelo vetor
|¥) que minimize (V|H|¥). mantendo o campo externo fixo. Naturalmente que, por
construgao, este |W) ja é um funcional de S;. Substituindo H temos

[ W) — S,

E[gl] = min <\I/; Z ']L"]'Si > gJ’\I/> + Z Ei : Agl = F[gl] + Z B,’ : Ag,j P (318)

N i 1
onde F[S] = ming g, L5 (V] ), J:;S: - S;|W) ¢ um funcional universal. isto é. nao de-
pendente do campo externo, para uma dada distribuicao das interacoes de troca .J,

]
e dos nimeros quanticos S; de cada operador de spin S;." Novamente pelo principio

+ & . . . .~ N - .
'Essa universalidade para cada escolha das distribuicées {J; ;} e {S;} corresponde a universalidade
do funcional T'[n] 4 U[n] nos sistemas eletronicos dada as massas e cargas dos constituintes.
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N

variacional, a distribuicao especifica {S?} correspondente ao estado fundamental deve
ser aquela que minimiza E|S,):
Ey = min E[S}] . (3.19)

S;

Para essa distribuicao {S%}, o vetor |¥) que resulta da procura

FS; = min (W ok, S S, v 3.20
[$] = min ( |Z i) (3.20)

corresponde ao vetor do estado fundamental |Wg) que, consequentemente, ¢ um funcional
da distribuigao {§?} Em outras palavras, uma distribuigao {i} determina uma tnica
fun¢ao de onda e vice-versa:
\110 = \I/(][S,] - E() = E‘(][ i] . (321)
Essa equacao resume a afirmacao do teorema de Hohenberg-KKohn para sistemas
descritos pelo Hamiltoniano de Heisenberg. A demonstracao identifica o vetor S; como
a variavel classica fundamental dos sistemas de spins, tal qual n(7") é para os sistemas
eletronicos no continuo ou n(r;) para o modelo de Hubbard.[38] Também estabelece
um procedimento em principio mais simples para se determinar a cnergia do estado
fundamental: minimiza-se o funcional E[Si-] em relacao a distribuicao classica de spins
{57} Note que, nao havendo um termo de energia cinética, nao ha necessidade de se
implementar o esquema Kohn-Sham.

3.3 A conveniéncia da aproximacao de campo médio

Normalmente quando nos referimos a campo médio estamos pensando numa aprox-
imacao das mais simples, que fazemos quando em geral nao temos uma melhor! No
contexto da DEF'T aplicada ao modelo de Heisenberg, utilizamos o termo de campo
médio

ECM(S] = Z Sy 48545 (3.22)

porém, aqui ele desempenha um papel fundamental., pois ele ja é um funcional explicito
de S;. Assim, a energia como funcional de S; pode ser convenientemente escrita como

E[S)] = E°M[S)] + E.[S], (3.23)

sendo o termo de correlagio E [?} aquele que falta ao de campo médio para se recu-
perar o resultado exato E[S;]. O termo de campo médio faz o papel de T, [n]+Ug[n] dos
sistemas eletronicos. Sendo E¢Y [51-] j& um funcional de S, precisamos apenas procu-
rar pelo funcional Ec[gi]. Em geral isso requer aproximacoes adicionais, como as que
descrevemos nas secoes scguintes.

E bom salientar que a separacao dos termos presentes na Eq. (3.23) nao tem o
espirito da teoria de perturbagao. que é separar o grande do pequeno. pois. em geral o
termo de correlagao é de mesma ordemn, se nao maior. que o de campo médio e. portanto,
nao pode ser considerado uma perturbacao.
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‘3.4 Aproximacao Local para o Spin - LSA

A mmplementacao pratica da DET e sistemas de spins exige aproximacoes para o
funcional de correlacao, o que ¢ feito em dois passos. Primeiro, recorremos a um sistema
homogeneo de spins S em que saibamos a energia Fy(.S), se nao exata, pelo menos numa

S} o )
aproximagao melhor que a de campo médio. Utilizando a Eq. (3.23) obtemos E.(S)
para esse sistema homogeneo simplesmente escrevendo

E.(S) = Ey(S) — ECM(S) = Nehom(S) | (3.24)

€

sendo, portanto. ¢°"(S) a encrgia de correlacio por spin. O segundo passo consiste em
fazer uma aproximacao local para se obter o funcional E.[S;], nos moldes da aproximacao
LDA feita para os sistemas eletronicos. Neste contexto ela é feita nos niimeros quanticos

de spin, que consiste em substituir S pelo seu valor local S; em e*™(S):

Ec[Si] m B[S =" erom(S)

i

5, - (3.25)

Chamamos essa aproximacao de LSA | de Local-Spin Approximation. Observe que S,
¢ o munero quantico do i-ésimo spin, ¢ nio o valor esperado S; = <\I’0]Si]\110>. Lembre
que sendo homogeneo esse valor esperado é nulo em cada sitio, portanto, 5} nem mesmo
aparece como variavel em e"™(S) que s6 depende mesmo de S. !

Nao existem muitas fungoes Ey(S) conhecidas, vdlidas para qualquer S, ou para
qualquer dimensao espacial. Vamos nos limitar a usar duas expressoes para Eg(S): a
dada pela Eq. (2.13) obtida da Teoria de Ondas-de-Spin, valida em qualquer dimensao,
oua Eq. (2.14) obtida pelos autores da Ref.[46] que propoem uma fungao Ey(S) baseados
em resultados da técnica DNRG para sistemas unidimensionais.

3.4.1 Aproximacao Local via Ondas-de-Spin

hom

Usando a aproximagao SW dada na Eq. (2.13) para e;°"(S) obtemos
e ; = (2
Ec Si LSA-SW _ J 171/::1 = 1 Si ) 3.96
& = Z ,‘ (3.26)

e, entao, o funcional para a energia do estado fundamental na aproximagao SW (e local)

e

- . . 112
E[SIV =J) S-S +7d (= -1)> 5. (3.27)
’ it
(i) J

Minimizando esse funcional diretamente nas variaveis {5_';} obtemos a energia do
estacdo fundamental correspondente ao sistema com a distribuicao {51} minimizante.
Note que essa distribui¢ao corresponde a configuracao de campo médio. ja que o termo
de correlacao depende apenas dos nimeros quanticos S;.

S
da afirmagao acima. uma vez que a minimizacao de E[S;] nessas referéncias sempre resultou no estado

*Nas referéncias [9, 10] a aproximacao local foi desiguinada por S — , que é um caso especial

Néel. para o qual S, = |S,].
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3.4.2 Aproximacgao Local via DMRG

Utilizando a expressao (2.14) para a energia do estado fundamental obtida pela
DMRG, temos que a cuergia de correlacao. por spin, para wn sistema homogenco de
spins S ¢ dada por

.

eDMRG( Gy — (DMRG(g) _ (CM(gY (3.28)

Portanto, o funcional de spin, local e na aproximacao DMRG. é

\DMRG[ & 5 & DMRG | A
E 156] = J E Si-S;+J E 8, (9)|s=s, - (3.29)
(i5) i
E importante salientar que na Ref. [46] a expressao analitica para ef™FC Eq.

(2.14), foi obtida a partir de dados numéricos. Portanto, esse procedimento pode ser
bastante conveniente em sistemas complexos onde nao se tem uma expressao analitica.
Por exemplo, dados numéricos vindos de simulacoes de Monte Carlo poderiam gerar
uma curva que em principio pode ser utilizada para se construir um funcional. Isso viria
a ampliar em muito as possibilidades de se estudar sistemas mais realistas.



Capitulo 4

Resultados para Impurezas
Substitucionais

Embora os cdlculos via LSA possam ser feitos para sistemas com muitos spins e
diferentes dimensionalidades, para viabilizar sua comparacao com resultados exatos, na
maioria dos exemplos a seguir nos limitamos a cadeias pequenas, com até trés dezenas de
spins. Em todos os casos neste Capitulo as interacoes J; ; entre os spins sao uniformes e
isotropicas. As impurezas sao na forma de spins substitucionais em meio a um substrato
de spin 1/2. Também consideramos alguns casos em que ha falta de spins numa rede,
ou seja, quando temos vacancias.

Os resultados exatos apresentados nas figuras a seguir, com rara excessio, foram
obtidos por dois métodos numeéricos desenvolvidos por nés e apresentados no Cap. VII:
o métod de poténcias e o de diagonalizacao iterativa. Uma discussiao detalhada desses
resultados, e dos métodos numéricos, pode ser encontrada nas Ref. (34, 35. 36]

4.1 Sistemas unidimensionais

Consideremos uma cadeia de apenas 10 spins S com condicao aberta de contorno,
portanto bastante nao homogénea. A Fig. (4.1) compara os valores obtidos pela aprox-
imagao CM com os obtidos dos funcionais Esw[gi] e ED""[HG[S”;-], para alguns valores
do spin S. Comparando com os dados exatos notamos a supremacia dos funcionais em
relacao aos valores de CM., sendo a aproximagao vinda da DMRG um pouco melhor em
todo intervalo de .S considerado que aquela vinda da SW. No inset temos a diferenca
E(?“RG — E(‘)g”' versus S, mostrando que os dois funcionais praticamente coincidem.
Nessa figura notamos que o desvio relativo, (Eerate — pOMY jpezato ¢ Qo ordem de 0.5
para spins 0.5 ou 1, e diminui para 0.2 para spins 2, ou seja, a aproximacao CM ¢ melhor
para spins mais altos, uma vez que a flutuacao dos spins é menor nesse limite.

Para cadeias maiores, ou spins maiores, a diagonalizacio exata torna-se impraticavel,
mas € de se esperar que os funcionais fornecam estimativas ainda melhores, pois deve-
mos lembrar que cles foram gerados de expressoes validas para sistemas homogéncos ¢
portanto validas no limite termodinamico.
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Figura 4.1: Energia do estado fundamental para cadeias abertas com 10 spins S, para valores de S
g I

desde 1/2 até 2. As aproximagoes locais vindas da SW ou da DMRG sao quantitativamente semelhantes
(ver inset) e reproduzem bem melhor os resultados exatos quando comparadas com a aproximacao de

campo médio (CM).

Na Fig. (4.2) consideramos cadeias de N spins, para diversos valores do spin S, e
comparamos as energias Fj obtidas por duas aproximacoes diferentes, CM (¢) e LSA
via SW (linha continua), e com resultados da diagonaliza¢ao exata (o). A tnica fonte
de inomogeneidade aqui se deve ao tamanho finito e a condi¢ao de contorno aberta
da cadeia. A linha tracejada indica o valor da energia no limite termodinamico para
cada S considerado (extraido da Ref.[46]). Estd claro na figura que o funcional fornece
resultados mais préoximos dos exatos do que aqueles de CM; estes naturalmente sao
melhores a medida que S aumenta. No entanto, o funcional nao reproduz as oscilacoes
nos valores de Ej, cuja amplitude é relativamente grande para pequenos N, mas cai
a medida que a cadeia cresce. Observe que o valor da energia de correlagao, que é a
diferenca E¢*° — ECM n3o pode ser tratada como uma perturbacdo, pois é da ordem
de grandeza da energia de campo médio (ou do préprio valor exato).

Como uma aplicacao da LSA a Hamiltonianos de spins com simetria translacional
quebrada pela presenca de impurezas, consideramos a seguir uma cadeia com uma im-
pureza de spin 1 num fundo de spins 1/2. A Fig. (4.3) mostra a energia do estado
fundamental desse sistema com a impureza colocada em posicoes distintas. Nela, os
circulos indicam os resultados exatos, enquanto que a curva tracejada mostra como a
solugao LSA se aproxima do resultado exato, especialmente para redes com mais de 10
spins. Para comparacao, também incluimos nessa figura resultados da LSA para uma
impureza no interior da cadeia e para um sistema com duas impurezas, uma na borda
e outra no interior. Diferentemente do alto custo computacional em calculos exatos ao
se colocar mais impurezas, a LSA pode fornecer boas estimativas para Fy mesmo para
um nimero arbitrério de impurezas. E de se esperar que essa estimativa se deteriore a
medida que o nimero de impurezas aumente, uma vez que os funcionais sao baseados
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Figura 4.2: Dependéncia com o tamanho N da energia do estado fundamental, por spin, para cadeias
de spins S. Valores obtidos pelo funcional LSA na aproximagao SW (linha cheia) descrevem bem melhor
os resultados exatos (o) que os de CM (o), particularmente para redes cada vez maiores. As linhas
tracejadas demarcam o limite termodinamico para cada spin considerado (Fig. (1) da Ref.[10]).

num sistema homogéneo de spins.

Poderiamos nos perguntar se ao invés de implementarmos a aproximagao local no
termo de correlagao, como feito na Eq. (3.25), tivéssemos feito diretamente no termo
de energia do estado fundamental, Eq. (2.13), terfamos obtido resultados satisfatérios.
Esse procedimento teria nos levado ao funcional (para d = 1)

EO[Si] =) [—SE + (% — 1) Si] , (4.1)

i

lembrando que S; é o nimero quantico do spin do i-ésimo sitio. Para uma cadeia de

dez spins, nove deles 1/2 e um na borda de valor 1 (como um dos casos da Fig. (4.3)),

o resultado exato para a EEF vale -4.496939 J, enquanto esse funcional F0 estima em

-5.24859 J, um desvio de 16.7 %. J4 o funcional E{** estima em -4.49859 J, um desvio

de apenas 0.04 %. A razao ¢ que o termo de campo médio em E[S;] ja é um funcional da
- distribuicao de spins e por isso pode lidar bem com inomogeneidades; a aproximagao,
entao, recai apenas no termo de correlacao, e nao no termo todo de energia como ¢é o
caso do funcional EO[S;].
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Figura 4.3: Energia do estado fundamental, por spin, para cadeias abertas com N spins 1/2, com
uma impureza de spin S; = 1 na borda (linha tracejada), ou no interior da cadeia (linha cheia),
ou uma impureza na borda e outra no interior (linha ponto-tracejada). Os circulos representam os
resultados exatos para o caso da impureza S = 1 na borda da cadeia. A aproximagido CM prevé energia

independente de N para esse caso de impureza na borda (Fig. (2) da Ref.[10]).

4.2 Sistemas bidimensionais

Mostraremos agora resultados para redes quadradas ou retangulares, situagoes em
que a diagonalizagao exata demanda alto custo computacional mesmo para poucos spins.
Para aproveitar os codigos computacionais feitos para cadeias, usamos um artificio que é
identificar internamente a rede uma cadeia e completa-la com ligagoes adicionais, como
ilustra a Fig. (4.4). Com isso, continuamos a usar o método de poténcias para extrair
a EEF de redes bidimensionais; é relativamente simples adicionar uma interagao entre
quaisquer dois spins da rede nesse método.

A limitacao em se obter resultados exatos evidentemente ¢ muito grande em sistemas
bidimensionais. Primeiramente, apresentamos na Fig. (4.5) a energia do estado funda-
mental para redes quadradas com N? spins e comparamos os resultados de LSA com
apenas alguns pontos exatos. Nao consideramos impurezas neste caso (devido ao alto
custo computacional dos resultados exatos), de forma que as inomogeneidades entram
apenas pela presenca do contorno, que quebra a invariancia translacional.

Em seguida, vamos investigar a dependéncia da energia do estado fundamental com a
geometria da rede, obtidas pela aproximacao LSA®W. A Tab. (4.1) compara resultados
para uma cadeia (1 x 100), uma escada de duas pernas (2 x 50), uma escada de cinco
pernas (5 x 20), uma rede quadrada (10 x 10) e um paralelepipedo de spins (2 x 5 x 10),
todos contendo 100 spins S. Podemos concluir dos dados da tabela que:
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Figura. 4.4: Rede quadrada 4 x 4, que pode ser decomposta numa cadeia formada por dezesseis
ligagoes (linhas cheias), mais nove ligacoes adicionais (linhas pontilhadas). Para condicoes de contorno
O (] (b

periddicas outras ligagoes devem ser introduzidas.

L. quanto maior o modulo do spin, mais acentuado é o efeito da borda do sistema.
Isso pode ser visto comparando a variagao da energia Ey ao longo de uma linha
horizontal da tabela; para spin 1/2 esta variagao é da ordem de 1.6, enquanto para
spin 2 ela alcanca o valor 2;

2. quanto maior a dimensao do sistema, mais lenta a convergéncia para o limite
termodinamico: enquanto a cadeia linear 1 x 100 de spins 1/2 difere por apenas
3% do limite do ansatz de Bethe, ~ -0.443, para a rede 10 x 10, com o mesmo
numero de spins, a diferenca alcanga 9% do valor estimado na Ref.[20] para o
respectivo limite termodinamico. Um desvio de 3% desse limite s6 ¢ alcancado
para uma rede 50 x 50;

3. a diferenca entre as redes lineares e a escada de duas pernas ¢ maior do que
entre essa escada e a rede quadrada, indicando que no que se refere ao estado
fundamental, mesmo redes pouco bidimensionais sdo mais parecidas com sistemas
quadrados do que com lineares. Essa diferenca aumenta com o aumento do valor
do spin do sistema;

4. quanto maior a dimensionalidade do sistema, maior a variacao da energia com o
aumento do valor do spin. Para a cadeia, entre S = 1/2 ¢ S = 2, temos um
aumento de Ej pelo fator 10.9. Ja para o paralelepipedo esse aumento é de 13.5
vezes.

Tabela 4.1: Estado fundamental, —Ey/NJ, para sistemas abertos com 100 spins S. em diferentes
geometrias, desde uma cadeia 1 x 100 até um cubo de spins 2 x 5 x 10, passando pela geometria de
escadas. A Eq. (3.27) fornece os valores do funcional E[S;]S" (Tab.1 da Ref.[10]).

S I x100|2x50|5x20]10x10|2x5x10
1/2| 0.429 | 0.528 | 0.596 | 0.608 0.696
1 1.353 1.796 | 2.066 | 2.116 2.491
3/2 | 2795 | 3.804 | 4.412 | 4524 9.387
2 4.687 | 6.552 | 7.632 | 7.832 9.382




- exato

Figura 4.5: Energia do estado fundamental para redes N x N de spins S. Enquanto o calculo
DFT/LSASY pode ser feito para redes de tamanho qualquer, apenas alguns resultados exatos sao
conhecidos (Fig. (2) da Ref.[10]).

4.2.1 Vacancias na rede

A aplicagao do modelo de Heisenberg se destina principalmente a sistemas antifer-
romagnéticos de momentos localizados, incluindo até mesmo supercondutores de alta
temperatura. A evidéncia de que, sob dopagem, buracos parcialmente localizados sejam
criados no plano CuQO, tem motivado o estudo de vacancias em redes bidimensionais de
spins.[54] Vacancias também sao importantes na estabilidade energética de nanotubos
de carbono, como estudado na Ref. [55] via DFT. A formagao de vacancias localizadas,
que se agrupam em diferentes configuragoes, quebra a invariancia translacional, o que
torna a nossa abordagem via DFT uma alternativa para se estimar a energia do estado
fundamental de tais sistemas. Isso pode ajudar no estudo da estabilidade configuracional
dessas vacancias na rede, estimando-se o custo energético para criid-las ou desloca-las.
Na Fig. (4.6) comparamos os resultados de campo médio com os obtidos da aproxima-
¢ao local LSA construidos via Teoria de Ondas-de-Spin. Nessa figura, quanto melhor o
resultado aproximado, mais perto da diagonal (linha tracejada) ele é representado. Sao
consideradas as seguintes redes: 3 x 3 aberta, uma 4 x 4 aberta e outra 4 x 4 periédica.
Elas podem nao conter vacancias, ou ter uma no canto, ou uma na lateral, uma no inte-
rior da rede, ou quatro no interior para o caso da rede 4 x 4 (que entao recai numa cadeia
fechada com 12 spins). Todos os resultados de campo médio subestimam a energia do
estado fundamental.
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Figura 4.6: Energia do estado fundamental para redes com vacancias. Mostramos —E/S4 versus
g 0

—E§*°  de forma que quanto melhor o resultado aproximado mais préximo da diagonal principal
(linha tracejada) ele esta representado. Sao consideradas redes 3 x 3 e 4 x 4, com diversas vacéancias,

em diferentes posicoes da rede.

4.3 Sistemas tridimensionais

Finalmente, consideremos uma rede ctibica contendo 64 spins 1/2 e condigoes abertas
de contorno. Neste caso, uma impureza substitucional de spin S; pode estar presente
em quatro tipos diferentes de sitios: vértices (8 posigoes equivalentes), faces (24 posigoes
equivalentes), arestas (24 posigoes equivalentes), ou interior (8 posi¢oes). A Tabela 4.2
mostra a energia do estado fundamental, em unidades de J e por sitio, para diversos
valores de S;.[56] E interessante notar que a aproximacao de campo médio preve de-
generescéncia para diversas configuragoes de spins. Por exemplo, para os estados com
S; = 2 na face ou S; = 3 no vértice, campo médio fornece e¢§M = —0.6211 para am-
bas as situacoes. Ja, como vemos nessa Tabela, a energia de correlagao incluida no
funcional LSASW quebra essa degenerescéncia, mostrando que a impureza de spin 3
no vértice é mais estavel; o mesmo ocorre, por exemplo, com S; = 3/2 no interior,
S; = 2 na face ou 5/2 no vértice, todos com e§” = —0.6094, enquanto a LSA" mostra
que a situacao com S; = 5/2 no vértice do cubo é a mais estdvel. Esses resultados
podem ser interessantes no estudo de migracao de impurezas magnéticas em materiais
nanoscopicos. Resultados exatos neste caso sao custosos computacionalmente, de forma
que uma estimativa da energia para diferentes configuragoes pode ser importante.

Outras aplicagoes dos funcionais acima sao encontradas nas Ref. [9, 10, 56, 57], ou
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nas discertacoes [34. 35, 36].

Tabela 4.2: Estado fundamental — Ey/N.J nas aproximacoes CM ¢ LSASY para um cubo 4 x 4 x 4,
com 63 spins 1/2 mais uma impureza de spin S; = 1/2,....3 que pode estar em wm dos vértices,
em uma das faces, numa das arestas ou no interior do cubo. Observe que a correlacao presente no

- 5 X OW - 2 7 5% . 3
funcional LSA®™ levanta degencerescéncias previstas por campo médio. salientadas em negrito (Tab. 2

da Ref.[56]).

S — 1/2 1 3/2 2 5/2 3
vértice | 0.5625 | 0.5742 | 0.5859 | 0.5977 | 0.6094 | 0.6211

CM face | 0.5625 | 0.5781 | 0.5938 | 0.6094 | 0.6250 | 0.6406
aresta | 0.5625 | 0.5820 | 0.6016 | 0.6211 | 0.6494 | 0.6602
interior | 0.5625 | 0.5859 | 0.6094 | 0.6328 | 0.6562 | 0.6797
vértice | 0.7080 | 0.7220 | 0.7360 | 0.7500 | 0.7640 | 0.7780

LSASW | face | 0.7080 | 0.7259 | 0.7438 | 0.7617 | 0.7796 | 0.7975
aresta | 0.7080 | 0.7298 | 0.7516 | 0.7734 | 0.7952 | 0.8170
interior | 0.7080 | 0.7337 | 0.7594 | 0.7851 | 0.8108 | 0.8366
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Capitulo 5

Interacoes de troca nao uniformes

Todos os funcionais utilizados nos resultados até aqui mostrados sao restritos a sis-
temas de spins com interacoes de troca uniformes, isto ¢, com o mesmo .J em todos os
sitios. Neste capitulo queremos estudar cadeias de spins 1/2 com uma distribuicao nao
uniforme das interacoes de troca {.J,}. onde o subindice b indica uma ligacao entre dois
spins primeiros vizinhos. Um exemplo particularmente importante seria a alternancia
entre dois valores de J de ligagao a ligagao, como é o caso de compostos como (VO ), P50
ou Cu(NOs3)y- 2.5H,0. Outro exemplo ¢ quando o sistema sofre wima dimerizacao, por
exemplo, devido a uma transicao spin-Peierls. como em CuGeOj. Neste exemplos a
palavra defeito nao é apropriada, mas nds a usaremos genericamente para qualquer
situacao em que haja nao uniformidade na cadeia devido as interacoes .J,

O primeiro tratamento de cadeias com interagoes nao uniformes utilizando a DFT
no modelo de Heisenberg foi feito nas referéncias[19, 59], onde foi considerado um pro-
cedimento andlogo aquele que levou a aproximacao LSA. porém, implementado em J, e
nao nos spins 5,—:

E({zbm (']7 S)

E.Jy. S] = EB4],, 9] = Lt (5.1)

b=1

onde LBA é uma sigla para Local-Bond Approzimation e lembra que a aproximacao
¢ feita nas ligacoes; a soma acima é feita nas N, ligagoes da cadeia. Para a energia
de correlacao E"™(J,S) usou-se as mesmas expressoes utilizadas na LSA (vindas da
DMNRG ou da SW). Portanto, o funcional na aproximacao LBA é

\h

E/mm ] S
BlJ Z JiS; ,H+Z o LU (5.2)

Nao podemos esquecer que a cadeia contém apenas wn tipo de spin. S. ou seja. neste
trataiento nao ha impurezas no sistema.

A Fig. (5.1) mostra energias dos estados fundamentais de dois conjuntos de cadeias
com N spins cada. ambas com condicoes periddicas de contorno. Num conjunto. temos
uma impureza S de spin 3/2. enquanto no outro um defeito de ligacao. isto é. uma
ligagao com Jp = 5.J diferente das demais. A aproximacao CN (estrelas). para essas
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escolhas especificas. nao distingue as duas situagoes. enquanto os resultados via LSA
(triangulos vazios) ¢ LBA (circulos abertos), por incluirem correlacao, distinguem e dao
resultados mais proximos dos valores exatos (simbolos cheios). Observe. nessa figura,
que a LSA ¢ mais cficiente em reproduzir seus respectivos resultados exatos do que a
LBA para os seus.
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Figura 5.1: Dependéncia da EEF com o tamanho de aneis com N — 1 spins 1/2 e uma impureza de
spin Sy = 3/2 (tridngulos), ou de aneis com N spins e um defeito de intensidade .Jp = 5.7 (circulos).
tratados exatamente (simbolos cheios) ou via LSA/LBA (simbolos abertos). Com o tratamento de
campo médio (estrelas), os sistemas com a impureza ou com o defeito fornecem o mesmo valor para a
EEF. A inclusdo da energia de correlacao via LSA (caso da impureza, triangulos abertos) ou via LBA

(caso do defeito, circulos abertos) remove essa degenerescéncia espiivia (Fig. (1) da Ref.[59]).

5.1 Funcional gerado através da Cadeia Alternada

A energia de correlagao presente na equagao acima. e utilizada na Ref.[59], foi obtida
através do formalismo da SW para um sistema homogéneo, mais a aproximacao local
LBA. Nas Ref.[34. 60] propusemos um procedimento alternativo, vélido apenas para
cadeias de spins 1/2, mas que tem se mostrado mais preciso que a LBA em diversas
situagoes. Nossa proposta ¢ partir do modelo de Heisenberg para uma cadeia de spins
1/2 com ligagoes alternadas:

N
ﬁ(l a) = JZ (gm,l S0 + aSy; - Sgi+l> : (B3]
i=1

isto €, uma cadeia em que as ligagoes se alternam entre J e aJ, conforme ilustra a Fig.
(5.2). Por convencao. denominaremos a primeira ligacdo dentro de uma célula (linha
cheia na Fig. (5.2)) de tipo 1. e a segunda ligagao (linha pontilhada) de tipo 2.
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unit cell

Figura 5.2: Cadecia de spins 1/2 com ligacoes alternando entre os valores J e o.J. O dimero formado

o ) S

pelas ligagoes {J.aJ} forma uma célula unitdria, em termos da qual a cadeia pode ser considerada

homogenea. Convencionamos chamar as ligacoes dentro de uma célula representadas por linhas cheias
o =

de tipo 1 e as por linhas pontilhadas de tipo 2.

Segundo Barnes e colaboradores,[61] a energia do estado fundamental de uma cadeia
alternada no limite termodinamico, para 0 < o < 1, pode ser expressa com precisao
pelo polinomio

3
eo(ar) = ~5 Pla), (5.4)
(&
COI
3, 3 4 13, 89 . 463
Pla) = 56 +2—8a + g® T 5 o C + VD Tiie
7x61x191 - 11 x 139 x 271 g . 107 x 22005559 .
Px22 T TEx3ixo ¢ T TR gm0 (5:)

Para o > 1 utilizamos a relagao eg(ov > 1) = aeg(a™!), que segue direto da definicao de
H. Relacao semelhante vale também para qualquer outro autoestado de H.

A Fig. (5.3) compara os resultados advindos do polinémio acima com resultados
exatos que obtivemos utilizando o método de poténcias (ver Cap. 6).

Utilizaremos o resultado de Barnes como base para a construcao de um funcional.
Mas. o procedimento padrao na DEFT para se definir a energia de correlacao é partir
de um sistema homogeneo e o nosso é claramente nao homogeéneo! Porém, se a cadeia
da Fig. (5.2) for vista como uma sequéncia de células unitdarias formadas pelo dimero
{J,aJ} ela passa a ser homogenea na variavel . Entao, para se construir um funcional
aplicavel a cadeias com quaisquer J,, poderemos implementar uma aproximacao local
em « através do scguinte procedimento:

Ny alt
Bt () |
=M (5.6)

Edon] = EXOay] = 3 =2
'b

b=1

sendo

ay = Jyi1/Jy (5.7)

a razao entre interagoes de troca sucessivas, e E%(a) a correlacao da cadeia alternada.
A sigla LUCA (do Inglés. local unit-cell approzimation) diferencia essa aproximacao
daquela implementada nas ligacoes. a LBA. Note que o funcional EFVC4[q,] nao ¢ local
em Jy,.

A energia de correlacao para o sistema homogéneo em «. E%(a). por definicao. é
obtida da relacao

Eo(a) = Eg¥(a) + EX(a) (5.8)

43



e}

(a) -037 T T T T
L_ s Exact data u

038 b - Parnez series i

044 -

_045 1 1 1 1

a

Figura 5.3: Comparaciao entre os resultados de Barnes et al para a energia do estado fundamental

(=] 1y )
por spin, no limite termodinamico, com os exatos para uma cadeia alternada finita com 24 spins 1/2.
Observe a boa concordancia mesmo para o préximo da unidade. A razao a entre sucessivas interacoes

de troca ¢ definida na Eq. (5.3).

e como ;
ESM(q) = —N,J§* ——7; « (5.9)

da Eq. (5.4), e de Ey(«) = NyJeg(wr), ficamos com

alt 1 -
EX(a)/Ny=J ~1 + i Pla)| . (5.10)

Portanto, o funcional na aproximacao LUCA ¢ dado por
= T 1.1

ELL,C‘A{(Yb7 57] = o] Z O,‘Si : Si+1 + ];2 —1 + é(kb - P((lb) . (511)

A minimizacao desse funcional nas variaveis de spin (presentes somente no termo
de campo médio) resultard na energia do estado fundamental para o sistema com a
distribuicao de ligagoes {.J,}.

5.2 Resultados

Vamos considerar cadeias de spins 1/2 contendo defeitos de ligacoes e efeitos de
tamanho finito. Os resultados serao melhores quanto mais similares forem essas cadeias
com a cadeia alternada (com ligagoes somente tipo J-aJ) e tendo 0 < «a;, << 1 ou
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ap >> 1, uma vez que esta foi a cadeia base para a construgao do funcional. Para «
fora desse intervalo, o funcional ainda é bastante eficiente e fornece boas estimativas.
Embora ele possa ser aplicado a cadeias de tamanho arbitrario sem custo adicional de
processamento, nossos exemplos se limitam a cadeias com 24 spins 1/2 porque queremos
comparar com resultados exatos.

5.2.1 Cadeia Uniforme com um defeito antiferromagnético

Neste exemplo temos um anel de spins com ligacoes antiferromagnéticas J, exceto
numa ligacao, onde vale J'. Este caso se desvia bastante da cadeia alternada, uma vez
que temos oy, = 1 em todas as células unitdrias, com excessao de uma, onde a, = J'/J.
A Fig. (5.4) mostra os resultados advindos do funcional (a) para a EEF como fungao
da razao J'/J. A concordancia com os resultados exatos (m) é muito boa, mesmo para
J'/J préximo da unidade, onde o erro é =~ 0.7%. Observe o valor alto da energia de
correlacao, cerca de metade do valor da energia do estado fundamental. O sistema se
enquadra na classe dos fortementes correlacionados e a energia de correlagao F,. nao deve
ser vista como uma perturbacao sobre o termo de CM, como poderia dar a entender a
Eq. (5.8).
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Figura 5.4: Estado fundamental de um anel homogéneo de 24 spins 1/2, por unidade do nimero de
ligacoes Ny, como funcao da intensidade de um tnico defeito antiferromagnético J'. A concordancia
entre os resultados advindos do funcional (A) e os numericamente exatos (m) é muito boa. A diferenga
desses valores para os de campo médio (e) é a correlagao, que como se nota é da ordem do valor exato
(Fig. (2) da Ref.[60]).
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Na Fig. (5.5) nés fixamos J'/J = 0.5 e mostramos a EEF por ligacao como funcio
da posigao desse defeito em uma cadeia aberta. As oscilagoes nos resultados vindos do
funcional devem-se ao fato de que quando o defeito J’ estiver numa ligacao tipo 1 o
erro ¢ maior do que quando esse defeito cai numa ligacao tipo 2, pois neste exemplo «
¢ menor do que a unidade. Portanto, essas oscilagoes nao devem ser confundidas com
as presentes nos resultados exatos. Veja que a amplitude dessas oscilagoes é constante
e sua fase é contraria a do resultado exato. Os desvios entre funcional e os resultados
exatos envolvidos aqui sao maiores que os da figura anterior, provavelmente devido ao
efeito adicional de tamanho finito introduzido pela condicao de contorno aberta.
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Figura 5.5: Efeito da posicao de um defeito J’ = 0.5J na energia do estado fundamental de uma
cadeia aberta com 24 spins 1/2. A aproximagao LUCA se aproxima mais dos resultados exatos que a
LBA (Fig. (3) da Ref.[60]).

Na Fig. (5.6) comparamos nossos resultados usando LUCA com duas aproxima-
coes tipo LBA,[59] para cadeias com diferentes tamanhos e com um defeito J' = 5J
de grande intensidade. A aproximacao LBA®YW (v) usa os resultados da Teoria de
Ondas-de-Spin (SW) para obter a energia de correlagao, enquanto LBAPMEG () usa
a técnica do Grupo de Renormalizagao da Matriz Densidade (DMRG) para isso. As
duas aproximagcoes definem funcionais da distribui cao {.J,}. Creditamos a vantagem da
aproximagao LUCA (A) a sua dependéncia com a razao Jyy1/Jp.
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Figura 5.6: Dependéncia de —FEy/.J N, com o niimero N de spins 1 /2 em um anel com um defeito de
intensidade J' = 5 J, isto é, um valor alto para a no defeito, enquanto o restante da cadeia tem o = 1.

Resultados de LUCA (A) concordam melhor com os resultados exatos (m), que aqueles advindos da
LBASW (¥) ou mesmo da LBAPMEC (x) (Fig. (4) da Ref.[60]).

5.2.2 Ligacoes alternando entre ferromagnéticas e
antiferromagnéticas.

Diversos compostos exibem alternancia ferro-antiferromagnética nas interacoes de
troca entre os spins, alguns materiais até com caracteristicas unidimensionais.[62, 63]
Aqui vamos considerar um exemplo simples de um anel de spins 1/2. Os resultados da
Fig. (5.7) mostram que o funcional LUCA (a) reproduz, no intervalo —1 < a < 0,
bastante bem os dados exatos (m), com erros menores que 3%. J4 a aproximaciao CM
(®) é razodvel apenas para J' ~ 0; exatamente em .J’ = 0 a cadeia se quebra em doze
dimeros ferromagnéticos e a solugao de CM ¢ exata, uma vez que nao ha correlacao neste
caso. Para o limite & = —1, nossa estimativa baseada em LUCA é FEy/JN, = —0.41210,
enquanto o resultado exato vale —0.41225829, um 6timo resultado para um funcional
gerado de um polinomio valido para « positivo.
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Figura 5.7: Dependéncia com « da energia do estado fundamental para um anel de 24 spins 1/2 com

ligagGes ferromagnética e antiferromagnética intercaladas (Fig. (5) da Ref.[60]).

5.2.3 Cadeias com varios defeitos

Para ilustrar esta situacao, consideremos um anel com ligacoe uniformes por toda
rede, isto é, a = 1, exceto em trés ligagoes, com defeitos, J' = 0.1.J, J” = 0.7J e
J" = 0.9J, arranjados conforme ilustra a Fig. (5.8). O primeiro defeito estd em uma
ligagao tipo 2 e os outros dois em ligacoes tipo 1.

J I J aJ J aJ J"

- ¢ - -o— o - - —— 9 ——-¢ 9 —

Figura 5.8: Anel com ligacoes alternadas, mas com trés defeitos, .J’ = 0.5 em uma ligacao tipo 2,
defeitos J" = 0.7J e J" = 0.9.J em ligacoes tipo 1 (Fig. (7) da Ref.[60]).

Na Fig. (5.9) sao mostrados dados do funcional LUCA, que deviam cerca de 3% dos

exatos. Os defeitos J” e J" estao em ligagoes tipo 1, o que sempre tende a aumentar os
desvios. Por exemplo, com J" and J” em ligagoes tipo 2 e J” em uma ligacao tipo 1, o
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erro cai para 0.5% para 0 < o < 1.
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Figura 5.9: Dependéncia com a da EEF para umn anel contendo 24 spins 1/2 e trés defeitos, dispostos

conforme a Fig. (5.8). Os resultados obtidos via LUCA (A) desviam no maximo em 3% dos exatos (m)
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Capitulo 6

Estado Fundamental
Numericamente Exato

Uma das etapas mais interessantes deste trabalho é a obtencao de resultados exatos
que deéem respaldo aos funcionais elaborados. Embora o objetivo principal seja obter
funcionais que por sua natureza sejam simples mesmo em sistemas com impurezas ou
imperfeigoes, na etapa de elaboraciao dos mesmos se tornam nec essarias, ou ao menos
bem vindas, comparagoes- com resultados exatos, mesmo que para cadeias pequenas
em razao das dificuldades computacionais envolvidas (alias, sao essas dificuldades que
motivam a busca por funcionais). Apresentamos aqui dois procedimentos utilizados
para obtencao dos dados presentes nos capitulos anteriores. O primeiro, baseado no
método de poténcias sucessivas do Hamiltoniano, ¢ apropriado para se obter a energia
do estado fundamental de cadeias com poucas lmpurezas, enquanto o segundo método,
de diagonalizacao iterativa, obtem todo o espectro do Hamiltoniano, mesmo para um
utmero maior de impurezas, cmbora para cadeias grandes apenas os estados de mais
baixa energia sao computados com grande precisio. A seguir detalhamos cada um desses
meétodos.

6.1 O Meétodo de Poténcias Sucessivas do Hamilto-
niano

Embora esse método possa ser formulado de maneira mais geral, vamos descreve-lo
para o caso de cadeias de N spins 1/2 descritas pelo Hamiltoniano de Heisenberg.*

= Z JS:- S . (6.1)

com J; sendo as integrais de troca entre spins primeiros vizinhos.
Mesmo na presenca de impurezas de spins e/ou defeitos de ligacoes, esse Hamil-
toniano conserva a componente z do spin total. S.. o qual bloco-diagonaliza H para

*Agradeco ao Prof. Alcaraz por ter me chamado a atencao sobre esse método, que foi muito impor-
tante neste trabalho.



diferentes autovalores S. do operador S.. O teorema de Lieb-Mattis[28] garante que o es-
tado fundamental (EF) pertence ao subespaco de menor valor de

S.| permitido. Entao,
como vetores de base nos usamos o conjunto de numeros quanticos {

My, Ma, ..., M)},
onde m, sao os autovalores de S.;, e podem ter os valores —S;. -5, +1.....5;. Um
metodo pratico de gerar esse conjunto de estados é pela decomposicao de niuneros in-
teiros. Por exemplo. para uma cadeia com quatro spins 1/2, a decomposicao bindria
do numero inteiro 6 fornece a sequéncia 0110, que usamos para representar o vetor de
estado | — 1/2,1/2,1/2, —=1/2), que é um entre outros cinco do subespaco com S, = 0.
E trivial montar a representacao matricial de [ nessa base. A questao principal ¢ como
armazenar convenlentemente essa representacao, uma vez que se trata de uma matriz
enorme (felizmente esparca): para 20 spins 1/2 a ordem dessa matriz ¢ 184.756, com
1.108.536 elementos nao nulos. Para cadeias maiores que 25 spins nds nao armazenamos
essa matriz, mas computamos seus elementos sempre que o cédigo computacional exigir
e, nesse ponto do processamento, os vetores de base sao recuperados via um procedi-
mento definido na Ref. [64] e denominado codificagao por subrede (ou sublattice coding,
que substitui a tabela hash). Com isso hd liberagao de memdria, a um custo mais alto
de tempo de processamento. Através desse procedimento. com uso de duas subredes.
podemos obter o estado fundamental para cadeias de até 30 spins 1/2 utilizando mi-
crocomputadores comuns. Esse ntimero pode aumentar utilizando mais subredes na
codificacao dos vetores de base.

Para obter o EF de H nés poderfamos utilizar o método de Lanczos,[45, 65] mas
optamos por wmn procedimento bascado em argumentos basicos de Mecanica Quantica,
e simples de se codificar. Ele utiliza em geral menos memodria que Lanczos, embora
normalmente seja mais lento para extrair a EEF. O procedimeto comeca decompondo
um vetor tentativa para o EF, [/)r), na base dos autovetores [1,,) de H ., isto 6, escrevendo

|U,)T> = Z Qy

com «a,, constantes. Escolhendo € como um limite superior para o espectro de energias,
atuando A-vezes o operador H — e/ no estado |¢1) resulta em

bn) | (6.2)

(ﬁ - F)k|7¢L’T> = Z an(En - f)k‘wn> ) (63)

onde H|v,) = E,|i,). Para k — oo a soma acima é dominada pelo maior valor em
modulo de a,(E, — ¢)*. que denominamos ao(Ey — €)%, de onde tiramos Ej,. Portanto,
Ey é obtido pelo seguinte limite:

(OI(H — e)**!érr)

Ey = lim — + €, 6.4
= Ol = Pl o4

onde |@) é qualquer vetor nao ortogonal ao EF. Sem a constante ¢ o método forneceria
o maior autovalor em modulo. Para cadeias antiferromagnéticas, o maior autovalor e
corresponde a configuragao ferromagnética, cujo valor é trivial mesmo com impurezas
ou defeitos na cadeia.



A convergencia do limite acima ao valor F é caracterizada por atingir duas iteracoes
successivas com valores de Eq /N diferindo por menos que 1071, Tipicamente isso requer
A da ordem de centenas para cadeias maiores que 20 spins, e apenas algumas dezenas de
B para cadcias menores. Para acelerar essa convergéneia. nos implementamos o codigo
com alguns ingredientes:

L. partimos da solugao de campo médio: nossa experiéncia mostra que a melhor fun-
¢ao tentativa [¢r) é a de campo médio para o EF. Para uma cadeia homogenea
consiste em uma sequeéncia de spins T ou . Se o ndmero N de spins for impar.
comecamos com [vp) = | TI1] ... 1). mas se N for par, comecamos com

I D DY
7 _

O peso ]/ﬂ, exato para dois spins 1/2, cai bastante para cadeias com muitos
spins, mas ainda assim esse |¢7) ¢ um bom comego.

l,//'T >

(6.5)

2. calculamos iterativamente: utilizamos para |¢) no k—ésimo passo do limite acima
bo) =

o estado [0y 1) = (H —el)* '¢y_») obtido no passo anterior; lembre-se que
”l,’,"r’T>.

3. usamos aceleracao via procedimento de Aitken: o valor assintético da sequéncia
em k definida na Eq. (6.4) pode ser alcancado mais rapidamente utilizando o
seguinte esquema. Suponha que Epy = ¢(E)), com g(E) uma funcio descon-
hecida, porém diferencidvel. Para valores grandes de &, isto é, para Ej, ja proximo
do valor assintético Ey, podemos escrever que

/ _ 9(Ey) — g(E,) / _ 9(Eo) — 9(Eni1)
g (‘(n+1) - E E e g ((71+2> - E E
~0 7 tn 0= Ln+41

(6.6)

onde ¢’ é a derivada de g e ¢, ¢ um nimero entre E,, e Ey. A hipétese fundamental

¢ que perto da convergéneia as duas derivadas sio praticamente iguais, resultando

em £ - / )

E() 5 ntn+2 7 Ly 1 _ En . (AEn) )

Enio—2E, 1+ F, AE,

sendo a segunda igualdade apenas wna eserita alternativa, onde AE,=E,,.—F,

e A°E, = E,,9—2E, 1 +E,: dada essa forma de escrever. o procedimento também
¢ chamado de método A* de Aitken.[66]

(6.7)

A Fig (6.1) mostra a vantagem computacional de cada um desses procedimentos
ao se obter a EEF de uma cadeia de 20 spins 1/2. Para cadeias maiores, essas im-
plementagoes sao ainda mais eficientes. Outros procedimentos para se achar melhores
fungoes tentativas. como o uso de teoria de perturbacio, mostraram-se ineficientes.

O cddigo para o método de poténcias sucessivas é bem flexivel, permitindo que se
adicione com relativa facilidade interacoes entre dois spins quaisquer da cadeia, mesmo
que nao sejam primeiros vizinhos. Isso permitiu utilizar os codigos para cadeias em
redes quadradas ou retangulares. da forma como descrita na Fig. (4.4).
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Figura 6.1: Comparagio entre as diferentes implementagoes do método de poténcia: (o) |¢p7) como
definido na Eq. (6.5) mais aceleragdo via Aitken; (e) |1)7) como definido na Eq. (6.5), porém sem

a aceleracao Aitken; (x) |[¢r) igual a campo médio, porém sem a combinagao linear presente em Eq.
(6.5). Finalmente, (¢) escolhendo um vetor qualquer da base para ser o [))r).

O método de poténcias sucessivas também fornece o autovetor |0) correspondente
ao autovalor Fy. Se para o vetor tentativa escolhermos um que ¢é ortogonal a |0), o
método fornecerd o autovalor correspondente ao primeiro estado excitado. Em principio
poderiamos obter todo o espectro desse jeito, mas a cada novo autovetor temos que criar
um |¢7) ortogonal a todos os anteriores, o que torna o procedimento invidvel. O método

que descrevemos a seguir permite obter todos os autoestados de forma mais elegante,
com certo controle de precisao.

6.2 Método de Diagonalizacao Iterativa

A diagonalizacao direta de cadeias de N spins no espago gerado pelos autovetores
da componente z de cada operador de spin S’i,z se torna inviavel para cadeias grandes
devido ao imenso tamanho do espaco de Hilbert, mesmo se levarmos em conta a con-
servacao da componente z do spin total. Essa tarefa se torna ainda mais dificil se alguns
spins do sistema forem maiores que 1/2, como por exemplo quando temos impurezas
substitucionais em um substrato de spins 1/2. O procedimento descrito abaixo uti-
liza a conservacao do spin total para ajudar na diagonalizagdo do Hamiltoniano. Nosso
método, iterativo, é em parte inspirado no procedimento de Wilson[67] para impurezas
magéticas embebidas num substrato metalico. No entanto, nossas cadeias de spins lo-
calizados nao exibem uma propriedade exclusiva dos metais, a invariancia de escala de
energia ao redor do nivel de Fermi e que origina a transformacao do Grupo de Renor-
malizacao Numérico que por sua vez possibilita a diagonalizacao de sistemas com muitos
graus de liberdade (no espago de momento). Os detalhes desse método iterativo estao

no Apeéndice. Para uma descri¢gao completa do procedimento, ver Tese de Doutorado de
Fabiano Caetano de Souza.[30]
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Esse procedimento iterativo é capaz de obter de forma numericamente exata o espec-
tro de energias completo de cadeias com até 20 spins 1/2. e com precisao de seis (duas)
casas decimais a EFF (estados excitados) de cadeias com até uma centena de spins.
Nos estamos interessados principalinente e sistemas sem simetria translacional, sendo
assim, explicitamos aqui o método para sistemas com condicoes abertas de contorno,
embora o procedimento possa também ser aplicado para condicoes periédicas de con-
torno (e neste caso invariancia translacional poderia ser incorporada). Ilustraremos o
procedimento para cadeias de spins 1/2. mas a generalizacao para outros spins, ou para
cadelas com impurezas, pode ser feita seguindo csse procedimento.[36] Nao ha dificul-
dade alguma em se aplicar o método para distribui¢oes nao uniformes dos acoplamentos
de troca J, ;.

Para condigoes abertas de contorno, o Hamiltoniano de Heisenberg para N spins
pode ser escrito como

N—1

=) 78 S =Hya+JIvSna-Su. (6.8)

Essa relacao permite que uma vez conhecidos os autoestados de Hy_; se possa computar
0 espectro de Hy de maneira recursiva, descrita em detalhe no Apéndice. A Fig. (6.2)
ilustra o modo como a cadeia ¢ construida iterativamente.

Hyax

Figura 6.2: Crescimento iterativo da cadeia de N spins. A partir da diagonalizacao de uma cadeia

com N spins construimos a base de estados em que a cadeia com N + 1 spins serd diagonalizada.

Para integrais de troca J; j isotrépicas (isto é, iguais para todas as direcoes), e campo
externo homogeéneo uniaxial, o modelo conserva o quadrado do spin total, S?, e sua
componente z. S.. Portanto, na N-ésima iteracao um estado de N spins pode ser
expresso pelo ket [s.m)y, com S?ls.m)y = s(s + 1)|s, m)y e S.|s,myn = mls,m)y.

Para diagonalizar Hy, apés a diagonalizacao de Hy ; nés construimos o produto
direto de seu autovetor |s,m)y_; com o estado lo)n. 0 =T ou |, do N-ésimo spin
adicionado. criando o vetor de base |s. m; o). Para construir novos estados de base
onde ﬁ\ seja diagonalizado. esses vetores sao apropriadamente combinados. através de
coeficientes de Clebsh-Gordan.[68] para resultar em autovetores simultaneos de S. e S2.
Portanto. H\ nessa base ¢ bloco-diagonal.

Sem campos externos as energias nao dependem da componente = do spin e portanto
é necessario apenas diagonalizar Hy em um tnico subespaco de S. para cada autovalor
S. Isso economiza muito tempo de processamento e espaco de meméria. Um exemplo




simples para se ver essa economia ¢ diagonalizar H, uma vez tendo diagonalizado H;.
Para N = 4 nos temos dezesseis estados de base: a conservacao de apenas S. nos levaria
a diagonalizar uma matriz 6 x 6 e uma 4 x4. Levando em conta também a conservagao
de S2, temos que diagonalizar wimn subespaco 2x2, correspondente a s = 0 e outro 3
3, correspondente a s = 1. Como o procedimento é iterativo. essa economia se reflete
diretamente na construcao da base de estados onde H; serd em seguida diagonalizada e
assim por diante.

Embora as conservacoes de S? e S. reduzam consideravelmente o tamanho das ma-
trizes envolvidas, o mimero de estados cresce exponencialmente com N. Alcanca-se o
maximo de memoria de microcomputadores usuais para cadeias com cerca de 20 spins
1/2. O procedimento recursivo de diagonalizagao, no entanto, permite esquemas sim-
ples de truncamento do numero de estados a ser mantido a cada iteracao. No6s podemos
estabelecer, por exemplo, uma energia de corte F.(s) para cada subespaco de spin total
s, e/ou, alternativamente, podemos também fixar o niimero de autovetores mantidos em
cada diagonalizagao. Esses cortes sao escolhidos de acordo com os recursos computa-
cionais disponiveis e precisao desejada para o espectro. A Fig. (6.3) mostra o desvio no
valor da cnergia do estado fundamental para algumas cadeias, em funcao do nimero m
de estados mantidos a cada iteracao. E bom observar que o numero maximo de estados
mantidos, 2000, ¢ ainda muito pequeno perto do niimero total de estados presentes na
diagonalizacao das cadeias envolvidas. Note a rapida convergéncia do estado fundamen-
tal para cadeias relativamente pequenas. Ja para cadeias com cerca de 100 spins essa
convergéncia ¢ mais lenta, mas a precisao ainda ¢ aceitavel e algumas aplicagoes, como
no atual estagio da DFT no desenvolvimento de novos funcionais de spins. Somente para
comparacao, nosso resultado para N = 128 spins 1/2 é Ey/NJ = —0.44167, que difere
na quinta casa decimal do obtido por Bethe ansatz na Ref.[52] (que ¢ -0.44168).

Ao se estudar a dependéncia de uma grandeza com o tamanho da rede, o método
iterativo trds a vantagem que. para se chegar numa rede de N spins, necessariamente se
diagonalizou todas as demais desde N = 2, como é o caso na Fig. (6.3) em que, para
cada m fixado, uma tinica corrida do programa gerou todos os dados até a cadela com
N = 128 spins.

Para estudar o efeito do truncamento nos estados excitados, na Fig. (6.4) fixamos
o tamanho da cadeia em 20 spins, situacao em que podemos obter o espectro sem
necessidade de truncamento, ou seja, numericamente exato. As curvas referem-se ao
desvio do i-ésimo estado excitado quando um truncamento ¢ utilizado. mantendo-se m
estados a cada iteracao. A primeira centena de estados excitados tem boa precisao, mas
esta cal a medida que estados mais excitados sao considerados.
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Figura 6.3: Desvio no valor da energia do estado fundamental em fungao do niimero m de estados
mantidos apds o truncamento, para cadeias com N = 20, 32,64 ou 128 spins 1/2 e condigoes abertas
de contorno. A Ref.[52] forneceu os valores exatos para N = 32,64 e 128. (Fig. (3.1) da Ref.[36]).
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Figura 6.4: Desvio no valor da energia de estados excitados em funcao do nimero m de estados
mantidos apds o truncamento, para uma cadeia com N = 20 spins 1/2 e condigdo aberta de contorno.

Os valores exatos sao obtidos diagonalizando essa cadeia sem truncamento (Fig. (3.13) da Ref.[36]).
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6.3 Escadas de Spins

O método iterativo descrito acima pode ser generalizado com relativa facilidade para
sistemas de spins com topologia de escada,[53] como ilustrada na Fig. (6.5). O Hamil-
toniano de Heisenberg para uma escada de L degraus ¢ dado por

L-1

L
Hp = Z (Jl,lsl,l +Sip1 + J2iS2 - S2,I+1) = Z JiS11-Say (6.9)
1=1

=1

com os acoplamentos Ji; e Jo; entre spins das pernas da escada e J] entre spins dos

degraus (ver Fig. (6.5)). A transformagao em H que permite implementar o método
iterativo é:

H,=H, ,+ Jl,L—1S1,L—1 y gl,L + J2,L71g2,L—1 . SZ,L + Jigl,L . S2,L . (6.10)

A base de estados em que a representacao matricial de H; é escrita é obtida do
produto direto entre os autovetores de Hj_, e os autovetores singleto e tripleto da dupla
de spins Sl, L€ Sg‘ 1, da ponta em que a escada é crescida. O processo iterativo para esse
caso é descrito em detalhe na Ref.[36], onde também sao incluidas escadas com interagoes
entre primeiros vizinhos diagonais. Escolhendo adequadamente os acoplamentos J; ;, Ja
e os diagonais, aparece uma grande variedade de topologias possiveis. Em particular,
escadas com J; = 0, isto é, com pernas desacopladas, recaem na cadeia com condicoes
periédicas de contorno. Na Ref.[36] também é desenvolvido o método iterativo para
escadas com simetria de reflexao, isto é, para quando J;; = Jy; (ver Fig. (6.5)).

Figura 6.5: Escada 2 x L de spins, com acoplamentos J;; e J; nas pernas e J; entre spins dos

degraus. A dupla de spins Sy 1, e Sy j, é acrescida a escada para dar sequéncia ao processo iterativo.

Os desvios nos autovalores em fungao do nimero de estados mantidos a cada iteracao
para a escada seguem o mesmo comportamento daqueles para cadeias (ver Fig. (6.3) e
(6.4)).

A Tab. 6.1 fornece valores para a EEF, por spin, para escadas de dimensoes 2 x L,
para diversos valores dos acoplamentos J’ dos degraus. Entre parénteses estao estima-
tivas dos erros nas respectivas energias. Esse erro cresce com o aumento da cadeia,
mas diminui com o aumento da razao J'/J. Para comparagao, no caso J' = 0 a es-
cada se reduz a duas cadeias abertas, cujo valor da EEF, para cada uma, no limite
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termodinamico é -0.443147; j& para J'/J = 1. temos uma escada uniforme e a Ref.[53]
fornece o valor -0.578 para o limite termodinamico obtido pela extrapolacao de resulta-
dos para escadas finitas. A convergencia ao limite termodinamico é mais rapida no caso
da escada uniforme que no caso da cadeia.

Tabela 6.1: EEF, —Ey/2LJ, para escadas de tamanho 2 x L. em funcao da razio J'/J entre os
acoplamentos dos degraus e das pernas. Foram matidos 12000 estados a cada iteracao. O erro indicado
¢ na dltima casa decimal ¢ ¢ relativo as energias obtidas mantendo-se 6000 estados. Para cadeias com
até 64 spins, as energias sao exatas até a sexta casa. A ultima linha da tabela mostra os resultados da
Ref.[53] para o limite termodinamico, extrapolados de cadeias finitas (Tab. 4.3 da Ref.[36]).

77

L 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
4 0.404006 0.408912 0.425096 0.452963 0.490859 0.536633
8 0.421867 0.427829 0.446325 0.475390 0.512833 0.557217
12 0.428508 0.435168 0.454459 0.483438 0.520386 0.564158
16 0.431984 0.439116 0.458664 0.487491 0.524168 0.567629

20 0.434123 0.441578

( 0461206 0.489924  0.526436  0.569712
24 0.435571 0.443252(

(

(

(1) 1)

(7) 5)  0.462903(1) 0.491546 0.527949 0.571100
28 0.436615(21) 0.444458(11) 0.464115(4)  0.492705(1)  0.529029(1)  0.572092
32 0.437399(35) 0.445364(20) 0.465022(7) 0.493573(3) 0.529838(1) 0.572836(1)
o 0443 0.453 0.472 0.500 0.535 0.578

1
7
2

Uma vez que o método iterativo fornece o espectro de energias, podemos computar,
por exemplo, a dependeéncia do gap singleto-tripleto para escadas com os acoplamentos
das duas pernas iguais a J e dos degraus iguais a J'. A Fig. (6.6) apresenta nossos dados
para diversos tamanhos de escadas. A curva continua refere-se ao limite termodinamico
inferido na Ref.[53]. O gap diminui com o aumento do niimero de degraus da cadeia, mas,
ao contrario de sua diminuicao comn a diminuicao de J' vista no limite termodinanico.,
para sistemas finitos ha um aumento do gap para J' pequenos, ao menos para escadas
com até 64 spins.
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Figura 6.6: Gap singleto-tripleto para escadas 2 x L de spins 1/2, em fun¢ao da razao J’/.J, sendo
os acoplamentos Ji; = Jz; = J nas pernas e .J; = J' nos degraus. O limite termodinamico (LT) foi
extraido da Ref[53] (Fig. (4.6) da Ref.[36]).
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Capitulo 7

Conclusoes e Propostas de Trabalho

Através da Teoria do Funcional da Densidade aplicada ao modelo de Heisenberg foram
obtidas estimativas da cnergia do estado fundamental de redes antiferromagnéticas em
uma, duas ou trés dimensoes, com simetria translacional quebrada, complicaciao presente
em sistemas reals. como nos atuais dispositivos nanomagnéticos de diversas geometrias
e com diferentes tipos de impurezas ou defeitos.

Nossos resultados mostram que a aproximagao LSA aplicada ao modelo de Heisen-
berg vai bem além de campo mdédio, possibilitando caleulos em sistemas de tamanho
consideravel, mas a um custo computacional muito inferior aos de outros métodos como
QMC ou DMRG. Além de trazer informagoes tteis a sistemas magnéticos em escala
nanométrica, os valores obtidos via LSA podem servir como referéncia na aplicacao de
outros métodos de muitos corpos ao mesmo tipo de sistema.

Os funcionais apresentados sao bastante simples, refletindo um estagio inicial de con-
strugao dos mesmos, e limitados a sistemas de pouca complexidade. Nao sao aplicaveis
por exemplo. a configuracoes que nao sejam ferro, antiferro, ou ferrimagnéticas, como
por exemplo as que exibem helimagnetismo. Também sao formulados para redes retan-
gulares; redes importantes como triangulares ou hexagonais devem ainda ser analisadas.
A limitagao mais séria. no entanto, vem da natureza local dos mesmos. Funcionais nao
locais deverao dar um passo importante na aplicagao da DFT a sistemas de spins, e a
aproximacao LUCA apresentada no Cap. 5 é apenas um singelo exemplo em um caso
especial em que as interacoes de troca possam mudar de sitio a sitio. Apesar dessas
limitagoes, surpreende que os resultados sejam bons, particularmente frente a simplici-
dade dos funcionais e a facilidade no uso dos mesmos.

Uma formulacao sofisticada para cadeias de spins usando a DFT aparece na Ref.[69).
cujos resultados sao em sua maioria posteriores aos nossos e algumas grandezas além
de energia sao determinadas. como por exemplo, expoentes criticos. Acredito que com
o tempo a DFT aplicada ao modelo de Heisenberg venha alcangar um patarmar equiv-
alente ao da atual DFT para sistemas eletronicos.

As proximas secoes sugerem possibilidades de trabalho na linha desta Tese.
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7.1 Spin Wave para cadeias com spins alternados

Os funcionais existentes até o momento surpreendentemente fornecem estimativas
melhores que alguns porcento, erro que tende a aumentar com o niimero de impurezas.
A Fig. (7.1) mostra que para uma cadeia de spin 1/2 os funcionais LSASW ou LSAPMRG
reproduzem bem os resultados exatos; o mesmo acontece para uma cadeia de spins 1.
Ja para uma cadeia em que os valores dos spins se alternam entre 1 /2 e 1, os funcionais
nao sao tao satisfatérios.

Uma cadeia alternada pode ser pensada como duas subcadeias intercaladas, uma de
spin 1/2 e outra de spin 1. de spins 1/2 com os spins 1 como impurezas, ou uma de
spins 1 com os spins 1/2 como impureza. Ela é altamente nao homogénea e por isso os
funcionais desviam mais dos resultados exatos.

14 T T T T T T
A ATA AT AA AK AA A A K Ak Ak CACA A
12 - i
S=1/2 - Dados exatos =
Cadeia alternada — Dados exatos °
S =1 - Dados exatos A
1+ a LSA-SW .
LSA-DMRG -----
-
Zo 0.8 :
Y
0.6 | 3
04 .
02 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Figura 7.1: Energia do estado fundamental em funcdo do ndimero de sitios N para cadeias contendo
somente spins 1/2, ou somente spins 1. Nestes casos, os funcionais reproduzem bem os resultados
exatos, com LSAPMEG Jigeiramente melhor. Para uma cadeia altamente nio homogénea, com spins
1/2 e 1 intercalados, os funcionais ja nao repoduzem bem os resultados exatos, sendo neste caso LSASW
um pouco melhor (Fig. (3.19) da Ref.[36]).

A ideia de usar uma cadeia de spins cujos valores alternam entre S) e Sy, a exemplo da
cadeia alternada em ligagoes tratada no Cap. 6, pode ser um bom comeco para se gerar
um funcional nao local E[S;]. A partir da teoria de ondas de spin podemos determinar
a fungao (e nao funcional) Ey(S;, Ss) que dd a energia do estado fundamental para essa
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cadeia:*

E(](S],Sz = —\/Sl SI+1 82 Sg—}-l

/Sl—f-l So+1
+ — S1 2 S, +1 . (71)

Subtraindo o valor de campo médio temos a energia de correlacio nessa aproximacao
SW. Com ela, via uma aproximagao local similar aquela feita na Secao 3.4, podemos
construir um funcional LSASW =4 agora baseado nessa cadeia de spins alternados. A
Fig. (7.2) compara nossos resultados para cadeias pequenas e abertas com spins 1 /2el
intercalados. O novo funcional reproduz bem melhor os resultados exatos que o anterior
LSASW . Para N par, portanto um nimero inteiro de pares {S1, S»}, esse funcional
reproduz ainda melhor os resultados exatos do que para N fmpar. No entanto, quando
levado a cadeias com poucas impurezas nao, LSASW = n3o fornece resultos valores mel-
hores que aqueles fornecidos pela aproximagao LSA®W abordada anteriormente, que foi
baseada numa cadeia uniforme. Esforgos ainda sao necessarios para se obter, através de
um unico funcional, melhores resultados para esses dois limites de alta inomogeneidade.

0.8 — —

0.71936005

®--e Exato
=m Spin Wave -§,=1,5,=1/2

o Spin Wave S - Tradicional

05 .. _

Figura 7.2: Comparagao entre os resultados do funcional LSAS"Y dado na Eq. (3.27) e aqueles
fornecidos pelo funcional local gerado através da Eq. (7.1) acima, para uma cadeia aberta de N spins
1/2 e 1 intercalados, LSASW =4l Os pontos () representam resultados exatos e a linha tracejada
indica o limite termodinamico obtido da Eq. (7.1).

*A determinagao dessa fungao foi feita por Rodrigo S. Veiga no seu trabalho de Iniciacdo Cientifica.
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7.2 Funcionais para o Modelo de Heisenberg Aniso-
tropico

Funcionais vélidos para quaisquer distribuicoes de spins para sistemas descritos pelo Ha-
miltoniano de Heisenberg anisotrpico. Eq. (2.8), sao bem mais dificeis de se construir,
dada a escassez de expressoes analiticas. exatas ou aproximadas., para a energia do
estado fundamental mesmo para sistemas homogéneos. Nas referéncias [35] e [58], os
primeiros passos nessa direcao exploram a Teoria nao linear de Ondas de Spins, valida
para o parametro de anisotropia A maior ou igual a unidade e restrita a setores de
magnetizacao nula do modelo. Para romper esses limites, essas referéncias exploram um
resultado bastante interessante dado por Alcaraz e Bariev,[70] que expressa a EEF, por
spin, de uma cadeia de spins 1/2 no setor de magnetizagao m = ) ..S; . como
1—tp )

A ’ 4 —
co(n) = T(1 —4p) — - 5/,/11 5 (/.2)

onde p = (14 2m/N) et é ajustado numericamente para se ter o resultado exato no
limite m = 0. Em [35] e [58] mostramos que a parametrizacao

1 245 2 A
t(A) = s tanh(—) + - ——— (7.3)
3 ™ 3A+/3/2
reproduz bastante bem os resultados. Para obté-la foram considerados os limites A — 0,
para o qual eg = —1/m, e A — o0, no qual ¢y = —~A/4. Para A > 1 sabemos eg da

formula de Walker, Eq. (2.9), de onde tiramos t. No entanto. essas expressoes sao validas
apenas para cadeias de spin 1/2 ¢ a Eq. (7.3) restrita a m = 0. Para construirmos um
funcional, essas limita¢oes precisam ser removidas e generaliza-las para spin S qualquer
nao é trivial. O aspecto principal que torna a Eq. (7.2) atraente é que o primeiro termo
do lado direito dela é o resultado de campo médio e, portanto, o segundo termo é o
de correlacao, que incorpora a dependeéncia com m explicitamente. Esse parece ser um
aspecto relevante a ser explorado, que depende de um bom conhecimento do modelo de
Heisenberg. Outros resultados numéricos também podem ser valiosos.[72] A exemplo
do caso em que resultados vindos de DMRG foram usados na construcao do funcional
EDMRG{S'L-], aqui também a interpolacao de dados numéricos pode ajudar na construcao
de um funcional mais geral.

7.3 Termodinamica de cadeias ou de escadas de spins

O método iterativo descrito com detalhe no Apéndice nio compete em rapidez com
outros metodos, tais como Monte Carlo ou DMRG, na obtencao da energia do estado
fundamental de cadeias uniformes relativamente grandes. No entanto, além de podermos
utiliza-lo em cadeias com impurezas ou defeitos, ele permite obter com boa precisao (e
de forma exata até 20 spins 1/2) o espectro de energias do Hamiltoniano de Heisenberg.
Sendo assim, é possivel estudar a termodinamica de cadeias, ou mesmo escadas, com
imperfeicoes. Alguns resultados nessa direcao sao apresentados na Ref. [36]. A Fig. (7.3)
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mostra curvas de calor especifico em fungao da temperatura para cadeias com ligacoes
alternadas para diferentes razoes a entre interagoes de troca vizinhas (ver Cap. 5). Os
pontos nessas curvas representam resultados exatos, uma vez que para esse tamanho de
cadeia nao ha necessidade de truncamento. Em cadeias maiores o efeito do truncamento
aparece na imprecisao do calor especifico para kgT > J.

(a) 0_6 T T T T N=|18 T T T T
o
Gl Y 10 —— |
o, 0.6 ——
0.4 | NG D !
< - 0.0 v
o i -0.2 e ]
f &3 } -0.6
O z \ -1.0
0.2 i ﬁ 1 4
'/ 0
01 2 1
Jf ¥eescoocs "
l’} WQW“-{.
0 i"" L 1 1 1 L 1 1 L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

kg T/J

Figura 7.3: Dependéncia com a temperatura do calor especifico de uma cadeia com 18 spins 1/2,
com ligacoes alternada para diversas razoes « entre interacoes de trocas vizinhas. Note valores de
negativos, que correspondem a alternancia de ligagoes ferro- anti-ferromagnética. H4 uma temperatura,
~ 0.15.J/kp, em que o valor do calor especifico depende muito fracamente de o (Fig. (3.12) da Ref.[36]).

O que ainda precisa ser feito é, para grandes cadeias, melhorar a precisao nos valores
das energias dos estados excitados, para se obter bons resultados para as propriedades
termodinamicas em temperaturas tais que kg1 > J. Uma possibilidade aventurada
¢ a implementagao do método iterativo por faixa de energia, de forma que espectros
seriam obtidos especificamente para cada faixa de temperatura de interesse; dentro de
cada faixa haveria um corte apropriado de energia. Outra possibilidade é paralelizar
os programas de computador e roda-los em cluster (ou microcomputadores multi-core),
o que possibilitaria manter mais estados entre uma iteracao e outra; isso certamente
melhoraria a precisao dos estados de alta energia.

Por fim, uma abordagem mais arrojada seria usar a transformacao de Jordan-
Wigner[71] e escrever o Hamiltoniano de Heisenberg em termos de operadores fermioni-
cos[28, 72] e em seguida explorar o formalismo do Grupo de Renormalizacdo Numérico
(tradicioanalmente desenvolvido para férmions) para se tentar um método iterativo de
diagonalizagao em que, se houver uma hierarquia dos operadores (esta aparece no caso
Kondo dado o desacoplamento de escalas de energia), possa-se introduzir um corte que
nao afete demasiadamente os estados de alta energia.
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Apeéendice
Método de Diagonalizacao Iterativa

O Hamiltoniano de Heisenberg para uma cadeia aberta com N spins pode ser escrito

como
N-1

fT]N = Z JL' S,‘ ' SL‘+] = ]:[N—l + JN S]\',l . S;\" . (Fl)

Essa relagao permite que, uma vez conhecidos os autoestados de Hy_1, POSSAImos o~
putar o espectro de HN de uma maneira recursiva, descrita em detalhe abaixo. A Fig.
(6.2) ilustra o modo como a cadeia ¢ construida iterativamente.

Com integrais de troca .J;; isotrdpicas (isto ¢, iguais para todas as direcoes), e
campo externo homogeneo uniaxial, 0 modelo conserva o quadrado do spin total, S2,
e sua componente z, S.. Portanto, um estado de N spins pode ser expresso pelo ket
s, m)y, com S?|s, m)n = s(s+1)|s,m)y e S.ls,myn = ml|s, m)y.

Para diagonalizar HN., apos a diagonalizacao de HN,,I nos construimos produtos
diretos de seus autovetores |s.m)y_, com os estados loYn, 0 =1 ou |, do N-ésimo
spin adicionado, criando vetores de base do tipo |s,m;0)y. Esses vetores sao apro-
priadamente combinados, através de coeficientes de Clebsh-Gordan,[68] resultando em
autovetores simultaneos de S, e S2; o conjunto desses autovetores forma uma base onde
Hy 6 bloco diagonal. Ha dois tipos t desses autovetores:

=T

=1y = |s—

B |—

J/> - 25+9|5 + ST T> (F2)

B[ —=

Nessas equacoes fizemos a escolhia m = s, uma vez que sem campos externos as energias
nao dependem da componente z do spin e, portanto, é necessario apenas diagonalizar HN
em um tinico subespaco de S.. Isso economiza muito tempo de processamento e espaco
de memoria. O procedimento iterativo definido na Eq. (F.1) requer o célculo de elemen-
tos de matriz da forma (s'.m'; 0'|Sy_1-Sy|s. m. o) = (', m/|Sx_1]s. m)y_1 - (o'|Sn|o) N
Os elementos (o'|Sy o) N sao triviais de se calcular, mas a determinacao de todos os el-
ementos do tipo (s, m'|Sy_1|s,m)y_1 ¢ altamente custoso computacionalmente. No
entanto, usando o teorema de Wigner-Eckardt.[68] esses elementos podem ser expressos
em termos de elementos de matriz invariantes. (s|[S]]s). os quais nao dependem de




‘qualquer componente m do operador S: e portanto armazena-los ¢ muito mais pratico
e economico que armazenar os elementos de matriz de Hy. Essa OPeracao requer as
seguintes relagoes vdlidas para operadores vetoriais:[68]

(s,m|S%|s,m) = m (s]|S]|s)
(s —1,m|S%|s,m) = V(s+m)(s—m) (s — 1|S||s)
(s.m £ 1|S%|s,m) = /(s F m)(s £ m+ 1) (s||S]|s)
(s —1,m+1|Sts,m) = /(s Fm)(sFm—1) (s —1

IS

[s) . (F.3)

Entre dois vetores do tipo ¢ = 1, os elementos de matriz de Hy no subespaco
(s,m = s) sao calculados da seguinte maneira (notacao: 7 rotula o i-ésimo autovetor da
iteracao N — 1 que gera o estado de base 7, da iteragio N, de acordo com a Eq. (F.2)):

<1IHN[1>N = <5 S, 1b'H\j|S Sy ]b>’\’
<S_275__1TIH1\-1+]SV1' ,\r|5——b— ,jT>

<’S - 1/~v8 - 1/2:"IHN7113 - 35 - Za.}‘>/‘V—1<T | T>N

I

+ J<S—%,S—%,i'SN_,llS*%.S l >N i <T|SN|T>

= Exoa(s—121.4) 0!

+ ’]%<S - %75 - %a i| A;LIIS - % S — 5:,7>A71

= En_i(s—14) 0!

+ J3(s = 3)(s — 5.illSwalls — 1) w1 . (F.4)

Seguindo essas mesmas linhas. entre dois vetores do tipo 2 nés temos

< I ’V|2>N - <5 S, ’I.b,HNIS. S, }b> N = Ee’\/’»l(s + l) (55
- 2:(is143<'9+ 2 UlSn-alls + 5. w1 - (F.5)

Finalmente, entre tipo 1 e tipo 2,

UAN2)y = (5.5 iblBxls. s, joy

= “J\/S(S‘*‘l) <8~%,'I-||S_y\r‘1HS+%.’j>N,1 . (F6)

Os invariantes presentes nas Eq. (F.4-F.6) sao de dois tipos que podemos in-
dicar genericamente por: (s, i||Sx_1lls, j)x-1 € (s — 1.i||Sy_1|ls.j)n_1. Os autove-
tores [s.7)x_1 nao sao armazenados para calcular esses invariantes, mas em uma dada
iteragao nos computanos e armazenamos os invariantes a serem usados na proxima it-
eracao. Para isso, na iteracao N, nds escrevemos o i-ésimo autovetor |s.s,2)n de H\
como combinagao linear dos 7,-ésimo vetores de base do tipo . [s'.m’, iy, t):

ls.iyn = Y vk i)ty (F.7)

kp.t=1.2

onde [f) v significa um vetor de base do tipo ¢ de acordo com a Eq. (F.2) e Pl Ky B) =
(s.5.kp|s.s.1) é a projecao do i-6simo autovetor de Hx no ky-ésimo vetor de base do
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‘t‘ipo t. Portanto.

(5. /-HSN""“-./')\’ = l (s, s. I'éi'sﬁ JIN
= % Z l‘t,(AHy-i) I'tr<[[,.])<g S, Ab f’b té S Zb >base

kp dp .t t!
= 1 Z{(’ o) vr(ly, 1) (s — %,5 - %/\T|5’i’5~ %.5, L)
Ahlf
o (k. i) va(ly. /)[i <5+, sS4 5 = S+%.1:¢>

+ o+

%w“+ﬂ—*ﬁﬂxw+fvg¢wn
3o 2 {00k, i) onllo. ) = valho i) wallh, ) 337} 6% (F.8)

ky .y

I

onde £ (ou /) rotula o autoestado da iteracio N — 1 o qual gera o estado de base ky,
(ou ). Todos os vy e vy sdo obtidos na diagonalizacao numérica de Hy 1o subespaco
(s,m = s). Da mesma forma,

(s — 1,il|Su]js, g)5te = — Lo =18 = LilSyls, s AR

25(2s — 1)

= cte Z 1 (e, /) vpr (1. })(@ s — 1.k, f‘leg s, 1y, />f)ase _

kp Ly t.t!

: : s . 2s — 1 1 1 7. S—1 . 1 1 7. base

= (ff@];'LVQ(kz,,’L) v1(ly, 7) s (s = 5.5 — 2k L |Syls — 5,5 — st TI

Chalh
= —5- ) va(ky, i) vi(ly, j) 0L | (F.9)

k‘h.lh

onde cte = —1/4/25(2s — 1). Os coeficientes vy e v; sdo obtidos na diagonalizacao de
Hx_y nos subespagos (s — 1.5, =s—1) e (s,5. = 5), respectivamente.

Um exemplo trivial, mas instrutivo, é diagonalizar H; uma vez tendo diagonalizado
H> Com dois spins nds temos os seguintes autovetores (notagao: |s,m = =5}

[T 0 =141
ve oo
L1 = [1.1). (F.10)

que sao o estado singleto e tripleto, com energias E5(0) = —3J/4 e Ey(1) = J/4. Sem
a conservacao de S? e S, nés terfamos quatro autovetores. Para a construcao de Hy
precisamos também prover os seguintes invariantes, facilmente calculados usando a Eq.

(F.3):

0,0) =

OISl = (0.015]1.1) 1
202-1)
Sy, = = L%LD _—

V1



s elementos de matriz de Hz no subespaco de spin total

Seguindo as Eq. (F.4-F.6), o
s =1/2 sao
- 3
[{3 = Ez(()) - “1(]
3= Ey(1) = J(U|S:]|1)y = —
H? = =53l = 7, (.12
e no subespaco de s = 3/2 ¢
Hy' = B(1) + 2 1 (1]|Ss|[1)s = 2. (F.13)

Portanto, precisamos diagonalizar apenas uma matriz 2 x 2. Com o uso apenas da
conservacao de S’z resultaria em uma matriz 4 x 4 e duas 2 x 2. Sem qualquer lei de con-
servagao terfamos que diagonalizar uma matriz 8 x8. Essas reducées sao muito maiores
para N grandes. Por exemplo, para N = 10, o Hamiltoniano H,, tem 1024 autoestados.
Usufruindo apenas da conservacao de S.. o maior subespaco a ser diagonalizado ¢ de
ordem 252. Implementando também a conservacao de SQ, a malor matriz a ser diago-
nalizada cai para 90 x 90, uma reducao consideravel. O estado fundamental pertence
ao subespago com menor s, de acordo com a Ref.[28]. Neste caso de N = 10, ¢ aquele
com s = 0, de dimensao 42 x 42.

F.0.1 Truncamento de estados

As conservagoes dos operadores S e S, reduzem consideravelmente o tamanho das
matrizes envolvidas, mas como o nimero de estados cresce exponencialmente com N,
alcanga-se 0 maximo tamanho de memdria de microcomputadores usuais para cadeias
com cerca de 20 spins 1/2. Para cadeias maiores. ou spins maiores, hd a necessidade de se
limitar o numero de autovetores que dao origem aos estados de base da proxima iteracao.
Como consequéncia, perde-se precisao principalmente nos estados de mais alta energia,
comprometendo a determinacao de propriedades termodinamicas em temperaturas tais
que kT > J. O procedimento recursivo de diagonalizacio permite esquemas simples
de truncamento do nimero de estados. por exemplo, uma energia de corte E.(s) para
cada subespaco de spin total s. Diferentemente dos sistemas metalicos abordados pelo
Grupo de Renormalizacio Numérico, aqui o nimero de estados cresce, a medida que a
rede cresce, mesmo com uma energia de corte fixada. o que limita computacionalmente
o método. Seria interessante estudar procedimentos de corte alternativos, como por
exemplo. mm semelhante aquele que ¢ feito e DMRG.
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