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Capitulo
1 |

Introducao: uma revisao dos resultados
obtidos correlacionados a literatura




Capitulo
2

Teoria invariante e singularidades de
sistemas reversivels equivariantes




Consideramos I' grupo de Lie compacto agindo num espago vetorial de dimensao finita

V' e um epimorfismo
o: 1" — Zs. (2.0.1)

Um elemento v € I' é chamado simetria se o(y) = 1 e anti-simetria se o(y) = —1. I';. denota
o subgrupo das simetrias de I'. Notemos que I'; = ker(o), e é portanto subgrupo normal de
indice 2 de I'. I'_ & o conjunto das anti-simetrias. Para ¢ € I'_ arbitrério, temos

=T, Ul'_=T,Udl,.

A acéo de I em V corresponde uma representacao p de I' sobre V, ou seja, um homomorfismo
de grupos p : I' = GL(V). Definimos agora a representacao p, : ' = GL(V) por p,(v) =
a(v)p(7). A representacao p, é chamada dual de p. A agdo de I' em V' pode entdo ser escrita
como

(7, 2) = po(7)z. (2.0.2)

Denotamos por (V, p) o espago vetorial V' com a representagao p e (V, p,) 0 espago vetorial
V' com a representacao p,.



Definicao 2.0.1 Uma representagao p de I é chamada auto-dual se € isomorfa a p,. Neste
caso, dizemos que (V,p) é um espago auto-dual.

Definicao 2.0.2 Dada uma representagao p de I' sobre V, o caracter de p é a func¢dao xy :
I' > R,

xv(y) = tr(p(v)),
onde tr(p(7)) denota o trago da matriz de p(v).

Nossos objetos de estudo na Secao 2.3 sao germes de aplicagdes suaves na origem g :

(V xR,0) — V a um parametro. Assumimos que o espago de parametros R nao sofre efeito
pela acao de I'.



Um germe de funcao f: (V x R,0) — R é I'-invariante se
f(yz,A) = f(z,\), VyeTl,VzeV

e denotamos por &, (I") o anel de tais germes. Pelo teorema de Hilbert-Weyl [38], existe um
conjunto finito de geradores polinomiais para &, »(I').

Um germe g : (V x R,0) — V é I'-reversivel-equivariante, ou (I', o)-equivariante, se
g(yvx, A) =o(y)vg(x, ), forally el and x €V, (2.0.3)

%
e denotamos por F ,(I') o modulo dos germes I'-reversiveis-equivariantes sobre o anel

—
Exn(I'). Segue do Teorema de Schwartz [38] que F ,(I') admite um namero finito de
geradores, por ser I' grupo de Lie e compacto. Usando a representagao reescrevemos p,
reescrevemos (2.0.3) como

9(p()x) = ps(V)g(x), Yy €T, Yz eV (2.0.4)



2.1 Componentes o-isotipicas e o o-indice

2.1.1 Componentes o-isotipicas

Dizemos que um subespaco U C V é I'-invariante se yu € U para todo u € U, v € T.
Se, além disso, os tnicos subespagos I'-invariantes de U s@o os triviais {0} e U, entéo a
representacao de I' em U é chamada rredutivel e U é chamado subespago I'-irredutivel de
V. Um subespago I-invariante admite um complementar em V' também TI-invariante (|38,
Proposition XIT 2.1]). Como consequéncia, temos:

(i) A menos de isomorfismo, existe um ntmero finito de subespagos I'-irredutiveis U C V,
k=1,...,m, U, nao isomorfo a U; se k # j.

(ii) Se Vi é a soma de todos os subespagos [-irredutiveis de V, que sao isomorfos a Uy,

entao
V=Vi® &V, (2.1.1)



Seja p uma representacdo de I' sobre V e seja {(U, p1), ..., (Un,pm)} 0 conjunto das
representacoes irredutiveis de I', com p; = Plu, tal que cada classe de representacoes I'-
isomorfas contenha precisamente um Uy, kK = 1,...,m. No que segue, escrevemos U para
denotar (Uy, px) e (Ug), para sua dual ((Uk,pk)a), onde (pg)o = Poly,

Proposicao 2.1.1 Seja L (T',0)-equivariante em V. Considere V decomposto em compo-
nentes isotipicas observando os trés tipos de subespacos irredutiveis:

(a) Uy € auto-dual;
(b) Uy nao € auto-dual e existe um U; (j # k) I'-irredutivel que € isomorfo a (Ug)q;

(¢) Ui nao € auto-dual e nao existe um U; I'-irredutivel isomorfo a (Uy),.

Entao: Se Uy € do tipo (a), entao L(V}) C V. Se Uy € do tipo (b), entdo L(Vy) CV; e
L(V;) C Vi. Se Uy € do tipo (c), entao L(V}) = {0}.

E através deste resultado que pudemos estabelecer o teorema abaixo, que finalmente
estabelece a construcao das componentes o-isotipicas:



Teorema 2.1.2 Considere V' decomposto em componentes isotipicas Vi, ’s como em (2.1.1),

cada uma correspondente ao I'-irredutivel Uy, k = 1,...,m. Entao, existe uma permutacao
7 de ordem 2 de {1,...,m} tal que o subespago
Vi = Vi + Vi (2.1.2)

¢ invariante por toda aplicagdo linear (I', o)-equivariante, com w(k) = k se Uy € dos tipos
(a) e (c) acima e w(k) =7, j # k, se Uy € do tipo (b).

A soma em (2.1.2) ¢ direta se Uy ¢ do tipo (b).

Definicao 2.1.3 Os subespagos XA/k 's dados em (2.1.2) sao chamados componentes o-
isotipicas de V. A decomposi¢io

~

Vv=Vie...aV,

€ chamada decomposicao o-isotipica de V.

Note que o niimero ¢ de subespacos V;’s ¢ no maximo o namero m de componentes V}’s.



2.1.2 O o-indice

Para > C I' subgrupo, lembremos que o subespaco de pontos fixos de > é o subespago de
V' dado por
Fixy(X) ={z eV : p(y)r ==z, Vy e X}

Definigao 2.1.4 Seja > um subgrupo de I'. Definimos o o-indice de % em V' como
sy(X) = dim Fixy (X)) — dim Fixy, (X).

O primeiro resultado que aparece em [5] d4 uma decomposi¢ao da integral de Haar sobre
subgrupos fechados de I', usado no estudo do o-indice:

Proposicao 2.1.5 Seja I' um grupo de simetrias e anti-simetrias e seja ¥ C I subgrupo
fechado e 6 € ¥ anti-simetria qualquer. Se f : % — R € fung¢ao continua, entdo

[0 %( e+ f(dfy)dy).



Aqui tratamos das formulas obtidas em [5] para o calculo do o-indice de ¥ subgrupo de
V.
Sv(z) = dim Fle(z) — dim FiXVU(E).

O uso destas formulas reduzem o problema de encontrar dim Fixy (X) e dim Fixy, (X) ao
calculo direto da diferenca das dimensoes.

Facamos aqui alguns comentérios:

e O o-indice é um invariante das classes de conjugacao de I
e Se V' & um espago auto-dual, sy (3) = 0, para todo X C T

e Para os casos nao auto-duais, o o-indice pode assumir a priori qualquer valor (zero,
positivo ou negativo). Obtemos uma férmula para este caso.
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Em [5] tratamos do o-indice para a classe de representagoes que admitem apenas irre-
dutiveis dos tipos (a) e (b). Vamos aqui discutir sobre este caso. Quando V' admite pelo
menos um subespago I'-irredutivel U, auto-dual, vamos assumir sem perda de generalidade
que Uy, é auto-dual para k € I = {1,...,p} e é ndo auto-dual para k € J ={p+1,...,m}.
Caso contrario, I é vazio. Aqui assumimos

o JH#(

e para todo k € J, Uy é do tipo (b).

Seja ¥ C T tal que X é ndo-vazio. Em [5, Theorem 4.5|, deduzimos uma expressao para
sy (X) em termos dos sy, (X), k € J. Notemos que sy, (X) =0se k € [ :

m=p
2

(D) =Y (oz(k:)—oz(w(k)))sUk(E), (2.1.3)

k=p+1

onde m ¢ a permutacao do Teorema 2.1.2 e a(k) é o nimero de subespagos I'—irredutiveis
cuja soma direta é o bloco V.
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2.2 Teoria invariante para campos de vetores reversiveis
equivariantes

Tanto a analise local como a global de sistemas sujeitos a simetrias partem da forma geral
dos campos de vetores. Os teoremas de Schwarz e Poénaru (|38, Theorem XII 4.3 e Theorem
XII 5.2|) reduzem a tarefa de se obter esta forma geral a um problema algébrico da teoria
de invariantes. Podemos encontrar um conjunto de geradores para o anel Py (I") das fungoes
polinomiais invariantes V' — R e para o médulo 73V(F) das aplicagoes polinomiais V' — V'
equivariantes trabalhando grau a grau, com base nas decomposicoes de Py (I') e ﬁv(F) como
algebras graduadas

Pv(T) = P PHD), Pv(l) = P PUD).
d=0 d=0
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Os resultados em [1] se baseiam numa ligacao existente entre a teoria de invariantes para I’
e para o subgrupo normal I'; das simetrias de I". Mais precisamente, observamos que Py (I)
¢ subanel de Py (I'y) e portanto tem estrutura de modulo sobre Py (I'). Para estabelecer
esta relagao, vamos introduzir o espago Qy (I') das fungoes polinomiais anti-invariantes: Uma
fungao f : V — R ¢é chamada anti-invariante se

flp(m)z) = o(y)f(z), (2.2.1)

para todoy € ' e z € V. Qy(I') € um modulo graduado finitamente gerado sobre Py (I).
Nosso primeiro resultado nesta diregao foi obter as decomposicoes

— —

Pv(ly) = Py(D) @ Qv(l) e Py(Iy) = Py(l) & Op(T)

como soma direta de modulos sobre Py (T).
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2.2.1 Meétodos algébricos

Consideremos o operador de Reynolds relativo de 'y em T sobre Py(I'y), Ry : Py(T'y) —
Py (I'y). No nosso caso particular ele é dado por

(f(@)+ f(0x)) , (2.2.2)

N | —

RE(N) = 53 flaa) =

T+
para um arbitrario, mas fixo, 6 € I'_.

Definimos o operador de Reynolds o-relativo sobre Py(I'y), St Py(Ty) — Py(ly),

como
1

St () = 5> oflye) =

7+

(f(2) - f(5a)) | (2.2.3)

N | —

para um arbitrario, mas fixo, 6 € I'_.

Teorema 2.2.1 Vale a sequinte decomposi¢io de modulos sobre o anel Py (I'):

Pv(ly) = Pv(T) @ Qu(T) . (2.2.4)

Os operadores de Reynolds sao homomorfismos de Py ('} )-modulos e proje¢oes idempoten-
tes. Estas sao as propriedade basicas das quais advém o teorema acima.
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Relacionamos agora os modulos das aplicagoes polinomiais equivariantes por I' e I',. Isto
é feito através de uma construgao similar ao caso invariante, construindo outro operador de
Reynolds relativo de T'y em T" agora sobre Py (I'}), RF+: Py (T'y) — Py(I'}), que, em nosso
caso, fica

(G(z) +67'G(0x)) , (2.2.5)

DN —

RE(Q)w) = 53 77'Clom) =

'y

para um arbitrario, mas fixo, 6 € I'_.

E agora introduzimos outro operador de Reynolds o-relativo de I'y em I' sobre ﬁV(F+),
St,: Py(T'y) = Py(T'y), por

(G(z) — 67'G(62)) , (2.2.6)

N[ —

SO ) = 23 o) Glm) =

Y+

para um arbitrario e fixo 6 € I'_.

Teorema 2.2.2 Vale a sequinte decomposicao em sma direta de modulos sobre o anel

Pv(r) .

— — -

Py(ly) = Pu(l) @ Qu(l) .
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Teorema 2.2.3 Seja I' grupo de Lie compacto agindo em V' e seja {uq,...,us} uma base
de Hilbert do anel Py (I'y). Tomemos

Entao, {1, ...,us} € um conjunto de geradores para o modulo Qv (I') sobre Py ().

Passamos agora para geradores do modulo QV(F).

Teorema 2.2.4 Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V. Seja {uy,...,us} uma base
de Hilbert de Py(T'y) e {H,y, ..., H,} um conjunto de geradores do médulo Py (L) sobre o
anel Py(I'y). Seja {ty = 1,0,...,Us} um conjunto de geradores do mddulo Py (I'y) sobre

o anel Py (). Entao
{Hy = S}?_‘_(/&iHj):?;:O,...,S; j=0,...,r}

¢ um conjunto de geradores do mddulo Qy (T') sobre Py ().

Eis aqui o procedimento:
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Algoritmo 2.2.5 (Conjunto gerador dos reversiveis equivariantes)

INPUT: - compact Lie group I' C O(n)
- normal subgroup I'y. C I' of indice 2
SSEeT\Ty
- Hilbert basis {uy,...,us} of Py (I'y)
- generating set {Ho, ..., Hy} of Py (T'y) over Py (I'y)

OuTpPUT: generating set {f(l, RN Rg} of the module of reversible-equivariants QV (T") over the ring Py (T")
PROCEDURE:
k:=1
for i from 1 to s do
(@) == L (ug (@) — ug(50))
for j from 0 to r do
Hoj(x) = Hj(x)
Hij(z) := a3(z) Hj(x)
Hij(x) := 1 (H;5() — 671 Hyj(62))
if fIij # 0 then

Ky = H;j
k:=k+1
end
end
end
l:=k—1
return {K1,...,K;}

O ntimero ¢ < rs que aparece na saida do algoritmo ¢ o niimero de aplicagoes polinomiais
nao nulas que geram Qy (I').
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2.2.2 Formulas de Molien e formulas de caracter

Agora apresentamos as séries de Hilbert-Poincaré, as formulas de Molien e formulas de
caracter para anti-invariantes e reversiveis-equivariantes.

As séries de Hilbert-Poincaré de Qy (') e de Oy (I") sdo definidas como séries formais
Oy(t) = Y dim Qf(I) ¢, Th(t) = ) dim Op(I) ¢! .
d=0 d=0

Teorema 2.2.6 Seja I' um grupo de Lie compacto e sejam (V, p) e (W, n) representagoes de
I' com caracteres xy e xw, respectivamente. Entao,

dim Py, (T) = / xvay (V) xw (1) dy
I

onde Xv(q) € o caracter vindo da a¢ao induzida de I' em SV,
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Corolario 2.2.7 Seja I' um grupo de Lie compacto. Seja (V,p) uma representac¢ao de T’
com caracter x. Entao

dim Q}.(I') = /FO(V)X(d)(V)dV

dim @¢(I') = /F a(V)x@()x(y)dy,

onde x(a) € o caracter vindo da agao induzida da a¢ao de I' em SV

Para se calcular estas formulas de caracter é necessario se calcular y(g de S?V (n-ésima
poténcia tensorial simétrica de V'). Existe uma férmula recursiva (ver |1, Section 4]):

xw() (2.2.7)

com Xo) = 1.
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Usamos aqui um teorema do tipo de Fubini para as expressoes integrais para as dimensoes
como integrais iteradas: Para um arbitratio (e fixado) 6 € T'_,

N | =

dim PH(T) = [ /F X(a)(V)dy + /F x<d>(57)d7},

dim Qf/(I') = %[ /F . X(a)(V)dy — /F . X(d) (5’7)d'v] ;

dim PE(T) = 2[/F X(d)('Y)XV(’Y)d’7+/

[ X))
+

amm) = 5[ [ xwmwmar - [ xwEnwiEn] .

A partir destas expressoes, obtemos também

dim PE(T") + dim Qf(T") = / X@()dy = dimPH(Ty) (2.2.8)
Iy
dim BE(T) + dim G4(T) = / @ (xv()dy = dimPIT,) | (2.2.9)
+
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Fagamos agora uma inspegao do caso em que a representacao (V,p) de I' é auto-dual.
Primeiro, observemos que neste caso, toda anti-simetria tem trago nulo. Assim, das féormulas
obtidas acima segue o

Corolario 2.2.8 Seja I' um grupo de simetrias e anti-simetrias. Se V' ¢é auto-dual, entdao
as séries de Hilbert-Poincaré de Py (I') e Qv (') sao iguais. Além disso, todos os coeficientes
da série de Hilbert-Poincaré de Py (I'y) sao pares.

Notemos ainda que se V auto-dual, do anulamento do traco das anti-simetrias e de
(2.2.7) segue que x(q)(y) = 0 para todo v € I'_ se d é fmpar. Portanto, por um argumento
semelhante como aplicado acima para os equivariantes e reversiveis equivariantes, concluimos
que

dim PEL(I') = dim Q) ('), se d & impar.

De (2.2.8), dim P¢(T',) é par sempre que d é fmpar.
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2.3 Classificacao de bifurcacoes reversives equivariantes
sobre espacos auto-duais

Consideremos

T+ g(x,\) =0 (2.3.1)
um sistema de equagoes diferenciais ordinarias, onde g : (V' x R,0) — V é um germe a um

_>
parametro de aplicagdes suaves na origem em F, »(I'),

g(yz,A) = o(v)vg(x, A).
Quando I'_ é nédo-vazio, g é (puramente) I'-equivariante. Quando I'_ é nao-vazio, I" é
dito grupo das simetrias reversiveis de (2.3.1).

A equagao diferencial é invariante pela transformagao (x,t) — (yx,o(v)t). Assim, sime-
trias e anti-simetrias levam trajetorias em trajetorias, as primeiras preservando o tempo e
as outras revertendo o tempo.
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Esta segdo contém a parte principal do trabalho feito em [4], que estabelece uma cor-
respondéncia entre as singularidades puramente equivariantes e as reversiveis-equivariantes
auto-duais.

Assuma V' auto-dual. Assim, existe um isomorfismo linear L : V' — V (I, 0)-equivariante,
ou seja, a representagao de I' em V' é isomorfa a sua representacao dual. L induz o isomor-
fismo de modulos

* Py P
L* : Ea(D) = Fan(D) (2.3.2)
g — Lg

sob o anel &, ,(I'). L* é chamado pullback de L. Assim, obtemos o seguinte resultado chave:

Lema 2.3.1 No caso auto-dual, os modulos ngA(F) e ;x,,\(l’) sGo isomorfos.

Lema 2.3.2 Seja g ng,,\(f‘) e seja L* o pullback (2.5.2). Entao
(a) T(g) e T(L*g) sao isomorfos.

5
(b) Se g tem codimensao finita, entdo a codimensio de L*g em F,\(I') € igual a codi-

mensao de g em E%,\(F).
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Teorema 2.3.3 Considere uma representacao (V, p) de T sobre V' sequndo a qual V' € auto-
dual, e seja L :' V — V' um isomorfismo linear I'-reversivel-equivariante. Entao, o pullback
L* definido em (2.8.2) determina uma correspondéncia um-a-um entre a classifica¢io de

bifurcagao de germes em EI)\(F) e em .?x,A(P)'

A partir deste resultado, para o caso auto-dual, se a classificagdo de bifurcaces equiva-
riantes é conhecida, entao fica também conhecida a classificacao das bifurcagoes correspon-
dentes reversiveis-equivariantes: formas normais, condi¢oes de nao-degenerecéncia e desdo-
bramentos miniversais. Com respeito aos diagramas de bifurcacgao, as equagoes dos ramos
sao preservadas, mas claramente a estabilidade das solugoes pode nao ser, entao estas devem
ser investigadas em cada caso. Entretanto, em muitos exemplos é possivel estabelecer uma
associacao para se deduzir, de uma maneira simples e direta, a estabilidade de um caso a
partir do outro. Este procedimento é discutido em [4] para o caso da ac¢do auto-dual de
Zy @ Zo no plano a 1 parametro.
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Capitulo
3

Teoria imvariante e simetrias relativas
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Estendemos o formalismo descrito na Segao 2.2 do capitulo anterior quando o conjunto
de simetrias H de um grupo de Lie compacto I' é um subgrupo normal de indice m maior
que 2. As fungoes agora sao a valores complexos e a representagao de I' € uma representacao
complexa. Enfatizamos que quando m = 2 a existéncia do epimorfismo ¢ é uma consequéncia
natural do fato de I', ter indice 2. Entretanto, nao é para todo m € R que existe um
epimorfismo de I' em Z,,, isto é, a existéncia de um subgrupo normal de indice finito arbitrario
com quociente ciclico nao é garantida. Desta forma, no presente contexto esta é uma hipotese
que deve ser assumida.

Consideramos um epimorfismo

o:I'—Z,, (3.0.1)

com Z,, o grupo ciclico gerado pela raiz m-ésima da unidade, com H = ker(o). Em con-
sequéncia, Se fixamos § € I' tal que ¢(d) é uma m-ésima raiz primitiva da unidade , entao
temos a decomposicao de I' como uniao disjunta de cosets,

r= U, o H.
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3.0.1 Invariantes o-relativos

Defini¢ao 3.0.4 Para cada j € {0,...,m — 1}, uma func¢ao polinomial f : V — C é
chamada invariante o’ -relativa se

flyz) = o' (1) f (@) (3.0.2)

para todoy €T ex € V.

Denotamos por P,;(I') o conjunto dos invariantes polinomiais o/-relativos, que tem es-
trutura de modulo sobre o anel P(T").

Lema 3.0.5 Seja o um epimorfismo como em (3.0.1), com nicleo H, e fitemos 6 € T' tal
que o(6) € a m-ésima raiz primitiva da unidade. Para cada j € {0,...,m — 1}, temos

Po(l) = {f € P(H): f(5a) = 07 (3)f(x), Ve € V).
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Operadores o7-relativos de Reynolds sobre P(H), R;: P(H) — P(H), por

Ri(f)@) = — S 7011 (a),

para cada j € {0,...,m — 1}, onde a barra é a conjugagao complexa. Entao,
1 m—1
Ri(f)(x) = — > o/ (0)f(0"x), (3.0.3)
k=0

para § € I" qualquer (e fixado) tal que o(d) is a m-ésima raiz primitiva da unidade.
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Proposicao 3.0.6 Para cada j € {0,...,m—1}, os operadores de Reynolds R;’s satisfazem
as sequintes propriedades:

(i) Sao homomorfismos de P(I")-mddulos e

(ii) Sao projegoes idempotentes, com Im(R;) = Pi(T).

(i1i) Para todo 1 <j<m—1,
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O primeiro resultado principal é:

Teorema 3.0.7 A sequinte decomposicio em soma direta de P(I')-médulos vale:

PH) = PL)&Py(T) & ... & Pyms(T).

Para obter tal resultado, trabalhamos com os operadores de Reynolds o-relativos. A prova
é feita por uma hipotese de indugao usando a Proposi¢ao 3.0.6 e também, para 6 € I' \ H
tal que 0™ € H, a igualdade

m—1

> o (8) =14 0"(8) + o™ () + ...+ o™ VE(S) =0, (3.0.5)

=0

para todo k € {1,...,m — 1}.
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3.0.2 Base de Hilbert para I'-invariantes

Mostramos aqui como calcular geradores de P(I'), como anel, a partir de uma base de Hilbert
de P(H), onde H ¢é o subgrupo normal de indice m de I

Comecemos com m = 2.

Teorema 3.0.8 Seja o : I' — Zsy um epimorfismo. Seja {uq,...,us} uma base de Hilbert
para P(I'y), onde T'y € o nicleo de 0. Entao, o conjunto

{Ro(us), By (ui) Ra(uy), 1<14,j < s}

forma uma base de Hilbert para o anel P(T).
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Exemplo 3.0.9 (I' = (Dg x T?) & Zy) Para v; = z;2;, j = 1,2, 3, os polinémios elementa-
res simétricos em v; dados por

Uy = V1 + V2 + VU3, Uy = VU2 + U1V3 + VU3, U3 = V1V20U3

juntamente com uy = 212923 + 212223 formam uma base de Hilbert para Pgs(Dg x T?).

Temos que Ry(u;) =uj e Ri(u;) =0, para j = 1,2,3, Ro(us) =0 e Ry(us) = ug. Entao,
pelo Teorema 3.0.8, o anel P(I") é gerado por

2
Uy, U2, U3 U4.
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O teorema a seguir estende o Teorema 3.0.8 para indice m maior que 2. Ele tem por base
a caracterizagao de um elemento f € P(I') como aqueles que satisfazem Ry(f) = f.

Teorema 3.0.10 Seja H o nicleo do epimorfismo o como em (3.0.1). Seja {uy,...,us}
uma base de Hilbert do anel P(H). Para cada j € {1,...,m—1}, tomemos a(j) = ;_, aji,
com aj; € N. Entao, os invariantes
Ro(ul>, Ro(UQ), <y Ro(us),
Rl(ul)a” Ry (Us)als .. Rm_l(ul)amfl’l R Rm_l(us)am”*s,

m—1
tal que Zjoz(j) = 0 mod m, formam uma base de Hilbert para P(T).
j=1
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Capitulo
4

Involucoes e diagramas divergentes de
dobras
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Defini¢ao 4.0.11 Uma involucao é um germe de difeomorfismo ¢ : (R™,0) — (R™,0) tal
que p o p=1I.

Defini¢ao 4.0.12 Um germe de aplicacao f : (R",0) — (R",0) é uma dobra se é A-
equivalente ao germe

O (. a) = (2220, .. 1y, (4.0.1)

isto €, se existem germes de difeomorfismos h e k de (R™,0) tais que f =ko fCoh™!.
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A relagao de equivaléncia entre s-uplas (@1,...,¢s) e (¥1,...,1s) de involugoes em
(R™,0) é dada pela conjugacdo simultanea: se existe h germe de difeomorfismo de (R",0)

tal que 1); = hop;oh ! foralli=1,...,s.

Defini¢ao 4.0.13 Dada uma involugio ¢ : (R™,0) — (R™,0) e uma dobra f : (R™,0) —
(R™,0), f € associada a @, ou ¢ € associada a f, se p# T a fop=f.

Ao passo que a uma dobra esta associada uma tnica involugao (|48, Proposition 2.6]), a uma
dada involugao ¢ sobre (R",0) com Fix(p) de codimensao 1 existe uma dobra associada,
mas nao de forma tnica. De fato, o conjunto de todas as dobras associadas a uma involugao
é a orbita de uma (qualquer) delas pelo grupo £ das equivaléncias a esquerda.

Aqui assumimos, portanto,

codim Fix(yp) = 1.
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Um diagrama divergente de dobras ¢ um diagrama de germes de aplicagoes da forma

fon (R",0)
(fb .- -afs) : (Rn70)/
\fsA
(R",0)
onde cada f; é uma dobra, para i = 1,...,s. Identificamos agora o diagrama acima com o

germe da aplicagao f: (R",0) — (R" x ... x R"0), f(z) = (fi(z),..., fs(z)), mantendo
a notagdo (f1,..., fs) para f.
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A equivaléncia de diagramas divergentes de dobras corresponde & acao do grupo A das
mudancas de coordenadas na fonte e na meta, consistindo de elementos tais que os germes de
difeomorfismos na meta sao do tipo produto, isto é, preservam a estrutura de R™ x ... x R".
Assim, (f1,..., fs) : (R",0) = (R"x...xR",0) e (g1,...,95) : (R",0) = (R"x...xR",0)
sdo equivalentes se existem germes de difeomorfismos h, ki, ..., ks de (R™ 0) tais que g; =
kiofioh ™t foralli=1,...,s.

Com base nas estruturas acima, damos

Definigao 4.0.14 O diagrama divergente de dobras (fi, ..., fs) € associado & s-upla de in-
volugoes (¢1,...,ps), ou (¢1,...,ps) € associado a (f1,..., fs), se fi € uma dobra associada
a @; para todo i =1,...,s.
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4.1 A classificagao de diagramas de dobras via involucoes

associadas
Teorema 4.1.1 Se (f1,..., fs) € um diagrama divergente de dobras associado a (p1, ..., Q)
e (g1,...,9s) € um diagrama divergente de dobras associado a (11, ...,0s), entdao (fi,..., fs)
e (g1,...,9s) sao equivalentes se, e somente se, (1,...,9s) € (P1,...,19s) sdo equivalentes.

A partir deste resultado, aparece um invariante da 6rbita de um diagrama divergente de
dobras, dado pelo traco da linearizacao da composta das involugoes associadas.

Motivamos pelo Teorema 4.1.1, investimos na obtencao de formas normais para a classe
de s-uplas de involucoes transversais, levando a uma classificacao dos diagramas associados.
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Um conjunto {p,...,¢s} de involugdes sobre (R",0), s < n, é transversal se Fix(p;) é
transversal a Fix(y;) em 0 para i # j e se

codim N;_; ToFix(p;) = Zcodz’m Fix(¢;),
i=1

onde ToFix(p;) denota o espago tangente a Fix(y;) em 0. A hipotese de transversalidade que
assumimos na construgao de formas normais nos permite supor, a menos de equivaléncia,
que os subespagos de pontos fixos das involugoes sao dados pelos hiperplanos coordenados
{z; =0}, para cada i = 1,...,s, de forma que possamos partir de uma pré-forma normal:

@Z)Z‘(Jfl, c. ,In) = (IL’l + Ai1Liy ooy —Ljyeoo,yIp + C(,mﬂfi), (411)

nos parametros a;;, para j # ¢, 1 < j < n. Em consequéncia, um célculo direto com a
expressao acima nos leva & pré-forma normal da dobra associada aquela involugao:

gi(z1, .. x,) = (21 + %aji, - SO S %azz) (4.1.2)
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Daqui para frente, focamos o estudo a pares de involugoes transversais lineares sobre
(R™,0), ou seja, s = 2 e n > 2. Com base na discussdo precedente, o caso s =n =2 ¢é a
chave para a analise dos casos s =2, n > 3.

Antes de adentrar no caso de duas involugoes no plano, chamamos atencao para a classe
especial das involugbes transversais que geram um grupo Abeliano, para a qual obtivemos
formas normais sem que estas sejam necessariamente lineares:

Teorema 4.1.2 Se Gy = {p1,...,ps} € transversal e Ay = [p1, ..., ] € Abeliano, entao
(01, ,ps) € equivalente a (¢Y,...,Y), onde

ONwy, .. xn) = (T, =Ty T), T=1,...,5. (4.1.3)

Teorema 4.1.3 Nas condigoes do Teorema 4.1.2, qualquer diagrama divergente de dobras
(fi,..., fs) associado a (p1,...,ps) € equivalente a (fP, ..., f2), onde

Py, xn) = (21,03, x,), i=1,...,s.

41



4.2 O caso linear transversal no plano

Para o caso de pares de involugoes no plano, a particao do espaco de parametros vindos das
pré-formas normais dadas em (4.1.1) pode ser obtida facilmente. Neste caso, tal espago é o

plano (aja, as;) : Se consideramos os pares (¢1,,%9,) € (Y1, 19, ),
wla(xa y) = (_3:7 Yy + ale)a

o, (2,y) = (v + any, —y)

wlb(x7y) = <_'xay + lex)u
o, (2,y) = (x + buy, —y),

segue que (¢1,,%q,) € (Y1,,19,) s@o equivalentes se, e somente se, existe uma constante
nao-nula « tal que

bi2 = aag
1

by = —ao.
«
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Escolhemos as expressoes das nossas formas normais tomando

(1,0) Se a9 = 0

(@12, d21) = { (2 +tr(e 01s), 1) se ag #0.

E a partir dai podemos obter as formas normais para todo o plano de parametros:
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Teorema 4.2.1 ([48, Theorem 6.2]) Seja (o1, p2) um par de involugoes lineares transversais
sobre (R%,0). Considere o group Ay = [p1, 2.

a) Se Ay € Abeliano, entao (o1, ps) € equivalente ao par candnico (0%, p)), onde
1, P2

(b) Suponhamos Ay nao-Abeliano. Se A(yp2) = Fix(p1), entao (¢1,¢p2) € equivalente a

(151; 7wE2>7 onde B _
¢1($,y) = (—x,y—i—x), ¢2<x7y) = ([L’, _y>' (422)

Se A(p2) # Fix(p1), entao (1, p2) € equivalente a (1?1,1/_12), onde

Vi(z,y) = (=2, + (2 + tr(pr o 2))x),  Yalz,y) = ( +y, —Y). (4.2.3)
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Teorema 4.2.2 ([48, Theorem 6.4]) Seja (fi1, f2) : (R%0) — (R* x R%0) um diagrama

divergente de dobras associado a um par de involugoes como no Teorema 4.2.1.

(a) Se Ay € Abeliano, entao (f1, fo) € equivalente ao diagrama canodnico (fL, f3), onde

Rxy) = (2y), fzy) = (9. (4.2.4)

(b) Suponhamos Ny nad-Abeliano. Se A(ps) = Fix(yp1), entdo (fi1, f2) € equivalente a
(91, 92) com

o) = (P + 52). ley) = (0.7) (1.25)

Se A(p2) # Fix(p1), entao (fi1, f2) € equivalente a (g1, g2) com

gi(z,y) = (2*y+ (1 + %tr(% o)), gal,y) = (v + %y y?). (4.2.6)

Como consequéncia deste teorema, temos que os pares de dobras no plano associadas a
pares de involugbes transversais lineares que sao caracterizados pelo invariante tr(p; o Js)
forma um conjunto aberto e denso.

45



Os resultados acima podem ser generalizados para duas involu¢oes em (R" 0), n > 3 :

Teorema 4.2.3 ([48, Theorem 7.3]) Considere (p1,p2) um par de involugoes transversais
lineares sobre (R",0), n >3 e o grupo Ay = [p1, @2].

(a) Se Ny € Abeliano, entio (1, p2) € equivalente ao par candnico (oY, ©Y), onde

Ny, x) = (—21, To, Ty, ), O @1, Tn) = (21, — T2, T3, ..., 1), (4.2.7)

46



(b) Suponha agora Ay nao-Abeliano. Temos dois casos:

(b1) Suponha que tr(pi0p5) # n. If A(ps) C Fix(p1), entdo (¢1, @2) € equivalente a (11, 12),

onde B
77@1('%17"'71‘71) - (—I1,$2+x1,$37...,xn), (428)
Vo(xy, ..., xn) = (1, —T2,T3,...,Tp).

Se A(ps) ¢ Fix(p1), entio (p1,p2) € equivalente a (11,1) dado por

(1, xn) = (21,20 + (4 —n+ tr(1 0 p2))T1, 23, . .., Ty), (42.9)

Vo(xy, ..., xp) = (T1+ To, —To, T3, ..., Ty).

(b2) Suponha que tr(pi;ops) =n. Se Al(p1) = A(ps), entao (p1,¢2) € equivalente a (11, 1)2)
onde

1@1(1‘1, . ,C(Zn) = (—Il,ZL‘Q + 4[L‘1,[E3, P ,$n>, (4210)
Q/JQ(xl?"'vwn) = (xl +$2a_m2ax37"'7$n)~

Se Alp1) # A(ps), entdo (1, p2) € equivalente a (Y1,1)5), onde

¢1(x1,~~-7$n) - (_$17I2+4x17x37"'7xn)7 (4211)
Yo, ..., xn) = (1 + X2, —T2, T3 + T2, Ty, . .., Tp).
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Temos, assim o teorema de classificagao dos diagramas de dobras:

Teorema 4.2.4 ([48, Theorem 7.4]) Seja (fi1, f2) : (R",0) — (R™ x R™,0) um diagrama
divergente de dobras associado a um par (p1,ps2) de involugoes lineares transversais sobre
(R™,0), n > 3. Considere o grupo As = [p1, ¢2].

(a) Se Ay € Abeliano, entao (f1, fo) € equivalente ao diagrama canoénico (fL, f3),

Ly, xn) = (@3, 20,23, 2,),  fo(T1,. .. 2n) = (21,25, 23, ..., 2,). (4.2.12)
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(b) Suponha Ay nao-Abeliano.

(b1) Suponha que tr(piops) #n. If A(ps) C Fix(p1), entao (f1, f2) € equivalente a (g1, g2),
com

2 1
g1(x1,. .., x) (xl,x22+§x1,x3,...,xn), (4.2.13)
92(1'1,-”,3771) = (l’l,..'L'Q,.Tg,...,Z'n).

Se A(pq) ¢ Fix(p1), entao (f1, f2) € equivalente a (g1, g2), com

g1(x1,. .., xy) (:E%,@—I—%(4—n—l—tr(gplowg))xl,x;),,...,xn), (4.2.14)
g?(xla"'axn) = <x1+%x27xgax3a"'7xn)'

(b2) Suponha que tr(ypyope) =n. Se Alp1) = A(p2), entao (f1, fa) € equivalente a (g1, go),
com

2
gi(xy, ... xy) (:El,x21+ QZL';,CL’?,,...,ZE”), (4.2.15)
Go(w1, ..., n) = (21 + 502,75, T3, ..., Ty).

Se A1) # Alps), entao (fi, fa) € equivalente a (g1, g2) com

gi(xy, ... xy) (x%,a:21+2x;,x3,..i,xn), (4.2.16)
92(3:17 s 7xn) - ('Tl + 5.1'2,%'2,173 + 5332,.1'4, s 73311)-
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4.3 Pares de involucoes e difeomorfismos reversiveis

Dada uma involugao ¢ on (R",0), um germe de difeomorfismo F' : (R",0) — (R™,0) é
p-reversivel se p o F' = F~1o .

Para quaisquer duas involugdes ¢; e @9 sobre (R™,0), a composigdo F' = ¢ 0 ¢y é
p1-reversivel.

Reciprocamente, um germe de difeomorfismo F' com uma simetria reversivel involutoéria
1 pode sempre ser escrita como a composi¢ao de duas involugoes: F' = @1 o (ps.

Assim, o estudo do difeomorfismo F' = ¢; 0y esta itimamente ligado ao estudo dos pares
de involugoes (1, ¢2).
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H& aqui um ponto a ser observado: para quaisquer dois pares de involugoes (¢1, p2) €
(P1, P2) equivalentes, as composi¢oes @1 0 Yo € P 0 Py sao difeomorfismos conjugados. A
reciproca disto, entretanto, nao é valida em geral: se tomamos

01(x1, .. xn) = (=21, 2, .., Ty),

@2(.1'1,.--,55”) = <x1+ax27_x27x37"'7xn)7
e

O1(1, . xn) = (v 4 bre, —20, X3, ..., Ty),

Po(x1,y ..y xp) = (=21 — (a4 b)xg, 2o, ..., Ty),

para a # 0 e b qualquer, entdao as composi¢oes sdo iguais, mas (@1, ¢2) € (1, P2) nao sao
equivalentes (basta usar o Teorema 4.2.1 para n = 2 e o Teorema 4.2.3 para n > 3. Nos
perguntamos entao que restrigoes o estudo dos pares (1, o) impoe ao estudo da dindmica
associada ao difeomorfismo ¢; o 9. Os teoremas de classificacao da segao anterior revelam
que, por equivaléncia, ndo existe restrigao alguma para quase todo par (¢1, o) de involugoes
lineares transversais. De fato, quase todo par é caracterizado por tr(¢; o 2).
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Fazemos aqui uma descricao de difeomorfismos lineares reversiveis no plano da forma
©1 0 o quando A(pq) e Fix(y1) sado subespagos distintos. Neste caso, temos det(F) = 1,
e entdo —2 < tr(F) < 2 se, e somente se, F' é conjugado a uma rotagdo. Agora, pelo
Teorema 4.2.1, o par (¢1, 2) é representado pelo par (2-+tr(F'), 1), ou seja, podemos assumir
que as involugoes sao dadas por

e1(z,y) = (—z,y + 2+ tx(F)z), @alz,y) = (* +y,—y).

Entéao, o intervalo —2 < tr(F') < 2 determina os pares equivalentes aos pares de reflexdes. Se
tr(F) > 2 ou tr(F) < —2, entao F' corresponde a um difeomorfismo ¢;-reversivel hiperbélico.
Concluimos ainda que no caso em que as involugoes sao reflexoes, entao pares sao equivalentes
se, e somente se, o angulo entre suas retas de pontos fixos sao iguais. Isto segue diretamente
de uma analise geométrica das involugoes neste caso.
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Capitulo
5

Involucoes e difeomorfismos
normalmente hiperboélicos
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Dois pares de involugoes cuja composicao ¢ um difeomorfismo normalmente hiperbélico
geram um grupo nao Abeliano, em geral nao compacto. Nesta linha, nos interessamos em
[49] pelo problema de linearizagdo desta classe de difeomorfismo. Assim como no capitulo
anterior, a equivaléncia de difeomorfismos aqui tratada é via conjugacdo (por homeo ou
difeomorfismo) e a equivaléncia de pares de involugbes é por conjugagao simultanea.

5.1 O teorema de linearizacao

Defini¢ao 5.1.1 Seja f: (R™,0) — (R™,0) um germe de difeomorfismo, f # 1. Suponha
que Fix(f) seja uma subvariedade em (R™,0) e que dimFix(f) = k. Dizemos que f €
normalmente hiperbdlico se o espectro de df (0) tem, contando multiplicidade, n—k elementos
fora do circulo S* C C.

Se Fix(f) = {0}, a definigdo acima se reduz ao conceito de germe de difeomorfismo hiper-
bolico. Se dimFix(f) = k > 0, entdo 1 é autovalor de df(0) com mesma multiplicidade
algébrica e geométrica, igual a k; além disso, ToFix(f) = Fix(df(0)). Assim, df(0) é um
isomorfismo normalmente hiperbélico se f o é.
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Assumimos transversalidade das involugoes:

Defini¢ao 5.1.2 Dadas duas involugdes o1, ps : (R™,0) — (R™,0), ¢1 € pg sao transversais
se Fix(p1) e Fix(pq) estao em posi¢io geral, ou seja, se

Sob esta hipotese, por equivaléncia podemos assumir, sem perda de generalidade, que

Fix(p;) = Fix(dp;(0)), i =1,2.
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Ainda para a descrigao da classe de pares de involugoes para a qual o teorema de lineari-
zagao se aplica, consideramos L : R® — R™ um isomorfismo linear normalmente hiperbdlico
e tomamos a decomposicao

R" = E* @ E" @ Fix(L), (5.1.2)

onde E* e E" sao respectivamente os subespacos estavel e instavel de L. Seja

R* - R"
1 ! (5.1.3)
Fix(L) — Fix(L)

um automorfismo fibrado hiperboélico cobrindo a identidade I, cujas fibras sao E* @& E".

Teorema 5.1.3 Seja (¢1,p2) um par de involugoes transversais sobre (R™ 0) tal que
Fix(p;) = Fix(de;(0)), i = 1,2, @1 0 s € normalmente hiperbdlico e cada @; localmente
respeita o fibrado em (5.1.3) para L = d(¢1 o v2)(0). Entao, este par é C°-equivalente a
(L1, Ly), onde L; = dp;(0), i=1,2.
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A prova é baseada em dois lemas:

Seja CP(R™) o espago das aplicagoes continuas limitadas sobre R™. O primeiro lema
é um caso particular do que aparece em [59, Theorem 2.1|, para automorfismos fibrados
hiperbélicos (5.1.3):

Lema 5.1.4 Seja L : R® — R" um isomorfismo linear normalmente hiperbolico. Fuxiste
e > 0 tal que se g € CY(R™) tem constante de Lipschitz limitada por ¢, L + g cobre a
identidade I : Fix(L) — Fix(L) e Fix(L+g) D Fix(L), entdo existe um inico homeomorfimo
h: R™ — R™ também cobrindo I : Fix(L) — Fix(L), da forma h = I +n, com n € CP(R")

e N|rixr) = 0, que € uma conjugagao entre L+ g e L.

Lema 5.1.5 Seja (1, ¢2) m par de involugoes sobre (R™,0) nas hipdteses do Teorema 5.1.5.
Dado ¢ > 0, existem extensoes involutorias p1,po @ R®™ — R de ¢1,ps de forma que
@10 @o = d(p1 0 92)(0) + g, onde g € CP(R") tem constante de Lipschitz limitada por e,
@1 0 @o cobre a identidade I : Fix(d(¢1 o ¢2)(0)) — Fix(d(p1 o v2)(0)) e Fix(¢r 0 ¢2) 2
Fix(d(i1 0 ¢2)(0)).
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5.2 Classificacao dos pares de involucgoes lineares

Para os resultados desta se¢ao, a menos que mencionado o contrario, tratamos de involugoes
lineares.

Pares de involugoes lineares tém estruturas rigidas:

R" = Fix(p) & Aly). (5.2.1)

Fix(p1 0 p2) = Fix(p1) NFix(p2) © A(p1) N Alpa),
Alpropz) = Fix(p1) N A(p2) ® A(pr) N Fix(ps).

Como consequéncia da tltima igualdade acima, se A(p;0¢9) = {0}, entdo dim Fix(p;) =
dim Fix(¢s).
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Notamos agora que dois pares (¢1,¢2) e (11,12) em R™ sao linearmente equivalentes,
isto é, equivalentes por um germe de isomorfismo linear se, e somente se, (—pi, —p2) €
(=11, —1b9) sdo linearmente equivalentes. Ainda, a condigao de transversalidade de p; e ¢
se reduz a igualdade R™ = Fix(¢1) + Fix(y2). Logo, quando a composta ¢ normalmente
hiperbolica, se a transversalidade falha para ¢; e ¢ mas A(p;) e A(p2) estao em posigao ge-
ral, entao ainda é possivel se obter a forma normal do par (1, ¢2) aplicando-se os resultados
para (—p1, —p2), ja que Fix(—¢;) = A(p;), ¢=1,2. Em certas dimensdes, esta observa-
¢ao pode resultar na classificacao completa de pares de involugoes lineares com composicao
normalmente hiperbodlica. Estes sao precisamente os casos para os quais a hiperbolicidade
normal de ¢; 0, implica que ou Fix(¢1) e Fix(p2) ou A(p1) e A(p2) estao em posigao geral.
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Assumindo ¢; o ps isomorfismo linear normalmente hiperbélico, temos ainda

(NH1) 1 < dimFix(p;) <n—1, i=1,2.

(NH2) dim Fix(¢1 0 p9) < n — 2;

(NH3) A1 0 ¢2) = {0}

Ainda:

Teorema 5.2.1 Seja ¢ e o involugoes lineares em R™ com @1 o 3 normalmente hiperbo-
lica. Entdao a composta pi0ps € hiperbolica se, e somente se, n € par, 1 e Ys SGO transversais
e dim Fix(¢1) = dim Fix(y2) = n/2.
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Da &lgebra linear obtemos que o par (1, ¢2) é linearmente equivalente ao par (¢, ¢2)
tal que ¢1 e ¢o tém matrizes

~1, |0 L| I
¢1 = ( T L«>’ P2 = (0 —b)’ (5.2.2)

com A invertivel. E, além disso, (¢1, ¢2) € linearmente equivalente a (¢}, ¢4) do mesmo tipo

. —L]o . (L5

(A’ invertivel) se, e somente se, A e A" sdo semelhantes. Logo, a matriz A pode ser tomada
na sua forma de Jordan.
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O teorema acima se generaliza para pares nao lineares:

Corolario 5.2.2 Sejam ¢ e @y involugoes em (R™,0) com p10¢py normalmente hiperbdlico.
Entao ¢10ps € hiperbdlico se, e somente se, n € par, p1 e ps sao tansversais e dim Fix(p1) =
dim Fix(¢y) = n/2.

Este resultado segue diretamente do teorema anterior aplicado as involugoes dy;(0) e
dps(0), lembrando que TyFix(g) = Fix(dg(0)) quando g é uma involugdo ou g é normal-
mente hiperbdlico.
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Vamos primeiro apresentar o teorema de caracterizacao das orbitas dos pares cuja com-
posi¢ao é hiperbolica. As demais possibilidades sao suspensoes deste caso.

Teorema 5.2.3 Sejam @, e py involugoes lineares sobre R™ tais que w1 o o € hiperbdlica e
r = dim Fix(¢1) = dim Fix(y2) = n/2. Entao, o par (v1,p2) € linearmente equivalente ao

par (¢17¢2)7
5|0 (L] L
o1 = < 1 L«) s 2 = ( 0 _Ir> (5.2.3)

para alguma matriz invertivel A tal que seus possiveis autovalores £ satisfazem & < 0 ou
& >4, sem restricao sobre ocorréncia de autovalores imagindrios.
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Uma série de resultados que aparecem em [49] dao a passagem do caso hiperbolico do
teorema acima para o caso geral, evidenciando que de fato o caso normalmente hiperbdlico
¢ uma suspensao do hiperbdlico:

Teorema 5.2.4 Sejam @1, o involugoes lineares transversais em R™, n > 2, com 1 o @9
normalmente hiperbélica e seja r = dim Fix(¢1) = dim Fix(ys). Entdo, n/2 <r<n-—1eo
par (1, @2) € linearmente equivalente ao par (1q, 1) tal que 1y e ¥y tém matrizes

—I,—| 0 In_v| I,
0 0
% - A In—r ) ¢2 = 0 _]n—r )
O 0 [277,1 O O Iern

nas condi¢oes do Teorema 5.2.35.
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Observagao 5.2.5 Para involugoes lineares ¢ e o que sejam transversais com composta
normalmente hiperbélica, podemos concluir que

Fix(p1 0 o) = Fix(p1) N Fix(ps). (5.2.4)

Em geral Fix(p;)NFix(¢2) C Fix(¢10ps), mas concluimos a igualdade por um argumento de
dimensao, ja que neste caso a interseccao tem também dimensao 2r — n. Isto é precisamente
a que se reduz a condi¢ao (a) que demos no inicio desta se¢ao pela transversalidade e pela
hiperbolicidade normal.

Entao podemos generalizar (5.2.4) para o caso nao linear. De fato, podemos assumir
Fix(¢;) = Fix(dg;(0)), i=1,2
em (R™,0). Assim, localmente temos
Fix(p1) N Fix(p2) = Fix(d(e1 0 2)(0)) = ToFix(e1 0 ¢2),

onde a primeira igualdade ¢ obtida de (5.2.4). Logo, Fix(y;1) N Fix(y2) é uma subvariedade
de Fix(¢1 0 ¢9) de mesma dimensdo. E o resultado segue.
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