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Capítulo
1

Introdução: uma revisão dos resultados
obtidos correlacionados à literatura

1



Capítulo
2

Teoria invariante e singularidades de
sistemas reversíveis equivariantes
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Consideramos Γ grupo de Lie compacto agindo num espaço vetorial de dimensão finita
V e um epimorfismo

σ : Γ→ Z2. (2.0.1)

Um elemento γ ∈ Γ é chamado simetria se σ(γ) = 1 e anti-simetria se σ(γ) = −1. Γ+ denota
o subgrupo das simetrias de Γ. Notemos que Γ+ = ker(σ), e é portanto subgrupo normal de
índice 2 de Γ. Γ− é o conjunto das anti-simetrias. Para δ ∈ Γ− arbitrário, temos

Γ = Γ+

.
∪ Γ− = Γ+

.
∪ δ Γ+ .

À ação de Γ em V corresponde uma representação ρ de Γ sobre V, ou seja, um homomorfismo
de grupos ρ : Γ → GL(V ). Definimos agora a representação ρσ : Γ → GL(V ) por ρσ(γ) =

σ(γ)ρ(γ). A representação ρσ é chamada dual de ρ. A ação de Γ em V pode então ser escrita
como

(γ, x) 7→ ρσ(γ)x. (2.0.2)

Denotamos por (V, ρ) o espaço vetorial V com a representação ρ e (V, ρσ) o espaço vetorial
V com a representação ρσ.
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Definição 2.0.1 Uma representação ρ de Γ é chamada auto-dual se é isomorfa a ρσ. Neste
caso, dizemos que (V, ρ) é um espaço auto-dual.

Definição 2.0.2 Dada uma representação ρ de Γ sobre V, o caracter de ρ é a função χV :

Γ→ R,
χV (γ) = tr

(
ρ(γ)

)
,

onde tr
(
ρ(γ)

)
denota o traço da matriz de ρ(γ).

Nossos objetos de estudo na Seção 2.3 são germes de aplicações suaves na origem g :

(V ×R, 0)→ V a um parâmetro. Assumimos que o espaço de parâmetros R não sofre efeito
pela ação de Γ.
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Um germe de função f : (V ×R, 0) 7→ R é Γ-invariante se

f(γx, λ) = f(x, λ), ∀γ ∈ Γ, ∀x ∈ V

e denotamos por Ex,λ(Γ) o anel de tais germes. Pelo teorema de Hilbert-Weyl [38], existe um
conjunto finito de geradores polinomiais para Ex,λ(Γ).

Um germe g : (V ×R, 0)→ V é Γ-reversível-equivariante, ou (Γ, σ)-equivariante, se

g(γx, λ) = σ(γ)γg(x, λ), for all γ ∈ Γ and x ∈ V, (2.0.3)

e denotamos por
→
F x,λ(Γ) o módulo dos germes Γ-reversíveis-equivariantes sobre o anel

Ex,λ(Γ). Segue do Teorema de Schwartz [38] que
→
F x,λ(Γ) admite um número finito de

geradores, por ser Γ grupo de Lie e compacto. Usando a representação reescrevemos ρ,
reescrevemos (2.0.3) como

g
(
ρ(γ)x

)
= ρσ(γ)g(x), ∀γ ∈ Γ, ∀x ∈ V. (2.0.4)
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2.1 Componentes σ-isotípicas e o σ-índice

2.1.1 Componentes σ-isotípicas

Dizemos que um subespaço U ⊆ V é Γ-invariante se γu ∈ U para todo u ∈ U , γ ∈ Γ.
Se, além disso, os únicos subespaços Γ-invariantes de U são os triviais {0} e U , então a
representação de Γ em U é chamada irredutível e U é chamado subespaço Γ-irredutível de
V . Um subespaço Γ-invariante admite um complementar em V também Γ-invariante ([38,
Proposition XII 2.1]). Como consequência, temos:

(i) A menos de isomorfismo, existe um número finito de subespaços Γ-irredutíveis Uk ⊂ V,

k = 1, . . . ,m, Uk não isomorfo a Uj se k 6= j.

(ii) Se Vk é a soma de todos os subespaços Γ-irredutíveis de V, que são isomorfos a Uk,
então

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm. (2.1.1)
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Seja ρ uma representação de Γ sobre V e seja
{

(U1, ρ1), . . . , (Um, ρm)
}

o conjunto das
representações irredutíveis de Γ, com ρk = ρ|Uk , tal que cada classe de representações Γ-
isomorfas contenha precisamente um Uk, k = 1, . . . ,m. No que segue, escrevemos Uk para
denotar (Uk, ρk) e (Uk)σ para sua dual

(
(Uk, ρk)σ

)
, onde (ρk)σ = ρσ |Uk

.

Proposição 2.1.1 Seja L (Γ, σ)-equivariante em V. Considere V decomposto em compo-
nentes isotípicas observando os três tipos de subespaços irredutíveis:

(a) Uk é auto-dual;

(b) Uk não é auto-dual e existe um Uj (j 6= k) Γ-irredutível que é isomorfo a (Uk)σ;

(c) Uk não é auto-dual e não existe um Uj Γ-irredutível isomorfo a (Uk)σ.

Então: Se Uk é do tipo (a), então L(Vk) ⊆ Vk. Se Uk é do tipo (b), então L(Vk) ⊆ Vj e
L(Vj) ⊆ Vk. Se Uk é do tipo (c), então L(Vk) = {0}.

É através deste resultado que pudemos estabelecer o teorema abaixo, que finalmente
estabelece a construção das componentes σ-isotípicas:
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Teorema 2.1.2 Considere V decomposto em componentes isotípicas Vk’s como em (2.1.1),
cada uma correspondente ao Γ-irredutível Uk, k = 1, . . . ,m. Então, existe uma permutação
π de ordem 2 de {1, . . . ,m} tal que o subespaço

V̂k = Vk + Vπ(k) (2.1.2)

é invariante por toda aplicação linear (Γ, σ)-equivariante, com π(k) = k se Uk é dos tipos
(a) e (c) acima e π(k) = j, j 6= k, se Uk é do tipo (b).

A soma em (2.1.2) é direta se Uk é do tipo (b).

Definição 2.1.3 Os subespaços V̂k’s dados em (2.1.2) são chamados componentes σ-
isotípicas de V. A decomposição

V = V̂1 ⊕ . . .⊕ V̂q

é chamada decomposição σ-isotípica de V.

Note que o número q de subespaços V̂l’s é no máximo o número m de componentes Vk’s.
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2.1.2 O σ-índice

Para Σ ⊂ Γ subgrupo, lembremos que o subespaço de pontos fixos de Σ é o subespaço de
V dado por

FixV (Σ) = {x ∈ V : ρ(γ)x = x, ∀γ ∈ Σ}.

Definição 2.1.4 Seja Σ um subgrupo de Γ. Definimos o σ-índice de Σ em V como

sV (Σ) = dim FixV (Σ)− dim FixVσ(Σ).

O primeiro resultado que aparece em [5] dá uma decomposição da integral de Haar sobre
subgrupos fechados de Γ, usado no estudo do σ-índice:

Proposição 2.1.5 Seja Γ um grupo de simetrias e anti-simetrias e seja Σ ⊆ Γ subgrupo
fechado e δ ∈ Σ anti-simetria qualquer. Se f : Σ→ R é função contínua, então∫

Σ

f(γ) dγ =
1

2

(∫
Σ+

f (γ) dγ +

∫
Σ+

f (δγ) dγ

)
.
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Aqui tratamos das fórmulas obtidas em [5] para o cálculo do σ-índice de Σ subgrupo de
V,

sV (Σ) = dim FixV (Σ)− dim FixVσ(Σ).

O uso destas fórmulas reduzem o problema de encontrar dim FixV (Σ) e dim FixVσ(Σ) ao
cálculo direto da diferença das dimensões.

Façamos aqui alguns comentários:

• O σ-índice é um invariante das classes de conjugação de Γ

• Se V é um espaço auto-dual, sV (Σ) = 0, para todo Σ ⊆ Γ

• Para os casos não auto-duais, o σ-índice pode assumir a priori qualquer valor (zero,
positivo ou negativo). Obtemos uma fórmula para este caso.
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Em [5] tratamos do σ-índice para a classe de representações que admitem apenas irre-
dutíveis dos tipos (a) e (b). Vamos aqui discutir sobre este caso. Quando V admite pelo
menos um subespaço Γ-irredutível Uk auto-dual, vamos assumir sem perda de generalidade
que Uk é auto-dual para k ∈ I = {1, . . . , p} e é não auto-dual para k ∈ J = {p+ 1, . . . ,m}.
Caso contrário, I é vazio. Aqui assumimos

• J 6= ∅

• para todo k ∈ J, Uk é do tipo (b).

Seja Σ ⊆ Γ tal que Σ− é não-vazio. Em [5, Theorem 4.5], deduzimos uma expressão para
sV (Σ) em termos dos sUk(Σ), k ∈ J . Notemos que sUk(Σ) = 0 se k ∈ I :

sV (Σ) =

m−p
2∑

k=p+1

(
α(k)− α

(
π(k)

))
sUk(Σ), (2.1.3)

onde π é a permutação do Teorema 2.1.2 e α(k) é o número de subespaços Γ−irredutíveis
cuja soma direta é o bloco Vk.
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2.2 Teoria invariante para campos de vetores reversíveis
equivariantes

Tanto a análise local como a global de sistemas sujeitos a simetrias partem da forma geral
dos campos de vetores. Os teoremas de Schwarz e Poénaru ([38, Theorem XII 4.3 e Theorem
XII 5.2]) reduzem a tarefa de se obter esta forma geral a um problema algébrico da teoria
de invariantes. Podemos encontrar um conjunto de geradores para o anel PV (Γ) das funções
polinomiais invariantes V → R e para o módulo ~PV (Γ) das aplicações polinomiais V → V

equivariantes trabalhando grau a grau, com base nas decomposições de PV (Γ) e ~PV (Γ) como
álgebras graduadas

PV (Γ) =
∞⊕
d=0

PdV (Γ), ~PV (Γ) =
∞⊕
d=0

~PdV (Γ).
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Os resultados em [1] se baseiam numa ligação existente entre a teoria de invariantes para Γ

e para o subgrupo normal Γ+ das simetrias de Γ. Mais precisamente, observamos que PV (Γ)

é subanel de PV (Γ+) e portanto tem estrutura de módulo sobre PV (Γ). Para estabelecer
esta relação, vamos introduzir o espaço QV (Γ) das funções polinomiais anti-invariantes: Uma
função f : V → R é chamada anti-invariante se

f(ρ(γ)x) = σ(γ)f(x) , (2.2.1)

para todo γ ∈ Γ e x ∈ V . QV (Γ) é um módulo graduado finitamente gerado sobre PV (Γ).
Nosso primeiro resultado nesta direção foi obter as decomposições

PV (Γ+) = PV (Γ)⊕QV (Γ) e ~PV (Γ+) = ~PV (Γ)⊕ ~QV (Γ)

como soma direta de módulos sobre PV (Γ).
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2.2.1 Métodos algébricos

Consideremos o operador de Reynolds relativo de Γ+ em Γ sobre PV (Γ+), RΓ
Γ+

: PV (Γ+) →
PV (Γ+). No nosso caso particular ele é dado por

RΓ
Γ+

(f)(x) =
1

2

∑
γΓ+

f(γx) =
1

2

(
f(x) + f(δx)

)
, (2.2.2)

para um arbitrário, mas fixo, δ ∈ Γ−.

Definimos o operador de Reynolds σ-relativo sobre PV (Γ+), SΓ
Γ+

: PV (Γ+) → PV (Γ+),
como

SΓ
Γ+

(f)(x) =
1

2

∑
γΓ+

σ(γ)f(γx) =
1

2

(
f(x)− f(δx)

)
, (2.2.3)

para um arbitrário, mas fixo, δ ∈ Γ−.

Teorema 2.2.1 Vale a seguinte decomposição de módulos sobre o anel PV (Γ):

PV (Γ+) = PV (Γ)⊕QV (Γ) . (2.2.4)

Os operadores de Reynolds são homomorfismos de PV (Γ+)-módulos e projeções idempoten-
tes. Estas são as propriedade básicas das quais advém o teorema acima.
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Relacionamos agora os módulos das aplicações polinomiais equivariantes por Γ e Γ+. Isto
é feito através de uma construção similar ao caso invariante, construindo outro operador de
Reynolds relativo de Γ+ em Γ agora sobre ~PV (Γ+), ~RΓ

Γ+
: ~PV (Γ+)→ ~PV (Γ+), que, em nosso

caso, fica
~RΓ

Γ+
(G)(x) =

1

2

∑
γΓ+

γ−1G(γx) =
1

2

(
G(x) + δ−1G(δx)

)
, (2.2.5)

para um arbitrário, mas fixo, δ ∈ Γ−.

E agora introduzimos outro operador de Reynolds σ-relativo de Γ+ em Γ sobre ~PV (Γ+),
~SΓ

Γ+
: ~PV (Γ+)→ ~PV (Γ+), por

~SΓ
Γ+

(G)(x) =
1

2

∑
γΓ+

σ(γ)γ−1G(γx) =
1

2

(
G(x)− δ−1G(δx)

)
, (2.2.6)

para um arbitrário e fixo δ ∈ Γ−.

Teorema 2.2.2 Vale a seguinte decomposição em sma direta de módulos sobre o anel
PV (Γ) :

~PV (Γ+) = ~PV (Γ)⊕ ~QV (Γ) .
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Teorema 2.2.3 Seja Γ grupo de Lie compacto agindo em V e seja {u1, . . . , us} uma base
de Hilbert do anel PV (Γ+). Tomemos

ũj = SΓ
Γ+

(uj) .

Então, {ũ1, . . . , ũs} é um conjunto de geradores para o módulo QV (Γ) sobre PV (Γ).

Passamos agora para geradores do módulo ~QV (Γ).

Teorema 2.2.4 Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V . Seja {u1, . . . , us} uma base
de Hilbert de PV (Γ+) e {H0, . . . , Hr} um conjunto de geradores do módulo ~PV (Γ+) sobre o
anel PV (Γ+). Seja {ũ0 ≡ 1, ũ1, . . . , ũs} um conjunto de geradores do módulo PV (Γ+) sobre
o anel PV (Γ). Então

{H̃ij = ~SΓ
Γ+

(ũiHj) : i = 0, . . . , s ; j = 0, . . . , r}

é um conjunto de geradores do módulo ~QV (Γ) sobre PV (Γ).

Eis aqui o procedimento:
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Algoritmo 2.2.5 (Conjunto gerador dos reversíveis equivariantes)
Input: · compact Lie group Γ ⊂ O(n)

· normal subgroup Γ+ ⊂ Γ of índice 2

· δ ∈ Γ \ Γ+

· Hilbert basis {u1, . . . , us} of PV (Γ+)

· generating set {H0, . . . , Hr} of ~PV (Γ+) over PV (Γ+)

Output: generating set {K̃1, . . . , K̃`} of the module of reversible-equivariants ~QV (Γ) over the ring PV (Γ)

Procedure:
k := 1

for i from 1 to s do
ũi(x) := 1

2
(ui(x)− ui(δx))

for j from 0 to r do
H0j(x) := Hj(x)

Hij(x) := ũi(x)Hj(x)

H̃ij(x) := 1
2

(Hij(x)− δ−1Hij(δx))

if H̃ij 6= 0 then
K̃k := H̃ij

k := k + 1

end
end

end
l := k − 1

return {K̃1, . . . , K̃`}

O número ` ≤ rs que aparece na saída do algoritmo é o número de aplicações polinomiais
não nulas que geram ~QV (Γ).
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2.2.2 Fórmulas de Molien e fórmulas de caracter

Agora apresentamos as séries de Hilbert-Poincaré, as fórmulas de Molien e fórmulas de
caracter para anti-invariantes e reversíveis-equivariantes.

As séries de Hilbert-Poincaré de QV (Γ) e de ~QV (Γ) são definidas como séries formais

Φ̃Γ
V (t) =

∞∑
d=0

dimQdV (Γ) td, Ψ̃Γ
V (t) =

∞∑
d=0

dim ~QdV (Γ) td .

Teorema 2.2.6 Seja Γ um grupo de Lie compacto e sejam (V, ρ) e (W, η) representações de
Γ com caracteres χV e χW , respectivamente. Então,

dim ~PdV,W (Γ) =

∫
Γ

χV (d)(γ)χW (γ)dγ ,

onde χV (d) é o caracter vindo da ação induzida de Γ em SdV .
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Corolário 2.2.7 Seja Γ um grupo de Lie compacto. Seja (V, ρ) uma representação de Γ

com caracter χ. Então

dimQdV (Γ) =

∫
Γ

σ(γ)χ(d)(γ)dγ

e
dim ~QdV (Γ) =

∫
Γ

σ(γ)χ(d)(γ)χ(γ)dγ ,

onde χ(d) é o caracter vindo da ação induzida da ação de Γ em SdV .

Para se calcular estas fórmulas de caracter é necessário se calcular χ(d) de SdV (n-ésima
potência tensorial simétrica de V ). Existe uma fórmula recursiva (ver [1, Section 4]):

dχ(d)(γ) =
d−1∑
i=0

χ(γd−i)χ(i)(γ) , (2.2.7)

com χ(0) = 1.
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Usamos aqui um teorema do tipo de Fubini para as expressões integrais para as dimensões
como integrais iteradas: Para um arbitrátio (e fixado) δ ∈ Γ−,

dimPdV (Γ) =
1

2

[∫
Γ+

χ(d)(γ)dγ +

∫
Γ+

χ(d)(δγ)dγ
]
,

dimQdV (Γ) =
1

2

[∫
Γ+

χ(d)(γ)dγ −
∫

Γ+

χ(d)(δγ)dγ
]
,

dim ~PdV (Γ) =
1

2

[∫
Γ+

χ(d)(γ)χV (γ)dγ +

∫
Γ+

χ(d)(δγ)χV(δγ)dγ
]
,

dim ~QdV (Γ) =
1

2

[∫
Γ+

χ(d)(γ)χV (γ)dγ −
∫

Γ+

χ(d)(δγ)χV(δγ)dγ
]
.

A partir destas expressões, obtemos também

dimPdV (Γ) + dimQdV (Γ) =

∫
Γ+

χ(d)(γ)dγ = dimPd
V(Γ+) (2.2.8)

dim ~PdV (Γ) + dim ~QdV (Γ) =

∫
Γ+

χ(d)(γ)χV (γ)dγ = dim P̃d
V(Γ+) , (2.2.9)
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Façamos agora uma inspeção do caso em que a representação (V, ρ) de Γ é auto-dual.
Primeiro, observemos que neste caso, toda anti-simetria tem traço nulo. Assim, das fórmulas
obtidas acima segue o

Corolário 2.2.8 Seja Γ um grupo de simetrias e anti-simetrias. Se V é auto-dual, então
as séries de Hilbert-Poincaré de ~PV (Γ) e ~QV (Γ) são iguais. Além disso, todos os coeficientes
da série de Hilbert-Poincaré de ~PV (Γ+) são pares.

Notemos ainda que se V auto-dual, do anulamento do traço das anti-simetrias e de
(2.2.7) segue que χ(d)(γ) = 0 para todo γ ∈ Γ− se d é ímpar. Portanto, por um argumento
semelhante como aplicado acima para os equivariantes e reversíveis equivariantes, concluímos
que

dimPdV (Γ) = dimQdV (Γ), se d é ímpar.

De (2.2.8), dimPdV (Γ+) é par sempre que d é ímpar.
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2.3 Classificação de bifurcações reversíves equivariantes
sobre espaços auto-duais

Consideremos
ẋ+ g(x, λ) = 0 (2.3.1)

um sistema de equações diferenciais ordinárias, onde g : (V ×R, 0)→ V é um germe a um
parâmetro de aplicações suaves na origem em

→
Fx,λ(Γ),

g(γx, λ) = σ(γ)γg(x, λ).

Quando Γ− é não-vazio, g é (puramente) Γ-equivariante. Quando Γ− é não-vazio, Γ é
dito grupo das simetrias reversíveis de (2.3.1).

A equação diferencial é invariante pela transformação (x, t) 7→ (γx, σ(γ)t). Assim, sime-
trias e anti-simetrias levam trajetórias em trajetórias, as primeiras preservando o tempo e
as outras revertendo o tempo.
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Esta seção contém a parte principal do trabalho feito em [4], que estabelece uma cor-
respondência entre as singularidades puramente equivariantes e as reversíveis-equivariantes
auto-duais.

Assuma V auto-dual. Assim, existe um isomorfismo linear L : V → V (Γ, σ)-equivariante,
ou seja, a representação de Γ em V é isomorfa à sua representação dual. L induz o isomor-
fismo de módulos

L∗ :
→
Ex,λ(Γ) →

→
Fx,λ(Γ)

g 7→ Lg
(2.3.2)

sob o anel Ex,λ(Γ). L∗ é chamado pullback de L. Assim, obtemos o seguinte resultado chave:

Lema 2.3.1 No caso auto-dual, os módulos
→
Ex,λ(Γ) e

→
Fx,λ(Γ) são isomorfos.

Lema 2.3.2 Seja g ∈
→
Ex,λ(Γ) e seja L∗ o pullback (2.3.2). Então

(a) T(g) e T(L∗g) são isomorfos.

(b) Se g tem codimensão finita, então a codimensão de L∗g em
→
F x,λ(Γ) é igual à codi-

mensão de g em
→
Ex,λ(Γ).
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Teorema 2.3.3 Considere uma representação (V, ρ) de Γ sobre V segundo a qual V é auto-
dual, e seja L : V → V um isomorfismo linear Γ-reversível-equivariante. Então, o pullback
L∗ definido em (2.3.2) determina uma correspondência um-a-um entre a classificação de
bifurcação de germes em

→
Ex,λ(Γ) e em

→
Fx,λ(Γ).

A partir deste resultado, para o caso auto-dual, se a classificação de bifurcações equiva-
riantes é conhecida, então fica também conhecida a classificação das bifurcações correspon-
dentes reversíveis-equivariantes: formas normais, condições de não-degenerecência e desdo-
bramentos miniversais. Com respeito aos diagramas de bifurcação, as equações dos ramos
são preservadas, mas claramente a estabilidade das soluções pode não ser, então estas devem
ser investigadas em cada caso. Entretanto, em muitos exemplos é possível estabelecer uma
associação para se deduzir, de uma maneira simples e direta, a estabilidade de um caso a
partir do outro. Este procedimento é discutido em [4] para o caso da ação auto-dual de
Z2 ⊕ Z2 no plano a 1 parâmetro.
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Capítulo
3

Teoria invariante e simetrias relativas
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Estendemos o formalismo descrito na Seção 2.2 do capítulo anterior quando o conjunto
de simetrias H de um grupo de Lie compacto Γ é um subgrupo normal de índice m maior
que 2. As funções agora são a valores complexos e a representação de Γ é uma representação
complexa. Enfatizamos que quandom = 2 a existência do epimorfismo σ é uma consequência
natural do fato de Γ+ ter índice 2. Entretanto, não é para todo m ∈ R que existe um
epimorfismo de Γ em Zm, isto é, a existência de um subgrupo normal de índice finito arbitrário
com quociente cíclico não é garantida. Desta forma, no presente contexto esta é uma hipótese
que deve ser assumida.

Consideramos um epimorfismo
σ : Γ→ Zm, (3.0.1)

com Zm o grupo cíclico gerado pela raíz m-ésima da unidade, com H = ker(σ). Em con-
sequência, Se fixamos δ ∈ Γ tal que σ(δ) é uma m-ésima raíz primitiva da unidade , então
temos a decomposição de Γ como união disjunta de cosets,

Γ = ∪̇m−1
i=0 δi H.
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3.0.1 Invariantes σ-relativos

Definição 3.0.4 Para cada j ∈ {0, . . . ,m − 1}, uma função polinomial f : V → C é
chamada invariante σj-relativa se

f(γx) = σj(γ)f(x) (3.0.2)

para todo γ ∈ Γ e x ∈ V .

Denotamos por Pσj(Γ) o conjunto dos invariantes polinomiais σj-relativos, que tem es-
trutura de módulo sobre o anel P(Γ).

Lema 3.0.5 Seja σ um epimorfismo como em (3.0.1), com núcleo H, e fixemos δ ∈ Γ tal
que σ(δ) é a m-ésima raíz primitiva da unidade. Para cada j ∈ {0, . . . ,m− 1}, temos

Pσj(Γ) = {f ∈ P(H) : f(δx) = σj(δ)f(x) , ∀ x ∈ V }.
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Operadores σj-relativos de Reynolds sobre P(H), Rj : P(H)→ P(H), por

Rj(f)(x) =
1

m

∑
γH

σj(γ)f(γx),

para cada j ∈ {0, . . . ,m− 1}, onde a barra é a conjugação complexa. Então,

Rj(f)(x) =
1

m

m−1∑
k=0

σjk(δ)f(δkx), (3.0.3)

para δ ∈ Γ qualquer (e fixado) tal que σ(δ) is a m-ésima raíz primitiva da unidade.
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Proposição 3.0.6 Para cada j ∈ {0, . . . ,m−1}, os operadores de Reynolds Rj’s satisfazem
as seguintes propriedades:

(i) São homomorfismos de P(Γ)-módulos e

R0 +R1 + . . .+Rm−1 = IP(H) . (3.0.4)

(ii) São projeções idempotentes, com Im(Rj) = Pσj(Γ).

(iii) Para todo 1 ≤ j ≤ m− 1,

Pσj(Γ) ∩
(
P(Γ) + . . .+ Pσj−1(Γ)

)
= {0}.
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O primeiro resultado principal é:

Teorema 3.0.7 A seguinte decomposição em soma direta de P(Γ)-módulos vale:

P(H) = P(Γ)⊕ Pσ(Γ) ⊕ . . . ⊕ Pσm−1(Γ).

Para obter tal resultado, trabalhamos com os operadores de Reynolds σ-relativos. A prova
é feita por uma hipótese de indução usando a Proposição 3.0.6 e também, para δ ∈ Γ \ H
tal que δm ∈ H, a igualdade

m−1∑
i=0

σik(δ) = 1 + σk(δ) + σ2k(δ) + . . .+ σ(m−1)k(δ) = 0, (3.0.5)

para todo k ∈ {1, . . . ,m− 1}.
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3.0.2 Base de Hilbert para Γ-invariantes

Mostramos aqui como calcular geradores de P(Γ), como anel, a partir de uma base de Hilbert
de P(H), onde H é o subgrupo normal de índice m de Γ.

Comecemos com m = 2.

Teorema 3.0.8 Seja σ : Γ → Z2 um epimorfismo. Seja {u1, . . . , us} uma base de Hilbert
para P(Γ+), onde Γ+ é o núcleo de σ. Então, o conjunto

{R0(ui), R1(ui)R1(uj), 1 ≤ i, j ≤ s}

forma uma base de Hilbert para o anel P(Γ).
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Exemplo 3.0.9 (Γ = (D6 oT2)⊕ Z2) Para vj = zj z̄j, j = 1, 2, 3, os polinômios elementa-
res simétricos em vj dados por

u1 = v1 + v2 + v3, u2 = v1v2 + v1v3 + v2v3, u3 = v1v2v3

juntamente com u4 = z1z2z3 + z̄1z̄2z̄3 formam uma base de Hilbert para PC3(D6 oT2).

Temos que R0(uj) = uj e R1(uj) = 0, para j = 1, 2, 3, R0(u4) = 0 e R1(u4) = u4. Então,
pelo Teorema 3.0.8, o anel P(Γ) é gerado por

u1, u2, u3 u
2
4.
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O teorema a seguir estende o Teorema 3.0.8 para índice m maior que 2. Ele tem por base
a caracterização de um elemento f ∈ P(Γ) como aqueles que satisfazem R0(f) = f .

Teorema 3.0.10 Seja H o núcleo do epimorfismo σ como em (3.0.1). Seja {u1, . . . , us}
uma base de Hilbert do anel P(H). Para cada j ∈ {1, . . . ,m−1}, tomemos α(j) =

∑s
i=1 αji,

com αji ∈ N. Então, os invariantes

R0(u1), R0(u2), . . . , R0(us),

R1(u1)α11 . . . R1(us)
α1s . . . Rm−1(u1)αm−1,1 . . . Rm−1(us)

αm−1,s ,

tal que
m−1∑
j=1

jα(j) ≡ 0 mod m, formam uma base de Hilbert para P(Γ).
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Capítulo
4

Involuções e diagramas divergentes de
dobras
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Definição 4.0.11 Uma involução é um germe de difeomorfismo ϕ : (Rn, 0) → (Rn, 0) tal
que ϕ ◦ ϕ= I.

Definição 4.0.12 Um germe de aplicação f : (Rn, 0) → (Rn, 0) é uma dobra se é A-
equivalente ao germe

f 0 : (x1, . . . , xn) 7→ (x2
1, x2, . . . , xn), (4.0.1)

isto é, se existem germes de difeomorfismos h e k de (Rn, 0) tais que f = k ◦ f 0 ◦ h−1.
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A relação de equivalência entre s-uplas (ϕ1, . . . , ϕs) e (ψ1, . . . , ψs) de involuções em
(Rn, 0) é dada pela conjugação simultânea: se existe h germe de difeomorfismo de (Rn, 0)

tal que ψi = h ◦ ϕi ◦ h−1, for all i = 1, . . . , s.

Definição 4.0.13 Dada uma involução ϕ : (Rn, 0) → (Rn, 0) e uma dobra f : (Rn, 0) →
(Rn, 0), f é associada a ϕ, ou ϕ é associada a f , se ϕ 6= I a f ◦ ϕ = f .

Ao passo que a uma dobra está associada uma única involução ([48, Proposition 2.6]), a uma
dada involução ϕ sobre (Rn, 0) com Fix(ϕ) de codimensão 1 existe uma dobra associada,
mas não de forma única. De fato, o conjunto de todas as dobras associadas a uma involução
é a órbita de uma (qualquer) delas pelo grupo L das equivalências à esquerda.

Aqui assumimos, portanto,

codim Fix(ϕ) = 1.
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Um diagrama divergente de dobras é um diagrama de germes de aplicações da forma

(f1, . . . , fs) : (Rn, 0)

f1

�
�
�
�3 (Rn, 0)

f2
���

�: (Rn, 0)
...
fsHHH
Hj (Rn, 0)

onde cada fi é uma dobra, para i = 1, . . . , s. Identificamos agora o diagrama acima com o
germe da aplicação f : (Rn, 0) → (Rn × . . . ×Rn, 0), f(x) = (f1(x), . . . , fs(x)), mantendo
a notação (f1, . . . , fs) para f .
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A equivalência de diagramas divergentes de dobras corresponde à ação do grupo A das
mudanças de coordenadas na fonte e na meta, consistindo de elementos tais que os germes de
difeomorfismos na meta são do tipo produto, isto é, preservam a estrutura de Rn× . . .×Rn.

Assim, (f1, . . . , fs) : (Rn, 0)→ (Rn× . . .×Rn, 0) e (g1, . . . , gs) : (Rn, 0)→ (Rn× . . .×Rn, 0)

são equivalentes se existem germes de difeomorfismos h, k1, . . . , ks de (Rn, 0) tais que gi =

ki ◦ fi ◦ h−1, for all i = 1, . . . , s.

Com base nas estruturas acima, damos

Definição 4.0.14 O diagrama divergente de dobras (f1, . . . , fs) é associado à s-upla de in-
voluções (ϕ1, . . . , ϕs), ou (ϕ1, . . . , ϕs) é associado a (f1, . . . , fs), se fi é uma dobra associada
a ϕi para todo i = 1, . . . , s.
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4.1 A classificação de diagramas de dobras via involuções
associadas

Teorema 4.1.1 Se (f1, . . . , fs) é um diagrama divergente de dobras associado a (ϕ1, . . . , ϕs)

e (g1, . . . , gs) é um diagrama divergente de dobras associado a (ψ1, . . . , ψs), então (f1, . . . , fs)

e (g1, . . . , gs) são equivalentes se, e somente se, (ϕ1, . . . , ϕs) e (ψ1, . . . , ψs) são equivalentes.

A partir deste resultado, aparece um invariante da órbita de um diagrama divergente de
dobras, dado pelo traço da linearização da composta das involuções associadas.

Motivamos pelo Teorema 4.1.1, investimos na obtenção de formas normais para a classe
de s-uplas de involuções transversais, levando a uma classificação dos diagramas associados.
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Um conjunto {ϕ1, . . . , ϕs} de involuções sobre (Rn, 0), s ≤ n, é transversal se Fix(ϕi) é
transversal a Fix(ϕj) em 0 para i 6= j e se

codim ∩si=1 T0Fix(ϕi) =
s∑
i=1

codim Fix(ϕi),

onde T0Fix(ϕi) denota o espaço tangente a Fix(ϕi) em 0. A hipótese de transversalidade que
assumimos na construção de formas normais nos permite supor, a menos de equivalência,
que os subespaços de pontos fixos das involuções são dados pelos hiperplanos coordenados
{xi = 0}, para cada i = 1, . . . , s, de forma que possamos partir de uma pré-forma normal:

ψi(x1, . . . , xn) = (x1 + ai1xi, . . . ,−xi, . . . , xn + ainxi), (4.1.1)

nos parâmetros aij, para j 6= i, 1 ≤ j ≤ n. Em consequência, um cálculo direto com a
expressão acima nos leva à pré-forma normal da dobra associada àquela involução:

gi(x1, . . . , xn) = (x1 +
ai1
2
xi, . . . , x

2
i , . . . , xn +

ain
2
xi). (4.1.2)
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Daqui para frente, focamos o estudo a pares de involuções transversais lineares sobre
(Rn, 0), ou seja, s = 2 e n ≥ 2. Com base na discussão precedente, o caso s = n = 2 é a
chave para a análise dos casos s = 2, n ≥ 3.

Antes de adentrar no caso de duas involuções no plano, chamamos atenção para a classe
especial das involuções transversais que geram um grupo Abeliano, para a qual obtivemos
formas normais sem que estas sejam necessariamente lineares:

Teorema 4.1.2 Se Gs = {ϕ1, . . . , ϕs} é transversal e Λs = [ϕ1, . . . , ϕs] é Abeliano, então
(ϕ1, . . . , ϕs) é equivalente a (ϕ0

1, . . . , ϕ
0
s), onde

ϕ0
i (x1, . . . , xn) = (x1, . . . ,−xi, . . . , xn), i = 1, . . . , s. (4.1.3)

Teorema 4.1.3 Nas condições do Teorema 4.1.2, qualquer diagrama divergente de dobras
(f1, . . . , fs) associado a (ϕ1, . . . , ϕs) é equivalente a (f 0

1 , . . . , f
0
s ), onde

f 0
i (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , x

2
i , . . . , xn), i = 1, . . . , s.
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4.2 O caso linear transversal no plano

Para o caso de pares de involuções no plano, a partição do espaço de parâmetros vindos das
pré-formas normais dadas em (4.1.1) pode ser obtida facilmente. Neste caso, tal espaço é o
plano (a12, a21) : Se consideramos os pares (ψ1a , ψ2a) e (ψ1b , ψ2b),

ψ1a(x, y) = (−x, y + a12x),

ψ2a(x, y) = (x+ a21y,−y)

e
ψ1b(x, y) = (−x, y + b12x),

ψ2b(x, y) = (x+ b21y,−y),

segue que (ψ1a , ψ2a) e (ψ1b , ψ2b) são equivalentes se, e somente se, existe uma constante
não-nula α tal que

b12 = αa12

b21 =
1

α
a21.
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Escolhemos as expressões das nossas formas normais tomando

(ā12, ā21) =

{
(1, 0) se a21 = 0

(2 + tr(ψ1 ◦ ψ2), 1) se a21 6= 0.

E a partir daí podemos obter as formas normais para todo o plano de parâmetros:
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Teorema 4.2.1 ([48, Theorem 6.2]) Seja (ϕ1, ϕ2) um par de involuções lineares transversais
sobre (R2, 0). Considere o group Λ2 = [ϕ1, ϕ2].

(a) Se Λ2 é Abeliano, então (ϕ1, ϕ2) é equivalente ao par canônico (ϕ0
1, ϕ

0
2), onde

ϕ0
1(x, y) = (−x, y), ϕ0

2(x, y) = (x,−y). (4.2.1)

(b) Suponhamos Λ2 não-Abeliano. Se A(ϕ2) = Fix(ϕ1), então (ϕ1, ϕ2) é equivalente a
(ψ̄1, ψ̄2), onde

ψ̄1(x, y) = (−x, y + x), ψ̄2(x, y) = (x,−y). (4.2.2)

Se A(ϕ2) 6= Fix(ϕ1), então (ϕ1, ϕ2) é equivalente a (ψ̄1, ψ̄2), onde

ψ̄1(x, y) = (−x, y + (2 + tr(ϕ1 ◦ ϕ2))x), ψ̄2(x, y) = (x+ y,−y). (4.2.3)
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Teorema 4.2.2 ([48, Theorem 6.4]) Seja (f1, f2) : (R2, 0) → (R2 × R2, 0) um diagrama
divergente de dobras associado a um par de involuções como no Teorema 4.2.1.

(a) Se Λ2 é Abeliano, então (f1, f2) é equivalente ao diagrama canônico (f 0
1 , f

0
2 ), onde

f 0
1 (x, y) = (x2, y), f 0

2 (x, y) = (x, y2). (4.2.4)

(b) Suponhamos Λ2 naõ-Abeliano. Se A(ϕ2) = Fix(ϕ1), então (f1, f2) é equivalente a
(g1, g2) com

g1(x, y) =
(
x2, y +

1

2
x
)
, g2(x, y) = (x, y2). (4.2.5)

Se A(ϕ2) 6= Fix(ϕ1), então (f1, f2) é equivalente a (g1, g2) com

g1(x, y) =
(
x2, y + (1 +

1

2
tr(ϕ1 ◦ ϕ2))x

)
, g2(x, y) =

(
x+

1

2
y, y2

)
. (4.2.6)

Como consequência deste teorema, temos que os pares de dobras no plano associadas a
pares de involuções transversais lineares que são caracterizados pelo invariante tr(ϕ̃1 ◦ ϕ̃2)

forma um conjunto aberto e denso.
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Os resultados acima podem ser generalizados para duas involuções em (Rn, 0), n ≥ 3 :

Teorema 4.2.3 ([48, Theorem 7.3]) Considere (ϕ1, ϕ2) um par de involuções transversais
lineares sobre (Rn, 0), n ≥ 3 e o grupo Λ2 = [ϕ1, ϕ2].

(a) Se Λ2 é Abeliano, então (ϕ1, ϕ2) é equivalente ao par canônico (ϕ0
1, ϕ

0
2), onde

ϕ0
1(x1, . . . , xn) = (−x1, x2, x3, . . . , xn), ϕ0

2(x1, . . . , xn) = (x1,−x2, x3, . . . , xn). (4.2.7)
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(b) Suponha agora Λ2 não-Abeliano. Temos dois casos:

(b1) Suponha que tr(ϕ1◦ϕ2) 6= n. If A(ϕ2) ⊂ Fix(ϕ1), então (ϕ1, ϕ2) é equivalente a (ψ̄1, ψ̄2),

onde
ψ̄1(x1, . . . , xn) = (−x1, x2 + x1, x3, . . . , xn),

ψ̄2(x1, . . . , xn) = (x1,−x2, x3, . . . , xn).
(4.2.8)

Se A(ϕ2) 6⊂ Fix(ϕ1), então (ϕ1, ϕ2) é equivalente a (ψ̄1, ψ̄2) dado por

ψ̄1(x1, . . . , xn) = (−x1, x2 + (4− n+ tr(ϕ1 ◦ ϕ2))x1, x3, . . . , xn),

ψ̄2(x1, . . . , xn) = (x1 + x2,−x2, x3, . . . , xn).
(4.2.9)

(b2) Suponha que tr(ϕ1 ◦ϕ2) = n. Se A(ϕ1) = A(ϕ2), então (ϕ1, ϕ2) é equivalente a (ψ̄1, ψ̄2)

onde
ψ̄1(x1, . . . , xn) = (−x1, x2 + 4x1, x3, . . . , xn),

ψ̄2(x1, . . . , xn) = (x1 + x2,−x2, x3, . . . , xn).
(4.2.10)

Se A(ϕ1) 6= A(ϕ2), então (ϕ1, ϕ2) é equivalente a (ψ̄1, ψ̄2), onde

ψ̄1(x1, . . . , xn) = (−x1, x2 + 4x1, x3, . . . , xn),

ψ̄2(x1, . . . , xn) = (x1 + x2,−x2, x3 + x2, x4, . . . , xn).
(4.2.11)
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Temos, assim o teorema de classificação dos diagramas de dobras:

Teorema 4.2.4 ([48, Theorem 7.4]) Seja (f1, f2) : (Rn, 0) → (Rn × Rn, 0) um diagrama
divergente de dobras associado a um par (ϕ1, ϕ2) de involuções lineares transversais sobre
(Rn, 0), n ≥ 3. Considere o grupo Λ2 = [ϕ1, ϕ2].

(a) Se Λ2 é Abeliano, então (f1, f2) é equivalente ao diagrama canônico (f 0
1 , f

0
2 ),

f 0
1 (x1, . . . , xn) = (x2

1, x2, x3, . . . , xn), f 0
2 (x1, . . . , xn) = (x1, x

2
2, x3, . . . , xn). (4.2.12)
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(b) Suponha Λ2 não-Abeliano.

(b1) Suponha que tr(ϕ1 ◦ϕ2) 6= n. If A(ϕ2) ⊂ Fix(ϕ1), então (f1, f2) é equivalente a (g1, g2),

com
g1(x1, . . . , xn) =

(
x2

1, x2 + 1
2
x1, x3, . . . , xn),

g2(x1, . . . , xn) = (x1, x
2
2, x3, . . . , xn).

(4.2.13)

Se A(ϕ2) 6⊂ Fix(ϕ1), então (f1, f2) é equivalente a (g1, g2), com

g1(x1, . . . , xn) =
(
x2

1, x2 + 1
2
(4− n+ tr(ϕ1 ◦ ϕ2))x1, x3, . . . , xn

)
,

g2(x1, . . . , xn) =
(
x1 + 1

2
x2, x

2
2, x3, . . . , xn

)
.

(4.2.14)

(b2) Suponha que tr(ϕ1 ◦ϕ2) = n. Se A(ϕ1) = A(ϕ2), então (f1, f2) é equivalente a (g1, g2),
com

g1(x1, . . . , xn) =
(
x2

1, x2 + 2x1, x3, . . . , xn),

g2(x1, . . . , xn) = (x1 + 1
2
x2, x

2
2, x3, . . . , xn).

(4.2.15)

Se A(ϕ1) 6= A(ϕ2), então (f1, f2) é equivalente a (g1, g2) com

g1(x1, . . . , xn) =
(
x2

1, x2 + 2x1, x3, . . . , xn),

g2(x1, . . . , xn) = (x1 + 1
2
x2, x

2
2, x3 + 1

2
x2, x4, . . . , xn).

(4.2.16)
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4.3 Pares de involuções e difeomorfismos reversíveis

Dada uma involução ϕ on (Rn, 0), um germe de difeomorfismo F : (Rn, 0) → (Rn, 0) é
ϕ-reversível se ϕ ◦ F = F−1 ◦ ϕ.

Para quaisquer duas involuções ϕ1 e ϕ2 sobre (Rn, 0), a composição F = ϕ1 ◦ ϕ2 é
ϕ1-reversível.

Reciprocamente, um germe de difeomorfismo F com uma simetria reversível involutória
ϕ1 pode sempre ser escrita como a composição de duas involuções: F = ϕ1 ◦ ϕ2.

Assim, o estudo do difeomorfismo F = ϕ1◦ϕ2 está itimamente ligado ao estudo dos pares
de involuções (ϕ1, ϕ2).
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Há aqui um ponto a ser observado: para quaisquer dois pares de involuções (ϕ1, ϕ2) e
(ϕ̃1, ϕ̃2) equivalentes, as composições ϕ1 ◦ ϕ2 e ϕ̃1 ◦ ϕ̃2 são difeomorfismos conjugados. A
recíproca disto, entretanto, não é valida em geral: se tomamos

ϕ1(x1, . . . , xn) = (−x1, x2, . . . , xn),

ϕ2(x1, . . . , xn) = (x1 + ax2,−x2, x3, . . . , xn),

e
ϕ̃1(x1, . . . , xn) = (x1 + bx2,−x2, x3, . . . , xn),

ϕ̃2(x1, . . . , xn) = (−x1 − (a+ b)x2, x2, . . . , xn),

para a 6= 0 e b qualquer, então as composições são iguais, mas (ϕ1, ϕ2) e (ϕ̃1, ϕ̃2) não são
equivalentes (basta usar o Teorema 4.2.1 para n = 2 e o Teorema 4.2.3 para n ≥ 3. Nos
perguntamos então que restrições o estudo dos pares (ϕ1, ϕ2) impõe ao estudo da dinâmica
associada ao difeomorfismo ϕ1 ◦ ϕ2. Os teoremas de classificação da seção anterior revelam
que, por equivalência, não existe restrição alguma para quase todo par (ϕ1, ϕ2) de involuções
lineares transversais. De fato, quase todo par é caracterizado por tr(ϕ1 ◦ ϕ2).
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Fazemos aqui uma descrição de difeomorfismos lineares reversíveis no plano da forma
ϕ1 ◦ ϕ2 quando A(ϕ2) e Fix(ϕ1) são subespaços distintos. Neste caso, temos det(F ) = 1,
e então −2 < tr(F ) < 2 se, e somente se, F é conjugado a uma rotação. Agora, pelo
Teorema 4.2.1, o par (ϕ1, ϕ2) é representado pelo par (2+tr(F ), 1), ou seja, podemos assumir
que as involuções são dadas por

ϕ1(x, y) = (−x, y + (2 + tr(F ))x), ϕ2(x, y) = (x+ y,−y).

Então, o intervalo −2 < tr(F ) < 2 determina os pares equivalentes aos pares de reflexões. Se
tr(F ) > 2 ou tr(F ) < −2, então F corresponde a um difeomorfismo ϕ1-reversível hiperbólico.
Concluímos ainda que no caso em que as involuções são reflexões, então pares são equivalentes
se, e somente se, o ângulo entre suas retas de pontos fixos são iguais. Isto segue diretamente
de uma análise geométrica das involuções neste caso.
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Capítulo
5

Involuções e difeomorfismos
normalmente hiperbólicos
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Dois pares de involuções cuja composição é um difeomorfismo normalmente hiperbólico
geram um grupo não Abeliano, em geral não compacto. Nesta linha, nos interessamos em
[49] pelo problema de linearização desta classe de difeomorfismo. Assim como no capítulo
anterior, a equivalência de difeomorfismos aqui tratada é via conjugação (por homeo ou
difeomorfismo) e a equivalência de pares de involuções é por conjugação simultânea.

5.1 O teorema de linearização

Definição 5.1.1 Seja f : (Rn, 0) → (Rn, 0) um germe de difeomorfismo, f 6= I. Suponha
que Fix(f) seja uma subvariedade em (Rn, 0) e que dim Fix(f) = k. Dizemos que f é
normalmente hiperbólico se o espectro de df(0) tem, contando multiplicidade, n−k elementos
fora do círculo S1 ⊂ C.

Se Fix(f) = {0}, a definição acima se reduz ao conceito de germe de difeomorfismo hiper-
bólico. Se dim Fix(f) = k > 0, então 1 é autovalor de df(0) com mesma multiplicidade
algébrica e geométrica, igual a k; além disso, T0Fix(f) = Fix(df(0)). Assim, df(0) é um
isomorfismo normalmente hiperbólico se f o é.
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Assumimos transversalidade das involuções:

Definição 5.1.2 Dadas duas involuções ϕ1, ϕ2 : (Rn, 0)→ (Rn, 0), ϕ1 e ϕ2 são transversais
se Fix(ϕ1) e Fix(ϕ2) estão em posição geral, ou seja, se

Rn = T0Fix(ϕ1) + T0Fix(ϕ2). (5.1.1)

Sob esta hipótese, por equivalência podemos assumir, sem perda de generalidade, que

Fix(ϕi) = Fix(dϕi(0)), i = 1, 2.
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Ainda para a descrição da classe de pares de involuções para a qual o teorema de lineari-
zação se aplica, consideramos L : Rn → Rn um isomorfismo linear normalmente hiperbólico
e tomamos a decomposição

Rn = Es ⊕ Eu ⊕ Fix(L), (5.1.2)

onde Es e Eu são respectivamente os subespaços estável e instável de L. Seja

Rn L−→ Rn

↓ ↓
Fix(L)

I−→ Fix(L)

(5.1.3)

um automorfismo fibrado hiperbólico cobrindo a identidade I, cujas fibras são Es ⊕ Eu.

Teorema 5.1.3 Seja (ϕ1, ϕ2) um par de involuções transversais sobre (Rn, 0) tal que
Fix(ϕi) = Fix(dϕi(0)), i = 1, 2, ϕ1 ◦ ϕ2 é normalmente hiperbólico e cada ϕi localmente
respeita o fibrado em (5.1.3) para L = d(ϕ1 ◦ ϕ2)(0). Então, este par é C0-equivalente a
(L1, L2), onde Li = dϕi(0), i = 1, 2.
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A prova é baseada em dois lemas:

Seja C0
b (Rn) o espaço das aplicações contínuas limitadas sobre Rn. O primeiro lema

é um caso particular do que aparece em [59, Theorem 2.1], para automorfismos fibrados
hiperbólicos (5.1.3):

Lema 5.1.4 Seja L : Rn → Rn um isomorfismo linear normalmente hiperbólico. Existe
ε > 0 tal que se g ∈ C0

b (Rn) tem constante de Lipschitz limitada por ε, L + g cobre a
identidade I : Fix(L)→ Fix(L) e Fix(L+g) ⊇ Fix(L), então existe um único homeomorfimo
h : Rn → Rn também cobrindo I : Fix(L)→ Fix(L), da forma h = I + η, com η ∈ C0

b (Rn)

e η|Fix(L) ≡ 0, que é uma conjugação entre L+ g e L.

Lema 5.1.5 Seja (ϕ1, ϕ2) m par de involuções sobre (Rn, 0) nas hipóteses do Teorema 5.1.3.
Dado ε > 0, existem extensões involutórias ϕ̃1, ϕ̃2 : Rn → Rn de ϕ1, ϕ2 de forma que
ϕ̃1 ◦ ϕ̃2 = d(ϕ1 ◦ ϕ2)(0) + g, onde g ∈ C0

b (Rn) tem constante de Lipschitz limitada por ε,
ϕ̃1 ◦ ϕ̃2 cobre a identidade I : Fix(d(ϕ1 ◦ ϕ2)(0)) → Fix(d(ϕ1 ◦ ϕ2)(0)) e Fix(ϕ̃1 ◦ ϕ̃2) ⊇
Fix(d(ϕ1 ◦ ϕ2)(0)).
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5.2 Classificação dos pares de involuções lineares

Para os resultados desta seção, a menos que mencionado o contrário, tratamos de involuções
lineares.

Pares de involuções lineares têm estruturas rígidas:

Rn = Fix(ϕ)⊕A(ϕ). (5.2.1)

Fix(ϕ1 ◦ ϕ2) = Fix(ϕ1) ∩ Fix(ϕ2)⊕A(ϕ1) ∩ A(ϕ2),

A(ϕ1 ◦ ϕ2) = Fix(ϕ1) ∩ A(ϕ2)⊕A(ϕ1) ∩ Fix(ϕ2).

Como consequência da última igualdade acima, se A(ϕ1◦ϕ2) = {0}, então dim Fix(ϕ1) =

dim Fix(ϕ2).
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Notamos agora que dois pares (ϕ1, ϕ2) e (ψ1, ψ2) em Rn são linearmente equivalentes,
isto é, equivalentes por um germe de isomorfismo linear se, e somente se, (−ϕ1,−ϕ2) e
(−ψ1,−ψ2) são linearmente equivalentes. Ainda, a condição de transversalidade de ϕ1 e ϕ2

se reduz à igualdade Rn = Fix(ϕ1) + Fix(ϕ2). Logo, quando a composta é normalmente
hiperbólica, se a transversalidade falha para ϕ1 e ϕ2 mas A(ϕ1) e A(ϕ2) estão em posição ge-
ral, então ainda é possível se obter a forma normal do par (ϕ1, ϕ2) aplicando-se os resultados
para (−ϕ1,−ϕ2), já que Fix(−ϕi) = A(ϕi), i = 1, 2. Em certas dimensões, esta observa-
ção pode resultar na classificação completa de pares de involuções lineares com composição
normalmente hiperbólica. Estes são precisamente os casos para os quais a hiperbolicidade
normal de ϕ1◦ϕ2 implica que ou Fix(ϕ1) e Fix(ϕ2) ou A(ϕ1) e A(ϕ2) estão em posição geral.
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Assumindo ϕ1 ◦ ϕ2 isomorfismo linear normalmente hiperbólico, temos ainda

(NH1) 1 ≤ dim Fix(ϕi) ≤ n− 1, i = 1, 2.

(NH2) dim Fix(ϕ1 ◦ ϕ2) ≤ n− 2;

(NH3) A(ϕ1 ◦ ϕ2) = {0}.

Ainda:

Teorema 5.2.1 Seja ϕ1 e ϕ2 involuções lineares em Rn com ϕ1 ◦ϕ2 normalmente hiperbó-
lica. Então a composta ϕ1◦ϕ2 é hiperbólica se, e somente se, n é par, ϕ1 e ϕ2 são transversais
e dim Fix(ϕ1) = dim Fix(ϕ2) = n/2.
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Da álgebra linear obtemos que o par (ϕ1, ϕ2) é linearmente equivalente ao par (φ1, φ2)

tal que φ1 e φ2 têm matrizes

φ1 =

(
−Ir 0

A Ir

)
, φ2 =

(
Ir Ir
0 −Ir

)
, (5.2.2)

com A invertível. E, além disso, (φ1, φ2) é linearmente equivalente a (φ′1, φ
′
2) do mesmo tipo

φ′1 =

(
−Ir 0

A′ Ir

)
, φ′2 =

(
Ir Ir
0 −Ir

)

(A′ invertível) se, e somente se, A e A′ são semelhantes. Logo, a matriz A pode ser tomada
na sua forma de Jordan.
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O teorema acima se generaliza para pares não lineares:

Corolário 5.2.2 Sejam ϕ1 e ϕ2 involuções em (Rn, 0) com ϕ1◦ϕ2 normalmente hiperbólico.
Então ϕ1◦ϕ2 é hiperbólico se, e somente se, n é par, ϕ1 e ϕ2 são tansversais e dim Fix(ϕ1) =

dim Fix(ϕ2) = n/2.

Este resultado segue diretamente do teorema anterior aplicado às involuções dϕ1(0) e
dϕ2(0), lembrando que T0Fix(g) = Fix(dg(0)) quando g é uma involução ou g é normal-
mente hiperbólico.
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Vamos primeiro apresentar o teorema de caracterização das órbitas dos pares cuja com-
posição é hiperbólica. As demais possibilidades são suspensões deste caso.

Teorema 5.2.3 Sejam ϕ1 e ϕ2 involuções lineares sobre Rn tais que ϕ1 ◦ϕ2 é hiperbólica e
r = dim Fix(ϕ1) = dim Fix(ϕ2) = n/2. Então, o par (ϕ1, ϕ2) é linearmente equivalente ao
par (φ1, φ2),

φ1 =

(
−Ir 0

A Ir

)
, φ2 =

(
Ir Ir
0 −Ir

)
(5.2.3)

para alguma matriz invertível A tal que seus possíveis autovalores ξ satisfazem ξ < 0 ou
ξ > 4, sem restrição sobre ocorrência de autovalores imaginários.
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Uma série de resultados que aparecem em [49] dão a passagem do caso hiperbólico do
teorema acima para o caso geral, evidenciando que de fato o caso normalmente hiperbólico
é uma suspensão do hiperbólico:

Teorema 5.2.4 Sejam ϕ1, ϕ2 involuções lineares transversais em Rn, n ≥ 2, com ϕ1 ◦ ϕ2

normalmente hiperbólica e seja r = dim Fix(ϕ1) = dim Fix(ϕ2). Então, n/2 ≤ r ≤ n− 1 e o
par (ϕ1, ϕ2) é linearmente equivalente ao par (ψ1, ψ2) tal que ψ1 e ψ2 têm matrizes

ψ1 =


−In−r 0

0

A In−r

0 0 I2r−n

 , ψ2 =


In−r In−r

0

0 −In−r

0 0 I2r−n

 ,

com as submatrizes

φ1 =

(
−In−r 0

A In−r

)
, φ2 =

(
In−r In−r

0 −In−r

)

nas condições do Teorema 5.2.3.
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Observação 5.2.5 Para involuções lineares ϕ1 e ϕ2 que sejam transversais com composta
normalmente hiperbólica, podemos concluir que

Fix(ϕ1 ◦ ϕ2) = Fix(ϕ1) ∩ Fix(ϕ2). (5.2.4)

Em geral Fix(ϕ1)∩Fix(ϕ2) ⊆ Fix(ϕ1◦ϕ2), mas concluímos a igualdade por um argumento de
dimensão, já que neste caso a intersecção tem também dimensão 2r−n. Isto é precisamente
a que se reduz à condição (a) que demos no início desta seção pela transversalidade e pela
hiperbolicidade normal.

Então podemos generalizar (5.2.4) para o caso não linear. De fato, podemos assumir

Fix(ϕi) = Fix(dϕi(0)), i = 1, 2

em (Rn, 0). Assim, localmente temos

Fix(ϕ1) ∩ Fix(ϕ2) = Fix(d(ϕ1 ◦ ϕ2)(0)) = T0Fix(ϕ1 ◦ ϕ2),

onde a primeira igualdade é obtida de (5.2.4). Logo, Fix(ϕ1) ∩ Fix(ϕ2) é uma subvariedade
de Fix(ϕ1 ◦ ϕ2) de mesma dimensão. E o resultado segue.
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