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INTRODUÇÃO

Os problemas que nos propomos a estudar são os seguintes:

Dados os sistemas

(1) y' = A( t) y

(2) x ' =A(t) x+ f(t, x) • (notação vetoria.l)

pergun tambs :

Pl Para tôda soluçã.o y( t ) :t O de (I) ,existe pelo menos uma

solução x(t) de (2) satisfazendo xí t ) = y(t)+o( lIy(t) 11) ,isto é,

JIx( t) - y( t) li --+ O com t --. 0<0 ?
lIy( t) 11

P2 Para tôda solução xí t ) de (2), com x(t) =l=o para todo t

suficientemente grande, existe pelo menos uma solução y(t) de (1) sa-

tisfazendo x( t) = y{ t) + o{ IIy{ t) 11) ?

O problema PI foi estudado, entre outros, por Z.Szmydt [21JI

que generalizou resultados de S.Fa.edo [9] e E.Levi [16J!, sendo que
I

A , •••••

estes últimos considera.ram o problema FI no caso em que a perturbaçao

f( t , x) é linear. O tra.balho de Z.Szmydt se baseia no método topológi

ao de T.Wazewski [24] • Neste trabalho vamos atacar os problemas PI e

P2 usando um teorema bastante geral de P.Hartman e N.Onuchic [12, Te.Q.

rema 1.1] t (Teorema 2.3) , que foi inspirado em um rasul tado estabele-

cido por C.Cordunea.nu [6, Teorema 11] • Emverdade, a prova do teorema

C ' , -de .Corduneanu esta errada e, poss1velmente, nao seja mesmo verdade!

As indicaç;es entre colchetes referem-se ~ bibliografia no fim d~~

te trabalho; as demais remetem o leitor ao ponto conveniente do mesmo.
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ro. Há ainda o incon~eniente de o referido teorema, mesmo suposto vâ
-:

lido, não se prestar às aplicações de problemas assintóticos. Por o~

tro lado, o ponto interessante do Teorema 2~l é exatamente prestar-

se, de maneira natural, ao estudo de problemas aseiht~ticos.

O a.taque aos problemas Pl e P
2

é o objetivo do Capítulo 3 dê.§.

te trabalho. Consideramos a perturbaçã.o f( t , x) de (2) "pequena" no

mesmo sentido de Z.Szmydt, mas não requeremos que A(t) seja constan-

te e nem mesmo redutível C5, Capítulo VIII, § 4J o que seria, para

êste propósito, essencialmente o caso A(t) constante. O desenvolvi-

mento do Capítulo 3 cuimina no Teorema -3.3 que responde aos proble-

mas em consideração. Observamos que o Corolário 3.3, caso bem parti-

cular do Teorema 3.3, é muito mais geral que o resultado de Z.Szmydt
N , ~ ,

nao so porque aborda o problema P2 que nao e tratado por Z.Szmydt •

como também por encerrar uma resposta ao problema PI ' com hip6teses

menos restritivas que a do [21, Corolá,rio 1J •
..•

P2 sao tratados entre outros em

, [22J , [23J , [26] , [27J • Ver para

Problema.s próximos a Pl e

[31 , [10J , [llJ , [13] , [141 , [2ol

outras referências [4J •

O Capítulo 2 gira em tôrno do Teorema 2.3 • Uma importante con-

sequência dêste resultado é o Teorema 2.5 que pode ser entendido ~omo

o Teorema 2.3 em uma situação específica. O Teorema 2.5 é a princi-

paI ferramenta para a solução dos problemas Pl e P2 no Capítulo 3.

O Teorema 2.3 , que é a parte central do Capítulo 2 , depende forteme,!!

te de resultados de J .Massera e J. Sch~ffer [171 , [18] e do teorema

do ponto fixo de Tychonoff.

Dada a grande Lmpor-t ânoí.a da teoria de J .Massera e J. Schãffer
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para o desenvolvimento do Capítulo 2 , e por conseguinte, do Capítulo

3 , e devido a.o fato da referida teoria nã.o ser ainda bem conhecida,

apresentamos, no Capf ·tl.llo 1 , a pa.rte da mencionada teoria necessária

ao desenvolvimento de nosso trabalho nos capítulos seguintes.

Deixamos aqui os nossos agradecimentos ao Frofessor Juan J.

SchAffer, do Instituto de I;Ia.temá.tica.y Estadística, Uruguai, que leu

o manuscrito original fazendo int~ressantes críticas e comentários.

A realizaçã.o dêste trabalho dependeu parcialmente de auxílio

da Fundaçã,o de Amparo à Pesquisa do -:~stado de sã,o Paulo.

Nelson Onuchic

Rio Claro, março de 1965
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CAPtTULO 1

RESULTADOS BlsICOS SOBRE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES

E ANllISE FUNCIONAL

O conteúdo dêste capítulo é parte da teoria desenvolvida por

J .Massera e J. Schllffer [17, 18J • O material aqui apresentado é desen-

volvido numa forma conveniente às aplicações feitas nos capítulos se-

guintes.

Sejam dados os sistemas lineares homogêneo o não homogêneo:

(1 .•1) s' = A(t)y + g(t)

(1 • 2) s' = A( t)y

onde t pertence a J = [O ,00) 9 Y e g perte';;l:;em a an ou cn• Rn e Cn

l/IIitI A' '.•

sao espaços de Banach sobre o corpo doe reais R e,dos complexos C

respeotivamente. Denotaremos Rn ou Cn por Y • Ao considerarmos Y um

espaço de BaDach vamos tomar para todo x = (!:)
por sup !xil ou Ixl, + ••• + Ixnl o A razão porque tomamos para

l~i~n
11 x 11 uma das duas formas acima é apenas uma questão de conveniência.

a norma IIx \I dada

Compequenas e 6bvias adaptações em alguns pontos pode-se ver que tu-

do funciona bem tomando-se para I\x 11 qualquer uma das normas compa-

tíveis com a topo1ogia de Y ,

Se A é matriz n x n , definimos norma de A como sendo o extremo

superior dos 1\ Ax 11 para todo x E Y com \Ix \I = 1 ; usamos a notação

11 Ali. t fácil ver que IIA II é o menor número C com a prol?rie.dade

\I Ax 1\ ~ C \I x u.Uma cons~quêneia 1tnCliata "que ti AB \I ~ \I Ali. 11B 11.
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Naturalmente 11A 11 depende da norma escolhida em Y • Será suposto que

A(t) e g(t) são localmente Lebesgue 1ntegráveis, isto é, A(t) e g(t)

são Lebesgue integráveis sôbre todo intervalo fini~o e fechado de J.

Se y(t) é uma soluçã,o de (1. 1) no intervalo [O,'a] , então se-

gue da teoria geral dos sistemas lineares que

(1• 3)

para t , r pertencentes a [O, a] •

Integrando-se, em relação a r , ambos os membr,~s de (1.3) sôbre

[O ,a] segue

(1.4) I\y(t) 11 ~ {a-l;;a Ily(s) IIds + {allg(s) IIds} •

~ exp /a 11A(e) 11 ds para O ~ t ~ a,
O

Seja L = L(Y) o conjunto das funções definidas em J com valores

em Y e localmente Lebesgue integráveis. Para todo intervalo finito f~

chado J' C J definimos em L a semi-norma PJ' (f) = /. Ilf(t) 'lidt. O
J"

espaço L com a topologia definida pela família de semi-normas {PJ,(f~

é um espaço vetorial separado e localmente convexo. Fica entendido

que em L identificamos duas funções que coincidem em quase tôda par-

te, isto é, que coincidem exceto num conjunto de medida zero, t fácil

ver que podemos nos restringir à família de semi-normas {PJ,(f)} com

os J' da forma [O, n] , n inteiro e positivo , ou com os J' da forma

[O , aJ , a > O , para obtermos a mesma topologia sôbre L.

Apresentaremos a seguir alguns espaços de Banach de especial in

terêsse. Nestes espaços fica já, estabelecido que identificamos duas
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funções que coincidem em quase t~da parte.

LP = LP(y) , 1 ~ P < 00 , é o espaço das funções/ f mensuráveis

em J com valores em Y , as IIf 1\P Lebesgue integráveis em J e com no!:

ma If' IP = [.1*011 f (t) \I P dt ]1/P •
O

L- = L~ (Y) é o espaço das funções f mensuráveis e essencial-

mente limitadas em J' com valores em Y. f essencialmente limitada

significa que existe uma função limitada g que coincide com f em

quase tôda par-te , A norma, neste espaço, é dada por

Ifl =00 inf [sup 11f(t) \I J .
E€N t E: J- E

onde N = {E CJ

= L-;;- (Y)
medida E = zero} •

, QO

e o subespaço de L
..,

formado das f'unçoes que te~LVO

o

dem essencialmente Jia.razero com t --.00 • f tender essencialmente Pll

ra zero significa que existe g tendendo a zero e que coincide com f

em quase tôda parte.

Se B é um espaço de Banach de funções f mensuráveis em J com

valores em Y denotaremos por IflB a sua norma.

Dizemos que um espaço de Banach D é mais forte que L(Y) se f~

rem satisfeitas as condições seguintes :

(1 • 5) D está algebricamente contido em L(Y).

(1 • 6) A topo10gia de espaço de Banach de D é mais fina que a

topo1ogia induzida por L(Y).

A condição (1.6) é equivalente a dizer que para todo a > O exi.,!

te um número ~ = o(. (a ,D) tal que
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(1.7) /,a lIy(t) IIdt ~ oc:.DtylD' onde lylD é a norma de y €: D.
O

Assim, convergência em D implica convergência em L(Y).

Ob§ervação 1: Os espaços LP (Y) , 1 ~P ~ cao , e por conseguinte

L;; (Y) , são mais fortes que L(Y) • [17 , Lema 3.21 •

Se D é um espaço de Banach mais forte que L(Y) dizemos que

y = y(t) é uma D-solução de (1.1) ou (1.2) se y E D. Seja YO=YOD

o conjunto dos valores iniciais y( O) c Y das D- soluções y = y( t) de

(1.2) • Seja Yl = YID um subespaço de Y complementar a YOD' isto é , Y

é a soma direta de YO e Yl• Assim, todo elemento y E: Y pode ser es-

cri to de uma única, maneira na forma y = Yo + Yl com Yo € YO' Yl e Yl•

Seja Po = POD a projeção de Y sôbre YOD anulando Y1D e Pl = PID =

= I - POD a projeção de Y sôbre Yl anulando YO• Assim, se

r = Yo + Yl com Yo E. YO'Yl E:. Yl ' então PoY = Yo e ~lY = Yl •

Teorema 1•1- Sejam A(t) matriz p x p localmente Lebesgue inte-:o

grável em J ~ D espaço de Banach mais forte que

L(Y) • Então existem constantes Co ~ Cl tais que se y( t) é uma D- so-

lução de (1.2) segue que

Prova

A aplicação l..\>: D-.. YOD que leva uma D- solução y(t) de

(1.2) ~m y (O) e: YOD é linear, sôbre e biunívoca. Como estamos em di

- finita ~ é bicontínua. Dêste fato segue a existência demensao cons-

tantes Co e Cl de modo que II ~ (y(t» II s CllylD e I \..fI-l(y(O» ID ~

~ Co IIy(o) 11 ,ou seja, Ily(o) 11 ~ CllylD e lylD ~ Co lIy(o) 11.
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A prova do teorema está assim completa.

Sejam B , D espaços de Banach mais fortes que L(Y).

Seja DT o conjunto das funções y(t) absolut~mente contínuas nos

intervalos finitos fechados, de J, com y(t) E: D e g(t) = ytCt)

- A(t) y (t) e: B • Definimos um operador T = TBD de DT em B ponêo Ty =
,

= g •

Teorema 1 • 2 - Sejam ACt) matriz p x p localmente Lebesgue inte-

grável em J ~ B , D espaços de Banach mais fortes

~L(Y) • Então T = TBD é um operador fechado, isto é, o gráfico de

T , G(T) = {(y( t) , g( t» Iy( t) €: DT' g = Ty} ,é um conjunto fechado

do espaço de Banach D x B •

Prova

Devemos mostrar que se (Yn(t» é uma sequência de elementos de

DT de modo que existam yCt) = lim Yn(t) em D e g(t) = lim gn(t) em

B com gn = Tyn' então y e: DT e g = Ty, ou seja, (Yn' gn) € G(T) im-

plica (y, g) €o G(T) •

Comoy~ - Ytm = A( t) (y n - ym) + ( gn ( t) - gm( t» , ou se j a, (1.1 )

é satisfeita, segue de (1.4) que IIYnCt) -Ym(t) II~

~ {a-l/a IIYn(s) - Ym(s) [l ds + /allgn(s) - gm(s) 11 dS}
~ O

• exp.;a 11 A ( s) 11 da, O ~ t ~ a •
C

Como B , D são mais fortes que LCY) resulta que

•

e
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Por conseguinte, em [O, a] temos

\I Yn( t) - Ym( t) 1\ ~ { a-1~D IYn- YmID +

1
+ ~Ign - E;nIBf ~exp~a IIA(s) [l da •

,/

Esta desigualdade implica que yn(t) converge uniformemente para

y( t) em [O t aJ •
tste fato acarreta que r:A(s) Yn(s) ds converge un í.f'or-memerrte

a

para/at A(s) Y(s) ds em [O, a] •

Desde que convergência em B implica convergência em L(Y), porque

B é mais forte que L(Y) , resulta que gn(t) converge para g(t) também

em L(Y) e portanto, para todo t > O ,/at gn(s) ds converge para

j'tg(s) ds.
a

Dizer que gn = T Yn ' é equivalente a dizer que y' n = A(t)Yn +

+ gn(t) e que é equivalente à equa.ção integral.

yn(t) = 1n(a) + r: A(s) yn(s)ds + /t gn(s)ds •
a a

Passando ambos os membros da equação integral acima ao limite

com n ~ 00 ,segue, em vista dos fatos logo acima mencionados, que

y(t} = y(a) + /' t A(s) y(s) ds + /t g(s) ds
a a

. ou seja

y €o DT e g:= T y

o que significa (y, g ) E G(T) •

A prova do teorema está completa.

Observação 2 : •
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A prova acima, mostra que o Teorsma 1.2 continua válido se substi

tuirmos ~ por DT e tomarmos a restrição T de T a D~/,.

O par de espaços de Banaoh (B, D) , ambos maí.s fortes que L(Y) ,

é dito admissível em relação ao sistema (1.1) ou A(t) se, para todo

g(t) € B existir uma D-soluçã,o de (1.1). Em outras palavras, a ima-

gem de DT por
,
e B •

O lema seguinte, de fundamental importância para a prova, do Te.2,
,

rema 1.3 'abaixo, e um caso particular de um teorema mais geral cujos

enunciado e prova podem ser encontrados, por exemplo, em [15, Teorema

2.12.1 , pg 4(] ou [25, I'eorema 6 , pg 163 J . O referido lema é aprese,!!

tado em uma forma conveniente visando a prova do teorema que o segue.

~. Sejam Bl e B2 dois espaços de Banach e BeBI um subes-

~,o~torial (n~p necessària~~E~e completo) • Se ja T B!!l!L

m:..~sformação linear de B sôb~~ B2 ' ou se ja , T(B) = B2 • Suponhamos T ~-

chado, isto é , o gráfico de T = {(x, T x ) I x E. B} é um conjuntp fe-

chado do espaço de Banach Bl x B2 • fultão existe uma constante C tal que,

para todo y E: B2 ' existe_ pelo menos __~ x E: B sati_sfazendo Tx = y e

11x 111 ~ C 11 Tx 112 • Em particuíar quando T é' biunívoca ,então 11x 1\1 ~

~ C 11 Tx 11 2 p'ara to do X E B •

Teorema 1 ~ - Se jam A(t) matriz p x p localmente Lebesgue inte-

grável em J , o par (B ,D) admissivel em rela,ção ao

sistema (1.1) ~ yo € YOD• Então, se g(t) E: B , o sistema (1.1) te!!L

uma. única D- solução y( t) tal que POD y(O) = Yo • Mais ainda, existem

constantes Co ~ K, indepenEentes de g (t) ~ Yo ' tais que

(1. 9) lylD ~ Co Ilyo 1\ + KlgIB•

Prov,ª - Observemos primeiramente que se, para um dado Yo G YOD
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e g( t) é. B , tivermos uma D- solução y( t) com POn.Y(O)= Yo ' esta solu •.•

ção será única. De fato, se z(t) fôsse uma outra sOlução com a mesma

propriedade, y(t) - z(t) seria uma D- solução de (+,./2) com

y(O) - z(O) = O e por conseguinte y(t) = z(t) •

Consideremos primeiro o caso Yo = O ; assim, procuremos uma

D- solução y(t) de (1.1) tal que y(O) é: YID' ou seja, Po])Y(O) = O.

Dado g( t) E B, existe por hipótese uma D- solução y( t ) de (1.1).

Seja y(O) = Yo + Yl onde Yo ~ YOD e Yl ~ YlD • Seja yo(t) a solu-

ção de (1.2) tal que Yo(O) = Yo ; portanto yo(t) E D. Então Yl(t) =

= y(t) - yo(t) €. D e é a solução de (1.,1) com Yl(O) = y(O) - yo(O) =

= Yo + Yl - Yo = Yl E: Y1D• Está assim pr-ovado que para todo

g = g( t) E: B existe uma e única D- solução y = y( t) de (1.1) satisfa-

zendo y(O) E YlD• Isto acarreta, em vista da Observação 2 que segue o

Teorema 1.2 , que a aplicação ~ de l>T em B dada por ~ = g é uma

aplicação linear, biunívoca de l>T sôbre B e cujo gráfico é fechado.

Segue do lema que existe uma constante K satisfazendo lylD ~ KlglB •

O teorema está assim verificado para o caso Yo = O•

Consideremos agora yo:f: O e seja g( +) E B dado. Seja Yl(t) a

D- solução de (1.1) satisfazendo Yl(O) E~.YlD• Seja z( t) a D- solução

de (1.2) satisfazendo z(O) = Yo' Então y(t) = z(t) + Yl(t) é a D- so-

lução de (1.1) com PODy(O) = Yo' Temos que lylD ~ IzlD + IYllD •

Do Teorema 1.1 segue que existe constante Co tal que

IzlD s Co IIz(o) II = Co lIyo 11

e da conclusão já feita para o caso Yo ;: O , existe K, não dependendo

de g(t) c B, ta,l que lyllD ~ KlgIB•
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A prova do teorema está assim completa.

De especial interêsse par-a nós, como se pode ver, por exemplo,

no Teorema 3.5 , é a condição de admissibilidade para o par (B, D),

onde B = LI e D = LC>C>ou L~. ;j .Massera e J. Schãffer [17 e l8J d,2,

ram condições necessárias e suficientes, em têrmos das soluções do

sistema (1.2) , para qu~ o par (B, D) se ja admissivel. Assim, temos

que

o par (LI, L OQ) é admissível em relação a (1.1) se, e somente

se, o par (LI, L';;) é admissível.

Umacondiçã.o necessária e suficiente para que (1.1) seja (LI, L)

admissivel é que exista consta.nte C tal que

11 U(t) Po U-1( e) 11 s c para t odo O !Ss ~ t

e

\I U(t)Pl U-l( s) II ~ c para todo O ~. t ~ s ,

onde U(t) é a matriz fundamental de (1.2) satisfazendo U(e.)= I = ma-

triz identidade.



CAPtTULO2

RELAÇõESASSINTC5TICASENTREUMSISTEMAIrINEAR

E UMSEU PERTURBADO /

Como já observamos êste ,capítulo gira em tôrno do Teorema 2.3 •

Como preparação para chegar ao mesmo, faremos uma revisão com coment,á.

rios dos teoremas de Ascoli e o do ponto fixo de Tychonoff.

Se- E e F são espaços topológicos , F completamente regular, i.n

dicamos por C(E ,F) o conjunto das aplicações contínuas de E em F e

por Cc(E ,F) o espaço topo16gico obtido ,munindo C(E, F) da topologia

da convergência uniforme nas partes compactas de E.

Teorema 2 • 1 • (Ascoli) - Sejam E localmente compacto, F comple-

tamente regular e H CCc(E,F) • Então H

é relativamente compacto em Cc(E ,F) se e somente se H é equicontínuo

2 E .2. H(x) = {f(X) I f E:.H} é relativamente compacto em F •

Para uma prova dêste teorema ver [1, pg 43] •

Teorema 2 • 2 (Tychonoff). Seja E um espaço vetoria! topológi-

90 localmente convexo e completo. Sejam A C E EE-

conjunto fechado e convexo, T uma aplicação contínua de A ~ A , e a im,-
,.

gem T(A) deA por T um conjunto relativamente compacto de E. Então T .

tem um ponto fixo, isto é, existe x E. A tal que Tx = x •

O teorema acima é uma variante do lema seguinte que é usualmente

mencionado na literatura como o teorema de ponto fixo de Tychonoff.

Essencialmente estâo dizendo a mesma coisa. Apenas, a formulação dada

no Teorema 2.2 é muito mais conveniente para as aplicações em uma gra.s.
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de variedade de problemas de Análise. Em particular, é a maneira na~

ral como deve ser visto o teorema de ponto fixo de T.ychonoff nas apl!

cações feitas neste tra.balho.

Lema 2.1 - Seja E um espaço vetorial topológico localmente cog

vexo. Sejam A CE um conjunto compacto e convexo, T uma

-, -aplicaçao cont1nua de A ~ A. Entao T tem um ponto fixo.

Para uma prova dêste lema ver [7J ou [8] •

Prova do Teorema 2.2 a partir do Lema 2.1

Seja B = ~ que, por hipótese, é compacto. Como A é fechado

e T(A) C A segue que B C A • Como A ~ convexo e fechado segue que
,

K = envoltória convexa fechada de B , está contido em A, isto é , K C A.

Como E é completo, segue que a envoltória convexa fechada de todo coa

junto compacto é um conjunto compacto [2, pg8l] • Portanto K é com -

pacto, convexo e T(K) C T(A)C B C K. Do Lema 2.1 segue que a restri-

ção da aplicação contínua T a K tem um ponto fixo.

A prova do Teorema 2,2 está assim completa.

Corolário - Sejam H C Co(J ,Y) , ondS1J = [O ,00) , um conjunto fe-

chado e convexo, T uma aplicação contínua de H 2 H ,

iea im~ T(H) M H 'E0rT um conjunto relativa.mente compacto de

Oc(J , Y) • Então T tem um ponto fixo.

Prova - Cc(J ,Y) d localmente convexo e completo [1] • O corolá.-

rio é então uma consequência do Teorema de T.ychonoff.

Sejam B e D espaços dá Banach mais fortes que L(Y).

Para P > O pomos

VPD = {x= x(t) I x E D. Ix1n !S p}.
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Sejam

SD = Vp n C(J , Y)
D

-:

I

e

Sn a aderência de SD em Cc(J , Y) •

- , .
Os resultados seguintes se referem ao sistema nao necessar1a.men

te linear

(2 • 1) i: = A( t) x + f( t , x)

Teor~.h..l - Sejam dados o sistema (2.1) e dois espacos~

Banach B ~ D, mais fortes que L(Y) t satisfazen-

do às seguintes hipóteses:

(a) - A(t) é localmente Lebesgue integrável em J

(b) - (B t D) é admissível relativamente a A( t) ;'

(c) - y(t) -+ f(t,y(t» é uma aplicação contínua de SD' ~

eubespaco topológico de Cc(J , Y) , ~ B •

(d) - Existe uma constant~ >0 tal que If(t, y(t» IB ~'r

para y(t) E: SD ;

(e) - Existe função real À( t)
...,

negativa e localmenteuma , nao

Lebesgue . integrável em J , tal que IIf (t , y( t» \I ~ À( t) ;Q§.ra y( t )E. SD~

Se ja ~o E:. YOD •

Então existem constantes posi ti vas Co e K, dependendo e,p~!!.ê:.§.

~ A( t) ,D ~ JS.D
...•

e nao de f ~ ~o ' ta is que se

(2 • 2) Co II ~ o 11 + Kr s P

segu~ que (~.l) tem pelo menos uma soluçã,o x( t) € SD satisfazendo

(2 • 3) POD x( O) = f o •
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Prova

Se y( t) € 3D segue da hipótese (o) que f( t , y( t» € B • Logo,

pelo Teorema 1.3, o sistema

x' =A(t) x+ g(t) , com g(t) =f(t, y(t» ,

tem uma única D- sOlução x(t) satisfazendo (2.3)

e

(2. 4) 'x 'D ~ 00 11 ~o 11 + KI e IB • ,

Definimos a aplicação To de SD em D pondo To[Y( t)] = x( t) •

Da hipótese (d) combinada com (2.2) e (2.4) segue que x(t) E SD'

Portanto To é uma aplicação de 3D em SD '

Sejam Yj(t) €. SD ' gj(t) = rt e , Yj(t» ,xj(t) = To[Yj(t)] ,

j=1,2.

Então xl (t) - x2( t) é uma D- solução de x = A(t) x + g( t) , com

g = gl - g2 e POD(xl(O) - x2(O» = O • Portanto

(2 • 5) 'xl - x21D s K Igl - g 2 IB

Da hipótese (c) e de (2,5) segue que To é uma aplicação contí-

nua de SD' como subespaçotopológico de Co(J , Y) , em SD' como sUbesp,,ª

90 topológico de D.

Vamos mostrar agora que To é ainda uma aplicação contínua de

SD em SD' considerando SD como subespaço topológico de 0c(J , Y) •

A fórmula (1.4) , aplicada a uma D- solução x = x( t) de

•
x = A( t) x + g( t) , g( t) c B ,

nos dá, num intervalo [O, T] ,

(2 06) IIx(t) 11 •• {rI (Tllx(s) lida +"'6TlIg(s) IIds}oexp{TIIA(S) 11<190
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ComoB e D são mais fortes que L(Y) existem constantes

oC(D, T) e -c (B , T) tais que
,

I(2.7) ./T IIx(s) [l ds !S «: (D, T) IxlD
O

(2.8) j'T IIg(s)lIds s .c(B, T) IglB •
O

Portanto (2.6), (2.7) e (2.8) implicam, nos casos x(t) = xl(t) -

- x2(t) e g(t) = gl(t) - g2(t) ,

(2.9) 11xl (t) -x2(t) 11:::: {T-l o( (D, T) IXl -x2JD +

+ oe(B, T) Igl-g2IB} • exp{T IIA(s) IIds •

(2.5) e'(2.9) acarretam

(2.10) 11xl (t) -x2(t) 11 ~ {T-l oC(D, T) K +

+ .c(B, t)} Igl -g2IB' exp{T IIA(s) lida.

Da hipótese (c) e de (2.10) 'segue que To é uma aplicação conti

nua de SD ,como subespaço topológico de Cc(J , Y) , em SD' como sub -

espaço topológico de Cc(J , Y) •

MOstremos' agora que To(SD) é relativamente compacto em Cc(J, Y)!

Se x(t) e To(SD) C SD' resulta de (2.6) , (2.7) ,(2.8), do fato de

x( t) e: SD implica.r [x ID ~ P e do fato da hipótese (d) implicar

Ig IB ~ r , que em [O, T]

(2.11) !lx(t) 11 ~ {T-1 oe(D, T) P +

+ o( (B , T) r} •exp -<;T 11 A( s ) 1\ ds = c (T) •

Logo o conjunto To(SD) é uniformemente limitado em [O, T] qual-
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quer que seja T >- O •

Da hip6tese (e) e de (2.11) segue que se x(t) € To(SD) então

(2.12) IIx(t) -x(s) 1\ ~ c(T) [/,t IIA(u) [l du] ././t À(u) du,
9' s·

para O ~s ~t ~T.

A f6rmula (2.12) implica a equicontinuidade de To(SD) em J.

Portanto, do fato de ser To(3D)uniformemente limitado em todo

intervalo [O, T] e da equicontinuidade de To(SD) em J segue, em vis-

ta do Teorema de Ascoli, que TO(~D) ~ relativamente compacto em

Cc(J, Y) • Então, como SD é tambéT;lconvexo, o conjunto H=~D e a a-

plicação To satisfazem às hip6teses do Corolário do Teorema 2.2.

Logo, a aplicação To : 3D-.. SD tem u6 ponto fixo x( t) e x( t) e: SD.

A prova do teorema está assim completa.

As hip6teses do Corolário seguinte são casos especiais daquelas

do Teorema 2.3. Elas são interessantes visto serem condições convenie~

tes do ponto de vista das aplicações.

Corolário • .§.2.Jamdados o sistema (2.1) e três espaços de Banach

B , D ~ E .22!!! B ~ D mais fortes que L(Y) , satisfazendo

às seguintes hip6teses :

(a') - A(t) é localmente Lebesgue integrável em J ;

(b') - DC E ~.<B, D} é admiss'Ível relativamente a A(t) ;

(c') y( t ) -.. f( t , y( t» é uma aplicação contínua de ~, como

subespaço topo16gico de Cc(J , Y) ,~B ~

(di) - Existe uma constante r > O

~ é fechado em Cc(J , Y);

tal que If( t , y( t) ) IB ~ r

para y( t) ~ ~.

(e') - Existe uma função real ~ (t) , não negativa. e localmente
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Lebesgue integrá.vel em J , tal que

11 f(t, y(t» U !S À(t) para y( t) e: SE
/

Entãq as conclusões do Teorema 2.3 são verificadas.

Nas aplicações do Teorema 2.3 a condição (b) é uma das mais di-

fíceis de se testar. Para o caso B = Ll(y) e D = L
oo

(y) ou L-;;'(Y),

que são de particular interêsse, apresentamos no capítulo anterior

condições necessárias e suficientes estabelecidas por J.Massera e

J.Sch!ffer.

As considerações seguintes s;o em terno das hip6teses (c) , (d)

e (e) do Teorema 2.3. Elas são relativamente fáceis de serem testadas

se condições adequadas, que veremos a seguir, forem impostas sôbre B,

D e f( t , x},

Seja ~ um espaço de Bana~h de funções reais em J satisfazendo:

(i) BémaisfortequeL(R);

(ii) se 4' € 0 • 4J é mensurável e I 'fi (t)1 ~ 1 ~(t)l, então

'4' ~ (3 e 1 ~ 1(3~ 14> 1~ ;

(1ii) h[O, T]€ 0 ,onde hA é a função característica do conjU!!

to A;

(1v) (3 é "Lean" em DO (18 , pg 362] , isto d , se ~ e: (3 ,en-

tão h [O , TJ '.Q . (que pertence a 0 por causa de (1i» satisfaz

h [O ,T] ~ .•.•••4> com T -.. 00 em (3 •

l!: fáoil ver que os espaços (3 = LP(R) , 1 ~ P < 00 , e ~ = LC:;

satisfazem aos axiomas (i) - (iv) e que (3 = LOCo(R) não satisfaz ao
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axi ama (i v) •

Umespaço de Banach ~ sa.tisfazendo a.os axiomas ,acima e que nos

va.1 ser de interêsse para frente é o seguinte:

Se ja 4J (t) > O uma. função real mensurável em J com "P (t) e

l/~ (t) localmente limitadas em J. Pomos
00

~ = L lp ,O = conjunto

das funções reais ~(t) definidas em J satisfazendo ~ (t)/ ~ (t) E L; •

(l é um espaço de Banach com a. norma I ~ I~ = I ~ /4> 100
(1) - (iv) são satisfeitos.

e os axiomas

Lema 2 • 2 - Seja 0 um espaço de Ba.nach de funções reais em J

e mais forte que L(R) • Denotamos por (3 (Y) o conjun-

to das funções mensurá.veis f definidas em J com valores em Y satis-

fazendo IIf( t) 11E: ~ • Se B é um espaço de Banach do tipo B = 0 (Y)

onde, para f E B, IflB = Ilf(t) 110 ' então B é mais forte que L(Y) •

Em particular

com a norma. 11f( t) II~
,
e um espaço de

Banach mais forte que L(Y) •

Condiçã.o H sôbre f.

Seja f( t , x) definida em J x {x I 11x 1I ~ p} com valores em um

subespaço X de Y • Seja f( t ,x) uma função mensurá.vel de t para. x fixo
..., ,

e uma funçao con t í nua de x pera t fixo, a continuida.de em x sendo uni

forme em relação a t variando em um conjunto compacto. Seja ;\( t)

uma função não negativa mensurá.vel em J tal que

(2 • 13) 11f (t , x) II ~ À( t) para t ~ O, ~; x II ~ e ,
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A razão porque consideramos f( t ,x) com valores em um subespaço

X de Y é principalmente porque,no caso de equação de ordem superior

a um,f( t t x) é da forma (O , ••• , O , h( t , x) e f( ti; x) assim assume

valores em um aube apaço de Y •

Lema 2 • 3 - Seja B um espaço de Banach do tipo B = r~(Y) ~0
satisfaz àE? hipóteses (i) - (iv) • Seja D = LoO (Y)

.sm D = L~(Y) ~ f( t , x) satisfazendo à condição H.Q.Q.El À (t) E. (3 •

Então as hipóteses (c) t (d) .§i (e) do Teorema 2.3 são satisfeitas com

r = I ~ IB ~ (d) •

Prova

Da condição H, do fato de ser À(t) E(3 e de (ii) segue que

f(t, y(t» € B para todo y(t) E:. C(J, Y) t Ily(t) \Is p •

Dado E >0 podemos, em vista. de (iv) tachar T >0 satisfazendo
é

Ih [T , 00 ) ( t) À (t) I~< T

Comof( t ,x) é contínua em x uniformemente em t podemos, em vi.§.

ta da hipótese H ,determinar b >0 tal que y( t) , z( t) E SD (portanto,

I!y(t) \I~ P , IIz(t) \I ~ p) com I\y(t) - z(t) \I < b em [O, T] imp11
E

que 11s (t , y( t) ) - f( t , z ( t» II < ~2 h em [O, T] •
c:. I Ll [O , T] I(3

Logo.

1\ f (t t Y( t) ) - f (t , z ( t» 11 s h [O , T]

+ 2 h [T ,ex» À (t)

+

e, por conseguinte,

If(t, y(t) -f(t, z(t» IB < é •
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Assim (c) está verificado.

De (ii) segue que (d) está satisfeito com r = I \ IB •

(e) decorre de (2.13).
r-

I

o Lema 2.3 está assim verificado.

Teorema 2. 4 - Sejam A( t) localmente Lebesgue integrável em

J , (B ,D) admissível relativamente a A( t) ,onde B

é um espaço de Banach do tipo B = ~ (X) .2.QB! ~ satisfazendo (i) - (iv)

.! D = Loo
(y) [~ D = L~ (y) J. Suponhamos que f(t ,x) satisfaça à con

d1ção H.2.2!!l ~ (t) E: (3 ~ Seja ~ o E: XoD ~ r = I ,,( t)\~ • Então

~ (2.2) é satisfeito, o sistema (2.1) tem uma solução x(t) satisfa-

zendo (2.3) §. IIx( t) 11 ~ P li x(t) -+ 0.2.2!!l t -. c:ao J •

Prova

Da obse~vação 1 do Capítulo 1 e do Lema 2.2 segue que B e D

são mais fortes que L(Y) •MOstremos que as hipóteses do Teorema 2.3
...,

estao verificadas :

(a)

(c)

(b) são exigidos explicitamente;

(d ) e (e) decorrem do fato de r satisfazer (i) - (iv),

e

,
tendo em vista o Lema 2.3 •

O nosso teorema é então uma consequência imediata do Teorema 2.3.

O Teorema seguinte é de muito interêsse não só para as nossas

aplicações no Capítulo 3 como também para o estudo de integração assi~

tótica e equivalênoia ass1ntótica.

Teorema 2 ! 5 - Seja A( t) localmente Lebesgue integrável em J

e se ja D = LGO (Y) [<m... D = L~ (Y)] •

Suponhamos gue f(t , x) satisfaça à condiçã~ H •

Admitamos que
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ou I) À (t) E LI e (LI (X) , D) é admissível relativamente a

A( t) ,

ou 11) existe uma função ~ (t) > O mensuráveí em J com~ (t)
7 -

e l/~ (t) localmente limitadas em J tal que

I} À ( t) ~ ~ (t) e À ( t) --+O com t --+ QO

- llJ (t) -

Para todo g(t) € L(X) satisfazendo g(t}
~ (t)

••.•.• O com-
t --. O() , y' = A( t) y + g( t) tem uma :b - solução.

Seja t o e: YOD ;,

Então existem constantes positivas 0
0

.2. IC tais que, se

III o 11 é suficientemente pequeno e T suficientemente grande de modo

que

(caso I)

ou Oo 1\ ~ o 1\ + K À ( t) / 'fi (t) ~ f para t ~ T (caso 11)

~
sejam satisfeitas, entao o sistema

i: = A( t} x + f( t , x)

tem uma sOlu,2ão x( t) Fara t ~ T satisfazendo \I x( t) ti ~ p ~ x( t) -.

-. O ~ t --+O<l] .!

POD U-1 (T) x (T) = ~ O

sass U{ t) é a matriz fundamental de y' = A( t) y que satisfaz U(O) = I.

Prova

Substituimos f(t, x) e À(t) por f(t, x) = h(T ,oo)(t)f(t, x) e

\ (t)= h[T,oo)(t) À (t).
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Como ~ = L1(R) ou ~ = L~ ,O satisfazem (i) - (iv) , podemos

aplicar o Teorema 2.4 tomando B = ~ (X) • Logo existe uma solução

i( t) de :l: = A( t) x + 1'( t , x) , para t ~ O ,satisfazendó' \1St( t) 11 ~

~ p[ex(t)-4 Ocomt-+oc] e POD i(o) = !o •

Mas x( t) = x( t) para t ~ T é uma ,sblução de ~ = A( t)x + f( t , x)

e, ainda, x(T) = i(T) = U(T)x(O) ou seja i(o) = U-l(T)x(f) • Logo
,

IIx(t) II~ p pa.ra t ~T[e x(t) -.. O com t •.••ooJ e

POD U-1(T) x (T) = to.

A prova do -nosso teorema está assim·compl.eta.

~ - Observamos que sempre temos tomado J = [O ,oa) por mera comodi-

dade. t claramente cSbvio ver que podar-famoa ter tomado J = [to ,00) , to

real.



CAPíTULO3

ESTUDODOS PROBLEMASPI e P2
/

Vamos neste capítulo aplicar o Teorema 2.5 ao estudo dos probl~

mas Pl e P2 mencionados na Introdução.

Todos os sistemas aqui considerados podem ser reais ou comple-

xos, com a variável independente t sempre real.

Lema 3 • 1 - 'Seja A( t) = (a~( t» matriz n x n contínua em J , ~

J=(to,oo),a~(t)=o ~ i <j,a~+l(t)=oC..~+l + À~+l (t) ~
J 1, 1 1

oC~+l = constante 4=O, /\i+l(t) -+ O'..Q.Q!!!t -+,oc ,a~(t) limitadas

para i4= j .!t al(t) =a(t) = 0(.+ À(t) ~ 0(.= constante e

/00 R( À( t» dt convergente. Então ,Eara tôda soluç'ão y( t) 4=O M.

y = A( t)y éxiste inteiro ~ ,O ~ ~ ~ n - 1, tal que

!ly(t) II
lim
t-. 00 t1 exp R(oC ) t

existe e é finito diferente de zer.o.

Prova

Seja U( t) a matriz fundamenta.l de y' = A( t ) y com U( to) = I • Mqs-

tremos que para a soluçã,o yp( t) da coluna p, 1 ~ P ~ n ,

(3 • 1) lim
t-+oo

existe e é fini to dife-

tn-p exp R( o<. ) t

rente d? zero.

O nosso lema decorrerá imediatamente de (l.l). De fato, uma sQ

lução qualquer y(t) 4=0 é da forma y(t) = cq yq(t) + ••• + cn Yn(t) ,

onde q é o menor índice satisfazendo cq 4- Ona. combinação linear única

que dá s; t) • Como
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/

/
~ I\y(t) 11~ Icqlllyq(t) 11+ ICq+l1 I!Yq+l(t) 11 +

+ ••• + Icn I 11Yn( t) 11

e (3.1) é suposto verificado, segue que

1im ---1Iy( t) U = Ie I 1im
t-+oo tn-q exp R(oe ) t q t-+oo

o nosso problema então é provar (3.1).

Tomemosp = 1 • Em verdade tôda a idéia está neste caso, os de-

mais tendo essencialmente, a mesma prova • (yl( t) )

Indiquemos Y1(t) simplesmente por y(t) = : .
yn(t)

•

Para provar (3.1) no caso p = 1 é suficiente provar que

se j = 1 , •• e , n - "1

e

11m
t --'00

existe e é finito diferente de zero.
tn-i exp R( a(. ) t

Para todo m , m= 1 , ••• , n , temos

em m() 1 m ( ) m 1 () m. Y = aI t y +. •• + ~-l t Y - + a t y

que, com a condição yl( to) = 1 ,yj (to) = O para j = 2 , ••• , n , imp1!

oa
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e para m ~ 2 •

t
dt I' m-2 m-I( )
m-2~ ~-2 tm-3

o

dtm_
3

•••

•••/ tI a2 (s) ds + L. (t) ]
to 1 m

onde l:m(t) é zero ou uma somat6ria de integrais do tipo

t ~ t 1
/' bl(tl)dtl,/ b2(t2) dt2,··/ q- bq(tq) dt

q
, com

to to to '

,.,

q ~ m- 2 ,

os bj(t) sendo elementos não diagonais da matriz A(t) •

(3 ,3) é verdade para m = 2 , Seja 2 ~ m ~ n -1 e suponhamos

(3,2) verdadeiro para 2 t ••• , m • De

~~+l = m+l 1 m+l() 2 m+l( ) m () ~+l~ al (t) y + a2 t y + .,. + ~ t Y + a t ~ ,

segue que

ym+l(t) = [exp/ta(s) dS],
to
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t• [flt m+L (t ) dt j') m-l m (t
m

_
2
) dt

~ Bm m-l m-l "t Bm-l m-2
o o

•• •

• • • / tI ai (s) ds + ~m+ 1(t) ] •
to

Logo (3.3) é verdadeira para m+ 1 e, por conseguinte, ym(t} é

verdadeiro para todo m, 2 ~ m~ n •

Mostremos que

Lm' (t)
(3 • 4) lim --.;----- = O se m' ~ m.

t ...•oo

Basta provar que

para q ~ m' - 2 •

Comoos bj(t) são limitados existe M tal que

t . tI t 1 q1/ bl(t1) dtl/ b2(t2) dt2 ••• /t
o

q- bq(tq}dtql ~ M(t- to) • I
to to

Por outro lado q ~ m! - 2 ~ m- 2 < m- 1 •

Logo (3.5) é verdadeira para q ::; mI - 2.

Passemos agora à prova de (3.2).

Se n = 1 , (3.2) é imediato. Assim, considerareme. n > 1 •

Seja m<n. ym(t) é da forma
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Comom+ 1~n , decorre de (3.4) que

I ym(t) I exp /~ R( 1\( s) )ds / I ~+l (t) I
-~----- = --..;..--=~----11m ---------. O
tn-1 exp R( cC ) t exp to R( oC) t ....••00

1im
t-+ '110

Assim, (3.2) está verificada para j = 1,2, ••• , n-1.

Consideremos agora j = n •

Sabemos que

(3 • 6) 1im
ii-'"'+ 00

[exp ~t a( e) ds] Ln( t)
o

tn-1 exp R(cÇ) t

e que

(3.7) 11m
t .•..••oo

Iexp vto
t a( e) ds___ .x. •.•.. '

exp R(oÇ)t

1= -_--=:----
exp to at-e )

Mostremos que

existe e é finito diferente de zero.

t
F(t)' pt n (t ) dto P n-2 n-1 (t )dt

'=J. an_1 n-2 n_2d t an_2 n-3 n-3···
to o
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to --~ - to n-1 n-2 to n-2 n-3 •••
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••• / t1 0(2

t 1
o,

onde <r (t) é uma soma de integrais p. do tipo

ds + <r(t) ,

com todos os bj(t) limitados e pelo menos um tendendo a zero com

t ---+ 00 • Então existem uma constante M > O e uma função continua

h(t) > O ,h(t) --+ O com t --+ o. , de modo que

Ip(t) I~M(t-to)n-2 J't h(s) ds.
to

p.( t)
Logo --- --+ O com t --+ 00 e, por conseguinte,

Portanto F(t) = _.:.1_

tn-1 (n -l)!
• • • o(~_l :f O.oe2 0(3

1 2
11m
t ....•oo

De (3.6) , (3.7) e (3.8) segue que (3.2) é verdadeiro para j = r"

e, por conseguinte,] (3.1) é verdadeiro para p = 1 •

Para completar a prova de nosso lema resta-nos provar que

(3.1):, 9 também verdadeiro para 1 < P ~ n •
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Fazendo yl = ••• = yP-l = O no sistema y = A(t) y temos

I

• • • • • • • • • • • • • • • • D • • • • • • • e e • • • •

•n n ( ) p n () p+1 n ( ) n-l () ny = ap t y + ap+ 1 t Y + ••• + an_l t y + a t y

da coluna p de U(t)
,
e

O
••
•

yPCtl)O
Yp(t)= yp( t) onde

C~Ctl

,
a soluçã.o de (3.9)e

•
••
yn(t)

Aplica.ndo 80 sistema (3.9), que é de ordem m=n- [p-l] =.

= n - p + 1 , o resultado já. provado anteriormente, segue que

Iyj(t) I Iyj(t) I
11m

m-l = lim = O
t-1POe t exp R( ec ) t t .....•oo tn-p exp R(oe) t

para j = p, ••• , n -1

e

11m
lin(t) t-

existe e
,

finito diferente de zero.e
t-ho tn-p exp R( oe: ) t

Porta.nto lim

t -+ - tn-p exp R(o( ) t

de zero, ou seja, (3.1) é também verdadeira para 1 < P

existe e é finito diferente

::s n •
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A prova de nosso lema está assim completa.

Lema 3.2 - Seja A(t) = diag (Al(t) ; •• ~, ~(t», onde os
. !

Aj(t), j=lt ~•• ,N. são matrizes nj x nj satisfa-

zendo às hipc5teses do Lema 3.1 • Denotemos por oCj + ~ j (t) , oCj cons-.

tante, o elemento que entra na diagonal de Aj (t) , j = 1 , ••• , N • Seja

R( c( 1) ~ R( 0(2) ~ ••• ~ R( o(.N) • Então para tôda solução y( t) 4= O.!!!

y = A(t)y existem inteiros i , ~ , .9.Q!!! 1 ~ i ~ N , O ~ t ~ ni - 1 , ~

modo que

lim
~oo

existe e é finito diferente de zero.

Prova

Tôda soluçã.o y( t)' 4= O
•

de y = A(t ) y é da forma

onde y j (t) , 1 ~ j ~ N , é solução

de y# = Aj (t) y j com y j( t) 4= O para pelo menos um j •

Decorre do Lema 3.1 que existe inteiro ~j' 1 ~ ~j ~ nj-l tal

110m !!Yj(t) 11 i' fi' dif dque - ex ste e e n1to erente e zero
t-+ O() t \!. j exp R(caC

j
> t

para todo y j (t) =t= O • Sejam 11 t ••• ,iq os índices para os quais

R(oCi ) = ••• ;: R( 0<.1 ) ~ o máximo valor entre todos os R( o(j> para
1 q

os quais Yj (t) * O • Seja t;: máximo ( ti' ••• , ~i ) e i um dos
1 q

:índices il ' ••• , iq (existe pelo menos um) tal que ! = ti' Então,

para êste i e êste ~ , temos que lim
~oo

existe e é

finito diferente de zero.
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A prova do lema está assim completa.

Lema 3.3 - Seja C(t) ==A(t) - + I,~ t é inteiro não nega-

tivo e A(t) matriz n x n satisfazendo às hipóteses do Lema 3.1 .2.Q!!!

R(ce) < O e to > O • Então tôda solução de y ==Ctt) y tende a zero com

t --.. 00 •

Prova

Seja U(t) a matriz fundamental de y ==C(t) y com U(to) :::I • Mos-

tremos que para a solução yp( t.) da coluna p , 1 ~ P ~ n , temos

Yp(t) --+ O com t --+ 00 • Comopara e suficientemente grande e

t $I to temos

~ c[expR(.c.) (t-to)] 4
tt

e como os elementos não diagonais de A(t) são limitados, segue, da de

monstração do Lema 3.1 , que existe um polinômio Pn-p( t) de gráu (n - p)

para o qual é satisfeito

para t ~ to •

Logo Yp(t) -.. O com,t -+ 000 •

O lema está assim provado.

Lema 3.4 - Seja C(t) satisfazendo às hipóteses do Lema 3.3,

.Q.2!!l ~ ~ n ~ R( -<) = O• Então tôda solução de y =
= C(t) y tende a zero com t .....•.00 •
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Prova

Da. demonstraçã.o do Lema 3.3 segue que I

e, por conseguinte, para ci suficientemente grande,

pois

Logo Yp( t) --. O com t ---to oc:> •

O lema está assim provado.

Lema 3 ~ - ~ A(t) satisfazendo às hipóteses do Lema 3.2 ~

q , r 'Índices. tais que

R(cC.
1
) ;;t •• / ~ R( o( 1) > R( o( ) =

q- q •• •

onde pode ocorrer q = 1 ~ q + r - 1 = N •

Sejam

S = max'imo J n 1 n 1 }l q - ,. .., q+r-1-

~ um inteiro satisfazendo O .$. ~ ~ S;

sk = m'Ínimo {~ , nk - I} ,k = q, q + 1 , ••• , q + r-I ;

p=n+ + ••• +nN+s +e •• +S+·1 llll q+r-l<Nq r q q r-

p = Sq + ••• + Sq+r_l l!2. q + r-I = N

D = L
oo

o
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Yt D = o conjunto dos valores iniciais y( to) das D- soluções de
o

y = (A{t) - -t- I) y

Eptão dimensão Yt D ~ P •
o

Nota - Na verdade pode-se provar que dimensão Yt D = p. Mas, para no§.
o

ao s prop6si tos é suficiente provar que a dimensão Yt D ~ P •
o

Prova

Do Lema 3.3 segue que tôda solução de Yj = [Aj(t) - 4t I] Yj

tende a zero com t •..••.00 , se j = nq+r ' ••• , nN •

No sistema Y j = [Aj (t) - ~ I] Yj , j = q , q + 1 , ••• , q + r - 1 ,

Yj = (;,J , fazemos yl = • • • = ynj - Sj = O •

Isto nos conduz a um sistema de dimensão Sj nas variáveis depen
n. - Sj + 1 n.

dentes Y J • • •• , Y J • tste sistema menor tem tôdas as suas

soluções tendendo a zero com t ...••.00 em vista do Lema 3.4 • Então o

sistema original tem, pelo menos, Sj soluções linearmente independen

tes tendendo a zero com t -+ OCI. Logo o sistema y =(A( t) - + I) y tem,

pelo menos, p soluções linearmente independentes tendendo a zero com

t -.. O() , ou seja, dim Yt D ~ P •
o

O lema está assim demonstrado.

O teorema seguinte estabelece relações entre os sistemas

(3 • 10) y = A( t) y

e

(3 • 11)
•
x = A(t) x + f(t,x)
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que nos conduzirão ao estudo dos problemas Pl e P2•

Teorema 3 • 1 - Seja A(t) satisfazendo às hip6teses do Lema 3.2

.! q, r índices tais que

onde pode ocorrer q = 1~ q + r - 1 = N

Sejam

9 = máximo {nq -1 ••• , • nq+r-1 - l}
~ um inteiro satisfazendo O ~ t ~ s ;

sk = mínimo {~, nk - l} ,k = q, q+l ,

.,

• q+r-l ;•••

p = n + + ••• + nN + s + ••• +q r q s se q + r-I < Nq+r-l --

q+r-l=N.

Suponhamos f( t , x) contínua para t ~ to' IIx 1\ < - e satisfa-

.endo

11 f( t , x) \I ~ h( t) IIx 11 para todo. x ~ t ~ to • onde h( t) é um,a

~ção contínua com

(3 • 12) f- h(t) tS dt < 00 •

to

Então se y(t) é uma solução de (3.1C) ~isfazendo

(3 • 13) lim lIy(t) U < C>a

tt
,

t .•.•,00 exp R(o(.q) t

existe uma família de soluções x(t) ~ (3.11) dependendo de, pelo me.-:
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~, p parâmetros essenciais se p > O ou constituída de, pelo menos,

uma solução se p = O , tal que /'

1im
t--+oo

--1Ix(t) - y(t) lL - O
tl exp R(oCq) t -

~ - Êste teorema é mais geral que o de Z. Szmydt [21, Teorema 1J •

Mais precisamente, êle coincide essencialmente com o de Szmydt

no caso A(t) conean+e ,

Nas hip6teses do teorema acima podemos, sem perda de generalid~

de, supor to > O• E isto é suposto na demon~tração que se segue.

Prova do Teorema 3 • 1

Seja y(t) uma solução de (3.10) satisfazendo (3.13) • Fomos 0 =

e fazemos a transformação z = x - y(t) ,onde x satisfaz
tt exp (3t

~ é dado por (3.12) • Umsimples cálculo mostra que

• r ~ tJ. Q. A -~.
z = LA(t) - T I - V' I] z + f( t ,t [exp \~tJ z + y( t» t exp(- (3t)

Pondo g(t , a) = f(t ,t~ [exp R> t]z + y( t) )t-t exp ( - (3t)

e

B(t) = [A(t) - f.>I]

segue que

(3.14) z= [B(t)-+I]z+g(t,z)

onde

o nosso teorema ficará provado se mostrarmos que existe uma fa-
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mília de soluções z(t) de (3.14) dependendo de pelo menos p parâme-

tros essenciais se p >0 ou constituída de pelo menos Umasolução se

p = O , tal que z( t) --+ O com t ---+ oo •

Fazendo '6'. = oCj - (3 , temos '6" j + À j( t)
,

o elementoque e
J

que entra na diagonal de Bj(t) e

R( i'l) ~ ... 3 R( '6"q_l) > R( '6' q) = ••• = R( '6'q+r-l) = O > R( 'f) ) ~q+r

~ ••• ~ R( t N) •

Como lIy( t) 11 ~ c t~ exp 0t para t 3 t > O e c ,constante su-
o o

ficientemente grande, segue que

;#lIg(t, a) 11 = IIf(t, te [exp0t] z+y(t»t-t exp (- (3t) II~

_t
[exp( - ~t)J h(t) 11 t~ [exp(1t]z + y(t) II~~ t

_t
[exp( -0t)] h( t ) [ IIt~ [exp 0 t] z li' .f- 11 y(t) 11 ]!St ~

-~ [exp(- 0 t)] h( t) ~ ~ (3 t] •~t [t [exp ~t] IIz II + c t exp

Seja P >0 • Então t ~ to' 11 z 11 ~ P implica

(3.15) IIg(t, a) 1\ s t-
P

[exp( -~t) J hí t) [ Pt~ exp Bt +

+ c t~ exp B t] ~ (P + c) h( t ) ,

onde À (t) = (P + c) h( t ) é uma função contínua satisfazendo

r. tS ~ (t) dt < 00 e, por conseguinte , tambémr À( t) dt < 00 ~

to to

Para nossos prop6sitos vamos necessitar do seguinte fato:

Se H( t) ~ O satisfaz /ooH( t) dt < 00 ,então existe ~ (t) eon-
to



Seja ~(t) contínua para t ~ to '

t -"00 tal que /00 tS ~(t) À (t) dt
to

'-P (t) decorre do que acaba.mos de provar logo acima.

~(t) ~ 1 e com

-36-

tínua para t ~ to ,~( t) 3 1 e ~ (t) ..•...••.00 com t --.. 00 tal que

dt < 00 •

-o
Isto pode ser provado como segue. Denotando ti H( t) dt = oCo< 0<0,

to

consideremos a sequência numérica crescente (an) de modo que ao = to

e / an H( t) dt = 0<"..0 • Obviamente a
n

-+ 00 com n ••..•.oo

2na
n
_
1

e

CIO

H( t) dt = J H( t) dt = oCo•
to

Definindo a-( t) para t ~ to e pondo' (J (t) = n em [an_1, Bn) ,

segue que
CX)

j' cr(t) H(t) dt =
to

n o(.
o00

L
n=l

< 00 •

t trivial agora. construir uma função continua ~ (t) satisfazen-

do ~( t) ~ 1, I.{> ( t) ......•OQ com t -. 00 e ~ (t) ~ a- ( t) • Para um tal

..p (t) temos /oOYI( t) H{ t) dt < 00 e a nossa afirmação está ver1fica-
to

da.

< oo • A existência de um tal

Pondo t..y (t) = ~(t) >-'(t) , D = L:;' (Y) e usando o Teorema

2.5 no caso 11 ,vemos que a prova de nosso teorema estará completa

se mostrarmos que :

1) para todo g{t) e L(Y) satisfazendo g( 12 -+ O com t -+ C<)

'+' (t)
o sistema

y = [B(t) _1.. IJy + g(t)
t
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tem pelo menos uma solução y( t) ••.•.. O com t -+ 00 , e

2) dimensão Yt D ~ P relativa.mente ao sistema
o

. ~
y = [B(t) - tI] Y •

Como 2) segue imediatamente ao Lema 3.5 ,resta-nos provar 1). ]'!

o que vamos fazer a seguir.

o sistema considerado em 1) pode ser escrito na forma

(3 • 16)

onde (?) , (?)Y = , g =

YN gN

(;~1)
1

I~j )
y.= , g.=

\ ;n.J J
y.J gjJJ

g; Lccaãmen+e Lebesgue integrável ,

g~ (t)

'f/(t)
e ~ O com t --+ QoO •

Observamos que ry; (t) dt < 00 implica
to

00 1 .
/. Igj ( t) I dt < 00 para to do i , j •
to .

Vamos considerar separada.mente os casos 1 ~ j ~ q - 1 , q ~ j ~ q +

+ r - 1 e q + r ~ j ~ N ,mostrando que sempre pc demna encontrar uma

solução Yj(t) de (3.16) em que Yj(t) -+ O com t -+ 00 •



Seja 1 ~ j ~ q - 1 •

Existe uma solução Yj(t) de (3.16) em que

Y~( t) = <ri(t) + ••• + <ri ( t ) , i = 1 , ••• , n
j
,

onde <t;( t) é do tipo

o-;(t) =,f.;,t {exp{t r"tj +Àj(oC.) - ~Jdl':'} b1(t1)dt1 •
I 1

• • • ~ tm_2 {exp /t tm_2 ['6'j'+ X j ( 'G) - i-J d ~} •

m-l

onde cada bj(t) coincide com algum elemento não diagonal de Aj(t) e,

por conseguinte é limi tado e R( 'ô j) :> O •

~ fácil ver que

i t tI
(jm( t) = ~ l?l ( tI) dtI ~ b 2( t 2) dt2 •••

t t
••• fJ m-2 i (t ) dt I' m-l ~-m+l (t

m
).

'/00 m-l m-l m-l "'00 g J

• [exp {t [~j + À j ( tt: ) - f ] d~ ] dt
m

m

Tomando S tal que e < S < R( 'Ô j) temos JU'a to ~ t ~u

-38-
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I exp /t [~j + À j (e ) - i- ] d e 1 =
u

Comopara to ~ t ~ u , exp./t R( À j (~ » d~ e
u

{exp [R ("tj) -S](t-u)} (-r-)l são limita.dos, segue que existe con~

tante c de maneira a ser satisfeito

Iexp {t [""(j + À j (e ) - ~ ] d ~ I s o exp h (t - u) para

t ~ t s uo

Logo existem constantes cl , c2 tais que

I It!< t) I s c
1

[exp ~ t] I.[,t dt
1
..(.t1 dt

2 •••

t (-&t1)s c1[exp s t] 1/ [exp ]
CIO (m-l)

••• /t [exp (- ~tm_l) ] dt L t IB~-m+l( t ) Idt 1 ~
00 (m _ 1) m-l 00 J m m

•••

~ c21 ~t I g~-m+l(u) 1 du I .
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Logo cr!(t) -.. O com t -... 00 e, por conseguinte, Yj(t) -+ O

com t ---b r;,Q •

Seja q +r ~ j ~ N,Existe uma solução Yj(t) de (3.16) em que

Y~(t) = c:r'i( t ) + ••• + O"' i( t) ,onde cr!( t) é do tipo

cr!(t) =j't {exp/t ['Ôj + Àj( t;) - -tJ d't'}bl(tl)dtl•
to tI

onde cada bj(t) coincide com algum elemento nã.o

por conseguinte, é limitado e R( -('j) < O• Vê-se

i t ~
C! m(t) =,/ bl(tl)dtl/ ~2(t2)dt2 •••

to to

/l tm_2 b (t ) dt I' tm_l ~-m+l
••• ift m-l m-l m-l~. gJ
. o o

diagonal de Aj(t) e,

fàcilmente que

Para to s u !S t ,

expr: [tj + À j ('C ) - t- ] se I =
u

= [exp 'Í'j(t-u)J [exp/tR( Àj('e »d~J. (-t)~ s
u
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~ e exp ( - f.>)( t - u)

onde c é constante e 0 = - R('t) > O •

Logo, para. t ~ to •

s constante [exp ( - (h)] .I' t [exp ~ tI J dtI .I' t [exp ~ t
2
J dt

2to to

'" {t [exp! tm_IJ dtm_1(t I g;-m+l( tm) [exp.fi. "trnJdt", =
o o

•• •

= constante [exp ( -(3t)] {B [exp % t - exp f t.,J }m-I •

· J"t I g~-m+1(u) I [exp ~ uJ du ~
to

~ constante [exp(- f'l.t)] [exP(l-.1..
m

) (3t] /t Ig~-m+1(u)I [exp .@.u]du~
\J t J m

o
~ t· 1 ~s constante [exp(- m t)] / I gj-m+ (u) I [exp m u] du ~

to

s constante [exp(- { t)] [.I't/2 g;-m+1 (u ) I [j,xp ~ U]du +
to
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+./t 1gl.J· .-m+l(u)1 [ exp ~ uJ duJ s
t/2

ti /
~ constante {Cexp(-?m t)] /' 2Ig;-m+1(u) Idu +.J't Ig;-m+1(u) I-l

to t/2

~ constante [exp (-!m t)] /00 Ig;-m+l( u) I du +
to

+ constante /t I g;-m+l( u) I du •
t/2

Portanto, O" !(t) -+ O com t -+Q,Q e, por conseguinte,

Sejaq~j.:s;:q+r-l.

Observamos que j'0ca'f (t) tSdt < 00 implica
to

ftoo i s
,/ I gj (t) 1 t dt < oa •

to

Como/001 g~(t) I tnj-l dt < c.o , ou seja,
to

(3.17) ,/'''tnj_! -1 [tê I g;(t) I] dt <...,
to

porque nj -1 $ s , resulta que existe uma soluçã.o Yj (t) de (3.16) •

Yj (t) -+ O com t -+ c.o ,definida como segue:

Para 1 ~ i ~ nj - Q. , Y3(t) é da forma. Y~(t) = <r i(t) +

+ ••• + Cli(t) ,onde cr!(t) é do tipo
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• p tm_l {exp J'I tm_l [(' + 1\ ('C) .1. ] doe\ gi-m+l( t ) dt
./00 J t j j - 'C I j m m

m

onde cada bj(t) coincide com algum elemento não diagonal de Aj(t) e,

por conseguinte, é limitado e R( -(j)' = O• ~ fácil ver que
, .

U' !(t) = ~t bl (tl) dtl i tl b2( t2) dt2 ••• ~ tm_2 bm_l(tm_l) dtm_l •

• ..c. tm_l g3-m+1 <t,.) { exp /t: [ -C j + Àj< C ) - -t] de} dtm

Comopara to ~ t ~ u temos

I e~t -tj + Àj< e ) --4- ] de I ~ oonstante <-t/ ,
segue que pa.ra. to ~ t

I<r!( t ) I ~ constante ±
~

•••

t
L m-2

• ••
00

t
dt I' m-l

m-l '00
gi-m+l (t ) I t~ dt
j m m m

A convergência da integral acima para 1 ~ m ~ nj - i ,o que a-

carreta a convergência da integral que define (f"'!( t) , decorre da

(3.17) , em vista de um conhecido teorema de Análise. Pa.ra um tal teo-

rema ver, por exemplo, [21, Lema'3] •

Logo cr!(t) ~O com t --+00 e, por conseguinte, Y3(t)-+

-+ O com t -. 00 ,para 1 ~ i ~ nj - ~ •

1 n - t
ComYj (t) , ••• , Yj à- ~t) definidos acima temos
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onde R( C j) = O

e

satisfazendo t~ crl( t) -+ O com t -. 00 •

n.- t + 1
Logo temos uma solução yjJ (t) dada por

nj- ~+ I { t }
Yj (t) ={t exp{t [ lj + Àj( 'C) -7 Jde [(jl(u) +

o

Portanto t ~ - 1
n.- t +1

Y j J ( t) --tP O com t ....•.00
•

>.

I - n.- ~+1 ~ .
+constante-r/lg.J (u) lu du ,

t to J

Vê-se , por indução, que para I ~ m ~ ~ temos

onde



com (jm(t) satisfazendo tt -(m~lJ crID(t) -+ C com t -+ c>o •

n.- t +m
Logo temos uma solução yjJ (t) dada. por

= /'t {exp /t ['6 . +,\ .( e ) - -4- ] d'e \[lJ'm( u) +
t u J J Jo

n -t +m
+ gj j (u)] du

Então

n.- ~ +m
lyjJ (t) I ~ constante t [/t u~ I a-m(u) I du +

to

t n.- ~+m ~
+ /' Ig. J (u) I u duJ ~

t J
o

1
I j1t ut - (m-L) I ([m(u) Idu +s constante t~ -(m -1) J to

t nj- ~+ID n 1
+ /' IgJ' (u) I ut duJ ~ 0(1) +

to t~ - m

+ constante -:-1 (l 1)
t - m-

t
! -m nj- ~+m

Assim Y j (t) -.. O com t --tio OQ e, portanto,

Dj- ~+m ~
Yj (t) --.. O com t -+ IX) para m= 1, ••• , (. •

Logo para q ~ j ~q + r - 1 , o sistema (3 .•16) tem uma solução

Yj (t) -+ O com t ....• OQ •

O nosso teorema está l,,:lis completamente provado.

-45-
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Teorema 3 • 2 - Seja A(t) satisfazendo às hipóteses do Lema 3.2.

Seja f( t , x) contínua para t ~ to' [lx Il /< QQ Jl
I

satisfazendo

11 f (t • x) 11 ~ h (t) 11x II para to do x e t ~ to

ond~ h(t) é uma função contín~a 20m

/h(t) 1P dt < =,» + 1 = máximo {nl, ••• ,nN}
to '

Então para tÔda solução y(t) ~ (3.10) corresponde uma f~íli~

x(t) de soluções de (3.11) , dependendo de pelo' menos p parâmetros

essenciais se p > O .2:!:Lconsti tuída de pelo menos uma.solução se p = O

(p será especificado na. prova) , tal que

•

x(t) = y(t) + o( lIy(t) 11) •

Nota - tste teorema já dá uma resposta positiva ao problema

Pl ' com hipóteses muito menos restritivas sÔbre A( t) do que aquelas

de S. Szmydt [21, Corolário lJ • Mais para a frente daremos uma respo,ª,

ta po:d.ti va não só ao pr-ob'l ema Pl como a P2 ' com hipóteses ainda me-

nos restritivas do que as estabelecidas no teorema em consideração.

Mas êsse resultado que dar-emos mais adiante dependerá do +e or-eme 60i-

ma.

Prova do Teorema 3.2

Dado y(t) +0, solução de (3.10) ,existem, pelo Lema 3.2, intei-

ros q,! com 1 ~ q ~ N , O s ~~ n - 1 , de modo que
q

~

t~ exp R( ~q) t
existe e é finito diferente de zero.1im

t~oo



lim Jjx(t) -y(t)ll=lim ~
t ...•oa lIy(t) \I t ...•eo t exp R( C){;q)t

tt exp R(~9)t
•

Ily(t) 11
= o
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Então, tomando p inteiro como no Teorema 3.1 , existe, por êste

mesmo teorema, uma família de soluções x(t) de (3.11), de.pendendo de
/

pelo menos p parâmetros essehciais se p >0 ou constituída de pelo m~

nos uma solução se p =O t tal que

lim Jlx( t) - y( t) lL = O•.
t ...••o:>C) tl exp R(oC. ) t

q

Portanto

ou seja,

x(t) = y(t) + o( lIy(t) 11)

A prova do teorema está a.ssim completa.

o corolário seguinte nos dá. mais informações que o Teorema 3.2,

no caso especial em que a perturbação f( t ,x) é linear. A importância

do referido corolário é o papel que êle desempenha na prova do Teor~

ma.3.3 que é a resposta que damos a.CBproblemas propostos Pl e P2 •

Corolário 3. 1 - Sejam satisfeitas as hipóteses do Teorema 3.2

com a perturbação f(t, x ) linear. Seja U(t) =

= (Yl(t) , ••• ,yn(t» a matriz fundamental de (3.10) .9.Q!!!.U(to) = iden-

tidade. Seja (xl(t), ••• ,xn(t» uma matriz de soluções de (J,ll) lll!:-

tisfazendo xi(t) = Yi(t) + o( IIYi(t) 11) ,i = 1, ••. ,n. Então os

xi (t) , i = 1 , ••• , n , são linearmente independentes.

Prova

Sem perda de generalida.de podemos supor que para todo par de ín-

dices q, r satisfazendó
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R(c(1) ~... ~ R(c( q-1) > R(b( q) = ••• = R( =c q+r-1) > R(o(q+r) >-

~ ••• ~ R(c<.N)

Indiquemos por Y~(t) a linha i da matriz Yj(t) •

e as linhas j , j ;:1 , ••• , n1 + ••• + ~ de

(Yn + + n +l(t) , ••• 'Yn + + n + n (t» s~ao idêntic,ª1 ••• u 1 ••• u u+L I

mente zero.

= Yi(t) + o( IIYi(t) 11), i=l, ••• , n ,

Seja K o conjunto dos índices j para os quais cj =t: O• Devemos

mostrar que K é um conjunto vazio. Suponhamos que não seja, isto é,

K 4: ~ • Todo k , 1 ~ ~ ~ n , é da forma k = n1 + ••• + rla-1 + jk' u = u(k) ,

1 ~ jk ~ nu ' podendo ocorrer o caso k = jk com u = 1 • Associemos a k

os nútneros (.\ = R( oCu) e jk.
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Seja IS. C K o conjunto dos índices k ~ K satisfazendo ~k =

= máximo{~i} • Seja K2 C KJ. o conjunto dos índices k e: KJ. satisf,ª-
i E. K

zendo nu(k) - jk = máximo {nu( i) - j i} •
i E KJ.

A suposição K =f:~ implica K2 =+=~ • Tomemosum k e: K2 e seja

k = nl + ••• + nU_l + jk' 1 ~ jk ~ nu • Tomando a linha nl + •• • + nu de

n -jk
(3.18) e dividindo por [exp R( o<.u)t] t u temos

+

+ L
iEK
i=f:k

+
Ci . r. ( )] tnU - 3kLexp R o(.u t

+ , L
i€K

= •

Da prova do Lema 3.1 segue que as parcelas da primeira somat6ria

acima tendem a zero com t -+ 00 • Ainda da prova. do Lema 3.1 , oonsid,2,

rando que 11m
t-t-

n _ j <: 00 para todo i ~ K ,

[exp R( oCu) t] t u k

segue que as parcelas da segunda sometôr-í a acima tendem a zero com

t -+ 00 ; Portanto lim
t-+oo

= O •n - j
[ exp R( oC. u) tJ t u k



I
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Comoda prova do Lema 3.1 segue também que

11m
t ..•oo

/

n - jk
[exp R( o(u) t] t u

existe e é finito diferente de zero,

resul ta ck = O t o que nos leva. a uma.contradição.

Logo K = ri e a prova de nosso coro1ário está completa.

Coro1ário 3. 2 - Sejam satisfei ta.s as hipóteses do Teorema 3.2

oom a perturba.ção f( t ,x) 1.!!!§ar, Entao a tôda

!tQ1ução x(t) =1= O .!!2. (3.11) corresponde uma solução y(t) ss (3.10) ~

x(t) = y(t) .•. o( lIy(t)'II)

Prova

Seja (Y1(t) , •••• Yn(t» a matriz U( t ) considerada no Coro1ário

3.1 • Seja (xl (t) , ••• , xn(t» uma matriz fundamental de (3.11) dete!:,

minada de a.côrdo com o Coro1ário 3.1 , isto é ,

Seja x í t ) uma soluçã.o de (3.11) • Entã.o

x ( t) = c1 xl (t) .•.••.•.•.cn xn ( t) = 01 Y1 ( t) -+- ••• -+- 00 Yn( t) .•.

Seja K o conjunto dos índices j para os quais Cj:f O •

CO"ClO x( t ) =l= O temos K 4= ri •

Pondo y(t) -= li Y1(t) segue que
1 €. K
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, ,
Seja K2C K definido como no corolario anterior e tomemos um

elemento k e: K2 _ Em vista do Lema 3il é fácil ver que

11mt-.oo
para i E K e êste limite é d1f~n ...1;

[exp R( oC.u) t ] t u

rente de zero para i = k • Decorre fàcilmente dêste fato que

o < 11m U y ( t) li < 00

n - jk
t -.. 00 [exp R( "'"u)t] t u

e, por conseguinte,

11m
t ...•.e-e

~

lIy (t) II
_ Logo 11m

t-. 00

-.lIx( t) - y( t) IL = O
•

Ily( t) II

A prova do Corolário está assim completa.

O teorema seguinte é a planejada resposta aos problemas FI e F2-

Teorema 3.3 - Sejam A(t) ~ f(t, x) matrizes nxn ~ nx1~-

pect1vamente-l-satisfazendo às hipóteses do T§orema 3•. 2

Seja C(t ) matriz n x n contínua. satisfazendo

I

Então a tôda solução y( t) =t=O de

(3 • 19)

(3 • 20)

•
y = (A( t) + C(t)) y corresponde uma. solução x( t) M

•x = (A( t) + c( t))x + f( t ,x) satisfazendo

(3 • 21) x ( t) = y ( t) + o( IIy ( t ) 11) •

Reciprocamente, se x í t ) é uma solução de (3.20) ~x(t) =t=0para

todo t suficientemente grande, existe uma soluçã,o y{ t) de (3.19) .§jà-

1;iri'azendo (3.21) •
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Prova

Seja y(t) =1=O uma solução de (3.19) • Em vista das hip6teses s,2

bre A(t) e C(t) segue, do Corolá.rio 3.2 , que existe uma solução

z(t) do sistema

(3 • 22) ~ = A( t) z

satisfazendo

(3. 23) y(t) = z(t) + o( Ilz{t) 11)

Pondo g (t , x) = C( t )x + f (t , x) t

I. .

k(t) = IIC(t) \I + h(t)

segue que

\I g (t , x) II ~ k ( t) 11x II , comj'oo k ( t) 1f dt < 00 •

to

Resul ta então, do Teorema 3.2 , que existe uma solução x( t) de

(3.21) satisfazendo

(3.24) x(t) = z(t) + o( IIz(t) 11)

Combinando (3.23) com (3.24) segue

(3.25) x(t)=y(t) + o( I!z(t) 11)

II .•,. (t) fi
Como (3.23) implica lim ~ IZ 1, (3.25) acarreta

t ...•.-o II z (t) 11

x(t) = y(t) + o( Ily(t) 11) •

Est~ assim provada a primeira parte de nosso teorema.

Seja ~(t) uma solução de (3.20) com ~(t)=I=o para t suficien-

temente grande. Assim, sem perda de generalidade, podemos supor to:> O

satisfazendo ~ (t) =t=O para todo t ~ to •
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Consideremos o sistema linear

[ '-P ~ ( t) • x]
(3.26) i: = I),(t) + C(t)] x + f(t ,~(t»

~(t) • '-P(t)

onde ~ ~ é a matriz 1 x n transposta conjugada de ~ •

Pondo

D( t) = I 1
- '-P~( t) • I..\l ( t)

resul ta que

[ ~~(t) • x]

~~(t) • ~(t)
f(t ,~(t» = D(t) • x

A hip6tese sôbre f( t ,x) acarreta

o sistema (3.26) pode então ser reescrito na. forma

(3.26') i: = [A(t) + C(t) + D(t)] x

00

onde J'. IIC(t) + D(t) 11 tJl dt < O<Q e
to

x = y> ( t) é uma sua solução. Ent;,o, decorre do Coro1ário 3.2

que existe uma solução z(t) de (3.22) satisfazendo

(3 • 27) t.f ( t ) = z ( t) + o ( 11 z ( t) 11)

Do Teorema 3.2 decorre a existência de uma solução y(t) de

(3.19) satisfazendo
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(3.28) y(t) = z(t) + o( Ilz(t) 11)

Combinando (3.27) com (3.28) segue
I

(3 • 29) Yl ( t) = y (t) + o( 11z(t) 11)

Usando o mesmo argumento feito em seguida à f6rmula (3.25)

temos

4>(t) = y(t) + o( Ily(t) 11)

A p~ova do teorema está assim completa.

Dada uma matriz constante A t n x n , com números característicos

distintos "1' ... , À m ' m ~ n , é

singular P tal que

sabido que existe uma matriz -nao

-1 ( )P A P = J = diag J1, ••• , JN

onde Js
,
matriz (J )~ oCs' i ::1 , ••• , ns ' ~ = 'Are ns xns com =s ~ s

para algum r ,1~ r ~ m e (J )~+l = 1 , j = 1 t ••• , ns-1 , com os d~s J

mais elementos iguais a zero se ns > 1_.

Essa é a chamada forma canônica de Jordan.

Pomos

(3 • 30)

Depois das observações acima podemos estabelecer o seguinte in

teressante corolário do teorema anterior.

Corolário 3. 3 - Seja A ~iz constante n x n • Sejam C(t) ~

f(t , x) matrizes n x n e n x 1 respectivamente,

satisfazendo às hip6toses do Teorems. 3.3 .QQ!!! )J. definido ;por (3.30)e
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Então valem as conclusões do Teo~ 3.3 .2.Q.!!l A(t) = A•

Prova

~ fácil ver que, sem perda de generalidade, podemos supor A na

:forme. canônica de Jordan e R( ac:.l) ~ •• ~ ~ R(..c.N) •

O nosso corol~rio é então uma consequ~ncia imediata do Teorema

000.0 •••
• o • o • • • • • • • • • • • o •
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