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INTRODUCAO

Os problemas que nos propomos a estudar 20 0s seguintes :

Dados os sistemas

(1) y'=a(t)y

(2) x'=4A(t)x+ f(t,x), (notagao vetorial)
perguntamos :

P, - Para tBda solugao y(t) #0 de (1), existe pelo menos uma
solugao x(t) de (2) satisfazendo x(t) 5 y(t) +o( lly(t) |l) , isto é ,

Alx(®) = y(4) Ul
ly(t) Il

O com t =—w»oo?

P, - Para tdda solugao x(t) de (2), com x(t) #0 para todo t
suficientemente grande, existé pelo menos uma solugao y(t) de (1) sa-
tisfazendo x(t) =y(t) + ol lly(t) |I) °

O problema P, foi estudedo, entre outros, por Z.Szmydt [21]!
que generalizou resultados de S,Faedo [9] e R.Levi [16] , sendo que
8stes Ultimos consideraram o problema Pl no caso em que.a perturbagao
£(t,x) € linear . O trabalho de Z.Szmydt se bascia no método topoldgi
co de T.Wazewski [24] . Neste trabalho vamos atacar os problemes P; e
P2 usando um teorema bastante geral de F,Hartman e N.Onuchic [12, Tep
rema 1.1] , (Teorema 2.3) , que foi inspirado em um resultado estabele-

cido por C.Corduneenu |6, Teorema II] , Em verdade, a prova do teorema

de C.Corduneanu estd errada e, possivelmente, n2o seja mesmo verdadei

%
As indicagoes entre colchetes referem~se & bibliografia no fim d8g

te trabalho; as demais remetem o leitor ao ponto conveniente do mesmo,



-jj=

ro., Hé ainda o inconveniente de o referido teorema, mesmo suposto yé
lido, nao se prestar as aplicagaes de problemas assintdéticos. Por ou
tro lado, o ponto interessante do Teorema 2,3} é exatamente prestar -
se, de maneira natural, ao estudo de problemas assintdticos.

O ataque aos problemas P; e P, é o objetivo do Capitulo 3 dég
te trabalho. Consideramos a perturbagao f(t, x) de (2) "pequena" no
mesmo sentido de Z.Szmydt, mas nao requeremos que A(t) seja constan-
te e nem mesmo redutivel [5, Capfitulo VIII, § 4] o que seria, para
8ste propdsito, essencialmente o ceso A(t) constante. O desenvolvi-
mento do Capitulo 3 culmina no Teorema 3,3 que responde aos proble-
mas em consideragao. Observamos que o Coroldrio 3.3, caso bem parti-
cular do Teorema 3.3, é muito mais geral que o resuitado de Z.Szmydt
ngo sé porque aborda o problema P, que nao é tratado por Z,Szmydt ,
como também por encerrar uma resposta ao problema P, , com hipéteses
menos restritivas que a do [21, Coroldrio 17.

Problemas prdximos a P, e P, sao tratados entre outros em
(3], (a0l , 2], (03], Cadl, [201, [22] , [23]1, [26], [27] . Ver pera
outras referéncias [4] .

O Capitulo 2 gira em tdrno do Teorema 2.3 . Uma importante con-
sequéncia d8ste resultado é o Teorema 2.5 que pode ser entendido como
o} Teofema 2.3 em uma situag®o especifica. O Teorema 2.5 é a princi -
pal ferramenta para a solugao dos problemas P; e P, no Capitulo 3.
O Teorema 2.3, que é a parte central do Capitulo 2, depende fortemen
te de resultados de J.Massera e J.Schiffer [17], [18] e do tezorema
do ponto fixo de Tychonoff.

Dada a grande importéncia da teoria de J.Massera e J,Schiffer



para o desenvolvimento do Capitulo 2, e por conseguinte, do Capi
3, e devido ao fato da referida teoria nao sar ainda bem conheci&&]}i
epresentamos, no Capftulo l, a parte da mencionada teoria necessﬂwﬁf
a0 desenvolvimento de nosso trabalho nos capitulos seguintes.

Deixamos aqui os nossos agradecimentos ao Frofessor Juan J.

Schiiffer, do Instituto de latemdtica y Estadistica, Uruguasi, que #f
0 manuserito original fazendo intsressantes criticas e comentdrios.

A realizagao déste trabalho dependeu parcialmente de auxili%t
da Fundagao de Amparo & Pesquisa do Zstado de Sao Paulo. &

Nelson Onuchic

Rio Clard, margo de 1965
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CAPITUILO 1

RESULTADOS BASICOS SOBRE EQ?AQﬁES DIFERENCIAIS LINEARES

E ANALISE FUNCIONAL

O conteudo déste capitulo é parte da teoria desenvolvida por
J.Massera e J.Sch¥ffer [17, 18] . O material aqui apresentado é desen-
volvido numa forma conveniente &as aplicagoes feitas nos capitulos se-
guintes.

Sejam dados os sistemas lineares homogéneo ¢ nac homogéneo :

(1.1) y' = A(t)y + g(t)
a2 7 =A%)y

onde t pertence a J=[0,) ,y e g perteziem a Pt 2% s "
sao0 espagos de Banach sbbre o corpe dos reais R e dos complexos C

respectivamente. Denotaremos R® ou C" por Y, Ao considerarmos Y um

x1
espago de Banach vamos tomar paras todo X = (; ) a norme ||x || dada
i+
x
! i % n ~ -
por sup (x| ou |x| + ... + |x'| . A razao porque tomamos para
i€l En

| x || uma das duas formas acima & apenas uma questao de convenidncia.
Com pequenas e dbvias adaptag3es en alguns pontos pode-se ver que tu-
do funciona bem tomando-se para |/x || qualquer uma das normas compe-
tiveis com a topologia de Y,

Se A é matriz nxn, definimos norma de A como sendo o extremo
superior dos ||Ax || para todo x € Y com |Ix || = 1; usamos a notagao
lAll . B fédcil ver que ||A ]l é o menor nimero C com a propriedade

|l Ax|l € Cllx |l . Una consequdneia imecdiata § que [|aBll < a1l . IIBI.
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Naturalmente ||A || depende da norma escolhida em Y, Serda suposto que
A(t) e g(t) sao localmente Lebesgue integréveis, isto &, A(t) e g(t)
sao Lebesgue integrdveis sBbre todo intervalo finito e fechado de J.

Se y(t) & uma solugso de (1.1) no intervalo [0, a] , entao se-

gue da teoria geral dos sistemas lineares que

(1.3 gl s {uy(r) I +O/a lg(s) ||as}-exp{anns) I as

para t, r pertencentes a [0, a] .
Integrando-se, em relagao a r , ambos os membres de (1.3) sdbre

[0,2a] segue

(1.4) lly(s) Il < {a'l/o‘a 13(e) llas + /*llae) uas} :

i exp/o'a [la(g) |lds para 0 < t <a.

Seja I = L(Y) o conjunto das fungoes definidas em J com valores
em Y e localmente Lebesgue integréveis. Para todo intervalo finito fe

chado J'C J definimos em L a semi-norma p;,(f) =/ |l£(t) {lat. ©
J.I

espago L com a topologia definida pela familia de semi-normas {pJ.(f%
é um espago vetorial separado e localmente convexo. Fica entendido
que em L identificamos duas fungoes que coincidem em quase t6da par -
te, isto é, que coincidem exceto num conjunto de medida zero, B fécil
ver que podemos nos restringir & fam{lia de semi-normas {EJ'(f)} com
os J' da forma [0, n] ,n inteiro e positivo, ou com os J' da forma
[0,a] ,a >0, para obtermos a mesma topologia sdbre L.
Apresentaremos a seguir alguns espagos de Banach de especial in

terésse. Nestes espagos fica jé estabelecido que identificamos duas




fungoes que coincidem em quase tdda parte.
IP = IP(¥Y) ,1 <P < oo » € 0 espago das fungoes f mensurdveis

em J com valores em Y, as |If ||? Lebesgue integrdveis em J e com nor

ma lel,= [/ 7ll2(0) 1P 2t 1/2

I~ = L7 (Y) é o espago das fungoes f mensurdveis e essencial-
mente limitadas em J com valores em Y. f essencialmente limitada
significa que existe ume fungao limitada g que coincide com f em

gquase tdda perte. A norma, neste espago, é dada por

2l = tnf | euwp _lz(0) 1l |
EeN t € J-E
onde N = {E CJ | medida E = zero} .
Iy = Ii; (¥) é o subespago de L™° formado das fungbes gque ten

dem essencialmente para zero com t —» e , f tender essencialmente pa
ra zero significa que existe g tendendo a zero e que coincide com f
em quase tdda parte.

Se B € um espago de Banach de fungoes f mensurdveis em J com
valores em Y denotaremos por IfIB a sua norma.

Dizemos que um espago de Banach D & mais forte que L(Y) se fo

rem satisfeitas as condigBes seguintes :

(1.5) D estd algebricamente contido em L(Y).

(L.6) A topologia de espago de Banach de D é mais fina que a
topologia induzida por L(Y).

A condigao (1.6) é equivalente a dizer que para todo a >0 exig

te um nimero %, = «<(a,D) tal que




e
asn ,/'0&l lly(+) llat < <pfyly, onde lyly & a norma de y € D,

Assim, convergéncia em D implica convergéncia em L(Y).
Obgervagao l: Os espagos P (Y) s 1 <P < =0, e por conseguinte

Ia? (Y) , sao meis fortes que L(Y) . [17, Lema 3.2] .
Se D é um espago de Banach mais forte que L(Y) dizemos que
y = y(t) é uma D- solucao de (1.1) ou (1.2) se y € D. Seja Yy=Yyp
o conjunto dos valores iniciais y(0) € Y das D- solugoes y=y(t) de

(1.2) . Seja Y1=Y1D um subespago de Y complementar a Yy, isto " PG

é a soma direta de YO e Yl « Assim, todo elemento y € Y pode ser es-
crito de ume unice maneira na forma y =y, + y; com y, € Y5,¥; € Y.
Seja By = Byp @ projecao de Y sObre Y,p anulando Yy, e Py = Py =
=I-PFyp = projegao de Y sBbre Y, anulando Y, . Assim, se

Y=Y+ ¥y comyoe‘.(o,yleYl,entEoP0y=yo e Byy =y »

Teorema 1,1 - Sejam A(t) metriz px p localmente Lebesgue inte-

grével em J ¢ D espago de Banach mais forte gue

L(Y) . Entao existem constantes C, e C, tais que se y(t) ¢ uma D- so-

lucao de (1.2)_segue que

(1.8) lylpsc liy(0) Il e lly(0) Il s Cqlyly &

Erova

A aplicagao Y:D — Yop que leva ume D- solugao y(t) de
(1.2) em y(0) € Y, € linear, sdbre e biunfvoca. Como estamos em di
mensao finita ¢ & bicontinua. Déste fato segue a exist®ncia de cons-

tantes C;, e C; de wodo que || ¥(y(t)) Il s C lyly e |9~y (0)) 1y s

S C, lly(0) Il , ou seja, lly(0) Il < Cqlyly e Iyly s Cylly(0) Il




A prova do teorema esta assim completa.

Sejam B, D espagos de Banach mais fortes que L(Y).

Seja Dp © conjunto des funcgoes y(t) absolutamente continuas nos
intervalos finitos fechados, de J , com y(t) ¢ D e g(t) = y'(¢t) -
- A(t) y (¢t) € B. Definimos um operador T = Tpyy de Dy em B pondo Ty =
e g,

Teorema 1 .2 - Sejam A(t) matriz pxp localmente Lebesgue inte-

grivel em J e B, D espagos de Banach mais fortes

gue L(Y) . Entao T = Ty £ um operador fechedo, isto €, o grafico de
P,6(T). = {(y(t) » 8(t))ly(t) € Dy, g = Ty} , § um conjunto fechado

do espaco de Banach D x B.

Prova

Devemos mostrar que se (y,(t)) é uma sequéncia de elementos de
Dp de modo gque existam y(t) = lim y (t) em D e g(t) = lim g, (t) em
B com g, = Tyn,entao y €Dy e g =Ty, ou seja, (yn,gn) € G(T) im -
plica (y,g) € G(T). :

Como y} - ¥'p = A(t) (y,-vyy) + (g,(t) -g,(t)), ou seja, (1.1)
é satisfeita, segue de (1.4) que ||Yn(t) —Ym(t) Il <

< {8/ lyg(s) - yple) lias + L2 lgg(e) - gys) | as} .

y exp/o'a HA(s) llas, 0 s t <a.

Como B, D sao mais fortes que L(Y) resulta que

4

a
§ lyp(e) =yy(e) llas < <ply, -yyly

./o'a"gn(a) - gm(s) ldas < <B | &, - gm‘B .




Por conseguinte, em [0, a] temos

17(8) = 3p(t) 1< {a™ <plyy= vyl +

+ <gle, - ylp) +ex/ llala) llas .

Esta desigualdade implica que yn(t) converge uniformemente para
y(t) em [0,4a] .
Bste fato acarreta que /’t A(s) yn(s) ds converge uniformemente
a
para'/'atA(s) y(.s) ds em [0, 2] .
Desde que convergéncia em B implica convergéncia em L(Y), porque
B é mais forte que L(Y) , resulta que g (t) converge para g(t) também

em L(Y) e portanto, para todo t > 0O ,/’at gn(s) ds converge para
SYa(s) as.
a

Dizer que g, = Ty, , ¢ equivelente a dizer que y', =A(t)y, +

+ gn(t) e que & equivalente a equagao integral.,
Yolt) = y,(a) + /'t A(s) y,(s)ds +ftgnfs)ds :
a a

Passando ambos 0s membros da equagao integral acima ao limite

com n —%»ec , segue, em vista dos fatos logo acima mencionados, que

y(t) = y(a) + /¥ A(s) y(s) as + /F g(s) ds
a a

ou seja

y c-'.:DT e g= Ty
; o que significa (y,g) € G(T) .

A prova do teorema estd completa.

| Observegao 2 : Seja Dy = {y(t) € Dp | y(0) € YlD} i
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A prova acima mostra que o Teorema 1.2 continus valido se substi

tuirmos Dy por D; e tomarmos a restrigao T de T a Dy -«

O par de espagos de Banach (B, D) , ambos meis fortes que L(Y) ,

_'-'rr- é dito admissivel em relagao ao sistema (1.1) ou A(t) se, para todo

g(t) € B existir uma D- solugao de (1.1) . ®m outras palavras, a ima -
': gem de Dy por T = Tz é B.

O lema seguinte, de fundamental importé&ncia para a prova do Teo
rema 1.3 abaixo, é um ceso particular de um teorema mais geral cujos
enunciado e prova podem ser encontrados, por exemplo, em [15 , Teorema

2.12.1, pg 46] ou [25, Teorema 6, pg 163] . O referido lema é apresen

tado em uma forma conveniente visando a prova do teorema que 0 segue.

Lema . Sejam B; e B, dois espacos de Banach e B CB, um subes-

pago_vetorial (nao necessarismente completo) . Seja T uma

transformagao linear de B sbbre B, , ou seja, T(B) =B, . Suponhamos T fe-

chado, isto € , 0o gréafico de T= {(x LB eil x ¢ B} é um conjuntp fe -

chado do espago de Banach leBz « Entao existe uma constante C tal que ’

para todo y € 32 y eXiste pelo menos um x € B satisfazendo Tx=y e

lIx I, < CllTx |l, . Em_particular guando T § biunfvoce, entao lIx ll;

)
i-‘t
A
b

€ ¢ IIT::II2 para todo x € B.

e nam it~

Teorema 1,3 - Sejam A(t) matriz px p localmente Lebesgue inte-

grével em J , 0 par (B, D) admissivel em relasgao ao

sistema (1.1) ¢ y, € Y,p.Entao, se g(t) € B, o sistema (1.1) tem

uma. ﬁnica_.D- sqlug‘éo y(t) tal gue Byp y(0) =y, .Mais ainde, existem

constantes C, e K, independentes de g(t) e y, , tais que

(1.9) lylp=c,lly,ll +Klglg -

Prova - Observemos primeiramente que se, para um dado Yo € Yop
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e g(t) € B, tivermos uma D- solugao y(t) com Bopy(0) =y, esta solu-
gao serd dnica. De fato, se z(t) fOsse uma outra solugao com a mesma
propriedade, y(t) - z(t) seria uma D- solugao de (1.2) com
y(0) - z(0) = 0 e por comseguinte y(t) = z(t) .

Consideremos primeiro o0 caso - 0 ; assim, procuremos uma

D~ solugao y(t) de (1.1) tal que y(0) € Y, ps ou seja, Bypy(0) = 0.

Dado g(t) € B, existe por hipdtese uma D- solugao y(t) de (1.1).
Seja y(0) = Yo+ ¥; onde y, €Yoy e y, € Y50 Seja yo(t) a solu =
gao de (1.2) tal que yo(o) =y, i portanto yo(t) € D.Entao yl(t) =

y($) - yo(t) € De é a solugao de (1.1) com y1(0) = y(0) - yo(O) =

1l

Yo * ¥1=¥o =¥, € Yyp. Estd assim provado que para todo
g = g(t) € B existe uma e Unica D-solugao y=y(t) de (1.1) satisfa~
zendo y(0) € Y,p. Isto acarreta, em viste de Observégao 2 que segue O
Teoreme 1.2, que a aplicagao T de Dy em B dada por Ty = g ¢ uma
aplicagao linear, biunivoca de T)T sbbre B e cujo gréfico é fechado,
Segue do lema que existe uma constanfe K satisfazendo IyID < KlglB 4
O teorema esta assim verificado para o caso P O

Consideremos agora y # 0 e seja g(t) € B dado. Seja y;(t) =
D - solugao de (1.1) satisfazendo y;(0) &Y,y . Seja z(t) a D= solugao
de (1.2) satisfazendo z(0) = y, . Entao y(t) = z(t) + y;(t) & a D-so-
lucao de (1.1) com Byp ¥(0) = yo; Temos que |ylp < lzlp+ lyyly

Do Teorema 1.1 segue que existe constante C

lzlp s ¢y Nz(0) Il = ¢, liy, |

0 tal que

e da conclusao j& feita para o caso Yo = 0, existe K, ndo dependendo

de g(t) € B, tal que ‘yllb < Klglg .




I"ogo ? IyID SGO “Yo “ - KIgIB .

A prova do teorema estd assim completa.

De especial interésse para nds, como se pode ver, por exemplo,
no Teorema 3.5, é a condigao de admissibilidade para o per (B, D),
onde B=I* ¢ D=1 ou L. J.Massera e J.Sch¥ffer [17 e 18] de
ram condigOes necessdrias e suficientes, em térmos das solugoes do
sistema (1.2) , para que o par (B, D) seja admissivel. Assim, temos
que

0 par (I.l , L) & admiss{vel em relagao a (1.1) se, e soOmente
se, 0 par (Ll i I;:) é admissivel.

Uma condigao necessdria e suficiente para que (l.l) seja (Ll o
admissivel & que existé constante C tal que

Il (4P, Uis) |l se para todo 0 < g <t

I U(t)Pl U1(s) Il £ ¢ para todo 0 <t <s,

onde U(t) é a matriz fundamental de (1.2) satisfazendo U(8) =I = ma-
triz identidade.



CAPITULO 2

RELACOES ASSINTOTICAS ENTRE UM SISTEMA LINEAR
E UM SEU PERTURBADO

Como ja observamos 8ste capitulo gira em t®rno do Teorema 2.3 .
Como prepsragao para chegar ao mesmo, faremos uma revisao com comentg
rios dos teoremas de Ascoli e o do ponto fixo de Tychonoff.

Se E e F sao espagos topoldgicos , F completamente regular, in
dicamos por C(E, F) o conjunto das aplicacgoes continuas de E em F e
por Cc(E s F) o espago topolégico obtido munindo C(E, F) da topologia

da convergéncia uniforme nas partes compactas de E.

Teorema 2 . 1. (Ascoli) - Sejam E _localmente compacto, F comple-

temente reguler ¢ H CC (E,F) . Entao H

¢ relativamente compacto em C,(E,F) se e somente se H ¢ eguicontinuo

em E e H(x) = {f(x) If € H} € _relativamente compacto em F .

3 Para uma prova déste teorema ver (1, pg 43].

Teorema 2 ., 2 (Tychonoff) . Seje E um espago vetorial topoldgi-

co localmente convexo e completo. Sejam A C E um

conjunto fechado e convexo , T uma aplicagao continua de A em A, e 2 img_-

gem T(A) de A por T um conjunto relativemente compacto de E. Entao T

tem um ponto fixo, isto &, existe x € A tal que Tx= x,

O teorema acima & uma variante do lema seguinte que é usualmente
mencionado na literatura como o teorema de ponto fixo de Tychonoff,

Essencialmente estdo dizendo a mesma coisa. Apenas, a formulagao dada

no Teorema 2.2 ¢é muito mais conveniente para as aplicag'aes em uma gran

i o s

e —



-1l=

de variedade de problemas de Analise, Em particular, € a maneira natu
ral como deve ser visto o teorema de ponto fixo de Tychonoff nas apli

cagaes feitas neste trabalho,

Lemg 2.1 -Seja E um espago vetorial topoldgico localmente cons

vexo., Sejam A CE um conjunto_compacto e convexo, T uma
aplicagao contfnua de A em A, Entao T tem um ponto fixo.

Para uma prova d8ste lema ver [7] ou [8] .

Prova do Teorema 2.2 a2 partir do Lema 2.1

Seja B = T(A) que, por hipdtese, & compacto. Como A é fechado
e T(A) C A segue que BC A, Como A € convexo e fechado segue que
K = envoltdria convexa fechada de B, es:bé contido em A, isto é , K C A,
Como E € completo, segue que a envoltdria convexa fechada de todo con
junto compacto é um conjunto compacto [2, pg 81] . Portanto K é com =
pacto, convexo e T(K) C MA)C B C K, Do Lema 2.1 segue que & restri-
¢ao da aplicagao contfnua T a K tem um ponto fixo.

A prova do Teorema 2,2 estd assim completa.

Coroldrio - Sgjem H CC. (J,Y), ondg J= [0 ) , um_conjunto fe-

chedo e convexo , T uma aplicagao contfnua de H em H,

e a imagem T(H) de H por T um conjunto relativemente compacto de

Co(d,Y) . Entao T tem um ponto fixo.

Prova - C (J,Y) € localmente convexo e completo [1] .0 corold-
rio & entazo ume consequéncia do Teorema de Tychonoff.

Sejem B e D espagos de Banach mais fortes que L(Y).

Para P > Q pomos

VPD = {x= x(t) |x € D, Ixly = P}-
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Sp a aderéncia de S em C, (J,Y).
Os resultados seguintes se referem so sistema nao necessariamen

te linear

(2.1) x=A(%) x+ £(t,x)

Teorema 2 .3 - Sejam dados o sistema (2.1) e dois espagos de

Banach B e D, meig fortes gue L(Y) , satisfazen-

do as seguintes hipdteses :

(a2) - A(t) & localmente Lebesgue integrivel em J ;

(b) - (B, D) é admissivel relativamente a A(t) ;

(e) - y(t) — £(t,y(t)) é uma aplicagao continue de S; , como

subespaco topolégico de C,(J ,Y), em B.

(a) - Existe uma constante r >0 tal que [f(+t, y(t))lB £'Tr
pera y(t) € 5 ;

(e) - Existe uma fungao real A(t) , ndo negativa e localmente

Lebesgue integrdvel em J , tel aque lIf(t, y(t)) Il £ A(t) pera y(t) €.
Se ja £0 € YOI) 8

Entao_existem constentes positives C, e K, dependendo spenas

de A(t) ,D e X, emnsodef g §,,tais gue se

(2 D) COH§OII + Kr <P

segue_gue (.1) tem pelo menos_uma solugao x(t) € S satisfazendo

bR 3) Pop x(0) = £, .
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Prova

Se y(t) € "S"]J segue da hipdtese (c¢) que f(t, y(t)) € B, Logo,
pelo Teorema 1.3, 0 sistema

; x'=4(t) x+ g(t) , com g(t) =£(t, y(t)) ’

tem uma dnica D- solugao x(t) satisfazendo (2.3)

e

| (2.4) Ixlpsc il g ll+xlgly.

Definimos a aplicagao T, de EID em D pondo T [y(t)] = x(t).

Da hipétese (d) combinada com (242) e (2.4) segue que x(t) € Spe

Portanto T, & uma aplicagdo de Sp em Sp -

| Seden 75(t) € Bp 4 £5(%) = 20+, 3,(0) , xy(0) = 1, F,(00] ,
i=1,2,

'I Entao xl(t) - xz(t) ¢ uma D - solugao de x = A(t) x+ g(t) , com
& =8 -8, e Pyp(x,(0) -x,(0)) = 0. Portanto

(2 +’5) le-leD < Klg:,_ - gEIB

Da hipdtese (c) e de (2.5) segue que T, ¢é uma aplicacao contf-
. nua de '§D » COmo subespago topoldgico de Cold, Y), em Sp s como subespa

¢o topoldégico de D.

i Vamos mostrar agora que T, ¢ ainda uma aplicagio contfnua de
] Sp em Sp » considerando Sp como subespago topoldgico de C.(J,¥).

A férmula (1.4), aplicada a uma D~ solugao x = x(t) de

x = A(t) x+ g(t) , g(t) < B,
3 nos dd, num intervalo [0, T] i

(2.6) lIx(t) || < {rl a('Tux(s-,) Il as +,/0Tng(s> uas}.eprﬂlms) Il ds.




olis
Como B e D sao mais fortes que L(Y) existem constantes
«<(D,T) e <(B,T) tais que

(2.7 /OT lix(s) llas s <(D, B Ixly

(2.8) /O'T llg(s) llas s <(B, D lglg -

Portanto (2.6) , (2.7) e (2.8) implicam, nos casos x(t) = xl(t) -
- x,(t) e g(t) = g (1) - g,(t),

(2:9) Ny (9)-x,(0 I s {10 «(D, D) Ixg-xylp +

+ %(B, 1) lg;-gyly) - exp./" la(a) las .

(2.5) e (2.9) acarretam

(2.10) lixy(t) =x,(¢) Il = {T"l <(D,T)K +

R /A ORI

Da hipétese (c) e de (2.10) segue que T, ¢ ume aplicagao conti
nua de -S-D » COmo subespago topoldgico de CO(J s ¥)ig om SD' como sub -
espago topoldgico de C,(J,Y),

Mostremos agora que Tofgn) é relativamente compacto em C,(J ,Y)?
Se x(t) € T (5p) C Sp s resulta de (2.6) , (2.7) 5 (2.8), do fato de
x(t) € Sy dmplicer |xlp S P e do fato da hipétese (d) implicer
lglg s r,que em [0, T]

(2.11) llx(t) s {17 <(D,Dp +

+ (B, T) r}.exp _/'OTIIA(S) llas = e(7T) .

Logo o conjunto T,(S;) é uniformemente limitado em [0, T} qual-
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uer que seja T >0.

Da hiptese (e) e de (2.11) segue que se x(t) € T,(Sp) entao

(2.12) llx(+) -x(s) || < o(T) [aft ICNES EWAPNCS
zm-a 0.8 <t <T.
A férmula (2.12) implica a equicontinuidade de To('én) em J,
Portanto, do fato de ser TO('§D) uniformemente limitado em todo
;_::intervalo [0, T] e da equicontinuidade de TO(§D) em J segue, em Vis-
ta do Teorema de Ascoli, que T (Sp) é relativamente compacto em
bo(J , Y) . Entao, como -§D ¢ também convexo, o conjunto H=-5D e aa-
;:__“plidaq'éo To satisfazem as hipdteses do Coroldrio do Teorema 2.2.
Logo, a aplicagao T, =§D —+ S, tem un ponto fixo x(t) e x(t) € Spe
A prova do teorema estd assim completa.
As hipdteses do Coroldrio seguinte sao casos especiais daquelas
do Teorema 2.3. Elas sao interessantes visto serem condigoes convenien

tes do ponto de vista das aplicacgoes.

Coroldrio . Sejam dados o sistema (2.1) e trés espagcos de Banach

B,De E com B ¢ D mais fortes gue L(Y) , satisfazendo

as seguintes hipdteses :

(a') - A(t) £ localmente Lebesgue integrdvel em J ;
(b') ~-DCE ¢ (B,D) ¢ admissivel relativemente a A(t) ;

(e') - y(t)— £(t,y(t)) § uma aplicacgao continua de Sg, como
subespaco topoldgico de C,(J,Y),em B g Sy ¢& fechado em C,(J,Y);

(a') - Existe uma constante r >0 tal que |£(t,y(t))Ilg<sr
para y(t) € Sgp.

(e') - Existe uma fungao real A (t), nao negativa e localmente
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Lebesgue integrsvel em J , tal gue
I £(t,y(+)) l < X(t) rpars y(t) € Sg

Sele g, € Yyp-

Entao_as conclusoes do Teorema 2.3 sao verificadas.

Nas aplicagoes do Teorema 2.3 a condigao (b) é uma das mais di-
f{céts de se testar. Para o caso B = IF(Y) e D=1 (Y) ou L':’ & &
que sao de particular inter&sse, apresentamos no capitulo anterior
condig'b'es necessarias e suficientes estabelecidas por J.Massera 4]
J.Schiffer.

As congideragoes seguintes sao em tOrno das hipéteses (c) , (&)
e (e) do Teorema 2.3. Elas sao relativamente féceis de serem testadas
se condigoes adequadas, que veremos a seguir, forem impostas sSbre B,
Do f£(t,x).

Seja fﬁ um espago de Banach de fungoes reais em J satisfazendo:

(1) (& mais forte que L(R) ;

(11) se we 3, Y & mensurdvel e | Y(t)I< | Y(t)|, entdo
VYe@B e | ¥ l(g,ﬁlkplg y

(i1ii) b, , M€ (® ,onde hy ¢ a fungao caracteristica do conjun

to A
(iv) B é "lean" em = 18, pg 362] ,isto §,se Y€B ,en-
tao h[O , 7] V) (que pertence a (3 por causa de (ii).) satisfaz

bro | 7 Y—+P comT—+oo em (3 .

E fdoil ver que os espagos (3= LP’(R) ,1 €p < o0, e@ = L‘;"

satisfazem aos axiomas (i) - (iv) e que (3= L™ (R) nao satisfaz ao
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?jaxioma (iv) .

: Um espago de Banach (3satisfazendo a0s axiomas acima e que nos
i vai ser de inter8sse para frente & o seguinte :

‘l Seja W (t) > 0 uma fungao real mensurdvel em J com Y (t) e
i;l/‘¥ (t) localmente limitadas em J. Pomos @ = Ifa, o« o conjunto

}fdas fungoes reais Y(t) definidas em J satisfazendo ‘Q(t)/’np (+) € L;“.

(3 ¢ um espago de Banach com s norma |\ lf-' - |L1p/l_p | e os axiomas

- (i) - (iv) sao satisfeitos.

Lema 2,2 - Sejg_@ um_espago de Banach de funcoes resis em J

e mais forte que L(R) . Denotamos por (E(Y) o_con;jun-

o das funcoes mensurdveis f definides em J com valores em Y satis-

f fazendo ||f(t) |l€ (3 ;5¢ B & um espaco de Banach do tipo B = (B(Y)

Eionde, para £ €B, |f|g = |If(t)lk3 , entao B & mais forte gque L(Y) .
'i-Em particular _
| se (3= T§ o »emsBo 3= (W) ={z € V| 2w Il €T of

com a norma |f(t)lg = II£(t) llg = l A£(e) | 1 § um espago de
s S

~ Bensch meis forte gue L(Y) .
: Condigao H gbbre f.

Seja f(t, x) definida em J x{xl x|l s P } com valores em um
subespago X de Y. Seja £(t, x) uma fungao mensurdvel de t para x fixo
e uma fungao continus de x pera t fixo, a continuidade em x sendo uni
forme em relagso a t variendo em um conjunto compacto. Seja A(t)

uma fungao nao negativa mensurdvel em J tal que

(2.13) lf(s,x) s N%) peret =0, “x |l < ¢,

—
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A razao porque consideramos f(t, x) com valores em um subespago
X de Y é principalmente porque,no caso de equaqao de ordem superior
a um,f(t, x) é da forma (0, ... ,0,h(t,x)) e £(t, x) assim assume

valores em um subespago de Y,

Lema 2.3 - Seja B um espago_de Banach do tipo B = (5(Y) onde(d

satisfaz &s_hipdteses (i) - (iv) . Seja D = L (Y)
ou D= I::(Y) e f£(t,x) satisfazendc & condigao H com A (t) € (3 .

Entao as hipbteses (c) , (@) e (e) do Teorema 2.3 sao satisfeitas com
r=|Xlg em (d).

Prova

Da condigao H, do fato de ser A(t) €3 e de (ii) segue que
£(t, y(t)) € B para todo y(t) € C(J,Y),lly(t) lilse .

Dado € >0 podemos, em vista de (iv) , achar T. >0 satisfazendo

|h|__T,?°)(t) A (t)|@< —i'

Como f(t, x) é continua em x uniformemente em t podemos, em vig
ta da hipdtese H, determinar § >0 tal que y(t) , z(t) € §D (portanto,
y(t) lls P, Hz(t) I £ P) com lly(t) -2(t) Il <% em [0, T] impli

que |I£(t, y(¢)) - £(t, 2(¢)) Il <= 'hEo TT5 e o,d.
Logo .
He(t,y(t)) ~£(t, z(t)) || < By, @ 5 h[oe e *

+ 2h [T ,00) A {t)
€y, DPOr conseguinte ,

1£(t, y(£)) = £(t, 2(%)) Ig< € .
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Assim (c) estd verificado.
De (ii) segue que (d) estd satisfeito com r = | A\lg »
(e) decorre de (2.13).

O Lema 2.3 estd assim verificado.

Teorema 2 .4 - Sejam A(t) localmente Lebesgue integravel em
J,(B,D) admissivel relativamente a A(t) , onde B

€ um espago de Banach do tipo B = (3 (X) com (3 setisfazendo (i) - (iv)
eD=1"() [a D=I3 (Y)] : Suponhamos gue f(t, x) satisfaca & con-
Q}@HM AN(t)e B . Seja §,€ Xyp & r = | )\(t)lﬂ . Entao
ge (2.2) é satisfeito, o sistema (2.1) tem uma solugao x(t) satisfa -

zendo (2.3) e lIx(t) Il £ P [e x(t) — O com t —»= ],

Prova

Da observegao 1 do Capitulo 1 e do Lema 2.2 segue que B e D
sao mais fortes que L(Y) . MOstremos que as hipdteses do Teorema 2.3
estao verificadas :

(a) e {b) sao exigidos explicitamente;

(e) , (d) e (e) decorrem do fato de [3 satisfazer (i) - (iv),

tendo em vista o Lema 2.3 .
0 nosso teorema é entao uma consequdncia imediata do Teorema 2.3.
0 Teorema seguinte é de muito inter@sse nao sé para as nossas
aplicagoes no Capftulo 3 como também para o estudo de integragao assin

tética e equival@ncia assintética.

Teorema 2,5 - Seje A(t) localmente Lebesgue integravel em J
g sejs D=1 (Y) [ou D=IF (Y)].
Suponhamos gue f(+t, x) satisfaga & condicaso H.

Admitamos gue



-20-

oad) A (5) € 7 e (t*(x) , D) & admissivel relativamente a

A(t) ,

ou II) existe uma funcao ‘P (t) > O mensurdvel em J com Y (%)

e 1/Y (t) localmente limitadas em J tal gue

B e (t) g 20 oo e
Y (1)

2

2) Para todo g(t) € L(X) satisfazendo 3-(-}:-1)— -~ 0 com
t

t ~—poo ,y' = A(t) y+ g(t) tem uma D- solugao .

Entao_existem constantes positivas Co & K tais gue, se

llzo I € suficientemente pequeno e T suficientemente grande de modo
que |
ou C, IIEOII +K/; A(t)at < P (caso I)
ou C, Hto | + K A(t)/kp(t)sé f para t 2 T (caso II)

sejam satisfeitas, ent8o o sistema

x=A(t)x + £(t, x)

tem uma solugao x(t) para t > T gatisfazendo |Ix(t) |l s P [g x(t) —»

—» Ocom t —»oe] e

By U (Dx(D) = 3,

onde U(t) & a matriz fundemental de y' = A(t) y que satisfaz U(0) =1I.

Prova
Substituimos f(t,x) e A(t) por F(t,x) = hiq ,m)(t)f(t , X) 8

N (8= By oy (8) X (4) .



Como (3 = I} (R) ou (= L:, e satisfazem (i) - (iv) , podemos

aplicar o Teorema 2.4 tomando B = (3 (X).Logo existe uma solugao

x(t) de % = A(t) x+ P(t,x),para t =20, satisfazendo ||%(t) || <
s Ple x(t) = Ocom t =>==] e Byp x(0) = £, .

Mas x(t) = x(t) para t 3 T é uma solugao de x = A(t)x + £(t y» X)
e, ainda, x(T) = (1) = U(T) % (0) ou seja %(0) = U™X(T) x (®) . Logo

lx(t) ll< p para t >T[e x(t) — O com t —»>o] e
| 1 4
Bo (D x (1) - 3. .
A prova do nosso teorema estd assim completa.
Nota - Observamos que sempre temos tomado J = [0 ,%°) por mera comodi-

dade. E claramente ébvio ver que poderfamos ter tomado J = [ty %) s t

real.

0




CAPITULO 3

ESTUDO_DOS PROBLEMAS P2 ¥

2

Vamos neste capitulo aplicer o Teorema 2.5 ao estudo dos problg
mas P, e P2' mencionados na Introdugao.

Todos os sistemas aqui considerados podem ser reais ou comple -

X0s, com a varidvel independente t sempre real.

Lema 3.1 - Seja A(t) = (a;'(t)) matriz nxn continua em J , onde

J = [ty yo0), ajj'(t) =0 g8 1 <j,al"He) =it + AL (8) com

«i*1 = constente 4 0, AI*(t) = 0 com t o= , a:%(t) limitadas

" pere 143 o ai(t)=a(t)=o¢+ A(t) com o = constante e

o0 L ~ o~
/" R(A(t))at convergente. Entso pars tbda solugao y(t) #0 de

y=A(t)y existe inteiro ?,0 < ¥ <n-1, tal que

lHy(£) 1l

lim 7 existe e é finito diferente de zero.
t=>o0 t* exp R(oL )t

Prova
Seja U(t) a matriz fundementel de y'=A(t) y com U(t,) = I.Mos-

tremos que para a solugao yp(t) da coluna p,l < p<n,

% i lly,(t) Il
t =» oo

existe e é finito dife -
t?~P exp R(<) ¢

rente d2 =zero.
O nosso lema decorrersd imediatamente de (3.1) . Da fato, uma sp

lugao qualquer y(t) $0 é da forma y(t) = Cq yq(t) +ooe + 0 Follly

onde g é o menor indice satisfazendo cq4- O na combinageo linear Unica

que d3 y{t) . Como
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legh 13g() I = log,yl Myg,y () 11 = e = Loyl llyy(®) Il <

< g Il < Doyl Hlyg(6) 1l + leg,y | llyg,y(8) 1 +
R P L AN

- e (3.1) & suposto verificado, segue que

TN P s 7% ||
t—ece  £779 oxp R(« )t Utvoe  t77% oxp R(X )%

O nosso problema entao é provar (3.1).
Tomemos p = 1. Em verdade tdda a idéia estd neste caso, os de-

 meis tendo essencialmente a mesma prove .

v (%)
Indiquemos y;(t) simplesmente por y(t) = : .

n

vy (t)

Para provar (3.1) no caso p = 1 é suficiente provar que

J :
(3.2) 1lim nl{ (£) ] =0 se J = JecdipyMSA
t —poe ¢ exp R(eC )t
e
ly(£) | G .
lim existe e €é finito diferente de zero.

1 exp R(<)t

Para todlo my,m=1, ... , n, temos

%

alf(t)yl * swe ¥ an (1) L+ a(t) y°

que, com a condigao yl(to) =1, yj (t,) = 0 para j = 2, «s0 yn, impli

ca
y(t) = exp /'t als)ds,
tO
y2(t) = [exp /% a(s)as],/? a2(s) as
tO to
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e param =2,

(3.3) y™+t) = [exp{ta(s) as] .

o]

. [/'t 0 ilt, ) 8 2/’ -2 et bl Aty _3 oo
o <

| t
{o a2 (s) as + 2 (1) ]

onde Zm(t) é zero ou uma somatéria de integrais do tipo
£ t 1
¢ a7 b(t,) at,ees /' b, (t,) at_, com
% %o %
q $ m=- 2 =

0s bj(t) sendo elementos nao diagonais da matriz A(t) .

(3.3) & verdade para m=2, Seja 2 <m sn-1 e suponhamos

(3.2) verdadeiro para 2,...,m. De

y™* = 2™y yL 4 a3 (1) 3% + ...+ aZi(1) F i alg) UL

segue que

{t) = [exp,{'ta(s) ds ] .
0
S T ALimel o ¢t ) ag
e T Bl 5] -1 % s R m-2 **°
e F a2le) as L i Z(s) as ] +
o

+* l{’t L exp{ta(s) ds ] [ag_l+1(u) ie) + s
f .

cee + aﬁ”‘ )Y (W) T [exp/’ta(s ) é83 &
%




t
[/t’t Ve S CPVE N /t’ Rl . (1,.0)

m-2 °*°*°
0 0
e {tl ai(s) ds + ZIIH'].(t)] w
o]

Logo (3.3) & verdadeira para m+1 e, por conseguinte, y-(t) &

~ verdadeiro para todom,2 < m<n,

Mostremos que

. Z..m,(t)
(3.4) 1im =0 se m' < m.
t —»oce m-1
G

Basta provar que

.t
(3.5) 1lin [ft by (%) dtl{ $ b, (t5)dt, ..
. , _

t =—»oce o

q—l m-l 9 _
(4; bq(tq) dtq/ t ] 0

';.-. pera q <m' - 2 ,

Como os bj('t:) sao limitados existe M tal que

l.{'*bl(tl) dtl{t b,(t,) dt, .../’ fa-1,, (t)at | = M(t- 1), i

(o} (o} 0

Por outro lado g s m' - 2 s m=-2<m-1.

Logo (3.5) & verdadeira para q < m' - 2.

Passemos agora & prova de (3.2).

Se n=1, (3.2) & imediato. Assim, consideraremts n > 1,

Seja m<n, y*(t) & da forma

yo(t) = [expl{ta(s) ds ] Zm+1(t) .
0

|
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Como m+1 < n, decorre de (3.4) que
o hafall exp /3o R(N(s))ds 4 | 24ppq (91
= m = =
t—wso 971 oxp R(=C )t exp t, R(C) t—bos  .n-l
Assim, (3.2) estéd verificada para j = 1,2, «0s yn=1,
Consideremos agora j = n.
y2(t) = [exp /P a(s)as] [fta 1(t,_5) f n—2a§—l(t Aty _3ee
t t
0 0 %
e e /tlajz_ (S).ds ¥ Zn(t)]
%
Sabemos que
[exp V{’t a(s) ds] Z.‘n(t) .
(3.6) 1lim 2 = A
5% t%1 exp R(«)
e que
lexp £¥ a(s) as | ;s

(3.7) 1n Ao S -

t —poo exp R(< )t josa

1 f"
= = exp,/ R(A(s)) ds < o= .
exp t, R(=C) ¥y

Mostremos que
(3.8) |

a2 . ¢ ) dt ,/'tn'g Be-lee ) at thl 2(g)ds

Lfo el tna2! o t, = %n-2""n-3’ “'p-3°ccdt G

lim
t—b oo g0l

existe e é finito diferente de zero.

-
F(t)"-‘={“ s (6 .) s /, T A (e Jee s e
(o]




t
A o n- n-1
'"‘{; laCL(E"') ds / n -1 9%, 2‘/’ X pa2 dtn-B Shi

t
dl./ 1 x% -ds + U’(t)

tq

onde ¥ (t) €& uma soma de integrais m do tipo

iopt t | _
alt) /‘ L) at I 4’ n=2 by 5 (%, 3) at, 5 ...
(o]

com todos os bj(t) limitados e pelo menos um tendendo a zero com
t —> o= ., Entao existem uma constante M >0 e uma fungao contfnua

h(t) >0, h(t) —> O com t —» o , de modo que

lp(t) | < M(t - t,)2 {“ n(s) as .

0
a(t)
Logo * O com t —» o= e, por conseguinte,
n-=1
t
6
o - 0 com t —Pce
40
F(t) = _J_._ °62 3 n
Portanto 1lim tn:i— ey 1 °C2 eee Ly g $ 0.

tToe

De (3.6) , (3.7) e (3,8) segue que (3.2) & verdadeiro pars j=n
e, por conseguinte,,(3.1) & verdadeiro para p = 1,
Para completar a prova de nosso lema resta-nos prevar que

(3.1), 3 também verdadeiro para 1 < p <n.
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Fazendo yl Wik yp_1==0 no sistema y = A(t)y temos
y? = a(t) ¥y°

(3.9) §,p+1 &= a?fl(t) vP + a(t) .Yp+1

® ® ¢ @ & 8 8 T &4 8 00 8 s F O S S B8 00 00080 880

. n n""l n
v = a;(iﬂ yP + ag+1(t) yp+1+-...4-an_l(t)y +a(t)y

rd

A solugao yp(t) da coluna p de U(t) &

2
5 P(4)
yp(t)= yP(t) onde (yg ) é a solugao de (3.9)
En v (%)
y (%)

ique satisfaz yp(to) =1 :Yp+l(to) AL A yn(to) R 5

Aplicandb a0 sistema (3.9) , que é de ordem m=n- [p-1] ="

;: n-p+1l, 0 resultado j& provado anteriormente, segue que

lyd(+) I(4
5 y I o ly?(t) | ey

t—woe 01 oxp R(ec)t t—oe 7P exp R(o<) t

pﬂra j = P’ s e ,n""l

.9

n
lim ;ly (t) | existe e é finito diferente de zero.
P exp R(ec )t

ly. () |l
Portento lim 1%

1 —+ oo

existe e é finito diferente
%P exp R(¢ )t
" de zero, ou seja, (3.1) é tombém verdadeira para 1 < p < n.



~29-

A prova de nosso lema estd assim completa.

Lema 3.2 - Seja A(t) = diag (4,(%) , ..., Ay(t)) , onde os
= Aj(t),jzl;;.. , N, seo matrizes ny x ny satisfa-
zendo &s hipdteses do Lema 3.1 . Denotemos por oLy + )\J(t) » ¢  cons=

tante, o elemento gue entra na diagonal de Aj(t) o $m3 s se il Bl

R(=;) 2 R(,) 2 ... 2 R(=Cy) . Entao psra tGda solucao y(t)+ O de

y = A(t)y existem inteiros i,?,com1<is<N,0s ! < n;-1,a

modo gue
lim () li existe e & finito diferente de zero.

twoo b exp R( aci)t

Prova

T8da solugao y(t) 40 de y=A(t) y & da forma

y1(%)
y(t) =( : ) onde yj(t) ,1< j <N,é solugao

de irsr-Aj(t) vy com yj(t) %0 para pelo menos um j .

Decorre do Lema 3,1 que existe inteiro P.j & = Qj < nj—l tal
ly () i

que lim T3 - - existe e é finito diferente de zero
t—+oe  t T dexp R(ncj)t

para todo yj(t) +0.Sejam 1, 4 400y iq os {ndices para os quais

R(ucil) B ose = R( K, ) é o méximo valor entre todos 0s R( ef.j) para
q

0s quais yj(t)$0. Seja ¢ = mdximo (Eil yesoy 44 ) e 1 um dos

q
fndices 1, 4 +s. s (existe pelo menos um) tal que L = Qi . Entao,

para &ste i e 8ste ! , temos que lim ly(t) |l existe e §&

t—weo  t? exp R( )t

finito diferente de zero.
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A prova do lema esta assim completa.

Lema 3.3 - Seja C(t) = A(t) - -.'_E- I,onde ! & inteiro nao nega-
tivo e A(t) matriz nxn satisfazendo as hipdteses do Lema 3.1 com
R(€) <0 e t, > 0.Entao tdda solugao de ¥ =C(t) y tende a zero com

t_‘.w .

Prova

Seja U(t) a metriz fundamental de y = C(t) y com U(t,) =I. Mos-

tremos que para a solug'a'o yp(t) da coluna p,1l < p € n, temos

yp(t) — 0 com t —» o= , Como para ¢ suficientemente grande e
t 2t, temos

Iexp/t’t [oc-_-;L + A(s)las]| =

0

B0\l t
= | fexpc(t-1t,)1( 32) [exp{ A(s) as] | =
it o,

< ofexp R(x) (3-1,)] —

e como 0s elementos nao diagonais de A(t) sao limitados, segue, da de

monstragao do Lema 3,1, que existe um polindmio Pn_P(t) de gréu (n-p)

para o qual € satisfeito

ly(2) Il < -—1;— [exp R(L ) (t=t,)]R,_ (%) para t = t, .

Logo Yp(t) —~» 0 com t —»oo ,

O lema estd assim provado.

Lemg 3,4 - Seja C(t) satisfazendo as hipéteses do Lema 3.3,

com {>n e R(<) = 0.Entao tbda_solugao de y =

= C(t) y tende a zero com t —w<° ,




e
Prova

Da demonstragao do Lema 3.3 segue que

c =
Iy (t) Il < —tr[exp R(C) (8= 1012, (%) "9;[ Ppplt)
e, por conseguinte, para ¢y suficientemente grande ,

L
Iy, () s 2+ pois €3n e 1<psn.

Logo yp(t) —>» 0 com t —boco ,

O lema esta assim provado.

Lema 3.5 - Seja A(t) satisfazendo as hipdteses do Lema 3.2

lo

q,r indices tais que

_) :

R(°Cl) 2 eee 2 R( °Cq_l) > R(“cq) = ses = R("Cq*_x\_l

=0>R(°C' )?...?R(C'CN)

g+r

 onde pode ocorrer q =1 ougq+r-1=N,
Se jam

e B 2 :
S —maX'lmO lnq l’ T ) ,nq+x__1 1} 9

'} um inteiro satisfazendo 0 < d < 83

Bk=minim° {Q,BK—I} ,k=q,q_+1,..-,q+r—l ;

p=nq+r+...+nN+aq+...+sq+r_l se gq+r-1<N
p:gq-l- "'+sq_+r—1 se q+r-1=N

==
D=Ia°
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Yt p = & conjunto dos valores iniciais y(to) das D - solugoes_de
0

= (at) - =1y

Entao dimengao D 2P

Nota - Na verdade pode-se provar que dimensao Yt p=Pe Mas, para nos
0

sos propdsitos & suficiente provar que a dimensao Y. p =p.
0

Prova

Do Lema 3.3 segue que t8da solugao de :}j = I'_Aj(t) - -%c- 1] ¥

tende a zero com t —+ o2 ,5¢ j = nq+r, coe g Ny o

No sistema :}j = I:Aj(t) -~ '%;- I] yj 3 j = q’q+l’ ses ’q+r-l y

Yl 1
'.YJ=-' : ’fazemosy =...=ynj-sj=0.
lnj
y
Isto nos conduz a um sistema de dimensao sy nas varidveis depen
n, = s; +1 n
dentes y J J ) eee s ¥ J . Bste sistema menor tem tddas as suas

solugoes tendendo a zero com t —» <= em vista do Lema 3.4 . Entao o
sistema original tem, pelo menos, S5 solugoes linearmente independen

tes tendendo a zero com t —» o=, Logo o sistema y =(A(%) -—% I) y tem,

pelo menos, p solugﬁes linearmente independentes tendendo a zero com
t —%» o0 , ou seja, dim Yt p =P
o}
O lema esta assim demonstrado.

O teorema seguinte estabelece relagoes entre os sistemas

.

(3.,10) ‘¥

A(t) y

(3:.11) =%

I

A(t) x + £(t, x)




que nos conduzirao ao estudo dos problemas P, e P2 .
Teorema 3.1 - Seja A(t) satisfazendo as hiplteses do Lema 3.2
e aq,r Indices tais que

q+r-1) = R(&qﬂ')

\"

B(#C3) = ooo > R(K_4) > R(%) = o00 = R(

> .00 2 R(Xy)

onde pode ocorrer q =l ouq+r-1=N

Sejam

s = maximo {nq-l gie amiy nq-i-r—l - 1} H

-

0 um inteiro satisfazendo 0 < L < s ;

Bk-_-'m{nimo {E’nk-"l} ,k=q,q_+l,.-.,q+r—'1;

p=nq+r+ TR +nn+ Bq"’ sae T Sq—i-r-l E_.e q+r-1<N
]

p=aq+ ...=aq+r_1 se q+r-1=N,

Suponhamos f(t, x) continua para t >t , lIx|l <> g satisfa-
zendo 3

Il £(t, x) Il s n(t) lix l|_para todo x e +t >t_.onde h(t) ¢ uma

fungao continua com

(3.12) ,{’“h(t) t° at < - .
0

Entao se y(t) § uma solugao de (3.10) catisfazendo

(3.13) 1im ly(£) 1l . s
t ~>oo tz exp R( oc,q) $

existe uma femflis de solugdes x(t) de (3.11) dependendo de, pelo me=-




%=

nos , p parémetros essenciais se p » O ou constituida de, pelo menos,
uma_solugao se p = 0, tal que

Haa Ux(t) - y($) |l
p—boe T ©XP R(sC ) t
Nota - ﬁste teorema & mais geral que o de Z, Szmydt [21, Teorema 1] .
Mais precisamente , 8le coincide essencialmente com o de Szmydt
no caso A(t) comstante .
Nas hipdteses do teorema acima podemos, sem perda de generalida
de, supor t, > 0.E isto é suposto na demonstragao que se segue.

Erova do Teorema 3 .1
Seja y(t) uma solugao de (3.10) satisfazendo (3.13) . Pomos (3 =

= R(<_) e fazemos a transformagao z = x - y(%) , Onde x satisfaz
a t? exp Bt

£3.11) ¢ ! ¢ dado por (3.12) . Um simples cdlculo mostra que

z = [A(t) --%;- I- (B1]z+2£(t, £t [exp Otz + Y(t))t'e exp(- B3t)

Pondo g4\ 2) = 20 et [exp @ 8 +5(8) )~V axp (L)
e

B(t) = [A(t) - P1]

segue que

(3.14) &= [B(t) -4 112+ gt 2)
onde

B(t) = aiag (By(t), ..., By(t)) com os By(t) = A4(t) - (3T,

O nosso teorema ficara provado se mostrarmos que existe uma fa-

1
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 wflia de solugoes z(t) de (3.14) dependendo de pelo menos p parfme -
. tros essenciais se p >0 ou constituf{de de pelo menos uma solugao se

. p=0, tal que z(t) —» O com t —oo ,

Fazendo Pj . acy - (3 y temos que 6’3 + )\j(t) é o elemento

.' que entra na diagonal de BJ(t) e

R( fl) > ek = R( ‘{'q_l) s R( Fq) = esese = R( {‘q_"'r—l) =~ 0 > R( ‘6‘(14'1')2

= w-; ?—R(E’N) .
E =

Como lly(t) Il < ¢ t° exp (3t para t = t, > 0 e ¢, constante su-

ficientemente grande, segue que

B - e R P st epetle gal B
< 'l:"l [exp( -0t)] n(t) || ‘bE [exp Btlz + y(t) |l
)

<t [exp( -0t)] h(t) {:H'l:Q xp@tlz Il + Il y(£) Il J s
st"E lexp(- (3t)] n(%t) s lexp Bt] llz |l + o texp (3t] .

Seja P>0,Entao t > ty llz |l £ P implica

3+35) Jlett, =) ll-s t-p [exp( -3t) Jn(t) [ Pt’q exp _(?)t +

+ c'l:E exp(3t] < (P+ ¢) n(t),

onde A(t) = (P+ ¢) h(t) & uma fungao contfnua satisfazendo

'I/’ t° N (t) dt <e e, por conseguinte , 'l;eunbémL/’m A(t) dt <oo .
E Y %
Para nossos propdsitos vamos necessitar do seguinte fato @

Se H(t) > 0 satisfaz /’MH(t) dt < == , entao existe ¢ (t) con-
t
0
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tinua para t >t,,9(t) 21 e $(t) ~poocom t =+ oo tal que

/"’w(t) H(t) dt < oo .

%o Isto pode ser provado como segue . Denotando/' H(t) at = ol, <9
o
consideremos a sequéncia numérica crescente (an) de modo que a, = %,
&n %o
e / H(t) dt = M o Obviamente e~ 5 ‘golnt i SeemE
a 2
n-1
— an Co)
2. /™ H(t) at = / H(%) dt =o€ .
n=1 a1 'bo
Definindo 0 (t) para t 2 t, e pondo O (t)=n em [an—l s 8n) y
~ segue que

o0 n"co

{mﬁ'(t) H(t) at = )

- n
o i 2

< o0

E trivial agore construir uma fungao continua ¢(t) satisfazen-
do P(t) 21, P(t) —»oc com t —+0 ¢ Y(t) < ¢°(t) . Para um tal
¢ (t) temos ,/'w\{?(t) H(t) dt < >¢ e a nossa afirmagao estd verifica-
da. Yo
Seja ¥(t) continua para t 2t,, $(t) =21 e P(t) —»° com

oo
t —»o0 tal que ./ t° W(t) A (t) dt < oo, A existlneia de um tal
¥
P (t) decorre do que acabamos de provar logo acima.

Pondo Y (1) = €t) A(t) , D= I:°: (Y) e usando o Teorema

2.5 no caso II , vemos gque a prova de nosso teorema estaréd completa
se mostrarmos que 3
1) para todo g(t) € L(Y) satisfazendo —k‘i)-(-t)- — 0 com t —»o=

(t)
0 sistems

- [B (%) —-J-i-ljy+ a(t)




tem pelo menos uma solugao y(t) —» O com t —+ o , e

2) dimensao Y, p > p relativamente ao sistema
0
; 3 L
y= [B(t) -5 1Ily.

Como 2) segue imediatamente ao Lema 3.5 , resta-nos provar 1). E
o que vamos fazer a seguir.

O sistema considerado em 1) pode ser escrito na forma

(3.16) 3= [ay(8) -+ Ty, +ay(t)

@

ey

; 3
(fjj ) /gj
v5= | ¢ - K-
. : J : 4
n 4
y3d g5
g"; localmente Lebesgue integravel ,
2
B
lsjﬁN,ISiSnj e—d———OOCOmt“—bW.
Y(t)
Observamos que ,/ ¥ (t) dt <e implica
%
ol _
,4’ Ig;'(t) | 4t < = para todo i, j.
0

Vamos considerar separadamente os casos 1 < j <q-l,q <Jj<aq+
+r-1 e gq+r €£J <N, mostrando que sempre pcdemns encontrar uma

solugao yj('l:) de (3.16) em que yj(t) —~» 0 com t —¥ oo ,




Existe uma solugao yj(t) de (3.16) em que

st - . o), 11, ..., ,

onde G‘z‘I(t) é do tipo

T a(t) -'“{;t {exp{:[h”j +A4(T) - —é—]df} v (45 )08, .

t t
.‘e/o’ l{expl{; l[fj+ )\j('(‘))-%-]dﬁ} 1:»2(1:2)&!;2 e

t
el ™2 foxp 2 ™2 [0y 4 N () - acf .

m-1

t
* gy (ty gty ) m_l{exp 4 ire 652 A48 <
m

-%] ar:} iz LN

onde cada bj(t) coincide com algum elemento nao diagonal de Aj(t) e,
por conseguinte € limitado e R( ‘6"j) >0,

T T T

E fdcil ver que

2y At -
: tm_g tm-l i-m+1
| o '[o "m-l (tm-l) dtm—l -[.; €3 (tm) s

o BEp /%y + () -t ae] ag,
m

Tomando § tal que & < § < R( :?j) temos pavta t, < t s u



I exp{t E*Sj + Xj(c) -%—] ae¢| =
= [exp [R(¥y) -6](t-u)][exp 5(t-u)] [exp{tR(Xd('C))dC](-%)e

Comopara'!:ostSu,exp/’tR(Aj(ﬁ))dC e
u

{exp [R( “Gj) -5](1:-11)} (—%—)l sao limitados, segue que existe cong

tante ¢ de maneira a ser satisfeito

lexp /'* [‘fj + Xj(t)-%—]dfl < cexp §(t-u) para
u

£t =
totu

Logo existem constantes 1 s C5 tais que

t
i t 1
| 0,() | < cqlexp § t] |4 aty /S © dt, ...

t t
m=-2 n=-1l, i-m+l
[c d'bm__]_[o lgj (tm)l « [oxp( -~ § tm)]dtml <

< o [exp St]‘[dt[exp _(:(%t:%] dty 4131 [exp -(-—Stz-)- T e

(m=-1)
g 4 ” 2[exp (m-ml% ]dtm__l .4 t 3‘|g:j " 1('t:m)ld-l:m‘ <
S MR U S RN
= ex ex ven
S T men 14 MRS

(

-8t )
e ét [exp ( m‘; ] dtm_l.[at |s§-m+l(tm)|dtml <

m-1

< ¢, [exp§t] [_—_(m_-].)_ ]m_l[exp _(;Ej_)_]m-l 1:|gj:"m+:"(u) |du| <
1 3 ‘.{ J

S (m-1)

< 02|‘£t| g}"‘m*'l(u)ldu { .




~40-

Logo G’;i(t) —» 0 com t —»co e, por conseguinte, yj(t) - 0

com t —be<,

Seja q +r < J < N Bxiste uma solugao yj(t) de (3.,16) em que

¥5(t) = @3(8) + .o+ T3(4), 0nde o () & do tipo

o l(t) ={‘° {exp{t L5 + A y(€) - -f-c-] d?.'}bl(tl)dtl.
3

(o]

“ . )
4‘ 1 {eprt‘z l[‘é‘j +A(C) - = ]dt}. bo(t,)at, oo

(o]

t. R 0
ke {exp{n‘; 206y + Ny gl ae] vy ()0t -

to \

t. t
m-1 m-1 £z i-m+l
et {exp{ [¥y + Aj(t)-cjdc} g5m (tpldty
m
onde cada ‘bj(t) coincide com algum elemento n@o diagonal de Aj(t) e,

por comseguinte, & limitado e R( ‘G"j) < 0. Vé-se facilmente que

t
s 1(t) ={tb1(tl)dtl{ il 0,08, 40
0 0

t t .

m-2 m=-1l _i-m+1l

S 4’ bm-l(tm-l) dtp1 Véo €; (tm) .
o}

 Bom P I¥y + A(©) - L 7 aeday, .
m

Para 1:0:5 u<st,

~—

| exp /¥ 0¥y + Nj(€) -] acl -

= [oxp ¥y (t-w] [exp,/PRON (2 ))ac] . () <
u



siln
s eexp (=R)(t-u)
onde ¢ & constante e b= -R(¥) >0.

Logo , para t 2%,

t

4
le2(t).| £ constante [pxp (-8¢)] 't dtl{ 1 S
0 0

t t y
m-2 m=-1, ji-m+]
{ dtm_l{ l&; (ty) | [exp @ 4] at, <
o] o]

m

: 1
S constante [exp ( -01t)] /’t [exp £ tl_l‘dtl,f l[exp -g— t2] dt,eus
- i t
0 0

t
AT [exp —(-]i- tpo1] Aty 9 -
%

T

o-1 - 3
M{) | E:jj' k- (ty) | [exp-l-ﬁ-tm:l dt, <
o

S constante [exp ( -Q t)]/’t [exp -% tljdtl /t [exp %— t2] dty o0
t t :

0 (o]

2485 {t [exp %’ tm-lj at, 4 ,_{t I g%‘m+l(tm) | [exp 'Tf_ tm]dtm =
0 5 :

= constante [exp ( -(3¢)] {_(’%1.. [exp % t - exp 'S' t.] }m-l

. {ml g?j‘"mﬂ(u) | [ exp -g— u] du <
0

s constante [exp(- 3t)] [exp(1 --i—-) (Rt] {t Ig§_m+1(u) | Cexp T(f-u]dur

< constante [exp(- —S— t)] ,{'t | g?"m"'l(u) | [exp -ET- u] du <
0

5
< constante [exp(- -—g t)] [,{ /2 | g%"mﬂ (u) | [exp —g— uldu +




il

+.{'/1; lg§-m+l(u) | L exp %— uldu) <

t/

=3
< constante {[exp( —-% t)j{ ]g;-mﬂ(u) | du +4"/t2|g:;—m+l(u) Idu}

< constante [exp ("'BQE t)] ‘_tfoolg%—mﬂ(u) | du +
0

+ constante /'? | g.?i_m"'l(u) | du .
/2

Portanto , a'é(t) =+ 0 com t > ¢, por conseguinte ,

yj(t) — 0 com t—wso ,
Seja g g s q+r-~1.

oo

Observamos que /° Y (t) t%dt < oo implica
t
0

=]
/|g%(t)ltsdt<°==.
t, J

e X ] ni-1
Como /| gj(t) | 737" dt <> , ou seja,
t
0

e B

£33+ 37) /’%tnj EtQ | g%(t)l] At < e

to

porque ny-1 < s, resulta que existe uma solugao yj(t) de (3.16) ,
yj(t) —+ 0 com t —»°c , definida como segue :

Para 1 < i g ny - . y%(t) ¢ da forma yg.'(t) = 0‘_-'1“(1:) +
- maw i G‘i(t) , onde cré(t) é do tipo

o8 =% {exn /T Lgye M) -Laae) vcyar, .
1



Ny

S t
L {(ta:cp{2 LEoy +ng(€)-F T at) wy(ey) oty o

M=

‘oo
1

.[otm"l {expfttm-l[ {;j + Ny(2) —%]df}g%"mﬂ(tm) at,

m
onde cada bj(t) coincide com algum elemento nao diagonal de Aj(t) e,

por conseguinte, é limitado e  R( i"j) =0.E facil ver que
t t
¢ X(4) =‘.°/°'tbl(t1)dt1l£ by(8,)aty wee S TR by (4 o) Ot 5.
T 2
-1 i-m+l t
.ém &5 m+ (tm){exp/‘tm[{jq-)\j(t:)--é—] dC} dty

Como para T < t <su temos

| exgé’t[ lfj - _AJ(C)-%-] d€¢ | < constante (—"1’:‘-)R <

segue que para t, < t

t
t 3
I/ dtl‘é’ dtz ae e

(=]

5
Itrm(t) | < constante -5'-

t t
m=2 m-1 i-m+l 2
t[o dtm_l{; I &3 (ty) |t aty

A convergéncia da integral acima para 1 <m < ny - L »y O que a-
carreta a convergéncia da integral que define r;(t) y decorre da

(3.17) , em vista de um conhecido teorema de Andlise. Para um tal teo=-

rema ver, por exemplo, [21, Lema 3] .

Logo o=(t) — 0 com t —» oo e, por conseguinte, yi-(t) —
m J

— Ocomt—om,paralsisnj-g .

Com y%(t) ke s y‘a?s“?’ (t) definidos acima temos
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n -Q-i-l -Q+1 .-P 1
."rj'j =[{‘j+)\3(t)--%—]ygj + rl(t)ﬁgga (1)

onde R( S‘J) =0

e

_3.+1 n -P.+1 P
1 i 1
(1) = (4;(1)), yj(t)+...+(kj(t))ng_g ;0 (8
satisfazendo t?' crl(t) = Ocom t —» oo ,
a V) 0 ¢
Logo temos uma solucgao yj:’ (t) dada por
ng-t+1 % o 4 B |
s { exp / [4y+ Ag(€) - Jae | [o¥(w) +
n -‘Q+1
- gjj (w)] au
Entao
P
n.-<+1
ly.? (t)| < constante —% B ol | ¢ (u) | du +
J B
0

t -Q.-i-l
+|{‘ Igrj13 (w) | ul au]< ;{1_—1 o(1) +
0

- n -Q. +1 ;
+ constante —:-L'_- S el (u) | up' du .
&% .
0
ey bt
Portanto t yJJ (t) = 0 com t —+oo

Vé-se , por indug’éo, que para 1 €< m < £ temos

n-D-+m n.-P.-i»m

vy = [‘!_.J+>\j(1:)-—qt—] yjj + o 5(t) +g5° (t)

onde

n.-! +m n-l4m n.-04m-1
e "(8) = (a,(8)), y?(t)+-.,+(Ajf,t)n;_Q+m_lyjj ()
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com ¢™(t) satisfazendo 1:i -(n~1) cB(¢) = Ocom t — oo,

n.={+m

Logo temos uma solugao yja (t) dada por
< vin t t ) lp.m
¥y (t) =L{; {exp{ [Kj+)\j(f)_-%,]d@}[¢ (w) +

nj-?. +m
x gj (u)]au
Entao

n.-{+m
|ij (t)| < constante -gi- [.{tuE | ®(u) | au +

0

2

+m P_
(u) | u™ au] <

n.-—
Rk le;*
to

1 .
< constante T=@=T) ['/1’;17 ut = (m"]‘)I e (u) lau +
0

n.- L +m
'h/’t |gj:j (u) | ul du ] g gl..m o(1l) +
tO t
+ constante L & n:’i"‘gﬂn )
t’l-(m-]_) ;{lgj EVRR e
0
3 nJ-Q+m
Assim t ¥y (t) = 0 com t —»o @, portanto,
nj-‘a-i-m
yj (t)_.' 0 com t—*mpara m=l, to-,‘?- .

Logo para q < jJ Sq+r-1, 0 sistema (3.16) tem uma solugao
Yj(t) —» 0 com t — oo ,

0 nosso teorema estd y~is completamente provado.
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Teorema 3 . 2 - Seja A(t) satisfazendo &s_hipdteses do Lema 3.2.

Seja f(t,x) continua para t > t., lIxll <= @

0
satisfazendo

H£(t 3 x) Il < n(t) lIx || pera todo x e t > t,

ondg h(t) & uma funcao continya com

,fi(t) ' ar < @, u + 1 = méximo Inl y v ,nN} .
t

" \

Entao para t6da solucao y(t) de (3.10) corresponde uma famflig
x(t) de solucoes de (3.11) , dependendo de pelo menos p parémetros

esséenciais se p >0 ou constitufds de pelo menos uma solugcao se p=0

(p gseré especificado na prova) , tal que

x(t) = y(t) + o( lly(t) II) .

Note - Este teorema jd4 d4 uma resposta positiva ao problema
P; , com hipdteses muito menos restritivas s®bre A(t) do que aquelas
de S. Szmydt [21 , Coroldrio 1] . Mais para a frente daremos uma respos
ta positiva nao sé ao problema P, como a P,, com hipteses ainde me-
nos restritivas do que as estabelecidas no teorema em consideracao.
Mas 8sse resultado que daremos mais adiante dependeré do teoreme aci-
na.

Prova do Teorema 3.2

Dado y(t) $#0, solugao de (3.10) , existem, pelo Lema 3.2, intei-
ros q,p. comlquN,OSE < nq-l,demodo que

£y t? exp R( ocq)t

existe e é finito diferente de zero.



ol

Entao, tomando p inteiro como no Teorema 3.1, existe , por &ste
mesmo teorema, uma fam{lia de solugoes x(t) de (3.11) , dependendo de
pelo menos p par@metros essenciais se p >0 ou constitufda de pelo me

nos uma solugao se p=0, tal que

T amGtrey( il
t=»=o t! exp R(oC o)t
Portanto
L
g AxO-3(0 Ul gy, lxwoyml e Rlec g% oo
S Hyls) | t—poo t-0xp R(et )t Hy(e) Il
ou seja,

B - () & of divtt) 1D

A prova do teorema estd assim completa.

O coroldrio seguinte nos déd mais informagﬁes que o Teorema 3.2,
no caso especial em que a perturbagao f(t, x) é linear. A importéncia
do referido coroldrio é o papel que &le desempenha na prova do Teore

ma 3.3 que é a resposta que damos aw problemas propostos Pl E P2.

Coroldrio 3.1 =-Sejam satisfeitas as hipdteses do_Teorema 3.2

com a perturbagao f(t,x ) linear. Seja U(t) =
= (y7(t) y «.. , y,(t)) 2 matriz fundamental de (3.10) com U(t,) = iden-

tidede. Seja (xy(t) 5 oo0 , x,(t)) ume matriz de solucgoes de (3.11) sa-

tisfazendo x;(t) = y;(t) + o( lly;(t) 1) ,1=1,...,n.Enta0 os
xi(t) pd =1, sse ,n-,gﬁp linearmente independentes.

Prova

Sem perda de generalidade podemos supor que para todo par de in-

dices q,r satisfazendo




Pt

R(Ly) 2000 2Rl 1) > R(C ) = 0o =R 0 ) > R(eCp ) 2

= ees BR(G{.N)

= '. 2 .
tenhamos nq Z ahve = nq+r_1

Indiquemos por yé(t) a linha i da matriz yj(t) 4

U(6) = (73 (8) 5 eee s 7 (8 0¥ 2 () s eve s T u (1), ...

S (8 0 eee s F(8))

+ LI N +nN—1
e as linhas j, j=1, s y By +eeetn, de

Wy e & nu+l(t) Fisge 'yn1+ eeetn +n_.(t)) sao idéntica

y # u u+l
mente zero.

Sejam X (t) 4 eesy x, (%) solugbes de (3.11) satisfazendo x;(t) =
= Yi(t) +* O( “yi(t) ") ] i=1 | L ,n-

Seja ¢y X;(t) + seo+c, x (t) =0, ist0 &,

n

(3.18) ¢y ¥y(t) +aea+cy ¥ (t) + cg ol llyp(2) 1) + ...

ees + ¢, ol lly (£) II) = O,

Seja K o conjunto dos fndices j para os queis cy 4 0 . Devemos
mostrer que K é um conjunto vazio. Suponhamos que nao seja, isto &,

K*d' TOdo k’l 'S-.k -.<.,n’é da. foma k=n1+ o-o+nu_l +* jk'u"—"u(k) ]
1< :]k R podendo ocorrer o caso k= jk com u=1l,. Associemos a k

os ndmeros @k=R(°Cu) e gy s



e ————————— L

kB

Seja KJ_C K o conjunto dos {ndices k € K satisfazendo ﬁk =

= méximo {Gi} » Seja K, C K, o conjunto dos {ndices k € K, satisfa
1€ K

zendo n (1 - I = maximo {nu(i) - ji} '

i EK]-
A suposicao K+ ¢ implica Ka*ﬁ . Tomemos um k € K2 e seja
k=n1+... 1t g Jk i jkg n, e Tomando a linha Ny +e..tn, de

n,=-J
(3.18) e dividindo por [exp R(x,)t]t Uk temos

1'11+ skt n

¢ Vi %48

Pexp Bl )t ©% &

+ e y:1+‘“+ 2 () +
iZE‘K X [exp R(<,,)t] tnu g
14k

Ny+e. .+nu_1+3k< i< Nytesetn,
i Z . of lys(t) ) .2

4] -

1ek 1 lexp R(e )t] t¥ Yk

Da prova do Lema 3,1 segue que as parcelas da primeira somatdria
acima tendem & zero com t = oo , Ainda da prova do Lema 3.1, @onside

lly, (+) |
rando que lim - W
. S5 [exp R(ocu) o 4 5

< ©° vpara todo 1 € K,

segue que as parcelas da segunda somatdria acima tendem a zero com

nl-i-.. oIl

u
e, ¥y (t)
t —» o0 ; Portanto lim k "k =0,

oo 0. *J =
¥ exp Ri<,) &] ¢+ ;:
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Como da prova do Lema 3.1 segue também que

n +.l.+n
™ (1)

lim
t=woo

"R existe e é finito diferente de zero,
[exp R( < )t] ¢ o

resulta ¢, =0, 0 que nos leva a ume contradigao,

Logo K = e a provae de nosso coroldrio estéd completa.

Coroldrio 3,2 - Sejam satisfeitas as hipdteses do Teorema 3.2

oom a_perturbacso f£(t, x) linear, Entao a t0da

golucao x(t) #0 de (3.11) corresponde uma solugao y(%t) de (3.10) tal
que
x(t) = y(t) + o lly(t) Il)

Prova

Seja (y1(t) y ves » ¥,(t)) a matriz U(t) considerada no Coroldrio
3.1.8eja (xl(t) L & xn(‘t)) uma matriz fundemental de (3.11) deter
minada de acdrdo com o Coroldrio 3.1, isto &, .

x; () = y5(t) + ol llyy(£) 1)

Seja x(t) uma solucao de (3.11) . Entao

x(t) = ¢y xl(t) + cant oy xn(t) = ¢ yl(t) + estCy yn(t) +
+ ¢ ol Hyg(t) 1) + weutey ol lly (8) 1)

Seja K o conjunto dos indices j para os quais cj#o ;
Como x(t) # Otemos K¢ .
Pondo y(t)= ) | yi(t) segue que

i€k

x(8) = y(t) + 2, ¢ ol llyy(t) 1)
1€ K



<515

Seja ch K definido como no coroldrio anterior e tomemos um

elemento k € K, , Em vista do Lema 341 é fécil ver que

I yy () I

D -
lexp R(x,) t1t ¥

lim

t oo T

rente de zero para i =k . Decorre facilmente d8ste fato que

0 « 1lim lly(e) 1l n= 3 < oo e, por conseguinte,
9 [exp R( &u)t] § B K
||.v;(t) ” L A Ux(t) -y U _ 4.
tewwn - iy (¢) || t—p oo Ny () |l |

A prova do Coroldrio estd assim completa.

O teorema seguinte é a planejada resposta aos problemas P, e P,.

1

Teorema 3 .3 - Sejam A(t) e f(t,x) matrizes nxn e nxl res-

pectivemente , satisfazendo a2s hipdteses_do Teorema 3..2

Seja C(t) matriz nx n continua satisfazendo

/t’“’nc(t) 1P at. < oo,

o]

Entao & t8da_solugao y(t) #0 de

(3.19) y = (A(t)+C(t))y corresponde ums solugao x(t) de

i

(3.20) x = (A(t) +C(t))x + £(t, x) satisfazendo

(3.21) =x(%) = y(t) + o lly(t) ).

Reciprocemente, se x(t)_& uma solugso de (3.20) com x(t) $0 para

todo t suficientemente grende, existe uma solucao y(t) de (3.19) sa-

tigfazendo (3.21) .

< > para i € K e &ste limite é dife

2
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Prova

Seja y(t) # O uma solugao de (3.19) . Em vista das hipbteses sB
bre A(t) e C(t) segue, do Coroldrio 3.2, que existe uma solugao
z(t) do sistema

£8.:22) z = A(t) 2

gsatisfazendo
(3. 23) y(t) =2(t) + o llz(t) II)

Pondo g(t, x) =C(t) x +£(t, x) ,
k() = [Ic(+) || + h(+)

segue que

lelt, x) |l < k() lIx |l ,com{“k(ﬂ P e
0

Resulta entao, do Teorema 3.2 , que existe uma solugao x(t) de

(3.21) satisfazendo

(3.24) x(t) = z(t) + o llz(¢t) 1)
Combinando (3.23) com (3.24) segue

(3.25) =x(t)=y(t) + ol |lz(%) Il)

Como (3.23) implica 1lim il | 1, (3.25) acarreta
t=>= ||z (%) ||

x(t) = y(t) +o( ly(t) 1) .
Esta assim provada a primeira parte de nosso teorema .

Seja Y (t) uma solugao de (3.20) com P(t) #0 para t suficien-
temente grande. Assim, sem perda de generalidade, podemos supor t,>0

satisfazendo $(t) # O para todo t = t,.
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Consideremos o sistema linear

[9%(t) . x]
(3.26) x = [A(t) +C(% £t ,9(1t))
3 ) x = [A(t)+0C(t)]x + e o
onde 9* & a matriz 1xn transposta conjugada de <P .
Pondo
£ e 0 (8) W (v)
D(t) = ———=> :

Px(t) . 2(t) : :
£, (5, 9(t) $7(t)

resulta que

[ v%(t) . x]

f(t ’Q(t))=n(t) Py
oX(1) . 2 (%) 5

A hipdtese sbdbre f(t, x) acarreta

FEDC) | P e <
tO

O sistema (3.26) pode entmo ser reescrito na forma

(3.26') x = [A(t)+C(%)+D(t)] x

onde ‘/t le(t) + D(t) || tPat < oo e
0

x = P(t) é uma sua solugao. Entso , decorre do Coroldrio 3.2

que existe uma solugao z(t) de (3.22) satisfazendo

(3.27) (1) = z(t) + o llz(t) II)
Do Teorema 3.2 decorre a existéncia de uma solugao y(t) de

(3.19) satisfazendo




<

(3.28) y(t) = z(t) + o llz(%) I)

Combinando (3.27) com (3.28) segue
(3.29) 9(t) = y(t) + o lz(%) II)

Usando o mesmo argumento feito em seguida & férmula (3.25)
temos
@Y(t) = y(t) + o lly(t) 1)

A prova do teorema estd assim completa.

Dada uma matriz constante A,nxn , com numeros caracteristicos
distintos /\1 gy see g )\m ,1 < n,é sabido que existe uma matriz nao
singular P +tal que

Pl AP= J=diag (Jy,.en, Jp)

’ i
onde J, ¢é matriz n_xn_ com (Js)i

s s 0C3,1=l,.-.,na, &B= )\

i

para algum r,l1 S r <m e (Js)g+1 =1,3=1,.e0,n,-1,com0s de

mais elementos iguais a zero se n_ > 1.

s
Essa é a chamada forma candnica de Jordan.

Pomos

(3030) }J+1=mé.xim0 (nl, oo ’nN)

Depois das observagBes acima podemos estabelecer o seguinte in

teressante coroldrio do teorema anterior.

Coroldrio 3,3 - Seja A matriz constante nxn. Sejam C(t) g

f(t, x) metrizes nxn g nx1l respectivemente,

satisfagendo &8s hipfteses do Teorema 3.3 com u definido por (3.30).




-55 =

Entao valem as conclusoes do Teorema 3.3 com A(t) =A.

Erove

E fécil ver que , sem perda de generalidade, podemos supor A na
forma candnica de Jordan e R(<;) > ..i > R(Cy) .

O nosso coroldrio é entao uma consequéncia imediata do Teorema

343,

- o o o . o o e
L U B R L B R
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