
CARLOS B. DE LVRA

H-EQUIVALÊNCIA DE
GRUPOS TOPOLÓGICOS

Tese de Livre-Decência apresentada à·
Cadeira de Complementos de Geome-
tria e Geometria Superior, da Faculdade
de Filosofia, Ciências e Letras da Uni-
versidade de São Paulo.

sAo PAULO - 198e



IM'-'f
QA612.T
L992e
e.1

DEDALUS - Acervo - IME
- H-equivalencia de grupos topologicos I

I IIIII IIIIII31000035996

SÃO PAULO - 1968

~----------------------~/

C.túi:LOS B o J)l!: LYHA

ll=E"tUIVALÊNClA de G1tUPOS il!OPO.LÔGICOO

Tese apresentada para concurso,.de Livre-docencia da Cadeira de
Complementos de Geometria e Geo-
metria Superior, da Faculdade de,.Filosofia, Cienciss e Letras da
Universidade de são Paulo.



f,refacio

/o presente trabalho foi concluido nas férias de.•. .,. ...fevereiro deabe ano, ficando a redaçao e reproduçao mate-
"" .,.rial para o mes em curSOo A exiguidade do tempo nao per-

mitiu incluir mais uma aplicação e outros detalhesj nem
abordar algum.as questões lateraiso

Desejo agradecer ao Prof. Edwin Spanier algumas
discussQes esclarecedoras em torno do ~ 9 e ao Prota Elon
Lages Lima valiosas trocas de idéias sôbre o assunto dês-
te trabalhoo Agradeço aos Professores Candido Le da Silva
Dias e Chaim So Honig o apoio e incentivo que sempre me
deram, inclusive diretamente no presente caso ...

"A minha .mu.lher,Leds'i fica aqui expressa minha
gratidão pelo longo esforço de datilografia incorporado

. Qao presente trabalho bem como' a todo seu apoio atrs.ves
dos anoso E~ last but not least, meus agradecimentos ao
velho amigo Mauricio Segall que~ proporcionando-me a tran~
quilidade do seu rerúgio serrano, contribuiu para a con-

= Gclusao do presente em tempo habilo

são Paulo, março de 1968

C oBo de Lyra



i

Introdução

Em 1956 JoWoUilnor introduziu uma ~onstrução
que aplicada a um grupo topológico qualquer G, produz um
fibrado principal G ~EOQ---+BG Pt'-universal, isto é,
1("q (l!:!.IO) •• O para todo qo ~uando esta construção é restri-

ta à CW-grupos (veja-se a derinição no ~,), os espaços
E~ e BG são nêste caso CW-complexos. Para esta classe
mais restrita de grupos, Jll1nor mostrou l?J que o tipo
de homotopia do espaço classlricador BG corresponde a u-

Ama classe de equivalencia de CN-grupos pela seguinte re-.. ,. .... -laçao de equlvalene1a: dois CW-grupos Gl e G2 dizem-se
equivalentes se existe um Ci-grupo G, e homomortlsmos
contínuos hl : G3 ~ Gl e h2: Gj ~ G2 que são

• Aequ~valencia8 de homotopiao
Grupos topológicos são casos especiais de H-

espaços (detono ~l)c Os morfismos entre tais espaços são
definidos (ver bl) em termos de homotopla, o mêsmo se dan-

Ado em particular, com as equivalenciaso O resultado prin-
cipal do presente trab.alho, expresse nos Teoremas (B) e
(BI

) do Capitulo lI, diz essencialmente que, para grupos
li' A A _topologicos suficientemente lisos uma H-equivalencla nao

p Ae menos restritiva que uma equivalencia de Kilnor defini-
da acimao

O Capitulo I é dedicado a uma breve exposição
(sem demonstrações) dos principais resultados e constru-
ções de que necessitamos para demonstrar os teoremas do

tA .presente trabalhoo Lança-se uma vista ligeira sobre H-es-
paços e seus mortismos, terminologia de homotopia e tibra-
dos~ construção de Milnor, construção de Dold e Lashof e
o clássico teorema de Samelson (5.1)0

No CapitUlO 11 se encontram : no §6 a constru-
ção de uma aplicação ribrada entre tibrados principais
00 -universais e no ~? os principais resultados do tra-

balhoo A dificuldade técnica na construção em questão é
que se parte de um li-morfismo 'f: G ~ G' entre C6-gru-- ~pos, que nao precisa ser um homomorfismoo O resultado e
expresso no seguinte teorema, em cuja demonstração estão

, D ~concentradas as principais dificuldades tecnicas deste
+-J"abs.lho
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(6�21) TE01-lli?4A {A) o Seja <p: G � G • um .li-morfismo entre

£W-·grupos G !!, G e (.ja supondo <f(e) • e ') 9 entao existe

uma aplicacao fibrada

G--? .E 't' ➔ '"!'' 

I ( 'P i"° 
*�

BG�BG;

I 

ygando os respectivos fibrados universais, tal gue t/Gs fa 

Como corolario prova-se que se_ lf : G� G O .for 
uma H-eq':1ivalencia

9 entao a aplica�ao �: B0�Boo do
Teorema (A) 'uma equivalencia de homotopia,. 

A O • a 

Este corolario e os resultados classicos de Mil-
nor [?J permitam agora demonstrar o seguinte. 

(?o2) TEOR.ElJA (B) o Se.ia tp: G �G O uma H.-eguivalencia

entre CW-grupos G � G 0
o Entao OS grupos G � G 0 sao equJ:.-

valentes no sentido de Milnor: existe um CW-grupo G �
f) ,,.J 

I 
,.,, 

homomorfismos de grupo topologico h : G � G � li : G � G 0 

gue sao eguivalencias de homotopiao 
A � 

Usando este teorema extendemos a noQao de equi-
valencia de Milnor a classe algo mais lata dos grupos to
pologicos cujos espa�os subjacentes estao em 1-<t(mclasse 

,,. 
. dos espaQos do mesmo tipo de homotopia que algum CW-com-

plexo enumeravel)o Demonstraremos em seguida uma segunda 
versao do Teorema (B) 9 mais comoda para as aplica�oeso 

(7o5) TEOREMa (B 0 )o Sejam G � G 0 grupos topologicos cujos 

espayos subjacentes pertencem a�� Se existe uma H-equi

valencia c.p: G �G 0
, entao G e G 0 sao M-eguivalen:beso 

. 
-

No Capitulo III £azemos algumas aplica�oes des
tes resultados, principiando pela classifica�ao dos grupos 
topologicos qua sao esferas de homotopia (t8)o Das tres 
dimensoes possiveis, q = 1,3,7, conforme o resultado clas
sico de Adams [1] , so q =1,3 correspondem a grupos topo
logicos,, 
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.~~~~~~~~~~a~r~& q ~ 1,3 /Lstes hr.E-
lLO classificéI.m=3ê cio..,..êü6uinte moc:lQ.:

1) Dois Fr'l!POS t01201ógicos do tipo de homot()'~
pia de ~l §jo N=eJuivalentcsj

2) No caso d~ grupos que são j-esferas de ho=
~OEi?\J há precisamente .J.uatro TJares de classes de M=~

A

e'Juivale.n.cia" Para ce.da 12.aY' um fi.rupo e sua estirutura 0=

posta estão em classes distin~asc

A demonstração do Teore~o I depende do Teoreilla
(B') e de um z-esu.Lcado de J o dlifker [11] li de demonst.r-a-
çao delicada., .Na observação ao fim do ':'S'tl escolhemos q\1a-

A 3tro x'eprêsent;antespara estes pares de classe ~ Go ;:8
munida da estrutura de grupo de Lie dos ~uaternions de

~ v • Ao /;..norma li) e 'tires grupos "exot ãcos " GIIlG29G5' Bstes ult~=
~ ? Amos sao exemplos de grupos topologicos que tem o m~smo ti=

po de homotopia que um grupo de Lie $) mas não são R-e'lui=
valentes a um grupo de Lie~ É possivel atribuir a êstes
grupos algum sentido geométrico?

No ~9 classificamos os tipos de homotopia dos
Cw~complexos sim91esmente conexos X tais que

g*' (x ~.~) ~ Z [u4] ; ver (9 o 1)" Há prec Lsament e quatro
classes e os espaços classificadores BG 9 i = O,1~293 ,

i
são representantes destas quatro classese

A ultima. aplicaçõoS) exposta no ~l09 mostra que
a existência de uma H=equivalência h : flX ~a ~ ..que é
claramente uma condiçã.o necessâria para que X ~ Y9 ê tam=
bem suficiente"
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"Cep~tulo I

~oções e Resultados Prelimin3res /'

c:.o. Notiaçoes e tierminol_ogia.

1) ~ : será usado paro denot ar isomorfismo entre gz-u
Gbstrlltos; homeomorfismo entre espaços topológicos; iso=
morrismo da estrutur3 mais rica quando se trattlr de gru=
posliopológicos ou f'ibrdos principaisG

2) UY :classe de eupaç os qUI;: tem o mêsmo tipo de homo-
topia que algum CW-complexo.

3) 11J; :subclasse de 1JJ daqueles espaços que têm o "tipo
de homotopi~ de um CW-complexo enumerávelo

,:!.) H-eJuivalênci~: sx: si ,
5) HG,;::e,!uiva.lenia~ UB homomorfismo continuo h:G---7GO

entre grupos topolbgicc~ , que sej uma equiv· lência ne
homotopia.,

6) ~ : para ~n~i~~ identificações na construção de
espaços quoc í.entea (n""o se~·á usado no contexto homologLco ) c

~lo H=espaços e seus morfismos.

Sej.;.X um espaço topológico, e E X um ponto fi=
xadoe Uma aplic ção ~ontlnua m ~ XX X~X diz~se uma mul=
tiplicacao (com unid e e), ou téi1mbemuma H-estrutura sô-
bre X, se

m(e,x) = x c m(x,e) para todo x ~ XG
Um espaço X munido de uma multiplicação continua com uni-
dade diz-se um R-esp :20 ~uando n&o houver risco de confu-
soo de qu I estruturú e trata, escreveremos simplesmente
m(x,y) :xoy G Duas multiplicações dizem=se equivalente~
se m,m o : X >< .x~x forem homotópic s: m ~ m 8. D d Ut1

multipl icação me X X X~X~ chems -ae multiplicação opo ta.
op p

a m , m : X X '. -7 aquel.:r se define por
mop(Jt~y) !!': m(ygx)o o tl=e aço c on .ituldo de X munido d.

multiplicaç~o cpost será denotudo por xOPc
Um li~esp ço (t,m) diz-se omotópic nte comu-

t tivo ~ m [jL.m f.) y X X~
f •



_ X A em } L~y .Z 1!1~.w(x, y) ~z ) e
(x y z) m(x.m(Y9Z))

Por um li-morfi...,mode um li~esp~ço (, »m) n ..e
gundo espaço (À')~mj) entende~se u~o ~plic&çuo continu~

~Ào tal 1 e o diagr8m~

A.XÀ,
m
~
1. -----)-

Qseja c 'ut~ ivo & menos d um homotopi 9 ato e:
f C> mt:Y.mu o (r X f) ~ Xx. .A.~X.II Q . ..,.

UmR=morfismo diz-se uma H-e~u~valcncia se
~ .h..-? À. .fôr uma e·luival~ncia.de homotopia; diz se uma

•••• •••• A

luiva]&! ia fraca e f.. X-- 1-..fi for uma equivalencia 1'ra
hom . pia (1 to é 11 f' J 2pe.>. as "tivermos a cond Lçiio

1íq(1i..)~7Tq (X O) e ~ para todo q ~ -O) o

•..Os exemplos mais importantes de h-espaços sao
os gru ~ topológicos . Ou espaços de laços {2(y) (na

,. ...
forma fi '1:" OS r ~fini\l J(.C;u~'ooreJl todos esne s aao asso=
ciativoSn há .•no entantoj mulciplicações homotópicamente
associutivas sÔbre a es.fera S3 1ue não são e~uivBlentes a
uma multiplicação associativa (veja-se [4] )"

~ ~No decorrer deste trabalho teremos ocasiao de
"considerar freluentemente ll~corfismos e H-equivalencias en~

tiregrupos tO'pológicos.,A seguinte ttlrminologia nos será
útilo Se G e G' são grupos topológicos, denomina-se uma GH
eguivs!.~ncia a um homomorfismo de grup topológico!l :G'---7'G fi

que seJa e.ju T"slência de homotopia entre os espaços topo-
log'co ub' cen e o

Seja (1.~m) um H~ espaço com unidade e 6 ~, que to-
maremos como ponto-base~ Y um espaço topológico com ponto~
base Yo E Y. Seja cp :(X,e)~(Y,yo) uma equivalênc's de
ho otopia dos espaços com ponto-base, ~t :(Y,yo)~(· e),.um in rso de m topia de ~ o Definimos sobre Y uma est

Atura de li-esoaco, transpor~ada pela oquivalencia ~ do
guinte modoo Consideremos a multiplicação m'~Y X Y~Y
f' ida po m o:: tp o m o ( tf I /( (f' J o oeja e I

<pm( <fI ) e lf( <pac

.
o

te
(
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Se'o espaço Y fôr razoavelmente liso (por exemplo: um CW-
complexo ou um ANH) pode-se facilmente construir mlt~ mO
tal que m"(y te') = y I: m"(e o ,y) p~ todo Y t/ Y e Quail\quer
duas multiplicações transportadas de uma m : X ~ X~X por
uma equivalência ~ são equivalentes sôbre } •.Verifica-se

_ A ~facilmente que se a multiplicaçao original for homotopica-
mente associativa (respectivamente homotópicamente comuta-
tiva), o mêsmo ocorre com a multiplicação transportadao

Teremos ocasião de usar algumas vezes o resulta-
do expresso no seguinte lema:

(lol)~o Se.ia f{J: X-4-Y uma H-equivalência entre os H-
espaços X ~ 10 Então, todo inverso de homotopia ~:Y~X

p A. ~si!!. tp e uma H-eguivalencia de Y ~ x,

Demonstração .. a comutatividade a menos deBasta mostrar
diagrama

~><~
y x Y >

m' !
homotopia do

1 x ó

De fato, sendo Cf uma li-equivalência, temos mO(tpx<f)Ot.lfom,
donde m'(<pXtP)(\j/x'-P)~<f(lm(~xf)~ Por outro lado,
(Cfxc.p)("",'X~). (tp~)X('f'Y)()!. jyx 1y. :1y)<y o

Portanto mO • me~1yXY~ m'(i.pxC(J)(fX'f) que, seguida de
m'( X lf)(\fx~)(Jl 'fomo ('Í'x~) nos dá m6~ lf'omo ('fXtj/)o
Multiplicando à esquerda por ~ temos finalmente:

'fomo ~ (\f.ICf) o m D ('f)('f)~ m(\fIxf),

o que demonstra a ~-comutatividade do diagrama •.

~2 •.Algumas construções de homotopiao Fibradoso

Fixamos a seguir algumas noções e terminologia
da teoria da homotopia e dos espaços fibradoso Seja X um

ti (. ,1 " ..•aspaçc topologico, .[ = L07~" Chama-s~ cone sobre X ao espa-s: l. pcn-t-lo tJ,o•••
ç o Q'l)oc·ente CX = X X /1,0) X Xo Hepresentamos üiii:l'"conepor
(t,x), observando -:.tueos pontos da forma (O,x). x é X, são
identificados a um Único ponto O t denominado o vértice
d(;.. c: A aplicação x ~ (1 sx) de.fine uma inclusão X. C. CX,
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Sejam X e Y espaços topológieos. Denomina-se
juntura de X e 1 ao espaço quociente X* Y da soma topo-
lógica X + (xx I xY) + Y com as identificações (x,O,Y)II:X

Ie (x,1 ,y)ay para todos x € X, Y é 10
Dadas aplicações continuas f : X~· e g :y~yG

.,.. ..•define-se uma aplicaçao canonica
s » g : X * Y--?,-X' * Y' por (x,t,y)~(t(x),t,g(y)).
Observações Q 1) Se .x. = ~pt} t X * Y •• CI = cône sôbre Yo
Se X :; {Pl,P21 , X"* Y ~ SY = suspensão de Y.

2) Nas construções de Milnor e Dold-Lashof,
11 •••a ~untura de X e Y recebera no mesmo conj~to quociente uma

topologia menos fina que a topologia quoc~ent~o Por um pe-
queno abuso de linguagem chamaremos tambem de juntura de X
e Y e o denotaremos igualmente por X -*" Y.

5) Para esferas, verifica-se facilmente que
sP * sq ~ sp+q+l •

Seja A C X, f : A~Y uma àplicação cont!nuao
Denot~mos por X ~f Y o espaço quociente da soma topológi-
ca X. + Y pelas identifica.ções a ~ i(8) para todo a € A.o

Bas construções posteriores precisaremos diversas
vezes do resultado expresso no seguinte lema,(para a demons-
tração, veja-se [5J \)§ 3 e4). Seja 1fJ'. a classe dos espa-
ços que tem o tipo de homotopia de um.·CN-complexoo
(~ol)LEl14A. ~. ~ um espaço tal gue 7To(X~ ••• O !. 7íq(X)
aao grupos enumeraveis para todo q > 00 Bntao existe um po-
liedro localmente .finito X' e uma equivalência .fraca.de ho-
motopJa t : X'-4- Ao Se x € 1AJ', então t éeguivalência de
homotopia.
Observação: O póliédra conexo XO tem número enumerãver de
•eelulas •.

Fibrados.Dentre as várias noções de fibração existentes,
nos 1sstringiremos nêste trabalho ao emprego de duas: fi=
braçces localmente triviais com grupo estrutural no sent'i=
do de [12] e as fibrações de Rurewiczo.

Por ~m !ibrado principal Ede grupo estrutural
G( = grupo topológico) entende-se um espaço topológico E
onde G opera continuamente E X G-7'-E sem pontos fixos Stl=

tisfazendo às seguintes condiçoes: 1) a x-ela,çã de equl-
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valência definida por G em E tem um gráfico C fechado em
JS x ,i!;; para todo ponto (x,;y) E C exí.sne um e um 'Único g E G
tal ..rue xog :;y e a aplicação u : C'~ de!inida por

~ ~ A !
u(x,y) = g e cont~nua sobre C; 2) a base B ~ ~/G recebe a
topologia quociente e a projeção canônica p : E '-+ B é
localmente trivial : para todo b ~ B existe uma vizinhança

U de b em B e um homeomorfismo cPu: B X G~p-l( U )
tal que p <fJu<b'jlg) = b tlb € B, g E G" Como é bem co-
nhecido, esta definição é equivalente a de [12] ,~8.

Para quaisquer dos tipos'de fibração fixaremos
a seguinte terminologiac Dados duas fibrações p : ~~B e
p' : E'~E', dizemos que uma aplicação continua f:E~~O
é uma aplicacão,fibrada se exist~ uma aplicação continua
f : B --7"Bo -luetorna comutativo o diagrama

E f > l!;0

P J t po-
B r BG> o

p - oIsto e, p'o f = f o po Diz-se que f e induzida por f e que- ~f cobre f o Observe que f Leva fibra em fibra, mas nao pre-
cisa ser um homeomorfismo entre as respectivas fibrastnem

••• •••mesmo uma equivalencia de homotopiao
Seja fo ~ E~o uma, aplicação fibrada e ft~E~EÇ

uma homotopia de fo; ft diz-se uma homotopia vertical se
pft(z) = pfo(Z)9 O ~ t $1 e todo z 6 Eo Nesta homotopia~
a deformação de cada ponto da imagem se dá ao longo da fi-
bra de EO à qual pertence o pontoe

Seja F : E X I~lI:U uma homotopia cobrindo uma
homotopia f : B X I ~Bo ~ ioéo í"t(p(z)) ::a pOFt(z), para
todo z G E, O ~t ~ 10 Ft diz-se estacionária com ft se
tt(b) fôr constante num certo intervalo t €o J C I, então
't(z) é constante para todo z € p-l(b) e t € Jo

Q9nstrucão de Milnoro

onstruç
roi un

Nos clássicos trabalhos (6J e ['7] , Milnor in-
duas construçoes que chamaremos a construçao di-
cons·trucão inversa9 respectivamente",A primeira

, .par-t e d tiopo Logâc o G q iaLque r on
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a construção inversa parte de um complexo simplicial geo-
métrico enumerável X (com a topologia fraca) ~ constroi um

p - _.-grupo topologico G e um fibrado principal universal G ~E-)X
de base Xo Esboçaremos rapidamente as principais proprieda~
des destas construçõesn Para as demonstraçõés, veja-se [6J e
[7J o

(A) A construcão diretao Seja G um grupo topológico; o es-
paço total EG do fibrado principal é definido por um vari-
ante da operação juntura do seguinte modoo Seja N c~1,293gG.~1
os inteiros naturais> 00 EG = G o G o G Q.. (um número
enumerável de vezes); um ponto z € EG é uma faml1ia
z = (tixi)iEN ' Xi € G ~ ti E 19 ~endo (ti)i E N uma família
quase nula tal que ~i ti = 1, havendo ainda as seguintes
identificações: (tixi) = (ti xj) # ti a ti para todo ã ,

e Xi <: xi para todo i tal que ti > 00 A ação. do grupo à
direita EG)( G ~EG é definida por «tiXi)iéN,Y)/--7(ti(xiY))1

Consideremos as chamadas "funções coordenadas":

e .,
tk>O na última definição é necessário em vista das iden=
tificações fei·tas quando tk = tk = 00 Munimos EG da topolo=
gia menos fina que torna simultaneamente continua todas as
"aplicações coordenadaslt" Se X é um espaço topológico qual=
quer, vê-se imediatamente.que uma aplicação f: X~EG é

fi 'lcont ãnua se e somente se ti o f e Xi o f forem conn í.nuas ,

as últimas onde definidaso Seja BG = espaço quociente de EG
pela açao de Gt p : EG~BG a aplicação quocienteo

Seja EnC EG o subespaço dos (tixi)iEN tais que
ti &: O se i> n , Bn o quociente de En pela ação de Gt Pn ~En~Bn
a projeção correspondente~ EI se identi~ica trivialmente com
G; temos um diagrama "escada" comutativo (onde as flechas
horizontais são inclusões):
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tilnor prova [7] que cada G ~En n~ Bn é um fibrado prin-
cipal localmente trivial e n-universal, enquanto G ~EG -7"BG
é um fibrado principal, localmente trivial oo-universalo

Q. ILembremos que BG e denominado um espaço cla§sificador para
(i'.o grupo topologico Go

(B) A construção inversa~ Um grupo topológico G diz-se um
CW-grupo se: 1) o espaço subjacente de G é um CW-complexo
enumerável; 2) para êste C~V-complexo, a multiplicação G X G --:>,'-G
e a inversão Yt-7y-l de G~G são aplicações celulares (is-
to é, levam n-esqueleto em n-esqueleto para todo n ~ 0)0

Na construção inversa,Milnor [6J associa a cada
complexo simplicia19 conexo, enumerável X (munido da topo-,.J
logia fraca) um CW-grupo G, que tem por elemento neutro um

~ ~ ~vertic&, e um .fibrado principal oo-universal G~E ~X
de base Xo

•• a"Observaçao: de a construçao direta for aplicada a um CW-gru~
po G, prova-se ( [7] ,p0435) que todos os espaços nas flbra-
ções Pn: En~"'n' bem como na fibração pc-universal
p : EM> ~ X_ ,são CW-complexos o As principais proprie~
dades das construções de Milnor são resumidas nas seguintes
proposições:(veja-se [6J , [7] para os detalhes)
(3.l)PrlOPosIXÃO. Seja X um complexo simplicial, conexo,
enumerável, G--.;E -7-X o fibrado principal DO -universal
da construção inversa o ~ Y é um espaço topológico e
f : y~X uma equivalência de homotopia, então a imagem
inversa i~(E,X,G) do primeiro fibrado por f é um fibra-,..
do principal ~-universal de base Y e gruvo Go

Seja $ =(~,X,G)um fibrado principal de grupo G
base Xo Suponha que êle seja descrito por um sistema de
transformações de coodenadas gij : Vi Il Vj ~ G, sendo (Vi)
uma cobertura aberta de X por vizinhanças coordenadaso En-
tão todo homomorfismo continuo h: G ~G o induz um fibrado
de base X e grupo G09 cujas transformações, de coordena-
das são gij = h o gij : Vi" Vj --7- G'.

;V ,.,J Q

(3,,2) PliOPOtiI<.tÃOn Seja G ~E -7"'1., onde X e complexo sim-
pIicial conexo, enumerável, o fibrado principal cc-univer-
sal que resulta da construção inversa o Então gualquer fi-

Qbrado principal B de base X e grupo G e induzido por um,....,
homomorfismo continuo h : G ~Go
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,
.Milnor define para Cw~grupos enumer-àve í s uma re·-

'a ~ de 0 'ui-alência [7J do s,guinte modo~ dois C -grupos
~ .l'~r8:vC~ü ,iZ0ID=F'O .§_K ivD.len~Gs~ se ex í.sne um terceiro

~, ru",o en erável h omor!'; sr . continues h1 oG.? ~Gl ~
:; G3----rG2 ~ue são e uiilalêncies de homotopia"

,;-

~~~~_~~~~~~ À e
un

segundo C"~~~J.upo e •..uneráv 1 G o admi"t o 11'lêsmoespaço cla~.=
sificado::c' X# Go é equivalente a G no sentido de ...Jiilnor,

Lelllb~ omos ,lua cr ~ y I--'7Y~l é um. isomorfismo do
grupo ti pológi o G sÔbre ,.,o~ ( ::: g:.upo topologico com a
estrutura oposta de G)~

De 6=

finido por
condição

<J/X> (tixi)iEl'>I "" (ti C> (xi))if:H

õ;, (z, y) 11: ~ (z).., õ (Y ) 9 \:I z E EG

:::luesatisfaz a

essagem ao quocient~ obtemos o homeomorfismo o ~J3•..•XBGOD
PQ U ."

~4o A construçao de Dold e L.Q9ho!>

A construçao de Dold e Lashof [2] (q _ a re1.a-
o-»

C 1 r uç a
• 9 • co truçc "no, no bs ante o fa'o

~0ne-aliza lar~ ~CSp8ÇOS asvoc -

e para .;)po co 00' ç d s"'r~çõ ...ao e e ;

s~ncial.ment equâva.tenue s (msí,a prv(.isamente: os .-.;stágio ...
r':nit s são G-isomôrficos)\l a constu-u ao D~.G e ma P apro=
pr~a a para 8 çon~ , çoes qu f'azJr no C

ipal
ons"d

1:r

gruf
o,

b j G ---;='

J1 o 'X G -7,1;;; a a "
u'nte di rama co s

J (:5ruf,
dentificac



C B X G +

P~'lJ
c Ji.i +

9
A

E ~ C ~ X G V,u E = .t:,

li) JpJ p

B :> CE~B :: TI
"... '" (j

om a reosalva lue a topologia de E e B sera em geral menos
fina que a topologia -luocieiltc ,sejam z ~E, O~t$l, yé G;
um ponto de CE é reprcaentado por (tgz), sendo os pontos da

forma (O,z) identificados a um único ponto Õ (v~ri1c do cô-
ne ) , Um ponto de E e representa.do por S= «t\lz),y); J.mpõe
se as seguintes identificações~ «O,z),y) rv (Õ~y) e
«l\lz)\lY) "V Zo;}t par-a todo z EE~ y €Go De modo análogo às. da
conatn-uçâo de 1aJ.ilnor, definem-se as seguintes :'.funçoesc oor=
denadas 11 :

(4.1)
t: Ê~(09) i

( zy ) ~ t -1 ( ) O91) ) -)- li) ,

y : t~ «(O sll -:>G~
z : t-l( )O.,l( )-?~')

«tjz)!Jy)~t
( (-ti , z) ,y ) ~ zy
«t,z)l)y)~y
«t,z)tY)~z

A Q e
E e munido da topoloBia menos fina ~ue torna cont1n a .
"funções coord.enadas [f o

/\

Define-se uma LncLuaào l!:C .~ por z t-7 « 1 \l Z) 1 );
• ~ ti Ú ••esta 1neluêao e homotop1ca a uma constante, sendo a homoto-

A
pia dada por E X I -7E~ (Z9S)~((s~z)~e)o Para s 1 te-
mos a inclusão deda , para s := ú~ E )< Q·--7>(Ose),. A aplit~a=
çâo y~«(O~z)~y) ~ (Õ~y)define a inclus80 de G sÔbre ma~. -obra de E. A ba e e topo1ogizada de modo allalogo~ Um ponto
d :;: C vp é r preson·tado por (t,z) com o. ide t"fic8.;:O
(l,z)~ .(z) 6 Bo .ntroduz-s as s guinv 3 ru ç s eoo d~
nada :

~ : ".:~f9~1) ,
z ; t-1 )O,l( )-7'&;

p z): t 1 )091) )-711,

(t z)~
(t z)1---?> z
(t z)/---?p(z)

.-"1.Co10ca=se em B a to ologia menos fina que torna cont n a
. s "funções coor enadue " (4" 2.). R~ •ncl s ""o ~3C /\ Z l-?> 1 z )

J{- r ••ond z E P . z e claramente cont í, ua e '.remosp as ima 1n=
clu o ~ t~brados



/' '" ,A A /\ osendo E ~ O em li:; a projeçao p . J~-7'B a definida por
/' ~ ~p : «t~z)\)y) 1---7' (tgz) e a ação do grupo 11 ;;< G~E por

<? ,y8) ;:: {«t\,Z)\lY)iiYO) ~ «t,~Z)Il;Y-Y~) ::; ~oyO "

Prova-se que partindo de um fibrac.o principal a c onacz-u-
ção G ~Ê i\.B é de novo um f'ibrado principal com gru-
po estrutural Go ;/

Iterando a conctrução a partir da fibração inl-
.A A

cial El s;; G--7' * e fazendo En ;;: li8n+1 s Bn ::: Bn+l ,obtcm=

se um diagrama infinito~ onde as flechas horizontais são
inclusões: J

G ~ EpO---:-7 BG é um .fibrado principal &>o-universal de
grupo estrutural Go

Para compararmos as cons'liruçõesde Milnor e de
Dold e Lashof estabelecemos primeiramente um isomorfismo
ent~e as duas formas da operação juntura u Seja G ---? E '-7- B
um .fibrado principal, tolltl9 tE I com to+tl ;::i" Um G=iso~
morfismo G* E~ G o E é dado por (y,t,z) ~(tY9(l-t)z)l)
cujo inverso Go E-7-G* E é (toY\ltlz)---7"(ygtl,z)o Defi-
nindo a operação de G em G*E por «Y\lt\)z),y')~(yyQ ,t~zyG)
e aná Logamentre em G o Eç vê-se se tratar de um G~isomor' â smo

Está verificado em ( [2] 9Po29?) que no caso de
um grupo topológico~ os respectivos estágios finitos nas
construções de Milnor e Dold e Lashof são isomórficos co~
mo fibrados principais~ Convencionamos aqui topologizar o
fibrado 00 -universal G ~ EtlO~ BG de D-L com a tJopo~
logia de Milnor (limite indutivo)o

Explicitamos abaixo o G-isomorfismo entre G * E
/'e E, que precisaremos nas construções do proximo capitulo.

Seja G~ E ~ B um fibrado principal de grupo estrutural
G, ft: EX G~.E a ação do grupo Go Consideremos
A ....•. "
~ '* (C~)( G) Vfl ~ e definemos um G~isomorfismo f: E ~ G*E

{
« t \)z) ,y) J > (Y~t., zy)

por
z I >(y,l\lz) = z o

As identificações são obviámente respeitadas, pois
zy N «l,z),y) ~ (y,l!fzy) ,.,j zy 9

e define-se poia uma aplicação continua f; esta comuta com
a operação de G: se ~ c «t,z),y)
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{(t t Z),y)y' • ({t t z) ,JY')1-7 (yy' ,t, zyy') = (y, t 9zy) .y O

Q A.? "'" >-i to e, f(., oy.') ::f( '? ) oy o o Verifica-se facilmente que
fO :G*E ~E dada por (y\)t~z)~«ttzy-l)9Y) é continua

A. '" ""e inversa de f : f o f o = 1t f o o f = 10
Dado um homomorfismo continuo h : G ~ G o de gru-

pos topológicos, h induz uma se~uência de ap~icações fibra-
das hn: En~E~ entre os respectivos estágios das cons-
truções D-L para G e G' respectivamente, tais que
hn(z"y) li:hn(z) oh(y), para todo z E En ' y E Go (Porexem-
pIo, h2:G-* G -7 G°-*" GO define-se como h2(y,t,yO) lI:(h(y)~,h(yrHt
Temos assim um diagrama lIescada" comutativo:

o

Sendo os hn= En~E~ aplicações fibradas, induzem por
sua vez aplicações hn : Bn~B~ \)n-2,3, •• o, PO o

~5o H-equivalências de SaMELSONo

Precisaremos do seguinte resultado clássico de
H~ Samelson (9J queg em certo sentido foi o ponto inicial
das investigações que comparam grupos topo1ógicos com espa-
ços de laços e mass geralmente com H-espaçoso

(501) PRO.POSlSiÃOo Seja G ~ E --7"B um fibrado principal
com grupo estrutural Go Correspondendo a uma contração de

I""'\() (/ ,.E9 existe um R-morfiamo h: G--7~L B que e uma eguivalen-
cia fraca de hmmotopiao

Observações o 1) Se G~ E ~B é
7Tq(.ffi) :::::O \iq~O, e EE1A}'

e (501) se aplicao
2) Se

enumeráveis) então

oo-universal, ioeo
.,. t? fientao E e contra1vel

B E ~ ( :::::espaços C!:! CW=comp1exos
h : G ~ {l(B) é uma H=equivalência o



Canltulo 11

H-equivalência entre CW-grupos.

~6o Construção fundamentalo

Sejam G e GO CW-grupos, <f: G h GQ um li-
morfismoo Temos então um diagrama homotópicamente comuta-
tivo:

(6,,1)

G X G

m 1
G ,

sendo m e mO as multiplicações doa respectivos grupos?
Os elementos neutros e E G, e o E GO são vértices das es-
truturas celulares e serão usados >como ponto-base toda
vez que dêles se necessite; assim ~q(G) = ~q(G,e), etco
Sem perda de generalidade, podemos supor VJ (e) = e Q; ca-
so contrário~ bastatia usar a propriedade da ex~ensão das
homotopias para obter uma ~ homotópica à primeira e sa=. ~. ~ ~t~sfazendo a cond~çao em questaoo A nova 4? satisfaria
igualmente à condição m~(lfX tp)C! Cfo m do diagrama (601)"
Doravante suporemos que tp já satis:faça à condição cp(e)=e o;
temos então as seguintes identidades: para todo ~ G'

<p(xe) = cp(ex) = lf(x) ;; lf(x)tp(e) = l(J(e)~(x) o

Observacõeso 1) ~uando não houver risco de confusão9 es-
creveremos simplesmente m(x,y) = Xoy ; no caso de um :fi-
brado principal, }.{(~ ~y) =? oy , onde fi: E X G ~ E é
a ação do grupo;

2) Lembremos que todo CW-grupo tem como es-
paço subjacente um CW-complexo enumerável.Logo o produto
cartesiano GX G é um CW-complexo (enumerável) em rela-

."" ..çao a estrutura celular natural do produtoo
Dado um H-mor:fismo <f: G ~ G o t de:finimos

wna aplicação continua 'r: G X G ~ G' pondo
?,(x~y) ;: (<p(xy))-lt..p(X)<jJ(y) o Temos, pois a seguinte

identidade para todo x9y € G :

<.f (x- y). 1'" (x,y) = Cf(x) Y'(y) o

Seja ft: <p o m ~ m o o <tpX Cf) a homotopia do dia-
grama (6.1) ,i.e: fo(x,y) ;o r(xy) .•fI (x,y) = <P(x) <P(y) o
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6, .?) ·.Rds.n ?--~ - X G ~ G ª é homotópica ti U-"º.liSlª-çãQ

" G X G ~ {eU} c

Demonatrr-ac ào , Basta fazer 'Yt(x~YJc(fl~t(x,y))- r(x) p(y)n

T mos uma aplicaçao continua G X G x I --7"" G~ tb.1 ':l ~

#0 (x9Y) ;;; (lf (x) Cf (y) )=1 rp (x ) C(J (y) =: e o par~ todo x,~yE G

?'i(X>lY) :: <<f(xy))=llf(x.) lf(Y) := } (x\JY) ~ por definiçao,

Obaez-vemos que '1'1 == y goza ainda das seguintes
pz-opr-Ledede s ~

'Y'l(x\jo) = (<f(xe))~V(x) eQ =: <pC )=lCf( 1:) :. e;:

'1i(evY) = <l.f(eY))=-CfCe)0CY) ;;VJC -~r(YJ"" e" SJ

qua í.sque'r que sejam x~y é Go
Aproveitando um artiflcio de BameLeo _, [9 ~ pode-

ligar )ro a ~i por uma hom to_ia que pre. a~ con~
a.iço~s (6"l~·) o

(605) ~" Existe uma homotopia 'l't: '1'0rV!l :tal 9 le

Õt(xj)e) '" aO = 1t(e\)x) para tod.Q xEG ~ O~t~l" ,

Jd mOllstraçãoo .t>rimeiro define-se 1't(x,y):: ?"'t(x~~)'Y't(e~e)=l;

verifica-se imediatamente que ?'~;;;'1'0 e ry{ re I;í e

que '?"t(e~~):;:; eO ~ O~'t~ 10 Basta agora d.efini·
=1

a ual, v,r'f ca-~e s~m Q~!jculdade, aatisf"z as L

o .Lema n

içoes

Usa do a homotopia do Lema (6. ))$ po
tinir uma h motopia ft ~ Cf (x,.y) ~ !(i (x ) c l.f (
ftr ..•-.:,e)..cp< .) <\(e,x:' pa.ra tiodo x~G :<"'~l
B' s c s d f~nir

ie-
"I. ' ~c..

?" l=t (

Dados d.oâs C~rgnupos G 0 G' e U.Jl. il I:l c
ff ~ G -~" G c, consideremos a constrruçao T (t) o
r t~O G:

t' _ •.
- ~ J ;

T
"'00

b j

-'?



J..lrin·~ bJ
~ ~ lh~ e conat ru í.r- UID.a ópl':'caçao fibr&da I .J..!i~-

Jg3 o u-mor f Lsmo c.p 9 iut o é 9 t/.1IG &: tf ., .ti c OU

,~t sere 'oi -: ir Iut í.vemerrt sôbre os nivela fi-
as respec Givas CO}1~ t.ru ~0~S -IJ~ obtendo-se ume .~=
de aplic~çõ s fibradas

- 11

fi

todo n Jl conat ruçâo , que e algo longa, será dividida em di-
, -_sos passos c

]- puss2"' ~artimos das fibrações principais triviais
1.1 G ~-* e Ei "" G ~ *' s e definimos 'Yl = tf~G~GQ o- .
\ amos consta-u.íz- uma aplic"-"çao fibrada ('f'2' 'f/2) definida

A
no f';braã.o P2; G-7,';G ri va Lor-es 10 fibrado P2~ G'i~.,3GII,

05) d.e m do a Gorna!:' comutativo o diagrama

'G f2 A
E o;: > G" ••• EU2 2
I

P21 1 P2 1I
t t f2
B2 = se· ? SG' ~ B2 "

""e psra tornar mais clara a definiçao, consideremos o dia-
grama das identificaçôes

+ > (CG X G)Vm G /'G I:> G

lpl I P2cPl IP2
~ 'li{*1 ~ CGV
P1

{*} - SG ••+

., mbrando -lue « 1 'iY)"Y' ) rV ss ~~ Sôbre G' ;; E19 definimos

e f2 I G :; '-VI ;:; lf o SÔbre o produto
." "" Afunçoes soo definidus separadamente sobre

'f2(*) "'1- 9..•.
com o cone, as
du?s .faix&sc



I

«t~J)~yl) 'V2 ,. «c~tj Lf Y;) 'f yO)).-
Â T JP'p

~c.
(t9y) ! .7 ae 9 CP(y))

ond YçJ O ~ G,
~ara 1/2s::.t~.1, faz~~os a definição por

t----tf;_~, «1 s <p (y)) lf (y O) ?'2t-1( 'IY; )-1)

lp'
(1íl tp(y))::>

.•• t" "' _ t?
.:::>obIe cada uma das fC.ixas as f'unçoe s aa conl;_=

nua ; bast;8 observar 'lue compondo com as 11;: çõe co r e~
nad as " de (4'ol)ç (4.,2) obtem-se funções continuas Par-a

t -1/2, Y2t_l(y.y~)=1 •• '}'o(Y9ya)~1 "" eO , quaisquer que

sejam' Y 9Y o té G, Logo, as ap1icnções definidas as duas fa1=
xas O~ t~ 1/2 e l/é::; t ~1 coincidem sôbre 8 parte com
definida por t - 1/2~

Para t - i , '}'2t_1(:Y~YO):;; 'Y1{y,y') '" )-(y yv);

levando-se em conta (6.;;;)~ vê-se que

LpCyyO) ;: Cfey)( Cf(yP)J(" \iyu)-·l)

Vemos entao ~ue são respeitadas as identificações n~s defi~
nições de G e GO respectivament Q De fato~ «l~y~yO)Nj-Y EG .•
e aplicando tfc. II "Y2«L.y) ~ye )=«l,tp(y))'V~(;yG) )'(y;yO )~l)rv

/V L.f(y) f/(S6) 'Y(Y<Jyo)-l -:: tf(-yyU) F:: 'ft2(yyG) j D. vista do

modo -lue definimos 'Y2 sôbre G o

havendo verificado a continuidad~ de ~2 e V/2
ve r-Lf'Lc a-eae imediatamente que p Q ~ C. - f2 P ; V--'2 é uma
aplicaçao fibradao
ObservaçaOa ôe nos restringirmo~ aos pontos da forma

- A A p

«O~y),yt) = (O.,Y')'1 iQeo a fibra de G----?S'} sobre o ver-
tice TI ~ SG.• temos '-f.;2( Õ9yO) == Cõo, cpCyO))Q ldentifican
do G com esta fibra peLa inclusão G-7 G dada por y 1--7'" (09:5

~21G = r o ~ote<J entretanto~ que esta não é a inclusão
El = G-7E2' pois El identifica-se com a fibra sÔbre '* ,
o outro IIvértice" de SG,
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que pode ser escrita sob a fo~
,

28> (Z\)yll).,. (1I.I,(z) t.p(y")) n G: (z~y!)S ~~ I ~

~ G; ~ (B2-ki1) >< G---7"" Go ~ uma função continua ~

Demonstraçaoc Seja z;; ((t9y)\)yU) E:hi2 e yflE.G 1·'rimei~
ramente C~;'~,culemosa expressão de fc:.{zoyn) nas U1 es fai=
xas , Para. O~ t ~1/2 'i

~2(Z,)yll) ;;: +2«t9y)~yOyll) ç «2t, CP(y)) .•<P(y"y"))

- {(2t, <p(y))ç; <f(yO)<f(yll)1í(yd~yH)-l)

:: «2t, <P(y))g CfCyj)-<f(yll) ?í(yü9yll)=1

:;; \f 2(z) • !f(y") '11(y 9 a" )-1 s

enquanto para 1/2~ t < 1,

+2(Znj·lI) :;; +2«(t\)y)~yOytt)

n «l~ 'f(y)), l(J(yOy")' ?2t-l (Y\lyoyll)-l)

=( (1 ,f( Y)) 9<f(y Q Xfey" Yrl(y 'v" ) =l?2t_l (y -s "s" )-1)

:: \f2(Z)'f(yll) (1'1(yOy" )-1 'l"2t-l (ygyCy"r-1).

Para exibir a homotopia procurada, def'inimos

se 1/2~ t <I • Par-a t '" 1/2, 2t-1 ::..O e
logo as definições sôbre as duas f'aixas
comum, definindo uma homotopia,

parte



) 1 )

t:'ara s - Gc. (z,ytl) ;:; e'
o,

tE 10 Logo ,/

2(0 f, (z g Yli) ~'r2 (z ) ~ (y \I ;

I>ara s '"1 .•G; (Z~y") foi expressamente definida (compa-
re com os cálculos que preceie. a d~finição)para que;

8~ (Z~y") :; C'-V2{z) 'f(y"))~ Gf (z,y"

::t2(Zoy!l) o

A verticalidBde da homotopia é obvia em vista da fórmula
(6010)0

2º passoo Definir uma aplicação fibrada 'f3 ;;Ej ~E3
tal que lJi31E2;; t2 "

AB9. ;: E~ ;;: CEt V o B' e c omec mos por definir uma B.pl~-
:; ,~ 2 p') 2c-

caçâo eont Ínua '+'3: B3~Bj 'do seguint~ modo:

_ {(t~Z)~ (t9\V2(z))
W e -

I;· zE-B21 > Y;2(z)

1, t3(1~Z);(1,tf2(Z)) rv P2f2(z)=f2(P2z)=r3(P2(Z))Para t =
usando-se a comutatividade de (608). Logo a definição de
~3 e compatível com as identificaçõe!, e defin~uma fun-

ção continua +3: B3 ~ B3 tal que 'f;j I B2 c: +2 o

Para definir ~3 partimos de uma ~plicação
<:P :l!i,~.h:.3 que não é em geral fibrada, aplicação es-

ta definida através do diagrama seguinte,
tp*~

G '* E2 > G~ * 112
(6012) ~I

~
t~

i"2 ? '];2 ,



""onde as f'Lexas ve.rbí.ca í,s aao os G-isomorfismos do ~4
Para estudarmos o compor-tiament o de p ~pausemos a re-
pr-esentianne s dos pontos no diagrama

/

onde o retângulo de baixo não precisa ser comutativo~
De fato temos (para z G: E2 9 Y~ G , t G r),

tp* 'f2.
I >(y"t,yz)

1
((t'Z)\lY)

por uma homo-

topia que é esta.cionária sôbre E2 C. Ê2 = E3

fibra 'P~?(O)~
A

e sobre a

Demonstração e Façamos inicialmente duas 'observações sô-
..:::h......... A ~

bre o comportamento de '±': E2---7E2 o Se t = 1 \l isto e 'i
A

no subespaço E2 C. E2' temos

zy /V e(l,z)~y) ~«l\l f2(zy) <f{y)-l), l.(J(y)) rV

rV ~2(zy) lf (y )-1 'l(J(y) ,. f 2(z ..s) ;

em outras palavras, p \&2 :: +'2 o Para t a: 09 isto é,
na fibra P21{O) ,

(Ô,y) = «O,z),y) t--=;1-«0,'f2(zy)cp<y)-1, rpCy)). (O' ,~(y))'j

i. e , , p (Õ,y) = (0° 'j l.f(y))n Para o c e-c i , definimos
a homotopia por

(6.15) Hs ({t,z),y) = (n , 'f2(Z) <fey)G;{z,y)tf(y)-l)

Levando em conta (6,,10), vemos que para O~ t <, 1,
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~«(t"z) .•s) .' (t,02(z)) ,

Hl«t~z)\}y) ;; (tr , f2(zy) t.p(y)-l)/ , .,

o espaço B2 ~ em vista da identificação (l,zO),~ P2(Z")9
.•.e t -71~ o ponto (t'ilZO) tende pura P!-(ZO)", Por-t antro quan-c:
do t ..~ lI) para todo Si O~S~ 19 }

2 IHg«(t\)z)\)y) g: (tg 1..f'2(z) <f(y)GSez9y) <f(y)- )-;,;..

-7 P2{ t2(z)<f(y)G~(z~y)íf(y)~1)g;P2 \f2(Z) -

""'f2(P2z) .,

Vm vista disto~ definimos para t t;; l~

(6.16) ~
l

Hs«19z)9Y) ;;: t2(P2(Z)) 9

Hs(Z) s:; 'f;2(P2(z)) 'I o

O:;S:s~l
I

Assim) foi definida Rs de modo contínuo sÔbre
/\

E~.,..J!;2:;C~2XG'-f.t.E2 t fA ~ E2XG-7E2 a ação de G em E2"

A definição respeita a compatibilidade das identificações;
de fato\)

\I Â /';h.l\ AObserve finalmente que a homotopia lis: 'f3 o P2 Q:!. P2°'j;::' ~E2-;> B2
é estacionária sôbre E2 (t=l) e sÔbre a fibra P21 (O)

.Retornemos agora â construção de 'fj o Us r-emoa \l

entre outras coisas, um resultado bem conhecido de Hw
l'iliyazaki[8] ~ afirmando que todo CW-comple;~o é para om scbo .
Lembr-ando a observação que se aegue ao item (13) d0.:13 na
construção direta de Milnor a.plicada a um Ch-grupo tod a

~ A QOS espaços ~n' Bn sao CW~complexos; logo E3 = E2 e pcra-
compacton Consider~mos 3gcra o di:grama (em geral nã co·
mutativo)
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A partir da hom~pia constru!da acima e de ~~ , temos o
clássico diagrama para o levantamento de homotopias:

Ê
2

)< il~ cf> # '~,

(601?) n f\'2 /
Ê2 X I li > 132

onde li:Ê2>< 1-7 B2 é a homotopia lis:+3o P2 rJ P2 o;P .,
Aplicamos agora a forma mais forte do teorema clássico
do levantamento de homotopias, devido a w~ Huebsch (3J 9

que afirma o teorema clássico de Steenrod [12] ,pp~50-54,
fisupondo apenas que o espaço de partida e paracompacto e

afirmando ainda que a homotopia de cobertura é estaciona-
• Aria toda vez que a homotop~a na base o fore

A ASeja 1:!': E2 '>' 1-7~2 um levantamento da homoto-
pia do diagrama (6n1?)g nas condições do teorema citadoo
Temos ~~1(z) = P(z) .• para todo z E Ê2" Def'inimos t3(z)=F o(Z) o

Em vista da relação 'P2 ::)Fs r hs \l O ~ s~ I, concluimos que ~
1) P2 "-f.; 3 I:: \J;, o 1>'2 ; em_outras palavras, f3 é uma apli-
cação fibrada cobrindo 'f!3; 2) Como o levantamento .Fs é
estacionário todé vez que Ha ~ôr, as condições do Lema
(6014) e as obser ações sÔbr( ~ logo em seguida nos pe~-
mitem afirmar: 1) ""31 E2 =~IE2 ='f;2 ,portanto 'fj é
uma extensão de '-/;2; ii) t3 I P2l(Ô) =<p/p"2l(Õ) é da
forma (Õ9Y) 1-7 (ÔO 'j <f(Y))" Assim está conc LuÍda a cons~
trução de +3 nt condiçõe'"'lesejadas Q

42 passo~ O argum~4to de ind-,çãoa A hipótese de indução
será a conjunção dos seguintes enunciados:
a)n - S' ..>nha.n e se haja 1onstruldo uma aplicação fibra-
da ~n -7' ]10

1 rp~Pnl I.j/n
"\ ~ B'n n

tal que r'nI En-.i :;:; +n-l e +n I Bn~l :: tn-l .,



,

que h'"'ja uma ho otol,i v

Ollú

tem a forma
/

I

com G: : (En-En_1) X G-----? GU

.Partindo de um diagrama análogo a ,(6,,12),

econtl.lluao

(6,,18) ,
e da q?0 assim definida e definindo ~n+1 de modo aná-
logo ao feito em (6.11), constata-se, examinando detalha-
damente a construção de ~3 (32 passo da presente constru-
ção), que o argumento se adata passo a passo permitindo a

••• .,. I/J A /\construçao de uma ap1icaçao fibrada ~n+1:En~E~ ~ pro-
\ /1 - Ã ,Alongando Yn ' e cobrindo a aplicação fn+1: Bn :> B~ o

Para garantir o argumento de indução será ago-
ra suficiente demonstrar que ~n+1 9 assim construida7

satisfaz à b)n+1 •

(6~19) ~o Existe uma homotopia vertical
Qn+l
l:JI s (En+l-En) x G --7 E~+l
-C

H
n+l

\:JI s : 'f!n+1( S' oyG ) 0! f'n+1(~') '.f (y') tem a forma
n+1

(ij)s (~. ,y") :: (fn+l (S' )CP(y' » .. G~+l( ~ •,y U) ,

Gn+1• (E -E»< G ~ GO cont!nua"s • n+l n '7

, onde

Demonstração e Denotemos por tÇ I = « t, ç ) ,y) um ponto ge-
Q • A r .JJnez-aco de En ::a En+1 li ':> ~En ' t € I , Y €o G. Como 't'n+1

cobre ~n+1' em b:n-En ,isto é, para os pontos tais que
t < 1, ~ n+1 tem a seguinte forma: seja ?lf En ' O~ t < 1
e yGG:



»: «:,(t,?)'JY) F ( t, \.f.;n (~. )) ()(t ~ y,)~

'Pn T l... "
.0) rn

t
V/n+l(t;~C;) (c , tfn <4 )) 57'

r~ vista das condições nas funções coordenadas (~ol)
"" . ~ í'õ: (En~ 'u) -7" Gc deve ser uma aplí.caçâo cont Lnua , .I.'ot
Â .-" -' .p"" iPn(Bn -En) ; En -Bn e um cone (aberto) contra~vel

e que (6~20) representa uma tivia1izaçao do fibrado sôbre
/\ A-I /\ '"
Bn - Bn : Pn (Bn - Bn)~ (Bn - Bn)( G"

seJo a lin+lo ti, o Ap rJ /'p O" " ~o
S o 't'n+l n - n ':t"

construída de modo análogo a de (6<>15)." Na
temos para O~ s~ 1

a homotopia
fibra "p~l(Õ)

A.= O· '"'vértice do cone de B'n
Sendo estacionário o levantamento da homotopia, teremos de

()modo analugo que

forma \ 1/ (Õ y) :: (Õ 9 o IO(y)) o Considerando que'rn+l 'j • 't

+n-sL « t '"~) \lY) '"' « t ,f n «(" )) s Õ(t ~ç 9Y)) 9

a última observação mostra que para t ~O devemos ter
õ(O,t 'JY)::<f(Y) , para todo çe En ' YE.G~

Para t < 1 introduzimos a seguinte aplicação
auxiliar, claramente fibrada:

'ondo
tical

+;"+1 «t,( )~y) ,.. «t,fn<-?))9lf(y)) ~

~~

'\f.q
~o

-;; « t ,( )~y) - 'I temos a seguinte homot opia ve

Si) = «-G"~n(4)) Õ( l-s)t,S ,y)) ligand

(S') "" fn+l (Ç' ) a 'ljJl (~') ~ ~~+l <ç )
.I::>oro L:t'O lado a 'omotiopf.a ver"i:;ical



tI s ( / I:> a) ~ 1y1=8 L; ij ) <f .s: )

v. (4 O «s J) •••fl1-l-1 (S v ) (f(Y ) a

A composiçao sucessiva das homotopias9

lfu+l(S Q oyu) /V ~~+l (4 o -s' )/V rf~+l CC; G) 'f(yU )N

rJ fn+l <,( ~) ({J (y o )

nos dá a homotopia
verticais~ o mêsmo
que denotaremos por

n+l88 (t;0~yO) g

Aprocurada o Bendo as tres homotop1as
é verdadeiro da homotopia compostai

Para definir a homotopia G~+19 referimo-nos â definiçao
de fibrado principal no ci21 seja C o gráfico da relação de
G em En+l~En+l e u:C~G a funçao continua que asso-
cia ao par (~i Il 2;"2) E: C o elemento s :;;u( 4'i \}?"2)E G

tal que ii -s : ~2" Basta definir

G~+l(< Q ,yQ) -= u( ~n+l e t; O) tfey') ,e~+l( S Q ,yO))"

"'" q APor induçao construlmos agora uma sequencia de
aplicações fibradas

ligando os estágios finitos das construções D~L9 corres-
pondendo aos grupos G e GO respectivamenteo Estas aplica~
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satisfazem às seguintes

e t~lI Bn_l

condições:
= ~n 1 para todo n;

I

2) \ l'i = !f ~ G ~ Ga é O H-mor.fismo de part ida"

Podemos finalmente definir uma ap11cação fibra-
da entre os fibrados universais correspondentes~

radas
1) \.Vn

I.t:., tu
11=1 ::: Tn-l

EtlQ

I.j/
EO7 f>tJ

i t~ ~.D
7' BGo"':lG

fazendo tIEn ~ tn e ti Bn ""-+n sôbre os elementos das
respectivas filtrações de E co e BG : E2C E3 C 0<>" C EnC o o oCEM

e E2C B3 C o o e CBn C o O" eRG o Jl construção do presente t;
sera resumido no seguinte enunciadoQ

(6,,21) TEOREMA (A) o ?eja Lf~ G--7Go um li-morfíamo entre
CW=grupos conexos G ~ GG (ja supondo ~(e) = e9), então
existe uma aplicação fibrada

E ~Eo()(} 00

t If/ t
BG~BGo

ligando os respectivos fíbra.dos universais, tal que +1 G = lf c

~7~ H~eguivalências entre CW=grupos~
Suponhamos agora que o H-morriamo t.p: G ----7-G o

• • ~ • • t:' P • tJ4seJa uma H=equ1valenc1a, 10e, ~ e tambem uma equ1valen~
eia de homotopiao O primeiro resultado é um corolário do
Teorema (A) o

(7.1) COHOrJUUO .• Se.iam G e GO CW-grupos e t.p: G -7-Gº

uma H~eguiva1ênciao ~ntão a aplicação t: BG ~ BG o in-
duzida conSorme o Teorema (A) entre oa respectivos es-
E?~o~ classificadores univer ~is

homot opia .,

() ".e uma eguivalencia de



G

e
,/

Tí (Go
'J.

ao fi~

ut ~vo

'U. S para t do .J.~ r.

J: orema (J..) nos gera UI.'t
epr ~senvada no se' nte dia rô· a c

Esta a.plicaçao fibrada dá origem a um diagrama lIescada"
~ >comutativo entre as sequenc í as exatas de homoticpá a das

duas fibrações~

o ? V

f!q (EOó) ~ nq (EG) --;,.- IJq=l (O) ~ 7Tq=l (Ept7/--;?>

~J~ ~t ~l~ ti#~
---7> "q (Go )-7-7Tq(E~) ~ ~ (EGo) -7nq_l (G Q J ~ 7Tq=l(1:.:~ )--"7"

O? 'J -7

sendo os tffP isomorfismos porque lf é equivalência de ho-,
motrop í.a e os 'ht porque EtxJ e l!:~ sao 8.~esféricos" Ap11=
cando o Lema dos Cinco, tem.os 'ht: 7Tq(BG) ~ 7Tq(BGo)

para todo q ~ 09 terminando assim a demonstração do Coro=
Q •lar~oo

Observaç~", Argumento um pouco mais complicado permite de~
~ A v • ~monstrar, por induçao sobre os estag~os das construçoes

D~L_que, sendo v: ~G ----7"GQ~a R=e'luivalência'j 'rn~E!~l ~
e Y/ngBn~B~ sao e~uivalencias de homotopia para todo
n~2~

A

(7 2) TEOl-iEMA ÇJllo Seja <f ~ G -?>-G~ llma h~e~ t~alenci-ª

entre CW-gruEos G ~ G'o Então os grupos G ~ GO são eau~=
r.J

valentes no sentido de Milnor : existe um CW-grupo G e
homomorf'is.mos de grupo topológico h: G-7"-G, ho~ê.:'--?Gv

.•. ,..~ue sao e~uivaleencias de homotopiao



r: tf '- GIl---~
~I ~ t

O{)
.!.!,.

1:0

~
~

t
JjG ~ BGç

8endo \.{J uma li=equivs.lência,o Cor-o l.àr-Lo ('7 ... ) --éLLunteJ.

~ : BG~ Eu' é uma equivalência de homotopiao Como G
G' são conexos~ os espaços classificadores são ~implesmen~
te conexos , kilnor ( [7] ,poLt·35)mostra que BC e BG' são

()Cn-complexos enumeraveis~ degue-se sem dificuldede que
rri(BG) e rri(BGo) são grupos enumerávei8 para todo i~O

Usando o Lema (201) sabemos que existe entao
um poliédro localmente finito X e uma equivalência de ho~
motopia f : X ~ BG o Aplicamos a construçeo inversa de
Milnor (~3) pura obter uma fibração principal universal..., .-v rJG ~ E ~X de base X e tendo como grupo G um Cuv-grupoo
Seja (~* ,X,G) = f*(~e<1 9.BG~G)o fibrado imagem reciproca
por fo ~emos um diagrama comutativo

yJ
E* --~>~E

t f t
OO

X :> B
,.Comparando as sequencias de homotopia dos dois fibrados

o Ae levando-se em conta ~ue f e uma equivalencia de homo~
topia, verifica-se facilmente 1ue

pêlratodo q ~ 00

Por-t anto E* é a-esfériCO em todas as dimensões e (E *" ,Á ~G)
I

é oo-universal pora o grupo Go Aplicando o teorema (303)
"vde Milnor, existe um homomorfismo continuo h : G --?- G que

é equivalência de homotopia, isto é, uma HG~equivalênciao" ** - 1-Analoga~te, seja (E ,X,G'):: 5..'-/Jof) (.l:!i~,BG.,GC)
o fibrado rrincipal imagem reciproca por 'f' o f o
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Como \.[; ç f ; X --TEr!; G e lui"ITéllênciDd.e homotopia, o ar-
• \.Jó

gumento acima se aplica poa'a mostrar ~ue (h~~,L,GO) ê
fIO =un í.ve caa I pura o Grupo G' e ~ ani'üogameute, exã stie uma

~ =
HG e quí.vaIenc í.s 1:1 o ~ G ---:> G t" Por canbo G e G~ suo e lui-
valentes no nent í.dode 11ilnorf'

Em vista das aplicações do Capitulo IIIç Gerá
conveniente generalizar ligeiramente a de:finição de e .lU·= .

A... ~valenc1a de M11nor, extendendo~a a clssse dos grupos to=
pológicos conexos G E 1;Yoo Precisar~mos do seguinte lema~

( )
t> • (>

703 k~Ao ê~ G e um grupo t0j2010gico conexo tal ..lua

GE ~ 9 então existe um CW-grupo G e um homomor:fismo
q ...., t> ".contl.nuo h : G --7"G que e eguivalencia de homotopia"

DemonstraçãoQ Como o espaço subjacente ~e G pertence a V~~
prova~se :facilmente que ~i(G)são grupos enumer8veis pa~·
ra todo i ~Oo Como Tri(13G) ~ 7Ti~l(G) para todo i~ 1, seguG=
se que os grupos 'ITi (BG) são enumer-àve í.s para todo i ~O"
Conforme (201) existe um poliédro localm7nte finito Á e uma
equivalencia fraca de homotopia f: X~B~Q Seja (E*,X?G) =

\7

:; f* (Boo iBG~G) o fibrado imagem reciproca e G-~E*-7"X'
o fibrado 00 -universal que resulta da c onatir-uçjio inver~
sa (~3) ~ Verifica-se que G ~ E* -7"Á é OO-universal pa=
ra o grupo G e, aplicando (503), existe um homomorfismo

rt ,....J ,; A

c ont ãnuo h : G ~ G o que e equivalencia de homot op í a ,

(704) Definiça~~ ~ejam G ~ GU grupos topológicos na clas=
~ ~~oo Diz~se que G ~ GO são M=eguivalentes se existe um

~ - ~(',V-grupoG e duas 1l.G-eguivalenciash : G ---:;";>G ~ 11' : G ~G ~

l!.:mv í.r-cude do Lema ('7 ~j) ~ a r-e Laçâo é obvãumeu-
te reflexiva e é'i evidentemente, sime'ericao Par-a mostrar
a transitividade~ suponha Gl,G2yGj~ ~ , G1 M~e~uivalen=
te a G2 e G2 M=e-quivalente a GÁ) mostremos que G1 e Hi=e'lui=

~ / ~ ~
va Lent a a G7. a Por h í.pobe se existem CW-grupos G a Gi e:;um dio.grélma



l' b.d1J h2 e h3 ltG-o-luiva.lêneiaso ,.;)ej
~.zo de homotopia de h2,. Conforme o Le

•• ,." ,v ••
una li-eqllivalencia~ Logo e h') ~ G~ G e igualmentec;

a u~e lUivcloncia, .ll.plica1L\.)(:3 o ·reorema (b) aei a pnz-a

e· ~
(1 1), e

/

. ~

N <>
concluir que cx í.sbe um CW~grupo Gil' e HG-e~luiv~lenc1as

o N N - ~{.: G" ~ G e .e ~ ~ G!! -7" G Q , donde o diae;rama

d h /J e h~ tOsen o que 1 !. .5

Por-t.anuo G1 e G3 são M-e-luivalentes ..
Est~~tpequena extensão da noção

permite uma correspondente

~ A
sao claramente bG~equivaleneias,

eia de Milnor
Teorem8 (h) g

...
de equivalen-
extensão do

(705)T~O~~~A (BD)o Sejam G , GO grupos topológieos eu-

jos espaços subjacentes pertencem a ~. Se existe uma
l:l=eguivalência ~: G ~GO 9 então G ~ G Q são ti-eguiva-

lentes,

Demonstracãoo Aplicando o Lema (703)~existem CW-grupos
r-I IV .••. ,.J .-./

G e GO e liG-e'luivalencias h : G --=;pG e h e : GG --:>G 3 ,

.Jeja e: Go ----7 G fi um inverso de homotopia de h fJ ; sabe~... .... e ,v,..,.
mos que se trata de uma H-equivalencia" Bntao Wh: G---;)-G

I~ ..•.e uma li-oquivalencia entre Cw-grupos~ Aplicando o Teorema
,rol Ao --.J rJ

(B)" existe um.CW~g:rupo G" e HG-equivalencias f:GIT~ G
rJ "" ••

e f~ : G!I~GQ o As liG~equivalencias hf e J::;.'fo definem a
-'-e.auivalencia afirmada"
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eCapl.tuJ.oIII

Algumas Aplica~õeao

Q80 Classificação dos grupos topológicos que são esferas
de homotopia

Como o espaço classificador universal de um
grupo topológico só está definido a menos de uma equiva-

A = ~lencia de homotopia~ a classi.ficaçao em questao deve ser
entendida no sentido de M-equivalência (veja-se fim do §7)o

Um espaço X diz-se uma esfera de homotopia se X
tem o mêsmo tipo de homotiop í,a que aiguma q-esferaSq" Co-

~ _ Amo grupos topologicos sao H=espaços, dada uma equivalen-
eia de homotopia G ~ SCl de um grupo topológico G numa
q=esfera~ é possivel transportar a H-estrutura de G para
clq por meio da equivalência de homotopia (veja-se ~l)~
fazendo de sq um H=espaço~ O resultado clássico de JoFo
Adams [11 afirma .::aueisto só é possivel nas dimensões
q ~ O~1~5e 7 (sendo que SO não é conexa).

IollIoJames[4] classificou as li-estruturas sô-
~ ~ ~bre as esferas de dimensao q=ljj97, em relaçao a'homoto-

piao Em todos os casos há s~mente um número finito de clas-
ses de homotopia de R-estruturas sq X sq~ sq.

Para q = 7~ James [4] provou que nenhuma das
"" (> '"multi.p1ica~oes existentes e homotopicamente associativa •

.••.~omo esta propriedade se transporta por uma equivalencia
~ Q

de nomot opa.a , conclui-se que nao existe grupo topo10gico
G que.seJja uma Z-esfera de homotopia. Restringindo-nos a
grupos conexos~ basta examinar os casos q = 1930
(8 o1) 11~O~J.!:M.it.lu dó existem gruRos top01ógicos que são
~~esferas de homotopia conexas para q = 1,30 Estes grupos
cla~~ificam-se do seguinte modo:

1) Dois grIpos topo1ógicos do tipo de homotopia
~ sI ~üo M~eJuivalentes;
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, 2) No caso de grupos que são 3-esferas de homo-
].opia, há RrE!,cisamente quatro Raras de clas-...
ses de IVi-equivalencia. f!;J.ra cada ...E§.!:, um ~ru-
;eo e a ~~trutura oposta est;ã..Q. em classes dis-
"cintas".

, ~ Q
A demonatir-aç ao sera dividikda em duas pa.rtes p, '

Parte 12QSeja S1 ~ grupo dos números complexos de modu-
1 Q ,.,

10 1. Se G~ S e UIilB equivalencia. de homotopia, consi-
deremos a estrutura transportada de G para Slg Segundo
James ([4] ,Theorem (1.2)) esta é homo'tópica à mu1tip1i-

... . -1" . ,.caçao complex8o Logo G ~cl e uma ll-equivalencia entre
grupos topológicos pertencentes a ~o; aplicamos Teorema
(B') par-a concluir que são M-equivalentes o O enunciado 1)
é conaequenc í,ada transitividadeD" .,
Parte 2Lo Examinemos agora o caso q ; 3~ James [4] mostrou
que as H=estruturas homotópicamente associativas sôbre S3,.dividem-se em quatro pares de classes de equiva1encia no
sentido do ~l; para cada par de classes~ uma multiplicação

'" . .. ,.. ()e sua oposta estao em classes d1stLntas, isto e: nao ha
multiplicações homotôpi,camente comutativas sôbre 33. Al?e-
nas UIP. dos paz-ea vcont em H-es.truturas que são' grupos topo-~ , . ,
lóg~cos: trata-se de S~ munida da estrut~ra4e grupo d~
Lie Go ; grupo dos quaternions de normal. N~s outras clas-
ses James moatir-ou que as mul tiplicações homotópicament~ as-
sociativas não são equivalentes a multiplic:ações associa-
tivas sôbre s3.

Dado um grupo topológico Gque 'é uma 3..:..esf'era
de homotopiJ'a.,a estrutura de G é transportada por uma equi-
valência de homotopia G ~ 83 numa H-estrutura homotópica-
mente associativa sÔbre S3.

J,oF .,Slifker III J examinou os quatros pares de
estruturas h.omotópicamente associativas sôbre a S3, deno-
minando as que não são de grupo topológ~~o de multiplica-
ções "exóticas" o Usando técnicas bastante delicadas da te-
oria da. homctiop í.a~ Slifker mostrou que partindo de uma
multiplicação "exóticaU m : 83 X S3~ s?,esta admite uma
fibração universal no seguinte sentido: i) 83 é fibra de
uma fibração de Hurewic.z 83---?- Et>O~B(m.) ,onde Eco é



',-esférico em todas as dimensões e a base B(m)€': 11.7-:
ii) e iste uma h~e-luivalênci8 W: (.:.;5 llm) ----7-S2.B(m) o
(Veja~se [11] i1'hm"8,,lj e pp"j;A-55) o .Lia sJ:a.udncia ae ho-
motopia da_fibraçao precedente. tiramos ~i(~(m))~j
~ 0i=1 (.:;3) pur t od.o i~ 1 e 7T"O(B(:ll)) ~ o,
Aplicando (2,,1)9 existe um ::poliédro Loce.Lmêrrt e fin.lo s:
e uma e'luiva1ência fraca de homo opia I ~X.---;;..B(m. ' Je~

--./ ,.v
ja G~ :E --7')( o fibrado oo-universal resultia.a.te d:; cona-. pç

= ~ ~truçao inversa de w'ilnor) h : G--7'" nx a H~e'luivalE nela
;

do teorema de .3amelson (501) e td : D.B(m) ~ (S~m)
um inverso de homotopaa da li-e'-!uivalência co consta :t:it.

I) ••• /

por Slifkero Sabemos que uJ° e H-e~uivalencia (LeIfll lI),
A composição

G h> nx nr> f2B(m) ~~ (35
4m)

fornece uma li~e;auivalência WQ
" (lf v h do Cd-grUp(/ G na

83 munida da estrutura "exótica" m : 83)( S3~ 83, 1já 'J

por-nant c , pelo menos quatro pares de classes de gr-upoa =lue
'são 3-es1'eras de homotopia (llIl~equivalência entre K"('UPO::i

na classe íJ;, claramente acarreta li-equival;ncia)0 ~Ul:'3
C=* (; _.

mostrar que nao ha mais que 4 pares de cl aeae s , basrt a ob-
servar que se Gl e G2 fore~ 3=esferas de homotopia e as
estruturas transportadas para a 83 for':.m equival nt es 9

então Gl e G2 são H-equivalentes; aplicando o IfeorElma (13 Q ) íJ

Gl e G2 são M-equivalenteso

Observações .• 1) Comorepresentantes destas quatro (.1888'98

escolhemos Go = S3 munida da estrutura de grupo de Lie imt
quaternions de norma 1., e para cada um dos três par-e s de
estruturas "exóticas" um CW=grupo, digamos Gl, G2, G" que
seja li-equivalente a uma das estruturas "exóticasfl corres~
pondente o Parte 2 do Teorema I pode ser expr-esua e ~.e G::::! S3 .,
existe um intei.ro j s O~ j ~3., tal que c grupo G é ~1-Sq d-
valente a Gj ou a GjP .

2) ~ possivel dLscLngudr er t.r-e estas c Laur-e s,
usando-se o produto de Samelsollo

~l
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'9~ Çlassificaçio do tipo de homotopia dos espaços sim-
{í)/Iv 00_plesme.nte conexos com a cohoI:lologiade 117 11'. .,

A ,Usando-se a sequencia de Gysin aplicada a fi-
braçao Go--7" E.;ao ---;;.- lPlK'co \l onde Go :: grupo de Lie dos qua-
ternions de norma 1, fP/KC)<J = espaço projetivo 'g,uaterniônico
de dimensão infinita, verifica-se que H*(lPfI'</'~; z )~2' [u4] -

A A ?~ anel de polinomios sobre ~ geradO por um elemento u4
de grau 4Q

Seja X ~ -1AJ' um espaço tal que 7fo(X) = O e
1T 1(X) ;; o, cu~a cohomologia (à coeficientes em Z ) se-

ja da forma H-i" (X; ~ )::::; 'Z [u41 o ~ vista do que ocorre
no caso projetivo complexo (com a condição sÔbre a coho-
mologia subs t í tu Ída por li'*'(X; 2:) :=:::" z fu2]\)u2 de grau 2) ~
onde condiçoes análogas determinam o tipo de homotopia de
Xi é natural perguntar &té que ponto 8S condições acima
determinam o tipo de homotopia de X no presente casoo
A nossa resposta é a seguinte:

(9 ..1) Il',lliORl;;MA rr. Os espaços X G 1AJ- tais aue 7f'o(X)=O=7TI (X)

~ li*(Xj.,z) ~ Z [u4J dividem-s& em precisam~nte quatro ~i-
. .

Q9s de homotopiao Os espaços classificadores BG. ' i=01l1i2\)3
l.

(ver Observação ao fim do ~8) ·são representantes destas
guatro classeso

Para demonstrar êste teorema, precisamos de al-
gumas cons í.dez-açóes preliminares e de um lema" Suponha q.ue
X satisfaça às hipóteses do Teoremao Usando-se a fórmula
dos coeficientes universais
(9~2) liq (X; Z) >= liom (Hq(X)lIZ) $,l!;xt (Hq_l(X),Z)

prova-se facilmente

li (X) :: { Z
q O nos outros casos~

se q = 4j, j = O,l,2,~.o

~or ou~ro lado? usando-se coeficientes nos corpos k = ~p 9

P primo ou k = «;) = nÚmeros racionais, temos
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/~5) implica ~ue G é uma 3-esrera de homotopia~
"lí.comos agora. e classificação do '.Nwrema I, .Par-

alguill ã , O~ i~ 3 ~ G é M-e;.J.uiva1entea Gi ou G~p,
C. ~ora fixar as idéiaso Portanto existe um CW-

A ~
...... ' -c.ru.lva Lenc í.as h o ~ G' ~ G e h" : G' --7> Gi o

, -
;. e. .liccJ.r;ãofibrada induzida entre os fibrados

ivcr~ 1~~ temos o diagrama
,v hO h"r> G~ Giu J )o

~ h~ I h:' t
1t .: t.!u ~ E~()O P"

t h~
,

hll
t'

li'" " Bro )o BGG u i

Verifica-se facilmente que h v : BG' ~ Bff e h" : BG' ~BG
sao e~uivalências de homotopia~ logo Bff e BG tem o mês- i

i
mo tipo de homotopiao Usando [7] (~eor.5.2(2)) Xl e BG tem

..•.o mesmo tipo de hcmotiop.í a , logo X ix Xl~ BG ~ BG. e
l.

portanto X tem o tipo de homotopiade BG. o Para concluir
1.

a demonstração~ basta lembrar a propriedade
•..Ve-se que existem precisamente quatro

correspondentes aos espaços B,., ,i;\1i

(3.5), BG~ BGop o

i i
tipos de homotopia
0,1,2,3.

~~lO" I1=equivalencia entre espaços de laços.

É bem conhecido que o tipo de homotopia de um
espaço de 1aços(lX não determina o tipo de homotopia do
0spaçc Xo Por exemp10i se Gi, i =0,1,2,3 denota os grupos
'~tr duzidos na Observação 1) ao .fimdo ~8, vimos que
~1BG.~ 83 :p.ra '~.::;i~ 3; no entanto, se i I- j BG. e BG.

J. 1. J
não nem o mêsID.oti::>o de homotopia (~eorema 11) e,.

C'e l..'artirmosde uma equiva1encia de homotopia
iP • X---=;- Y? a. ap lí.c aç ào induzida entre os espaços de 1a-

t
(7cos .Q.'..:? X ---7> Y e um homomorfismo das estruturas mul-

" .,aa <3 UTIlh. e.:rLval.encLa de homotopia e Em certo sen-
ã.p (..; hemo ~ pí,a d.e 2l. depende do de nX e da es-

tiipli
ti'
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utuz-a fi ltiplici:i-tivade .(lx"
No '.j,ue se segue vamos supor '-lueos espaços X e Y

.~rrell;m a cl~sse 1v~o

( O~:::..) ::i01a·.U,A rrr. ôe,jam .Ã., Y E:. ~ espaços conexos e sj:!!!-
...Q!csmon e-ponexo~~ X ~ Y tem o mesmo tipo de homotopia se

<:; óill-!:nie se existe uma H~e9uivalência h : {2À~...aYn

~mon8traçâoo~ue a condição é necessaria segue-se facil-
gente da observação que precede o teorema, sendo que nês-
te C8S0 a li-equivalência h;:.Q..1{>é efetivamente um homo-
morfismo das multiplicações de laçosD

Provemos agora que a condição aparentemente mais
fraca de hav~r simplesmente uma H-equivalência h :(lx~{ly
permite concluir X ~ Y., Sem perda da generalidade podemos
supor que X e Y sejam poliédros localmente finitos (ver [5J ~
(4.2))G Consideremos o seguinte diagrama:

fX h fy
---).::,..nX >Sl.y ~~--=--Gy

t } / t
Fi Ey E!o
t / t

.B
GY

PX

------)- y ..••<.,-----

onde Gx-?I- EX ~X e Gy -?>-15y~ Y são os fibrados OO-universais
resultantes da construção inverAS õe Milnor (Gx e Gy são CN-
grupos), .fx ~G.A.~nx, fy ~ Gy~nY as H-equivalências de Sa-
me l.aon e os fibrados verticais nas extremidades os I,)o-univer-
s~is resultantes da construção direta aplicada e GX e Gy 9

re6pectivamente~ Aplicando [?] 9 Teor.5~2,(2), sabemos que
BG ~ X BG ~ y. Por outro Lado , seja g :.nY~Gy um ãzi-X I
verso de homotopia de fy ~ Gy ~y; g é uma H-equivalênciso

,..
L go, temos uma H-equivalencia g o h o fx.: GX ~ Gy composta
das t:r-êso Aplicando Teorema (.8), (702), segue-se que G.x. e Gy~ ~ ~
aao ':'~e~' ivalentes ~ o mesmo argumento usado na demonstraçao
do T ~ r-ema 11 permite concluir que BG ~ BG o O r-e sul.tado

X y
~e ue da transitividade aplicada a X ~ BG 0!. BG ~ r ,..à. y
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