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A característica fundamental que manifestam os fenômenos de propa

ção ondulatória é a transmissão de ene1·gia através de. espaço em tempo 

finito. ~m geral a transmissão de ener6ia de uma região a outra do espa 
-,-

ço é acompanhada pelo fenômeno paralelo de dissipação de energia no 

meio 1 ou? como também se diz 1 de absorção de energia pelo meio em que 

ocorre a propagação. Isto significa que nem tôda energia que escapa de 

certa região poderá ser novamente encontrada na sua forma original, vis 

to que parte dela se transforma em calor pelo processo de absorção. Um 

exemplo familiar é o efeito Joule associado a correntes elétricas, ou

tras manifestações do mesmo fenômeno são encontradas na propagação de 

ondas elásticas, ondas acústicas e ondas eletromagnéticas em meios natu 

rais. 

As leis que regem os fenômenos ondulatórios encontram expressão ma 

tem~tica nas equações diferenciais hiperbólicas, e os fenômenos associa 

dos de absorção estão ligados à. presença do certos parâmetros nos coe:fi 

cientes dessas oquaçõos. Nos casos do ausência total do ubsorção 1 a e

nergia so transmito integralmcmtc o o parâmetro do absorção Ó nulo; e ... 

xomplo típico ó a propagação do ondas eletromagnéticas no vácuo. Em vá

rias circunstâncias a influência da. absorção Ó bastante reduzida e o 

parâmetro associado é pequeno; a propagação do ondas olotromu.gnÓticns 

cm meios fracamente condutores ilustra bom ôsto caso. 

~ ~ Por razoes que sorno esclarecidas mais adianto, a presença d.o a~ 

sorção facilita o tratamento matom~tico do certos problemas do prop~a~ 

ç~o ondulatória, do forma que mosmo nos casos om quo não há absorçuo 
, 
e 
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mui tas vêzes conveniente introduzir um parâmetro artificial· de absorção. 

Isto facilita a formulação e resolução matemática 

que volta-se à situação original fazendo tender a 

/ , 
do J roblema, apos 

zero o parâmetro de 

o 

absorção (vide, p,exe, [1] e [2J)• Êsse procedimento, conhecido coomo 

princípio de absorção limite~ requer justificação matemática, e é êste 

o problema que estudaremos no presente trabalho. 

O tratamento que apresentamos aqui inclui vários fenômenos de pro

pagação ondulatória, tais como ondas acústicas, ondas elásticas, ondas 

eletromagnéticas, ondas elétricas em linhas de transmissão, etc, Um tra 
, , ~ ,._ . ~ 

tamente assim unificado e possivel porque as equaçoes que regem esses 

fenômenos podem ser postas na forma dos sistemas simétricos hiperbÓli

oos de Friedrichs (3), isto é, sistemas do tipo 

~U ÕU E + A . - + G" QU = F ( :x:, t) , e>t Jdx.. 
(1.i) 

J 

onde a nota _; ã.o tem o seguinte significadog x = (x1 , ... ,xn)c;:, Rn é ava· 

riável espacial, t~ R1 é geralmente interpretada como variável tempo ? 

E, A. e Q são matrizes constantes , reais e simétricas, de m linha:;; 
J 

por m colunas~ o- é uma constante não negativa ; 

e 

são vetores colunas (usamos o astorÍstico para designar transposição n@_ 

tricial) cujas componentes são funções do x e t, que om geral assUinom 

va,lores complexos~ A convenção do somatório ser& sempre us~da, de form,~ 

qno 
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A. à/õx.. == A1 ô/bx.1 + •• ., + A êJ/ox < 
J J n n 

Por hipótese a ma triz E Ó posi ti.va definida. e Q. é negativa.. Usare-

mos a notação J) . 
J 

para d/ex. 
J 

serapro q_ue conveniente e 

Nas aplicações, U(x,t) tem o significado de função ondulatória 

ou campo gerado por uma configuração de fontes representadas pela fun

ção ·F(x, t) e por certas condições suplementares ( condições iniciais, 

condições de oontôrno, condi.çÕes de radiação)• A forma quadrática 

onde U designa o complexo conjugado de 
, 

u, e a densidade de energia 

ou energia por unidade de volume, de forma que a energia contida num v.2., 

lume V e Rn é dada por j lP~ dV. O vetor de componentes WAj ü, 
V 

j = 1,~o•,n, desempenha papel análogo ao vetor de Poynting em Eletro~ 

netismo, valendo também para o sistema (1.1) uma lei ~e conservação de 

energia i; teirarnente análoga à lei associada ao vetor de Poynting ( vide 

[4J, capo VIII)" Com efei.to seja VCR n uma r 0gião limitada por uma 

superficie S, e seja ,, = ( ,, 1 , !>". ,,, n) o vetor normal unitário desta 

superficie, orientada positivamente para o extc~ior de s. Usando (1.1) 

e integrações por partes é fácil ver que 

(1.,2) d 
dt ! (U-X"EU) dV 

V 

~ 2 f Rc(F"iJ)dV - 2 s (u"QU)dV - J(u"AjÜ)"jdS, 
V V S 

onde Re designa parte realo O princiro téhno em (1.,2) é o inoromcnto, 

na unidad.e d.e tempo, da energia contida en V~ Os tôrr.10s do segundo me!!:_ 

bro ta.abÓm reprGsentar.1 energias por unidade do terapo: o primeiro é a e-
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nergia gerc...1.1a pelas fontes contidas em V, o segundo é a energia dis

sipada em V e o terceiro, sendo uma integral de superf;Ccie, represen-

,. ,. ~ ( ) , / ~ ta a energia que flui atraves de s~ .A. relaçao 1.2 e entao a expres-

são matemática da lei de conservação da energia para sistemas simétri

cos hiperbólicos do tipo ( 1 ~ 1), que generaliza a lei anÓ.loga associada 

às equações de Ma,."'{'.V{ell (vide r4l, capo 8) • ... .. 
Na secção 2 abaixo damos uma formulação precisa do problema a ser 

tratado neste trabalho e provamos um teorema d.e existência e unicidade 

de solução. Na secção 3 introduzirüos a matriz de Green ou solução funda -
mental, a qual é retomada na secção 5, onde estabelecemos o princípio 

de absorção limite para sistemas uniformemente hiperbólicos, conceito 

êste que c-onsti tui objeto da secção 4. 

2. Formul~<:;~. do proble1~c Existência ~ ~nicidade da solução. 

Daqui por diante vamos considerar apenas o caso em que a excitação 

F(x, t) em (lol) é uma função do tipo f(x)eiwt, onde w 
, , 
e um numero 

realo Nosso objetivo é estudar a solução u(x,t) correspondente aC-=O, 

e para isso vamos primeiro discutir o caso cr J O 1 

, 
Q = E, que e relat~ 

vamente simples e- O caso O':"= O será obtido daí fazendo O ~ O. 

Pondo Q = E em (1.1), substituindo F(x,t) = f(x)eiwt e as-

sumindo u(x,t) na forma 
iwt 

u(x,~)e , obtemos 

onde 

t: = w - :i.Cr(I 
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Afim ó.e estabelecer um teorema de existência e unicidade para a e

quação (2.1), vamos assur,lir que f(x) seja ur.ia função infinita.mente d.i 

f . ~ 1 d t t R ' . . . ~ ,... / . ( ) erenciave e e supor e conpac o" .l: es"Gr1ngirer.10s a .i:unçao u x, ~ ao 

espaço 12(Rn), isto é, u deve ser quadrado integrá~el. Esta condição 

é equivalente à condição de que a energia no espaço todo iseja finita. 

De fato, como E é ur:.ia na triz positiva definida, seus autovalores ~ sao 

positivos, e se designarmos por Q e L respectivamente o menor e o 

r.ia:Lor dês ses autovalores, terenos Q. u .Ü. < E .ku .Ü. ,< Lu .u., donde segue 
J J ' J J K ' J J 

que 

(2,3) lr111 2 ~ 
2 J 

Rn 

onde li u 11 2 designa a norr:.1a de u er:i 1 2 (Rn). Ver.1os então que a con

dição de ser u uma função do espaço 1 2 (Rn) é equivalente à condição 

de que a energia eo todo o espaço seja finita. Fisicar.1ente, esta condi

ção é perf,;J. tar.1ente razoável devido à presença de absorção no r.1eio, pois 

~ f(v-) 8 iwt e□bora a excitaçao ~ esteja produzindo energia por ur.1 tempo in 

finito, quasi tôda essa energia é absorvida pelo oeio~ somente a ener

gia correspondente à. integral en ( 2 .. 3) é que não é absorvida e permane

ce lir.'li tada. A si tuaçã.o é conplotanente diferente no caso erJ que <r = o, 

pois não havendo agora absorção e estando as fontes produzindo energia 

por te□po infinito~ tôda essa energia é enaontrada na integral que apa

rece era ( 2~3), a qual deve então ser infini.ta. Motivados por essas con

siderações de situações físicas, vaoos então estabelecer o seguinte te.2, 

rer.1a de existência e unicidade,, 



- 6 -

Teoreraa. - Sendo f(x) uma funçã o infinitamente diferenciável. e de 

suporte compacto, e ~ = w •- i cr- urn número conplex;o (<:sj O), existe uma 

e uma Única função de quadrado integrável, u(x,~), satisÍazendo a equa-

Na demonstração necessi ta1~1os do seguinte 

Lema - A matriz s E ~- p .A. é não singular~ 
J J 

I 

Demonstração - Com efeito, sendo E positiva definida, existe uma 

natriz não singular IvI tal que W~ill.I = I, donde 

Como ~p.A.M é matriz sioétrica, seus autovalores são todos reais, e 
J J 

daí segue que det(sI + M*pjAjU) I 
portanto tanbéra d.et (s E + p .A.) I 

J J 

o, pois s , , 
e ur1 nur1ero complexo, 

o, o que prova o lena. 

De□onstração do teoreua - Para provar o teoreoa usar.10s a transfor~ 

cada de Fourierº Definindo a tra..nsforr.mda de f (x) pela ex:pressão 

(2,4) Í(p) = J e -ip,:x: f(x)d.x, 

Rn 

a fÓrr:mla inversa é dada por ( [5],p.17) 

f(x) = (2n)-n J eip,x Í(p)dp, 

Rn 

onde p = (p1 , H, qpn) E:_ Rn, p .. x = p1 x1 + •• , + pnxn, dx = a.x1 • • .d.:x:n e 

dp = dp1 a •• dpn. Usando o fato de que a operação de dei-1.vação da função 

original em relação a X . 
J 

corresponde a □ultiplicar a função ioage□ por 

ip., a transfor□ação da equação (2~1) conduz a 
J 
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/ 
Para provar a u:nic:Ld.ad.e d.e u(x, tJ, suponha.r.10s que existissem d.ua,s 

soluções, u1 e u2, da equação (2.1) no espaço L2(Rn). A diferença, 

u = u1 - u 2, tarnbéL1 eL1 L2(Rn), teria Uli.1a transfornada {;_ satisfazendo · 

(2.6) con f(p) =o.Pelo lena acima, 
,., 
u = O e pela fórmula d.e Parse~ 

val ( [5J,p.20) u = o, o que prova a unicidade da solução. 

Para demonstrar a existência de solução da equação (2~1) procede

raos formalmente, resolvendo (2.6) em relação a ~(p,~) e usando a fÓr 
.. 

IJUJ.a de inversão (2.5). ObteBos 

(2.7) 

, ~ e a. matriz cujos elenentos sao os cofatores 

dos elementos de ~E + p .A.(t Var.10s 1:1ostrar que (2 .• 7) é solução de (2 .• 1). 
J J 

Para isso observa.i:1os quo do fato dG ser f(x) infi:ni tar.1onte diferenciá 

vele de suporte conpacto, dada uoa n-upla do inteiros positivos 
k 1 k ,.. , 

k1 , ••• ,kn' a função p1 e•oPnn f(p) o lirutada por UlJa constqnte que 

deponde de k1 , ••• ,kn ( (5J, Po18), Daí segue q_uo (1 + IIPll2)f(p), onde 
2 2 2 , 1~11 = p1 + • •. + pn' goza de propriodade analoga, de forna que existe 

uoa constante Ck tal quo 

(2.8) 

para todo inteiro positivo ko AlÓn desta propriedade da função f(p) ~ 
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do seguinte resultado devido a, Illjrr.:i'3.Ilder [6J: 
/ 

Lema de Htlrm~(' Seja V(p) um polinômio em P P 1e ~eJ·a _1 1 •••, n' 

o conjunto de seus ~eros z = (z1,~s•,z) da componentes reais. Enn . 

ou z :,, 
e vazio e neste caso 

I 

# ,.., 

e na.o vazio e 

,.., 
sao constantes convenientes, e p tem compo~en~ 

reais. 

Apiicando o lema de Htlrmander ao polinômio det(u; + pjAj), que co 

anterior, não se anula, quando P1 , • • • ,P · n são todos re -
(2.8),é fácil ver que existem constantes 1,c tais que 

det(t,;E -1,.p .A.) 
J J 

j = 1,.,.,m, 

k inteiro positivo e maior que um certo k 0 • Esta raajoração as

a a convergência da integral em (2,7), Além disto é fácil ver quê 

oração semelhante val0 para as derivadas do integrando em (2.7) . em 

x., j = 1,~ 0 ~,n, de forma que podeoos derivar (2.7) sob o 
J 

integraçãoº Como consequência, aplicando o opera,dor ~E-iA .D. 
J J 

u(x,t;} definida por (2e7), passando-o sob o sinal de inte

tendo em conta a fórmula de inversão (2o5), é tácil ver que 

(2.7) é do fato solução da equação (2.1)~ Isto completa a demonstraÇ&O 
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do teorer:ia. 

Cor:io se vê a der:ionst~ação que acab1:1L10s de dar pressupõe ser <Sf o. 

Ela não se aplica quando cr = o, cor.10 era de espera;r, pois 001~10 ii.ndioa.~ 

oos anterioroente a energia é infinita q~ando a absorção~ hu.la, e por

tanto u(x,~) não pode ser de quadrado integrável. Ur:i oodo de vencer 

esta dificuldade consiste em intGrpretar o caso C-= O como o linite, 

quando cr ~ o, do caso cy--J o. Para isto teoos de provar a existên

cia do lioite de (2.7) quando a-~ o. E' êste fato, conhecido como 

princípio de absorção lioite, que constitui o objeto principal dêste 

trabalho •. 

Na secção 4 introduziremos o conceito de sisteoas uniforneoente bi -
perbÓlicos, para os quais o princípio de absorção lir:iite é ' válido, copQ 

será deoonstrado na secção 5. Para isto vaDos representar a solução 

dada e□ (2o7) na foroa de uua convolução en que intervéo uoa so -
lução fundade-ntal de (2.1), chaoada natriz de Green"' 

3~ A □atriz de Green. -
Vaoos definir a :oatriz de Green cor.10 ur.1a soll.:.ção da eq_uação 

onde õ(x) é a distribuição delta de Dirac. A □atriz de Grean assip 

definida, é tanbér.1 una distribuição e Fornalnente poder.10s obter G(x, ~) 

usando a transfornada de Fourier de mineira análoga a que seguioos na 

obtenção de (2o7)~ Isto equivale a substituir if(p) por -I e□ (2.7), 

o que resulta e□ 



- 10 -

(3.2) G(x, ~) -1 J eip,2:B(;E,~~ 
dp. = --

(2n)n de t ( ~ + p . A . ) I 

J J 
Rn 

Vaoos assunir por un nooento esta. ~ seja leg{ tioa. DQ.-
que eÃ.--pressao 

das duas funções g(.x) e n(.x) (escalares, vetores ou na.trizes), vale 

a re 1 a.ç ão ( [5 J , p .19 ) 

(3.3) 
,...,,-...... 

g(p)h(p) = g(.x) * h(.x) 

g(x)*h(.x) designa. a oonvolução de g(x) e h(x)., isto é, 

g(x)*h(x) = J g(x-y)h(y)d,y, 

Rn 

Portanto, operando fornalnente sôbre (2.7) e tendo er.1 contq, o. relaç40 

é féÍcil ver qüe 

u(x, ~) = G(:x:, () * if(x). 

Cono se vê, a integral er:.1 (3.2) pode ser divergente, de rorr.ia que 

a relação (3.5) tiv0sse sido rigorosaoente estabelecida, res

d0 encontrar una expressão apropriada para G(~, (). Par~ 

ato a integral (3~2) não é totalmente inútil, mas constitui um conveni 

de partida, como veremos a seguir. Seja T(p) um polinômio 

a.nula para valores req;i.s de p1 , ••• ,pn' e de grau suficiente 

nte alto para garantir a convergência da integral 
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onde introduzimos a notação P(p,~) = det(~E + p.A.). 
N J J ,, 

(Como ilustração, o polinôIJio TT(j + li p 11 2) com N suffi.oiente-
j=l . 

mente grande, é uma forma apropriada a T(p)). Em seguida vamos re-es-

orever u(x,~), dada por (2~7), na forma 

{3.6) 
f eip-)x B(p, ~) 
j T(p)P(p,~) ., 

T(p) f (p) dp. 

Rn 

Observando agora que T(p)f("p) é a transformada o.a função T(-iD)f(~), 

onde D= (D1 , ••• ,Dn), e tendo em conta a relação (3.3), concluimo~ q~e 

(3.7) 

ou éµ.nd,a, 

(3.8) 

Observemos qr,e nesta Última expressão a aplicação do O:)erador T(-:p)) 

deve ser entendida no sentido da teoria das distriouiçÕes. Fica assi_m 

estabelecida a relação (3.5), onde G(x,~) é a distribuição que se ob

tém da função GT(x, ~) Dediante aplicação do operador diferencial 

T(-iD). Como se vê, a introdução do fator T(p) no denoo:i..nador do inte 

grando de (3.2) é coo.pensada pela introdução do operador diferencial 

T(-iD) fora do sinal de integração. Êsse artifício é seoelhante ao pxo -
oedioento usado por Nirooborg ( (7J ,P .5) no caso do w:i operador escala:r. 

A seguir vaoos executar w:ia das integrações o□ (3.5), de forna a 

0000 uma integral no espaço n-1 R • Para isto nota□os 

que a integral em (3.5) converge absolutanontc, e portanto, pelo teore~ 
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tia de Fu.bill,j, sôbre integrais múltiplas, essa integral pode ser escrita 

oomo uma integral repetid~, 

Vamos agora assumir xn > O e considerar a integral 

(3.10) 
ip X 

e n n B(p, cj 
----..a=..._._ dp ' 

T(p )P(p, ;) n 

onde CR é a semi-circunferência no plano complexo pn' de raio R ~ 

centro na origem, jazendo inteiramente no semi-plano Jm pn .> o. $ej~ 

L = L(p1 , ••• ,pn_1 ,() um raio de círculo tal que tôdas as raízes ~co~~ 

plexas) p = p + ip. de T(p)P(p,;) = O jazem dentro do c!rc~lo n nr ru 

IPnl < L. Aplicando o lema de Htlrmander (soe. 2) ao polinômio 

T(p)P(p,(), que é um polinômio nus variáveis roai s P1 , ••• ,pn-l'Pnr,Pni, 

e tendo em conta o fator 0:iq:>on0ncial 0m (4.10), é fÚcil ver quo est~ in 
. -

tegral tende a zero com R tondondo a infinito. Portanto~ 

(3.11) r 
-CD 

onde S designa n. soma dos resíduos do integra~1do que jazem no semi":"" 

plano 'jm pn > o. 

Observemos que T(p) pode ser escolhido de tal sorte que nenhum 

de seus zeros esteja no semi-plano '.Jm p > O; por exemplo, T(p) n 
~ .., N 

pode ser da forma l(l+p1 ).,, n(l+pn)), H" sondo um inteiro bastante 
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grande-. Dês te modo S em ( .3 .11) só co;.ltém éontrj buiçÕes provenientes 

de zeros de P(p, t;) • Entro êstes podemos excluir os· zeros mÚl tiplos. de 

P(p, r,), para os quais P(p, r.) = óP(p, t;)/ o p = o, pois em têrrnos do esn 

paço Rn-l .êstes pontos constituem UD conjunto de medida, nula, e por-

(3 ) ,. .. . n-1 
tanto em .9 esses pontos nada contribueQ a integral estendida a R • 

Designando por Pn(P,tJ a derivada, óP(p, r.)/ ôPn' podemos então esç:r;2_ 

ver 

(3.12) G(x, t;) = iT(-iD) 
( 2n:)n-l J 

n-1 
R 

eip.x B(p, Ü 
T(p)Pn(p, t,;) 

onde o integrando é na verdade uma soma cujo têrmo genérico é êste mes~ 

i:ao integrando calculado e□ pn = pn(p1 , ••• ,p11_ 1 ,r,), raiz de P(p,i) ::;10, 

cuja parto imaginá.ria Ó positiva. 

Até agora nossa análise é bastante geral e é válida desde que 

r.= w - iO" seja complexo. Interessa-nos considerar o caso cr = O pe-. 

lo processo limite esboçado na secção anterior~ Para isto vamos consi~;t 

rar apenas sistemas (1.1) que sejai!l uniformemente hiperbÓlicos, ~st13 

~ conceito sendo objeto da secçao seguinte. 

4. Sister.ias uniforoemente hiperbólicos. 

Vamos relenbrar o conceito de superfície característica ( (8) t ~• 

579). Uraa superfície ~ (x, t) = O é char.1ada superfície caracter!st~ca 

ou frente de onda para ·o operador 
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se anula sôbre a .superf!-

,,-
/ 

Cooo é fácil ver, 1. "- Ih/' ôt 1 1 g.L-.... "'d Ih ,-•l ,. o~ ~ ~ e o valor absoluto da ve~ 

lacida.de normal da superf!cie 

da equação 

~(:x;,t) · = o, de foriJç!, que as raízes 

são as possÍ veis velocidades norr:1ais na diroçã.o p, sendo p um vetor 

un:i. tá.ri o • 

Va.I:1os designar por Sw a superfície definida cooo o conjunto 4qs 

P(p,w) = det(wE + p.A.) = Oa 
J J 

E' fácil ver que ur.1 ponto p pertence a S-w se e semente f?G ~ / l:p ! ,. 
e 

una velocidade noroal relativaoento ~ direção p/lPI• 

A equação (4.2) define i□:pli ci tru.:ento cooo funç:Õ.o a.lgé ... · 
', ' ', . 

brica -das variáveis p1 , ••• ,~n' e as várias ru.Ízos r-1 (p), ••• ,).. 0 (p) 4,.e 

( 4. 2) são os diferentes rar:1os da nesna função analÍ: tica ;.. (p). Êsso:$ ra 
~ 

oos são, portanto, funções regu.laros do P, exceto nos pontos de r.;t.Pir!_ 

cação, quo são pontos onde duas ou oais das raízes r-j(p) coincii~q• 

, 
houogênea o de grau 1, isto e, 

Dadas estas obsorvaçõos prelioinaros, vauos intro~~zir o 

d.o hiporbolicidado uniforne nodianto a seguinte 

conceito . . . . 
1. 
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Definição. O operador ( 4. 1) é chw.1Ldc- un:L~or n am:mte hiperbólico 

se as duas condições seguintes estão satisfeitas / 

(1) as multiplicidades das raízes Àj(p) 

:para p /= O; 

~ sao independentes de p 

(2) as raízes >.j(:p) têi:1 sinais constantes, independentes de p 

(em particular ;.j(p) só podo se anular idênticar.1ente)·~ 

Supondo que o operador (4.1) soja uniforr:1emente hiperbólico, va.nos 

ordenar as diferentes raízes ~j(p) para un valor fixado do p, d.ig~

mos p = p /= O: o 

Cooo é a continuação analítica do ~-(P ), e tendo era conta ~ 
J o 

condição (1) da definição acioa, VGDOS quo essa ordenação das ra:(~es 

~j(p) se manté□ para todo p /= o, isto ó, 

Observemos agora que sendo P(J?,>.) uo polinôoio honogõneo ~Q ~r~u 

o, vale a relação 

rlc forr.1a que ->-1 (p), - ~ (p), .... , ·->-r(p) são os valores das raí~es ( 4 .■ ?) 

quando :).) Ó s.ubsti tU.Ído por -p, E□ virtude do ( 4.5) devor.10s então to:o 

Vc□os assir:i quo as raízes ~( p ) de (4.2) aparoc er::i aos paros, o é:1,S duas 
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raízes de un par estão relacionadas_por (4., 6), ur:io, delas sor_1pr0 positiva 

e a outra senpre negativaº Cor.. rolü.ÇQ.O ao nÚno:::-o r de raízes distintas 
/ 

há duas possibilidades a considerar: 

Caso 1. r :;;; 2s. Neste caso tôdas , ~ as rmzos sao diferentes do 

ro: 

~ _g_. r = 2s+l. Aqui una das raízes deve ser idênticaoente n1,1 .... 

Co□o é fácil ver, a supei--fÍcie Sw consiste de vá.rias folhas, d.a, 

e r é u□ vetor u~;tário variável. So ~ "' • ...,. "k 
, , 
0 m1a das raizos negativa~, 

então ),.. é u raíz positiva oorrespondente, o por (4.6) · 
r+l--k 

j 

Isto r.1ostro. quo o ponto da suporficio Sw obtido con u raíz nogatí va. 

À.k e u direção E;: Ó o nosr.1O q_uo so obtÓr-1 coo a raíz positiva À. 1 k e 
r+ -

a dire9ão -~• Vonos assi□ que a superfície Sw· pode ser descrita em 

têrmos das raízes positivas nediante a fÓroula 
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(4.7) p = 
w~ j 1, ••• ,s. 

>,.j(p) 
y = 

Em vista das conside:;-ações a.cima podenos enunciar o seguinte 

Teorema - Sendo o operador (4""1) unifÓrr.ier.1ente hiperbólico, a su

perfície S w consiste de uo nÚr,10ro finito s de folhas limitadas, fe

chadas e disjuntas, as quais são superfícies analíticas dadas por 

Var.1os concluir esta secção coD mais algur,1a.s observações qua ~ serao 

usadas posteriorrtlente. O polinôr.1.io P(p,Ã) que aparece eo (4.2) é o p~ 

linômio característico da natr.iz -p.A .• Va.rJos considerar dois outros 
J J 

polinôr:ri.os: designará o polinônio nÍnioo da na.triz -P .A., 
J J 

R(p, ,J o quociente de P por Q: 

Cooo -p.A. 
J J 

é oatriz sioétrica, Q 
, 
e dado por 

que pode tar:ibér.1 ser escrito na forna 

e 

coefi.cientes Q. (p) ~ funções raciona.is hooogêneas de grau ond.e os sao e 
J 

j. o oesr.i.o é verdade para os 

(4.11) R(p,Ã) = f.. 
r.1-r 

Eobora os coeficientes 

coeficientes 

+ Rl(p)>,.o-r-1 

Q. (p) 
J 

Rj(p) do polinôoio 

+ • ,, f' + Rn-r(p) • 

sej an, cano disse1:ios a.oi-

na, funções raciona.is e hooogôneao do Pi,~•• ,P , pode-se 1:10s trar 
D 

q_ue 
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• ,,.. !lt ! ,. • ,.,., 

eles sa.o polinuni os nestas variaveis,., A deuorts traçao se faz oon base en 

certos fatos a).g~bricos ( ~J, cap. III, sec_.9, especialr.mnte,o lena 2), 
' , ,.,, ,. I 

nas vanos oLu. ti.-.la aqui, pois essa propriedade nao sera usada no curso 

dªste trabalho. 

E' fácil ver Qr(p) 
,. 

q_ue e senpre diferente de zero no caso r = 2s 

e idêntioaoente nulo no r = 2s 1, quando então Qr-l(p) 
, 

caso + e se□ 

pre diferente de zero . Isto segue do (4.9), (4,10) e dç1s propriedades 

das raízes Ãj(p) estudadas aci□a. 

5. O :princípio ~~ absorção J1:___oi te. 

Vamos retofilar agora a análise q_ue vinhanos desenvolvendo na secção 

3, porén sob a hipótese restritiva de que nosso sistena (1~1) seja urú

foroeoente hiperbólico. 

Leobre□os aqui que o polinôoio R(p,s) .., 
introduzido na secçao ante 

rior é o r.1fuci.1:10 divisor cor..mo dos eler.:entos bjk(p,iJ da r.1atriz B(J?,s) 

que aparece e□ (3.12) ( [lüJ, p.91). Sendo M(p, t) a □atriz defiro.da por 

= B,( P , d = _c_º f_(_s_E_+_P __ J __ . A"""'j_) 

R(p,s) R(p,iJ 

é fácil ver que a expressão (3.12) é equivalente a 

G(x, t,;) = i T(-iD) 
( 2-n:)n-l 

' 

designa a tota -
lidada das raízes p11 de P(p, s) = o, ou, o que Ó o □esoo, de Q(p,t; )=O, 
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cujas partes üaaginárias são posi tiva3 para p1 , • .,. ,Pn-l reais e tt'" p~ 

sitivo (lembremos que t;: = w ~ ia--). Vamos provar agora. o seguinte 
I 

Teorema - Sob a hipótese de h.iperbolicidade uniforme existem cons

tantes N, e e cr- 0 tais que 

para 

p . = 
nJ. 

e 

Demonstração. Seja N o raio de uma esfera centrada na origem e 

que contém a parte real da superfície 

trària...111ente. Vamos introduzir a. norma. 

2 2 
+o?•+ 1) + n n-1 .l:'nr 

2 

l"'"'r > o '-' o 

+ p . ' nJ. 

onde e P . 
nJ. 

são as partes real e ioaginária de 

dado arbi-

respectivwnente. Ver:ios então que P = (P1 , e~• ,P -. ,P +ip . ) é dado por 
n~•J. nr ni 

p = li p li~, onde ~ = ('b.,,,, ,'l7n_1 , 'ttnr + i 11ni) é un vetor unitário 

na norma que acabélL'los de introduzir .• O nÚnero e definido por 

é evidentemente ~ nao negativo~ Vanos provar que e > o. 

Supondo, por absurdo, que e seja nulo, conclu.ir:ios pe_la. existên

cia de una sequência (Pi,•n,P1 .. 1 ,crj), t a l q_ue 
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I 
e para a qual 'n . < 1/j. Jsta sequênci a é ilir.ri.tada, pois do contrá-

\ lll _ 

rio ela teria U1::-,a subsequência que converg e , diga.nos, para 

• l 

coo 

Pela continuidade de p .(p1 ,o••,P 1 ,r), concluioos que 
111 n- ., 

é real. Mas isto é _absurdo, seja no caso oo quo 
o 

<:r = o, - pois a par-

te real da superfície S w ostá tôda contida na esfera de raio N - se 

ja no caso (!"'0 > O - pois então 

plexo da □atriz real o si:oétrica 

o . o 
~ = w - J.(j seria u□ autovalor cor.1-

-p .A. 
J J 

(vide (4.2),(4.8) e (4.9)). 

A seqü ência ilir_ri. tada ( ev::.dentenente, 

, 
signa aqui a raiz ( j j j)) . b h • :P P1 ," • • ,P 1 , O- possui 1.L1a su sequencia n 11-

pj do
n 

( ta□bén 

ilir:ri.tada, e que por conveniência designanos con o nosno Índice j) tal 

,. j ( j j) que o vetor uni tario correspondente, ~ = Y-i 1, ••• , "'{ n , tende para un 

voto r uni tá.ri o ro al '"l_ 0 = ( ~ ~, .... , ~ ~) , o o-j ~ cr-0 , O ~ q-0 ~ cr-0 • 

Co□o Q(pj,~j) = o, to□os por (4.10), 

onde o 
,. 
e zero ou 1, conforoe soja r = 2s ou r = 2s+l (vide ponÚlti 

□o pará.grafo da sacção 4). Passando ao linito para j--':, oo obtonos 
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Q2s ( 'tl O ) =- O' o que é absurdo pelo g_·.1e dissemos no penÚl timo pará.grafo 

~ da secçao 4. 

Conclu.imos então que c > o, donde ~ ·> c ou 
'tni / ' 

2 -~. 

+ Pn-1 ' 

o que completa a demonstração do teoremaú 

,, 

O teorema que acabamos de demonstrar nos permitirá estabelecer o 

princípio de absorção limite~ Queremos provar que a expressão (5.2) po~ 

su.i um linri. te quando cr ~ O e que tal limite é obtido aplicando-se 

o operador T(-iD) sob o sinal de integração e pondo <T= o. Para esta 

belecer a legitimidade dessas operações, vamos mostrar que, para num 

certo intervalo O ~ O' ~cy- , o integrando em (5.2), bem como suas deri o 

vadas em relação às variáveis 

tegráveis que independem de 

x., são funçõe s limitadas por funções in 
J -

C:S-0 Isto nos perrr~tirá aplicar T(-iD) dire 

tamente ac .i,ntegrando em (5. 2) e usar o teoremc. de Lebesgue sôbre con

vergência dominada :para passar ao limite com CS ~ o. Nesse processo 

há duas dificuldades a vencer, uma delas relacio,1c.da com o comportamen

to do integrando era (5~2) nas vizinhança.s dos ze ~:os de ó Q/êpn' e a 

outra com o comportauento do 1:.1csmo integrando pa:..,a valores grandes de 

+p 2 1 e Var.1.os pri1:1eiro considerar o caso □ais sir.1ples de un sis n-
toma em duas vari~vois independentes~ 

Caso n = 2. Le□brando que Q(p,~) é una função ho□ogônea do grau 

r, te□os 
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onde 

p = 1 
I 

w 

Esta propried.a.do de honogeneidado conduz a tma correspondência biuní vo .... 

ca entre as curvas Sw: Q(q1 ~q2 ,w) = O o S~& Q(p1 ,p2,s) = o, onde 

P = (p1 ,P2) e q = (q1 ,q2 ) estão relacionados por (6.5). 

Seja q0 = (q~,q~) w:1 ponto da curva sw, onde àQ/'õ q2 se a.nu

la. Cooo estanos tratando coo a.penas dua,s vari.Íveis, só 0xiste ur.1 núme

ro finito de tais pontos, aos quais corrospondoo pontos do S~ coa a 

oosoa propriedado& O ponto é uo ponto de ramificação da função al-

comportamento dessa função nuraa vizinhança de o 
q1 pode ~er obtido pelo 

método do diagrama de Newton ( f.ll),cap.,12) ,, Cooo ÕQ/ 2)q2 = O o 
em q, e 

., 

como grad Q f O na superfície Sw (isto seguo fàcil□ente da defini-

ção de hipe ::_ oolicidade uniforme da secção anteri or e de ( 4.9)) conclui

aos que óQ/ õq1 f O no ponto q O .. Derivadas de ordem superior da fun-

ção Q relativar.i.ente a q 2 podem ou não se anula-:r no ponto o q; por 

sioplicidade vai:ios assur.úr que o eQ q , nas o oesoo trata 

nento que dare□os a seguir aplica-se, cou pequenas Dodificações, quando 

essa condição não está satisfeitaº 

Pelo oétodo do dia.grana de Newton obteoos 

1 1 

4 2 = q~ + (ql-q~)2 ~o + ª1 (ql-q~)2 + ª 2(ql-q~) + ... 1, 
onde os coeficientes a ,a1 ,,,., são constantes, a f o, e a série con-

o o 

vergo unifor□enento nuna certa vizinhança 
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anbos os nenbros de (5.6) por ; íw G usando (5.5), obteuos o se6"llinte 

desenvolvinento para a função algébrica p2 = p 2(p1 , ~) · definida iapll-

1 1 . 1 

[ao(-)2+":J. (pl-p~)2 +ai-/(pl-p~) 1 + • ,, • ) , 

E1 fácil ver que esta série ter.1 ra.io de convergência 

R0 oor.1 <J"' --, o. Portanto, exis 

te· o-1 > O tal que para 

O ~ (f ~ cri, todo p 1 real tal 

que jp1-q~ 1 ~ R0 Í2 taabén satis 

faz a condição jp1 -p~ j ~ Rcy! Con 

cluiaos então que para p1 real, 

jp1 -p~ 1 ~ R0 /2 e O ~ O-~ Gj_, 

vale a relação 

R que tende 
o-

a 

onde a reticência substitui una função contínua de p1 ,cr, que se anula 

o para p1 = q,1 , &= o. 

Desenvolvendo o polinôr.ri.o Q(p,s) relativar.1ente a p 0 e tonando 

sua derivada en relação a p 2 , obtonos 

Q2(P, ~) J ~ 
m 

P2==P2CP1,~) 

onde a sor.iatÓria é cvidentonento finita e 
, 
e a derivada 
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renos (notc~sc que Q01 = O) 

'I ... ) ' 

expressão esta que é válida para p1 real, ]p1-q~j ~ R0/2, O~ cr ~\'7'1 , 

e na qual a reticência, cono antes, toma o lugar de UL1a função contínua 

de p1 , cr, a qual se anula para p1 = q~, <:r = O. E I fácil ver agora que 

existem números cs-2 e 1~ (cr2 ~cr1 , r-~ R0 /2) ta.is que para 

temos 

onde é a constante ô 2Q/ 6P~ calculada em p o 
= q' ~=W • 

Vamos agora retornar à expressão (5.2), que, no caso que esta.mos 

oonsiderando, assume a foroa 

00 ~1 
iT(-iD 2 J eip .:x: M(;L=! z ~2 (5.10) G(:x:, l) = l dpl• 2n T ( P ) Q2 ( p ' t) _I 

-CD P2=P2CP1, t) 

O integrando desta expressão pode ser oajorado por ur.ia função integrá

vel independente de o--, para <r nura intervalo O ~ cr ~ O-0 , da segui!!. 

da te caneira: prioeiro cercaoos cada un dos pontos de rar.lifioação 

função q2 = q2(q1 ,w) com intervalos do tipo jp1-q~j~ i , p1 real. 

Dentro do cada un dôstes intervalos o integrando de (5.10) Ó najorado 
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por funções integráveis do tipo Cons t~(y1-q~)-l/2• Excluindo êsses in

tervalos, o integrando a,ci.r.ia é 1:1aj orado por constantes 041 qualquer con

junto coopa,cto do eixo p1 • A oor.ibinação dessas duas majorações resolve 

o problema er.i qualquer intervalo IPil ~ K~ Fora dôste intervalo; onde 

K deve ser suficienter.1ente grande, usanos o teorer.1a der.1onstrado no iní 

cio desta secção - que assegura que a eÀ"l)onencial do integrando decres

ce pelo □anos tão depressa cooo exp(-cx2 Jp1 !) - e aplica.nos o lema de 

HBrr.iander (vide secção 2) ao denoLri.nador do integrando. Se□ entrar es 

na.iores detalhes é fácil ver que obtenos assin ur.ia najoração do inte

grando de (5.10), ber.1 couo najorações de derivadas dêsse integrando eo 

relação aos x., por neio de funções independentes de 
J 

v, as quais po~ 

suer:i integrais que oonvergeo uniforr.ier:iente er.1 x para x restrito a 

vizinhanças coopactas envolta de qualquer ponto cuja segunda coordena-

da seja positiva. Isto nos perr.ri.te aplicar o operador T(-iD) sob 

o sinal de int~gração e passar ap lini te coo O"~ O do aoôrdo cor.1 o 

teoreoa de Lebesgue sôbre convergência dor.ri.nada ~ Obtonos então 

(5.11) G(x, ~) = lin G(x, ~) 
<> ➔ o 

CD 

( eip.x M(p,w) 
j Q2(P, w) 

-OJ 
P2=P2(P1,w) 

Ir.1 p 2 >,, O 

que é a expressão apropriada ao caso x2 > Oo Veoos fàoiloente que tra

tai:1ento senelhante so apl:;i.ca quando x2 <O, ooo a diforonça q"Q.e nos te 

caso a integral e□ (3.9) devo ser fechada sôbre o ser.u-plano ':) o p2 < o. 

Ter.10s 
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(X) 

] (5.12) G(x,w) -i J ip.x ]t( w} 
dpl' < º· = 

e ·'L p, 
x2 2n: Q2(p,w) 

-~(X) / 

:P2=P2(P1' uJ / 

3n P2 -.{O 
,. 

Caso n ') 2. Este caso requer un trataoonto diferente, e o que apr.9.. 

sentareoos aba.ixo aplica-se igualoontc a q_ualquor caso n >,:. 2. Er.1 vista 

d.isso vn.r1os restringir nossas considerações ao caso n = 3, apenas por 

questão de sioplicidade. 

Dosigneoos por r a intersecção (real) das suporfÍcies Q(q,w) = O 

e ÕQ(q1 ,w)/c>-q3 = O. O argunento aba;i.xo Ó baseado no fato quo r Ó cop 

pacto. Var.10s estudar o integrando de (5o2) nuna vizinhança de un ponto 

genérico do r, e dêste nodo obtenos resultados conducentes ao pri,ncÍ

pio de absorção linitc usando o toorena de Heine-Eorol. 

Iniciat1os nossa.s considerações observando que do fato de ser Q( q, w), 

ur.1 polinôoio de grau r, e polo toorena dus funç ões inplÍoi ta.s ( (12), 

cap.II, §4) ..,ogue que 1 consiste de um número f i nito de curvas ana.J.,Í ... 

··--i 
tioas fachadas. Isto significa que cada ponto de J possui uma vizinhan 

- ~ 

ça e a ela associada uma representação parrunétrica 

da seguinte maneira: as funções em (5.13) são analiticas num intervq.].o 

aberto e (5.13) descreve aquêles pontos de r e sor:1ente aquêles que j-9:; 
. ' 

zem na vizinhança mencionada. A coordenada z1 pode ser tomada como o 

comprimento . de arco ao longo da projeção r O de r sôbre o plano ql, 

q2, e nós assumimos ser êste o caso. E' fácil ver que s e w 0 subst:L tu 
. -

Ído por ' e,: = w - i<r, r transforr.1a-sc na cur va analÍ tica r 1 dada 
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por 

onde q3(z1 ,f,;) é analítica em z1 , , para z1 no intervalo menoio:q.ado 

e f,; numo.. vizinhança de w J Pondo 
1 p 1 

2 

introduzimos novas coordGnadas z1 , z2 no plmio p1 ,p2, numa vizinhan~ 

ça de I'o (z2 pequeno) c Cooo (- dq~/dz1 , dq~/dz1 ) é o vetor normal 

uni tári.o de J":, vcr:1os que z2 ter.1 o significado de distância, o.. pél.r-i 

tir de r:, n.o longo das nor1:iais. O jacobiano da transforr:1ação (5.15). 

é dado por 

e portanto ca.da ponto P de lo po~sui m.:ia vizi.nhança, (z2 pequeno) 

que a.d.oi te uma r:iudança de coordenadas do tipo ( 5 ~ 15) oor.1 j ao o biano 
N 

na.o 

nulo. As escalas de z1 e z2 poden ser escolhidas de forma. que P te 

nha coordenadas z1 = z2 = o, e UDa vizinhança de P dá.d.a por lz1 J < ¾' 
Jz 2 1 < a2 , pode ser escolhida de forma que nela se tenha 

(5.17) 

Vamos agora estudar o comportamento do integrando de (5,F) em y9l~ 
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forraa er.i 

quer. Ponhamos 

.. 

Como àQ*/ôJ.J 3 = ÕQ/ôp3' e cano esta derivada se anula en I', ter:1os 

A01 = o. Ler.ibrer.ios ta.L1bén q_ue grad Q J O en Q = o, o q_ue inplic~ en 

grad Q* /: O en Q* = o. Lias devido ao fato de ser 

(isto é consequência d.e Q*(z1,o,q3(z1d),t,;) = ll.01 = o), ver.10s g_ue 

A10 /: o. Apenas por razões de sir.1:plictdade var:ios assur.:iir que A02 /: O, 

observando g_ue. tratar.1ento se□elhante l) Ode ser feito no caso oposto, 

Observeoos agora que Q* p ode s e r escrito na forna 

onde N é ur.1a função a.nalÍ tica en jz1 1 < a1 , !z2 I < a2 , '.!?3 qualg_uer 

e ~ nuoa vizinhança. de w. Se considerarr.10s tôda a expansão de Q,~ eq 

potências de 

(5.20) 

Pondo agora 
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I 

estas duas expressões para Q*(z1 ,z2,p3, s), veoos ioediata,

F é analítica pa.ra lz1 1 < a1 , lt 1 < v;;, v qualquer e 

nuoa vizinhança de w • Alén disso, pa.ra z1 = t = o, ~ = w e 

f -l ~-
= \ -A10A02 ( considoranos aqui una valor fixado para a raíz g_~ 

são calculados on z1 = o, s = w), F so a.nuJ.a o 0 Alo' Ao2 

F ! o. Portanto, 
V pelo teoreoa das funções inplÍci tas ( (12J, cap.II,§4) ! 

define v = v(z1 ,t,~) cono função analítica nuna J'(zl't1 ,v, ~) = o 

oerta vizinhança lz1 1 < b1 , jt 1 < b~, !cri < lb3 j e v(o,o,w) = v0 I o. 

Derivar. .l o (5.19) eo relação a p3 e fazendo as substituições indi 

.... 

ÕQ* 
= 

OP2 
~ 

õN(z1 ,z2 ,q3+ ..,rz;_ v,~) 
+ ------------ ' 

ôP3 
Q*=O 

de v = v(z1,vz; ,~) Ó a função inplÍcita tratada acioa. A expres~ 

ão (5.24) é vá.lida para jz1 j < b1 , lz 2 j < b 2, jcr-j < b3• Por out;r:o la

'de (5.20) e (5.21) obteoos 

N(z1,z2,q3+y;; v,tJ 

P3 
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o que nost:ra que o segundo têrno do segundo lieobro do (5.24) tende a ze 

ro quando (z1 ,z2,() tende a (o,o,w). Concluinos então fela existên

cia de constantes positivas c;i., c2, º3' K tais que para !z1 1 < c1 , 

1 z2 I < c2, O ~ C-~ º3' vale a relação 

= 

na qual venos que para K pode-se tormr o valor de A02v eo z1=z 2=o, 

A vizinhança -c1 < z1 < c1 , -c2 < z2 < c2 corresponde, pela 

transfornação (5.15), a uoa vizinhança V elo ponto P no espaço p1 , 

p2• Eo V podeoos 1:ru.dar as variáveis de integração eo (5.2_) de acôrdo 

con a transfornação (5.15). En vista de (5.17) e (5.25) é fácil ver qu.e 

o nôvo integrando é najorado por una função integrável do tipo 

Const./ ..✓z; para todo <:r en O~ cr ~ c3, Aplicando então o operado:r 

T(-iD) diretai_-iente ao integrado, vei:1os que, quando integrar.1os sôbre V, 

podei:1os passar ao lir.li te para cr ~ O sob o sinal de integração, o 

que equivale a pôr e:;-~ O no integrando~ 

Co□o lo é UL1 conjunto cor.1pacto, poder.1os cobri-lo coo uoa ta.o!-

lia finita j de vizinhanças v. Seja Q . ~ de tôdas vizi a um.ao essas ...,. 

nha.nças V de :r. Então, restringindo a integração eo (5.2) a o ape-,. 

nas, é fácil ver que a,s operações T(-iD) e lin poden aobas ser to-
0'4 O 

□adas sob o sinal de integração, pois tal integral pode ser escrita co-

□o a soo~ de un nJ□ero finito de integrais, cada una das quais estendi~ 

da sôbre u□ subconjunto ~o tipo V 
... ... 

acioa1 no qual essas opcraçoes s~o 
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vá.lidas. 

Finalnente, a integração eu (5•2) fora d.o íl é t1:atadu. de r.:iodo in 

"' teirar.10nto analogo ao caso n = 2 discutido antoriorqente ·. Para . <r nur.1 

intervalo O~ cr-~c::r-0 , e para qualquer conjunto cocpacto do plano p1, 

p 2 que não contén pontos de Q , o integrando en (5. 2) é r.mjorado por 

una constante. Fora d.e ur..i tal conjunto coqpacto e de O , usa.r.10s o teo 

rena provado no inÍcio desta secção e o lena de H~rna.nder a.plica.d.o ao 
,., 

denor.ri.nador do integrando e outra vez justificar.1os aplicar as operaçoes 

T(-iD) e lin on (5.2) sob o sinal de integração. Cono o tratauento 
Q'" ➔ O , 

e o nesno pD,ra qualquer. n > 2, var.10s escrever o resulta.d.o para n ge:-

, . 
nerico: para X > O, n 

onde 

(sgn x )i 
G(x,w) = lin G(x,~) = _.,,__n~1-

~➔ O (2n) 11-

Pn=pn(P1,•••,Pn~l?~) 

( sgn xn) :J r.i pfl ~ O 

sgn x significa sinal do _.x. n • n 

Nesta expressão final (5. 26), ben cor.10 or.1 vii.rias fÓ1. ... r.mlas a.ntorio-

res, a coordenada xn parece dosonpenhar papel privilegia.d.o, nas is~o 

é a.penas a11arência. De fato, couo escolher.1os efotun,r a integração coq 

relação a pn eD (3.9), poa.:(ar.10s ter escolhido qualquer outra coord.o.~ 

nad.a, o inporta.nte sondo que haja -una ooordonada xj / O para quo 

(5.26) ou fórmula análoga seja verdadeira .. 

Uma vez provado o princípio lir.tlte de absorção para a solução fun

damental G(x,~), podemos obter resultado análogo para a solução u(x~t) 

de (3.4) na forma 



u(x,w) = lim u(x,~) = G(x,w) * if(x). 
<J'" ; o 
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Para isto basta observar que, excetuado x = o, G(x,~) é localmente in

tegrável, o g_ue nos permito pD,sso.r ao lii:ri.to o obter (5.27) (vide (13], 

p.14). O caso x = O só oforoco dificuldade quando G(x,~) tiver, na 

· orígom, singularidade nais forte que jxl-n+l~ Isto realmente pode acon .... 
tecer (vide [14)), e neste caso ter:10s do intor-grotar (5.27) eo têrrao~ 

do uma distribuição regularizada ( vide (13]) º 
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