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l H U R O.D U Ç Ã O

Na pl'esente tese apresentamos teorenas da tipo de sg
bolev que obbivêmos com o uso da Analise de Fourier em eãpan
ços L2 de funções. (Consultar o texto para a terminologia e
as notações.)

Ja ha muita .tempo tínhamos constatado pessoalmente
que as tecnicas ]L2 da Análise de Fouz'ier, que são usada.s en
diferentes campos da Ma].ise, geralmente dão resultados muito
bons quer do ponto de vista dos teor'enas de exiobência e ea.
trutura (por exemplos por' meio delas demos uma. demonstl'açãa
e].emendar do fato de que ].oralmente tôda dístribbuição é feri
varia de or'dem finitas nó sentido das distribuições) de Inda fug:
ção continua; ver tombem a observação 79 do $1e, café). ].l;etQ.)$
quer para afazer avaliações de funções das quais cona.eéemos as
derivadas ; quem' para beB:çar hipóteses sabre proprieçíàdês de
subeapaços de l,2(D), analisando os casos ''extremos" Lo(Rn)
e LP(@), etc.

Ha a].duns mêaee bivelnos outra Vez oportunidade do
apl-íc.ar estas bécnica8 na pesquisa de teoremas do pipa de sa+
bbQlev (cap. ll e IV) em que 'ae procura Condições dç I'egulari-
dade pax'a funções Qon derivadas generalizar.aa. Tinhamoq obbin
do bons resultados neste sentido e estávamos, ente'e autroopos
ocupando com a extensão dos resul-fados do Cap. IV aos espaços
IIP quando nos surgiu a imposição de elabor'ar uma bebe compra
zo muito curto. Resolvemos pois agrupar e apresentar aquê].eg
resu],fados que binhamos Qbbtido usando semente as tédd.cas L.
da .Analise de I'Qurier.

Evidentemente não tivemos tempo de el-abafar as apli-
caçóe6 a Analise e as Equações ])i-ferenciais Parciais (para a-.
pl-ilações das funções com dera.fiadas genera].iradas e das desi-
gua].dades9 n.o õs'buda das Equações Diferenciais Parciaiss Yer}
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por exemplo, (Sobb.2) , 1.B) , (F) cap. '7), nem de expor mais do

que o enunciado dos z'esultados que .>z'essupomos conhecidos
(cap. l).

Nossos resultados principais foram agl'usados Qm "Teg
Temas'' 9. dos quais damos uma demonstração compl-eta. Outros teg
Temas com demonstraçoea análogas, variantes) extensoea) coro
lal'ios, colnentarios, etc. foram agr'upados em mais de 40 ''Ob-
servações'' das quais geralmente não damos a demonstração, as
vozes inda.cardo porem como se deve adaptar a demonstração do
teorema precedente quando se trata de uma variante. Geral-me:
te porem a demonstração das "obbservaçÕes" não á difícil de
s:er feita a partir do teorema.

Façamos agora lema rápida analise dos diferentes ca-
pztulas desta tese:

No 1g capitulo expomos a maior parte das notações e
dos: z'6sultados que usamos nos capztuJ-os seguintes. No $39 a-
presentamos a noção de derivada genes'alizada. Açrescentemos
apenas que esta noção coincide com a noção de derivada no
sentido da Analise lli'uncional: par'a p<aos dados

/ Z

.z

r,f'C L.rs(R),

tende para zero com h. Resultado aná].ogo va].e nos l,:oC(U)
par'a abertos UCRn (ver (Schw.llJ pg 43). No $4 expomos a
Analise de Fourier ]bo que serve de fundamento a tudo que
fazemos; em geral não mais damos referência explicita aos rg
multados expostos neste $ aQ usa os nesta tese. Usando a Pe
aria das Disbrjbbui.Iões pode-se pz'escindir dos resultados
mais delicados das Teorias das Seí'ies de Fourier e ylransfol'-
nadas de Fourier ]b9, interpretando como distribbuiçÕes os e-
lementos que aparecem nos teoremas e aplicando as Teorias das
Series de B'ourier e Transformação de !'ourier de distri-bbui-
çõe:a, que }são puramente algebbricas; ver (Schw. mwpll, (schw.
ll') ' ou (Hein).
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No capitu].o ll demonstramos essencialmente que se uma

função de ]LIÓc e tal que àx....Õ)(.. bbem como as derivadas
precedentes são de Lioc então e].a e conta.nua (e coinc.ideleE
no localmente com uma função que tem serie de B'ouriez' abbso].u-
tamente convem'gente) e a seguir obtemos maijorações pa!'a if(x) l.
Nos diferentes casos coral.gerados obtemos toda uma gama de ma
ijo[:'ações(ver fórmu]aa(11;1,1),(11,]-,13),(11;1,4),(11;2,1))
que comparamos com uma maloração anal-oga obtida por (B-M ,) pa-
ra funções continuamente diferenciãvei-s , fazemos lambem a com
paração com uma maloraçáo clássica (ver (H), lema 1.1) que
melhoramos (ii;2,3). Par'a categorias particul-ares de funções
uma''outra destas majorações pode-se revelar a mais util. Elas
sao porém incompal'aveia entre si e as observações 6) do $1 e
1) do $2 mostram que não pode existia' uma majoração convexa:
(isto é, do tipo norma) que seja menor que tôdas as majora-
ções dadas.

No capitulo ]]] aplicamos as tecnicas ]Lo para obter
o teorema de Sobbol-ev, paJ'a p:2) com lnJna demonstração quaaç
que a].gebrica em que o único fato não elementar que usamos e
o Teorema de Hausdorff--Young, en contraste com as demonstra-
ções habbituais que usam a teoria das "Integrais de tipo potes
ci.al'' que se apor-a sobbre uma design.aldade de Hardy-Littlewood
(vel' (Sob.l) , pg. 497; (D-s 11), Pg. 1682; 11B-S), pg.242,etc.)
Gula demonstração requer a teoria dos ''rearrangements" (ver
(H-.L-P), pg. 289 para a demonstração da r'eferi-da desigualda-
de). Mas no nosso caso de p=2 obbtemos não sÓ umteoremaglQ
bal (do qual o teorema local habitual e uma consequência tri-
vial) como, para m>n/2 mostramos que as funções de ig') loc
coincidem localmente com funções que têm serie de Fouri.er ab-
solutamente convergente (esta afirmação é consequência tri-
vial de nosso teorema sôbre tP). Para apreciam:' êste resulta-
do lembz'amos a i.mlÉ)ortancla que se da hoje as funções que têm
esta propriedade (ver aB referências em (K-S)).

/
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No capitulo IV demonstramos que em :)11m) a existên-

ci.a das derivadas "puras" :&-ã, ij = 1,2,... ,n implica automàti

cadente nas existencia daa dará.varias "HiSt&gn Daf, lal< n, O
que é IÉ)articularmente surpreendente quando lal = m (ver o ApeB
alce ao Capitulo IV). Depois estendemos êsses resultados e
no Apêndice mosto?amos rapidamente o tipo de diflculdadé que
estamos encontr'ando aa extensão dêstes I'esu].fados quando p./2.

A exiguidade de tempo não nos permitiu elaborar as
melhores maijorações nos capítulos 111 e IV como o tínhamos fei
to no capztu].o 11; nem de abbordar mina serie de outros tópicos
(dos quais nbs esperamos ocupar futuramente) tai.s como:].)res-
trição a subvariedades e teorema de Stokes; 2) extensão dos
resu[tados do capitu].o ]V aos espaços L-r., e eventua-].mente .a.
espaços com norma invari-ante relativamente aos movimentos eu-
clidianos; 15) fazei' estudos análogos aos que fizemos para os
espaços Z2(:tq), onde :E( : {x€1f' l x.>O} , neste caso
Çransformação dé Lap].ace provavelmente Beta muito útil; 4) eg
mudar generalizações comuns dos resultados dos capa-nulos ll,

Que esta tese tenha ficado pronta em tempo util, de-
vemos agradece']o a ])na. Ermelinda de lastro, funcionária do
Departamento de Matemática e especialmente aos nossos colegas
E].za Gomide, Carlos B. de Lura e juiz Henrique Blacy Morteiro
.que datilogr'ataram o manuscl'ito desta tese , e, aQ Pz'ofessor
Cândi.do Limo da Si]va .])ias pelo incentivo que nos deu num mou
mento em que aeham06 que ija não sez'ia possível terminar êste
tra:galho no prazo fixado. A todos êles mais uma vez nossos co
movidos agradecimentos.

m.
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CAPITULO l
#'

]Voçoes IPreli.mi.Dares

]19:ÇP:ç éRg

].. Z indica o conjunto dos inteiros relativos, No
conjunto dos inteiros n>-.1, R o conjunto dosnumerosreais.
C o con;junto dos numeros complexos, {P o conjunto das clas-
ses de equivalência de números reais modulo l

/

2. Dadas nelas; a:(al)...)ob) e p:
números inteiros, reais ou complexos9 usamos
tacões:

(F].,.. . ,Pn) de
as seguintes vo-

ei';ilal

se e semente se al< Fl9 .,an< Pn

as ajl). quando s é um intei-ro

3 Defina.mos DJ D = .DI'. .])n; então

«' . : «;:.
;*:: ..., »*=
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Se Q e lnm polinómio de n indeterminadas
XI)... sXD. indicamos por Q(D) o polinêmio de ..derivação obtl
do substituindo em Q(X) cada XJ por Dij : --à''

#

4. Indicamos por 6)n ; PÍ]'s2,...,n} ao conjunto de
todos os subconijuntos do conjunto de inteiros {1,2}... )nl; ag
do P €1 Ó)n, IPI indica o numel"o de elementos do cona'unto P.

{l-l,...)ir} defina.mos DPf= õx: à. õx. '

sempre il)... ir ordenados de modo crescente. Se
n+' +-- {"

l r
Se supomos

g,

$ 2 - !BtQgracão e TQPQLogj:B:

1.. Quando fal-amos em medida sobre um aberto UCRn
ou UCT" nos referimos sempi'e à medida de ]Lesbesgue habitu-
al. Por funções eauival-entes entendemos funções que são
iguais exceto. nula conjunto de medida nula.

Como habitualmente h(U) (]-<p <oo) indica o conlug;
to das Gcl-esses de equivalência';de) funções p - integraveis
em U. L..\(U) é uiü espaço de Banach quando munido da norma

..[llr ll:$ Z If(x)IP dx
U p (llíll.: s'-p g'' if(x)l)

l
/

Zlocl (P) i.aq;içp: o conjunto d.as (cl-esses... ..) fun-
ções que sao *p-integraveis sabre todo conjunto contacto KcU.
1,1oe(D) e um espaço de Frichet quando munido da família de
s em]. -no:renas

llí' llK,, ': t.[ if(x) !p uJp'
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Quando U é lnm conjunto de medida finita temos

3a)'',a) ::w)='}.'a) ;. pj'. :í-'. M p"*:'"'

';'i:'i:l?T :: Í.C ip (Rn) s.e e semente

m> # Q, 2, 1)

DadosfeLp(a) e gelo'(U) onde l + l então

fgCLI(U) e ll ígllX llrllo ll g lln' (2ggj;guie:lg;e;gÊ.

HUlder; quando p = 2 ela tem o nome desigualdade
Çqyc.h#'-ScbwqE]B.) .

de

de,

2. Dado um conjun:bo l, !.n(1) (onde l<p<ao)inda
ca o conjunto das famili-as x = (xi)i€1 de numeros comple-
xos tais que

11 x llP : [?ãi':: IP] P ;eira fi-Rito (qu,nd.o

llx ll.: :lElpl I':il)

mlm.idQ da norma ll llP) !P(1) e lnn espaço de Banach

Se p«q temos !P (1)clq(1) (êom i-versão conta.nua)

($)k'''
l

)
€

k€z+
+

!P (Zn)



se e sòmente se n > Ê (1; 2, 2)

Dador (xl)iCle !P(1) e (yj.)i€1€ !P' (1) com

(xí yl)i€1€ 1l (1)
e temos

ll(xi yi) lll< ll(xj.) llP ll(Xj.) llP'
( ; quando p :2 ela tem o nome de

Êz)

3. Dada um conjunto aberto UCRn ou Ucqp, 6(U)
(6*(U)) ind.iça. o espaço vetorial das funções complexa conta
nuas (contínuas e lilüitaãas) definidas em U. 6u(U) repre-
senta este espaço m:unida da norma

11 rll. suP l f(x) lw x-ruTT

que o torna um espaço de Banach. 6c(U) representa.êste espg
ço munido com a topologia da convergência uniforme sobre os
compactos contiã.os en U, que o torna.um espaço de .;.arêob.et.

.r

l

$ 3. -

Dado um conjunto aberto UCRn ou UC llP indicamos
com a)(U) o conjunto das funções complexas f infinitameB
te derivaveis definidas em U e de suporte compacto) É9coB
tido em U.

Dada uma função continua f definida en U e que
ten!)na derivada continua. g = :glÊ., uma simples integração por

partes nos mostra que .4. f i::l. dx = ; .1 ggdx par'a toda
função (pc4tXlu). De modo análogo se g = Da f temos
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./l f n'bu : (-i)lc'l .{. gqa.: (1;3,1)

para tôda função 9€ á:)(U). E pois perfeitamente natural que
dadas duas fxmçÕes f,gcLloc (U), digamos que g é a Da -

e que escrevamos g = Daf, se va
[e a re].ação (1; 3; 1) para todo (p € 4:>(U). Esta noção, que
e de Sobbolev ((Sob. l), (.Sob. 2)), lambem foi introduzi.da
pol' Friedl'ices sob o nome de ''derivada foFteit e foi estendida
mai.s tarde por SaLvaI'tz na Teor'ia das distribuições.

Quando n = ]. esta derivada generalizada coincide com
a noção habitua]. da del:'ivada elabborada na teoria das funções
de uma vaJ'iàvel real pois:

Dadas .f,gCI,}oc (U) (onde Uc=R) temi)s g = :gi: no se3

tido generalizado acima) se e somente se f f8z' equivalente
a uma função absolutamente conta.nua em todo intervalo (a,b)CU
e se a 6ua derivada habitual (que exi.ste então exceto s8brê
um conjunto de medida nula) f8r equivalente a função g. Daá.

segue imediatamente que se f tiver lema derivada generaliza-
da de ordem k ela tambén tem todas as derivadas de ordem me
nor que k

Para n.>1 porem a noção de derivada genera].içada
Ja nao cairei.de com a noção habitual de derivada. Assim uma
fiação pod.e te3' tôdas as derivadas genera].iradas de la ordem
sem ser continua

Exemplo: considez'amos a função f(x,y) : TS:jziLTH-;
rCL:loc: (R2) e é una função li.mi.fada que não é contínua na

origem; suas derivadas ,"habituais" -gi; e ê$i (que não estão
definidas para x : o ou y = o) ainda são funções localmen-

te integl'aveia (i.e de LÍloc (R2) que coincidem com as del'i
varias generalizadas de f. Por "condensação de singu].arida-
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des'' podemos mesmo construir uma função f eLloc (R2) que não
e (equivalente a uma função) conta-nua em nenhxuin amei'to do plB
no mas qüe ainda possue derivadas generalizadas

Êg c Li'' (n2)
Por outro lado) o fato de f ter derivada generali-

zada Daf não implica de modo nenhum que f também tenha dg
rlvadas gleneralizadas nF:r com lõ< a. Exemolo: Tomemos uma

função flCLioc (R) que não seja (equival-ente a uma
ção) derivavel em nenhum aberto e consideremos a função

f(x,y) : fl(x - y). É imediato que fCL:oc (R2) e que

fun-

Õxày

no sentido general-içado mas evidentemente, pelo teorema acima
\ .n '\ .cb

para n :l, as derivadas generalizadas g$ e a não existem.
E por'em fácil- demonstrar que Danar : ])a+0f no seg:

tido que, se existirem DF'r e ])a.(DF'f) então lambem existe
DcÉ+Êf e -berros a igualdade acima. Isto porem nao
imp].ica na existencia de D" f

Vemos portanto que uma função pode ter' dera-fiadas ge-
neralizadas e apesar disto ser bbastante ''irregular'' , nao ser
continua. Sobolev, que introduziu esta noção de derivada ge-
neralizada, constatou porem que quanto mais derivavel fosse
uma função, tanto mais ''regular'' ela eram terminando por ser
conta.nua e mesmo derivavel no sentido habbitual se ela fôsse
derivavel no sentido generalizada ate uma ordem suficienteme=
te elevada. Mais precisamente

/

Dados l«p<ao e um aberto UCR" indicamos

(U) ao conjunto d-e tôdas funções fCLPoc (U)

por
que
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ten. derivadas generalizadas Daf € L:loc(U) para bodo

, a.) com la 1< m .

Indicamos pol' 6(k)(U) ao conjunto das funções con
tinuas definidas em U que tem .todas as feri.varias contínuas
ate ordem k

/

a : (aZ,.

[Peorema de Sobo].ev :

pára mp<n temos l.Ém)loc(U)CLloc(u) para todo q<;Í-:fl2.--

para mp>n temos L(m)loc(U)c 6(X)(u) onde k=m -(f)-l
(r) indica o maior inteiro < r) .

Úer llSob.2) Oap.l $ 8, 11S m,V). cap.IV9 .l.Schw. . 11) P&
37, teorema XV

!j:ca sempre .de

5 4 - Aná.li.se do Fourier

1. T]'ansformação de B'ourier em -[.o(Rn)

])ada uma função fC l,l(Rn) a sua transformada
Fourier e definida por

de

Í(e)(e)(x) e'2"ixEdx(1;4 ,].)

pal'a todo gera, Ê e uma função cona.inua e limitada em Rn

l f (s) 1<11 f ll. (1 ;4 , ]. ' )

A transformada de Fourier conjugada e definida por
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(7f) (e) = ./nn f(x)e2xixqlx e tem propr'iedades aná.lobas

de 'lf9 que não mais nencionaremos no futuro.

Beija Qm {*: é:K'' l ll *ll.«}. Dada fC L2 (Rn)}

?m(E) .,C f(x) e'2xixqilx está bem definida, fmCL2(Rn) e

a sequência (ên)meN e uma sequência de Cauchy em L2(Rn)que
tende portanto para um limite, que indicaremos por }. E nes-
te sentido que deve ser enter'pregada a .transformação de'Foulãer
(1;4,1) para flmçÕes fC: L2(Rn).

Propriedades da transformação de Fourier em L2(Rn)

llrll2 : ll i'1129 'fJ'f:f, T'rí=r; a transformação de

Fourier e portanto uma isole.fria de L2(Rn) sobbre ai mesmo.

Se rCLP(iP) é tal que € 1,P(Rn) então

êJ?eL2(Rn) .e 3(êâr(s) ; a"i-E:j Ê (e).

Se fCL2(Rn) e tal que xjf€1,2(:EP) então existe

L2(Rn) e F (-2«ixlf (x)) (E) :i; (ê).
à€á

De modo análogo dado um polin8mio Q de n indete=
minadas e fazendo as hipóteses evidentes correspondentes, te-
mos

'F[Q(n)r)(B) €1) l?(ê)(i; 4,2)
(Q (D) Ê) (e) -2xi x;i) f(x)) (ê) ..: (1; 4,3)

Cf. (B-G.) , [Sc.txw - MMP)
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0

Dados l«p«2 e fCLp(Rn) então Ê'eLP (Rn)
ll.ÊllPi« llrllP.(cr. (schw. ll)pg, 88 e (T) pg. 96)

ê

2. Séries de B'ouriez' em L2({l'n)

Dada uma função reLI(Tn) e kcZn, o kesimo ooe
ficiente de B'ourier de f é definido por

#

ck ( f )

e a série formal }:- c,. (f)
kCZn '

de Fourier de f.

e por definição a sei'le
#

Dado (ck)keZnC 1l(Zn) a série }llln ck

converge absolutamente uniformemente pai'a um função continua
f'-.;....Fenos::

ck(f) ck e If(x)l < ll (ck)kCZn ll]. (1; 4,4)

fe L2(Pn) se e somente se (ck(fJ)keZnC 22(Zn) e rec:iproca'à
mente todo elemento (ck)kCZn é a série de Fourier de uma e

uma se função fC l,2(q'n). H-este caso temos

f(x) = }:: c..(í') e2xikx
jjê2n 'k

a serie sendo convergente no senti.do de L2([Pn) e llrllP
ll (ck(fJ) ll2 ( )

.z

/
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Se rci.2(P) ; ta]. que :làl: C L2(Tn) então

ck ('5:q') : 2"ikj ck tr)
Rec:iprocamente: ge (ck(f))keZne .t2(Zn) e tal que

(2xj-kJ ck(f))C !2(Zn) então exi-ste .âlâc L2(!P) e

2'r ikij ck (f)'

De modo análogo se Q for um pol-ln8mio de n indete=
minadas, fa.lendo as hipóteses evidentes, tersos

ek (Q(D)Í) ck ;(f)

(Cf'. (B-C) e (Schw,. MMP) )

J

(i; 4,5)

O Teorema de Hau6q:orfã

Seja 1 1« p<2 e feLn(Tn) então

(ck(f))kCZn C !P' (Zn)

ll(ck(!'))llpi€11fllp(1 +1':1)

Sela:'} ].< p< 2 e (ck)kCZnC IP(Zn). Então a série
>... e.. e2lrjllx converge en L..(a©) para uma fiação f da
kCZn 'K : ' P

qual ela e a serie de Fourier .e

11 rllp' ll(ck)kCZn llp

e

.#.P

(Cf.[Z)PK. 190).
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CAPITtmO ll

os espaços :Lg)(u)

111 0 um aberto UCRn ou UcgP, indicamos por
L;J(U) ao conijunto das funções feL2(U) talo que para toda
PC Pn tela.amor ;DPfe L2(IJ). Munidos com qua].quer das nor-
mas equivalentçB

}l-'PC e. aPllDPfll2

(onde apto) êle e um espaço de Banach. (que é mesmo hilbe=

piano). In(i.i.canos por abti}(U) à ader8ncià de D(U) em

:[,{l}(U). Quand.o U : Tn temos a){lJ'(U) : Lü}(u).
Notações análogas para p / 2.

Estudo de LÇ)([pn)

l edema: Tôda função f€1,2)(I'n) tem série de
Tour'ier abbsolutamente somavel , sendo IÉ)ortanto uma função con-
tinua. Temos

l ftlx) l «

/

( €7Õ) IPI ll Üpr llP

'py'-< :G
.- (=Çã)n ll -5:;'?:;l<- ll: (il; i,z)

A i..versão fC . 6u([[O) é êomp].etamente continua]LÇ}(T'') -- f C '

(compacta).

ll2
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.Demonstração: .l) Demonstremos que a feri.e de Foul'íêr

de uma função rci,g}(qP) é absolutamente convergente. Para

bodo IE)Cen }l.P lckl ,indica a somatoria efetuada sabre todos

ck com kCZ' etaibque kj/O se jCP e kl =0 se

j4:P; então ]rCZn l ckÍf)l : PCe. }1'j'r.l ck.llf)l . Par'a P=g t

mos }=' lcktf)l : l collf) l e para P=Íjl,J2,''' Jr} temos

}: lck(f)l: ll: l :!;Ê-- ... l .2«kj '..2"kj 'ck(f)l
'J ]. 'JT ''

donde segue pe]a desigua].date de Gauchy-Schwartz e por (1;4,5)
que

}l., lct(r)
P

:' ÀÕ;:l:'ÉJ /'
l

4x2k2
81

(142)r ll .x* ... àx: lla : ( ]Élá)lplll ]/'r ll2
iJI " Jr

Dai. segue a nossa anil'nativa bem como a majoração (11;1,1) sê
lembrarmos que

If(x) 1 < Í;=:b. lcl..(f)l

.t' ]/p .ll a'r llP
al ' Jr

/

29 Para demonstrar a conpacidade da :i.versão acima
basta demonstz'ar a compacidade da aplicação
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fCLh)(Tn) ---.(Óka'))kezn C 2i (Zn),

pois a composta de una a.polca.ção compacta com uma aplicação
continua ( (ck(f))kCZn C 1l (Zn) ---"-"f C .6u([P) ) é

'
colaPag

ta. Basta pois demonstrar que a imagem de todo con]un.to ].i-

nstado de L!}(!P) é relativamente compacta em \(Zn), is-

to é, que dado um conjunto limitado B de funções fe:LÍ21}(qP),
poz' exemplo o conijunto formado pelas f cl.2}([fn) que são tais
que llDP.ll2<b para todo P CPn' e dado € >0, existe um
subconjunto finito FC Czn (cf.(D-S), pg. 338, exerc.3) tal
quÕ .LukeCF lck(f) l<e para todo fCB. Mas is'boeine-

':.*. ,.:' ." ..'- ..«,*',:' *;:z=',,'. aq '' 'iq
podemos suprimir um numero finito de comandos de modo a tor-
nar o resto menor que (E/2nb)2 donde segue o nosso I'exulta

QbgÊ=!igaggâ: 1) Sg qulselmos uma avaliação do afastamento de
f do seu valor m'td.io cn(f) temos!

lr(x)-c.k) i<=ÉZ .i=it {Êll:.-GÇZI)2 = ll Õar lla .......'

do.

n

.. GÇ31)' ll
n

õxI':i.'àxn ''2
(11;1,2)
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2) Por "transporte.': para g'n ainda vale um teorema análogo pg
ra funções rc og}(u), onde U e um aberto reJ-ativamente
compacto de IEP. Se d e o diâmetro de U,' lemlbrando que

an/2ll f ll,

lIDa(f(x/d.)) ll2)+ lal ll Daf ll2

llf(x/d)ll2
e que

(11;1- ,].) nos da

If(x)l« dn/2 }l.,PC en(dW/6)IPI llnPrll2
(11;1,3)

. c-
A ixüersãa f'C Oll)(U) fe 6..(IJ) e completamente continua

P

S) Lembrando que para p>2 temos ilJ}(q'n)cl,p}(tPn) e que
essa imersão e continua segue-se que o teorema também vale PB

ra fxmções f€1'P}(Tn).

4) Para l<p<2, usando a desigual-jade de llE'Ülder e o teore-
ma de Hausdorff-Young segue que a serie de Fourier de uma

função fe 1'n}(q'n) é absolutamente convergente, o resto d.o
teorema seguindo de modo análogo ao caso

5) :E:m casos particulares podemos melhorar a maijoração (ll;l!
1)1:.. Assim por exemplo quando sabemos que f e muito "irregB

11 niPrll2, então podemos substitui-r a somatoria }l.. x:' lck(f)l:

= jcntf) l pol' uma sonatoria )l= lck(r) l entendida sobre to-,

dos k=(kl)... kn)eZn tais que jk;jl< 1, j=1-,2,:..fnw En--
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bão vem

lr(x)l« s'/2ll rll: -,- G: }l.l lllÊ:ll:-- cil }= ll ã;?;$; 11:

, .: l (n ; i ,4)

onde C. Ja/z o,18 (lembl'entes que W/6=0,28)

6) Pode-se demonstrar que da.dos valores quaiÉqueB :aP >Os

PC@n! existe umá função ÍCI,9)(iPn) tal- que-llIDPfll2 = aP pa
ra todo P € P..

7) O temi'ena acima generaliza certos teoremas clássicos como
por exemplo o que se encontra a pagina 16'7 do liVrO nB'oupiep-
reihen" de Tolstov e que di.z que dada uma função continua =f
sôbre T' que tem derivadas limitadas, a sua serie de D'ourier
convem'ge nos pontos em que à'f/õxày for continua. Nosso
teorema mosto'a que tôdas estas hipoteses são superfluas.

2 - Vamos Comparar a majoração dada por (11;1,1) com
a maijoração dada por (B-M), (3), onde tomamos p= 1: (que cop.:
responde Justamente ao caso do tén'o) e U(u) = u2; -Vem

If(x)l2 < P3'll f llg...23(n l) }l=ttõr ilg +

:3(--a .2= ,il.:,:sê;li$ 112 : ll -s ;à:gsg; lrÊ Qi-B, à)

Calculemos If(x)l2 a paz'tir de (11;1,1) lembrando
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m m

j
ag e que em (ii;l-,i) temos án comandos:que ( a.)2 .< !a

l r(*) l 2« p l llr l.ig -- OF)2 \ü.li.êf- ii g -- ogy' }= ii ã?il#$!i5 .-

''P?"
o que mostra que a nossa majoração de if(x)l á de pelo ne-
tos 1/ (2n3n/62n)]/2 : 6n/2 vozes menor que a obtida por

(B-U,3).
P

$ 2 - Estudo de LP}(iP)

1 - Teorema: Md.a uma fmção fC LÍl} (:EP) temor

Êe.L.(Rn) e por consegm.nte f é lma fun.ção eõnt11nua liiüiü
fada. Teaíos

l f(x) 1 -<(2a)n/2 >.aPCf).(1/2Ta) IPI ll:oPíll2

:Qa)'/: [llrllP-- 7h =; ll$11: ' qà): )l= ll SiÍÍl:]q Jl: --....
'" (Z;h)' li s=;-:ll:=:1;= li: l (iJ:;a,i)

onde a e ula numero positivo qualquer. A i.mer6ão rc ilP(Rn)-'+
-- :e'c 6: (:tP) 6 conta.nua.

Denonstraça.o: bbasta mostrar que 11?11]. e majorada pg
[o segundo nelnbro de (11;2,].) (pois if(x)I'; l;lÊlll e a íner-
são é então evidentemente continua). Dado a>O e PC Pn,
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''ija P, :Íxe a''l lx.l
i =1,... ,n} . Temos

se JCP e lxjl«a ae J+p,

H', . '-* ': 'q'.~':;. :
onde

O se B. 4: Pa
f(E) se gera

Ca].cu].enjoa llí'P. 111 quando, por exemplo)P=(1,2,

''',. T': :; .Á: '%.:. . . .Á: "' /';: l
2x €1

2x al. }(4) dql r

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e (1;4,2)vên

'-?p.,-:: l .Á: ';":. ../: ';' /l:
;q .::;:....;,]:':. -- *r= ':

(2a)n/2 (2.T.7)x' ll5iqàrf llP : (2a)n/2(1/2xa) IPI lllf'fila'

.Azia].ogamente p.ocedemos para os outJ'oS p € ÕL, donde pegue

e +. e

l>a

gkgg=:!iaS.Êgg. 1) Dados numeros quaisquer «P> O) p C en, pode

ae mostrei' que existe uma função f€1.2 (Rn) tal que lIDPfllo
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ocP para todo P C 6)n

2) Dado um conjunto de valores dP, P C ens existe um e um
se valor de g: que torna ninima a major'anão dada por (11; 2)
1). Para n=2t êstevalor de a e dadopor

:/ l::
e berros portanto ,

If(x,y) 1.< 'Ê tiirll2 ll sggl7 llp)/2

* -}( il êê il: -- ii:$1 ll2) (11;2,2)

3) En vez de um numero a> O, poderíamos tez' usado uma n-pla
a= (a.l,...,an) de numeros aij>O e trabalhar com a deconposi
Ção p&:{.xC#"l lxjl>ail se jCP elxjl«aj se J+P,
:l : l. ... .n } . PC 6). de R"
J : l9 ' . . }-LI' Í' )

J '

PC en

4) A imersão mencionada no teorema não é compl-etamente coREi
nua: dada uma função fC I'a)(Rn), o conijunto B de tôdas
suas transladadas e eviã.entemente limitado nas el-e não é relê
vivamente compacto em 6'; (R').

/

as

5) Se $oreá nos restringimios a ãÍ21}(U), onde U é
mente compactos então a i-mersao

f € üÇ}(u) -- r' € ó'l; (u)

e relativa

e co' mpletamente continua (o que alias pode ser demonstrado
usando a observação 2) do $ 1.1).



Ê) Neste caso Já não vale a observação ].: dad.a wa função

rc Lg)(nn) dó sup,arte Qonpacto contida Rum biperêubo de lado

b) temos as relações ll!'..:ll2 <bb alar ll2 J :1)2}....In. E mais

geralmente llnPlíll2 <(2)IP2J-lPll llnP2rll2 se PlcP2. (af.

(ii;i,3).

].9

7) Para ps2 hemos Ln(IP)alL] (Rn) nas pode-se dar exêa-
plos de'funções rc:ü9}(Rn) tala que para todo pe2 tem06

f+L.o(Rn).

8) IJsandõ o teorema de Hausdorff-Young e a designa.Idade dQ

Hõ].der' ai.nda se parte demonstrar que reLI(ltn) para tâaa fuB
çãa fCI'ó (Rn) üom l«q<2 e que portanto são vÉ.lidos os
resultados correspondent.es do teorema

2 - Comparemos agora a maijoração global dada por
(11;2,1) con a majt)ração.global obtida a pal'tir de tIB-M), (5),
isto é fazendo P:; ao e M(u) = u2:

If(x)l2 < 22nll rilã+ 22(n-l) }= ll.s=.- llf
' J

+. ..+ ll . ' '

x].... bxn

em (11;2,1) um cál-Guio aná.logo ao feito em

n

a(--a:i ii l:;S<i g--

Tomando a
$ 1.2 nos
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*,iTf:$1 ' $ bf ..2 +2

+ ... 1 1

o que mostra que nossa avaliação globbal de if(x)l é pelo me-
nos x'' '' vezes menor que a avaliação correspondente de (B

À.

3 NÓ caso particular em que fC t)2 (Rn) isto e,
fõr de aupQT':be compacbo9 pode-se demonstrar que

l í'(x) l « -L
2' il'i=1?;l;iS< ll l i'Õi p. Q)z/2 ll

#'f
Õx].-.àxn (li;P,3)

(Gf. [n) , Lema ]...].) maa cata majoração não é comparável com

ag maJQraçÕe8 4adg8 PQ1" (11;1,3) e (11;2,1). Isto ;, pode-se
êxíbbi-r funções em que banho uma ou outra das majoraçoes da m9
chores resultados.
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CAPITtnO lll/

Q..Teorema de Sobbolev

Lembremos que dado um aberto UcRn ou tJcgP e um

lutei.ro . m >0, 1,(n)(U) i.ndica o conjunto d.as funções fcL2(u)
tais que D'feL2(U) para tôda n-pla d:(«l,..., an) com
la l«n. Munido de qual-quer das normas equivalentes

il-i-l.. aa lIDar ll2,

onde aa>O, e].e e um espaço de Banach que e mesmo hi].bertia-

O(m)(D) i-nd.ica a aderência d.e D(U) em L$n)(U). Pa-
ra O:Rn ou U:!P temos O$m)(U)=L(m)(U). Para p/2 usg
mos notações ana].ocas. »

5 1 - O Teorema da 8obolev global

1 - Teorema: Sela O.(k<m<# : L(m)(Rn)cl.(k)(:Ep.)p3
ra todo q tal que 2 <q < 2n

ã':7(=:H.
DemonstraçaQ : precisamos demonstrar que dado

Íci,lim)(an) e a=(Cela....9«U) com lal<k temia

fCLq(Rn) para todo q tal que 2<q < iÍ-::-2ÍIÊ:E}. Do teo
rema de Hausdorff segue que e suficiente demonstrar

-''"X.F\p

quê D'í; (2'' itj' Í'cLq' (Rn) onde à+$-: ]. j.sto á q':
É: ;;?l- . Ponhamos
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l(2xiej' ?(B) la' l------=-.la' . l(l + lgsl)(2«ie) }(E)lq'
'i.- IS''l

s e um inteiro a ser determinado e tomemos um par (r,ri) con

'l + :Jr = 1 e ap]iquemos a desigualdade ]!t51der re].ativamente.
ao par (r,rç) ad 2e menbro da decomposição ac:lira. Vem:

<ll iÍ;t?.Í l q' llr' ll.l(z''' IB'1)(2"ie)a'2'(&) la'll:..

onde

ê vamos mostrar que podemos deteminar s e r de modo qtze

paz'a 2».qi $ iÍ-r122n ambos os fatos'es do 2e membro de
(111;1,1) selalü finietos. Dai segue nosso resu].fado se lem.

brarmos que 2>qt > :ir:l;-:egi=r} equivale a 2<q<jil:::!2zi .

De íclLgl)(Rn) cegue em particular que

f9 .:'-Z(IL2(Rn) paxn j =1,2,...sn e põrtaato
à "' '

que l êa l s(1+ 1(2«i+)kl) e como por outl?o ].ada (l+le 1 l)(i+

4. IE21)<C (l + l Xtl.+k21) (onde G é tma constante convem

Utente) bemol pol'tanto que ] (]. + leal )(2xi'S)« Ê (e) 1q'r''«C](]-+
+ l Es'rkl) ? (Z)la'r''.

Esta u].tlina funçaQ e certamente inbegravel se tiver
mos qtrí =2 e (s+k)q+rt'; 2m (pois roga)(.EP) e portanto

T (1+1(2xiE)ml) ? € 1'2(Rn); de laj<k segue
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1(1+ 1 Eml) ê'(B) l2CLI(Rn)) isto e, se s<m-k. Portanto pa-
]'a q'rl =2 e s<m-k a. norma do 2g fatos de (111;1,1) é ri:
Riba.

Vejamos agora a norma do le fatal': a função

r ; lq'r
l -- IZs l

e integz'aves- se e somente se sq'r>n (cf..(1;2,1)). Lembrando

que r = ;+:Í e que qiri = 2 então a condição sq'!'>n equi;

vale a i2s >n ou ai.nda a ]'' <glãtn :; ::-=!:1:(1$=8-} pois s<m-k

.r

0

portanto que q ' > 2n
Ü + 2(alia'

Vemos pois. que tomando s=m-k e r' =:Í+, lobo e,
ambos os favores do 2e membro de (111;1,].) têm soma

finita. c.Q.n.

Observações: 1) Teria sido suficiente demonstrar o teorena pg:
ra ]c=O e em seguida ap].ica-]o par'a m' =m-k para obtê-].o
sob a forma ger'al. Poz' outro lado quando k =0 bbasta demons-
trar Q teorema para m :l e em seguida aplica-lo I'epetidas
ve ze s .

2) .À versão Lg')(nn)clLSk)(iP) é conta.nua se mínimos es-
tes espaços com as normas definidas no começo deste cale)ztulo.
Ela nao e porem completalaente continua (cf. a observação 4)
do $2) Cap.ll). porém sua resta'ição a á:)Én)(U), onde U é um
aberto r'elativamente compacto 9 e completamente continua.

//'

3) Pode-se usar (111;1,].) para obter' uma majoração de

lIDar llq en função dos lIDPfll2s IPI <m.



-24-

4) Nas condições do teorema acima não temos em gel'al
fCl].(Rn) para q< 2; bbasta lenbraP que exi.atem funções

g+L2(Rn) de suporte compacto e tai-s que gêLql(Rn)se q'>2;
tomamos então f = ê.

2 - teorema: Seja m> n/2; então para tôda função

fC:L(m)(Rh) temos ÊCLI(iP) e =e' é pois uma função contálnua

limitada e f€1.(1P) para todo p»2. A aplicação

f C L$")(:EF') --"-" ?C LI(:EP) é cona:Ínua.

Demonstração: hemos

}(e) : 1i-i:1:(2xÍ'E)n (l ''' l(P«'i'e)" 1 ?(E)
\

e da desiglialdade de Caucl)y-Schwal'tz segue que

.: '; ] :': [
(111 ; ]- ,2 )

e o le fatos da 2e membro é fi-alto pois 2m>n (cf.(1;2,1))

donde segue que ? CI,l(Rn). As outras afirmativas são então
tríviai.s.

Observações: 1) Usando a desigualdade de H31der e o
teorema de Hausdorff-Young a demonstração acima se adapta fá
cilmente para mastr r que rc L.Sm)(nn) .jnplica ÊCLi(:EP) se
1« p<2 e n> n/p, vaJ-ando então tambbem as outras conclusões.
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imersão
2) Lembrando que if(x)IS llÊll. , (111;1,2) nos mostra que a

fCL2m)(Rn)-- f C 6'=(Rn)
e continua e nos permite achar uma majoração para if(x)l
J

3) A imersão aci.ma não é completamente conta.nua mas sua Pes.
tritão a O$m)(U) o será se U f8r um aberto r'eJ-ativamente
c ompacto .

4) De 3) segue que para um aberto U qualquer a ime.rsão

L$n)(U)c C.(U)

e completamente continua.

1,(n)(U)c 6:'(U) (Cf.$ 3)

/
Em geral por'em não temos

5) Se para todo a= (ctl,...,%:) com leIS m dermos um numero

a. > O em geral nãQ êH.ste uma função fCI.(m)(Rn).d bal que
11 n"rll2; aot para todo a. (cf. o Cap. IV).

O teorema de Sobbo].ev s8bbre o toro

todo q tal que ].n« q< n - 2;(m-kí)

Demonstração: o resultado e evidente para q« 2 pois
o toro sendo compacto teinqs La(Tn)oL2(Tn) se q.<2. Resta
pois demonstrar o teorema para q>2. Do teorema deHausdorff
Young segue que é suficiente demonstrar que para todo
Oc:(a].,...,aR) com lal<k temos

(chtDaf))hCZn:((2nih)a ch(f))h.eZn C !qi(Zn) onde q' q - l
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Pond.o 1(2«j.h.)a ob.(f,) lq' : l.i.l--la' . l Ihs1(2qj.h)" ÕÜ(r)la'

resto da denonstl'anão s.egue os mesmos passos que & doHORS'bT&u
ção. do teorema do $ 1-]..

Observações: 1) Pode-se demonstrar que a í.meraão acj:
ma é completamente continua.

2) Vale o análogo da observação 3) de $ 1-1.
3) POr "traí.sporbe" em y'n demonstra-se a partir do b.eQrema a-
cima que para todo anel'to limitado UCRn temos

ogi)('a) c oSk)(u) +

Ó

2 or'ema: Beija m>n/2; então toda função

fC L2 )(@') ten cárie d.e .Fouri-er abso].utamente amável, i-sto
é, (ck(f))Reza C 1l(Zn) e f é pois uma função C©ntÍ.nua.

Demonstraçãot :de modo análogo pomo fizemOS na demong
traçãó do teorema do $ 1u2 mostramos que

a gene d;o le favor do segundo membro sendo convir'gente pois
2m>n} donde segue o nosso teorema.

Obbsenração: valem os análogos das observações 1), 2)
e :ã):.::do $ 1ü2, 1) e 3) do $ 2-2.

>....u lek(f)l.K
ke.Zn 1; 'T;ãm.: :/:(Ê

.P

Z

ll2)
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5 3 traexemplos

Os teor'chás demonstrados em $1-2 e $2-2 nqs. assegu-
ram que pu'a n>n/2 as funções de l,$n)(Rn) ou L(m)(Tn)

'.
sao

continuas e ]i.notadas. Rêsu]tad.o anã]ogo ija não va.].ê pal'a as

funções d.e l,2 )(U) Qn.dê U ê um aberto de Rn QU qp;6s.bas fug
ções a].nda sãa êonbinuas p coincidem mesmo localmente ÇQla fun
çoeB que tem serie de Fo-urier albsolutamente convergente! po-
rem nao sao neçessaríamente ]imitadas mesmo se ü fiar ].:l.mltadcl
Se U tiver uma froübeíra suficienbemenbe regu].ar' (nãQ vamos
dar aqui uma defin]çãQ disto; a].ias não se eoiü.eQe ulüa CQndi-
çaQ~aeóessaria e eufiçienbe par'a que tôdas as funç.ões dê
L$m)(U) sejais limlbad.as) as i'nações de LÉm)(U) serão limite:
daq . SobQ].ev originaliüen.tQ tinha demonstrado seus toQremaa pg;

ra .:#lb.fartos l:í.notados que satisfazem lama certa "condição do cg
ne''; yer (Sob..l) Pg+4a5 e llSm.V) pg. 305.

RlesmQ no plano é fácil dar exemplos de abel+ós bbas+

tünbP simples U e de funções í'e LÉao) (U) que não são limo.çg:

da.g: tomemos U= {(x,y)eR2 l O<x<1, O<y<e'l/bCc). e

f(x,y') ; e]/x

E poa.sive]. dar' ainda contraexemp].os de naturQaa com
pjêbãnenbe di.í'e-rente.

.#

\.

.#
+
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CAPIT'tJLO IV
/

A existencia de derivadas mixtas

$ 1. Derivadas mixtas em Rn

Teorema - Dada uma funQao fCL2(Rn) tal que para

1,2,...n demos ?:'f € 1,2(Rn) entio tambem tends

DafCI.2(Rn) para togo a:(al,...,an) tal que lal<m.

])emonstraQao: e auficiente demo$1strar que Daf : (2Ri€)a fC12(Rn),
o que e imediato pols se lc(I = m temps

1 (2n'i€)a 1< }ll= 12xi€. 1 jal
j:l '

i.i la. lki +.. .+ kn) e portanto

1 (2niE)a f(B.) 1 < }. 1 2,it. lm I ?(B) I
j=1 '

donnie segue que

11 (2nj-€)a f.(X) ll 2< ll }--.-- q.I

lsto es

n

n

( [v ; [ , ]. )

ilmlf(t) lll2< ;;1.11(2"iEj)mfll2

tln"rii2<;i.ii :5 ll2 (!-t : m)
U

lal< m 1)( lv ; ]. substituidoe99

( IV ; ]. , 2 )
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3) Dê modo geral, por um metodo semelhante ao usado na demong
traçam do teorema precedente, pode-se demonstrar que dados pg
lin8nios . PI,...9Pk e P (todos em n indeterminadas) eê tais

que IP(a)l« G }l= IP.(a)l para todo eCRã então para tôda

função feL2(IEP) quê é :bal que Pij(D)fCL2(Rn) papá J=1-,«.k,
temos também P(D)fC LP(Rn).

Exemplo: dad! uma função fC L2(Rn) tal que Aícl)2(Egb

então temos bambõla l$E12€1]2(Rn)) J : IW2,...n, (e nata geral

mente DafC]L9(Rn) para lal<2). Deste modo melhoramos

resultado de l.Scltiw 11) , pg. 46.

3'ato análogo ai.nda vale quando, em vez de 4 considg
ramos uiü operador élÍtíco qualquer (i.e. P(D) tal que
p(e) implica e: O).

k

J

J

4) O teorema acima. a].nda vale.en D$n)(U) mas não ezl L(m)(U)
Tomando U aberto e limitado ;ja não vale uma relação da tipo
(IV;1,3) em L\mJ(U). romenos por exenpl-o n:2 n e f(x,y):

llz+ll.
fq.v' '

2

: O mas 115F5j:ll2 :aF(U)I'e

5) O teorema acima mosbpa que par'a: termos rCI,Ém)(l;p.) á su

':.:.-*.. .*:':« ,«.' '- $,'.+, $ ' ':''?'

n 'S?'V' : [ ; R rll o R

lle; 1l :

$ 2 - Derivadas mistas sabre 111n

Teorema: Dado um inteiro m> 2 e uma f:unção fC:ll/111ib

tal que para j = 1,2,. . . ,n temos :-Z C l,2([Pn) então também tg:Av' '

nos DafCl]2([P) para todo a com 'Jlal<m.
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Demonstração :

(2s'ikl) l

1(2xikl)2al
n.

lembremos que cklIDaf) = (2Xik)a ekllÍ)
«;:

.. . (2Kilrn) " ck [f) e que para

)2an l « }- 12xik.l2n e portanto1-1 d

lal« m hemos

(2xj.k.)

l(2xik)a .Gk(f) l2« J:il (2nikJ)m ck (f) l2 donde se:gue qub

F---HA&

{;l;nl (2xik)a ckn) l2< ;;1.(}l;ÜC,. 1 (2«lkJ)n ck(f)l2)
.P

isto. e

il«'riig
donde segue

n

lld"íll;« }l= iij:Ê li:
U

(IV;2,1)

Obselvaçõea: 1) NÓ teorema acima a hipótese de que f€1L2(!Pn)
e superflua; basta supor que f e uma dista'ibuição sobre o tQ
ro

2) ])e modo exatamen-tg análogo ao acha demonstJ'a-se quê ae pg
ra J = 1,2,..., n .à:!::l tiver serie de Fourier absolutamente

somavel então o mesmo e verdade par'a todo Duf com 1«1« n.
j/

3) Val-en observações análogas às observações 1) a 5) do $ prg
cedente.

Apêndice (ao Capiltulo IV)

Apesar' de sua demonstração simples, os resultados do
presente capitulo são bbastante surpreendentes pois pode-se
dar exempl-os de funções continuas f sabre g]2, f con derivadas
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, )2.p Õ2+' ,
primeiras continuas e baia que -fc-8 e -f=-8 ainda sejam conti-, àx' ày'
nuas sem que 8$S+ o se;ja; ver (GI), pg. 102. Da observaçãov-fb-v.y A A

2) precedente segue porem que ?:l; e -jig;l não tem serie de
õx' ày' .\

Fourier absolutamente convem'gente. Os resultados dêste capita

tu].o mostram que :sêi;$1 CZ2(U2) e possivelmente aí.nda. vale
\ c.n .-"l

o ' CLP(T') para qualquer p.
E interessante ver se para os espaços ]i.à'' va].e a

análogo dos teoremas acima. Quando p / 2 a transfonnação de
B'oupier e aa series de Foul'ier Ja nao nos podem prestar o meg
mo serviço e as demonstrações correspondentes deven ser exbl'9
lamente mai-s dificieis. Denonstramos, por exemplo, que no ca
se particular de n =2 ê «= (].,1) a demonstração de

.P

r .P

., -,é'',. ,$-,*,-$'-
apenas para funções da forma f(x,y) = X(x)Y(y) ;já ; eauívalen.

'be a demóasbl'ar que ll.XÍ ll2< 2 llXllPllX" llP9 demonstração essa
que e fei-ta usando o calculo das variações; ver (H
VII.

P

Tambelü demos.sbT'amos que no exemplo ac=i.ma) para p ./ 2,

não vem mais a aQnBbante O. =2 (Cf. (IV;1,4)); asa:ín. para
p:] e p=ao tenda C«]. (e acreditamos que nestes dois cg:
sos C ::]. é a mê].hor cowtanbe).
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