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ABSTRACT

This paper presents a systematic revision, followed by a critical analysis, of a
part of our scientific production in the research program centered on problems of
mathematical interpolation of geological data for ore-body modelling and ore-reserve
estimation. The main interpolation functions studied in this research program were:
hyperpolynomials, multiquadric equations, ordinary kriging, new method of interpolation
and inverse of weighted distance. The problem of estimation variance of interpolated
value was also studied, which resulted in the proposition of interpolation variance as a
dispersion measure of sampling points in relation to the interpolated value. Because of
its simple statistical and mathematical formulation, interpolation variance can be
applied to all the methods of interpolation based on the principle of weighted average.
The origin of a new method of interpolation, developed during the research program, is
restudied in this work in relation to the multiquadric equations and it is concluded that
the efficiency of this method for a small number of sampling points is the result of the
normalization of its coefficients. Thus the new method shall be referred to henceforth
as "normalized multiquadric equations". The main characteristic of our research is the
use of practical approaches to problems of ore-body modelling and ore-reserve
estimation, such as: a) the method of “normalized multiquadric equations"; b)
interpolation variance, and c) the inverse of weighted distance method adapted to block
estimation. The improvement of multiquadric equations by means of normalization of
their coefficients opens a new perspective to their application, because now they can
be used as a local interpolation function, while maintaining the same characteristics of
accuracy and smoothness of the interpolated surface. However, the correct choice of a
multiquadric constant as a function of natural variability of geological data continues as
an open question for future research. Besides its versatility in the estimation of
dispersion variance for punctual and block evaluations, interpolation variance presents
the advantage of being combinable in order to compute the global variance of a deposit
associated with its global average grade, which is impossible in geostatistics. The
inverse of weighted distance method for block evaluation is an important practical
contribution to mining, because it has been extensively used when the ordinary kriging
technique cannot be applied, for instance, when representative variograms cannot be
computed.




Xii

RESUMO

Este trabalho apresenta uma revisdo sistemética, acompanhada de uma anélise
critica, de parte da obra do autor dentro da linha de pesquisa centrada em problemas
de interpolagdo matematica de dados geolégicos para modelagem de jazidas e
avaliag@o de reservas. As principais fungdes de interpolacéo estudadas nesta linha de
pesquisa foram: hiperpolinémios, equagdes multiquadricas, krigagem ordinéria, novo
metodo e inverso da poténcia da distancia. Foi também estudado o problema da
variancia de estimativa associada ao valor interpolado, que resultou na proposta da
variancia de interpolagéo como uma medida da dispersdo dos pontos de amostragem
em relagéo ao valor interpolado. Devido a sua formulagdo estatistica e matemética
extremamente simples, a varidncia de interpolagdo pode ser aplicada em todos os
métodos de interpolagdo baseados no principio da média ponderada. A origem do
novo método de interpolagéo, desenvolvido ao longo da linha de pesquisa, em relagio
as equagdes multiquadricas é reestudado neste trabalho concluindo-se que a
eficiéncia deste método para um pequeno nimero de pontos de amostragem deve-se
a normalizag8o dos seus coeficientes e dai a redenominagéo do novo método para
"equagbes multiquadricas normalizadas". A pesquisa desenvolvida caracteriza-se por
solugbes praticas, aplicadas aos problemas de modelagem de jazidas e avaliagcdo de
reservas, das quais pode-se citar como contribuices importantes: 0 método das
"equagbes multiquadricas normalizadas", a varidncia de interpolagdo e o método do
inverso da poténcia da distancia para avaliagdo de blocos. Com relacdo ao
aperfeicoamento das equagdes multiquadricas, por meio da normalizacéo dos seus
coeficientes, abre uma perspectiva muito grande para sua utilizagéo, visto que agora
elas podem ser usadas como interpoladores locais, mantendo as mesmas
caracteristicas de exatiddo e suavidade da superficie interpolada. Entretanto, fica
como questdo aberta a correta escolha da constante multiquadrica em fungéo da
variabilidade natural dos dados geolégicos, que deve ser estudada em pesquisa
futura. Além da versatilidade da variancia de interpolacdo no célculo da variancia de
dispers@o em avaliagbes pontuais e de bloco, ela apresenta a vantagem de poder ser
combinada para o célculo da variéncia do depésito associada ao teor médio global, o
que € impossivel pela geoestatistica. O método do inverso da poténcia da distancia
para avaliag&o de blocos é uma contribuicdo pratica importante & mineragao, pois este
método tem sido extensivamente utilizado, na sua metodologia original, quando a
krigagem ordindria ndo pode ser aplicada, por exemplo, pela impossibilidade de
obtengdo de variogramas representativos.




1 INTRODUGAO

Este texto apresenta uma sistematizagdo e analise critica de parte da obra de
autoria do candidato, notadamente entre 1980-1994, denominada "Desenvolvimento
dos metodos de interpolagdo para avaliagdo de jazidas", que mostra a linha de
pesquisa centrada em problemas de interpolagdo matematica de dados geoldgicos,
bem como no calculo da variancia de estimativa associada.

Como a pesquisa mineral é baseada exclusivamente em pontos de amostragem,
a analise e interpretagdo dos dados tem como etapa fundamental a interpolagéo tanto
para produgao de mapas de contorno de isovalores (interpolagéo bidimensional), bem
como para fins de modelagem de jazidas (interpolagéo tridimensional) e avaliagdo de
suas reservas. O interesse do Autor em problemas de interpolagdo surge com a
técnica da andlise de superficies de tendéncia, que aprendeu ainda durante a
graduagédo. Outras técnicas foram sendo estudadas e desenvolvidas ao longo de sua
linha de pesquisa principal.

Além dos problemas de interpolagdo, havia grande preocupacgdo também com
relagdo ao erro de estimativa cometido na interpolagéo, devido a variabilidade natural
dos depositos minerais, que poderiam ser algo desde 10%, podendo chegar até 300%.
Entdo a existéncia da variabilidade exigia também uma avaliagdoc do erro de
estimativa, que tem embutido também a parcela referente & densidade de amostragem.

A pesquisa foi dirigida tendo estas preocupagbes, quais sejam: interpolagdo e
calculo do erro associado. Assim, foram pesquisadas como fungdes de interpolagéo:
hiperpolindmios, equacbes multiquadricas, krigagem ordinaria, novo método, inverso
da poténcia da distancia. Como resultados importantes desta pesquisa, pode-se citar o
desenvolvimento do novo método de interpolagdo e do método do inverso do quadrado
da distancia aperfeigoado para avaliagéo de blocos. Com 'relagéo ao calculo do erro
associado a interpolacdo, foi desenvolvida a varidncia de interpolagdo como
alternativa a varidncia de krigagem, mas que pode ser aplicada também para o novo
metodo e para o inverso do quadrado da distancia, em ambos os casos, tanto para
avaliag&o pontual como para avaliagéo de bloco.

A principal justificativa para o desenvolvimento de novos métodos tanto para
interpolagdo como para estimativa do erro, estd no fato de que a krigagem ordinéria,
considerado como um dos melhores métodos de interpolag@o para avaliagdo de
reservas, nem sempre resolve todos os problemas encontrados, se, por exemplo, ndo




se obtiver um variograma representativo da jazida. Um outro exemplo é o caso em que
mesmo com um variograma representativo da jazida, ndo é possivel calcular a
variéncia do depdsito associada ao teor médio global, pois a informagao fornecida pelo
variograma é limitada a uma parte do depdsito (campo geométrico) ndo sendo possivel
a sua utilizagdo para amostras situadas nos extremos do depésito, inviabilizando o
célculo da variéncia do depdsito. Ainda com relagéo & krigagem ordinaria, a sua
utilizagéo para conjuntos de pontos de dados selecionados sem critérios de pesquisa,
bem como em arranjos de malhas regulares com furos centrados, pode levar a
resultados indesejaveis, como consequéncia dos pesos negativos gerados nesses
casos. Além disso, pode-se citar que o método do inverso da poténcia da distancia,
como proposto originaimente, € inadequado para avaliagio de reservas por meio de
blocos de cubagem,

Este trabalho apresenta uma sistematizag8o de parte da obra de sua autoria,
que mostra o desenvolvimento da linha de pesquisa em interpolagéo de dados para
avaliag&o de reservas e estimativa do erro de interpolagéo. Como se podera verificar
no trabalho, o desenvolvimento estd ancorado em duas pesquisas de pés-graduagéo
(mestrado e doutoramento) do Autor.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar a sistematizagéo de parte
da obra do Autor, referente & pesquisa dos métodos de interpolagéo e calculo do erro
de interpolagéo aplicados a problemas de avaliag&o de reservas. A sistematizacéo é
apresentada em ordem cronolégica e foi dividida em doze itens como se relaciona a
seguir;

- modelagem de depdsitos minerais por hipersuperficies de tendéncia;
- representagbes gréficas espaciais em Geologia;
- uso das equagdes multiquadricas para avaliagdo de jazidas;

- ajuste local de equagbes multiquadricas para a modelagem digital de
superficies;

- representacOes gréficas espaciais em Geociéncias auxiliadas por computador;
- comparagao entre krigagem e equagbes multiquadricas;

- novo método de interpolagéo bidimensional:




- novo método de interpolagéo tridimensional;

- estudo comparativo de métodos computacionais para avaliagao de jazidas;
- 0 meétodo do inverso do quadrado da distancia para avaliagéo de blocos:

- Composigéo de varidncias em depdsitos minerais.

- efeitos adversos da krigagem ordinaria.




2 HISTORICO

Logo no inicio de 1974, no 29 ano do Curso de Geologia, o candidato solicitou
um estagio junto ao Laboratério de Sedimentologia, do Departamento de Paleontologia
e Estratigrafia, que foi concedido pelo Prof. Armando Marcio Coimbra, o qual
responsabilizou-se como orientador.

O inicio do estagio, durante o ano de 1974, foi marcado pelo aprendizado das
técnicas de laboratério de sedimentologia que envolveram: preparacdo de amostras,
andlise granulométrica por pipetagem e peneiramento, separagdo de minerais
pesados, identificagdo de minerais pesados ao microscopio, andlises de
arredondamento e esfericidade de grédos de areia, etc. Todas estas andlises
laboratoriais foram efetuadas para as pesquisas de pds-graduagdo que se
encontravam em andamento nesta época.

Apds o aprendizado destas técnicas laboratoriais, o candidato passou a fase de
tratamento e analise de dados sedimentolégicos. Nesta fase teve a oportunidade de
utilizar computadores para o tratamento de dados. O primeiro programa de
computador escrito para esse fim tinha por objetivo ler os pesos das fracdes da analise
granulometrica, juntamente com o peso inicial, para calcular o peso final, os pesos
corrigidos e as porcentagens simples e acumulada por classe. Este programa foi
codificado pelo Prof. Dr. Gilberto Amaral, em linguagem Fortran IV para o computador
Burroughs B6700 do Centro de ComputacZo Eletrénica da USP. Apds a sua
depuragéo, este programa comegou a ser utilizado para o tratamento das analises
granulométricas realizadas no Laboratério de Sedimentologia.

Por sua iniciativa, comegou a fazer algumas modificagdes no programa,
principalmente no que diz respeito ao formato de saida, adaptando-o para um
formulario de saida, com todas as informagdes sobre a distribuicdo granulométrica,
porém sem o célculo dos parametros estatisticos de Folk & Ward (1957). A solicitacéo
para célculo dos pardmetros estatisticos ja era grande, pois calcula-los manualmente
exigia a confecgédo da curva acumulativa em papel de probabilidade aritmética, extrair
as granulagbes correspondentes a 5, 16, 25, 50, 75, 84 e 95% da distribuigdo
acumulada e depois calcular os parémetros estatisticos: média, desvio padréo,
assimetria e curtose, conforme as equagdes propostas por Folk & Ward (1957). Assim,
resolveu adaptar o programa existente para realizar o calculo dos parametros
estatisticos. Como & época, ndo conhecia a fungéo inversa da distribuicdo normal
acumulada, resolveu simplesmente adaptar o processo grafico e manual em
computador, aproximando a escala de probabilidade aritmética por meio de uma




interpolag&o linear em intervalos de porcentagem acumulada, considerados lineares.
Dessa forma, foi possivel interpolar as granulagbes correspondentes aos sete
percentis e com isso calcular os pardmetros estatisticos de Folk & Ward (1957). Apos
esta adaptagao, o programa foi sendo constantemente aperfeicoado com plotagem da
curva acumulativa, recalculo da distribuicéo areia, tabelas sumario de resultados, etc.
Mais tarde, com o aprendizado do célculo da inversa da normal, o programa foi
adaptado para interpolar os percentis diretamente a partir dos dados de porcentagem
acumulada. Esta versdo foi utilizada por muitos anos, mas recentemente com a
disponibilidade dos microcomputadores, ela foi reescrita em linguagem Pascal, a qual
encontra-se em utilizaglo até hoje no Laboratdrio de Sedimentologia do Instituto, bem
como em outros laboratérios no Pais.

No inicio de 1975, foi solicitado & Fundagéo de Amparo a Pesquisa do Estado
de S&o Paulo-FAPESP uma bolsa de Iniciagéo Cientifica, cujo tema do projeto de
pesquisa intitulava-se: "Caracterizagdo sedimentologica do perfil geoldgico entre
Rifaina e Franca, SP", sob orientagdo do Prof. Dr. Kenitiro Suguio. Este projeto de
pesquisa foi realmente muito importante para complementar a formagéo académica do
candidato, pois a exigéncia de relatérios parciais, a cada trés meses, o obrigava a uma
disciplina para a realizagdo da pesquisa dentro do cronograma estabelecido. O
trabalho de pesquisa foi também co-orientado pelo Prof. Armando Marcio Coimbra,
sempre presente aos trabalhos realizados no 4mbito do Laboratdrio.

Muitos dos trabalhos de pesquisa desenvolvidos no Laboratéric necessitavam
tambem de analise de dados em mapas, bem como de técnicas de analise
multivariante.

Para analise de mapas, por meio da técnica de andlise de superficies de
tendéncia, utilizava-se do programa TREND, desenvolvido pelo Prof. Dr. Gilberto
Amaral, do qual o candidato sé teve acesso ao programa compilado. O Prof. Amaral
instruiu a utilizar o programa, bem como deu toda a base tedrica da andlise de
superficies de tendéncia. Nesta fase processou muitos ‘mapas de superficies de
tendéncia para dados de diversas naturezas. Além dos ensinamentos do Prof. Amaral,
o candidato utilizou também do livro texto de Harbaugh & Merriam (1968), onde
aprendeu a anadlise de varidncia para rejeitar ou aceitar uma superficie
estatisticamente significante.

Com relagdo a andlise de agrupamentos, novamente o Prof. Amaral
desenvolveu o programa CLUST, o qual vinha sendo utilizado pelo Laboratério de
Sedimentologia até ha pouco, quando foi substituido por um programa de
microcomputador desenvolvido por Spencer (1984).




Para o melhor aproveitamento das técnicas estatisticas e matematicas utilizadas
no tratamento dos dados, inclusive para ter um melhor suporte tedrico, o candidato
cursou algumas disciplinas optativas oferecidas pelas Unidades da USP, conforme
segue:

- Introdug&o & ciéncia da computagéo;

- Introdugéo & probabilidade e estatistica I,
- Introdugéo & probabilidade e estatistica |I;
- Calculo numérico 1.

As disciplinas de estatistica foram muito importantes para a sua formagéo
académica, mas a disciplina de calculo numérico foi fundamental, pois aprendeu os
algoritmos e sua programagéo. Um desses algoritmos, o da resolucéo de sistemas de
equagles pelo método de triangularizacdo de Gauss vem sendo utilizado até hoje. A
partir desse algoritmo escreveu um programa para analise de superficie de tendéncia
em linguagem Fortran IV e, assim muitos outros foram desenvolvidos, dos quais nao
se tem mais registro.

Terminando a graduagéo no final de 1976, o candidato foi contratado pelo
Instituto de Pesquisas Tecnoldgicas do Estado de S&o Paulo-IPT em meados de 1977.
inicialmente foi contratado pelo Grupo de Geomatematica e em seguida transferido
para o Agrupamento de Petrologia onde, além dos trabalhos na area de
sedimentologia, continuou escrevendo programas de computador em apoio aos
trabalhos desenvolvidos neste Agrupamento. Foi neste Agrupamento que em 1978,
por meio de um contrato com as IndUstrias Luchsinger Madorin S.A., realizou um
trabalho envolvendo o tratamento estatistico e analise dos dados guimicos do
Complexo Alcalino de Anitdpolis, SC. Este foi o primeiro trabalho profissional sob a
sua total responsabilidade e envolvia a analise de dados, analise fatorial e analise por
hipersuperficies de tendéncia. O seu interesse por prob!émas de interpolagéo para
informagdes tridimensionais surge exatamente nesta época.

No ano de 1979, iniciou o Curso de Pés-Graduagdo em Geociéncias, a nivel de
mestrado, na area de concentragdo de Geologia Geral e de Aplicacao, sob orientacéo
do Prof. Dr. Gilberto Amaral.

De 1979 em diante seguiu a carreira profissional do IPT e também o Curso de
Pos-Graduagéo no Instituto, cujos créditos foram finalizados em 1981, Apos a
finalizagdo dos créditos, trabalhou nos mais diversos setores da antiga Divisdo de




Minas e Geologia Aplicada-DMGA do IPT, ndo tendo tido oportunidade para
desenvolver um projeto de pesquisa para o mestrado. A oportunidade para tal projeto
surgiu no Agrupamento de Geofisica, gracas ao apoio pessoal do seu chefe, Gedl.
Gildézio Lessa, junto & Diretoria da DMGA. Este projeto intitulava-se "Representagdes
graficas espaciais em Geologia" e deu origem a dissertacdo de mestrado do candidato
defendida em 1986.

Logo apds a defesa do mestrado, iniciou o doutoramento no Programa de
Geologia Sedimentar, sob orientagdo do Prof. Dr. Gilberto Amarai, com um projeto de
pesquisa voltado a andlise geomatematica de dados de bacias sedimentares.

No final de 1987, o candidato recebeu um convite do Departamento de Geologia
Econdmica e Geofisica Aplicada-DGE, por meio do Prof. Dr. Jorge Silva Bettencourt,
para auxilia-lo na disciplina de pesquisa e avaliagdo de jazidas. Assim, apos
negociagdes junto a Diretoria Executiva do IPT, conseguiu a liberagéo de tempo e, em
maio de 1988, foi contratado no Regime de Tempo Parcial, em que permaneceu até
meados do ano seguinte, quando solicitou o ingresso no Regime de Dedicacéo
Integral a Docéncia e Pesquisa, no qual permanece até hoje.

Com a sua contratacdo pelo DGE, solicitou a transferéncia para o programa de
Po6s-Graduagdo em Recursos Minerais e Hidrogeologia, sob a mesma orientagéo, mas
agora com plano de pesquisa voltado & avaliag&o de reservas. Para executar o novo
plano de pesquisa, foi conseguida autorizag&o junto & ELUMA S.A. para utilizagdo dos
dados de pesquisa do Depésito de Cobre de Chapada, GO. Comegou também a
estudar intensivamente as técnicas geoestatisticas de estimativa, que seriam utilizadas
na avaliagdo das reservas de cobre e ouro de Chapada. O projeto de pesquisa foi
sendo desenvolvido no DGE, quando, em outubro de 1990, teve a oportunidade de
receber um treinamento em Informética Geol6gica, por meio do Convénio BID-USP,
coordenado pelo Prof. Dr. Arlei B. Macedo. Para esse estagio escolheu o
Departamento de Minas e Engenharia Geoldgica da Universidade do Arizona, EUA,
onde realizou a modelagem dos variogramas e todo o trabalho inicial de avaliag&o por
krigagem ordinéria, sob orientag&o do Prof. Dr. Young C. Kim.

Apbs esse estagio, de um més de duragdo, o candidato retorna ao Pais e
finaliza a tese de doutoramento intitulada "Comparacéo de métodos computacionais
para avaliagao de reservas: um estudo de caso na Jazida de Cobre de Chapada, GO",
a qual foi defendida no inicio de 1991.

Com o doutoramento, solicita o credenciamento para ministrar disciplinas de
Pds-Graduagdo, bem como para orientagdo a nivel de mestrado. Apds o




doutoramento, que consolidou a sua linha de pesquisa, continuou o desenvolvimento
da mesma, agora com a colaboragéo de orientandos.

Este historico descreve a formagéo académica e profissional do candidato na
aplicagdo de computadores em geologia, como consideragio importante para o
desenvolvimento da linha de pesquisa centrada em problemas de interpolagéo de
dados geolégicos.




3 APRESENTAGAO SISTEMATICA DE PARTE DA OBRA

Esta sistematizagdo refere-se a parte da obra de autoria do candidato,
relacionada ao titulo deste texto: "Desenvolvimento dos métodos de interpolacio para
avaliagdo de jazidas", no periodo de 1980-1994.

Nestes 14 anos de trabalho com interesse voltado a fun¢gbes de interpolagéo, o
autor teve a oportunidade de aprender, desenvolver e utilizar estas fungbes para
contorno automatico de dados geoldgicos e modelagem de jazidas e avaliagdo de
reservas.

Os trabalhos s&o apresentados em itens, nos quais sdo comentados
criticamente os resultados obtidos, bem como em alguns deles os artigos originais séo
revistos e atualizados.

3.1 Modelagem de depdsitos minerais por hipersuperficies de tendéncia

O artigo efetivamente publicado, dentre as diversas aplicagbes realizadas no
IPT, foi:

Yamamoto, J.K. 1980. Analise de hipersuperficies de tendéncia aplicada aos
parametros quimicos do Complexo Alcalino de Anitapolis, SC. in: CONGR. BRAS.
GEOL., 31, Camboriu, 1980. Anais...Camboriui, SBG, v.2, p.1258-1271.

Este trabalho, pelo que se conhece até o momento, foi o primeiro no Pais a
utilizar polindmios quadridimensionais para o ajuste de hipersuperficies de tendéncia
aos dados quimicos do Complexo Alcalino de Anitapolis. Como foi ressaltado
anteriormente, este trabalho, desenvolvido para as Industrias Luchsinger Madorin S.A,,
foi o responsavel pelo nosso interesse em problemas de variagéo espacial dos dados
quimicos de uma jazida, bem como na sua avaliagéo.

"A anadlise de hipersuperficie de tendéncia deétina-se ao estudo de
relagdes espaciais das variaveis distribuidas no espago tridimensional, além de
permitir uma reconstituicdo aproximada da geometria do corpo mineralizado. Trata-
se de uma extenséo da andlise de superficie de tendéncia, que ha desde muito
vem sendo extensiva e satisfatoriamente aplicada em geologia no estudo de
parametros com distribuic&o em area" (Yamamoto 1980).

As hipersuperficies s&o obtidas por meio do ajuste de polinémios, os quais de
grau 1 tém a forma geral.
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F=za+bU+cV+dW (1)

onde: U é a coordenada norte;
V é a coordenada leste;

W é a cota;
(a,b,c) séo os coeficientes do polindmio.

Os polindmios de grau 2 tém a forma:

F=a+bU+cV+dW-+el? +fUV + gUW + hV? + iVW + jW?  (2),

—
termos de grau 1 termosdegrau?

0s quais sado obtidos a partir da expanséo dos termos de grau 1 e assim por diante
para os polindmios de maior ordem.

Os coeficiente (a,b,...) dos polinédmios s&o obtidos pela resolugcéo de um sistema
linear de equacgbes e sdo tais que a soma dos residuos (diferenca entre o valor

computado e o observado) ao quadrado & minima possivel.

Para um polindmio de grau 1, os coeficientes sdo obtidos da resolugdo do

seguinte sistema de equacgdes lineares:

1 U V. Iw ||a] | F

i=1 i=1 =1 f=1 ]

U T Tuv, zuw(|b| | ZFY,

I=n1 :"—'1 i=:| |:1 = i:1 (3)
IV SUV IV ZVWlc| | 2RV,

SW IUW ZVW IW? |lg| |ZFW

Observe-se nas equagdes (1) e (2) que o valor da variavel dependente resulta
da soma dos termos do polindmio, todos dados em fungdo de suas coordenadas
geogréficas. O valor da variavel de interesse é colocado somente no sistema de

equagdes (3).

O programa de computador, de sua autoria, foi desenvolvide a partir do
conhecimento adquirido na elaboragdo do programa para ajuste de superficies de
tendéncia, desenvolvido ainda durante a graduacao.

Como ndo havia dispositivos de saida com tons de cinza ou a cores nos
computadores do IPT e da USP, a variagdo espacial foi estudada por meio de segbes
e plantas sendo a integracdo fridimensional feita mentalmente a pariir de varias

seches obtidas simultaneamente.
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No caso em estudo, foram analisados, por hipersuperficies de tendéncia, os

seguintes pardmetros:

- P20s;

- Ca0;

- BaO;

- Fator |
- Fator I§;
- Fator lll.

Os trés fatores principais resultaram da anélise fatorial aplicada sobre os dados
quimicos do Complexo Alcalino de Anitapolis, de acordo com Yamamoto et al. (1980).

As hipersuperficies utilizadas para os parédmetros considerados foram todas
aproximadas por hiperpolindmios de grau 5, conforme os resuitados das analises de
variancia, que revelaram todas as hipersuperficies estatisticamente significantes como
se pode verificar na Tabela 1 e na Tabela 2, os parédmetros de ajuste das

hipersuperficies de tendéncia.

Tabela 1: Resultaclos da andlise de vaniéncia para as hipersuperficies de tendéncia,
segundo Yamamoto (1980).

Parametro VTO VEX VNE Fobs Fcrit. Teste F

P2Og 2836,73 1495,12 1341,60 6,89 1,43 significante
Ca0 26531,78 1285617 13575,61 5,90 1,43 significante
BaO 728,20 567,94 160,26 21,91 1,43 significante
Fator | 395,00 241,40 153,60 9,72 1,43 significante
Fator l§ 395,00 28547 109,52 16,11 1,43 significante
Fator {1 395,00 238,70 153,60 9 44 1,43 significante

Obs. Foram considerados os seguintes valores para os graus de liberdade: total=395,
do numerador=55, e do denominador=340.

Tabela 2: Pardmetros de ajuste das hipersuperficies de tendéncia, segundo Yamamoto

(1980).
Parametro CcDT CRR PSTQ
P20s5 0,53 0,73 52,71
Ca0 0,49 0,70 48,33
BaO 0,78 0,88 77,99
Fator | 0,61 0,78 81,11
Fator Il 0,72 0,85 72,27
Fator Il 0,60 0,78 60,43

Obs.. CDT é o coeficiente de determinagéo;
CRR é o coeficiente de correlagdo e PSTQ é o porcento da soma total dos

quadrados.

Embora os ajustes ndo fossem os ideais (CDT e PSTQ), as correlagdes obtidas
foram consideradas satisfatorias para a finalidade do estudo.
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Por permitir o estudo da variagdo espacial, esta técnica era muito boa para
indicagdo de tendéncia de aumento ou diminuigdo do parametro em estudo. Assim,
serviria também para orientar a campanha de sondagens na jazida, indicando
possiveis zonas ricas ndo pesquisadas. Nesse sentido, foi recomendado no Relatério
IPT n® 11.955 (IPT 1978), a pesquisa em profundidade da regido do furo 31, a qual foi
realizada e resultou na confirmagéo de altos teores de P20s.

Como teoricamente o ajuste tornava-se perfeito & medida que o numero de
coeficientes do polindmio aproximava-se do nimero de pontos de dados, pensava-se a
época que tais polindmios poderiam passar exatamente sobre os pontos de dados e,
portanto, descrever matematicamente uma jazida. Para se ter uma idéia do aumento
do nuimero de coeficientes com o grau do polindmio, lista-se na Tabela 3 essa relag&o.

Tabela 3: Numero de coeficientes do polinbmio em fungédo da sua ordem (grau).
grau n2 de coef.

4
10
20
35
56
84

120

165

O WON—=

Ora, se essa descricdo matematica fosse possivel, o problema de avaliagéo de
jazidas estaria resolvido e ainda com a vantagem adicional de se conhecer o valor de
teor em qualquer ponto ndo amostrado. A avaliagéo de reservas seria feita por meio da
integral definida do polindmio no bloco de cubagem, que determinaria o teor médio
ponderado espacialmente. Dado um bloco de cubagem com os limites definidos entre
(U1,U2), (V1,V2) e (W1,W2), a integral de um hiperpolindmio de grau 1, segundo
Harbaugh (1964) é:

VOLUME = {A[(W2-W1)(U2-U1)(V2-V1)] +
0.5B[(W22-W12)(U2-U1)(V2-VI)] + (4)
0.5C[(W2-W1)(U22-U12)(V2-VV1)] +
0.5D[(W2-W1)(U2-U1)(V22-V12)]}

Entretanto, a avaliacéo de reservas, por meio do ajuste de hiperpolindmios, n&o
foi possivel pelos seguintes fatos:

. impossibilidade de resolugdo de sistemas de alta ordem, pela limitag&o fisica de
armazenamento nos computadores;
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+ ajuste dos polindmios, estatisticamente significantes, ndo era perfeito e nesse caso
o teor interpolado sobre um, ponto conhecido nao era igual ao teor amostrado;

+ ajuste de polindmios exatos (numero de coeficientes igual ac numero de pontos de
dados) nao era satisfatorio devido as bruscas variagbes observadas entre dois
pontos adjacentes de amostragem:;

+ Ccomo a descricdo matematica da jazida nao era possivel, o calculo de hipervolumes
também n&o o era, ao menos com a precisdo requerida para avaliagéo de reservas.

3.2 Representagdes graficas espaciais em Geologia

Esta parte da obra foi apresentada como dissertagac de mestrado ao Instituto
de Geociéncias-USP em 1986, como segue:

Yamamoto, J.K. 1986. Representagdes graficas espaciais em geologia: Aplicagbes no
Complexo Alcalino de Anitapolis, SC. Sao Paulo, {G-USP. 167p.

Este trabalho representa uma pesquisa realizada na busca de funcbes de
interpolacéo para avaliagdo de reservas, pois 0s hiperpolindmios ndc poderiam ser
utilizados para esse fim. O ponto de partida para essa pesquisa foi encontrado no
seguinte artigo.

Hardy, R.L. 1971, Multiquadric equations of topography and other irregular surfaces. J.
Geophys. Res., 76:1905-1915.

Hardy (1971) apresentou uma proposta para o ajuste de equaghes
multiquadricas para interpolagdo de superficies topogréficas, pois os mapas
interpolados por polindmios ndo se prestavam para fins de engenharia, justamente
pelo fato do interpolador ndo ser exato. As equagdes multiquadricas proporcionavam
uma interpolagdo exata, ou seja, suas fun¢des passavam exatamente sobre os pontos
de dados.

E interessante introduzir o problema do ajuste de equagdes multiquadricas
inicialmente para dados em uma diregéo, como, por exemplo, um perfil topografico, e
depois para dados em duas dimensdes.

Assim, para dados sobre um perfil, a interpolacdo da cota, por meio das
equagbes multiquadricas, pode ser feita da seguinte forma:

F = ZX-X)? + CI" (5)
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onde: c; & o coeficiente da i-ésima amostra;
C é uma constante de suavizagao;
(Xj) & a coordenada do i-ésimo ponto;
(X) é a coordenada do ponto a ser interpolado.

Os coeficientes (cj, i=1,n) s&o obtidos pela resolugdo de um sistema de
equagdes lineares da forma:

F = j;s'lq[(xi-x,)z + C]"* para i=1n (6),

ou em forma matricial, fazendo:

dij = [(X-X;)2 + C]V2,

d;y dy dyn |lci | | F
dZ1 d22 d2n CZ — FZ (7)
dn1 dnz dnn Cn Fn

Observe-se nesta equagdo (7) que os valores da variavel dependente estéo no
vetor Y, da mesma forma que os hiperpolindbmios. Neste caso, o valor da variavel
dependente ¢ obtida como combinagéo linear das distancias em relagéo ao ponto a
ser interpolado, enguanto nos hiperpolindmios o valor da variavel dependente é igual a
combinac&o linear das poténcias das coordenadas do ponto a ser interpolado.

A interpretagcdo geométrica da equag@o (5) pode ser feita como uma soma de
figuras quadricas. Para ilustrar esta interpretagéo, amostraram-se nove pontos sobre
uma semi-circunferéncia de raio-100m e centro em X=150, conforme a seguinte
equacao (8) e listagem dos pontos da Tabela 4.

F =[R2 - (X-150)2]1/2 (8)
Tabela 4. Conjunto de pontos de dados sobre a simi-circunferéncia de raio=100m.
ponto X F
1 50 0
2 62,5 48,41
3 75 66,14
4 100 88,80
5 150 100
6 200 : 88,60
7 225 66,14
8 237,5 48,41
9 250 0




13

Resolvendo-se o sistema de equagdes (6), com C=0, para os pontos de dados
da Tabela 4, tem-se os coeficientes reproduzidos na Tabela 5.

Tabela 5: Coeficientes das equagdes multiquédricas para os pontos de dados da Tabela
4, e constante C=0.

ponto coeficiente
1,9364
-1,2272
-0,3000
-0,2752
-0,2680
-0,2752
-0,3000

A 927D
1,9364

©CO~NDUGTAWN =

Com os coeficientes calculados, geraram-se as figuras quédricas individuais, as
quais somadas d&o origem a figura final, como se pode observar na Figura 1.

500 _

COTA

—200. ‘/ \ \

—300

o 100 200 300
DISTANCIA
Figura 1: Interpretagdo geométrica das equagbes multiquadricas ajustadas para os

dados da Tabela 4 (as curvas de linhas azuis representam as figuras quéadricas e a
curva de linha vermelha a figura final).
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Observe-se na Figura 1, que para cada ponto de dado, gera-se um cone

centrado no mesmo, cuja orientagdo é dada pelo sinal do coeficiente.

Para o ajuste de equagdes multiquadricas em duas dimensdes, basta

acrescentar o termo correspondente a segunda dimensdo na equagdo (5), o que
resulta em:

72

F =§1 C,[(X, = X)2 +(Y, = Y)? +C] 9)

onde: (XY) s&o as coordenadas do ponto a ser interpolado;

(10):

(X, Yj) s@o as coordenadas da i-ésima amostra.

Os coeficientes s&o obtidos da resolugdo de um sistema linear de equagdes

F =j§1c,[(x,—xi)2+m-v,)2+c]"2, para i=1,n (10)

Agora cada figura quadrica da equac&o (9) representa um hiperboléide circular.

Novamente, para ilustrar a interpretagdo geométrica das equagbes

muitiquadricas bidimensionais, foram amostrados 17 pontos sobre uma semi-esfera
centrada no ponto (150,150) e raio=100m, conforme a seguinte equacéo:

F =[R2 - (X-150)2 - (Y-150)2]1/2 (11)

Os pontos assim amostrados encontram-se listados na Tabela 6 e

representados no mapa de localizag&o da Figura 2.

Tabela 6: Conjunto de pontos de dados sobre uma semi-esfera, conforme a equagdo (11).

ponto X Y F
1 50 150 0
2 100 150 86,603
3 150 150 ) 100
4 200 150 86,603
5 250 150 0
6 150 50 0
7 150 100 86,603
8 150 200 86,603
9 150 250 0
10 79,289 79,289 0
11 96,967 96,967 66,144
12 203,033 203,033 66,144
13 220,711 220,711 0
14 79,289 220,711 0
15 96,967 203,033 66,144
16 203,033 96,967 66,144
17 220,711 79,289 0
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Figura 2: Mapa de localizagdo dos pontos de dados sobre a semi-esfera.

Os coeficientes das equagbes multiquadricas obtidos para os pontos de dados
da Tabela 6, encontram-se reproduzidos na Tabela 7.

Tabela 7. Coeficientes das equag8es multiquédricas para os pontos sobre a semi-esfera

(Tabela 6).

ponto coeficiente
1 0,408631
2 -0,370633
3 0,175595
4 -0,370633
5 0,408631
6 0,408631
7 -0,370633
8 -0,370633
9 0,408631
10 0,758054
11 -0,975162
12 -0,975162
13 0,758054
14 0,758054
15 -0,975162
16 -0,975162
17 0,758054

As Figuras 3 e 4 apresentam os hiperboldides circulares, respectivamente para
os pontos 3 e 4 do conjunto de pontos de dados (Tabela 6).
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Observe-se que as figuras estio orientadas conforme os sinais dos coeficientes

(Tabela 7).

esta

por meio das equacBes multiquadricas,

interpolada,

A superficie
representada na Figura 5.

i,

[l
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D
,
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7
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%
0
{7

%
{7

Figura 3: HiperbolGide circular associado ao ponto 3.

Figura 4: Hiperboléide circular associado ao ponto 4.
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Figura 5: Superficie multiquédrica interpolada a partir do conjunto de pontos de dados
da Tabela 6.

A formulag&o original de Hardy (1971), para as equacdes multiquadricas, foi
feita como um meétodo global e dai a sua principal limitagdo que estava na dimensao
do sistema de equagdes multiquadricas.

Um outro problema relacionado ao uso das equagdes multiquédricas era a
possibilidade de realizar interpolagéo tridimensional para avaliagéo de jazidas.

Neste trabalho de mestrado (Yamamoto 1986), o autor procurou entdo
solucionar os seguintes problemas:

- carater global das equagbes multiquadricas;
- definicdo da constante multiquadrica C:
- extens&o para o caso tridimensional,

como base do objetivo principal que eram as representagdes graficas espaciais em
geologia, por meio de:

- mapas de contorno de isovalores;
- representacdo em perspectiva;
- plantas e se¢bes de isoteores (representacéo de malhas tridimensionais).

Quanto ao problema do carater global da interpolagdo, por meio de equagbes
multiquadricas, a solugéo légica seria a sua adaptagdo para ser um interpolador local.
Contudo, ndo se tratava de simplesmente realizar a sua adaptag&o como interpolador
local, mas sim provar a validade desta solug8o. Para isso foram realizadas simulages
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em computador, confrontando-se os interpoladores global X local usando figuras
matematicamente conhecidas, para os quais também foram variados os valores da
constante multiquadrica.

Os resultados destas simulagbes apontaram que:

- 0 ajuste local aproxima-se mais do global com o aumento do numero de
pontos;

- 0 ajuste local é satisfatério a partir de 16 pontos de dados;

- existe uma melhora significativa do ajuste local quando se altera a constante C
igual a zero para C igual a um (uma vez a distancia média entre os pontos de dados),

- superficies topograficamente suaves podem ter a constante multiquadrica até
quatro vezes a distancia média, enquanto para aquelas topograficamente acidentadas
esta constante deve ser no maximo uma vez a distancia média.

Com relagéo ao estudo da extens&o para a interpolagio tridimensional, a
equagéo multiquadrica testada tinha a forma:

F= B[04-X)? + (Y-Y) + (-2 + C]"” (12)

onde: (X,Y,Z) s&o as coordenadas do ponto a ser interpolado;
(Xi.Yi.Z;) s@o as coordenadas da i-ésima amostra,

Para verificar a aplicabilidade da equagdo (12), como interpolador global foi
adotado o seguinte procedimento. Primeiro, as equagdes multiquadricas foram
ajustadas para valores, de fungdes matematicamente conhecidas, calculados em
pontos aleatérios; em seguida, as equagdes multiquadricas assim obtidas (ajustadas
sobre os pontos de amostragem) foram utilizadas para calcular os valores da variavel
sobre os nés de uma malha tridimensional; os resultados obtidos desta interpolacao
foram comparados com os valores originais das func;oes matematicas, por meio da
medida do erro de estimativa RMS.

As fungbes utilizadas nesse teste, propostas por Barnhill (1983) e denominadas
polinomiais tricubica e triquadrica séo:

FI(X,Y,Z)= X3 +Y3+ 273 (13)
F2(X.Y,Z) = (X-5)2 + (Y-5)2 + (Z-52 (14)

Os resultados obtidos neste estudo encontram-se reproduzidos na Tabela 8.
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Tabela 8: Erros de estimativa RMS (%) entre os ajustes globais para as fungbes F1 e
F2

funcéo C=0 C=1 C=2 C=4 C=8 C=16
F1 475,63 222,98 161,80 103,44 55,91 24,17
F2 1,09 0,58 0,45 0,31 0,18 0,084

Os resultados obtidos para a funggo F1, poderiam desencorgjar o
prosseguimento do estudo da extens@o das equagBes multiquadricas para a
interpolag&o tridimensional.

Entretanto, notou-se que os intervalos de variagéo das duas fungdes eram bem
diferentes:

F1: 4,65 a 1287,20
F2: 16,11 a 46,70

Para reduzir o grande intervalo de variagdo da fungéo F1, uma solugéo seria a
transformagéo logaritmica de F1, ou seja, as equagdes multiquadricas eram ajustadas
para os logaritmos de F1. Os resultados deste ajuste estdo reproduzidos na Tabela 9.

Tabela 9: Erros de estimativa RMS (%) para a fungdo F1, com o ajuste das equacdes
multiquadricas feito no dominio logarftmico.
funcéo C=0 C=1 C=2 C=4 C=8 C=16
log(F1) 35,41 12,00 8,99 6,76 4,89 3,60

Os resultados da transformagdo logaritmica expressos na Tabela 9,
demonstraram a sensibilidade das equagdes multiquadricas para a natureza dos
dados, /.e., 0 ajuste &€ pobre para dados com alta variabilidade. Cabe ressaltar que
mesmo assim, a interpolagéo proporcionada pelas equagbes multiquadricas & exata,
passando sobre os pontos de dados originais.

Tendo em vista os resultados obtidos para a fungéo F2, pode-se afirmar que as
equagdes multiquadricas podem ser aplicadas para interpolagéo tridimensional,
conforme a equacgéo (12).

Os termos quédricos da equagdo (12) representam esferas centradas nos
pontos de dados, como se pode verificar a partir de um exemplo hipotético, gerado a
partir da amostragem de um cubo, de lado igual a 100m, como mostra o desenho da
Figura 6.

As coordenadas dos pontos de amostragem encontram-se na Tabela 10,
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Figura 6: Desenho esquemético mostrando a localizagdo dos pontos amostrados sobre
um cubo de lado igual a 100m.

Tabela 10: Coordenadas dos pontos de dados amostrados sobre o cubo da Figura 6.

ponto X Y A TEOR
1 50 50 50 6,5
2 150 50 50 6,3
3 50 150 50 8,1
4 150 150 50 65
5 50 50 100 7.7
6 150 50 100 7.1
7 50 150 100 9,2
8 150 150 100 7.2
9 50 50 150 10,3
10 150 50 150 7.9
11 50 150 150 12,1
12 150 150 150 8,3
13 100 100 100 8,0

Os coeficientes, das equagdes multiquadricas, obtidos para os dados da Figura
8, encontram-se na Tabela 11.

Tabela 11: Coeficientes das equagbes multiquédricas para os pontos de dados
amostrados sobre o cubo da Figura 6 (Constante C=0).

ponto coeficiente
1 0,023178
2 0,013321
3 0,010215
4 0,017349
5 0,012059
6 -0,004730
7 0,009690
8 0,0031086
9 -0,004527
10 0,017866
11 -0,020422
12 0,018963

13 -0,027724
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Os sinais dos coeficientes indicavam para os casos a uma e duas dimensdes, a
concavidade dos cones ou hiperboléides circulares. Mas, para o caso a trés
dimensdes, o sinal positivo indica aumento de teores do centro (ponto de dado) para
fora da esfera e o negativo a diminuigéo de teores do centro para foram.

A esfera gerada pelo ponto central do cubo pode ser visualizada na planta
interpolada para a cota 100, como mostra a Figura 7. Observe-se nesta figura que o
coeficiente do ponto central (ponto 13) é negativo e, por isso, as curvas diminuem para
fora da esfera.

180

125

100_

75

50 [ F T
50 75 100 125 150

Figura 7: Componente quédrica devida ao ponto 13 do cojunto de dados da Tabela 6.

Cada um dos pontos de dados ird gerar uma esfera centrada e o valor
interpolado em qualquer ponto de dado, dentro do dominio da amostragem se da pela
soma da contribuicdo de todos os pontos, como se ilustra na Figura 8, a planta de
isoteores para a cota 100.

A interpolag&o tridimensional, por meio das equagBes multiquadricas,
proporciona o desenho de plantas e secSes da jazida, bem como de um bloco-
diagrama de parte ou de toda a jazida.

A Figura 9 apresenta um bloco-diagrama da jazida hipotética amostrada,
conforme os dados da Tabela 6, em que se pode verificar 0 aumento geral de teores
de leste para oeste.
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Figura 8: Desenho mostrando o processo de interpolagdo da planta de isoteores da cota 100, por meio da soma da contribuicdo de todos os
pontos para a mesma cota 100.

a4
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LEGENDA

Figura 9: Bloco-diagrama mostrando a variagdo espacial de teores de uma jazida
hipotética.

Com relagéo ao ajuste local das equagbes multiquadricas para a interpolacéo
tridimensional, verificou-se na pratica que uma boa aproximagéo era conseguida com
24 pontos e constantes pequenas, sempre menores que uma vez a distancia média
(C=1) dos pontos de dados.

Uma anélise critica desta parte do trabalho mostra que:

+ a fungdo F1 foi inadequada para testar a aplicabilidade das equagdes
multiquadricas globais para a interpolacéo tridimensional, pois dificilmente teores
de jazidas seguem o comportamento descrito pela fungéo F1;

+ no caso da fung&o F1, ndo foram considerados outros intervalos de amostragem na
simulag&o e nem outras malhas de amostragem;

+ a amostragem aleatéria, utilizada na simulagdo, dificilmente é empregada na
amostragem de depdsitos minerais. Portanto, melhores resultados poderiam ter
sido obtidos com a amostragem sistematica;

+ a transformagé&o logaritmica ndo poderia ser aplicada da forma simples como foi,
pois a transformada inversa requer correcdo, se a variancia dos logaritmos existir,
por meio da corre¢do da média geométrica de Finney (1941). Mesmo assim, a
variancia dos logaritmos, no caso das equagdes multiquadricas, seria de dificil
determinacéo;

+ a interpolagéo por meio das equagbes multiquadricas proporciona uma avaliagéo
pontual e ndo de bloco, que teria maior significacdo para fins de avaliagdo de
reservas.
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Por outro lado, considerou-se o trabalho realizado como etapa importante da
linha de pesquisa do autor, pois:

. foi realizada a revisdo da metodologia corrente em interpolacdo de dados,
incluindo: superficies de tendéncia, inverso da poténcia da distancia, triangulagéo e
krigagem ordinaria;

+ comprovou-se a utilizagéo das equagbes multiquadricas como interpolador local
para contorno automatico de dados geoldgicos, bem como para modelagem de
jazidas;

. foram estudados os principais algoritmos para representagbes gréficas espaciais
em geologia;

+ adquiriu-se grande experiéncia na programacgéo de computadores e periféricos,
usando a linguagem Fortran IV.

3.3 Uso das equagdes multiquadricas para avaliagdo de jazidas
Este item esta baseado no seguinte artigo publicado:

Yamamoto, J.K. 1987a. Método alternativo para dimensionar jazidas. Brasil Mineral,
47.46-51.

Este trabalho apresenta na realidade o teste pratico da aplicagédo das equagdes
multiquadricas para a interpolagéo tridimensional. Neste teste pratico foram utilizados
os dados de Fe,035 (%) analisados ao longo dos furos de sondagem no Complexo
Alcalino de Anitapolis, SC.

A interpolac@o por meic das equagdes multiquadricas foi realizada a partir da
informacéo de 24 pontos de dados vizinhos e constante igual a 1,007.

As Figuras 10 e 11, apresentam os resultados obtidos neste estudo.
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COTA {m}
840, 6.37. FURC 38
EM QD
8.17
830 838  8.40 FURO INTERPOLADO
s 3% 2% B
976 967 EM 0 '
10.10_¥ 1008  10.05 4199 10,95
820, 963 0.04 1241 11.02 FURO 42
ss2_ | 892 860 1224 1113
724 807 1227 1114 EM QD
426 - 318 530 1268 11.24
810, 615 673 1322 11.95 16809 1573 16.79
8.47 B.12 8.43 12:34 12.47 16.49 16.56
891 846 1287 1254 1640 0" 16.44 16.43
9.19 910  9.02 11.25 12.70 16.77 17.02
. 921 918 1165 1310 1740 17.23 1740
800 927 934 1176 13.10 1813 17.65
1031 9.81 1212 1339 19.60.. 0 1947 19.53
1149 1127 12.80 1335 1818 18.54
11.90 4 1170 11.81 1244 1340 16.70 - 16.87 1675
790 996 8.79 1241 13.39 16.90 16.99
791 817 797 1446 13.69 17.58  17.69
7.04 825 1418 13.69 17.90 17.85 17.88
8.76 849 3874 1668 14.02 1718 17.21
. 876 878 1292 1365 16.40 16.50 16.43
780 8.34 8.59 1290 13.65 1644 16.62
8.08 8.00 810 12.76 13.73 16.72 17.08
8.86 8.66 1270 13.73 17.10 17.32 4712
10.24 10.49 12.80 1407 1848 17.94
10604 1028 1044 13.97 14.42 1940 - 1942 1932
770 11.07 1012 14.04  14.43 1830 18.54
11.24 992 1148 13.95 16,20 15.70
1145 13.96 14.90 14.69 14.96
11.43 13.96 1449 1549
12.08 13.30 15.10 14.78  13.15
760 12.40 1331 1741 1590
) 19.76
0oy 1o 2140 8 2001 2117
10.61 12.25 1649 15.72
11.00 - 1179 1113
750 | ' 1032 11.39
1048 1085
1050 % 10,37  10.52
948  10.16
879 894
740 ] 864 1013 a7
1245  13.03
1390 Q. 1414 1385
1440  13.30
730

Figura 10: Plotagem dos teores de Fe03 (%), ao longo dos furos de sondagem 38 e
42, juntamente com os dados interpolados através das equagdes multiquadricas (EM) e
inverso do quadrado da distdncia (IQD), segundo Yamamoto (1987a).
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COTA (m)
820.
810 I— FURO 20
M 12D
9.64
9.23 944
800 8.68 874 881
: 866 8.62
938 953
10.30 13;’; 13%2 FURQ INTERPOLADO
790. 10.75 10.61 I_
10.80 " 1076 10.77
095 10.42 10.26 EM  1GD
. 10,04 9.95 1059 1457
970 9.86 y -
780 S70 9.6 10.65 14.57
9.16 12.82 15.20
g-;g g-;; 12.85 15.21
8678 g8 889 15 oo
770 0 1?,‘:17 12,63 1557 FURQ 44
{ 1060 1023 1017 1433 1712
873 934 e e EM QD
6.50 875 B.51 " )
760 7711 823 1534 18.36 ; 19.34 19.27
1 5.10 6.67 B39 14.83 17.99 19.10-% 19.04 18.10
599 6.14 1542 1853 1865 18.88
17.45 19.63 1830 1833 18.33
1624 19.32 ' 1838 18,58
14.2¢c 18.92 18.66 19.20
750 12.38 1828 19.20 M 1960 19.23
15141 17.92 21.78  20.78
21.95 18.91 2360 2360 23.44
2259 18.92 : 21.72 21.89
240 18,65 17.87 18.03 16.68
] 1458 17.39 15.50 1480 1556
1588 17.52 13.25 14.91
14,89 17.55 12.30 12,22 12.46
1490 17.59 13.93 13.94
1583 17.27 17.01 18.49
730, 18.65 17.44 19.30 20,00 19.32
17.57 17.72 22,56 21.52
14.84 17.00 24.70 24.59 2457
15.36  17.08 2339 23.86
1577 17.85 2076 21.19
720 20.10 20,60 20.28
26.26 2577
34.50 32,23 33.66
710

Figura 11: Plotagem dos teores de Fe»>O3 (%), ao longo dos furos de sondagem 20 e
44, juntamente com os dados interpolados através das equagdes multiquadricas (EM) e
inverso do quadrado da distancia (IQD), segundo Yamamoto (1987a).

A partir dos resultados obtidos, verificou-se que "as interpolagbes feitas
sobre os furos originais apresentam resultados muito proximos entre si e
compativeis com as informagoes originais. No entanto, para os furos interpolados
(sempre & meia distdncia entre os furos originais), observa-se que os valores
interpolados pelo IQD sao maiores que aqueles obtidos pelas equagbes

multiquadricas (EM) que, por sua vez, estdo mais coerentes com as informagdes
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dos pontos vizinhos proximos. Pode-se verificar, também, principalmente sobre os
furos originais, que as informacgbes feitas pelas EM sdo mais suaves que aquelas
pelo 1QD" (Yamamoto 1987a).

As principais conclusdes deste trabalho foram:

"A utilizacéo das equagbes multiquadricas para interpolacéo de dados em
trés varidveis independentes mostrou-se viavel e, portanto, torna-se um método
alternativo aos demais existentes para modelagem de jazidas e calculo de
reservas.

As equacgbes multiquadricas proporcionam uma interpolagéo exata,
continua e suave, sendo, por isso, indicado também para fins de mapeamento
tridimensional da jazida, ou seja, através da representagéo grafica dos modelo da
jazida em plantas, perfis e diagramas em cerca.

A formulagdo matematica das equagdes multiquadricas apresenta a
vantagem de nédo necessitar de condigbes adicionais para a resolugéo das
mesmas, como ocorre, por exemplo, com a ponderagéo pelo inverso da poténcia
da distancia, quando o ponto a ser interpolado coincide com o ponto de dado”
(Yamamoto 1987a).

3.4 Ajuste local de equagdes multiquadricas para a modelagem digital de
superficies

Nesta parte da obra, derivada da pesquisa de mestrado, demonstra-se a
viabilidade do ajuste local de equagbes multiquadricas, tendo sido publicados os
seguintes artigos:

a) Yamamoto, J.K. 1987b. Use of local fits of multiquadric equations for digital surface
modelling. In: SOUTH AMERICAN SYMPOSIUM OF COGEODATA, 4, Ouro
Preto, 1987. Abstracts...Ouro Preto, IUGS/COGEQODATA. p.53-56.

b) Yamamoto, J.K. 1988a. Modelamento digital de superficies através do ajuste local
de equagdes multiquadricas. in: SIMP. QUANT. GEOC., 3, Rio Claro, 1988. Bol.
Res...Rio claro, IGCE/UNESP. p.134-1389,

¢) Yamamoto, J.K. 1990. Modelamento digital de superficies através do ajuste local de
equagdes multiquadricas. Geociéncias, nim. esp.:1-22.

Estes trés artigos tratam do ajuste local de equagbes multiquadricas para o
modelamento digital de superficies.
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Procurou-se divulgar a metodologia do ajuste local das equagdes multiquadricas
num simpésio internacional do COGEODATA, bem como no simpdsio regional do
IGCE/UNESP, com a publicagdo do resumo e do artigo compieto na revista
GEOCIENCIAS.

Na realidade, foram publicados resultados reinterpretados dos ajustes global X
local. As cinco superficies matematicas utilizadas na simulagdo encontram-se
descritas no Quadro | e representadas graficamente nas Figura 12 a 16.

Quadro |
Superficies matematicas utilizadas para verificagdo do ajuste local em relagdo ao
global.
Superficie referéncia descricdo
81=(64-(X-5,5)2-(Y-5,5)2)1/2 McLain (1974) parte de uma esfera
S2=EXP(-((X-5)2+(Y-5)2)) McLain (1974) colina abrupta elevan-
do-se de um plano
S3=EXP(-0,25((X-5)2+(Y-5)2)) McLain (1974) colina menos abrupta
que S2
S4=EXP({-{(X+Y-1 1)2+(X-Y)2/1 ) McLain (1974) colina longa e estreita
S5=0,75EXP(-((9X-2)2+(9Y-2)214) + Franke & Nielson | sem descricao.
0,75EXP(-(9X+1)2/49-(9Y+1)/10) - | (1980)
0,20EXP(-(9X-4)2-(9Y-7)2) +
0,50EXP(-((9%-7)2+(9Y-3)2)/4)
P2z
%% A P
g5 20
R

Figura 12: Proje¢do em perspectiva da superficie S1, utilizada para o teste do ajuste
local de equagbes multiquadricas.




Figura 13: Projeg8o em perspectiva da superficie S2, utilizada para o teste do ajuste
local de equagbes multiquadnicas.
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Figura 14: Projegdo em perspectiva da superficie S3, utilizada para o teste do ajuste
local de equagdes multiquadricas.
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Figura 15: Projecédo em perspectiva da superficie S4, utilizada para o teste do ajuste
focal de equagdes multiquadricas.
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Figura 16: Projegdo em perspectiva da superficie S5, utilizada para o teste do ajuste
local de equagbes multiquadricas.

Os ajustes foram medidos por meio dos erros quadraticos médios (RMS),
definidos como:

+ erro RMS de aproximagao: € o erro da aproximacdo da interpolagéo local em
relacdo a global;
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+ erro RMS de estimativa: & o erro cometido na interpolagéo de um ponto, a partir

dos pontos de amostragem aleatéria, comparado com o valor matematicamente
calculado.

Os graficos dos erros RMS em fungdo do numero de pontos encontram-se

reproduzidos nas Figuras 17 a 21, para o erro de aproximacgé&o e nas Figuras 22 a 26
para o erro de estimativa.
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Figura 17: Erros de aproximagédo RMS (%) em fungédo do numero de pontos para a
superficie S1, sequndo Yamamoto (1990).
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Figura 18: Erros de aproximagdo RMS (%) em fungdo do numero de pontos para a
superficie S2, sequndo Yamamoto (1990).
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Figura 19: Erros de aproximagdo RMS (%) em fungé&o do nimero de pontos para a
superficie S3, segundo Yamamoto (1990).
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Figura 20: Erros de aproximagdo RMS (%) em fungédo do ndmero de pontos para a
superficie S4, segundo Yamamoto (1990).
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Figura 21: Erros de aproximagdo RMS (%) em fungdo do numero de pontos para a
superficie S5, segundo Yamamoto (1990).
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Figura 22: Erros de estimativa RMS (%) em fungéo do numero de pontos para a
superficie S1, sequndo Yamamoto (1990).
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Figura 23: Erros de estimativa RMS (%) em fungdo do numero de pontos para a
superficie S2, segundo Yamamoto (1990).
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Figura 24: Erros de estimativa RMS (%) em fungéo do numero de pontos para a
superficie S3, sequndo Yamamoto (1990).
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Superficie S4
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Figura 25: Erros de estimativa RMS (%) em fungéo do numero de pontos para a
superficie S4, sequndo Yamamoto (1990).
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Figura 26: Erros de estimativa RMS (%) em fungéo do numero de pontos para a
superficie S5, segundo Yamamoto (1990).

Analisando-se os graficos, conclui-se que a aproximagédo é boa com 8 a 12
pontos de dados, onde em geral os erros s8o menores que 5%, com excecgdes para
C=0 nas superficies S1 e S3 e C=16 na superficie S4, conforme a Tabela 12.
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Tabela 12: Sumario dos erros de aproximac¢édo e de estimativa para 8 a 12 pontos.

supert. eI7T0 aprox. excecao erro estim. excegao
S1 < 5% cC=0 < 5% C=0
82 < 5% < 5% c=0
S3 < 5% C=0 < 5% cC=0
S4 < 5% C=16 < 5% c=0
S5 < 5% < 5% C=0

Qualquer que seja a superficie, para a interpolagdc por meio das equagbes
multiquédricas, deve-se evitar a constante nula, bem como constantes elevadas. O
nivel de 5% de erro foi tomado como referéncia, pois em Geologia as variaveis
apresentam variagdes naturais muito superiores a esse nivel.

3.5 Representagbes graficas espacias em Geociéncias auxiliadas por
computador

Nesta parte da obra procurou-se difundir toda a metodologia de computagéo
grafica desenvolvida na dissertagéo de mestrado. Nesse sentido, os seguintes artigos
foram publicados:

a) Yamamoto, J.K. 1988b. Representagbes graficas espacias em Geociéncias
auxiliadas por computador. Rev. Bras. Geoc., 18(1):3-26.

b) Yamamoto, J.K. 1988c. Representagdes gréficas de modelos digitais de terreno. In:
CONG. NAC. INF., 21, Rio de Janeiro, 1988. Anais...Rio de Janeiro, SUCESU.
p.924-929,

Além desses artigos, foram ministrados varios cursos de extensao universitaria,
como relaciona-se a seguir:

. Representagdes graficas espaciais em Geociéncias
Entidade promotora: IGCE/UNESP
l.ocal: Rio Claro, SP.
Data: 26 a 29 de agosto de 1986.

N Representagbes graficas espaciais em Geociéncias
Entidade promotora: Instituto de Pesquisas Tecnologicas-IPT
Local: S&o Paulo, SP.
Data: 4 a 8 de abril de 1988.

+ Representacbes graficas espaciais em Geociéncias auxiliadas por computador
Entidade promotora: Associagfo Brasileira de Geologia de Engenharia-ABGE
Local: Porto Alegre, RS.

Data: 21 a 22 de julho de 1988,




39

. Computagéo grafica em geologia e mineragéo
Entidades promotoras: instituto de Pesquisas Tecnoldgicas e Instituto de
Geociéncias-USP.
Local: Sdo Paulo, SP.
Data: 18 a 22 de setembro de 1989.

A difusdo de conhecimentos foi com énfase nas técnicas e conceitos

matematicos da computagdo grafica. Os principais topicos tratados nos artigos e
cursos foram:

+ obtencdo da malha regular e do modelo digital de terreno, por meio da interpolagao
matematica;
+ representagdes graficas de malhas regulares:
- mapas de isovalores;
- blocos-diagrama;
+ métodos de contorno automatico de malhas regulares:
- método das células;
- método do rastreamento;
+ tipos de projegao em perspectiva.

Considerou-se positiva esta parte da obra no que se refere a divulgacéo de
resultados de uma pesquisa.

3.6 Comparagdo entre krigagem e equagdes multiquadricas

Um importante artigo que deu origem no futuro a novas investigagdes a respeito
de métodos de interpolagéo foi

Landim, P.M.B. & Yamamoto, J K. 1988. Comparacdo entre krigagem e equagbes
multiquadricas para interpolagéo de dados irregularmente distribuidos. In: SIMP.
QUANT. GEOC., 3, Rio Claro, 1988. Bol. Res...Rio Claro, IGCE/UNESP. p.72-76.

Este trabalho teve como objetivo a comparagéo entre krigagem e equagdes
multiquadricas para interpolacdo de malhas regulares a partir de 225 pontos
amostrados aleatoriamente em areas de 10 x 10 km, escolhidas em trés folhas
topograficas distintas, na escala 1:50.000: Cunha, Campos do Jorddo e Botucatu. A
partir desses pontos de amostragem, interpolou-se uma malha regular de 15 x 15 nés,
que foi comparada com os dados originais previamente lidos nas cartas topogréficas,
medindo-se o erro quadratico médio RMS.

Os resultados obtidos nesta simulagao, encontram-se listados na Tabela 13.
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Tabela 13. Erros RMS (%) entre as malhas interpoladas e originais.

area Krigagem ordinaria equacdes
multiquadricas
Cunha 14,33 12,83
Campos do Jordéo 2,89 2,93
Botucatu 3,17 3,50

Os resultados obtidos mostraram que ambos o0s métodos proporcionam
interpolagbes exatas e confiaveis, porém com a vantagem das equacdes
multiquadricas ndo necessitarem do mesmo rigor estatistico da krigagem no célculo e
modelagem de variogramas experimentais. Entretanto, as equagdes multiquadricas
ndo permitem o calculo do erro associado 2 interpolagdo como permiria a krigagem,
por meio da variancia de estimativa.

O fato importante é que a metodologia proposta anteriormente veic a ser
validada neste artigo, com a sua aplicacdo a dados reais.

A semelhanga entre os sistemas de krigagem e equagbes multiquadricas,
observada neste trabalho deu origem a novas investigacbes que sdo apresentadas
nos itens seguintes.

3.7 Novo método de interpolagéo bidimensional

Um unico artigo foi escrito e apresentado no XXXV Congresso Brasileiro de
Geologia:

Yamamoto, J.K. 1988d. Novo método de interpolagdo para contorno automatico de
dados geolégicos. In. CONGR. BRAS. GEOL., 35, Belém, 1988. Anais...Belém,
SBG. v.4, p.1684-1695.

E interessante reproduzir como foi o desenvolvimento deste novo método a
partir das equagdes multiquadricas.

Seja 0 mapa de pontos, conforme as coordenadas listadas na Tabela 14, e
apresentado na Figura 27.

Tabela 14: Coordenadas dos pontos de dados da Figura 27.

ponto X Y Z
1 20 30 760
2 40 40 790

3 40 20 780
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Figura 27: Mapa de pontos de dados para interpolagédo de ponto de coordenadas
{(30,30).

Se fosse utilizado o método da triangulagdo, o ponto (30,30) poderia ser
interpolado por meio de um plano que passa sobre os trés pontos de dados, como esta
ilustrado esquematicamente na Figura 28.

790

Z = 720 + 1,28K + 0,5Y

780
COTA INTERPOLADA=772,5m

760

Figura 28: Desenho esquemético mostrando a interpolag&o do ponto (30,30) por meio
de um plano passando pelos pontos de dados.

A equacéo do plano, ajustada pelo método dos minimos quadrados, é:

Z =720+ 1,25X + 0,5Y (15)
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Portanto, a cota interpolada no ponto (30,30) e:
Z=720+1,25"30 + 0,630 = 772,50

O ajuste das equagbes multiquadricas, para esses pontos e usando C=10, e
obtido pela resolugéo do seguinte sistema:

3,162 22,683 22,583 C, 760
22,583 3,162 20,248(|C, |=|790 (16),
22,583 20,248 3,162 ||C,| |780

que da:
cq = 18,672
co = 15,227
c3 = 15,812

Para interpolagéo da cota no ponto (30,30), tem-se:

Z= 18,672*(20-30)2 + (30-30)2 + 10)1/2 +
15,227*((40-30)2 + (40-30)2 + 10)1/2 +
15,812*((40-30)2 + (20-30)2 + 10)1/2

Z= 645,63

Pelo resultado obtido, muito aquém do minimo esperado (760), verifica-se que 0
numero de pontos (3) utilizado no ajuste das equagbes multiquadricas foi muito
pequeno. Assim, para verificar o nimero minimo de pontos necessario para um bom
ajuste, foram adicionados mais 24 pontos na vizinhan¢a, totalizando 27 pontos de
dados, conforme o0 mapa de pontos da Figura 29 e coordenadas listadas na Tabela 15.

Para verificar como o numero de pontos influencia o ajuste das equagses
multiquadricas, foram acrescentados, ao conjunto inicial de pontos, subconjuntos de
trés pontos cada, até completar os 27 pontos. Em cada etapa foi interpolada a cota no
ponto {30,30), conforme os resultados apresentados na Tabela 16.
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Figura 29: Mapa de localizagédo de 27 pontos de dados.

Tabela 15; Coordenadas dos pontos de dados da Figura 29.

ponto X Y Z
1 20 30 760
2 40 40 790
3 40 20 780
4 20 50 772
5 a0 50 775
6 40 50 788
7 20 20 750
8 20 40 770
9 10 30 740
10 20 10 748
1 30 10 753
12 40 10 773
13 50 20 795

14 50 30 800
15 50 40 798
16 10 40 750
17 10 50 760
18 15 45 770
19 10 10 730
20 10 20 735
21 15 15 745
22 50 10 788
23 50 15 792
24 45 10 780
25 50 45 795
26 50 50 790

27 45 50 789
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Tabela 16: Resultados da cota interpolada com nimeros vandveis de pontos de dados
de 3 até 27 pontos, em incrementos de 3.

n? de pontos cota (m)

3 645,63
6 698,13
g 729,96
12 749,59
15 759,07
18 761,43
21 763,59
24 764,87
27 766,18

Como se pode observar nesta tabela, com o aumento do numero de pontos, a
cota vai se aproximando do valor esperado. Nesse caso, o valor minimo possivel foi
alcangado com 18 pontos de dados, mas ainda aquém do valor interpolado pela
triangulagéao.

E preciso ressaltar que mesmo para o conjunto final com 27 pontos de dados, a
interpolagdo por meio da triangulagéo continua fornecendo o mesmo valor de cota,
pois o tridangulo ainda é o mesmo, como se pode verificar na Figura 30.
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Figura 30: Mapa de tridngulos para o conjunto final de pontos de dados.

Considerando a cota interpolada pela triangulagéo (772,50) como referéncia,
embora as cotas fornecidas pelas equagdes multiquadricas possam ser validas a partir
de 18 pontos de dados, pode-se calcular um erro relativo (%), como se apresenta na
Tabela 17. A variagéo das cotas e a distribuigdo dos erros com o numero de pontos
podem ser observados no gréfico da Figura 31.
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Tabela 17: Erros relativos (%) para cotas interpoladas pelas equagées multiquadricas.

n2 de pontos cota (m) erro relativo (%)
3 645,63 16,42
6 698,13 963
9 729,96 5,51
12 749,59 2,97
15 759,07 1,74
18 761,43 1.43
21 763,59 1,15
24 764,87 0,99
27 766,18 0,82
A

800 +
cota referéncia ( 772,50m)

760 +

700 +

Cota (m)

600 t t t t t i t
3 6 9 12 16 18 21 24 27

no. de pontos

B

Erro relativo (%)
=

3 6 9 12 15 18 21 24 27
no. de pontos

Figura 31: Variagéo das cotas em relagéo a cota referéncia (A); distribuicdo dos erros
relativos das cotas interpoladas pelas equagbes multiquadricas (B).

Nesta simulacdo, péde-se verificar que de 8 a 12 pontos de dados ainda séo
insuficientes para uma boa aproximagédo pelas equagdes multiquadricas,
principalmente quando se tratarem de informagdes de topografia. Para esse tipo de
dado, recomenda-se a utilizacéo de no minimo 18 pontos de dados.
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Sob o ponto de vista critico, o grande numero de pontos de dados a ser
utilizado no ajuste das equagdes multiquadricas € uma desvantagem do método, em
relagdo, por exemplo, ao da triangulagdo, que faz a interpolagdo sempre usando
somente os trés pontos de dados (vértices dos triangulos).

Retornando ao desenvolvimento do novo metodo de interpolagéo, adicionou-se
ao sistema de equacgdes (16), a seguinte condi¢ao:

Cq +02+C3=1 (17)1

ou seja, exatamente a mesma condigdo presente no sistema de equagbes de
krigagem.

O novo sistema de equagbes multiquadricas torna-se:

3,162 22,583 22683 1] |c, 760
22,5683 3162 20,248 1| |c, _ 790 (18)
22,583 20,248 3162 1| |c, 780
1 1 1 0] M 1

A resolugéo desse novo sistema deu:

¢ =1,184
¢y = -0,385
c3 = 0,201

M = 760,414

Observe-se que o 40 coeficiente resultou num valor muito préximo ac minimo
esperado pelas equagdes multiquadricas.

Continuando o desenvolvimento, susbstituindo-se o vetor do lado direito por um
termo quédrico, calculado entre o ponto de dado e o ponto a ser interpolado, como:

dip = [(X-Xp)? + (Yj-Yp)2 + C]1/2 (19),
com (Xp,Yp) = (30,30).

O sistema de equagdes do novo método fica:

3,162 22,583 22,583 1| [c, 10,488
22,583 3,162 20,248 1|, |¢c, _ 14,491 (20)
22,583 20,248 3,162 1| ic, 14,491 '
1 1 1 0| |M 1
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cuja resolugao da:

¢y = 0,49115
¢y = 0,25443
c3 = 0,25443
M = -2,55659

O valor do ponto a ser interpolado nédo pode ser calculado como nas equacges
multiquédricas originais, mas sim como a krigagem ordinaria, ou seja, por meio da
média ponderada:

Z =0,49115*760 + 0,25443*790 + 0,25443*780
Z=77272m

O valor interpolado € muito proximo daquele obtido pela triangulagdo, com um
erro relativo de apenas 0,13%. Esta metodologia foi efetivamente apresentada em
sessdo técnica do XXXV Congresso Brasileiro de Geologia.

A grande vantagem deste novo método esta justamente no ndmero de pontos
para se conseguir uma boa interpolagéo. A fim de verificar o comportamento desse
novo interpolador em relagéo ao nimero de pontos, os dados da Tabela 15 e 0 mesmo
procedimento para aferir o numero minimo de pontos para as equagbes multiquédricas
foram utilizados. Os resultados desta nova simulagéo, juntamente com o erro relativo
(%) encontram-se reproduzidos na Tabela 18.

Tabela 18 Erros relativos (%) para cotas interpoladas pelo novo método.

n€ de pontos cota (m) erro relativo (%)

3 772,72 0,03

6 772,28 -0,03

9 774,28 0,23

12 773,79 0,17

15 773,39 0,12

18 773,25 0,10
21 773,26 0,10

24 773,25 0,10

27 773,37 0,11

A distribuigdo dos valores de cota, bem como o comportamento do erro,
pequenos em geral, podem ser observados na Figura 32.
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Figura 32: Vaniagéo das cotas em relagdo a cota referéncia (A); distribuigédo dos erros
relativos das cotas interpoladas pelo novo método (B).

Os erros relativos desse novo método sdo muito pequenos (em torno de 0,12%)
em media), quando comparados com o0s mesmos obtidos para as equacgdes
multiquadricas, o que o torna viavel para interpolagéo de dados com grande preciséo,
para o contorno automatico de dados geoldgicos.

Uma outra preocupacao do Autor relacionava-se a estimativa do erro de
interpolagdo, como se reproduz a seguir:

"Como o sistema de equagdes multiquadricas passou a ter a forma do
sistema de equagdes de krigagem imaginou-se poder estimar o erro cometido na
interpolagcdo, usando a equagdo da varidncia de estimativa da krigagem,
substituindo-se as semivaridncias pelas distancias correspondentes, como segue:



49
n — —
o= Z Mo d(Ve, V) +R-d(V,V) (21)
o=

Para o caso da interpolagéo pontual o termo a(V,V) é zero. Calculando-se
a 'varidncia de estimativa’ para os dados numéricos utilizados nas experiéncias,
obteve-se um nGmero muito pequenc e néo representativo para a variancia de
estimativa. Repetindo-se o célculo da varidncia de estimativa para um numero
maior de interpolagbées, segundo a metodologia descrita, observou-se que a
'varidncia' era igual a zero quando os pontos a serem interpolados coincidiam com
os pontos de dados originais e que aumentava a medida que o ponto a ser
interpolado se distanciava dos pontos de dados originais, refletindo um 'erro de
interpolagéic’. Fazendo uma andlise dimensional dos estimadores e do
multiplicador de Lagrange p, tem-se que os primeiros sdo adimensionais e que o
uitimo tem a mesma unidade da semivaridncia ou covariancia. Assim, para o caso
da equagéo (21), o multiplicador p tem a mesma unidade de disténcia. Portanto, o
'erro de interpolagdo’ encontrado é dependente da distdncia e tem a mesma
unidade. Dividindo-se o 'erro de interpolagdo’ encontrado pela disténcia média
entre 0os pontos de dados e o ponto a ser interpolado, obtem-se um ‘erro de
interpolagdo normalizado' e adimensional. Como o 'erro de interpolagéo
normalizado’ ainda é zero guando coincide com o ponto de dado original e
aumenta & medida que se distancia do agrupamento de pontos, essa medida
reflete melhor um 'fator de ponderagao espacial', que é proporcional a variancia de
estimativa verdadeira" (Yamamoto 1988dj).

O fator de ponderagéo espacial deve ser diretamente proporcional & distancia
para o ponto mais proximo, como se pode verificar na Figura 33.

A partir do fator de ponderagdo espacial tentou-se derivar a variancia de
interpolagdo, como cita-se a seguir:

"Se o valor interpolado corresponde & estimativa a partir de um conjunto
de pontos de dados, o desvio padréo tal como calculado para medir a disperséo
em torno da média, d4 idéia da dispersdc em torno do valor estimado.
Multiplicando-se o desvio padrao da estimativa pelo fator de ponderagéo espacial,
tem-se facilmente o emro padrédo de estimativa, com significado espacial e
estatistico, pois é zero sobre o ponto de dado e aumenta & medida que se
distancia do agrupamento de pontos de dados" (Yamamoto 1988d).
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Figura 33: Diagrama de disperséo do fator de ponderagéo espacial e a disténcia do
ponto mais proximo do subconjunto de dados, segundo Yamamoto (1988d).

Utilizando-se os dados da interpolagéo pelo novo método (equacéo-20), pode-
se calcular o fator de ponderagao espacial-FPE:
10,488*0,49115+14,491*0,25443 +14,491*0,25443 _

FPE = = 0,951
(10,488 + 14,491 + 14,491)

A distancia média, na realidade é a distancia mais a parte correspondente a
constante multiquadrica C, conforme a equacgao (19).
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A variancia dos pontos de dados em relagdo ao valor estimado € calculado
como:

R = ((760-772,72)* + (790-772,72)* + (780-772,72)*)
3

VA

VAR = 171,132
Portanto, a variancia de interpolagéo fica:
VINT = 171,132%0,951 = 162,734,
ou 0 erro de interpolagéo:
ERRO = (162,734)12 = 12,757
O erro de interpolagéo obtido esta dentro da variag@o do conjunto de dados.

Ainda com o objetivo de estudar o comportamento do erro de interpolagéo,
deslocou-se o ponto a ser interpolado de (30,30} para (25,30) e utilizando os mesmos
pontos de dados da Tabela 14.

O sistema de equages do novo método, para interpolagéo do ponto (25,30),
fica:

3,162 22,5683 22,583 1
22,583 3,162 20,248 1|, _ (22)
22,583 20,248 3,162 1| |C,| /18,303 '
1 1 1 0

que tem como coeficientes:

cq =0,76785
¢y = 0,11608
c3 =0,11608
M = -1,75484
A cota interpolada no ponto (25,30} é portanto:
Z =0,76785*760 + 0,11608*790 + 0,11608*780
Z =765,80m

Calculando-se o fator de ponderagéo espacial e a variancia em relagdo ao valor
estimado, obtem-se:
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FPE .5916%0,76785 + 18,303*0,11608 + 18,303*0,11608 _ 0.62
(5,916 + 18,303 + 18,303) '

_ ((760-765,80)* + (790-765,80)* + (780-765,80)")
3

VAR

VAR = 273,64
VINT = 273,64"0,62 = 169,657
ERRO = 13,025m

Comparando-se os resultados obtidos, verifica-se que o erro de interpolag&o
n3o apresentou sensibilidade em relagdo ao deslocamento do ponto a ser interpolado,
muito embora o fator de ponderagéo espacial tenha diminuido de 0,951 para 0,62.
Portanto, a varidncia ou erro de interpolagdo como propostos neste artigo néo
poderiam ser efetivamente utilizados.

A mesma metodologia empregada por Landim & Yamamoto (1988), foi utilizada
para aferir a precisdo da estimativa do novo método, conforme os resultados
apresentados na Tabela 19, juntamente com aqueles obtidos para a krigagem e
equagdes multiquadricas.

Tabela 19: Erros RMS (%) entre as malhas interpoladas e originais.

area krigagem equagdes novo método
ordinaria multiquadricas
Cunha 14,33 12,83 13,49
Campos do Jorddo 2,89 2,93 2,71
Botucatu 317 3,50 3,01

Os erros RMS (%) do novo método foram menores para Campos do Jordao e
Botucatu e maior que o erro das equagbes multiquadricas para os dados de Cunha.

Portanto, este novo método apresenta um grande potencial para sua aplicagao
na interpolagéo de malhas regulares para o contorno automatico de dados geologicos.

3.8 Novo método de interpolagdo tridimensional

Como uma extensdo e aperfeicoamento do método apresentado no item
anterior, foi publicado o seguinte artigo:

Yamamoto, J.K. 1989. Novo método para modelagem de jazidas e avaliagdo de
reservas. Brasil Mineral, 68:52-56.

A apresentacéo formal do novo método foi feita neste artigo, conforme segue:
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"O valor da variavel de interesse T, no ponto de coordenadas (X,Y,Z) é
calculado como uma combinagdo linear dos valores dos n pontos de dados
proximos (T, i=1,n), conforme a equagéo a seguir:

T=3wT, (23)

onde: w;séo os ponderadores do novo método,
T;j sdo os valores da variavel de interesse no ponto de
coordenadas (X;,Yj.Zj).

Os ponderadores (wj, i=1,n) sdo determinados pela resolugdo de um
sistema de equacgdes lineares:

T w,d(T, T)+A=d(T,T) parai=1n
(24)

onde: d(T;,Tj} e a distancia entre os pontos de coordenadas (X;Y;.Zj) e
(Xj,Yj,Zj);
d(T;,T) é a distdncia entre o ponto (X;,YjZ;) e o ponto a ser interpolado
(XY, Z);
A € uma constante para tornar a soma dos ponderadores igual a 1.

O sistema de equacdes (24), para a determinacdo dos ponderadores
espaciais (wj, i=1,n) equivale a fazer krigagem pontual usando sempre
variogramas lineares e sem efeito pepita" (Yamamoto 1989).

Uma outra proposta apresentada neste trabalho referia-se a utilizagdo do
logaritmo das distancias no sistema de equagdes (24), porém foi logo abandonada por
tratar-se de uma aproximagdo muito empirica.

Como o sistema (24) é puramente deterministico, um possivel efeito pepita
existente ndo seria considerado. Entretanto, esta metodologia é vélida, pois foi
recomendada para auxiliar na resolugéo de problemas, onde a krigagem n&o pode
resolver ou ndo funciona.

O conceito de variancia de interpolagéo foi introduzido neste trabaiho.

"Determinados os ponderadores e o teor interpolado no ponto (X,Y,Z),
deve-se estimar o erro de interpolagéo provavel, em fun¢éo da disposi¢éo espacial
dos pontos de dados utilizados e da dispersdo dos valores dos mesmos, em




relagdo ao valor interpolado. A variancia de interpolagdo deve ser proporcional a
diferenga ao quadrado entre o valor de um ponto de dado T e o valor interpoiado
T, sendo a proporcéo definida pela contribuigdo efetiva daquele ponto de dado ac
valor interpolado. Assim, estendendo este raciocinio a todos os pontos de dados
utilizados, tem-se a variancia de interpolagdo como a somatéria das diferencas ao
quadrado, entre os valores dos pontos de dados e o valor interpolado,
multiplicadas pelas contribuigbes efetivas dos pontos de dados, ou seja, pelos
respectivos ponderadores wj.

A variancia de interpolagéo é calculada conforme a equagéo a seguir.

& =2 w,(T,- T) (25),

ou o erro de interpolagéo como a sua raiz quadrada.

Observe-se que a varidncia calculada dessa maneira €& mais
representativa que aquela da krigagem, pois enquanto a primeira leva em
consideragéo tanto a distribuigéo espacial dos dados e a dispersao dos mesmos, a
Gltima leva em consideracdo somente a distribuicéo espacial, visto que a variancia
(global) é constante para uma determinada distribuicdo espacial. Isso significa que
a krigagem de pontos distintos, usando configuragdes espaciais de pontos iguais e
independentemente dos valores dos dados nessas configuragdes, resultardo na
mesma variancia de krigagem e em geral superestimados, pois a variancia ¢
global.

A equagéo (25) para calculo da variancia de interpolagéo é semelhante &
definicéo da varidncia de uma variavel aleatéria, apresentada por Moody et al.
(1974, pag. 67), onde a fungdo densidade de probabilidade, ou seja, a
probabilidade do i-ésimo valor ser igual ao valor interpolado, foi substituida pela
contribuigéo efetiva do i-ésimo valor (ponderador w;) ao resultado da interpolagéo.
Quando o ponto interpolado coincidir com algum ponto de dado, a varidncia sera
igual a zero, pois a contribuigio efetiva desse ponto de dado sera igualaum e a
respectiva diferenga ao quadrado igual a zero.

A variancia de interpolagéo, segundo a equagdo (25), pode ser
imediatamente aplicada ao célculo do erro associado a interpolagéo pelo inverso
ao quadrado da distdncia. Para que isso seja possivel, basta que a soma dos
inversos ao quadrado das distancias seja igual a um. Esta possibilidade pode
aumentar a utilizagdo desse método de interpolagdo, visto que € um método
expedito e, conseqlentemente, ndo requer para sua resolugéo de complexos
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programas de computacgéo, podendo, em alguns casos, ser resolvido diretamente
na calculadora de bolso" (Yamamoto 1989).

A importancia deste artigo estd na proposta da equacdo da variancia de
interpolagdo com significado estatistico e espacial, ao contrario da varidncia de
krigagem que é um indice de configuragdo espacial dos dados. Além disso, a
formulagéo da variancia de interpolagdo abre possibilidade para sua utilizag&o n&o sé
para estimativa do erro do novo método como também para a prépria krigagem
ordindria e, principaimente, para o método da ponderagéo pelo inverso da poténcia da
distancia.

Com o objetivo de aferir esta proposta de calculo da variancia de interpolagéo,
foram considerados os mesmos pontos de dados (Tabela 14) para célculo da varidncia
de interpolagéo nos pontos (30,30) e (25,30), como segue:

E2 (30,30) = 0,49115*760-772,72)2 + 0,25443%790-772,72)2
+ 0,25443%(780-772,72)2 = 168,924

E2 (25,30) = 0,76785*%(760-765,80)2 + 0,11608*(790-765,80)2
+ 0,11608*(780-765,80)2 = 117,218

Para comparar com os resultados da proposta anterior, os valores obtidos foram
resumidos na Tabela 20.

Tabela 20: Resultados dos célculos da varidncia de interpolagéo, segundo as propostas
de Yamamoto {1988d e 1989).

ponto Yamamoto (1988d) Yamamoto (1989)
variancia erro variancia erro

(30,30) 162,734 12,757 168,924 12,997

(25,30) 169,657 13,025 117,218 10,827

Pelos resultados obtidos, verifica-se que esta proposta, para calculo da
variancia e erro de interpolacéo, € mais consistente e sensivel com o deslocamento do
ponto, em que o erro diminuiu de 12,997 para 10,827.

Os dados experimentais para este trabalho foram os mesmos utilizados por
Yamamoto (1987a), para o teste das equagbes multiquadricas.

Os resultados obtidos sé&o reproduzidos nas Figuras 34 e 35.

"Nessas figuras pode-se observar que os resultados das interpolagdes
pelos trés métodos sobre os furos originais apresentam-se muito préximos entre si
e compativeis com as informacbes originais. Quanto aos erros de interpolagéo




obtidos, pode-se observar que sobre os furos originais refletem bem a dispersao
local dos valores originais, como pode ser observado, por exemplo, no furo 38,
onde a passagem do teor de Fe,0O3 de 8,62% para 4,26% € acompanhada de um
aumento no erro de interpolagdo. Além disso, pode-se observar sobre os furos
interpolados o aumento do erro de interpolagéo, reflexo da distancia aos pontos de
dados originais e também da disperséo local dos valores dos mesmos” (Yamamoto
1989).

COTA (m)
840, 8.37 FURQ 38
&M ap KM ENM
8,17
830 8.38 8.40 847 1.09 FURQ INTERPOLADOQ
no f 332 sab 140 000 |
f0.40 9.76 9.67 9.37 1.39 EM [w]8] NM ENM
. 10.08 10.05 9.78 1.04
820 063 0.04 907 157 11,90 10.95 12.04 4.24 FURO 42
897 860 866 107 12.11 11.02 12,54 4.52
8.62 721 S07 189 248 12,24 11.13 12.67 4.37 ’_
518 530 626 248 12.27 1114 12.67 4.37 EM QD NM  ENM
4.26 430 4.38 5'13 1'93 12.68 11.24 1280 4,27
810 615 673 700 246 [ 1320 1187 1386 435 1680 1675 1679 16.65 1.27
1 812 8§43 8AT 13.22 11.95 13.04 4.53 T il 68 1%
8.47 . 43 817 1.44 12.84 1247 12.79 440 40 40 W= 2090 000 L0l 0'gg
8.91 846 864 142 N 43.87 12.54 12.85 4.37 - 44 1643 16,51 4.
o JF 90 Sk sab 13 Pt R L% e 7l s 13
800 927 94 oos ¥ 11,65 13,10 1344 552 1740 oo Ar40 };%’3 b
. - 3 944 175 W 1176 13.10 13.44 5.52 . o3 1nes 15e
55 K034 9411045 Top Ji2111338 1340 456 o, B 1090 1083 de.07 127
31 9.8110.45 160 §74542 12.39 13.49 456 19 1047 1953 1307 120
11.00_JF 1148 11271089 171 §715°80 13135 1341 4.56 18.18 18.54 160
00l ™ 11.70 11.8111.38 150 F 4244 13.40 1353 4.66  16.70 16.87 16.75 :g.sﬁ 108
J 996 079 980 220 12.41 13.39 13.53 3.66 16.90 16.99
7.91 8147 7.97 845 150 B (4'te 13560 14.22 464 750 17.58 17.69 17.45 1.11
784 825 8.65 168 N 4s1p 13.60 1422 464 V7 i7.85 17.88 17.71 0.79
8.78 g;s 8.74 ggg 1.57 16.68 14.02 14.40 4.63 1718 17.21 1719 1.19
780 76 878 887 145 B 12092 13.65 13.86 422 1640 1650 16.43 16.63 0.81
. 834 859 883 172 F 1290 13.65 13.86 4.22 16.44 16,62 16.70 1,03
8.06 800 810 838 1.22 12.76 13.73 13.96 4.79 10 16.72 17.08 16.94 1.06
8.86 8.66 9.18 1.9 42,70 43.73 13.96 4.79 17, 17.32 17.12 :;-;g 0.97
10.60 1078 0.4 1052 202 [[1230 1407 1354 3.99 lodz 1637 1884 133
770 10.88 10.44 10. - 13.97 14.42 13.96 4.50  19.40 a4 1779 222
J 11.07 10,12 10.84 2,87 14.04 14.43 13.97 4.50 18.30 18, 18.33 2.19
11.24 992 1119 3.74 11,48 13.95 13,19 4.42 14.90 16.20 15.70 15-15 1-32
11,45 13.96 13.20 4.42 g 14.63 14.96 4e Zoo
11.43 13.96 13.20 4.42 14.49 15.49 o 4y
760 12.09 13.30 12,87 443 1510 14.78 1315 1650 319
. 52.40 1331 12.86 4.43 ;;;; :g-gg g5 374
1064 12.24 1206 443 54 49 W™ 2091 2117 1967 376
10.6312.25 12.05 4.03 e i oty e
10611225 12.05 4.03 179 143 1240 347
750 ] 11.90 1032 1139 15.56 2.61
10.48 1085 11.24 2.40
10.50 10,37 10.52 1083 1.61
9.48 10416 10.50 f.gza
8.79 8.84 948 1
740 896 N 1013 870 1062 2.38
12.45 1303 1229 2.36
13.90 1414 13,85 13.51 1.43
14.40 13.30 12.88 2.24
7301

Figura 34: Plotagem dos dados originais de Fe,03 (%) ao longo dos furos 38 e 42,
juntamente com os dados interpolados através das equagbes multiquadncas (EM),
inverso ao quadrado da distancia (IQD), novo método (NM) e erro de interpolagéo do
novo método (ENM), segundo Yamamoto (1989).
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Figura 35: Plotagem dos dados originais de Fe503 (%) ao longo dos furos 20 e 44,
juntamente com os dados interpolados através das equagdes multiquadricas (EM),
inverso ao quadrado da distéancia (IQD), novo método (NM) e erro de interpolagéo do
novo método (ENM), segundo Yamamoio (19889).

Os métodos utilizados para interpolagdio dos teores de Fe,Os do complexo
Alcalino de Anitapolis, foram aferidos por meio da validag8o cruzada, que consiste em
interpolar o teor de um ponto de dado a partir de seus vizinhos e compara-lo com o
valor verdadeiro em diagrama de dispersdo. Sobre o diagrama mede-se a disperséo,
por meio dos erros padréo e RMS, como segue:

n 72
€, = [5§1(Tc, ~Tv,)? In} (26)
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Erms = [21 [(Te; - Tv,) /Tvi]zrz (27)

onde: Tc; é o teor computado no ponto i;
Tvj é o teor verdadeiro do ponto i.

As dispersdes medidas para cada um dos métodos utilizados nesse trabalho,
encontram-se reproduzidas na Tabela 21.

Tabela 21: Disperséo entre os teores interpolados e os teores verdadeiros, segundo

Yamamoto (1989).
método erro padréo erro RMS (%)
equacdes multiquadricas 3,60 1,96
inv. quad. da distancia 3,32 1,86
novo método 3,19 1,82

As menores dispersdes foram obtidas com o nove método, seguido do inverso
do quadrado da distancia e das equagbes multiquadricas. Embora o novo método
tenha sido derivado das equagdes multiquédricas, estas apresentaram as maiores
dispersdes, devido provavelmente a sua maior sensibilidade as variagbes dos dados
que entram diretamente no sistema de equacdes multiquadricas.

"Os resultados obtidos no teste do novoe método sdo bastante
satisfatorios, surgindo como método alternativo e substituto ao da krigagem
pontual, quando n&o & possivel a determinacdo de semivariogramas
representativos. O desenvolvimento matematico do novo método ndo permite
calcular o erro de interpolagdo do bloco como permite a krigagem de bloco.
Entretanto, a varidncia do bloco deve ser estimada a partir da composigéo das
variancias dos blocos unitarios, pois o teor médio é faciimente determinavel como
a média dos teores dos blocos unitarios. Estudo nesse sentido estd sendo
desenvolvido para permitir o calculo do erro de interpolagdo do bloco, a partir dos
erros de interpolacéo dos blocos unitarios” (Yamamoto 1989).

3.9 Estudo comparativo de métodos computacionais para avaliagdo de jazidas

Neste item acredita-se ter sido consolidada a linha de pesquisa em métodos de
interpolagé&o para avaliagéo de jazidas.

O trabalho principal desta fase do desenvolvimento é:

Yamamoto, J.K. 1991a. Comparagdo de métodos computacionais para avaliagdo de
reservas. um estudo de caso na Jazida de Cobre de Chapada, GO. S&o Paulo,
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IG-USP. 175p. (tese de doutoramento apresentada ao Instituto de Geociéncias-
USP).

Os artigos derivados desse trabalho foram:

a) Yamamoto, J.K,; Bettencourt, J.S.; Amaral, G. 1891. Revisdo dos métodos
computacionais para avaliagio de reservas. In: SIMP. GEOL. SUDESTE, 2, S&o
Paulo, 1991. Atas...Séo0 Paulo, SBG. p.217.

b) Yamamoto, J.K. 1992a. Tratamento estatistico e anélise dos dados de cobre e ouro
da Jazida de Cobre de Chapada, GO. Bol. IG-USP, publ. esp., 12:153-154.

c) Yamamoto, J.K. 1992b. Andlise estatistica dos dados de furos de sondagem da
Jazida de Cobre de Chapada, Goias. Revista do 1G, 13(2):31-45.

d) Yamamoto, J.K. 1992c. Uma alternativa & varidncia de krigagem: variancia de
interpolacgo. In: SEM. NAC.. O COMPUTADOR E SUA APLICAGAO NO SETOR
MINERAL, 5, Belo Horizonte, 1992. Coleténea... Belo Horizonte, IBRAM. p.279-
284.

Nesta parte da obra, foi realizado um trabalho de sintese do conhecimento e
desenvolvimento obtidos nos Gltimos cinco anos, cujo resultado foi apresentado como
tese de doutoramento ao Instituto de Geociéncias-USP. A importancia dessa tese esta
na consolidagdo da metodologia de interpolagdo matematica aplicada a avaliagéo de
reservas, por meio de blocos de cubagem, com estimativa do erro de interpolagao.

As principais etapas deste trabatho foram:

. reviséo da metodologia empregada para avaliagdo de reservas por metodos
computacionais, envoivendo:
- anélise de dados;
- composi¢cdo de amostras de furos de sondagem,
- analise estatistica dos dados de sondagem;
- analise geoestatistica;
- definicdo da area de interesse;
- dimensionamento dos blocos de cubagem;
- avaliagéo dos blocos de cubagem;
» avaliacdo da variéncia de interpolagéo e comparagéo com a variancia de krigagem;
+ estudo comparativo dos métodos computacionais;
+ avaliagdo das reservas de cobre e ouro de Chapada.
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Os artigos publicados (Yamamoto 1992a e 1992b) referem-se a resultados da
andlise de dados efetuada com os teores de cobre e ouro de Chapada. A introdugéo
da composi¢éo de amostras de furos de sondagem foi considerada importante, pois:

"geralmente o intervalo de amostragem nos furos de sondagem néo
corresponde ao intervalo de trabalho na fase de avaliagéo de reservas, embora
tenha sido necessario analisar as amostras segundo o intervalo de amostragem,
sempre menor que o intervalo de trabalho. Justifica-se isto frente a necessidade
de reconhecer e delimitar possiveis zonas ricas dentro da jazida. Além disso, as
amostras individuais dos furos de sondagem podem variar bastante em tamanho,
comprimento e peso. Assim, a composi¢do de amostras pelo agrupamento delas
para o intervalo de trabalho, definido segundo a caracteristica que se quer
analisar, produzira dados mais homogéneos e, portanto, com maior facilidade de
interpretagéo.

E importante especificar a unidade de amostragem utilizada na avaliagéo
de reservas, pois, segundo Kim (1990), muitos problemas surgem pela néo
especifica¢do da unidade de amostragem. Por exemplo, se uma jazida e avaliada
com base na populagdo de amostras de furos de sondagem a diamante, a
producdo da mina provavelmente néc correspondera as estimativas feitas,
simplesmente porque a jazida néo é lavrada, com furos de sondagem a diamante
(Kim, 1990). Segundo Barnes (1980), o objetivo de se fazer composicbes de
amostras ¢ de obter amostras representativas de uma unidade mineralbgica
particular ou unidade de mineragéo; os teores de amostras compostas podem ser
utilizados, por meio de alguma fungdo de extenséo, para estimar o teor ou valor de
um volume muito maior da mesma unidade.

Existem muitos tipos de depdsitos minerais, cada um dos quais ird
requerer um tratamento especial dos dados amostrados para a obtengio dos
melhores intervalos de composigdo para avaliagdo do deposito (Barnes, 1980).
Basicamente, sdo trés os tipos de composi¢éo possiveis em amostras de furos de
sondagem para o intervalo de trabalho: bancadas, tipos litolégicos e elevagdes”
(Yamamoto 1992b).

Como a futura lavra do depésito de Chapada sera a céu aberto, pelo método
tradicional de bancadas, as amostras foram compostas para bancadas de 10m de
altura.
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A analise estatistica dos dados antes e depois da composicdo deve ser feita
para verificar se a suavizagdo intrroduzida pela composi¢ao foi muito grande, 0 que
poderia descaracterizar a populagio originalmente amostrada.

Os parametros estatisticos obtidos para os teores de cobre e ouro nos furos e

compostos para bancadas, encontram-se reproduzidos nas Tabelas 22 e 23,
respectivamente.

Tabela 22: Parametros estatisticos da distribuicdo de cobre nos furos de sondagem e
bancadas, segundo Yamamoto (1992b).

Parametros estatisticos furos de sondagem bancadas
média 0,27% 0,28%
desvio padrdo 0,25% 0,21%
assimetria 2,38 1,62
curtose 13,33 3,67
coeficiente de variacéo 0,96 0,74
nimero de amostras 9008 1596

Tabela 23: Par&metros estatisticos da distribuigdo de ouro nos furos de sondagem e
bancadas, segundo Yamamoto (1992b).

Parametros estatisticos furos de sondagem bancadas
média 0.25ppm 0,23ppm
desvio padrio 0,25ppm 0,21ppm
assimetria 2,70 2,23
curtose 15,09 7,65
coeficiente de variagdo 1,03 0,91
numero de amostras 9029 1596

Analisando-se os resultados obtidos, verifica-se que a composi¢cdo de amostras
dos furos de sondagem para bancadas de 10 m de altura, introduziu uma leve
suavizagéo dos dados, ndo compromentendo os resultados da avaliagéo de reservas.

Os métodos computacionais para avaliagdo de reservas, cuja revisdo foi
apresentada por Yamamoto et al. (1991), empregados neste estudo foram:

+ inverso do quadrado da distancia, denominado IQD-ORIGINAL;
+ inverso do quadrado da distancia para avaliagdo de blocos, denominado {QD-
PROPOSTO;

+ novo método para avaliag8o de reservas, denominado PONDERAGCAO ESPACIAL;
+ krigagem ordinaria, denominado KRIGAGEM.

A diferenca entre o método do inverso do quadrado da distancia original e o
adaptado para avaliag&o de blocos, esta na interpolagdo de um Unico ponto central do
bloco pelo primeiro e de vérios pontos nos centros dos sub-blocos pelo segundo.
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Entretanto, a descricéo deste método adaptado para avaliagéo de blocos pelo inverso
da poténcia da distancia, sera feita no item seguinte com informagdes atualizadas.

Os demais métodos ou foram descritos neste trabalho ou s&o conhecidos da
literatura especializada.

E importante mostrar os resultados obtidos da comparagéo de variancia de
interpolagéo para todos os métodos e no caso da krigagem, também a comparagéo
com a variancia de krigagem.

A variancia de interpolacéo foi proposta como alternativa a variéncia de
krigagem, por Yamamoto (1992c).

"A varidncia de krigagem, ou de estimativa, segundo Kim (1990), é a
variancia dos erros entre o verdadeiro teor Z ¢ o teor estimado Z* de um bloco do
depésito mineral. Certamente, os verdadeiros valores de teor Z nunca podem ser
conhecidos na pratica, a menos que os blocos sejam completamente lavrados
(Kim, 1990). Conseqiientemente, segundo este autor, o erro exato de estimativa
nunca pode ser determinado, contudo , pode-se determinar o valor esperado
desses erros, se se assumir algumas suposigées probabilisticas considerando a
distribuicéo dos teores desses blocos.

Em avaliagéo de reservas, uma pequena amostra de teor Z(x) é estendida
para uma éarea vizinha a fim de obter o teor estimado de um volume maior
chamado bloco (Kim, 1990). Ainda, segundo Kim (1990), se somente uma amostra
é usada para estimar o teor do bloco, o erro das multiplas extensdes dos teores ¢
definido como variéncia de estimativa, como é calculado pela krigagem ordinaria.

Na préatica, o valor esperado da variancia de krigagem, segundo Journel &
Huijbregts (1978, pag. 308), & determinado como:

o2=E{1Z, ~Z* P} =ZA1(v, V) +u-7(V.V) (28)",

{Yamamoto 1982c).

A varidncia de interpolagéo, proposta por Yamamoto (1992c), é calculada como:

=

g2 = TA[Z(%)-Z* V] (29)

=1

i

onde: Z(x;) € o teor do i-ésimo ponto de amostragem,
Z"v é o valor estimado do teor.
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Comparando-se as expressdes (28) e (29), observa-se que ambas utilizam a
informacéo espacial dos pontos de dados, através dos ponderadores (;, i=1,n), porém
a diferenca esta no uso da fungéo variograma pela variancia de krigagem, enquanto a
variancia de interpolagdo usa diretamente as diferengas ao quadrado. Esta € a grande
diferenca entre as equacgdes, pois a varidncia de krigagem é uma proporgéo da
varidncia média global, determinada através do variograma, enquanto a variancia de
interpolacéo expressa a dispersdo local dos pontos de dados em relagdo ao ponto
interpolado.

Para ilustrar esse problema considere-se o caso de avaliagéo de pontos usando
a mesma configuracéo espacial dos dados, supondo conhecida a fungéo variograma
v(h), como mostra a Figura 36, segundo Yamamoto (1992c).

A) T2+mz B) T2+=7
=1 = — =
T3 5 T2 T3=2  Ti=8
ESCALA
T4=3 Q 19m T4=3

Figura 36: Desenho mostrando o caso de avaliagbes pontuais por krigagem ordinara,
usando a mesma configuragdo espacial dos dados, mas com diferentes dispersées:
baixa (A) e alta (B), segundo Yamamoto (1992c).

Para o caso dessas configuracdes é suposta vélida a equagéo de um modelo
transitivo, dado por:

v (h)=0,1.h para h<30m (30)
y(h)=3 para h>30m

As variancias de krigagem e de interpolag@o calculadas para os arranjos (A) e
(B), enconfram-se na Tabela 24.
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Tabela 24: Varidncias de krigagem e de interpolagéo para os arranjos (A) e (B), segundo
Yamamoto (1992¢).

arranjo variancia de variancia de
krigagem interpolacéo

A 1,793 0,50

B 1,793 8,50

As variancias de krigagem foram exatamente iguais para os dois arranjos, pois o
modelo de variograma € Gnico, e 0s pesos iguais porque os arranjos séo idénticos,
espacialmente. Entretanto, as varidncias de interpolacdo refletem a dispersé&o dos
pontos de dados em relagéo ao valor interpolado, discriminando o arranjo de baixa
variagdo (A) em relagédo aquele de alta variagéo (B).

"Segundo Journel (1990), a express&o (29) para calculo da variancia de
krigagem é atrativamente simples, pois:

a) confirma a exatidéo da krigagem, isto é, quando uma amostra coincide com

algum ponto a ser estimado, o peso desta amostra serd igual a um com todos os
outros iguais a zero e, consequentemente, £2=0;

b) aumenta com a dispersao dos valores das amostras utilizadas;

c) usa indiretamente a distancia estrutural h do variograma através dos pesos A
da krigagem ordinaria. Quanto mais influente a amostra maior o peso, como
deveria ser" (Yamamoto 1992c).

A varidncia de interpolacéo, entretanto, pode ser empregada para estimativa do
erro de qualquer método, pois depende somente dos ponderadores e dos valores dos
pontos de dados.

Uma questéo aberta com relagéo a variancia de interpolacdo era justamente a
sua determinacgédo para estimativa de bloco, como foi colocada por Yamamoto (1989).
Este problema foi estudado e solucionado na pesquisa de doutoramento (Yamamoto,
1991a).

O ponto de partida para a solugdo foi baseada no Teorema da Combinagéo das
Estimativas da Krigagem (Journel & Huijbregts 1978, pags. 321-322). Segundo este
teorema e demonstragao pratica feita por Isaacks & Srivastava (1989, pags. 327-330),
a média do bloco é igual & média das estimativas pontuais nos sub-blocos e, por isso,
a média dos coeficientes das krigagens pontuais s&o os proprios coeficientes da
krigagem de bloco.
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A demonstragdo da composi¢do de variancias dos sub-blocos para a
determinagdo da variancia do bloco sera feita com o novo método, aqui denominado
ponderagéo espacial. Para isso, sera utilizado o bloco 1886 (de 100x100x10 m) da
jazida de Chapada, cujo canto inferior esquerdo esta localizado no ponto de
coordenadas (1650,-250,310), segundo Yamamoto (1991a).

Para a avaliagdo desse bloco, foram selecionadas oito amostras de furos
vizinhos préximos em relag@o ao centro do bloco (1700,-200,315), cujos dados
encontram-se na Tabela 25.

Tabela 25: Coordenadas e teor de cobre de oito amostras de furos vizinhos ao bloco
1886, segundo Yamamoto (1991a).

X Y Z TEOR(%) DISTANCIA
1800 -100 325 0,098 141,77
1700 -150 325 0,046 50,99
1700 -250 325 0,083 50,99
1800 -200 325 0,112 100,50
1800 -100 315 0,066 141,42
1700 =150 315 0,321 50,00
1700 -250 315 0,635 50,00
1800 -200 315 0,520 100,00

Para fins de avaliagdo do bloco, foram adotados 16 sub-blocos igualmente
distribuidos no interior daquele, resultando em sub-blocos de 25x25x10 m. isto
significa que a estimativa pontual feita no centro do sub-bloco é valida no seu dominio
(volume equivalents a 6250 m3).

Para cada um dos n sub-blocos, determina-se a média e variancia de
interpolagéo:

Tb, :éwi.T} (31)
aﬁizjaw].(Ti— Tb,)? (32)

Os limites da somatdria das equagdes (31) e (32) estavam originalmente como
m(i), ou seja, 0 numero de amostras para o i-ésimo sub-bloco. E preciso ressaltar que
0 numero de amostras deve ser exatamente o mesmo para todos os sub-blocos para
fazer uso do Teorema da Combinagdo das Estimativas da Krigagem (Journel &
Huijbregts, 1978), embora isso tenha sido adotado na pratica (Yamamoto, 1991a, pag.
118) ao se definir as oito amostras de furos vizinhos ao bloco 1886 (Tabela 25).

O valor médio da variavel de interesse T para o bloco é:
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To=Z Tb/n (33),

e a variéncia associada a estimativa da média é:

n n
2 2
e — L —
variancia dentro var idncia entre
sub-blocos sub-blocos

Assim, pelo método da ponderagio espacial para avaliagao de blocos, resolve-
se o sistema de equacbes (35), 16 vezes, substituindo-se a cada vez o vetor disténcia
entre a amostra e o centro do sub-bloco (Tabela 26).

0 111,8 180,3 100,0 10,0 112,3 1806 1005 1 w, d,
111,8 0 100,0 1118 1123 10,0 1005 123 1| |w, d,
180,3 1000 O 1118 1806 100,5 10,0 1123 1| |w,| |d, (35)
100,08 1118 111,8 0 100,6 1123 1123 100 1| |w, d,
10,0 112,3 180,6 1006 ©C 1118 180,3 100,0 1}{*|w,|=|d,
112,3 10,0 100,56 1123 1118 0 100,0 111,8 1] |w, d,
180,6 100,55 10,0 1123 180,3 100,0 0 1118 1 W, d,
100, 112,3 1123 10 100,0 111,8 1118 0 1) {wy d,
1 1 1 1 1 1 1 t o) {L]J [1]
Tabela 26. Vetores das distdncias entre as amostras e 0s sub-blocos, segundo
Yamamoto (1991a).
sub d1 d2 d3 d4 d5 da d7 dg
1947 95,7 40,8 142,9 194,5 95,2 39,5 142.5
177.9 73,6 54,0 138,4 177.7 72,9 53,0 138,1
163,3 54,0 73,6 1384 163,0 53,0 72,9 138,1
151.4 40,8 95,7 142,9 151,0 39,5 95,2 142,5

177,9 89,0 20,3 119,0 177,71 88,4 17,7 118.6
1594 64,5 40,8 113,6 1591 63,7 39,5 113.2

T EORASCENOO R ®N

142,9 40,8 64,5 113,68 142,86 39,5 63,7 113,2
1291 20,3 89,0 119,0 128,7 17,7 88,4 118,6
163,3 89,0 20,3 85,7 163,0 88.4 17,7 95,2
142,9 64,5 40,8 89,0 142,5 63,7 39,5 88,4
124,2 40,8 64,5 89,0 123,7 39,5 63,7 88,4
108.,0 20,3 89,0 95,7 107,5 17,7 88,4 95,2
151.4 857 40,8 73,6 161,0 95,2 39,5 72,9
1291 73,6 54,0 64,5 128,7 72,9 53,0 63,7
108,0 54,0 73,6 64,5 107,5 53,0 72,9 63,7
16 89,0 40,8 95,7 73,6 88 4 39,5 85,2 72,9

A resolugdo do sistema de equagbes do novo método (35) para cada um dos
sub-blocos (Tabela 26), resulta nos coeficientes listados na Tabela 27.
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Tabela 27: Coeficientes da ponderagdo espacial para os sub-blocos, segundo
Yamamoto (1991a).

W4 Wo Wa Wy We Wg W7 Wg L

-0,0218 0,1126  0,3560 -0,0521 -0,0027 0,1569 0,4766 -0,0254 22,08
-0,0245 0,1981 0,2784 -0,0520 -0,0030 0,2598 0,3669 -0,0236 17,81
-0,0238 02875 0,1884 .0,0530 -0,0002 0,3756 0,2504 -0,0248 17,61
-0,0121  0,3581 0,1059  0,0601 0,0131 04782 00,1505 -0,0336 20,65
-0,0162 0,0582 0,3104 .0,0266 0,0025 0,0977 0,5698 0,0012 39

-0,0246  0,1622 0,2540 -0,0147 -0,0013 0,2317 0,3729 0,0199 1,64

-0,0283 0,2648 0,1523 -0,0131 -0,0022 0,3832 0,2221 0,0212 1,89

-0,0226 03174  0,0528 -0,0239 0,0021 0,6762 0,0945 0,0035 4,34

-0,0166 0,0236 0,2755 0,0387  0,0031 0.0645 0,5345 00767 -4.38
-0,0231  0,1237 0,2177 0,051 0,00336 01925 0,3360 0,0983 -7.54
-0,019¢ 02222 0,1173 00483 0,0109 0,3398 0,1865 0,0948 -8,14
-0,0041 02707 0,0220 00272 0,0278 05288 0,0830 0,0646 -6,46
-0,0268 0,0102 0,2520 0,413 -0,0019 0,0529 0,3711 0,2012 -2,48
-0,0220 00841 0,1692 0,1455 0,0083 0,1436 02558 0,2155 -9,42
-0,0013 0,1614  0,0833  0,1304  0,0361 02471  0,1431 0,2000 -1213
16 0,0416 02199 0,0138 00915 00886 0,3376 00565 0,1503 -11,38

0
g;;gjgwmqmmhmmdg

Aplicando-se esses coeficientes nas equagdes (31) e (32) e dados de teor da
Tabela 25, obtem-se os teores e varidncias listados na Tabela 28.

Tabela 28: Teores e varnidncias para os sub-blocos, calculados de acordo com as
equacdes (31) e (32), segundo Yamamoto (1991a).

sub-bloco teor (%) variancia (%<)
1 0,3664 0,061
2 0,3278 0,0623
3 0,2872 0,0515
4 0,2497 0,0381
5 0,4186 0,0869
6 0,3459 0,0616
7 0,2955 0,0486
8 0,2610 0,0308
9 0,4268 0,0630
10 0,3538 0,0580
" 0,3010 0,0470
12 0,2621 0,0298
13 0,3917 0,0593
14 0,3532 0,0545
15 0,3054 0,0467
16 0,2538 0,0363

A média e variancia do bloco encontram-se na Tabela 29.

Tabela 29: Média e vani&ncias do bloco 1886 da jazida de Chapada, sequndo
Yamamoto (1991a).
média variancia variancia variancia
dentro entre do bloco
0,325% 0,0516%2 0,00315%2 0,0547%2
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Aplicando-se 0 vetor médio das distancias (Tabela 30), de acordo com o
Teorema da Combinagéo das Estimativas da Krigagem (Journel & Huijbregts, 1978),
obtem-se os coeficientes do bloco, também listados nas Tabela 30.

Tabela 30: Distancias médias entre as amostras e os sub-blocos e coeficientes do bloco,
segundo Yamamoto (1991a).

amostra distdncia média coeficiente

1 144 5 -0,0153
2 59,8 0,1797
3 59,8 0,1781
4 104,6 0,0237
5 1442 0,0115
6 58,8 0,2792
7 58,8 0,2781
8 104,1 0,0650
multiplicador Lagrange 1.75

A Tabela 31 apresenta os resultados de teor e varidncia do bloco 1886, obtidos
aplicando-se os coeficientes e os dados de teor da Tabela 25, nas equacdes (33) e
(34).

Tabela 31. Teor e varidncia do bloco calculado pelas equacdes (33) e (34).
média variéncia do bloco
0,325% 0,0547%<

"Os resultados assim obtidos foram exatamente iguais & aproximacao
feita por meio de avaliages pontuais em sub-blocos e composicéo de teores e
varidncias parciais. Pode-se verificar também que, neste caso, os coeficientes
encontrados pela resolugéo do sistema de equagdes (35), com o vetor médio das
distancias, séo iguais @ média dos coeficientes dos sub-blocos listados na Tabela
27. Desta forma, o método da ponderagéo espacial para avaliaglo de blocos pode
ser bastante simplificado, acompanhado de reducéo no tempo de computagéo,
pois pode-se resolver um Unico sistema substituindo o vetor coluna das distancias
pelo vetor coluna das distdncias médias. Os resultados obtidos suportam a
validade da proposta" (Yamamoto 1991a).

Assim, para as estimativas feitas por cada um dos métodos, foram, calculadas
também as respectivas varidncias de interpolagdo, cujos resultados séo apresentados
na forma de diagramas de dispers&o da varidncia em fungo do teor.

Os resultados obtidos para os teores de cobre estéo reproduzidos nas Figuras
37 a41,
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Figura 37 Diagrama de disperséo dos teores de cobre e variéncias calculados pelo
metodo IQD-ORIGINAL, segundo Yamamoto ( 1991a).
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Figura 38: Diagrama de disperséo dos teores de cobre e variancias calculados pelo
metodo IQD-PROPOSTO, segundo Yamamoto ( 1981a).




PONDERAGCAC ESPACIAL
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Figura 39: Diagrama de dispers&o dos teores de cobre e varidncias calculados pela
PONDERAGAO ESPACIAL, segundo Yamamoto (1991a).
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Figura 40: Diagrama de disperséo dos teores de cobre calculados pela KRIGAGEM e
varidncias pela equagéo (28), segundo Yamamoto (1991a).
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KRIGAGEM—VARIANCIA EQ. 29
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Figura 41: Diagrama de disperséo dos teores de cobre calculados pela KRIGAGEM e
vanidncias pela equagédo (29), segundo Yamamoto (1991a).

Na Figura 37, pode-se observar o enviesamento provocado pelo método IQD-
ORIGINAL, onde muitos valores de variancia foram iguais a zero porque simplesmente
os blocos foram avaliados por um unico furo central, O enviesamento se da pela
atribuigdo do teor da amostra do furo central para todo o bloco de cubagem, neste
caso igual a 100x100x10 m, ou seja, com volume de 100.000 m3.

Para os métodos IQD-PROPOSTO e PONDERAGAO ESPACIAL (Figuras 38 e
39), as variancias obtidas foram diretamente proporcionais aos teores interpolados nos
blocos de cubagem, refletindo uma medida reai de disperséao.

A Figura 40, representa o diagrama de dispers&o da variancia de krigagem com
os teores de cobre. A reta de regressdo, dos minimos quadrados, apresenta uma
correlagao linear negativa, além de muita disperséo nos dados. Uma concentragéo de
pontos em torno da variéncia minima reflete a existéncia do efeito pepita. Portanto, a
variancia de krigagem ndo mede efetivamente a dispersao real dos dados utilizados na
interpolag@o do bloco. Por outro lado, substituindo-se a variancia de krigagem pela

variancia de interpolagéo, a correlagdo passa a linear positiva, como se pode observar
na Figura 41.

Os resultados apresentados nas Figuras 38, 39 e 41, ja permitem prever que os
teores interpolados pelo 1QD, ponderagéo espacial e krigagem ordinaria ndo seriam
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muito diferentes. Mas, para determinar as diferengas relativas entre os resultados
desses métodos, foi utilizada a técnica da validagdo cruzada, que consiste na
interpolagdo de um ponto de dado original utilizando as informacbes dos demais
pontos de amostragem. Assim, descontado o problema da variabilidade natural do
depédsito, o melhor método serd aquele que produzir a menor dispersédo em relagéo
aos pontos de dados originais.

"Obviamente, estes resultados dependerédo da densidade de amostragem,
bem como das caracteristicas intrinsecas do depdsito: distribuicdo espacial e
padréo de variabilidade dos teores. Assim, é perfeitamente possivel que o melhor
método para um tipo de depdsito ndo corresponde necessariamente em outro tipo
de depodsito, 0 que poderia implicar, inclusive, na inexisténcia de um método
universal" (Yamamoto 1991a).

As validagbes cruzadas s&o representadas graficamente por meio de diagramas
de dispersdo do teor verdadeiro X teor interpolado. Os resultados obtidos estéo
apresentados nas Figuras 42, 43 e 44.
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Figura 42: Diagrama de disperséo entre os teores verdadeiros de cobre e inferpolados
pelo método IQD, segundo Yamamoto (1991a).
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Figura 43: Diagrama de dispersdo entre os teores verdadeiros de cobre e interpolados
pela ponderagéo espacial, segundo Yamamoto (1991a).
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Figura 44: Diagrama de dispersédo entre os teores verdadeiros de cobre e interpolados
pela knigagem ordinéna, segundo Yamamoto (1991a).
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Os parémetros das retas dos minimos quadrados e os coeficientes de
correlagéo calculados para estes diagramas, encontram-se reproduzidos na Tabela
32.

Tabela 32: Pardmetros das retas dos minimos quadrados (a e b), coeficientes de
correlacgédo (cc) e numero de pontos (np) langados nos diagramas para um total de 1596
pontos, segundo Yamamoto (1991a).

variavel método a b CcC np
cobre QD 3,146E-02 8,620E-01 0,739 1527
cobre Ponderacgdo espacial 3,041E-02  8,691E-01 0,743 1525
cobre Krigagem ordinéria 1,069E-02  9,115E-01 0,760 1528

Os diagramas de disperséo obtidos, apresentam-se muito semelhantes entre si,
sendo possivel verificar apenas que a reta de regresséo dos minimos guadrados para
a krigagem ordinaria apresenta-se mais proxima da reta ideal, que nos demais
meétodos. Os coeficientes de correlagio das retas confirmam que o ajuste da krigagem
ordindria fot levemente superior que dos outros métodos.

Ainda com o objetivo de aferir os métodos utilizados, foram calculados os erros
padréo e RMS, que medem a dispers&o dos pontos, conforme as equagdes (26) e (27).

As medidas de dispersdo assim calculadas encontram-se na Tabela 33.

Tabela 33: Erros padrdo € RMS calculados para as validagbes cruzadas, segundo
Yamamoto (1991a).

variavel método Ep ErmS
cobre QD 0,131 - 2,34
cobre Ponderacgéo espacial 0,130 2,30
cobre Krigagem ordinéria 0,126 2,21

Os erros padrdo e RMS também confirmaram a superioridade da krigagem
ordinaria em relagdo aos demais métodos.

As caracteristicas dos métodos utilizados em ordem decrescente de ajuste aos
dados de Chapada, encontram-se resumidas no Quadro Ii.

Quadro Il
Caracteristicas dos métodos computacionais em ordem decrescente de ajuste.
Método Caracteristicas
krigagem ordinaria reconhece agrupamentos de pontos

corrige anisotropia geomeétrica

ponderagdo espacial reconhece agrupamentos de pontos

n&o corrige anisotropia geométrica

inverso do quadrado da distdncia | ndo reconhece agrupamentos de pontos

néo corrige anisotropia geométrica
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Os métodos computacionais foram aplicados aos dados da Jazida de Cobre de
Chapada, para o cdlculo das reservas geolégicas de cobre para teores de corte
simulados iguais a 0,20, 0,25 e 0,30%, conforme os resultados apresentados na
Tabela 34.

Tabela 34: Reservas geoldgicas de cobre (metal contido) da Jazida de Chapada,
segundo Yamamoto (1991a).

método teor de corte reserva teor médio

(%) (108 ton) (%)
1 0,20 1,026 0,356
2 0,20 1,021 0,338
3 0,20 1,010 0,342
4 0,20 1,004 0,340
1 0,25 0,869 0,397
2 0,25 0,851 0,375
3 0,25 0,843 0,380
4 0,25 0,834 0,379
1 0,30 0,699 0,444
2 0,30 0,672 0,416
3 0,30 0,690 0,415
4 0,30 0,666 0,420

Obs..0Os métodos estdo representados como:
1=|QD-ORIGINAL; 2=1QD-PROPOSTO;3=PONDERAGAO ESPACIAL;
4=KRIGAGEM ORDINARIA.

Os resultados das reservas geoldgicas de cobre foram representados na forma
de curvas teor x tonelagem (Figura 45).
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Figura 45: Curvas teor x tonelagem para as reservas geoldgicas de cobre, segundo

Yamamofto (1991a).
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"Nesta figura pode-se observar claramente que os resultados do método
IQD-original (interpolagdo do teor em um Unico ponto no centro do bloco)
destacam-se dos demais métodos, com tendéncia a superestimagéo de reservas e
teores medio, a qualquer nivel de teor de corte simulado.

Por outro lado, os métodos IQD-proposto, da ponderagdo espacial e
krigagem ordinaria produzem resultados muito proximos entre si, pois todos esses
fazem avaliagdes de blocos por meio da discretizac&o em sub-blocos, o que leva a
resultados mais confidveis e coerentes com a realidade. Levando em
consideragdo que os resultados destes Ultimos s&o mais confiaveis & medida que
um numero maior de pontos dentro do bloco foi estimado, chega-se a conclusao
importante que o método IQD-original, extensivamente utilizado no calculo de
reservas, tende a superestimar reservas e teores médios. Essa tendéncia sera
quao maior quanto menor for o0 suporte na ordem que segue: sub-blocos = centro
do bloco = amostra composta = amostra original. Em outras palavras, o erro de

extensdo aumenta com a diminuigdo do suporte, explicada pela relagio volume-
variancia mantida constante.

Assim, pelos resultados obtidos pode-se indicar que as reservas
determinadas pela krigagem ordinaria sdo mais confidveis dentro da qualidade e
guantidade de informagdes. Esta conclusdo ndo pode ser generalizada, sendo
valida somente para o caso em estudo, pois em ouiro caso, se ndo for possivel a
obtencdo de variogramas representativos, deve-se utilizar a ponderagdo espacial
que revelou-se superior ao IQD, uma vez que aquele reconhece agrupamentos de
pontos, ponderando-os adequadamente” (Yamamoto 1991a).

3.10 O método do inverso da poténcia da distancia para avaliagdo de blocos

A revisdo da geoestatistica realizada no trabalho do doutoramento permitiu a
adaptagéo do método do inverso da poténcia da distancia para avaliagéo de blocos.
Este novo metodo foi apresentado num simpdsio regional:

Yamamoto, J.K. 1991b. O método da ponderacdo pelo inverso da poténcia da
distancia aperfeigoado para avaliagéo de blocos. In: SIMP. GEOL. SUDESTE, 2,
Sé&o Paulo, 1991. Atas...S80 Paulo, SBG. p.219.

Como o trabalho consta apenas de seu resumo, sera apresentada uma revisio
atualizada desta metodologia, pois considera-se uma importante contribuicéo para
avaliacao de reservas.
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Segundo Houlding & Stoakes (1990), o método do inverso do quadrado da
distancia-IQD é superior aos métodos classicos de avaliagéo de reservas e, por isso,
tem sido extensivamente utilizado em substituigdo aos métodos geoestatisticos de

estimativa, quando estes n&o funcionam, pela impossibilidade de obtencéo de
variogramas representativos.

Isaacks & Srivastava (1989), demonstram que a krigagem de bloco nada mais é
que a composicao de resultados de avaligbes pontuais nos centros dos sub-blocos, ou
seja, a média das krigagens pontuais nos centros dos sub-blocos é igual ao teor médio
do bloco pela aplicagdo da krigagem de bloco. Esta constatagdo permite a aplicagdo
imediata do método IQD para avaliagéo dos sub-blocos, cujos resultados parciais s&o
entdo compostos para se obter o teor médio do bloco, como o fez Yamamoto (1991a).
Segundo este autor, a composigéo de teores dos sub-blocos para todo o bloco, por
meio do célculo da média, equivale ao cdlculo dos ponderadores médios das amostras
nos sub-blocos. Isto permite fazer a avaliagdo direta do bloco aplicando-se os
ponderadores médios QD nas amostras dos furos vizinhos ao bloco, embora Isaacks
& Srivastava (1989, pag. 327) tenham afirmado que a avaliagéo direta do bloco é uma
feicdo exclusiva da krigagem ordinéria, ndo sendo compartilhada por outros métodos
e, mesmo que alguns métodos possam ser adaptados, de maneira similar, os
resultados ndo sdo consistentes. Ainda segundo aqueles autores, o método da
ponderagédo pelo inverso da distancia pode ser adaptado de modo que o peso seja
proporcional a distancia média entre uma amostra préxima e o bloco. No entanto, este
procedimento ndo d4 o mesmo resultado que a média das estimativas pontuais feitas
dentro do bloco, pois esses autores enganaram-se ao usar as distdncias medias ao
invés dos ponderadores médios, como encontra-se descrito em Yamamoto (1991a).

Para se proceder a avaliagdo do bloco, usando o método IQD, deve-se
discretiza-lo em sub-blocos. Para isso € necessario definir a subdivis@o a ser adotada
para a obtengdo dos sub-blocos, ou seja, a dimensdo dos mesmo. Apenas como
sugestéo reproduz-se na Tabela 35, os valores maximos de discretizagdo do dominio a
ser estimado, conforme recomendacéao de Journel & Huijbregts (1978, pag. 97).

Tabela 35: Valores méximos para discrelizagéo do dominio a ser estimado, sequndo
Journel & Huijbregts (1978, pag. 97).

dimensao do dominio numero de pontos
UMA 10
DUAS 8X6

TRES 4X4X4
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A equagcéo para avaliagado direta do bloco pelo método do QD é:

T 221 T,. Wi (36)

onde: w; é o ponderador médio IQD médio entre a i-ésima amostra e todos os pontos
de discretizagéo do bloco.

O ponderador médio w; da i-ésima amostra localizada no ponto de
coordenadas (X;,Y;,Zj) e o k-ésimo ponto de discretizacéo do bloco localizado nas

coordenadas (Xbg,Ybk,Zby) € calculado da seguinte forma:

Primeiro calcula-se todas os ponderadores IQD por sub-bloco wj :
W, =[1/dfk / j§11 /dfk] (37)

Os ponderadores por sub-bloco ja s&o calculados para que a soma dos mesmos
seja igual a um. A distancia ao quadrado entre a i-ésima amostra e o k-ésimo sub-
bloco é calculada como:

A2 =[(X, ~XB, ) + (Y, ~ Yb,)? +(Z, - Zb, '] (38)

Finalmente, o ponderador médio da i-ésima amostra pode ser calculado como a
média dos ponderadores desta amostra nos sub-blocos:

— nd

Wi =2 Wy, /nd (39)

onde: nd é o numero de pontos de discretizagdo no bloco ou o nimero de sub-blocos.

O teor do bloco é obtido aplicando-se os ponderadores médios assim obtidos na
equacéo (36), que equivale a calcular a média dos tecres dos sub-blocos.

Para fins de comparacdo entre os pesos obtidos pelo método proposto e
aqueles obtidos da krigagem ordinaria de bloco, considere-se a situagdo dada na
Figura 46, em que se pretende calcular o teor médio do painel, a partir de 5 amostras
de furos de sondagem. Para fins de calculo do teor médio do painel, considerou-se
valido o modelo de variograma descrito pela seguinte equagéo:

{Y(h)=0,03. h para h<200m

40
y(h)=6 para h 2200 m (40)
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Figura 46: Localizag8o das amostras dos furos de sondagem e do bloco que se deseja
avaliar.

As coordenadas das amostras dos furos de sondagem encontram-se
reproduzidas na Tabela 36.

Tabela 36: Coordenadas (em m) das amostras dos furos de sondagem.

amostras coord. X coord. Y
1 125 175
2 160 125
3 150 25
4 25 50
5 255 140

A avaliacdo do bloco em consideragéo foi feita pela subdivisdo do mesmo em 4
sub-blocos, conforme as coordenadas dos centros dos mesmos reproduzidos na
Tabela 37.

Tabela 37: Coordenadas (em m) dos centros dos sub-blocos.

sub-blocos coord. X coord. Y
1 125 125
2 125 75
3 75 75
4 75 125

Os pesos da krigagem de bloco, conforme metodologia descrita em Journe! &
Huijbregts (1978), foram obtidos pela resolugéo do sistema de equagbes de krigagem
ordinaria (41):

0,000 1831 4,562 4,802 3,164 1] [L,] [2494]
1831 0,000 3,015 4,633 4,060 1| |L,| |2097
4,562 3,015 0,000 3,824 5085 1| |L,| |2806 )
4,802 4,633 3,824 0,000 2700 1| |L,| |2806
3164 4,060 5085 2,700 0,000 1| |Ls| {2647
|1 1 1 1 1 0] [M] [ 1]




Os pesos da krigagem ordinaria de bloco encontram-se na Tabela 38.

Tabela 38: Ponderadores da krigagem ordinanria de bloco.
amostra ponderadores K.O.

0,1441
0,2790
0,1883
0,1942
0,1944

PN =

&0

Para o calculo dos ponderadores médios do inverso do quadrado da distancia
para o bloco, determina-se os ponderadores por sub-bloco, que encontram-se na

Tabela 39.

Tabela 39: Ponderadores do inverso do quadrado da disténcia por sub-bloco

(ponderadores x 10'4)

amostra SB1 SB2 SB3 SB4
1 4,0000 41,0000 0,8000 2,0000
2 8,1632 2,6845 1,0282 1,3840
3 0,9411 3,2000 1,2307 0,6400
4 0,6400 0,9411 3,2000 1,2307
5 0,9876 0,7079 1,4980 3,7379

SOMAS 14,7320 8,5336 7,7571 8,0928

Os ponderadores assim obtidos s&o normalizados por sub-bloco, ou seja, séo
divididos pela soma dos ponderadores por sub-bloco de tal forma que agora a soma
dos ponderadores resulta em um. Os ponderadores normalizados por sub-bloco

encontram-se na Tabela 40.

Tabela 40: Ponderadores do inverso do quadrado da disténcia, normalizados por sub-

bloco.
amostra SB1 SB2 SB3 SB4
1 0,2715 0,172 0,1031 0,2224
2 0,5541 0,3146 0,1326 0,1539
3 0,0639 0,3750 0,1587 0,0712
4 0,0435 0,1103 0,4125 0,1369
5 0,0670 0,0829 0,1931 0,4156
SOMAS 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

Os ponderadores médios do bloco s&o obtidos como a média dos sub-blocos

como mostra a Tabela 41.

Tabela 41: Célculo dos ponderadores médios do bloco.

amostra SB1 SB2 SB3 SB4 SOMA MEDIA
1 0,2715 0,1172 0,1031 0,2224 0,7142 0,1786
2 0,5541 0,3146 0,1326 0,1539 1,1542 0,2886
3 0,0639 0,3750 0,1587 0,0712 0,6688 0,1672
4 0,0435 0,1103 0,4125 0,1369 0,7032 0,1758
5 0,0670 0,0829 0,1931 0,4156 0,7586 0,1897

SOMAS 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 ... 1,0000
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Com o objetivo de comparar os resultados obtidos, s&o calculados também os
ponderadores do inverso do quadrado da distancia para o centro do bloco (ponto de
coordenadas X=100, Y=100), denominado IQD-ORIGINAL, cujos resultados sé&o
tabulados juntamente com os da krigagem ordinaria e dos ponderadores médios do
bloco (Tabela 42).

Tabela 42: Ponderadores da krigagem de bloco, do inverso do quadrado da distancia para
bioco e o original,

amostra K.O, 1QD-BLOCO IQD-ORIGINAL
1 0,1441 0,1786 0,2044
2 0,2790 0,2888 0,3024
3 0,1883 0,1672 0,1572
4 0,1942 0,1758 0,1572
5 0,1944 0,1897 0,1788

Comparando-se os resultados obtidos, verifica-se que os ponderadores da K.O.
e do IQD-BLOCO apresentam-se altamente correlacionaveis, enquanto os
ponderadores calculados para o IQD original embora préximos desses ndo distinguem
certas caracteristicas que a estimativa de bloco exige como, por exemplo, o caso das
amostras 3 e 4 que estido a mesma distancia do centro do bloco e, por isso, tiveram
pesos iguais no QD ORIGINAL, mas ndo pelos demais métodos.

Como pdde ser visto, o método IQD-BLOCO é superior ao IQD-ORIGINAL 3
medida que permite uma redugao significativa do erro de estimativa evitando efeitos de
regress&o (Royle, 1979) pela avaliagdo de blocos com furos centrados (método dos
poligonos de Popoff, 1966).

3.11 Composigéo de varidncias em depdésitos minerais

Apés a avaliagdo de reservas de um depdsito mineral, em termos de seus
blocos de cubagem, e desejavel conhecer também o seu tedr médio e a sua variancia.

Esse problema foi estudado e a solugéo encontrada foi publicada em:

Yamamoto, J.K. 1992d. Composicdo de varidncias em depositos minerais. In: SEM.
NAC.: O COMPUTADOR E SUA APLICACAO NO SETOR MINERAL, 5, Belo
Horizonte, 1992. Coletanea...Belo Horizonte, IBRAM. p.285-292.

Para meihor entendimento do problema colocado, & necessario conhecer a

limitagdo da Geoestatistica no calculo da varidncia global do depdsito, como se
reproduz a seguir:

"A média global do depésito pode ser obtida como média ponderada das
estimativas locais pelos seus respectivos volumes:
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L 1 : *
Z% =5 IV 2, (42)

onde: Z'p é a estimativa da média global
D e o volume total do depésito e igual a soma dos n volumes V;;
Vi € o volume do i-&simo bloco do depésito;
Z*vj é o teor médio do i-ésimo bloco do depbsito.

De acordo com Journel & Huijbregts (1978), as varidncias de krigagem
ndo podem ser combinadas como podem as estimativas de krigagem (42). A
variancia de estimativa, conforme estes autores, pode ser escrita como:

2
0% = E{[Zd—Z*d]”}ﬁ{[%aszi -z+)| } (43)
0 que da:
1 h na . .
oy = F{E}Vﬁ G, +El1j§11V,ViE[(ZVi -Z*v((Lv,-Z vi)]} (44)

O problema esta no calculo das covaridncias dos erros E[(Zvi-Z*v;)
(ZvJ--Z*Vj)] que, teoricamente, segundo Journel & Huijbregts (1978, pag. 324), é
possivel somente se a fungdo semivariograma y(h) for conhecida para todas as
disténcias h dentro do depdsito, além do calculo das covaridncias dos erros ser
muito complicado. Segundo Kim & Baafi (1984) a covaridncia do erro entre dois
erros de estimativa, deve ser considerada porque 0os mesmos pontos de dados
sdo muitas vezes usados para estimar cada unidade do bloco e, por isso, 0s erros
de estimativa s&o estatisticamente dependentes. Kim & Baafi (1984) também
reafirmaram a impossibilidade do calculo da covaridncia do erro, por ser proibitivo
em termos de tempo de computagdo, quando o nimero de dados é grande”
(Yamamoto 1992d).

A solugdo proposta por Yamamoto (1992d), baseada na varidncia de
interpolacao associada a krigagem de bloco, é:

nb nb
g2 = Zeg /nb+ Z(Ty~Tp ) Inb (45)

onde: nb é 0 nimero de blocos do depésito;
g2g; & a variancia de interpolagéo do i-ésimo bloco;
Tg; € o teor médio do i-ésimo bloco;
Tp € o teor médio do depésito,
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que pode ser obtido como:

1nb

To :B|§1 ViTo, (48)

onde: V; é o volume do i-ésimo bloco,

o volume do depésito, portanto, é igual a:

nb
D=2V, (47)

O primeiro termo da equacgédo (45) é a variancia dentro dos blocos, ou seja, a
variéncia deriva dos blocos propriamente dito, e o segundo termo é a variancia entre
0os sub-blocos, devido a diferenca de teores entre os blocos e o teor médio do
depésito, mantendo-se a relagdo volume-variéncia constante.

A equacédo (45) é valida somente se os blocos forem de mesmo suporte, caso
contrario ela deve levar em considerag@o estas diferengas, como se apresenta na
equacao (48).

nh nb
ep =2eg Vi /D + (T, ~To)*V,/D (48)

3.12 Efeitos adversos da krigagem ordinaria

A estimativa por meio da krigagem ordinaria proporciona resultados superiores
aos demais métodos, pois permite corrigir anisotropias geométricas, bem como
ponderar adequadamente na presenga de agrupamentos de pontos. Entretanto, muitas
vezes estas feicdes particulares da krigagem acabam produzindo efeitos indesejaveis,
enviesando as estimativas.

Esses problemas foram estudados recentemente e os primeiros resultados
foram publicados nos seguintes artigos:

a) Yamamoto, J. K. 1994a. Sobre a ocorréncia de pesos negativos na solugdo de
sistemas de equagbes de krigagem. In. SIMP. QUANT. GEOC., 5, Rio Claro,
1994. Bol. Res. Exp...Rio Claro, IGCE/UNESP. p.104-108.

b) Yamamoto, J.K. 1994b. O problema dos pesos negativos da krigagem ordinaria:
efeito da superavaliagcio do furo central em malhas regulares. in. CONGR. BRAS.
GEOL., 38, Camborit, 1994. Bol. Res. Exp...Rio Claro, SBG. v.2, p.326-327.
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c) Yamamoto, J.K. 1984c. O efeito nocivo de pontos agrupados situados além da
amplitude do variograma na krigagem ordindria. Comunicag@o apresentada na
Sesséo de Ciéncias da Terra do dia 06/12/94 da Academia Brasileira de
Ciéncias.

A ocorréncia dos pesos negativos pode ser colocado como "um sério problema
pratico que tem sido sistematicamente ignorado pelos geoestatisticos tedricos é
aquele dos pesos negativos da krigagem. O procedimento da krigagem ordinaria ndo
faz quaisquer restricdes sobre os sinais dos pesos resultantes e, consequentemente,
0s pesos podem ser negativos" (Barnes & Johnson 1984).

Ainda segundo Barnes & Johnson (1984), os efeitos dos pesos negativos
podem resultar em:

+ teores negativos;

+ teores maiores gue o maior valor amostrado;

+ teores menores que o menor valor amostrado;

+ teores altamente erraticos por pequenas mudangas nas localizacbes dos pontos,

além desses, Herzfeld (1989) cita:

+ espessuras negativas;
+ interseccgdo de topo e base de camadas.

Para ilustrar como o pesoc negativo é inaceitavel na estimativa de teores pela
média ponderada, considere-se o caso do célculo da média do conjunto (5,3,8,2):

5+3+8+2=
4

- média aritmética = 4,5

- média ponderada = (1/4)*5 + (1/4)*3 + (1/4)*8 + (1/4)*2 = 4,5

Na média ponderada todos os pesos foram iguais a 1/4 e sempre maiores que
zero. Na krigagem ordinaria, o teor é estimado como média ponderada e, portanto, os
ponderadores devem ser sempre positivos |

"A ocorréncia de pesos negativos resultantes da solugéo de sistemas de
krigagem ordinaria esta ligada ao efeito de peneiramento, pelo qual as amostras
maijs proximas (passantes na malha da peneira) recebem pesos positivos e
numericamente superiores em detrimento daquelas distantes (retidas na malha da
peneira) que geralmente resultam em valores numericamente pequenos, podendo
inclusive ser negativos. Tais valores, em principio ndo deveriam causar distorgbes
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na estimativa de teores e varidncias, desde que os valores da varidvel de interesse
ndo apresentassem extremos, comuns em distribui¢cées lognormais. Nestes casos,
os teores podem resultar em valores negativos ou entdo em valores superiores ou
inferiores aos valores originais. Pontos ou blocos com teores negativos s&o
inadmissiveis, pois em depésitos minerais caso sejam minério o teor deverd ser
positivo, acima de um teor de corte predefinido, e se forem estéril o teor devera ser
positivo, abaixo do teor de corte, podendo inclusive ser igual a zero, mas nunca
negativo" (Yamamoto 1994a).

Ainda mais sério que os teores, as varidncias de interpolagdo s&o mais
susceptiveis aos pesos negativos, pois os ponderadores multiplicam diretamente as
diferencas ao quadrado. Se este valor for numericamente grande, a sua multiplicagéo
por um peso negativo resultard num valor negativo e numericamente pequeno,
tendendo permanecer negativo mesmo apds a soma de outros termos. A expresséo da
varidncia de interpolagdo resuitarda positivo quandoc e somente quando os
ponderadores forem todos positivos.

A principal causa da ocorréncia de pesos negativos, resultantes da solugdo de
sistemas de krigagem ordindria, esta ligada a disposigéo espacial das amostras em
relagdo ao ponto ou bloco a ser estimado. Portanto, ndo se trata em escolher um
determinado nimero de amostras e utiliza-lo para a krigagem ordinaria. Nesse sentido,
a simples escolha de um determinado nimero de pontos vizinhos mais préximos, sem
impor restrigdes a localizag&o dos mesmos, &€ a que pode causar um grande numero
de pesos negativos, pois em arranjos aleatérios ou semi-regulares dos pontos de
dados, ha grande probabilidade de ocorréncia de pontos agrupados dentro dos
subconjuntos de pontos para a estimativa. As Figuras 47 e 48 ilustram, respectivamete
para arranjos aleatérios e semi-regulares, como ocorrem os agrupamentos de pontos
de dados. Os arranjos semi-regulares de pontos de amostragem, caracterizam-se pela
maior densidade de amostragem ao longo das linhas, que entre as mesmas.

Na Figura 47, pode-se observar que a pesquisa dos vizinhos proximos, sem
nenhuma restricdo quanto a localizagcdo dos mesmos, resulta no agrupamento de
pontos no quadrante nordeste, em detrimento dos demais, enquantc o0 guadrante
sudoeste nem sequer foi amostrado. No arranjo semi-regular da Figura 48, verifica-se
que somente os pontos situados ao longo de uma linha de pesquisa foram
amostrados, se nenhuma restrigdo for imposta, caracterizando também um
agrupamento de pontos. Em nenhum dos dois casos citados, a amostragem espacial
foi representativa em termos do gradiente dos dados.
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Figura 47: Localizagéo dos oito pontos vizinhos mais préximos para o arranjo aleatério,
modificado de Harbaugh et al. (1977).
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Figura 48: Localizagéo dos oito pontos vizinhos mais préximos para o arranjo semi-
regular, modificado de Harbaugh et al. (1977).

Assim, para se evitar agrupamentos de pontos foram estabelecidos critérios de
selegdo de amostras por quadrantes ou octantes (Harbaugh et al. 1977), por meio dos
quais os pontos de dados poderiam ser escolhidos, de tal modo gue proporcionassem
melhor amostragem espacial, isto é, amostras igualmente distribuidas em torno do
ponto a ser interpolado. Os critérios de selegdo de amostras por quadrantes ou
octantes dividem a regi&o do ponto a ser interpolado em quatro ou oito setores,
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respectivamente e selecionam as amostras mais proximas por setor até completar um
numero desejado de amostras para fins de interpolagéo.

Para ilustrar o procedimento de selegdo de amostras por quadrantes e octantes,
foi utilizado o mesmo conjunto de pontos de dados da Figura 47, o qual reamostrados
com esses novos critérios, resultaram na localizagado dos pontos da Figura 49, usando
o critério dos quadrantes, e da Figura 50, pelo critério dos octantes. Para o
procedimento dos quadrantes foi adotada a selegdo de duas amostras mais préximas
por quadrante e para octantes, foi escolhida uma amostra por octante, resultando em
ambos os casos em oito amostras no total. Como resultado da aplicacdo dos critérios
de selegdo por gquadrantes ou octantes, tem-se uma melhor amostragem espacial,
evitando-se os agrupamentos de pontos.

+
..i..

++ +

+
++ 4+
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Figura 49: Sele¢do de duas amostras por quadrante, para o arranjo aleatério, adaptado
de Harbaugh et al. (1977).
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Figura 50: Selegéo de uma amostra por octante, para o arranjo aleatério, adaptado de
Harbaugh et al. (1977).

A Figura 51 apresenta o resultado da seleg&o de duas amostras mais proximas
por quadrante, para o conjunto de pontos de dados da Figura 48. Como pode-se
observar nesta figura, a aplicagéo do critério de quadrantes provocou a amostragem
de pontos em duas linhas adjacentes de pesquisa.
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Figura 51: Sele¢éo de duas amostras por quadrante, para o arranjo semi-regular,
adaptado de Harbaugh et al. (1977).

Arranjos semi-regulares ocorrem também com informactes de furos de
sondagem, onde a densidade de amostragem ao longo dos furos & sempre maior que
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entre os furos. A Figura 52, ilustra o caso da sele¢céo de amostras de furos de
sondagem para interpolagdo de ponto ou bloco na jazida, sem impor nenhuma
restricdo. A Figura 53 mostra a mesma situag8o anterior, porém com restricido de
localizag&o por "quadrantes”, ou seja, o equivalente para o caso tridimensional em que
cada quadrante representa um setor com angulo sélido de 900, que proporciona a

amostragem dos quatro furos ao invés de oito amostras mais préximas de um Unico
furo de sondagem.
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Figura 52: Localizagdo de oifo amostras de furos de sondagem mais préximas ao centro
do bloco, segundo Yamamoto & Bettencourt (1992),
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Figura 63: Selegdo de uma amostra de furo de sondagem por setor (quadrante
tridimensional), segundo Yamamoto & Bettencourt (1992).

Observe-se na Figura 52, que no caso de avaliagdo de jazidas, o critério de
selegdo por setor & importante para evitar a superamostragem de um determinado
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furo, em relag@o aos demais. Na Figura 53, aplicando-se o critério de selegéo por
setor, pode-se verificar que os quatro furos de sondagem foram amostrados,
melhorando a representatividade da amostragem, principalmente quando se estiver
avaliando um bloco de cubagem ou de lavra.

Para ilustrar a ocorréncia de pesos negativos para os subconjuntos de pontos
de dados, extraidos do arranjo aleatério, mostrados nas Figuras 47, 49 e 50,
respectivamente os mais proximos, por quadrante e por octante, considerou-se que 0s
dados de teor dos pontos de dados sdo descritos por um modelo de variograma
esférico, conforme a equacgéo (49):

3
y(h):20.[1,5%~0,5(%) ] parah < 40m

v(h)=20 para h> 40m

(49)

As coordenadas dos pontos de dados, encontram-se na Tabela 43.

Tabela 43: Coordenadas dos pontos de dados para os subconjuntos: préximo,
qguadrante e octante, extralidos do arranjo aleatério.

PROXIMO QUADRANTE OCTANTE
ponto leste norte leste norte leste norte
1 145 155 145 155 145 155
2 165 160 155 170 155 170
3 165 155 165 155 165 155
4 170 160 170 150 170 150
5 175 155 180 140 180 140
6 170 150 180 135 180 115
7 175 150 140 135 150 115
8 180 140 130 140 140 135

Resolvendo-se os sistemas de krigagem ordinéria para a interpolagéo do ponto
de coordenadas (160,145), obtiveram-se os coeficientes listados na Tabela 44.

Tabela 44: Coeficientes para as amostras dos subconjuntos préximo, quadrante e
octante, do arranjo aleatério.

ponto PROXIMO QUADRANTE OCTANTE
1 0,282 0,221 0,204
2 -0,012 -0,060 -0,066
3 0,378 0,296 0,296
4 -0,088 0,323 0,320
5 -0,111 -0,013 0,059
6 0,427 0,103 0,002
7 -0,011 0,235 0,026
8 0,134 0,353 0,159

Para facilitar a interpretagdo dos coeficientes obtidos (sinal, magnitude e
localizag&o relativa do ponto), representaram-se os coeficientes na forma de circulos
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proporcionais a sua magnitude e no caso de coeficientes negativos foram tomados os
seus valores absolutos. As Figuras 54, 55 e 56, representam os coeficientes obtidos,
para os subconjuntos proximo, quadrante e octante.

Na Figura 54, pode-se observar as caracteristicas da krigagem na atribui¢cao de
pesos as amostras utilizadas para a estimativa de um ponto ndo amostrado. Assim, as
amostras mais proximas tém coeficientes maiores, sendo inversamente proporcionais
a distancia. Porém, uma caracteristica indesejavel desta técnica € a atribuicdo de
pesos negativos a amostras situadas na sombra de outras. Isto implica na selegéao
prévia de amostras a krigagem ordinaria, evitando-se os agrupamentos de pontos.
Observe-se nesta figura que as amostras 4 e 5 tiveram 0s menores pesos negativos,
pois situam-se exatamente atras das amostras 3 e 6, respectivamente, enquanto os
pesos das amostras 2 e 7, ainda negativos, foram maiores que o das amostras 3 e 6,
por situarem-se em pontos ndo totalmente ocultos em relacdo ao ponto a ser
interpolado. A simulagé&o apresentada na Figura 54, procurou mostrar como ocorrem
0s pesos negativos em agrupamentos de pontos.
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Figura 54: Representagéo dos coeficientes para o subconjunto préximo do arranjo
aleatério.

A selecdo de amostras pelo critério de quadrantes, melhorou a amostragem
espacial, porém néo foi suficiente para eliminar o problema dos coeficientes negativos,
pois ainda permaneceram trés amostras, como se pode observar na Figura 55.

A Figura 56 mostra a representacdo dos coeficientes, para amostras
selecionadas pelo critério dos octantes. A melhora foi significativa, porém sem eliminar
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totalmente o problema dos coeficientes negativos, pois ainda restou uma unica
amostra com peso negativo. Embora o critério da selegdo por octante tenha melhorado
a amostragem espacial, ndo implica que ndo ocorrerdo pesos negativos, pois
dependera da configuracdo espacial dos pontos de dados em relagéo ao ponto a ser
interpolado. Entretanto, como se pdde observar a aplicagéo de critérios de selegéo, se
por um lado nido elimina o problema, ao menos atenua, diminuindo sempre a
possibilidade de ocorréncia de pesos negativos.
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Figura 55: Representagéo dos coeficientes para o subconjunto quadrante do arranjo
aleatdrio.
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Figura 56: Representagdo dos coeficientes para o subconjunto octante do arranjo
aleaténo.

O mesmo exercicio foi feito com os dados do arranjo semi-regular, conforme as
coordenadas dos pontos de dados da Tabela 45 e coeficientes da krigagem ordinaria
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da Tabela 46. As Figuras 57 e 58 mostram as representacoes graficas dos coeficientes
obtidos, respectivamente para os subconjuntos préximo e quadrante, extraidos do
arranjo semi-regular.

Tabela 45: Coordenadas dos pontos de dados para os subconjuntos: préximo e

quadrante, extraidos do arranjo semi-regular.

PROXIMO QUADRANTE
ponto leste norte leste norte

1 165 125 167,5 135
2 165 130 170 140
3 167,5 135 170 146
4 170 140 170 150
5 170 146 132,5 140
6 170 150 135 144
T 172,5 155 135 150
8 172,5 160 135 155

Tabela 46: Coeficientes para as amostras dos subconjuntos préximo e quadrante, do

arranjo semi-regular.

ponto PROXIMO QUADRANTE
1 0 0,257
2 0,172 0,066
3 0,176 0,226
4 0,076 0,252
5 0,238 -0,045
6 0,282 0,155
7 -0,051 0,055
8 0,108 0,033
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Figura 57:

Representacéo dos coeficientes para o subconjunto préximo do arranjo semi-

regular.



94

190
180
1704
. LEGENDA
160
. positivo
150 ;
. negativo
140
130
120
110
100 [ T T I T T I 1 I 1 1
100110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220

Figura 58: Representagéo dos coeficientes para o subconjunto quadrante do arranjo
semi-regular.

Na Figura 57, o subconjunto  mais préximo, resulta em apenas dois pesos
negativos, enquanto para o subconjunto quadrante (Figura 58) em apenas um peso.
Portanto, verifica-se que, em geral, o arranjo semi-regular proporciona uma
amostragem espacial mais representativa que aquela feita no arranjo aleatorio.

3.12.1 Estudo da geometria do cone de sombra

Pontos agrupados na krigagem ordinaria devem ser evitados, pois se por um
lado, a krigagem ordindria apresenta a caracteristica de realizar um "de-clustering”,
por outro, muitas vezes dependendo das relagdes espaciais entre as amostras dentro
do agrupamento de pontos, ocorrem pesos negativos, sempre para amostras mais
distantes e & sombra das amostras mais proximas. Um estudo neste sentido, foi
realizado com o objetivo de mapear a regido do cone de sombra para arranjos de
pontos com 2, 3 e 4 pontos fixos, situados sempre a mesma distancia em relacéo ao
ponto a ser interpolado e, portanto, todos com pesos positivos. Para esses arranjos foi
adicionada uma amostra que teve seu peso mapeado, delimitando-se assim o campo
dos pesos negativos. Neste estudo, realizado por Yamamoto (1994a), foi utilizado um
modelo de variograma do tipo transitivo, conforme a equacéo (50):

{'y(h) =0,5.h parah <40m (50)

v(h) =20 parah =40m

Cabe lembrar que a krigagem com um Unico ponto resulta em peso um, portanto
dd o mesmo resultado do principio dos pontos mais préximos (Popoff 1966),
independente da disténcia. Para duas amostras, os pesos serdo sempre positivos,
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podendo uma delas ter o peso igual a zero se estiver no cone de sombra da outra
(com peso um) e exatamente na mesma dire¢do. Para conjuntos com numero de
pontos maiores ou iguais a trés, existe a probabilidade de ocorréncia de pesos
negativos, em fungéo da distribuicdo espacial dos pontos.

As Figuras 58, 59 e 60 apresentam os cones de sombra delimitados para
arranjos de dois, trés e quatro pontos fixos, respectivamente, segundo Yamamoto
(1994a).
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Figura 58: Padr8es de variagdo do peso da amostra adicional para duas amostras fixas.
Amostras fixas no primeiro quadrante (A); em dois quadrantes continuos (B); e em
quadrantes alternados (C e D), segundo Yamamoto (1994a).
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Figura 60: Padrbes de variagdo do peso da amostra adicional para trés amostras fixas.
Amostras fixas no primeiro quadrante (A); em dois quadrantes continuos (B); e em trés
quadrantes (C e D), segundo Yamamoto (1994a).
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Figura 61: Padres de variagdo do peso da amostra adicional para quatro amostras
fixas. Amostras fixas no primeiro quadrante (A); em dois quadrantes continuos (B); em
trés quadrantes (C) e em quatro quadrantes (D), segundo Yamamoto (1994a).
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As regibes demarcadas com "< 0" indicam campos dos pesos negativos, i.e.,
gualquer amostra adicional neste campo resultara em peso negativo. Estes campos
situam-se sempre no cone de sombra das amostras fixas e este por sua vez depende
da distribuicdo espacial das amostras, sendo tanto maior quanto mais agrupadas
estiverem as amostras. Dentro do cone de sombra, para 0 caso de numero de
amostras pequeno, existe uma regidc com valores positivos - vide especialmente as
Figuras 59C e 59D, segundo Yamamoto (1994a). A distancia da amostra ao ponto a
ser estimado é o fator de importancia fundamental na escolha das amostras para a
krigagem ordindria (observe-se a configuragéo eliptica das curvas de igual peso da
amostra adicional). Se a amostragem espacial ndo for boa (Figuras 59A, 60A e 61A), a
amostra adicional pode estar distante até trés vezes a distancia da amostra mais
proxima que ainda aquela estara auxiliadno a interpolagdo. Se acontecer o contrario, a
amostra adicional deve ser tomada, de preferéncia, até duas vezes a distancia da
amostra mais préoxima.

3.12.2 Superavaliagdo do furo central em malhas regulares

Um outro problema associado a ocorréncia de pesos negativos, agora em
termos de seus efeitos, foi a superavaliagdo do furo central em malhas regulares,
segundo Yamamoto (1994b).

As malhas regulares de pesquisa sdo comumente utilizadas por permitirem
amostragem sistematica de depdsitos minerais. Tais malhas podem ser quadradas ou
retangulares formadas por furos localizados nos seus vértices. Nesse caso, qualquer
que seja o método de avaliagio de reservas, a excegdo do método dos triangulos, 0s
resultados serdo exatamente iguais, proporcicnados pela distribuicdo equitativa dos
furos na malha regular. O problema dos pesos algo diferentes para 0 método dos
tridangulos deve-se ao sentido da triangulagdo em malhas regulares, como esta
exemplificado na Figura 62, onde se mostra um mesmo conjunto de amostras, segundo
uma malha regular quadrada. Os resultados obtidos para as duas triangulagdes foram
ligeiramente diferentes, porém a média das duas triangulagbes da o mesmo resultado
que, por exemplo, c método dos poligonos e dos demais métodos.

As malhas regulares podem ser enriquecidas com furos adicionais, sempre
localizados nos centros de cada célula quadrada ou retangular. Agora o furo central
devera apresentar um peso maior, em relacéo aos furos dos vértices, pois aquele sera
exclusivo para o bloco em avaliagdo, enquanto os demais furos participarédo na
avaliacéo dos oito blocos periféricos, aléem do bloco em consideragao.
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Figura 62: Comparagéo entre 0os métodos dos tridngulos e dos polfgonos na avaliagdo de uma
malha regular quadrada.

Para o caso de uma malha regular quadrada, de lado igual a 50m, como
exemplificado através do bloco da Figura 63, com furos centrados, os pesos das
amostras dos furos central e laterais calculados pelos métodos analiticos (poligonos e
triangulos) e computacionais (IPD e krigagem ordindria) encontram-se na Tabela 47.
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Figura 63: Bloco de cubagem, de lado igual a 50m, para avaliagdo pela knigagem
ordinana.

Tabela 47: Pesos das amostras dos furos, para avaliagdo de bloco em malha regular
com furo centrado, calculados pelos métodos analiticos e computacionais, segundo

Yamamoto (1994b).

Método furo central (%) furos laterais (%)
poligonos 50 12,5
tridngulos 33,3 16,7
{PD/bloco 398 15,1

krigagem ordin. 46 14
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Para a krigagem ordindria, foi considerado valido o modelo de um variograma
esférico, descrito pelas equagdes (51):

3
y(h):40{1,571—g—0— 0,5(-1%6) ] parah < 100m

v(h)=40 parahz 100m

(51)

A Figura 64 ilustra os blocos com as divisdes adotadas pelos diferentes
métodos, bem como os pesos obtidos.

ESTIMATIVA DE BLOCO
Triangulos Poligonos
1 Qo 19 o
5
9
4 3 40 \>3
FUROS DOS VERTICES = 16.7%  FUROS DOS VERTICES = 12.5%
FURO CENTRAL = 33.3x% FUURO CENTRAL = 50%
IQD/BLOCO Krigagem
o o p—gagem
1 2 1 2
[v] a Q =}
5 5
h
x] x] Q [+
FUROS DOS VERTICES =15.05% FUROS DOS VERTICES = 14%
FURQ CENTRAL = 39.8% FURC CENTRAL = 46%

Figura 64: Desenho mostrando as divisdes adotadas para os métodos de avaliagéo
utilizados e os resultados obtidos.

O peso do furo central para o IPD/bloco (método adaptado para avaliagéo de
bloco, vide, por exemplo, Yamamoto 1981a) situou-se muito proximo & média (41,3%)
dos pesos para 0s métodos dos tridngulos e poligonos, porém pela krigagem ordinaria,
o valor obtido foi maior que a média esperada. Isto mostra que o furo central foi
superavaliado em detrimento dos demais.

Assim, para investigar a possivel causa da superavaliagdo do furo central,
reproduz-se o sistema de equacgdes de krigagem (equagdes 52) do bloco mostrado na
Figura 63:
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0 27,5 3536 27,5 20,33 1, ] [21,08]
27,5 0 27,5 3536 20,33 1||A,| [21,08
3536 27,5 0 27,5 20,33 1|iA;| |21,08 (52)
27,5 3536 27,5 0 20,33 1A, | [21,08
20,33 20,33 20,33 20,33 0 1(A;| |10,50
|1 1 1 1 1 ojlp] [ 1]

Os resultados obtidos para o sistema de equagfes (52), encontram-se na
Tabela 48.

Tabela 48: Coeficientes da krigagem ordinéria de bloco, da Figura 63.
AMOSTRAS COEFICIENTES

0,14

0,14

0,14

0,14

0,46

[S 0

Analisando-se o sistema de krigagem ordindria e seus resultados, cbserva-se
que os pesos resultantes ndo apresentam nenhum problema aparente como causa da
superavaliacéo do furo central. Assim, resolveu-se decompor a resolugao do sistema
da krigagem ordinéria de bloco, de acordo com a discretizagéo de 2x2 sub-blocos, e
depois estimar o bloco como média dessas estimativas parciais, cujo suporte tedrico
estd baseado no Teorema da Combinagdo das Estimativas de Krigagem (Journel &
Huijbregts, 1978).

A Figura 65 apresenta a decomposi¢&o do bloco em quatro sub-blocos (A, B, C
e D) para avaliag@o pela krigagem ordinaria.

A decomposigio em sub-blocos implica na resolugdo do sistema de equagdes
de krigagem para cada um deles, conforme os sistemas de equagdes (53):

-r -

0 275 3536 27,5 2033 1|[2,] [10,60] [22,487] [22,487 [28,84]
276 0 27,5 3536 20,33 1|/a,| |2248| |10,50| |28,84| |22,48
3536 27,5 0 275 20,33 1{r,| (2884 [22,48] [2248 |10,50
275 3536 276 0 2033 1||a,| |22.48| |28,84| |10,50| | 22,48 (53)
20,33 20,33 20,33 2033 0 1| x| [10,50| [10,50| {10,50 | |10,50
1 1 1 1 1 oflwl [ v LS L gL 1

A B C D

i P Rl o A TR AT R S
BTty DE SEOCIENDIAG « UHP
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1 A 2 1 B 2
“‘ O
o 5
@ O
4 5\> </4 3
1 C 2 1 D 2
o ®
O O
5 D
&
@, O
4 3 4 3
Figura 65: Decomposigdo do bloco em quatro sub-blocos para avaliagéo pela krigagem
ordinana.

As resolucbes dos sistemas de equagdes (53), d&o os seguintes coeficientes,
como mostrados na Tabela 49.

Tabela 49: Pesos dos sub-blocos e do bloco obtidos para a avaliagéo de bloco em
malha regular com furo centrado, pela aplicacdo da krigagem ordinaria.

SUB-BLOCOS ,
Amostra A B C D SOMA ___ MEDIA
1 0,47 0,08 0,06 -0,05 0,54 0,14
2 0,08 0,47 -0,05 0,06 0,54 0,14
3 -0,05 0,06 0,06 0,47 0,54 0,14
4 0,06 -0,05 0,47 0,06 0,54 0,14
5 0,46 0,46 0,46 0,46 1,84 0,46

Com os resultados das krigagens pontuais nos sub-blocos, pdde-se verificar a
causa da superavaliag&o do furo central, devido ao efeito de sombra do furo central,
resultando em peso negativo o furo situado nela. Observe-se que para cada sub-bloco
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havera um furo lateral situado exatamente no cone de sombra (Yamamoto 1994a) do
furo central (Figura 65), o que causa aquele furo um peso negativo.

Pelos resultados obtidos, verifica-se que no caso particular da malha regular
com furo centrado, o uso de pesos meédios, entre aqueles encontrados para os
métodos classicos, jA4 dard bons resultados, pois a aplicagdo de métodos
computacionais néo trard vantagens adicionais, podendo inclusive haver a

superavaliagdo do furo central pela aplicagdo da krigagem ordindria, segundo
Yamamoto (1994b).

3.12.3 Pontos agrupados além da amplitude do variograma

Uma outra consequéncia negativa da krigagem ordinaria foi observada para
pontos situados além da amplitude do variograma, como foi apresentada na Sesséo de
Ciéncias da Terra da Academia Brasileira de Ciéncias, como: "O efeito nocivo de
pontos agrupados situados além da amplitude do variograma na krigagem ordinaria”,
como se expde a seguir.

Uma das mais importantes feicoes da krigagem ordindria é a sua capacidade
para reconhecer relagdes espaciais entre amostras, i.e., de acordo com Kim (1990), a
capacidade de "de-clustering” dos dados durante o processo de estimativa. Entretanto,
esta feicdo da krigagem ordindria, denominada transferéncia de influéncia, nem
sempre produz resultados satisfatérios, seja através dos pesos negativos, como
também pelo efeito nocivo de pontos agrupados situados além da amplitude do

variograma. Geralmente esta situagéo ocorre em regides subamostradas e também em
cantos e bordas de mapas.

A fim de introduzir o problema, considere-se as coordenadas da Tabela 50,
conforme a situacao do mapa de pontos da Figura 66.

Tabela 50. Coordenadas dos pontos de dados e o ponto a ser estimado.

pontos teste (M) norte (m)
1 700 800
2 400 850
3 100 650
4 200 300
5 500 200
8 850 300
7 1000 650
0 600 500
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Figura 66: Mapa de localizagdo dos pontos de dados.

Os valores da variavel de interesse nos pontos de amostragem s&o assumidos
para serem descritos pelo seguinte modelo esférico:

h hY’
'y(h)—10+30[1,5~a——0,5[g) } para h<300m (54)

y(h)=40 para h> 300 m
Obvserve-se na Figura 66, que todos os pontos estdo situados além da

amplitude do variograma. Para estimativa do ponto central, tem-se o seguinte sistema
de equagbes de krigagem:

(0 40 40 40 40 40 40 1] [t,] T[40
40 0 40 40 40 40 40 1| |L,| |40
40 40 O 40 40 40 40 1| |L,| |40
40 40 40 O 40 40 40 1| |L,| |40 (55)
40 40 40 40 O 40 40 1| |Ls| |40
40 40 40 40 40 O 40 1| [L| {40
40 40 40 40 40 40 O 1| |L,| |40
11 1 1 1 1 1 0| M| [1]

A resolugdo desse sistema, como seria de se esperar, deu 0S mesmos
resultados do efeito pepita puro (Journel & Huijbregts, 1978, pag. 312), como
reproduzidos na Tabela 51.



Tabela 51: Ponderadores da krigagem ordinéria para o arranjo de pontos da Figura 66.

ponto

peso

~ DA WN -

0,143
0,143
0,143
0,143
0,143
0,143
0,143
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Esses pesos sdo iguais a 1/7, ie. o valor da variavel em um ponto nao
amostrado é igual a média aritmética dos valores dos 7 pontos de dados, porque todos
os pontos de dados estdo além da amplitude do variograma em relagdo ao ponto a ser

estimado.

Considere-se agora uma outra situagéo, obtida deslocando-se os pontos 1,6 e 7
para a regido NE do mapa, como se pode observar na Figura 67. As coordenadas dos
pontos de dados encontram-se na Tabela 52.

PONTOS AGRUPADOS
(ALEM DA AMPLITUDE)

900N |
I
S00N.]
4
300N i
0 ] I T

400F

80OE

1200E

Figura 67: Mapa de localizagéo de pontos de dados, com os pontos 1,6 e 7 deslocados

para a regido NE.

Tabela 52: Coordenadas dos pontos de dados da Figura 67.
pontos leste (m) norte (m)
1 850 750
2 400 850
3 100 650
4 200 300
5 500 200
6 950 800
7 900 850
0 600 500
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Para a krigagem do ponto central, utilizando 0 mesmo modelo de variograma
(54), tem-se 0 seguinte sistema de equacgdes:

0 40
40 0
40 40
40 40
40 40
21,325 40
21,325 40
1

40
40
0
40
40
40
40
1

40
40
40
0
40
40
40
1

40
40
40
40
0
40
40
1

21,325
40
40
40
40

0

13,880

1

21,325
40
40
40
40

13,880

0
1

1
1
1
1
1
1
1
0

- -
W N A

—

40]]
40
40
40
40
40
40

1

(56)

Observe-se no sistema de equacgbes de krigagem (56), que os valores de
semivariancia correspondentes as amostras 1,6 e 7 sdo menores que o patamar (40),

embora todos os pontos estejam situados além da amplitude do variograma.

A Tabela 53, apresenta os resultados obtidos da resolugdo do sistema de

equacbes (56).

Tabela 53: Ponderadores da krigagem ordinaria para o arranjo de pontos da Figura 67.

ponto

peso

~NOH OGN -

0,108
0,183
0,183
0,183
0,183
0,080
0,080

Os ponderadores obtidos foram representados em diagrama de barras, como

mostra a Figura 68.

Observando-se os resultados da Tabela 53 e Figura €8, verifica-se gue os
pesos dos pontos 1, 6 e 7 foram menores que 1/7, enquanto aqueles dos pontos 2, 3,
4 e 5 foram maiores que 1/7. A este fato denominou-se de efeito nocivo de pontos
agrupados situados além da amplitude do variograma, pois se todos os pontos de
dados, em relagdo ao ponto a ser interpolado, estiverem além da amplitude do

variograma (nc campo aleatério),

invariavelmente iguais a media aritmética.

0s pesos desses pontos deveriam ser
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Soma dos coeficientes

no. de pontos

Figura 68: Diagrama de barras dos ponderadores da krigagem ordinénia para o arranjo
da Figura 67.

Uma solugdo para esse caso, seria verificar a localizagéo de todos os pontos de
dados em relagdo ao ponto a ser interpolado, se todos estiverem além da amplitude do
variograma, entdo a solugéo é utilizar o modelo efeito pepita puro definido pelo
patamar do modelo em uso, neste caso o modelo esférico com patamar = 40.
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4 ANALISE CRITICA

A sistematizacdo apresentada mostrou o desenvolvimento dos métodos e
solugdes para problemas ligados a avaliagdo de reservas.

Como se pbOde observar, no inicio a preocupagéo do Autor estava dirigida
simplesmente a interpolagéo de pontos, seja para o contorno automatico de dados
geolégicos como para a modelagem de jazidas. Além disso, na fase da utilizag@o de
hipersuperficies de tendéncia ndo havia a preocupagéo para a necessidade de um
interpolador exato para avaliagéo de jazidas.

Assim, a pesquisa das equagbes multiquadricas iniciada com o trabalho de
mestrado, foi muito importante para a introdugdo e utilizagéo de uma nova classe de
fungbes de interpolagdo, que tinha como caracteristica principal a exatidao, no sentido
de passar sobre os pontos de dados originais. Entretanto, a proposta original das
equagbes multiquadricas de Hardy (1971), era a de um interpolador global e exato, o
que limitava a sua aplicagdo para dados geoldgicos, pois sdo comuns conjuntos de
dados com centenas a milhares de amostras. Assim, foi realizado um trabalho de
pesquisa para testar a validade da aproximagéo das equagdes muiltiquadricas como
um interpolador local e exato. Para isso foram utilizadas superficies matematicamente
definidas, seguindo sugestdo de Franke (1982). Sob o ponto de vista critico, hoje
utilizar-se-ia de superficies topogréficas extraidas de folhas topogréficas para avaliar a
aproximagéo global em relagdo a local. E para a interpolagdo tridimensional em que
foram utilizadas as hipersuperficies denominadas polinomiais tricibica e bicubica, os
resultados foram ainda mais criticos, principaimente com relagéo aos resultados
obtidos para a polinomial tricubica, pois dificilmente uma jazida teria a sua variagéo
espacial explicada por uma funcdo desse tipo. Novamente, no caso desse teste, 0
autor deveria ter feito a validacéo cruzada com dados de depdsitos minerais, que n&o
s6 poderiam confirmar os resultados obtidos, mas também mostrar melhor a eficiéncia
do método das equagdes multiquadricas para dados de depédsitos minerais. Nesse
sentido, permanece como questdo aberta a eficiéncia do ajuste das equagGes
multiquédricas com a variabilidade natural dos depésitos minerais. Uma avaliagéo
atual das equagdes multiquadricas, mostra que elas sdo muito sensiveis ao sistema de
coordenadas, bem como em relagio & magnitude e dispersdo da variavel dependente.

Foi iniciado também o estudo da técnica da krigagem ordinaria que, tinha uma
formulagdo matematica muito semelhante ao das equagdes multiquadricas. A primeira

pesquisa realizada com relagdo a esta semelhanga, foi a comparagéo desses metodos
para um mesmo conjunto de dados de topografia.
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Observe-se que até esta fase da pesquisa ndo havia a preocupagéo com a
avaliag&o de um possivel erro de estimativa. Efetivamente, este assunto é tratado com
o novo método de interpolagéo bidimensional (Yamamoto, 1988d).

O desenvolvimento deste novo método, como mostrado passc a passo neste
trabalho, foi resultado de uma série de adaptagbes e substituicdes feitas no sistema de
equacgbes multiquédricas, a fim de torna-lo semelhante ao sistema de equacgdes de
krigagem ordinéria. A interpretagdo atual do sistema do novo método pode ser feita a
partir de um artigo de Hardy (1977), onde ele demonstra que os sistemas de equacdes
de covaridncia - semelhante ao da krigagem ordindria - (57) e o das equagdes
multiquadricas (58), em nota¢éo matricial, s&o similares, como se reproduz a seguir:

Cy Cpp - C Z,
Z,=[Cy Cp - cp,,]*cf1 Cf . Cf . %2 (57)
Cn1 an Cnn Zn

Qy Qp . Q] [Z

Q, Q, .. Q, Z
Z,=[Qu Q. .. Q. 7 N N

(58)
Q, Q. . Q. Z
onde: Qij = [(Xi-Xj)z + (Yi-Yj)z + C]1f2

Segundo Hardy (1977), no caso da predicao com fungbes de covariancia, o
valor a ser interpolado resulta:

Z,= 20,2, (59)
e no caso das equacbes multiquadricas:
Zp= i§1 G Qpi (60)

Os coeficientes (a;, i=1,n) s&o resultado do produto do vetor linha com a matriz
inversa das covariancias da equagdc (57), enquanto os coeficientes (cj, i=1,n)
resultam do produto da matriz inversa das quadricas com o vetor coluna das variaveis
dependentes. As similaridades entre os dois sistemas estdo somente nas formas
dessas equacgdes, pois segundo Hardy (1977).

QzC (61)
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A equacdo (57) permite fazer uma interpretagdo adequada das transformacgdes
feitas no sistema de equagdes multiquédricas (Yamamoto, 1988d), as quais, hoje,
considera-se tenham sido empiricas. Assim, a transformagdo bésica foi calcular o
produto do vetor linha com a matriz das quédricas, porém com uma condigéo adicional
que a soma dos coeficientes assim obtidos fosse igual a um. Para ilustrar a
interpretacado, utilizou-se novamente do conjunto de pontos de dados da Tabela 14.
Portanto, a interpolagéo da cota Z, no ponto de coordenadas (30,30), de acordo com a
equacéo (57), é feita como:

3162 22,583 22,5837 [760
Z,=[10,488 14,491 14,491]*|22,583 3,162 20,248| *|790 (62)
22,583 20,248 37162 | (780

Multiplicando-se o vetor linha pela matriz inversa das quadricas, obtém-se o
seguinte vetor linha:

(0,432 0,202 O, 202] (63),

que multiplicado pelo vetor coluna das cotas, resulta na cota interpolada no ponto
(30,30):

760
Z,=[0,432 0,202 0,202]*|790 =645,46 (64)
780

Agora de acordo com a formulagao original de Hardy (1971), multiplicando-se a
matriz inversa das quadricas pelo vetor coluna das cotas, obtem-se o vetor coluna:

18,672
15,227 (65),
15,227

que multiplicado pelo vetor linha das quédricas no ponto (30,30}, resulta também na
cota interpolada:

18,672
Z,=[10,488 14,491 14,491]* | 15,227 |=645,63 (66)
15,227

As pequenas diferengas entre os resultados obtidos (64 e 66), devem-se a erros
de arredondamento. A matriz linha (63) s&o os coeficientes equivalentes do sistema da
krigagem ordindria. Entretanto, a soma desses coeficientes n&o resulta em um,
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portanto, o resultado obtido em (84) deve ser dividido pela soma dos coeficientes,
segundo o célculo da média ponderada. Assim, dividindo-se a cota obtida pela soma
dos coeficientes, tem-se:

Z,, = 645,46/0,836 = 772,08 (67),

ou seja, um resultado muito préximo ao da interpolagéo pela equagéc do plano {15) e,
portanto, muito superior, em qualidade, ao resultado obtido pelas equagdes
multiquadricas (66). Assim, no novo método, introduzindo-se empiricamente a
condigdo para que a soma dos coeficientes fosse igual a um, estava-se na realidade
normalizando os coeficientes como em (67). Como consegiiéncia, ¢ novo método pode
trabalhar com um numero menor de pontos, para produzir uma interpolagéo de
qualidade, em relagéo as equagbes multiquadricas, conforme pode-se observar nas
Figuras 31 e 32. Mas, por que a interpola¢do pelas equagdes multiquadricas tende a
melhorar com © nimero de pontos? A resposta para esta questdo deve estar
justamente na soma dos coeficientes das equagbes multiquadricas, obtidos pelo
produto do vetor linha pela matriz inversa das quadricas (equago 62). Assim, a fim de
verificar esta resposta utilizou-se do conjunto de pontos de dados da Tabela 15, do
qual foram extraidos 9 subconjuntos, de 3 a 27 pontos, em incrementos de 3, para
interpolagdo do ponto de coordenadas (30,30). Para cada subconjunto foram

calculados os coeficientes e a sua soma, cujos resultados encontram-se listados na
Tabela 54.

Tabela 54: Resultados da interpolacéo pelas equagdes multiquédricas para interpolagdo
do ponto (30,30), o erro relativo e a soma dos coseficientes.

n2 pontos cota (m) erro relativo (%) soma coeficientes
3 645,63 16,42 0,836
6 698,13 9,63 0,905
9 729,96 5,51 0,042
12 749,59 2,97 0,968
15 759,07 1,74 0,981
18 761,43 1.43 0,985
21 763,59 1,15 0,987
24 764,87 0,99 0,989
27 766,18 0,82 0,991

A variagdo da soma dos coeficientes com o nimero de pontos foi representada
graficamente como se apresenta na Figura 69.
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Soma dos coeficientes
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no. de pontos

Figura 69: Variagdo da soma dos coeficientes das equagbes multiquadricas para
interpolagéo do ponto (30,30) a partir dos subconjuntos de pontos extraidos da Tabela
15.

Como se pode verificar na Tabela 54, a soma dos coeficientes tende a um com
o aumento do numero de pontos, acompanhada da diminuicdo do erro relativo.
Portanto, a simples corregdo dos coeficientes, por meio da sua normalizagéo, ja e
suficiente para melhorar a qualidade da interpolagdo com um minimo de pontos.
Assim, o novo método consiste simplesmente na utilizagdo dos coeficientes
normalizados !

Se o novo método utiliza os coeficientes normalizados das equagdes
multiquadricas, o ideal seria manter a denominagdo original de "equagbes
multiquadricas" acrescida da expressdo "normalizadas". As "equagdes multiquadricas
normalizadas" mantém as mesmas propriedades originais, porém com a vantagem de
ser tanto um interpolador local como global.

Esta constatagdo vem confirmar a validade de todo o desenvolvimento feito para
o novo método para interpolagdes bidimensional e tridimensional de dados geolégicos
(Yamamoto, 1988d e 1989).

Um outro ponto a salientar na linha de pesquisa do autor diz respeito ao calculo
da variancia de interpolacéo, que foi desenvolvido com a proposta das "equagdes
multiquadricas normalizadas". A grande vantagem da varidncia de interpolagéo, esta
na possibilidade de permitir uma medida direta da variancia de dispers&o, dos pontos
de dados originais em relagéo ao ponto interpolado. E, portanto, uma medida local de
disperséo e, assim, melhor que a variancia de krigagem que é apenas uma medida da
configurac@o espacial dos pontos de dados utilizados na interpolagdo. Além disso, a
sua formulacdo permite que seja aplicada em qualquer técnica de interpolagéo que se
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utilize da expressdo da média ponderada (equagdes multiquadricas normalizadas,
inverso da poténcia da distancia e krigagem ordinaria), bem como para interpolagbes
pontual ou de bloco.

O método do inverso da poténcia da distancia aperfeigoado para avaliagéo de
blocos é realmente superior ao método original para o célculo de reservas e, por iSS0,
considera-se como uma importante contribuicéo pratica.

As pesquisas recentes no estudo dos efeitos adversos da técnica da krigagem
ordindria, apresentaram resultados que devem ser considerados na pratica dessa
técnica na avaliagdo de jazidas.
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

Este trabalho apresentou uma sistematizagdo de parte da obra do Autor,
notadamente entre 1980-1994, dirigida ao desenvolvimento de métodos de
interpolagdo, bem como da varidncia de interpolagdo e problemas associados a
krigagem ordinaria. Procurou-se fazer a sistematizagéo da obra, seja citando trechos
de artigos publicados, bem comc complementando-a com informagbes e
interpretacdes atualizadas, & luz dos resultados de pesquisas e estudos ainda n&o
divulgados.

A linha de pesquisa principal do Autor centrada em problemas de interpolacao
para avaliagdo de jazidas, estda embasada em dois projetos de pesquisa de péds
graduagédo, os quais foram considerados fundamentais para a consolidagédo da sua
formagao académica e profissional.

Nesta linha de pesquisa, pode-se ressaltar como contribui¢cdes importantes:

+ 0 método das "equagdes multiquadricas normalizadas”;
+ avariancia de interpolagao;
+ 0 metodo do inverso da poténcia da distancia para blocos;

Cabe considerar também que muitos dos resuitados apresentados neste
trabalho, além daqueles anteriormente publicados nos artigos citados, procedem de
pesquisas desenvolvidas ao longo desses anos, 0s guais ainda ndo foram divulgados,
ou adequadamente divulgados em peridédicos de maior circulagdo. Nesse sentido,
tomandoc como exemplo o novo método de interpolagéo, pode-se afirmar que agora
consolidou-se como "equagbes multiquadricas normalizadas" e, por isso, pode ser
publicado nesses meios. Entretanto, ha necessidade agora de um estudo dirigido a
influéncia da constante multiquadrica, conforme a variabilidade natural dos dados
geologicos.

A variancia de interpolagéo, originalmente proposta para o calculo da variancia
de estimativa do novo método de interpolagéo, pode ser aplicada em qualquer método
de interpolacédo baseado no principio da média ponderada e também em interpolagdes
pontuais e de bloco. Além disso, permite a sua combinacgéo para o célculo da variancia
global do depdsito associada ao seu teor médio, o que seria impossivel com a
variancia de krigagem, pois ela dependeria de informagdes do variograma para toda a
extensdo de depdsito.

Com relagdo ao método do inverso da poténcia da distancia aperfeigcoado para
avaliagéo de blocos, considera-se uma contribuicdo pratica importante & mineragéo,
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que faz uso freqliente deste método, porém segundo a sua formulag&o original,
quando néo se pode fazer uso da krigagem ordinaria, devido a impossibilidade de
obtengdo de variogramas representativos do depdsito.

Um outro ponto a considerar nesta linha de pesquisa dirigida a métodos de
interpolagdo diz respeito a dificuldade do Autor, devido a sua formagdo basica em
Geologia, em trabalhar com assuntos na interface Geologia/Matematica/Estatistica.
Por isso, tem-se recorrido a solugbes praticas, utilizando-se de exemplos numericos.

Uma caracteristica da linha de pesquisa estd no fato de desenvolver um
determinado método, por meio do seu estudo promovendo adaptagdes e melhorias, e
ndo simplesmente utiliza-lo tal qual originalmente proposto. Assim, a exce¢do da
aplicacdo dos hiperpolinémios no Complexo Alcalino de Anitapolis, todos os demais
trabalhos realizados enquadram-se nesta caracteristica.

A grande maioria dos trabalhos produzidos nesta linha de pesquisa foi de
autoria do candidato sendo poucos os trabalhos em co-autoria. Os trabalhos de
colaboragao tém surgido recentemente com a orientag@o de alunos de pés-graduagao.

Finalmente, a pesquisa deve ser continuada, também com o auxilio de alunos
de pdés-graduagdo, em muitos problemas apontados neste trabalho, bem como em
outros, por exemplo, ligados a classificagdo de reservas por meio do calculo da
variancia de interpolagéo.
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