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Resumo

Fazemos um estudo sobre a geracdo de geometria no espago-tempo como conse-
quéncia da introdugdo nele de campos quénticos de matéria. Utilizamos como definigao
de Teorias Quanticas de Campos sua representacdo na rede Euclideana. A introdugio
de fontes externas no modelo A¢* quebra a invarianga translacional do modelo na re-
de. Devido a isto o modelo passa a definir, através de sua massa renormalizada, uma
escala fisica varidvel, dependente de posigdo. A interpretacio desta escala fisica como
a unidade fisica que define distancias gera em redes finitas uma geometria métrica com
curvatura intrinseca niao-nula.



Abstract

We study the generation of geometry in space-time as a consequence of the intro-
duction in it of quantum matter fields. We use as definition of Quantum Field Theories
their representation on the Euclidean lattice. The introduction of external sources in
the A¢* model breaks the translational invariance of the model on the lattice. Due to
this the physical scale that the model defines through its renormalized mass becomes
dependent on position. The interpretation of this physical scale as the physical unit
which defines distances generates on finite lattices a metric geometry with non-zero
intrinsic curvature.
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Capitulo 1

Introducao e Revisao

A fisica tedrica contempordnea estd baseada em duas grandes estruturas intelectuais
fundamentais cuja descoberta constituiu a grande revolugdo ocorrida na primeira me-
tade deste seculo: a Relatividade e a Mecanica Quantica. Mais do que teorias descri-
tivas de um ou outro aspecto da estrutura da natureza, estas estruturas intelectuals
constituem meta-teorias contendo os principios fundamentais que regem toda a fisica.
Dizemos que estas duas estruturas intelectuais sao teorias de principio, em contraste
com as feorias de substancia que descrevem cada aspecto da estrutura da natureza.

Dentre as teorias que descrevem as diversas formas fundamentais de interagdo entre
as particulas que constituem a estrutura da matéria a mais bem conhecida e também
aquela cujas aplicagbes sdo mais universais e familiares é, sem duvida, a Eletrodinamica.
Ber¢o da Relatividade, é também nela que se realizou a mais bem sucedida e comple-
ta aplicagao dos principios da Mecédnica Quantica. Os principios classicos da Eletro-
dindmica constituemn uma das partes mais bem sucedidas da fisica e a aplicagdo a eles
dos principios da Mecédnica Quéantica levou a criagdo da Eletrodinamica Quantica, a
mais bem sucedida das Teorias Quanticas de Campos.

Os grandes sucessos da Eletrodinamica QQuantica levaram a formulacdo de genera-
lizagbes dela, conhecidas como Teorias de Gauge, para a descrigdo das interagbes de
curto alcance existentes na natureza. Em contraste com a Eletrodindmica, que domina
a estrutura da matéria ao nivel do atomo e das moléculas, estas interagoes de curto
alcance, chamadas de interagoes fortes e fracas, dominam a dinamica da estrutura do
nicleo atémico e de seus componentes. Estas sdo as interagdes cuja descoberta € mais
recente, ocorrida neste século, sendo também as menos bem compreendidas.

As interagoes fracas sao descritas e unificadas com a Eletrodindmica por uma Teo-
ria de Gauge de simetria U(1) x SU(2), enquanto as interagdes fortes sao descritas
pela Cromodinamica Quantica, uma Teoria de Gauge com simetria SU(3). Enquan-
to todas estas sao teorias quanticas de campos vetoriais descrevendo diversos tipos de
interagao, os constituintes da matéria em si sao particulas fermidnicas, descritas por
campos espinorials, que aparecem como gquarks ou leptons segundo sejam ou nao ca-
pazes de sofrer interagoes fortes. A este quadro todo chamamos de modelo padrdo das
particulas elementares.



Por outro lado, a forma de intera¢do conhecida hd mais tempo é sem divida a
gravitagao, cuja teoria cldssica remonta as origens da Mecanica Cldssica. De fato,
a aplicacdao conjunta da Mecéanica Cldssica e da teoria da Gravitagdo Universal aos
problemas de mecanica celeste foi um dos primeiros, grandes e duradouros sucessos da
fisica classica. Entretanto, a situagdo da teoria da gravitaciao na ordem das idéias da
fisica sempre esteve envolta por uma certa nuvem de mistério.

Em sua incepgdo a teoria da gravitagdo nido era sequer uma teoria de campos,
no sentido que hoje damos a este conceito, mas sim uma teoria de agdo a distancia.
A questdo da origem desta for¢a era uma que nio se conseguia sequer definir com
clareza. Por ocasidao da descoberta da Relatividade a teoria da gravitagao se constituiu
no principal obstdculo, resistindo & aplicagao direta dos principios relativisticos. A
compatibilizacio da teoria da gravitacdo com os principios da Relatividade foi feita com
a criagao da Teoria da Relatividade Geral, hoje uma teoria bem estabelecida e uma das
mais belas conquistas do intelecto humano. Com ela a gravitacio passa definitivamente
a ser uma teoria de campos, apesar de que as ondas gravitacionais por ela previstas nao
foram, até hoje, observadas diretamente. Além disso, a teoria apresenta uma elegante
explicagdo da origem das intera¢oes gravitacionais em termos da curvatura da geometria
do espago-tempo.

Entretanto, o “status™ a ser atribuido a teoria continuou um tanto obscuro. Seu
carater geométrico e profundamente nao-linear a coloca em claro contraste com todas
as outras teorias de campos de interacao da fisica. Se, por um lado, a Relatividade
Geral pode ser compreendida simplesmente como uma teoria relativistica da gravitagao,
por outro lado ela também pode ser compreendida como um tipo de generalizagio da
Relatividade. Enquanto a Relatividade contém em seu &mago o principio da constancia
da velocidade da luz e a Mecanica Quantica o principio da incerteza, a Relatividade
Geral contém o principio da equivaléncia, que estd associado intimamente ao conceito
de localidade que domina a teoria. Assim, a Relatividade Geral confunde os conceitos
de teoria de principio e teoria de substancia.

Em nenhum aspecto a singularidade desta teoria se mostra de forma mais clara
do que naquele relativo ao esforgo de quantizacio. Desde o inicio a teoria resistiu
consistentemente a todas as tentativas visando compatibiliza-la com os principios da
Mecanica QQuantica, tentativas estas que foram muitas e variadas. E necessario que se
diga que nao existe nenhuma evidéncia experimental direta que leve de forma conclusiva
a necessidade de se quantizar a Relatividade Geral. O que existe é um imperativo logico
de se compatibilizar a teoria da gravitagdo com os preceitos fundamentais da Mecanica
(Quantica, se queremos acreditar ser esta ultima uma teoria de principio de validade
real e completamente geral.

No esforgo, até hoje sem sucesso, de trazer a gravitacao relativistica da Relatividade
(Geral e a Mecanica Quantica a uma co-existéncia em um unico esquema légico, tém-se
partido sempre do ponto de vista de que a Relatividade Geral é uma uma teoria de
campos classica que deve ser quantizada segundo algum esquema que siga as diretrizes
basicas da quantizagado da Eletrodinamica e das Teorias de Gauge. Desta forma., pre-



domina neste esfor¢o a imagem da Relatividade Geral como uma teoria de substancia,
uma teoria classica de interagao, ndo como uma teoria de principio. Entretanto, apos
um numero enorme de tentativas das mais variadas para a quantizacio da Relatividade
Geral, nas quais foram tentadas muitas técnicas diferentes e muitas modificacoes da
teoria classica, nenhum resultado definitivo foi obtido.

Paralelamente a isto a analise semi-classica da teoria, na qual se estuda a quan-
tizagao de outros campos na presenga de um campo gravitacional classico, ou seja a
chamada Teoria Quantica de Campos em Espagos Curvos, apresenta alguns resultados
interessantes e sugestivos. Estes resultados, associados aos horizontes existentes nas
solugbes da Relatividade Geral, estabelecem uma interessante conexido com a termo-
dindmica. E necessario observar, entretanto, que estes resultados ndo fornecem uma
visao completa da fisica envolvida, apresentando mesmo alguns paradoxos.

De qualquer angulo que se examine a natureza da teoria da gravitagdo, persiste
uma certa nuvem de ddvida, em especial no que diz respeito ao seu relacionamento
com a Mecénica Quéntica. E possivel identificar o préprio carater geométrico da teoria
cldssica como a raiz das dificuldades. Observe-se que o principio fundamental contido
na teoria, o principio da equivaléncia, encontra sua expressao exatamente neste carater
geométrico. Ao que tudo indica, o principio fundamental de localidade da Relatividade
Geral conflita de forma irreconciliavel com o carater nao-local introduzido através da
Mecanica Quantica pelo principio da incerteza.

Uma das origens das dificuldades que encontramos no esfor¢o de quantizacao da
Relatividade Geral é o nosso conhecimento ainda limitado das Teorias QQuanticas de
Campos em geral. Uma boa parte destas dificuldades € de carater técnico, entretanto,
depois de tantas tentativas durante tanto tempo, nao € mais possivel acreditar que
todas as dificnldades que nos confrontam na quantizagio da gravidade sejam de carater
técnico. Certamente deve existir uma dificuldade fundamental de cardter conceitual,
mesmo se ainda nao somos capazes de identifica-la claramente.

N&o é surpreendente que nossa compreensao das Teorias Quanticas de Campos se-
ja limitada, pois estas sdo teorias recentes, complexas e sofisticadas, sendo expressas
por uma matematica sobre a qual nosso controle ainda é extremamente limitado. O
extraordinario e até surpreendente sucesso das previsoes da teoria de perturbacdes na
Eletrodinamica Quantica nos da, talvez, uma idéia distorcida da profundidade de nossa
compreensdo de Teorias Quanticas de Campos em geral, mesmo em se tratando de teo-
rias que sdo formalmente mais simples que a Eletrodindmica Quantica, como os modelos
polinomiais do tipo Ag®.

Neste trabalho queremos examinar alguns aspectos desta questao, usando como labo-
ratdrio o modelo Ag¢?. Através da anélise de algumas caracteristicas basicas da estrutura
deste modelo, seremos levados ao exame de um aspecto particularmente interessante,
que relaciona diretamente a quantizagao do modelo com o conceito de geometria local
do espago-tempo. Apesar de que as idéias serdo apresentadas no ambito restrito deste
modelo-laboratdrio com campos escalares, elas introduzem a anélise de um novo aspec-
to da quantizagdo de teorias de campos e sugerem a abertura de novas e interessantes



linhas de pesquisa para a exploragiao das possibilidades de extensio destas idéias para
modelos mais realistas, envolvendo campos vetoriais e espinoriais.

E interessante registrar aqui a filosofia que adotamos em relagio a definigdo de
Teorias Quanticas de Campos. Ha uma forma de se pensar segundo a qual uma Teoria
Quantica de Campos € o que se consegue mediante a aplicagdo de algum “processo
de quantizagdo” a uma teoria de campos cldssica dada. Nao é esta a atitude que
adotamos, pois o que se entende pelo “processo de quantizagio” nao é um procedimento
matematico unico e bem definido. Ao contrario, adotamos desde o inicio uma definigdo
determinada para a teoria quantica, enquanto a teoria classica correspondente deve ser
obtida a partir desta teoria quantica pela tomada de um limite cldssico, que consiste
de uma aproximacao para comprimentos de onda longos.

Em principio é possivel que varias defini¢des diferentes da teoria quantica tenham
o mesmo limite classico, ou que nenhuma teoria quintica tenha um determinado limite
classico. A determinagdo do limite classico de uma teoria quantica faz parte da andlise
da natureza desta teoria quantica e ndo estd determinada “a priori”. Se, por um lado,
adotamos uma determinada definigdo para a teoria quantica com a intengao de que esta
definigao seja completa e consistente, por outro lado ndo assumimos nenhuma posigdo
“a priori” sobre a unicidade ou relevancia fisica desta definigao. O acerto na escolha da
definigao detalhada de uma teoria quantica s6 pode ser julgado a partir das propriedades
que a teoria resultante apresentar.

Neste trabalho estaremos utilizando um modelo-laboratdrio ao qual ndo se pretende
dar uma relevancia fisica fundamental, mas que acreditamos ser um bom laboratério
para ilustrar o funcionamento da matematica envolvida na definicio de uma Teoria
Quantica de Campos. A definigdo que utilizamos para a teoria quintica neste modelo
por meio da rede Euclideana € a definicdo que € utilizada universalmente pelos pesqui-
sadores desta area para este modelo em particular. Entretanto, ela certamente nao € a
unica definigdo possivel.



Capitulo 2

Campos Quanticos na Rede

O primeiro passo para a defini¢do de uma teoria quantica de campos dentro do forma-
lismo da rede Euclideana € a definicio de uma certa estrutura matematica em redes
finitas. Esta estrutura contera exclusivamente um certo nimero, possivelmente grande
mas finito, de pardmetros e fung¢des adimensionais. A teoria final serd definida como
o limite de uma sequéncia de redes finitas, de tamanho progressivamente maior, que
satisfacam a certos requisitos. Chamaremos a este limite de limite do continuo.

Algumas quantidades fisicas sdo definidas desde o principio deste processo e perma-
necemn inalteradas até o final dele. Uma quantidade deste tipo é o numero inteiro € de
dimensbes do espago-tempo Euclideano no qual definimos a teoria. Outra quantidade
deste tipo é a ordem N do grupo de simetria SO(N) que utilizamos para a definigdo
do modelo. Qutras quantidades serdo parimetros que, apesar de constantes em cada
rede, deverao variar no limite do continuo. Entre estas esta o numero N de sitios da
rede em cada direcdo do espago, que caracteriza o tamanho da rede. Qutros parimetros
deste tipo serdo o pardmetro de massa « e a constante de acoplamento adimensional
A. Finalmente, teremos varidveis adimensionais aleatérias, que flutuam em cada rede
finita de acordo com uma distribui¢io de probabilidades dada, ou seja, as variaveis
dinamicas adimensionais de campo, definidas num espago interno de dimensao A, que
denotaremos por ¢, ou pelas componentes ;, 7 = 1,... N.

2.1 Definicao da Teoria Classica

Inicialmente ilustraremos o processo considerando a definicdo da teoria de campos
cldssica na rede, usando como exemplo o modelo A¢*. Posteriormente examinaremos
em algum detalhe a definigdo da teoria quantica. Consideramos assim uma rede hiper-
clibica de tamanho N em d dimensdes, ou seja, um conjunto de N? pontos, a que
chamamos de sitios, dispostos segundo um cubo d-dimensional com N pontos ao longo
de cada lado. Associamos a estes pontos o conceito de vizinho préximo, simbolizado
pela colocagao de conexdes ou “links” entre eles. Incluimos “links” ligando os sitios
da borda do cubo com os sitios da borda oposta, de forma a implementar condigoes
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periddicas de contorno. Observe-se que, neste ponto. ndo hd uma no¢io de distincia
na rede.
Definimos agora a a¢io Euclideana do sistema como

de hy nNd

Nd
——ZAW Awp+ Zso RS PI AP IR (2.1)

onde YV ‘ representa uma soma sobre todos os dNY “links” da rede, A7 é a diferenca
entre os campos em cada uma das duas pontas de um “link”, 3V ‘ representa uma soma
sobre todos os N¢ sitios da rede, o ponto denota produto escalar sobre o espago interno
dos campos e 5 é uma fonte externa. Observe-se que podemos separar esta agdo em
duas partes, da forma Sy = Sg + Sy, onde Sp € a acéo da teoria livre, que é quadritica
e portanto exatamente soluvel,

1 dnNd

o M N4
ZA"P Aig+ = Z@.‘;—O’—ZJ‘;"’

enquanto Sy é a parte envolvendo o termo quértico do potencial, que acopla as com-
ponentes do campo de forma nao-linear,

AN

S =130

A solucéo cldssica do modelo em uma rede finita é a configuracdo do campo 3 que
minimiza a fungio Sy, a qual possui um limite inferior desde que A > 0 ou que A =0
com a > 0. Para tomarmos o limite do continuo, é necessario que estabelegamos uma
escale no sistema, introduzindo um parametro dimensional, de tal forma que se possa
definir o conceito de distdncia entre os pontos da rede. Classicamente, fazemos isto
imtroduzindo uma escala erferna no sistema.

Assumimos que, em algum sistema de unidades externo ao sistema, nossa rede ctibica
tem lados de comprimento L. Definimos ento o espagamento da rede como ¢ = L/N,
a massa quadrada como m? = aa”?, a constante de acoplamento dimensional como
A = Xa®*, o campo dimensional como ¢ = Fa(2~%/? ¢ a fonte externa dimensional como
J= ja‘(d“)/ 2, Além dlsso. podemos decompor a soma sobre “links”, convenientemente,
da forma 17V = EN Zi. onde Zd é uma soma sobre as d direcoes positivas a partir

de um determinado sitio. Com tudo isto, podemos escrever a agdo como

nd d . o - -
Sy =2 a* IZM Aud ””¢ g+23.8r-7.4,

o a a 4

onde A, é a diferenca entre vizinhos na diregao y. Tomando-se agora o limite N — co
com L fixo e @ = 0, temos que a soma Y.*a? aproxima-se da integral [ d®z, a razio
A,/a aproxima-se da derivada parcial d, e temos portanto que Sy — S onde
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Recuperamos assim a teoria cldssica de campos em sua forma usual. Observe-se que os
parametros dimensionais sdo relativos a escala externa que foi introduzida para definir
L. Observe-se também que, para que tenhamos m e J finitos no limite, é necessario,
respectivamente, que o« — 0 e 7o 0. Naturalmente, para fontes puntuais teremos que
J diverge em um certo ponto como uma fungio delta. Além disso, para termos A finito
e nido-nulo no limite, é necessario que A — 0 (para d < 4), A &~ 1 (para d = 4) ou
A — oo (para d > 4). Finalmente, para termos ¢; finito e nao-nulo no limite, devemos
ter @; — oo {para d < 2), @; = 1 (para d = 2) ou ¢; = 0 (para d > 2).

Observe-se que a introducdo de uma escala externa poderia, em principio, ser evita-
da, pois a teoria contém o parametro dimensional interno m que pode, em principio, ser
usado como uma unidade de escala para medir os outros, como por exemplo o tamanho
L da caixa. De fato, se quisermos encarar o nosso modelo como um laboratério para
0 universo e nao como um modelo para apenas uma parte localizada dele, entdo nao
faz sentido a introducao de uma escala externa e somos forcados a utilizar esta escala
interna. Entretanto, na teoria cléssica nao estd claro qual é o procedimento associado a
m que poderia ser utilizado para definir distancias. Por outro lado, na teoria quantica
existe um tal procedimento, como veremos. E precisamente este o ponto de vista que
queremos explorar neste trabalho, no contexto da teoria quantica.

2.2 Definicao da Teoria Quantica

Podemos utilizar a rede para definir a teoria quantica de uma forma parecida com o
processo descrito acima. A diferenca fundamental entre este procedimento e a aborda-
gem tradicional é que, em vez de tirar primeiro o limite do continuo e depois considerar
a quantizacdo da teoria continua classica que resulta, invertemos a ordem destas ope-
ragoes. Definimos primeiro uma versao da teoria quantica em cada rede finita e depois
consideramos o limite da sequéncia destas teorias quénticas finitas quando aumenta-
mos a rede indefinidamente. mantendo satisfeitas certas condicGes sobre alguns dos
observaveis do modelo. Este limite produz a teoria quantica de campos Euclideana e,
como passo final, define-se a teoria quantica de campos Lorentziana através da extensao
analitica dos observaveis, tomando tempos Euclideanos imaginarios.

Em cada rede finita, definimos a teoria quantica como um modelo estatistico com
um ndmero finito de graus de liberdade. As quantidades fisicamente relevantes da teoria
540 os valores médios sobre um certo “ensemble” de certas fungoes O[] dos campos. O
“ensemble” em questdo é definido pela acdo Euclideana. Os observaveis sdo definidos
como

e—Snlvl
(0) = ”‘jﬁf][:f_] e (2.3)
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onde [dp] = Hiv ‘ ]'va dp;i(s) e as integrais multiplas sdo sobre todas as componentes do
campo em todos os sitios, tendo portanto dimensio NN. De particular importéncia sio
os observaveis formados por simples produtos dos campos, a que chamamos de fungdes
de correlagdo e que, por extensdo analitica, produzem as fungbes de Green do sistema.
Estaremos dando particular atencdo as funcbes de um e dois pontos, relacionadas ao
valor esperado do campo e 4 massa renormalizada, que por sua vez mede o inverso do
comprimento de correlagdo do sistema,

g(l)t() = (wi(s)),
92i(5,8") = {@ils)pi(s).

Para a tomada do limite do continuo consideramos algumas condigoes envolvendo
estes observavets. Por exemplo, para o caso j =0, podemos tomar um limite no qual
iImpomos que a massa renormalizada mp e o valor esperado do campo ¥g = () sejam
constantes dadas. O mimero maximo de condi¢ées que podemos impor é o nimero de
parametros livres que temos no modelo, que nos permitem ajustar os valores destes
observaveis em cada rede finita. Em nosso caso temos dois parametros, o e A, logo
poderemos impor no maximo duas condicoes, tais como as duas acima. Entretanto, é
possivel que a estrutura do modelo correlacione os valores dos observaveis de tal forma
que nao seja possivel de fato dar a eles quaisquer valores que desejemos.

Como um exemplo de limite do continuo podemos tomar a teorta livre, onde A = 0
e cujo tnico pardmetro livre é o. Neste caso € necessario que tenhamos a > 0 para que
a teorta seja bem deﬁmda Assummdo também, por simplicidade, a auséncia de fontes
externas, ou seja que _] = 0, podemos tomar neste caso um limite no qual 55 = 0e
mp # 0. Neste modelo resulta de cdlculo direto que m% = ae™?, de forma que neste
limite teremos necessariamente o — 0. Podemos também tomar um limite no qual
mrp=0e¥p# 6, entretanto ndo é possivel termos ambos ¥ e mpg ndo-nulos.

A massa renormalizada mp é definida como a posigio do polo da funcdo de dois
pontos. Em geral ela nao estard relacionada com o de forma tao simples quanto na
teoria livre. Na maior parte dos modelos a massa renormalizada sera uma fun¢io nao-
trivial tanto de & quanto de A. E conveniente definirmos uma versio renormalizada
de o através de ap = mka®. Vemos entdo que, em qualquer limite de interesse fisico,
deveremos ter ap — 0, caso contrario a massa renormalizada sera infinita e ndo havera
propagacao de particulas na versdo Lorentziana da teoria.

Na versao Euclideana o parametro ag esta relacionado com o comprimento de cor-
relagao adimensional do modelo, que ¢ medido em termos de nimeros de sitios e “links”
percorridos para que a correlagao entre dois valores do campo caia por um certo fator e
que pode ser obtido da funcao de correlacdo de dois pontos. Desta forma fica claro que
ela pode ser utilizada para definir distancias: para saber a distancia entre dois pontos
da rede basta contar o nimero de comprimentos de correlagdo que se pode encaixar
entre os dois pontos.

De forma semelhante o valor esperado ¢r do campo pode ser obtido das fungdes de
um ponto e a constante de acoplamento renormalizada Ar das fungdes de dois e quatro
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pontos. A resolugio da teoria consiste da determinacéo, em cada rede finita, das funcdes
vr(e, A), ap(a,A) e Ar(a, A) que relacionam as quantidades renormalizadas com os
parametros da teoria e da posterior tomada do limite do continuo, no qual N — oo
mediante condigoes sobre alguns dos observaveis.

2.3 Simulacgoes Estocasticas de Monte Carlo

As simulagdes estocdsticas sdo a principal técnica de exploragdo e cdlculo nesta drea
de pesquisa. Elas nos permitem obter boas estimativas numéricas para os observaveis
definidos em (2.3). Seus fundamentos sdo bem conhecidos e ndo serdo repetidos aqui.
Basta dizer que trata-se de uma técnica que nos permite avaliar, com uma precisdo men-
suravel, as razdes entre integrais multi-dimensionais de dimenséo alta que aparecem na
definicdo (2.3) para os observaveis. Isto é feito através da geracdo de uma sequéncia
de configuracbes dos campos de tal forma que a distribuigdo estatistica destas configu-
ragdes convirja para a distribuicdo definida pela exponencial da agdo Euclideana. Desta
forma, as técnicas de simulagdo sdo idénticas aquelas utilizadas no estudo da Mecanica
Estatistica, exceto pelo fato das simulagbes serem realizadas com mais frequéncia em
quatro do que em trés dimensoes.

Existem muitas formas diferentes de produzir uma sequéncia apropriada de con-
figuracoes. Denominamos de evolugdo estocdstica o processo de geragdo sucessiva de
configuragées. Para que a distribuicédo estatistica gerada convirja para o limite correto,
¢ suficiente que os algoritmos utilizados para gerar cada configuragédo a partir da an-
terior satisfacam a uma condicdo que é conhecida pelo nome de balango detalhado. Os
algoritmos utilizados em nossos programas sdo de varios tipos. As variaces estocasticas
dos campos do modelo A¢* sio decompostas em partes radial e angular. Para a evo-
lugdo estocastica da parte angular utilizamos o algoritmo de Wolff [1]. Para tal, foi
necessario adapta-lo para modelos com vetores de tamanho varidvel na presenca de fon-
tes externas. O algoritmo de Wolfl é extremamente eficiente e melhora sensivelmente a
qualidade numérica dos resultados.

Para a evolucao da parte radial utilizamos o algoritmo de Metropolis [2]. Neste setor
do cddigo a parte da agdo envolvendo o potencial, sendo estritamente local, é tratada
de uma forma particular, através de uma mudanca de varidveis e de uma interpolagio
do inverso da integral da exponencial do potencial. Esta abordagem para a parte
radial é muito eficiente para o tratamento da teoria usual, sem fontes, mas revelou ter
certas limitagdes na presenca de fontes externas muito fortes, forgando-nos a limitar
as simulacbes a valores da fonte externa abaixo de um certo limite mdximo. Uma
re-estruturagdo do cddigo para eliminar estas limitagbes esta atualmente em nossos
planos, entretanto elas ndo chegaram a comprometer a utilidade do cédigo atual para
este trabalho.

E interessante registrar aqui a relagdo entre as condigdes de contorno ¢ o comporta-
mento critico do modelo. Utilizamos nas simulagées realizadas neste trabalho condigdes
de contorno periddicas. Neste caso a simetria interna SO(N') dos modelos esta sempre



quebrada em redes finitas e ndo existem transigbes de fase exceto no limite do continuo.
Entretanto, é possivel definir representagdes dos modelos que apresentam transigdes de
fase mesmo em redes finitas. Para tal é necessario utilizar nas redes finitas, em vez das
condi¢oes de contorno periddicas, condic¢bes de contorno fizas. Neste tipo de represen-
tagdo, em vez de ligarmos cada borda da rede com a borda do lado oposto através de
“links”, simplesmente fixamos o valor de algumas das quantidades da teoria, em geral
o proprio campo, ao longo da borda.

Este tipo de condigio de contorno podera ser util no futuro para o desenvolvimento
do trabalho que apresentamos aqui, devido ao fato de que permitiria que examinassemos
em maior detalhe a geometria de pequenas regides do espaco. Entretanto, estas con-
digdes de contorno ainda sdo pouco desenvolvidas e as versdes atuais provocam dis-
tor¢des nos expoentes criticos dos modelos. Existem idéias para melhorar este tipo de
condigdo de contorno, que sdo atualmente tema de pesquisa em nosso grupo [3]. A idéia
bésica € que nao devemos fixar os campos quanticos na borda da rede e sim os valores
de alguns observdveis. Sera necessario primeiro desenvolver estas idéias para que as
condi¢des de contorno fixas possam ser de real utilidade para este trabalho.
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Capitulo 3

Alguns Fatos Relevantes

Descrevemos neste capitulo algumas das propriedades mais importantes da teoria se-
gundo sua definicao na rede Euclideana. Destas propriedades fundamentais induziremos
a motivacdo basica para este trabalho.

3.1 Comportamento Critico

Como vimos anteriormente, no limite do continuo da teoria livre temos necessariamente
que ap = a — 0, enquanto na teoria interagente temos agr(a, A) — 0. Por outro lado,
o sistema Euclideano que definimos em cada rede finita é um sistema estatistico que,
no limite do continuo, possui uma transi¢ao de fase de segunda ordem cujo pardmetro
de ordem é o valor esperado do campo, vg = |Ur|. A regido de transi¢do, neste caso
uma curva critica no plano (a, A), é a regiao onde ay — 0, e portanto qualquer limite
do continuo de interesse fisico deve convergir para esta curva critica.

Esta é uma propriedade geral da definigao de Teorias Quénticas de Campos na rede
Euclideana. Se ndo pudermos achar uma representacio nas redes finitas que leve a
um sistema estatistico com uma transicao de segunda ordem, nao poderemos definir a
teoria, pois em transi¢bes de primeira ordem, nas quais ar # 0 na regiao critica, néo é
possivel tomar limites do continuo bem definidos, com massas renormalizadas finitas.

O diagrama critico esqueméatico do modelo A¢* pode ser encontrado na figura 3.1.
Trata-se de um diagrama no espago de parametros do modelo, em nosso caso o plano
(a,A). Os limites do continuo podem ser representados por caminhos neste diagrama,
que chamamos de “flows". Todos os limites de interesse fisico convergem para a curva
critica. O “ensemble” da teoria é Gaussiano no semi-eixo o > 0, A = 0 e os limites
da teoria livre percorrem este semi-eixo convergindo para o ponto Gaussiano o = 0,
A = 0, onde comega a curva critica. A teoria nao existe no semi-eixo @ < 0, A =0 e no
semi-plano A < 0.

A curva critica divide o diagrama em duas regides, que constituem as duas fases do
modelo. A fase simétrica é caracterizada por ter v — 0 no limite N — o0, enquanto
na fase de simetria quebrada temos, para uma das componentes do campo, vr; # 0
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Figura 3.1: A curva critica do modelo A¢'.

mesmo no limite N — co. Convencionamos escolher a componente na diregdo da qual
a simetria é quebrada, que chamamos de componente longitudinal, como a A -ésima
componente do campo. Para as outras componentes, que chamamos de componentes
transversais, temos sempre vg; = 0, mesmo em redes finitas. Com condigbes periddicas
de contorno, teremos sempre vy # 0 para a componente longitudinal em redes finitas.
Nas imediag¢des do ponto Gaussiano a curva critica difere pouco de uma reta. Para o
modelo com simetria SO(2) que utilizaremos nas simulagbes descritas mais adiante, ela
se localiza a aproximadamente 60° do semi-eixo o < 0 em d = 4 e a aproximadamente
45° em d = 3. Em d = 4 a maior rede que utilizaremos, com N = §, ja tem um com-
portamento razoavelmente proximo do comportamento critico do limite do continuo.
Em d = 3 a rede de N = 8 esta relativamente mais distante do limite, de forma que
examinaremos a situagao critica realizando a simulacéo a 50°. Isto se deve ao fato de
que a proximidade com o limite do continuo, em termos de comportamento critico, é
aproximadamente proporcional ao nimero total N¢ de sitios da rede.

3.2 Descontinuidade das Configuracgoes

Uma propriedade dos limites do continuo do modelo A¢* que nos interessa de forma
particular é o fato de que as configuragées tipicas dos campos do modelo, que contribuem
para os valores esperados de forma dominante, sao fungdes descontinuas em todos os
pontos. Pode-se mostrar, analiticamente no caso da teoria livre e numericamente para
os modelos interagentes, que a quantidade {(A;p;)?) em um “link” qualquer da rede
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tem um limite finito e nao-nulo [4].

Como a diferenca A; é tomada entre dois vizinhos isto significa que, em média,
valores dos campos ¢ em pontos infinitesimalmente préximos diferem por uma quan-
tidade finita no limite e que, portanto, os campos sdo tipicamente descontinuos em
todos os pontos. Para d > 2 isto implica que as descontinuidades do campo dimen-
sional ¢ tornam-se infinitas no limite do continuo. As mesmas conclusdes podem ser
deduzidas analiticamente no caso da eletrodindmica aberta sem fontes [4] e observadas
numericamente em outros casos como, por exemplo, os modelos Sigma Nao-Lineares.

Este fato basico da estrutura da teoria coloca imediatamente em profunda duvida
a nogao usual que temos sobre o que significa quantizar o campo gravitacional. A
forma usual de se pensar no processo de quantizacdo da Relatividade Geral envolve
a concepgao das configuracio de campo na forma de uma geometria flutuante para o
espago-tempo. E extremamente artificial pensar no campo gravitacional quantizado
como uma geometria flutuante se as configuragdes sao tao profundamente descontinuas,
impedindo de todo a introdugdo do conceito das configuracdes da teoria como objetos
geométricos.

Esta propriedade das configuragdes dominantes dos campos quanticos tem conse-
quéncias importantes para a andlise da expansao perturbativa do modelo na rede Eucli-
deana. Ela constitui o mecanismo bdsico responsdvel pelas divergéncias que aparecem
na expansao perturbativa no limite do continuo. Além disso, ela introduz imediatamente
duividas sobre o papel que a topologia das configuragdes dos campos possa desempenhar
na dinamica do modelo.

3.3 Trivialidade do Modelo

Uma propriedade notdvel dos modelos A¢* em quatro ou mais dimensdes é o que se
costuma chamar de irivialidade destes modelos. Esta trivialidade é uma caracteristica
da estrutura dos modelos e significa que, no limite do continuo, as fungdes de correlacao
dos modelos sdo idénticas as correspondentes fungdes de correlagao da teoria livre.

O aspecto mais importante deste fato é que as funcdes de quatro pontos sio fa-
toraveis em produtos de funcdes de dois pontos. Isto, na interpretagdo da teoria Lo-
rentziana, significa que as particulas dos modelos comportam-se como particulas livres
e ndo interagem umas com as outras. Isto aparece nos observaveis como o fato de que
a constante de acoplamento dimensional Ar se anula. Em d > 4 isto significa simples-
mente que Ar é finita, enquanto em d = 4 significa que Ag — 0 no limite. Em d = 3
sabe-se que a teoria nao ¢ trivial, tendo um limite finito e ndo-nulo para Ag, o que,
mais uma vez, significa que Ag — 0 no limite.

Tudo isto implica que devemos ter Ag = 0 sobre a curva criticaem d =3 e d = 4.
Simulages que realizamos sob certas condigdes especificas parecem indicar que, de
fato, Ag = 0 em todo o espago de pardmetro destes modelos, mesmo em redes finitas.
Entretanto, nossa estatistica ainda ¢ muito pobre e nao podemos afirmar isto com
certeza. Para tal serd necessario aprimorar as técnicas numéricas e realizar um trabalho
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computacional muito mais extenso.

Entretanto, no capitulo 4 mostraremos alguns fatos que parecem indicar a mesma
conclusdo. Na andlise do observavel local para a massa renormalizada, apresentada
naquele capitulo, veremos que certas relagoes da teoria livre parecem ser satisfeitas pelo
modelo interagente mesmo em redes finitas. Ainda ndo sabemos se é possivel utilizar
esta abordagem para realizar uma anilise mais profunda da questao da trivialidade,
coisa que pretendemos tentar fazer no futuro.

3.4 Acao de Fontes Externas

A introducao de fontes externas no modelo tera um papel fundamental neste trabalho.
No tratamento usual da teoria esta introdugao se dd primordialmente no ambito do for-
malismo da agdo efetiva e se limita a fontes infinitesimais. Naquele formalismo as fontes
externas servem basicamente para permitir a geracdao das fungoes de correlagdo por meio
de derivagdo funcional e, ao final do processo, as fontes sao zeradas. Neste trabalho,
em contraste com isto, estaremos introduzindo fontes externas fortes e examinando em
mais detalhes sua acdo sobre o sistema.

A interpretagédo fisica das fontes externas é que elas representam a introdugao de
objetos classicos na teoria, que de forma genérica podem ser fontes de particulas, tais
como aceleradores, ou absorvedores de particulas, tais como detetores. Por este motivo,
elas sdo representadas na teoria como fungoes fixas dadas e ndo como variaveis aleatorias
flutuantes. A idéia é que em uma representacio mais completa as fontes estao relacio-
nadas com algum outro sistema fisico, que nao estamos representando diretamente em
nosso modelo. Para fins de estudar o seu efeito em nosso modelo trocamos as variaveis
flutuantes dos objetos quanticos deste outro sistema por seus valores esperados, que
tratamos como funcdes fixas dadas.

O efeito mais imediato da introducao de uma fonte externa em nosso modelo é
a modificagdo do valor esperado do campo g, que passa a ser diferente de zero em
qualquer das fases. Além disso, se a fonte externa ndo for constante sobre a rede, Up
passa a depender de posiciao. Estaremos examinando em particular o caso de uma fonte
puntual orientada na direcio de ¢u. No caso da teoria livre podemos apresentar uma
solugao geral para vg, dada uma fonte genérica:

Tr(s Z] )R (s, 5'),

onde A" € o propagador no espago de coordenadas,

N7 cos[z"k ( —nL)]

N (s,3") Z T a

e onde n, sdo as coordenadas inteiras de um sitio s da rede, em unidades de numeros
de sitios. As coordenadas dimensionais z, que descrevem as posigbes dos sitios sdo
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dadas por z, = an,,onden, =1,...,Nparapg=1,...,d. A soma EkNd é sobre os N¢
modos de Fourier da rede e k,, sdo varidveis inteiras que indexam estes modos. Em geral
adotamos para elas o intervalo de valores k, = k,,...,0,...,ky, onde k&, = —N/2 e
ky =14 N/2 para redes com N par, enquanto &k, = —(N —1)/2 e kpy = (N — 1)/2
para redes com N impar. As quantidades

PRy =4 [sin2 (%’cl) + ...+ sin? (%)]

sao os auto-valores do Laplaciano na rede. No limite do continuo o quadrado do mo-
mento relaciona-se com estes auto-valores por p,p* = p* = lima;0[p*(k)/a?). As somas
podem ser escritas explicitamente da forma

N N N

> =3Y.%,
s n;=l1 ng=1
nd ks kps

]
]
L[]
]

Subtraindo do campo o seu valor esperado temos a varidvel de campo deslocada
' = @ — UR, que tem valor esperado zero e todas as funcbes de correlacao idénticas
aquelas da teoria livre sem fontes externas. Isto €, claramente, uma consequéncia da
linearidade da teoria livre. Para uma fonte puntual na origem temos, em particular,
que j(s') = ;050,3; e entdo

N cos(z"k nu)

tp(s) = JOI\ $,0) Z
Observe-se que, na posicdo desta fonte singular, tg(s = 0) tem um limite finito e nio-
nulo no limite do continuo para d > 2, pois a quantidade A{0,0) = fo(N,d, ¢}, onde
1 M

fa(N,dya) = 57 }: (3.1)

tem um limite finito e nao-nulo para d > 2 [4]. Neste ponto o valor esperado do campo
dimensional Vg = (@) diverge para d > 2. Por outro lado, como teremos V5 finito em
todos os outros pontos, segue que em todo ponto exceto aquele onde se situa a fonte
deveremos ter ¥g — 0 no limite, para d > 2.

3.5 Invariancas Finitas

Existem simetrias de vdrios tipos presentes no modelo. Todas estas simetrias sdo fa-
miliares e tem realizagdes completas e explicitas no limite do continuo, se além disso
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fizermos as dimensdes da caixa que contém o modelo tender a infinito. Tanto a re-
presentacdo do modelo dentro de uma caixa finita quanto a sua realizagio numa rede
discreta afetam algumas das simetrias. Entretanto, a representagiao na rede mantém
remanescentes das simetrias completas, que nos permitem identificar que as simetrias
serao restauradas no limite do continuo de volume infinito.

Primeiramente temos a invarianca interna com a qual definimos o modelo, em nos-
so caso uma invarianga por transformagdes de SO(N) no espago dos campos. Esta
invarianga € a unica que permanece intacta no modelo cldssico definido em uma rede
finita. Ela nao é afetada nem pela finitude da caixa nem pelo cardter discreto da rede
e, para N > 1, ela é uma simetria continua. Esta simetria é quebrada, entretanto, pela
dinamica da teoria quéntica, podendo ou nao ser recuperada no limite do continuo. E
ela que define a estrutura de fases no diagrama critico do modelo.

As simetrias espaciais de rotagdo siao quebradas, € claro, pela introdugao de uma
rede discreta em uma caixa cibica finita. Entretanto, a invarian¢a por rotagao continua
encodificada no sistema de forma indireta. Por exemplo, temos o fato de que o propa-
gador da teoria no espago de momentos é uma fungao apenas de p?(k) e ndo das varias
componentes e valores de &, independentemente. De fato, o propagador tem, como
funcao de p*(k), exatamente a mesma forma que o propagador no limite do continuo
tem como funcao de p?. Todas as quantidades que no continuo sao funcdes de p? passam
a ser, em redes finitas, fungoes de p?(k). Desta forma, as quantidades p?(k) funcionam
como uma espécie de filtro que nos permite compensar as distorgoes introduzidas pe-
la finitude da caixa e pelo carater discreto da rede. Além disso, permanece de forma
explicita um remanescente discreto das simetrias de rotagao, constituido pelas rotagdes
de 7 /2. _

As simetrias espaciais de transla¢io também siao modificadas pela introdugdo da cai-
xa finita e da discretizagdo. No caso da introdugao da caixa finita a adogao de condigdes
de contorno periédicas ainda nos permite manter estas simetrias na forma de simetrias
periddicas de translagido ao longo do toro definido por estas condigdes de contorno. A
discretizagio na rede quebra o carater continuo destas simetrias, transformando-as em
simetrias discretas, nas quais transladamos por um numero inteiro de sitios em cada
diregao ao longo da rede. Desta forma, desde que nao existam na acdo do modelo fontes
externas dependentes de posi¢ao, as simetrias de translagdo continuam validas em uma
forma discretizada.

As simetrias espaciais terdo um papel importante neste trabalho. Na auséncia de
fontes externas dependentes de posi¢ao todas as quantidades fisicas do modelo, em par-
ticular o comprimento de correlagdo, tém invariangas discretas de translagao e rotagao.
Com isto, € evidente que a geometria gerada na rede pela quantizagio do modelo sera
plana. E a quebra destas simetrias pela introdugao de fontes externas localizadas que
sera a responsavel pela geracio de curvatura.
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Capitulo 4

Observaveis Locais para a Massa

Mostramos aqui, por meios numéricos, que certas relagoes nao-triviais entre observaveis
no modelo A¢* sao satisfeitas com muita precisao, possivelmente de forma exata. Estas
relagdes podem ser deduzidas por meio de métodos perturbativos e sao idénticas em
forma as relagdes correspondentes para a teoria livre, diferindo delas apenas pela troca
da massa pela massa renormalizada.

4.1 Teoria de Perturbacoes na Rede

Consideremos o modelo A¢* definido pela agdo dada na equagao (2.2) e quantizado na
rede de acordo com o esquema descrito no capitulo 2, utilizando a a¢do na rede dada
na equacao (2.1). E possivel desenvolver para este modelo um método perturbativo em
redes finitas, da forma descrita na referéncia [3].

Esta abordagem € muito 1itil e, apesar de ser do tipo perturbativo, as aproximagdes
resultantes sdo melhor descritas como aproximagoes Gaussianas para o modelo. Nio se
trata de uma expansdo propriamente dita. mas de uma boa aproximacgao para alguns
dos observdveis da teoria. A abordagem é itil para tratar as fungées de um e dois pontos
no modelo, mas nao para a funcio de quatro pontos. Na fase simétrica a aproximagao
para a massa renormalizada é dada, em termos dos parametros a € A do modelo, por

or=a+ (N +2)Afy(N,d,ar),

para cada componente ¢ do campo, com

iy —1
Niagp '’
onde fj..x € afungao fy definida em (3.1) sem o termo do modo zero e fg » = fo. Na
fase de simetria quebrada temos

(4.1)

foi(N,d,ar) = fo(N,d,ar) +

on = — 26 [+ (N + 2\ fol N, d, ap)].
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Observe-se que ag = 0 para as componentes transversais, que sio bosons de Goldstone.

Estas néo sao, de fato, solugbes explicitas para ag e sim equagdes determinando ag
em termos de o e A, pois os seus lados direitos dependem eles mesmos de ar. Uma
compara¢ao destas previsfes para agp com estimativas numéricas, como apresentadas
em [5], mostra que elas sdo aproximagoes muito boas, até mesmo surpreendentemente
boas mas, ainda assim, elas nio sdo exatas e as diferencas podem ser vistas claramente
para grandes valores de A.

Neste mesmo esquema perturbativo € possivel deduzir resultados para outros ob-
servaveis da teoria, que nao envolvem a constante de acoplamento renormalizada Ag,
por exemplo para o valor esperado do campo, ¥p = (0,...,0,vg), para o qual resulta,
no caso j = 0, vp = 0 na fase simétrica e, na fase de simetria quebrada,

vp = v ag/(2A).

Para a largura das flutuagoes do campo em sitios temos

((pi —vri)") = (#]) = vR,
foilNd,ar). (4.2)

Finalmente, para as diferencas finitas na rede temos

(D)) = ([svs(r +a,) — wi()]?)
N9 4 in? (wi’i)

- Nd Z + oR

= fl(N, d, O‘R)1

((Aap)?) = ([99:' r+ay + au,) — pi(z)]?)
N? 4sin (ﬂ'—l;—h‘z)

- Z k)+ ag

= fz(N- d, aR), (4.3)

onde A; é a diferenca entre os campos nas duas pontas de um “link”, A, é a diferenga
entre os campos nas duas pontas da diagonal de uma plaqueta e a, é um deslocamento
pelo espagamento a da rede na dire¢ao u. Uma plaqueta é um conjunto de quatro sitios
formando um quadrado em um dos planos da rede, ou seja é o elemento geométrico
basico de dimensao dois, que tem um papel importante nas Teorias de Gauge.

4.2 Observaveis Locais para ag

Apesar de que os observaveis do modelo sao, em geral, funcbes de NV, d, o e A in-
dependentemente, pode-se ver que todos estes resultados perturbativos podem, com a
excessao daquele para vg, ser escritos em termos de ag(ca, A), em vez de em termos de
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a e A separada e independentemente. Observe-se entretanto que a relacio (4.2) envolve
vr em seu lado esquerdo e que, devido a isto, {?) por si s6 ndo pode ser expresso apenas
em termos de ag, a menos que vp = 0. Por outro lado. as relagoes (4.3) ndo dependem
de vg e consequentemente podem ser escritas exclusivamente em termos de ap. Além
disso, as fungdes fj;, fi e f; tém exatamente a mesma forma que os resultados exatos
correspondentes para a teoria livre, diferindo deles apenas pela troca do pardmetro o
da teoria livre por ag.

Também € possivel calcular o propagador da teoria no espaco de momentos, resul-
tando

Gi2)i(k) = (& (k)@i(k)) = '&Em

nas duas fases, desde que ag seja a expressdo apropriada para cada fase e para cada
componente do campo. Nesta expressdo @;(k) € a transformada de Fourier finita do
campo na rede [6], dada por

> 1 ak 135k n?
Gilk) = 73 Y wils)em e
k

Além disso, de um ajuste do propagador numeérico a uma expressao do tipo

1 R
}'\fd p2(‘l\) + O,R"

semelhante & expressao anterior, pode-se estimar muito bem eg, como se mostra em [5].
Os ajustes realizados utilizam um nimero limitado mas suficiente de valores dos mo-
mentos. Em geral eles sdo muito bons e observa-se que o residuo do propagador sai
consistentemente como R = 1 dentro dos erros numeéricos, o que acreditamos ser mais
um indicio da trivialidade dos modelos. O uso de um nimero limitado de valores dos
momentos deve-se a questdes histéricas de carater técnico no desenvolvimento de nossos
codigos computacionais e temos planos de mudar esta estratégia, passando a calcular os
observaveis para o conjunto completo de valores dos momentos. Existe a possibilidade
de que o uso deste nimero limitado valores dos momentos tenha introduzido alguns
pequenos erros sistematicos que detectamos nos resultados numeéricos.

Observe-se que, ao contrario do propagador no espa¢o de momentos, os observéveis
definidos em (4.2) e (4.3) sao objetos locais na rede, envolvendo no méximo dois sitios
vizinhos. Observe-se também que a relagao destes observdveis locais com a massa
renormalizada € clara e intuitiva, uma vez que eles se relacionam diretamente com as
flutuagdes dos campos em sitios e com as correlagoes entre os campos ao longo de “links”
ou diagonais,

((Arpi)?) = 2(07) — 2l )ei(l2)),
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onde ¢;(I4) e v;(I_) sdo os campos nas duas pontas do “link” ou diagonal, ao passo
que a massa renormalizada ap estd diretamente relacionada com o comprimento de
correlagao da teorta.

Estas consideracoes levam a possibilidade de se testar as relagdes perturbativas
dadas em (4.2) e (4.3), verificando quio bem elas sao satisfeitas se forem usadas para
relacionar os valores numéricos de cr com os valores numéricos de (f) — v ;, {(Anpi)?)
e {(Aqpi)?). Observe-se que tudo se passa aqui em redes finitas de tamanho arbitrario.

4,3 Testes dos Observaveis Locails

Nés levamos a cabo uma tal comparagao, que mostrou que as relagoes (4.3) sdo satisfei-
tas, dentro de erros compativeis com os limites de nossa precisao numérica, a despeito
de sua origem perturbativa, para todos os valores dos parametros do modelo para os
quais nds fomos capazes de realizar as comparagoes. No caso da relacdo (4.2) o mes-
mo € valido para as componentes transversais do campo, para as quaits vg; = 0, mas
uma pequena diferenca aparece para a componente longitudinal, na dire¢do da qual a
simetria é quebrada e para a qual, portanto, vgx 5 0.

Para melhor compreender estes resultados é importante observar que nosso trata-
mento do modo zero nas simulagoes computacionais € muito diferente para as componen-
tes transversais e longitudinal: o modo zero das componentes transversais € eliminado
da teoria através das transformagdes de simetria do modelo, o da componente longi-
tudinal ndo. E através destas transformacées que mantemos a diregio da quebra de
simetria fixa ao longo da componente @y .

Como se pode ver, ao contrario das férmulas fo ., f1 € f2, a férmula fg 5 contém
uma divergéncia infra-vermelha envolvendo o modo zero, ou seja, um termo proporcional
a l/apg, que diverge se ag — 0. Observe-se que nio ha divergéncia neste termo no limite
do continuo, pois neste caso temos ap — 0 como N~% quando N — o0, de forma que
1/(Nag) vai de fato a zero para d > 2. Da mesma forma que este termo, a diferenca
observada para a componente longitudinal na relagio {4.2) decresce com o tamanho da
rede e deve desaparecer no limite do continuo.

Fica claro que a diferenca observada é devida ao efeito do modo zero. Para as
componentes transversais, cujo modo zero foi eliminado, este termo esta ausente da
soma e a férmula parece ser satisfeita com precisdo. Para a componente longitudinal o
termo do modo zero esta presente e a férmula nao é exatamente satisfeita. A presenga
do modo zero em f; 4 esta relacionada com a sua dependéncia de vg que, como vimos,
nao pode ser escrito exclusivamente em termos de ag. Observe-se que os observaveis
{(Anp:)?) e {(Aap:)?), cujas férmulas parecem ser realizadas exatamente, nao envolvem
o modo zero de todo.

Para realizar os testes nos medimos ap através do ajuste ao propagador numérico no
espago de momentos e medimos independentemente os observaveis Ug, (¢?), ((Aip;i)?)
e {(Aqpi)?), para cada conjunto de valores dos parametros. Destes observaveis valores
correspondentes para ap foram obtidos por inversdo numérica das formulas fj ;, f1 e f2
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dadas em (4.1) e (4.3).

SO(2), d=4, N=6, r=1, i=1, j=0
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Figura 4.1: Teste para a componente transversal.

Uma amostragem dos resultados pode ser encontrada nas figuras 4.1 e 4.2, sendo
que um conjunto mais completo pode ser encontrado no apéndice A.1. Os parametros
r e § que aparecem nestes graficos se relacionam com o e A através de

o = -—rcos(f),
A = rsin(f).

Como se pode ver nestas figuras, com a excessdo de algumas flutuagGes estatisticas
ocasionalmente grandes ou de uma ou outra possive] imperfei¢ao no ajuste usado para
obter ag a partir do propagador no espago de momentos, os resultados coincidem de
forma essencialmente exata, mesmo para valores grandes da constante de acoplamento.

Pode-se ver que os observaveis locais constituem uma forma tecnicamente muito boa
de se medir ag nestes modelos. A extrema regularidade e precisao destes resultados,
bem como a sua notavel consisténcia uns com os outros, levanta a conjectura de que as
equagdes (4.2) para o caso das componentes transversais e (4.3) sdo de fato satisfeitas
exatamente em redes finitas. Ademals, a seguinte conjectura mais geral é sugerida for-
temente: que existe um par de fungées hi(a, A) e hy(a, A) tal que, para todo observavel
O da teoria, o valor esperado

_ f[d(P]O[(,o]e_SE(O,A)
(O) - f[d(p]e—sa(a,,\)
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S§0(2), d=4,N=6, r=1, i=2, j=0
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Figura 4.2: Teste para a componente longitudinal.

é igual ao valor esperado correspondente na teoria livre com pardmetro de massa ap =
hi{a, A) e valor esperado do campo vr = hz(a, A), ou seja,

— Jlde]O[pe= %ot rer)
(O) - f[dgo]e's"("ﬂoan)

Se isto pudesse ser demonstrado implicaria imediatamente, € claro, a trivialidade da
teoria. Talvez esta conjectura seja vélida em redes finitas apenas para alguns observaveis
mas, se a teoria é de fato trivial, ela deve ser verdadeira no limite do continuo para
todos os observaveis. De qualquer forma parece que a teoria, que pode ter no maximo
dois parametros livres, € tal que k, e h; podem ser escolhidos como estes parametros.

4.4 Extrapolagao para o Uso dos Observaveis

E importante observar que os observaveis do tipo (4.3) envolvendo A; e Ay bastam para.
a definicdo da geometria na rede, pois eles nos permitem medir a massa renormalizada de
forma local e, portanto, os comprimentos de correlagdo associados a “links” e diagonais.
Estes elementos sdo suficientes para definir a rede como um complexo simplicial, ou seja,
para definir completamente uma geometria métrica intrinseca sobre ela.

Os observaveis que utilizamos neste trabalho dizem respeito apenas aos “links” entre
sitios e a sitios separados por uma diagonal bi-dimensional contida num dos planos da
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rede. Entretanto, é possivel definir observaveis que megam ag para dois sitios vizinhos
a0 longo de qualquer dire¢ao de uma rede de dimensao mais alta:

. k otk
1 Nd 4S]n2(ﬁ-_"1.+_23_)

v — . 2 = N
([go,((c-i-am +...+C€ps) ‘P:(I)] ) = Nd - 02(k) + an
= fS(Na d, aR)a
1 M 4sin2(rr—1——tk" el )
) A, 2 - N
([(10,(.'5 + Qy, 4+ ...+ a.uq) ‘1‘9:(1')] ) - Nd . pZ(k) + QR
= fd(N-n d: O(R)-

Com 1isto é possivel, em principio, obter a geometria intrinseca completa de uma rede
em quatro dimensdes. No6s nos limitamos aqui a examinar apenas os “links” e dia-
gonais bi-dimensionais por motivos técnicos e devido ao fato de que isto é suficiente
para, pelo menos, um primeiro exame da geometria gerada, através de suas secgdes
bi-dimensionais.

Observe-se que, do ponto de vista deste trabalho, o uso destes observaveis locais
€ apenas uma técnica que nos permite medir ap de uma forma local em simulagdes
de dimensdes limitadas pela atual disponibilidade de recursos computacionais. Esta é
uma técnica que talvez se aplique apenas aos modelos A¢?, mas é possivel formular, em
principio, uma forma de fazer isto em um modelo qualquer. Basta que imaginemos que
temos uma rede muito grande, que possa ser dividida em um niimero grande de pequenas
caixas, cada uma delas contendo ainda com um numero suficientemente grande de sitios.

Dentro de cada uma destas caixas usamos transformadas de Fourier com momentos
ao longo de cada diregdo, com comprimentos de onda suficientemente pequenos para
caber dentro da caixa, para calcular a massa renormalizada associada a cada diregéo
através de um ajuste ao propagador. Assumimos, € claro, que as caixas sejam muito
menores que a distancia tipica na qual a massa renormalizada varia e que o numero de
modos disponiveis dentro de cada caixa seja muito grande, permitindo um bom ajuste
ao propagador. Para que uma abordagem deste tipo tenha sucesso, é ébvio que seria
necessaria uma rede extremamente grande, que esta atualmente fora de nosso alcance
na pratica.

Neste trabalho estaremos, portanto, utilizando os observaveis locais para medir a
geometria métrica da rede. Entretanto, estaremos fazendo isto em condigdes diferentes
daquelas nas quais é possivel testa-los por comparacao com os resultados conseguidos
através das transformadas de Fourier, pois estaremos introduzindo fontes externas de-
pendentes de posigao, que quebram as simetrias de translacao. E necessario, portanto,
considerar os erros que podem estar sendo introduzidos por esta extrapolacdo, apesar de
que os testes realizados cobrem uma consideravel amplitude de situagdes sem que tenha
sido observada nenhuma mudanca importante nos resultados. Podemos argumentar de
varias formas diferentes que esta abordagem esta pelo menos qualitativamente correta,
fornecendo pelo menos uma boa aproximacao da situagdo real.
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Uma primeira justificativa baseia-se na prépria trivialidade da teoria: se a teoria é de
fato trivial, como tudo leva a crer, entao as correlagoes de dois pontos sdo as mesmas da
teoria livre e portanto os observaveis locais devem produzir bons resultados, pelo menos
no limite do continuo, mesmo na presenga de fontes externas arbitrarias. Observe-se
que somente estamos interessados em usar os observaveis para medir &g € naoc vg ou
AR.

Para formular nossa segunda justificativa, observamos primeiro que, para o calculo
do comprimento de correlagio, as fungdes de correlagao de dois pontos devem sempre
ser calculadas para o campo deslocado &', cujo valor esperado se anula. Como foi
discutido anteriormente, o funcionamento preciso dos observaveis (4.3) parece estar
relacionado ao fato de que, sendo constante, Uz nao aparece nestes observaveis, que
envolvem derivadas, de forma que eles podem ser escritos tanto em termos de 5 quanto
de ¢'. Com a introdugao de fontes externas dependentes de posicao ©¥'r nao sera mais
constante e portanto nao sera cancelado destes observaveis. Teremos agora para, por
exemplo, o primeiro observavel em (4.3)

(leills) ~ @ill-)]?)
= ({lei(ls) = vra(le)] — [i(l2) — vra({2)]}P)
= {(Arpi — Awg,)®).

Observamos agora que, enquanto os campos quanticos sdo descontinuos no limite, os
observaveis da teoria, como por exemplo r. sdo, ao contrario, continuos. Portanto,
enquanto As;p; & 1, Awgr; — 0 no limite. Com isto fica claro que estes observaveis
sao dominados pelo comportamento descontinuo do campo e que as diferengas entre os
valores de vp em sitios préximos podem introduzir, no maximo, pequenas alteragdes no
valor do observavel, que devem desaparecer no limite do continuo.

Finalmente, observamos que as fungdes f ..y, f1 € f2, consideradas como fungdes
de ar para N e d dados, tém como imagens intervalos finitos (0, fas), com far da
ordem de um, enquanto ag varia no dominio (0,00). Desta forma, dependendo do
valor obtido numericamente para os observaveis, pode ou nao ser possivel inverter estas
funcdes para obter os valores correspondentes de ag. De fato, para alguns “runs” de
teste com estatistica muito pobre, verificamos que esporadicamente a inversao falha
devido aos erros numeéricos grandes. Entretanto, ela nunca falha para f; e f; em “runs”
de produgdo com grande estatistica. Este fato indica que os observaveis estao de fato
relacionados de perto com as férmulas f; e f» e que os valores de ag obtidos através
deles ndo devem conter erros excessivamente grandes.

24



Capitulo 5

(Geometria Gerada na Rede

Para examinar o carater da geometria gerada na rede realizamos simulagées do modelo
em quatro dimensdes com uma fonte constante colocada ao longo de uma linha de sitios
na diregao u = 1, que escolhemos arbitrariamente como a diregao temporal. Para obter
as massas renormalizadas em cada “link” e diagonal medimos sobre eles os observaveis
definidos em (4.3), mas usando as varidveis de campo deslocadas ¢ em vez de .
Escolhemos examinar as secgdes espaciais bi-dimensionais que contém a origem. Desta
forma podemos examinar a geometria resultante através da construgéo de imersdes para
estas secgoes bi-dimensionais.

5.1 Resultados Numéricos: Geometria da Secgao

Nas figuras 5.1 a 5.3 podemos observar o resultado deste processo em alguns casos inte-
ressantes. Um conjunto mais completo de graficos pode ser encontrado no apéndice A.2.
Para a construgdo das geometrias mostradas nestes graficos foram utilizados a massa
da componente longitudinal e o maior valor que pudemos rodar para a fonte externa,
Jo = 10. No grafico 5.1, que corresponde mais claramente a fase simétrica, podemos
ver que a geometria resultante tem uma curvatura muito localizada, com um alcance
curto em torno da posicio da fonte. No grafico 5.2, que corresponde a estarmos mais
profundamente na fase de simetria quebrada, vemos uma clara tendéncia a conicidade,
ou seja, uma geometria de pouca curvatura local mas com uma singularidade conica na
posicao da fonte. Nestes casos € frequente o aparecimento de uma dobra na imersao,
ao longo da borda da rede. No grafico 5.3, que corresponde a uma posigdo proxima
da transi¢do critica no diagrama de fase, temos uma geometria claramente curva, que
parece estar desenvolvendo um horizonte nas imediagoes da fonte. E muito interessan-
te que este comportamento esteja relacionado a regido de transigio critica, para onde
devem tender os limites do continuo.

Nas figuras 5.4 a 5.6 podemos ver graficos semelhantes, para a constru¢ao dos quais
foi utilizada a massa da componente transversal. Para esta componente temos, na fase
simétrica, uma geometria essencialmente plana, com dobras da imersdo provavelmente



Imersao para SO{2), d=4, N=8, r=1, ang=120, =2, j=10.

Figura 5.1: Imersdo na fase simétrica, em quatro dimensoes, com jo = 10, componente
longitudinal.

Imersao para SO{2), d=4, N=8, r=1, ang=30, i=2, j=10.

1 T T T 71 17Tt 1

Figura 5.2: Imersdo na fase de simetria quebrada, em quatro dimensées, com j; = 10,
componente longitudinal.
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Imersao para SO(2), d=4, N=8, r=1, ang=60, i=2, j=10.

Figura 5.3: Imersdo na regiao critica, em quatro dimensdes, com jp = 10, componente
longitudinal.

Imersao para SO{2}, d=4, N=8, r=1, ang=90, i=1, j=10.

Figura 5.4: Imersédo na fase stmétrica, em quatro dimensoes, com jo = 10, componente
transversal,
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Imaersao para SO{2), d=4, N=8, r=1, ang=30, i=1, j=10.

3.5 -

Figura 5.5: Imersdo na fase de simetria quebrada, em quatro dimensées, com j; = 10,
componente transversal.

Imersao para S0(2}, d=4, N=8, r=1, ang=60, i=t, j=10.

Figura 5.6: Imersao na regido critica, em quatro dimensoes, com jo = 10, componente
transversal.
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associadas a erros numéricos na origem, onde se localiza a fonte singular. Na fase de
simetria quebrada a geometria colapsa, pois a massa desta componente vai a zero e
ela ndo pode de fato definir uma geometria. E interessante que na regido critica, ao
contrario do que acontece nas outras regioes, a massa da componente transversal define
uma geometria extremamente parecida com aquela definida pela massa da componente
longitudinal. A principal diferenca parece ser uma mudanca global de escala, provavel-
mente devida & reconstitui¢io imperfeita da simetria na regiao de transi¢do, o que é
carateristico de redes relativamente pequenas com condig¢des de contorno periddicas.

Imersao para SO(2), d=4, N=8, r=1, ang=180, i=2, j=10.

35 -

Figura 53.7: Imersdo para a Leoria livre, eml quatro dimensoes, com j; = 10, componeme
longitudinal.

Nestas simulagdes # = 180° corresponde a teoria livre, na qual a geometria deve ser
plana, com ou sem fonte externa. Este ponto foi utilizado como referéncia para testes
dos programas e um exemplo dos resultados pode ser visto na figura 5.7. Também
verificamos que a geometria gerada é plana para a teoria interagente, desde que jg seja
constante ao longo de toda a rede.

Realizamos também algumas simula¢des com um valor um pouco menor para a fon-
te externa, jo = 5, com o objetivo de determinar o carater da sua influéncia sobre a
formacao e posi¢io do horizonte. Podemos ver alguns resultados nas figuras 5.8 a 5.10.
Como vemos, a formagio de um horizonte é menos visivel neste caso, o que provavel-
mente indica que ele estaria se formando mais perto do centro, abaixo da resolugdo da
rede. Presumivelmente, para podermos ver a formagio de um horizonte neste caso serd
necessario utilizar redes maiores.
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Imersao para SO(2), d=4, N=8, r=1, ang=70, i=2, j=5.

Figura 5.8: Imersdo na fase simétrica, em quatro dimensdes, com j, = 5, componente
longitudinal.

Imersao para SO{2), d=4, N=8, r=1, ang=50, i=2, j=5.

Figura 5.9: Imersio na fase de simetria quebrada, em quatro dimensoes, com 75 = 5,
componente longitudinal.
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Imersao para SO(2), d=4, N=8, r=1, ang=60, i=2, j=5.

Figura 5.10: Imersdo na regiao critica, em quatro dimensdes, com j, = 5, componente
longitudinal.

Imersaoc para SO(2), d=3, N=8B, r=1, ang=90, i=2, j=10.

Figura 5.11: Imersao na fase simétrica, em trés dimensdes, com j, = 10, componente
longitudinal.
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imersao para SO(2), d=3, N=8, r=1, ang=30, i=2, |=10.

e
:
o

Figura 5.12: Imersao na fase de simetria quebrada, em trés dimensdes, com j, = 10,
componente longitudinal.

Imersac para SO(2), d=3, N=8, r=1, ang=50, i=2, j=10.

T r 1 I 1 1°r 3+ 1.1

Figura 5.13: Imersdo na regiao critica, em trés dimensées, com jo = 10, componente
longitudinal. '
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Finalmente, realizamos algumas simulag¢des do modelo em trés dimensdes, com o
mesmo tipo e valor da fonte, com o objetivo de verificar o tipo de geometria que aparece
neste caso. O principal ponto de interesse era verificar se a geometria gerada neste caso
¢ localmente plana e, em particular, se existe uma singularidade conica na origem.
Graficos com os resultados podem ser vistos nas figuras 5.11 a 5.13. Como se pode
observar, em redes finitas a geometria em trés dimensdes é qualitativamente semelhante
aquela que aparece em quatro dimensdes. Naturalmente, devemos manter em mente
que as variaveis dimensionais da teoria escalam de forma diferente em trés e quatro
dimensdes e que, portanto, pode haver uma diferenca significativa no limite do continuo.

5.2 Meétodos Numéricos Utilizados

As simulagbes revelaram-se bastante longas nos equipamentos que estiveram disponiveis
para este trabalho. Para a maior rede que conseguimos rodar, com N = 8, alguns pontos
chegaram a levar quase 1000 horas em um processador do computador mais rapido
disponivel para o nosso uso, para que pudéssemos gerar boa estatistica. Para melhorar
a estatistica, considerando que a simetria de translagido temporal nio é quebrada pela
fonte que introduzimos, fizemos uma média sobre as N secgbes espaciais perpendiculares
ao eixo temporal. Ainda para melhorar a estatistica fizemos, no caso do espago-tempo
quadri-dimensional, uma média sobre as trés secgdes bi-dimensionais contendo a origem
que existem na sec¢ao espacial de trés dimensoes.

Para a construcdo das imersoes é necessario resolver um problema de imersiao que
consiste, neste caso, em achar uma superficie num espago Euclideano de trés dimensdes
que tenha a mesma geometria intrinseca da nossa sec¢do. Este problema foi resolvido
numericamente através de um processo de relaxagdo estocastica do tipo de um ajuste
de x?. Sejam #; os comprimentos associados a cada um dos 2dN¢ “links” e diagonais,
que resultam do processo de quantizagio e sejam §; as distancias entre os pontos nas
duas pontas de cada “link” ou diagonal, medidas no espago de imersio. Definimos x?
como

24N4
XF= Y wi(d - 6),
i=1
onde a soma corre sobre todos os 2dV¢ “links” e diagonais e w; sdo pesos inversamen-
te proporcionais aos erros estatisticos associadas a cada £;. O processo de relaxacgio
estocastica é iniciado com os N¢ pontos da rede em posigdes escolhidas arbitrariamen-
te no espago de imersio e passa a fazer mudangas randémicas nestas posi¢des com o
objetivo de minimizar 3% Cada vez que uma mudanga diminui x? ela é aceita, caso
contrario ela € rejeitada e tenta-se de novo a partir da situagio original. Desta forma
nos aproximamos do minimo global de x?, que é zero e corresponde a uma imersdo
perfeita, com cada §; igual ao £; correspondente.
O processo de relaxagao pode ser feito de muitas maneiras diferentes. Se forem feitas
apenas variagGes locais independentes em cada ponto, ele € susceptivel de ser muito lento
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para se aproximar significativamente do minimo global. H4 também o risco de que o
sistema fique preso em minimos locais dos quais é dificil sair. Alguns destes minimos
locais podem ser vistos como dobras na imersio resultante. Sempre que possivel é 1itil
fazer mudancas correlacionadas de varios pontos ao mesmo tempo. Entretanto, se o
nuimero de pontos correlacionados em uma determinada mudanca for muito grande a
probabilidade de se rejeitar mudangas tentativas ripido.

O processo de imersao por relaxacao estocastica tende a funcionar melhor quando
a geometria intrinseca da secgao é mais curva. Observe-se que o problema de imersao
ndo tem necessariamente uma solucdo unica. Isto é 6bvio, por exemplo, no caso da
geometria plana e pode ser facilmente demonstrado com o amassar-se de uma folha de
papel. Ha um “drift” dentro do conjunto das possiveis solugdes que acontece junto com
o processo de relaxagdo. Para minimizar o “drift” realizamos o relaxamento da imersao
utilizando todos os vinculos de simetria que podemos impor.

Em nosso caso temos uma simetria de 8 elementos, compostos pelas quatro rotagles
de 90° e por uma reflexdo da sec¢ao. Além disso, fixamos a posi¢ao do ponto central
e a diregdo do eixo de simetria da secgdo. Entretanto, isto nem sempre basta para
estabilizar completamente a imersao, que ainda fica sujeita a dobras de varios tipos, em
especial para o caso da geometria plana. Pequenos erros nos comprimentos dos “links”
e diagonais podem ter um efeito dramatico na imersdo. Isto acontece com frequéncia
para os “links” e diagonais que se ligam ao ponto central onde esta a singularidade da
fonte, onde os erros numéricos tendem a ser maiores. Estes erros ndo sio puramente es-
tatisticos, incluindo também erros numeéricos relacionados a representagao do potencial
da teoria na presenca de fontes externas fortes.

O processo de relaxamento estocastico foi executado em cada caso até que os erros
cafssem abaixo de um certo nivel, escolhido de forma a ser compativel com os nossos
erros numeéricos € a nao estender demasiadamente o tempo de execugao dos programas.
Gréficos tipicos dos valores finais de x? podem ser vistos nas figuras 5.14 a 5.16 e
um conjunto mais completo pode ser encontrado no apéndice A.3. Nestes graficos a
escala de x? é relativa ao comprimento médio dos “links” e diagonais que se ligam ao
ponto no qual ele esta definido. Desta forma, os valores apresentados correspondem
a0 deslocamento adicional que seria necessario realizar em cada ponto para que os
erros fossem a zero, o que nos da uma idéia intuitivamente 1til da qualidade do ajuste.
Tipicamente os erros nao passam de alguns por cento nos piores casos, em geral no
centro da rede, onde estd a fonte singular.

5.3 Analise da Geometria da Seccao

O principal resultado que temos a apresentar aqui sobre o relacionamento entre a quan-
tizacao dos campos e a curvatura da geometria espacial é de carater qualitativo, ou
seja, o simples fato de que aparece uma geometria curva. As redes que foi possivel
utilizar até agora sdo muito pequenas para podermos fazer muito melhor do que avaliar
visualmente os resultados. Entretanto, mesmo uma avaliagdo puramente visual dos re-
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Chi-quadrado para SO(2}, d=4, N=8, r=1, ang=120, =2, j=10.

t
:

Figura 5.14: Erros residuais na fase simétrica, em quatro dimensdes, com jo = 10,
componente longitudinal.

Chi-quadrado para SO(2}), d=4, N=8, r=1, ang=30, i=2, j=10.

Figura 5.15: Erros residuais na fase de simetria quebrada, em quatro dimensdes, com
Jo = 10, componente longitudinal.
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Chi-quadrado para S0(2), d=4, N=8, r=1, ang=60, i=2, j=10.

Figura 5.16: Erros residuais na regido critica, em quatro dimensoes, com jo = 10,
componente longitudinal.

sultados j& pode nos dar uma idéia intuitivamente util sobre a natureza da geometria.
Basta comparar a imerséo da figura 5.3, que corresponde a regido critica, com a imersao
de uma sec¢do bi-dimensional da geometria de Schwarzchild mostrada na figura 5.17,
para verificar a semelhanga qualitativa entre as duas. Nesta dltima figura incluimos,
para compara¢do, uma versio ampliada da figura 5.3. Os dois graficos da figura 5.17
estdo desenhados na mesma escala e o raio de Schwarzchild foi escolhido para torna-los
tao semelhantes quanto possivel.

Ha ainda dois aspectos da geometria gerada que podemos tentar examinar com
mais aten¢do, mesmo sob estas condi¢oes limitadas do ponto de vista das exploragoes
numéricas. O primeiro consiste de uma comparagdo da curvatura escalar da secgdo
gerada com aquela da secgio correspondente da métrica de Schwarzchild. E facil calcular
a curvatura intrinseca de uma seccao bi-dimensional contendo a origem na geometria
de Schwarzchild, fora do horizonte. A métrica completa da geometria é

-1
ds? = — (1 _ frﬁ) 4t + (1 - ?) dr® + 2 [df? + sin?(9)dg?]

onde 7 € o raio de Schwarzchild. A sec¢do é dada pela parte tri-dimensional da métrica,
ou seja por dt = 0, se impusermos ainda que = 7/2 com df = 0. Como a métrica é
estatica fora do horizonte as secgdes Euclideana e Lorentziana sdo idénticas e obtemos
oy -1
ds = (1= 22) 7 dr® 4128 = AX(rar® + ria?,

r
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Imersao para SO(2), d=4, N=§, r=1, ang=60, i=2, j=10.

Figura 5.17: Comparagdo da imersdo na regiao critica com a imersao de uma secgéo da
geometria de Schwarzchild fora do horizonte, mostrada com resolugdao compativel com
a da rede.
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onde A(r) = (1 — ro/r)~'/2. Usando a base de 1-formas w, dada por

wr = A(r)dr,
Wy = T'dqf),

a metrica da sec¢ao pode ser escrita como
d‘52 = (wr)2 + (W¢)2,

com g, = d,,, de forma que ndo é necessario diferenciar indices inferiores e superiores.
A l-forma de conexdo w,, € neste caso anti-simétrica e, resolvendo as equagdes

dgyy = Wyt Wiy
yhw, = —wu Aw,
obtemos
Wer = Woe = 07
1
w = —Ww = — W
or T rA(r) Y

A 2-forma de curvatura {1, € obtida de

Dy = dwyy, + Wya N Way,

de onde segue que as componentes nac-nulas sdo todas iguais a menos de sinal, sendo
dadas por

A(r
o = 05

wr Nwg,

onde A(r) = dA(r)/dr. A partir disto obtemos o tensor de curvatura R,,qg, que se
relaciona com {2,, através de

Q#,, = R#U|G>g|wa A wg,
de onde resulta que as componentes nao-nulas tém todas a mesma magnitude, com

Al
Rrgr = ;A3—?£1)~)’

as outras podendo ser obtidas por anti-simetria. Segue que as componentes ndo-nulas
do tensor f,, sdo

Rrr = Rq‘)q‘) =
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e que a curvatura escalar R é dada por

. 24(r) _ mp

T orA3(r) T P
Este resultado vale em qualquer ponto fora do horizonte, ou seja para r > r5. O que
nos interessa mais a respeito dele é que ele é negativo e que a sua magnitude cai quando

nos afastamos do centro.

A
ds| 01
87 b,
w L 4
0s 63
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Figura 5.18: Uma célula do complexo simplicial.

Também é facil calcular a curvatura escalar de nossa seccho numérica através do
calculo de Regge. Para isto, utilizamos a interpretagao de nossa rede como um complexo
simplicial. Tomando todos os “links” e diagonais que partem de um ponto, bem como
todos os vizinhos conectados por estes “links” e diagonais, podemos construir ao redor
de cada ponto da seccdo uma parte do complexo, como mostra a figura 5.18. Kle
€ composto de 8 tridngulos. Se ligarmos os pontos médios dos “links” e diagonais,
construimos uma pequena regido ou célule em torno de cada ponto. E facil verificar
que a seccao pode ser dividida de tal forma que cada ponto tenha ao redor de si uma
célula como esta, sendo que a unido das células reconstitui a seccdo. Nestas condigdes
podemos definir a curvatura escalar no ponto central da célula como

2m — 9'1"
==z
onde A é a drea da célula que estd em torno do ponto e 7 = To_, 6; é a soma dos
8 angulos internos dos triangulos cujos vértices estdo no ponto central da célula em

questao. Tanto as dreas quanto os angulos podem ser obtidos trigonometricamente a
partir de nosso conhecimento dos comprimentos ¢; dos “links” e diagonais. Com isto

R
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podemos calcular R em cada ponto ao longo de nossa secgio numérica. Como para
d = 2 a curvatura escalar basta para definir completamente a geometria intrinseca, isto
permite uma comparacio util. E necessirio registrar aqui que, como definido aqui, o
complexo simplicial associado a sec¢do bi-dimensional é, na realidade, tri-dimensional.
Isto se deve ao fato de utilizarmos ambas as diagonais de cada quadrado da rede, o que
efetivamente da origem a tetraedros. Entretanto estes tetraedros sdo quase-degenerados
em redes finitas e tornam-se planos no limite do continuo.

Este calculo foi levado a cabo e o resultado comparado qualitativamente com o re-
sultado para a secgido de Schwarzchild. Naturalmente, os nimeros absolutos nio sio
de muito interesse, pois estamos comparando uma rede relativamente pequena com o
limite do continuo. Mas o sinal resultante estd correto, sendo negativo exceto no ponto
central onde esta a singularidade, nos pontos diretamente ligados a ele por um “link”
ou diagonal e na borda da rede, na qual existem deformacgoes devidas a condigées de
contorno periédicas. Naturalmente, pode-se perceber que, com a exclusdo de tantos
pontos em redes relativamente pequenas, nao restam muitos pontos significativos para
uma compara¢io quantitativa. Mesmo assim, na rede com N = 8, onde ainda exis-
tem dois pontos significativos ao longo da diregao radial, pode-se ver que a magnitude
de R decresce quando nos afastamos do centro, como é o caso para a geometria de
Schwarzchild.

O segundo aspecto que podemos tentar examinar estd relacionado com a possibili-
dade de que a geometria gerada seja conformalmente plana. Como a geometria é gerada
pela variagio de um dnico pardmetro, a massa renormalizada, pode-se pensar a principio
que isto leva inevitavelmente a uma geometria conformalmente plana. Isto se deve ao
fato de que uma geometria é conformalmente plana se o seu intervalo invariante ds? for
proporcional ao intervalo invariante da geometria plana. O fator de proporcionalidade
pode depender de posi¢io, de tal forma que a geometria nao é de fato plana, mas ela
pode ser planificada por uma simples mudanca da escala feita de forma local, em cada
ponto. O ponto crucial é que, para que a geometria seja conformalmente plana, o fator
de proporcionalidade nao pode depender de dire¢io, mas apenas de posigdo.

Assim, podemos avaliar se a geometria gerada serd ou nao conformalmente plana
examinando a magnitude da escala gerada através da massa renormalizada em cada
dire¢ao através de um determinado ponto. Observe-se que a massa renormalizada,
como a medimos neste trabalho, nao esta associada a sitios e sim a “links” e diagonais,
o que € um reflexo do fato de que ela esta relacionada a comprimentos de correlagio.
Assim, € possivel que exista de fato uma dependéncia dela com a dire¢do. Como as
massas renormalizadas estdo associadas aos “links” e diagonais e ndo diretamente aos
sitios, & necessario definir em cada sitio parametros de massa, associados a cada direcio,
que interpolem os valores das massas nos “links” e diagonais que se conectam ao ponto
de cada um dos dois lados em cada diregdo.

Em nossas sec¢bes bi-dimensionais temos 4 dire¢des independentes disponiveis em
cada sitio. Para cada uma destas diregdes fazemos uma meédia das massas associadas
ao dois “links” ou diagonais correspondentes, um de cada lado do sitio, e associamos o
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resultado ao sitio. Verificamos entao se os valores obtidos em cada sitio dependem ou
ndo da dire¢io. O resultado € que nas geometrias mais curvas eles dependem claramente
da diregdo, com diferengas significativamente maiores que os erros estatisticos. Segue,
portanto, que a geometria gerada no espago quadri-dimensional nio é conformalmente
plana, exceto quando é completamente plana. Isto indica que as correlagbes sdo afetadas
de forma diferenciada pela fonte central, dependendo de serem medidas nas diregoes
radial ou angular. E necessario que nio se confunda esta afirmago sobre a geometria
do espago como um todo com qualquer afirmagio sobre a geometria intrinseca da secgao,
que, por ser bi-dimensional, é sempre conformalmente piana.

41



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Acreditamos que as simulages realizadas deixam pouca diivida sobre o fato de que a
introdugao de fontes externas localizadas fortes no modelo A¢* gera na rede alguma for-
ma de geometria métrica com curvatura intrinseca. Ficam em aberto duas importantes
questdes: primeiro, temos a questdo de se a curvatura da geometria gerada em redes
finitas pelo processo de quantizacdo dos campos sobrevive ou nao ao limite do continuo;
segundo, temos a questdo de se a geometria resultante é aquela prevista pela equagao
de Einstein,

1
Ry = 59uR = 87GT,,.

Nao tivemos, até o momento, acesso a capacidade computacional suficiente para res-
ponder a estas perguntas através de exploragbes numéricas. Tudo que podemos dizer
no momento sobre a segunda questdo € que a geometria gerada em uma rede finita por
uma fonte puntual, avaliada através de secgoes espaciais bi-dimensionais passando pela
origem, é qualitativamente semelhante a seccio correspondente da solucdo de Schwarz-
child. Entretanto, com o rapido avanc¢o da tecnologia de computacdo, podemos esperar
que as exploragdes numéricas venham a progredir muito em um tempo relativamente
curto.

Quanto & questdo do limite do continuo, certamente que o tamanho das redes que
pudemos usar até agora nio é suficiente para que possamos tirar conclusdes definitivas.
Deve-se dizer que € possivel que a curvatura da geometria nio sobreviva ao limite do
continuo em condigdes que sejam fisicamente aceitaveis. O motivo é que a variagdo da
massa com a posi¢do aparentemente se deve, neste modelo-laboratério, ao deslocamento
do minimo do potencial, ou seja, ao aparecimento de um valor esperado nac-nulo 9g.
Isto apenas reflete o fato de que o modelo parece ser incapaz de definir duas escalas
dimensionais independentes. Em quatro dimensées, um limite com uma fonte represen-
tando uma carga puntual finita e fixa é tal que jy é constante, enquanto Jo — oo como
1/a®. Num tal limite teremos Vi finito em todo ponto exceto a origem. Como vimos
anteriormente, se quisermos ter Vg finito no limite do continuo, é necessario que g se
anule neste limite. Assim, deveremos ter no limite que ¥r — 0 para todo ponto exceto
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a origem, onde se localiza a fonte externa e onde Va diverge. Nao somos capazes no
momento de decidir se é ou néo suficiente ter Vz # 0 para gerar uma geometria curva.
Por isso, € possivel que no limite ar torne-se constante em toda a extensao da rede e
que a geometria gerada torne-se localmente plana.

Observe-se que, caso este mecanismo de fato se realize no limite do continuo, pode-se
encard-lo como um segundo tipo de trivialidade do modelo, associado & trivialidade em
seu sentido usual. Este possivel resultado pode ser interpretado como o fato de que a
geometria gerada é de curto alcance, assim como as fungées de correlagio da compo-
nente longitudinal massiva de nosso modelo. Com isto, a curvatura da geometria pode
colapsar para a origem no limite. E verdade que existem correlagcGes de longo alcance
nas fases quebradas dos modelos com A > 1, devidas as particulas de massa zero, os
bosons de Goldstone associados as componentes transversais. Entretanto, a geometria
¢ definida pela massa renormalizada finita e ndo-nula da componente longitudinal e, se
as diversas particulas nao interagem devido a trivialidade da teoria, ndo ha como estes
modos de longo alcance possam afetar a geometria. Existe ainda a possibilidade de que
haja um remanescente de cardter topoldgico da geometria gerada, na forma de uma
singularidade conica na origem, resultante do colapso da curvatura da geometria para
aquele ponto.

Isto nos leva a discussdo de uma objegdo formulada pelo Prof. H. B. Nielsen quanto
a questao da geometria gerada ser a de Einstein. Como € necessirio ter mp # 0
para poder definir uma escala e portanto a geometria, as correlagdes do campo seréo
de curto alcance. E portanto de se esperar que as variagbes Amp da massa decaiam
exponencialmente e a geometria resultante delas deve ser localizada e ndo a geometria de
longo alcance da equacio de Einstein. Como ja dissemos, € possivel que, neste modelo-
laboratério, a trivialidade da teoria impeca os bosons de Goldstone de transmitirem os
efeitos de geracdo de curvatura para longas distancias mas, num caso mais realista, por
exemplo numa teoria de gauge, teremos uma situagio parecida, com particulas vetoriais
de massa zero e particulas espinoriais de massa finita, exceto que neste caso elas de fato
interagem umas com as outras.

Uma outra objecao quanto & satisfacio da equacdo de Einstein pela geometria gera-
da vem do estudo da geometria em trés dimensées. Aparentemente o comportamento
€ qualitativamente o mesmo que se vé em quatro dimensées, ao contrario do que im-
plica a equacdo de Einstein. Segundo ela, em trés dimensbes deveriamos ver apenas
singularidades conicas no local da fonte. Naturalmente, é possivel que isto se realize no
limite do continuo, mas seria de se esperar que as diferencas entre as situagoes em trés e
quatro dimensdes fosse claramente visivel mesmo em redes finitas. Mais uma vez, para
progredir neste tipo de andlise é necessario que possamos usar redes maiores tanto em
trés quanto em quatro dimensoées.

Naturalmente, uma tarefa muito importante que esta pela frente consiste de des-
cobrir e desenvolver idéias e técnicas que permitam realizar um programa como o que
expusemos aqui no modelo padrio, incluindo os campos vetoriais e espinoriais. Seria
muito interessante iniciar este programa com o estudo do caso da eletrodinamica.
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Finalizamos com uma observagido sobre a possivel origem do principio da equi-
valéncia em um programa como o que apresentamos aqui. Numa teoria mais complexa,
como o modelo-padrio, teremos varias escalas fisicas dimensionais independentes, re-
lacionadas com as massas renormalizadas das diversas particulas presentes no modelo.
E natural que utilizemos uma delas, possivelmente a da particula massiva mais leve,
como unidade de escala, passando a medir todas as outras em termos dela. Além disso,
podemos agora introduzir fontes externas de varios tipos, um para cada tipo de campo
presente no modelo. Presumivelmente a introdugao independente de qualquer destas
fontes deve afetar os valores de todas as massas, uma vez que os campos interagem uns
com os outros.

Entretanto, para que o principio da equivaléncia seja valido, é necessdrio que as
razoes entre as massas ndo dependam de posi¢do ou direcdo, de forma que a geometria
gerada seja a mesma do ponto de vista de qualquer das massas, a menos da mudanga
global de escala devida a troca de unidades. Para isto, é necessario que, qualquer
que seja o tipo de fonte externa presente, todas as massas variem dea mesma forma
com a posi¢ao e diregdo. Assim, o principio da equivaléncia, no ambito das idéias aqui
apresentadas, toma a forma de um determinado tipo de universalidade do mecanismo de
geragio de curvatura na geometria, que deve valer, pelo menos, para os tipos de campos
e particulas que de fato encontramos na natureza. A determinagao da existéncia ou nao
desta universalidade é, certamente, uma das mais importantes tarefas que temos pela
frente.
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Apéndice A
Graficos

Apresentamos neste apéndice uma amostragem razoavelmente completa das simulagdes
e dos testes numeéricos realizados. Mais do que simplesmente registrar os dados dis-
poniveis, a intencdo é a de dar uma idéia da extensdo do trabalho numérico que foi
possivel realizar.

Foram realizados testes e simulagdes em trés e quatro dimensdes, para o modelo A¢*
com simetria 50(2). Em relago as fontes externas, foram realizados testes examinando
os casos Jp = 0 e 5o = (0,...,0,j), onde jo é uma constante ao longo da rede, com
valores entre 1 e 10. Foram utilizadas redes com N par entre 2 e 8, valores do parametro
r entre 0.1 e 10 e do pardmetro 8§ entre 10° e 180°. O angulo a que se referem algumas
das figuras é sempre o angulo 6.

A estatistica utilizada em cada “run” foi de 200 blocos de 50000 varreduras da
rede cada. Foram registradas as médias parciais sobre cada bloco e a dispersao entre
os blocos foi utilizada para a avaliacio dos erros estatisticos. Medimos também a
auto-correlagdo entre varreduras individuais consecutivas, sendo os comprimentos de
correlagao correspondentes levados em conta no cédlculo final dos erros.

Sempre que permitido pelas simetrias existentes, foram realizadas médias sobre a
rede para melhorar a estatistica. O efeito das correlagbes existentes entre diferentes
pontos da rede nos erros finais foi automaticamente levado em conta, pois os erros foram
calculados através dos blocos de varreduras obtidos j& com estas médias incluidas.

Sendo as coordenadas da rede i;,...,i4 = 1,..., NV escolhemos arbitrariamente ¢, =
1,..., N como a coordenada do eixo temporal para as simulagbes e colocamos a fonte
externa ao longo deste eixo, na posi¢do i,z = N/2. Fazemos médias dos observaveis
sobre todas as secgbes espaciais perpendiculares ao eixo temporal. Em d = 3 resulta
um espaco bi-dimensional descrito por 43,13 = 1,...,N. Em d = 4 resulta um espago
tri-dimensional descrito por i3,23,74 = 1,..., N. Neste caso fazemos médias sobre as
trés seccoes bi-dimensionais dadas por 7, = N/2, i3 = N/2 e iy, = N/2.

As escalas dos grificos de imersao foram mantidas constantes para todos os valores
de 0, para cada tamanho de rede e colegdo de valores para os demais parametros do
modelo.
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A.1 Testes dos Observaveis

Testes em d = 4:
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A.2 Imersoes da Seccao

Imaryeo paa SC(2), dus, M, re], ANgeld, w2, |=10

Imersoes em d = 4:
(componente longitudinal)

Lmodaso parm S0(2), dud, Hab), r=1, engedD, (=2, =10

Fig. I-4-2.4

immano pir s SO(2). dud, huB is] angaT0, 12 |=10

Fig. 1-4-2.1

imorywo pap S0(2]). dad Nab rul angadl, =2 |=10

Fig. I-4-2.5

Imaromo pare SO(2), dud, M8, ral_gngadl, 1=2, j=10

Fig. 1-4-2.2

Wneramn pary 542 ded, Haf, ra1, ang=30, 1s2. |10

Fig. 1-4-2.3
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Imaratc pars SO(2). dud. N=0, f=1, 849480 in2, |=10 Imetwo park SO{2], CGud_ Naby tal, @160, sa2, =10

Fig. 1-4-2.7 Fig. 1-4-2.10

Immeaopark 80(2).dei Naf tal, ng=120 w2 mI0 Mmoo para SO(2). dsd. Haf, re1, dng=30, 1=2, =10

Fig. 1-4-2.8 Fig. 1-4-2.11

Imoreac park 502, ded Maf ral, mg-150,1-2, (=10 Imersa0 para SO(2). ded, H=B, 1=1, ang=40, 1n2, =10

Fig. 1-4-2.9 Fig. 1-4-2.12
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TMerss0 P SO(2), dud, KuB, (a1, 1000, e, ya1)

Fig. [-4-2,13

Imersa para SO(2), ded, Nall, ral ang =6, 1e2, j=10

Fig. I-4-2.14

Imerbso g SO2). dad, HaB, 1=1, 8070, 12 1210

Fig. I-4-2.15

ol

narnan pern SO{2) Cud MNeB.rel. pngs60, 1=2. =10

Fig. 1-4-2.16

Imereio pare SO2). dwd, Nufl re1. anpe00, 1a2, ja10

Fig. 1-4-2.17

Imergnopars S0(2) d=4 NeB, rel, engel, w2, 10

Fig. 1-4-2.18




IMErEO A SO). dad, Mufl ral, snge) 50, is2, 1410

Fig. [-4-2.19

Imergan pary 50(2), dud, NaB, rat, ange 180, 2, 1= 10

Imerean pird SCX2}, dud, Hafl, ra1, pngedld =1, |=10

Fig. I-4-1.2

Imeruma pare SO2), dud, Nafl ia), ahged, ind, =10

Fig. 1-4-2.20

Imersoes em d = 4:
(componente transversal)

IMgs20 para SO(2) d=4, Nufi fu), BnQe30, al (=10
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Fig. 1-4-1.3

Imacaan para SCX2). dud. Nl 71, ang=80, 1=1_ (=10

Fig. 1-4-1.4



Emensao pird SO(2), d=4, Ml tel, angel0, 11, =10 ETaE20 pare SO(2). ded. Hafl, -1, ang=120, 1e1. =10

Fig. 1-4-1.5 Fig. I-4-1.8

hmersan pare SO{2). ded. M=B, a1 gng-B80,1-1, =10 Mharouo pom SO2). ded, Null iel, ng=150, i1, = 10

Fig. 1-4-1.6 Fig. 1-4-1.9

Imosga pora S0(2), d=4, N=B, rul, grgeBl, sm1, (=10 Imersacpara SOR2). ded, Nub ral, ongaiBd, 1ol w10

Fig. I-4-1.7 Fig. I-4-1.10
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Inesm0 pare $CX2), dat, Naf, tal, ang=2 1el, Je10

Fig. 1-4-1.11

marga0 pare SOG2). dud, M-8 re1, 6gedO, w2, =10

Fig. 1-4-1.12

Imareaq para SO52). dad M-8 re1, ange50, 11, i 10

Fig. 1-4-1.13
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maraas para SO(2). ded, Ne B, ru ), Bped0, 1e1. (=10

Fig. I-4-1.14

Imaraan par S(2). d=d. H=B, (=1, ang=70, (1. =10

Fig. 1-4-1.15

Imogan pare SO{2). ded. Nafl ra1, pngeB0, w1, (=10

Fig. 1-4-1.16




T 000 parl SOXD), dud, Ml re1, 8ngagQ, e, [«10 imarmag pars SO(2), dud HaB, (al, 8NQ=1B, (a1, (340

Fig. I-4-1.17 Fig. 1-4-1.20
premm s — Imersdes em d = 3:
{componente longitudinal)

Imor 800 pare S032]. dud. Hef, fal, ang=30, 12, (=10

Fig. [-4-1.18

Inorano pam SO{2). dad. Ned, e, ga150,3=1 =10
Fig. I-3-2.1

Immgat parn S0\2), 0w3 Meb rei, ang=d0, 1«2, =10

Fig. I-4-1.19

Fig. 1-3-2.2
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Lmarean para SO{2), dad, Nef, 1a1,8nge50, 1a2, =10 Imer B0 pors SCX2). dad, Hab, tel, o900, 152, j=10

Fig. 1-3-2.3 Fig. 1-3-2.6

Imainm pirw SO(2), dad Hafl 1e1 png-60, 1w, w10 Imer g pata ST(2), dnd, NaB, r=1, ang =9 102, =10

Fig. 1-3-2.4 Fig. 1-3-2.7

Imexsdc para SNZ), 9=3, He6, e 1 arigeT0. 12,110 tmersgopars SO(2), de3, NuBL 1=, ange120, 1a2, = 10

Fig. I-3-2.5 Fig. 1-3-2.8
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Imoreac para 50(2}, d=d, Hab, ral, @ngel 5L 1-2, (10 imorgoo pare SO(2), 0=3, Nefl 121, sngedD, 1n2. =10

Fig. 1-3-2.9 Fig. 1-3-2.12

Imir k90 pare SO(2). d=3, Nab, ra1, oig=190, re2, pu 10 Imaaan para SX2). dul, Hal, i=1, ange 30, inZ, j=10

Fig. 1-3-2.10 Fig. 1-3-2.13

Imeraaa par SO(2). ded hef, 11, angsd0, 122, [a 10 Imoreao patl SC42). el Med, ra1, ange3Q, 142, =10

Fig. 1-3-2.11 Fig. 1-3-2.14
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Imecnss pore $LX2), 423, Nef, rel, Wgal0, 102 (=10

Fig. I-3-2.15

Immrgeo pars SOX2) dud. Mad: 1wl 80000, 102 (=10

Imergan pars SOX2), 43, Hufl =1, Ingal20, 1=2. 10

Fig. 1-3-2.18

Imoreeopars SCE2) ded Nefl (. wiga150 1e2, 0

Fig. 1-3-2.16

Imoreso pra SOF2), ded, Med. rel, Ang=00, n2,)=10

Fig. I-3-2.17
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Fig. 1-3-2.19

marpsopars SX52), 0ad, Mag, (a1, onpe100, (2, m 1D

Fig. 1-3-2.20



Imersoes em d = 3:
(componente transversal)

noremo parm 50X7) d=3. Hafl r=1. age8D, is1, J=10

imereso pors SCA2). ded, HaB 1=}, 0ngadd 1al, =13

Fig. 1-3-1.4

imarsao pi e SO42). ded Nel tal, ang-10 1e1, )=10

Fig. I-3-1.1

WRaramo pai s S(2) dad MeB, el ngedl =i, =10

Fig. I-3-1.5

Imergan pees SC42). dad, Mefl ral, ang00, 1=1,)=10

Fig. I-3-1.2

Imargao parg SO(2),d=3 Hufl tal onge30, ial, (=10

Fig. I-3-1.6

Fig. 1-3-1.3
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merman pars SO(2). d=3. Hafl fa), 800, 1l =10 Emerkso pars SO0), Ge3, Hafl 11, eng =180, 1e1, m 10

Fig. 1-3-1.7 Fig. 1-3-1.10

Imar 600 0o SO(F. de. Hab, re ), a1 1=, m13 Imargac perw SO(2), §=), MuB, re1, angad 1-1, =10

Fig. 1-3-1.8 Fig. 1-3-1.11

Iméraao para S0(2), ded Mo ral, onge150, 1ol w10 Imodeaa parm SCX2). de, MaB, ful, &ngadl), 1a1, |10

Fig. I-3-1.9 Fig. 1I-3-1.12
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L B0 DA SN2), dad Habl, rel, angesl inl. =10 meraso pare S042), a3 Nafl, re1, B1geBl. 11,3010

Fig. 1-3-1.13 Fig. 1-3-1.16

Imerann pars SO(2), dud, Nl tal, pngefd, 1=l (=10 Imeraao para S0(2). dd, Haf, f= 1. mAg=0d 1ni, =10

- Fig. 1-3-1.14 Fig. I-3-1.17

.. Imernac pare SO42).ded M- (e, a0geT0. 1=, =10 imorsaopars 50(2) ded, Nafl tel, angai20, a1, =10

Fig. I-3-1.15 Fig. 1-3-1.18
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Fig. I-3-1.19 Fig. I-4-2-J.2

Imuranoon S0, Jeg, Med 11 =i et m ot Ui purd I} ded Mad 1) gm0 rad (ad

Fig. 1-3-1.20 Fig. 1-4-2-1.3

Imersoes com 7 = 5: Imersoes com j = 5:
.(componente longitudinal) (componente transversal)

Imeia0 para SO[2) dad H=B,r=1. 30050 1e2, (e 5 Imorsao cara SO12) dmd, Hall 1l ang=50 =1, |25

Fig. 1-4-2-J.1 Fig. 1-4-1-J.1



P apimdeadit prny w01, ded Nen e

Fig. [-4-1-J.2

Imorsan paea $C12) Jad Nel fal 307qai0 1] a3
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Fig. I-4-1-J.3

Fig. E-4-2.3
A.3 Erros Residuais

Erros em d = 4:

(componente longitudinal)

Cru-uacrcs pard SOM). dad a6 rel, angedd =2 =10
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Fig. E-4-2.5 Fig. E-4-2.8

Chy-gusdadaparn 302, gad Mot rat, wedd 2 =10 Crw-guadrmdo rara S0(2]. dad Nei =1 2inget 50 102 1410

Fig. E-4-2.6 Fig. E-4-2.9

Fig. E-4-2.7 Fig. E-4-2.10
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Fig. E-4-2.11 Fig. E-4-2.14

Chigua2fadapard 3071 al ' B 1=l anga40 w7 =10 In madadesata 30 Aed UaE fal anzaiD w2 el

Fig. E-4-2.12 Fig. E-4-2.15

Chisauadadopara 50(2) ded Hef tet anga%) =2 =10 Cri-naarco para S32] Jud Hed rel angeBd, 2 v10

Fig. E-4-2.13 Fig. E-4-2.16



Ch-muadddosary SQ2) ed Nad ral 30gel0 w2 (070 Chiuadiade oora 3042 ded, HaB ral Aa1P0 re: 1ulQ

Fig. E-4-2.17 Fig. E-4-2.20
Cru-quadrada para SO(Z) ded Nal rxl angmiZ0 a2 =10 EI‘I‘OS em d — 4:
(componente transversal)

Cnuadrade para S0[2) dad N6, r=1,am=30 =1 =10

Fig. E-4-2.18

Chi-quadrado para SO(2) d=4 N-8.1-1, angr150.1-2 (=10
Fig. E-4-1.1

Chi-guacraga para SO[2) dud Hedi =1, agedD =1, |30

Fig. E-4-2.19
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Cre-guagiado para 3012} dad Had ta) 3042150 Wl ja1D Chiazadrada paia SC3) Ged Med tal anged0 w1 wl0

Fig. E-4-1.9 Fig. E-4-1.12

Chi-tuadmdo para 50[2) Jad M6 ral a0gal00, =1 =10 Chi-quadrago para SO[2) d=d HaB et 0mgasd =l =10

gcal

Fig. E-4-1.10

Chi-quacraca pars 50M2) cad, Naf tal oogudl a1 =10

Fig. E-4-1.11 Fig. E-4-1.14



Cru-quadnedo pare SO[2). dad, Had 11, wng-70, =1, =10 Chi-quudmdo pere SO(2). dud. Hefl, r=1, ang=120, 11, =10

Fig. E-4-1.15 Fig. E-4-1.18

Cru-quadrudopsre SOR), dad, NeB, fal. ang=30, =1, (=10 Chi-quadmdo para 30{7). d=d. N-B. ral, ang=150,1=t, (=10

ooo

Fig. E-4-1.16 Fig. E-4-1.19

Cry-quadrado pain SOR), ded, Heb_rul, angaSD, m1, =10 Chu-tuadmdo parn SO{7). Cad, Naf, 11, ang=180_1=1, =10

Fig. E-4-1.17 Fig. E-4-1.20
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Erros em d = 3:
(componente longitudinal)

Fig. E-3-2.2

Chr-quadmda pala SO/R). 0=l Naf =1 ang=50 =2 =10

Fig. E-3-2.6

Fig. E-3-2.3



Gl adrado pue SO(ZH el Hafi, tml g o, =10 Chr-ruadrado oara 3000, 6=3 N8, ra 1, ang=190, 12, =10

Fig. E-3-2.7 Fig. E-3-2.10

Chu-audarada v SO 3=0 Hed a1 ang=120, e, =00 Chi-quadrado para S0(2). gad Na@ 1=3, nigeld, 1e2, (=10

Fig. E-3-2.8 Fig. E-3-2.11

ru-quadrde pra SO{2), ¢=3, N=B, 1=1, engei 30 1-2_ =50 Chi-guedmdn para SC{2), duld Nudl, r=l, Bg=40, =2 (=10

Fig. E-3-2.9 Fig. E-3-2.12
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Chi uawado onia SR, dn Ll Hal tel el in2 je10

Fig. E-3-2.13
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CHiapudindo o S0{2), el Hed, 21, ong e, bd, =10

Fig. E-3-2.16

Chi-madmdo para 5072), ded Nai. (=1, 3-890, w2 |10

Fig. E-3-2.14

Chi-uadrado para S02), dald Nad, ret, angef0, 2, (a1

Fig. E-3-2.15

Fig. E-3-2.17

Cru-quadeado para SOI2]. dad Nad, a1, ag=i2, is2, 1=10




Chu-quedrade perg SO{A). dad, Nag, ra), s 130, 1wk, =10 Chuiquadrada piea SOR), =2, Hetd re) ongudd, 1l =10

Fig. E-3-2.19

Chr-guacrado pora 50{2), dad Neb, 121 amga 180,12, 1210

Fig. E-3-2.20 Fig. E-3-1.3

Erros em d = 3:
(componente transversal)

Chi-guacrade ot SO(2), dad, Nef re) wrged, @, |« 10

Fig. E-3-1.4
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Chi-padrado pard SO{2), dud, M=B, 11 angesQ anl 0 Ch auadmdaram SO e Hel), ra T, am=4%0 =l =0

Fig. E-3-1.11 Fig. E-3-1.14

Chi-uadrado Fars SOI2), e Had, ral, aea0 a1 210 Ctuaundmde 0un SOI, Jail, Nad, (a1 1010, 1= 1, =10

Fig. E-3-1.12 Fig. E-3-1.15

Cm-uadadopara SO[2). dud Hud, tul, ange50, 11, =10 Cri.qracrado para S0[2). del) e, ral angedd, = l, =10

Fig. E-3-1.13 Fig. E-3-1.16
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Uhtuadradapaa S0 J-2 N=0. (=1 1at, =1 (=10 Vhequndimdo pen 30(2), @=k Heb (o1 ang= 1100 =1, =1

Fig. E-3-1.17 Fig. E-3-1.20
Chi-undmdo garn 53(2 dail Nat re1 30qs120 a1, ja1} Erros para j — 5:
(componente longitudinal)

Chiquadrado pMa SOF). dad, Ha ral, Agedl 142, (-5

Fig. E-3-1.18

Chquagraga gare 502, ded N=8 r=1, ongml 50 el =10
Fig. E-4-2-J.1
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Fig. E-3-1.19
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Fig. E-4-2-1.3 Fig. E-4-1-J.3

FErros para j = 3:
{componente transversal)

Chvauncragn pare S002), dud, Nl rel, ange30 1l =3

Fig. E-4-1-J.1
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