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RESUMO

Estudamos as particulas auto-duais com spin e sem spin em duas dimensbes. As teorias
clissicas sdo formuladas e suas simetrias estudadas. A quantizagio é efetuada no for-
malismo de BFV. No caso bosonico mostramos que é possivel reproduzir todos os propa-
gadores dos campos auto-duais conhecidos. No caso fermiénico demonstramos que a teoria
de campo resultante pode ser bosonica ou fermidnica. Além disso, a estrutura tensorial de
Lorentz dos campos, que na formulagido bosdnica nao é transparente, é tornada explicita
na formulagdo fermidnica. Propomos também uma modifica¢io na integral funcional que
fornece a amplitude de transigdo, modificagao esta que deve ser comum a todas as teorias

que sdo invariantes por reparametriza¢des do parametro de evolugao.



ABSTRACT

We study self-dual particles and spinning self-dual particles in two dimensions. The
classical theories are formulated and their symmetries are studied. The quantization is
performed in the BFV formalism. In the bosonic case we show that it is possible to re-
produce all the propagators found for the known self-dual fields. In the fermionic case we
show that the resulting field theory can be either bosonic or fermionic. Besides that, the
Lorentz tensorial structure of the fields, which remains hidden in the bosonic formulation,
becomes explicit in the fermionic formulation. We also propose a modification in the funec-
tional integral which gives the transition amplitude, and we argue that this modification
must be commom to all theories which are invariant by reparametrizations of the evolution

parameter.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

Campos auto-duais emn duas dimensdes, também cc;nhecidos como bdsons quirais,
desempenham um papel fundamental na teoria da corda heterética [1]. Usando-se a férmula
de bosonizagdo [2] eles podem ser interpretados como excitagdes soliténicas de férmions
de Weyl [3]. De uma maneira mais geral, a formula de bosoniza¢io pode ser estendida
e revela que os bésons quirais fornecem toda uma classe de campos auto-duais de spin
superior {4,5]. Os bdsons quirais também foram utilizados na construgio sistematica do
campo de Thirring tendo sido usado, neste caso, campos que movem-se para a esquerda e

para a direita [6).

Apesar dos campos auto-duais em duas dimensdes obedecerem a uma equagio de

movimento simples
(n*” + )0, =0 (1.1)
onde 1, = diag(+1,—1), €4, = —€uu, €61 = 1, ou em componentes é = ¢', com ¢ =
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bo¢, ¢’ = O14, sua formulagio através de um principio variacional e sua quantizagio apre-

sentam varias sutilezas.

Poderiamos partir da Lagrangiana de Klein-Gordon e via um multiplicador de La-
grange agregar um vinculo que reproduzisse (1.1). O vinculo mais simples que poderiamos

impor seria T = ¢ — ¢', um vinculo de segunda classe [7], cujo colchete de Poisson satisfaz

{T(2), T(y}} = 26'(z ~ y) (1.2)

J4 a nivel Lagrangiano terfamos problemas pois as equagées de movimento provenientes
de
1
L= 56“¢3#¢+AT (1.3)

onde A é o multiplicador de Lagrange, fornecem
04— A+ N =0

$-¢'=0 (1.4)
da qual obtemos A— ) = ¢—¢' = 0 ou seja dois campos quirais. Neste caso o multiplicador
de Lagrange torna-se um campo dinamico e deixa de ser um mero campo auxiliar utilizado

para implementar o vinculo. A quantizagdo produz uma teoria em que o espago de Hilbert

possui uma métrica que ndo é positiva definida [8].

O passo seguinte seria tentar usar como vinculo o quadrado do vinculo anterior [9],
isto é
T=(¢-¢) (1.5)

- Esse vinculo é de primeira classe [7]

{T(z),T(v)} = 8'(z -~ y)(T(z) + T(y)) (1.6)

e estd associado a uma invaridncia local na formulagio Lagrangiana. O tratamento de

vinculos quadréticos de primeira classe que sédo o quadrado de vinculos de segunda classe é
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problemadtico [10]. Usualmente, lineariza-se o vinculo quadratico mas neste caso isto conduz
a teoria anterior que nio é satisfatéria. A simetria local gerada pelo vinculo (1.5) pode
ser interpretada como uma reparametrizagio em duas dimensdes com o multiplicador de
Lagrange fazendo o papel da componente A*+ do tensor energia-momento (as componentes
do cone de luz de um vetor V# em duas dimensdes sio definidas por V¥ = Vo £ V1) A
teoria é quantizada no gauge AT = 0 e uma anomalia é gerada na simetria local. Para

remover a anomalia um termo do tipo Wess-Zumino é acrescentado a teoria original [11].

Uma alternativa para descrever bdsons quirais, e que evitam anomalias, utiliza uma

equagdo de movimento nio local proveniente de uma Lagrangiana também néo local [3]

1 . 1
L= z /dxldyl X(Eo,l'l)ﬁ(-’b‘l - y1)x($o,y1) - ‘2' /dzlxg(thxl) (1-7)

5 [ dure(or = 1) k(20,1) — x(z0,2) =0 (18)

Obviamente a equagdo de movimento (1.8) implica em que x é um béson chiral. Note que
as condigdes de contorno a serem satisfeitas por x, isto é, x(+o0) = —x(—o0) mostram
que ele pode descrever um séliton. Esta formulagio possui um vinculo de segunda classe
[12]

T=1-¢ (1.9)

{T(z), T(y)} = 28'(z — y) (1.10)

onde II é o momento canonicamente conjugado & x. Isso significa que devemos utilizar

colchetes de Dirac, e, em particular, obtemos

{x(z),x(¥)}p = 6'(z — ) (1.11)

onde {}p indica colchetes de Dirac. Isso explica a relagdo de comutagio ndo usual que
aparece na ref.[3], [x(z), x(y)] = i8'(z —y). Esta formulagio néo é covariante pelo grupo de

Poincaré completo mas por uma versio contraida em que os geradores Py e P; sdo iguais.
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A equagao de movimento (1.8), no entanto, é covariante pelo grupo de Poincaré completo

[3).

Utilizando o campo y, podemos também introduzir um novo campo nao-local [3]

X@) =3 [ d dar =)o) (112)

mas que é descrito por uma Lagrangiana local
1 e t
L= 46~ (1.13)

As equagoes de movimento sao

o' ~¢" =0 (1.14)

demonstrando que ¢ é quiral se condigdes de contorno apropriadas forem utilizadas. Esse
campo ¢ apesar de ser ndo-causal [5] pode ser utilizado, através da férmula de bosonizagao,

para a construgio de campos causais [4,5].

Em vista das diferentes formulagdes para descrever bésons quirais vamos apresentar,
neste trabalho, uma formulagdo para particulas quirais (ou auto-duais), 1sto &, particulas
relativisticas de massa nula que movem-se apenas para a esquerda, como uma forma alter-

nativa para compreender algumas das propriedades dos bédsons quirais.

No capitulo 2 apresentamos a particula bosénica auto-dual [13]. Construimos uma
agao requerendo que a mesma seja invariante por reparametriza¢ao e encontramos uma
familia de particulas auto-duais dependendo de um parametro real v # 0. A quantizagao é
efetuada no formalismo de Batalin-Fradkin-Vilkovisky (BFV) [14] e algumas consideragoes
referentes & teoria de campos resultante sao feitas utilizando a quantizag¢io operatorial.
Para v = 1 reproduzimos a formulacao do campo ¢ (1.13) enquanto para vy = —1 encon-
tramos a formulagédo do campo x (1.7). Para « arbitrario obtemos a classe de campos auto-

duais descobertos na ref.[4]. Para v = 0 a teoria perde a invaridncia por reparametrizagao
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e formalmente reproduz a formulagdo (1.3). Para que a teoria seja causal é necessdrio que

v seja um inteiro negativo [5].

No terceiro capitulo estudamos as particulas auto-duais com spin [15] (spinning self-
dual particles). Elas sio obtidas utilizando-se a técnica da raiz quadrada [16] original-
mente proposta para obter-se uma teoria supersimétrica a partir de uma teoria pura-
- mente bosdnica. A técnica consiste, essencialmente, em introduzir varidveis de Grassmann
6,0 =0,...,D — 1, onde D é a dimensdo do espago-tempo) e a partir delas construir
vinculos fermidnicos & tais que seus colchetes de Poisson sejam proporcionais aos vinculos
bosdnicos. Quando aplicado & particula relativistica [17] a amplitude de transicio fornece
o propagador de Feynman para o campo de Dirac, enquanto a nivel de particula aparece

uma supersimetria entre as coordenadas X, e §, da particula com spin.

Quando aplicamos a técnica da raiz quadrada s particulas bosdnicas auto-duais obte-
mos uma classe de particulas auto-duais dependentes do pardmetro v se v for negativo e
impar. A agdo obtida € invariante por reparametrizagdo e por transformagdes de super-
simetria locais. A teoria € quantizada operatorialmente e via BFV. Contrério ao esperado,
obtemos tanto bdsons quanto férmions. Escrevendo « como v = 1 — 2n,n um inteiro
positivo, demonstramos que para n par qbtemos campos fermidnicos enquanto que para n
impar obtemos campos bosonicos. Além disso, esta formulagdo torna manifesta a estru-
tura tensorial de Lorentz dos campos envolvidos, estrutura esta ausente nas formulagées

anteriores.

Para o calculo das amplitudes de transigdo no formalismo de BFV propomos uma
modificagdo na integral funcional usual. Isso é devido ao fato de que a teoria cldssica
apresenta mais de uma trajetéria (classica) para um dado conjunto de condigdes de con-
torno. E necessario, portanto, modificar a integral funcional adicionando um termo que

selecione apenas uma das trajetorias cldssicas. A descrigao detalhada desse procedimento
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encontra-se no Apéndice, onde também apresentamos argumentos de que essa modificagao
é valida para qualquer teoria invariante por reparametrizagdes do pardmetro de evolugéo,
como as teorias de cordas ou a relatividade geral [18]. No Apéndice também é feito uma

breve discussdo da quantiza¢do de BRST (Becchi-Rouet-Stora-Tyutin) [19] no formalismo

de BFV.



CAPITULO 2

PARTICULAS BOSONICAS AUTO-DUAIS

Uma particula relativistica de massa nula que move-se para a esquerda pode ser carac-
terizada pela igualdade entre sua energia e seu momento, isto é, Py = P;. Além disso, de-
vemnos requerer que a agao que descreve tal particula seja invariante por reparametrizacdes
em 7, o tempo proprio da particula. Isto, por sua vez, implica que existe um vinculo de

primeira classe, T, e que a Hamiltoniana candnica é nula [7]. A agdo pode ser escrita como
T2 s
S = / dr (P*X, + NT} (2.1}
1
onde NV é o multiplicador de Lagrange que implementa o vinculo T e Xﬂ = %“-.

A escolha mals simples para T seria
T =P, - P (2.2)
porém, sob a reparamnetrizagao
§P, =0, 6X,=eX,, &N=(eNY (2.3)
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comn parametro ¢(7), verificamos facilmente que a agéo (2.1) ndo € invariante.

A proxima escolha mais simples poderia ser T = (FPy + P;)(F, — P;) mas este é
o vinculo da particula relativistica usual e nao implica que ela move-se apenas para a
esquerda. Poderiamos, alternativamente, escolher T = (Py — P;)? mas, como comentado
anteriormente, existem problemas com vinculos quadraticos de primeira classe e sua li-

nearizagio (2.2), como vimos, ndo produz uma teoria satisfatdria.

Devemos entdo considerar vinculos do tipo T = Py(Fy — Py) ou P (P — Py) que sdo
essencialmente equivalentes. De fato, vamos tomar uma versio generalizada de digamos
P(Py — Py) ¢ considerar

T = (P —P)P] (2.4)

com v # 0. Obviamente T é um vinculo de primeira classe. Utilizando as equagdes de

movimento provenientes da agdo (2.1) encontrainos
1X, { X} |1 Xo\~
PO = 1 —_ 9 + __ﬂ __._0
N N ¥ N
1
A b

v
(-%) 9

¢ substituindo de volta em (2.1) obtemos a Lagrangiana

Py

1

b A
L:(—N) (Xo — X1) (2.6)

Verificamos facilmente que sob reparametrizagoes
§X,=eX,, 6N =(eNY (2.7)

a Lagrangiana (2.6) transforma-se como 6L = (eL) e portanto a agio é invariante se

e(m1) = €{ry) = 0. Estas condigdes de contorno para € implicam, por sua vez, que devemos
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escolher uma condigdo de gauge que fornega uma equagdo diferencial de segunda ordem

para ¢. Isso permite, entao, a escolha do chamado gauge do tempo préprio N =0.

No formalismo de quantizagio de BFV [14) aumentamos o espago de fase original intro-
duzindo o momento canonicamente conjugado ao multiplicador de Lagrange N, denotado

por II
{N, I} =1 (2.8)

além de introduzir dois pares de fantasmas, descritos por variaveis de Grassmann, que sao

canonicamente conjugados 7,7, P, P e que satisfazem os colchetes de Poisson

{nP}={7,P} =1 (2.9)

Esse novo espago de fase é dotado de uma simetria global de BRST que é gerado pela
carga

Q =nT+ 1P (2.10)

Verificamos facilmente que a carga de BRST (2.10) é nilpotente, isto é, {@,Q} = 0. As

transformagoes de BRST sao definidas como §¢ = {@, ¢} e obtemos
68Xy = —nP/

) : P,
§X, = =y + 1 *7})—“—)17,"
1
6Pg = (Spl =0

SN =-P

§P=T (2.11)



O propagador é definido pela integral funcional t
K(X(1),X(2)) = /DX‘, DP, DN DII DP D% DP Dy O(I) &' (2.12)
onde I = f: dr N e a agéo efetiva S, 5 é dada por

Ses =/ﬁ dr (P*X, + IIN — Pjj - Pi— {Q, ¥}) (2.13)

e onde ¥ é o férmion fixador de gauge [14]. Em (2.12) estd ainda subentendido um fator

de normalizagio arbitrario que multiplica toda a integral funcional.

Como vimos anteriormente uma escolha de gauge conveniente é o gauge do tempo

préprio N = 0 que pode ser obtido se escolhermos
U=NP (2.14)

Utilizando (2.10) obtemos

{Q, ¥} =-NT-PP (2.15)
de forma que a ag¢do efetiva (2.13) torna-se

Sep = / dr (P*X, + TIN — P5— P+ NT + PP) (2.16)

As equagdes de movimento cldssicas fornecem

Xo+ NP’ =0

X, —N(‘y+1—’)*%(:)Pfr =0
Py=P =0
N=0

I—-T=0 (2.17)

t Veja o Apéndice para uma discussdo detalhada de (2.12)
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enquanto que para os fantasmas encontramos

hv]

F-F=0

I
It
o

74P =0

P=0 (2.18)

Devemos escolher condi¢ées de contorno que sejam invariantes pelas transformacdes de
BRST (2.11). Para as varidveis canénicas (X,, P,) escolhemos as condigbes de contorno
Xu(r) = X,(1) e X,(r2) = X,(2). Para (V,II) tomamos como condigdes de contorno
II{r;) = [I(r2) = 0. Para os fantasmas podemos eliminar P derivando novamente a terceira
equagdo em (2.18) obtendo 7j = 0. Tomamos entdo como condigdes de contorno para as
varidveis (7, P) n(m1) = n(2) = 0. Similarmente, para as varidveis (7, P) podemos escolher
as condigdes de contorno () = {72) = 0. Verificamos facilmente que essas condigdes de

contorno sao consistentes com as transformagoes de BRST (2.11).

Podemos, agora, efetuar as integragoes funcionais. A integracéo funcional em P pro-
duz um (77 —P) que pode ser utilizado para efetuar a integragio em P. Isso nos deixa com
um termo na agao efetiva da forma [ dr(—7n) = [ dr7ij devido as condigdes de contorno
escolhidas. Efetuando a integral em 7 obtemos é(7) que devido as condigées de contorno
sobre 1 pode ser reescrito como (det 82) 8(n). A integral em 7 é trivial restando apenas o

fator com o determinante.

O determinante de 82 pode ser calculado no espago Euclidiano usando a regularizagio

da fungio ¢ de Riemann. Vamos definir a equagio de autovalores
02 g = A2, (2.19)

onde ¥, sdo as autofungdes com autovalores A,. A solugio de (2.19) que satisfaz as

mesmas condi¢des de contorno de 7, isto €, ¥n(71) = Ya(m2) = 0 tem autovalores A, = 2%
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comn = 0,1,... e A7 = 7, — 7. O determinante do operador 32 é o produto de seus

autovalores, excetuando-se o modo zero, isto €,
o0 o0 2.2
nn
2
det (~a%) = [[ 2 =[]
( T) " (AT)?
n=1 n=1

Tomando o logaritimo obtemos

T
In det (—-(9,2.) =2 (ln Z‘FC(O) + 3;1 ]nn)
onde a fun¢do ¢ de Riemann ¢ definida por

(=Y n™ ()=

Tomando a derivada com relagdo a s em (2.22) obtemos

¢'(s) = — Y;n" lnn, ¢'(0) = _% ln 27

Portanto, podemos reescrever o dltimo termo de (2.21) usando (2.23) e obtemos

Indet (—8%) = In2A7

e portanto

Dessa forma, a integragao funcional dos fantasmas fornece um fator A7.

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

A integra¢do em II fornece 6(N ) ou seja a condigdo de gauge do tempo prdéprio. Esse

delta funcional anula todos os modos de V() exceto N (0) de forma que a integral funcional

reduz-se a uma integral ordinéria sobre N(0), além de contribuir com um fator (detd,)~!.

Como N (7) nao satisfaz condigdes de contorno (as condigdes de contorno sao impostas em

II(7)), detd, néo pode ser determinado. Comeo ele ndo envolve A7 podemos modificar a

medida de integragao DN — DN (detd, ) e dessa forma absorver o determinante. O termo

12
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() reduz-se & O(N(0)A7) de forma que os limites de integragio para N(0) sdo de 0 a

o0, assumindo A7 > 0.

Para efetuarmos a integragio em X, vamos fazer uma mudanga de varidveis

AA{ E(r — 1)+ Yi(r) (2.26)

Xy(r) = Xu(1) +

onde AX, = X,(2) — X,(1), de forma que as condigdes de contorno para Y, séo Y,(7,) =
Y.(m2) = 0. A mudanga de varidveis em (2.26) tem o jacobiano igual a 1. A agdo efetiva

(2.16) fica entdo com a seguinte forma

Ses = / dr[P* (AA}:“ + Y,,) + N(0)T (2.27)

A integral em Y, fornece &§(P,). Utilizando os mesmos argumentos que foram utilizados
para §(N') concluimos que a integral funcional em P, produz um fator (detd,)~? que pode
ser absorvido na medida de P, e a integral funcional reduz-se a uma integral ordindria

sobre P,(0), que denotamos por p,. Dessa forma, o propagador (2.12) fornece
oo +oo .
K(X(1),X(2)) = / dN(0) / d?p Ar (P AX+N(O)TAT) (2.28)
0 -0

onde T é calculado com P, — p,. Definindo ¢ = N(0)AT (que classicamente é igual &

f:: dr N(7) ) podemos reescrever (2.28) como
o0 +oco )
K(X(1),X(2) = f dc f d?p e'(praX+eT) (2.29)
0 -0

e nao ha nenhuma dependéncia em A7 no propagador. A integral em ¢ pode ser efetuada

fornecendo

K(X(1),X(2) = /(—g%efp'“ﬁm (2.30)

Para v = 1 obtemos o mesmo propagador do campo de dimensao zero da ref.[3] cuja

Lagrangiana é (1.13). Para v = —1 obtemos o propagador para o campo de dimensao
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um da ref.[3] cuja Lagrangiana é (1.7). Para outros valores de v obtemos os propagadores
correspondentes aos setores solitdnicos construidos na ref.[4]. Note, porém, que levando em
conta os resultados da ref.[5]| o campo de dimensio zero, com ¥ = 1 ndo é causal, enquanto

0s outros campos séo causais se v for um inteiro negativo, isto é, y = 1—-23, s = 1, %,2, B

Vamos agora utilizar a quantizacao operatorial para determinarmos a dimensao (e
portanto-o spin) do campo quando (2.30) é encarado do ponto de vista da teoria de
campos. A primeira quantizagdo requer que o vinculo (2.4) seja considerado como um

operador e seja imposto sobre as fun¢des de onda 1, isto é,
Ty =0 (2.31)

Na segunda quantiza¢io devemos requerer que (2.31) seja a equagio de movimento para
um campo ¥ proveniente de uma agio adequada. Obviamente obtemos (2.31) & partir da
agao

S = fd'*'a; W (2.32)

Concluimos, entdo, que a dimensdo de % é 2(1 — v) = s e portanto ¥ pode ser um campo

bosonico ou fernionico de spin s.

Obviamente teriamos chegado 4s mesmas conclusdes se tivessemos reescrito o propa-

gador K(X(1),X(2)) como < Ti(zy)¥(ze) > e feito a andlise dimensional de (2.30).

Note que apesar de determinarmos a dimenséo de 1 através de (2.32) nada podemos
concluir acerca de sua estrutura tensorial de Lorentz. O mesmo ocorre com a formulagao
(1.7) que envolve um campo de spin 1. Veremos, no préximo capitulo, como isso pode ser

desvendado na formulagdo da particula auto-dual com spin.

 Nosso v estd relacionado ao v da ref.[5] através da equagio vnose0 =1 — .

o
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CAPITULO 3

PARTICULAS AUTO-DUAIS COM SPIN

A aplicagdo da técnica da raiz quadrada [16] requer a introdugdo de varidveis de
Grassmann 8,(7), p = 0,1, para a construgiao de vinculos fermiénicos § tais que seu

colchete de Poisson seja proporcional ao vinculo bosénico (2.4), isto é,
{$,8} =aT (3.1)
com « # 0. As varidveis de Grassmann devem satisfazer os colchetes de Poisson

{8,,8,} = 2in,, (3.2)

Requerendo que § seja linear nas variaveis de Grassmann com coeficientes que dependam
de P,, e que esses coeficientes possuam poténcias inteiras de P, (pois de outra forma a
quantizagdo seria problematica envolvendo operadores elevados & poténcias ndo inteiras),

concluimos que vy em (2.4) deve ser impar de modo que T possua uma poténcia par de P,.
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Nesse caso podemos encontrar facilmente os coeficientes da expansio de § em termos de

6, e, com uma normalizagéo apropriada, obtemos

_ g1 _oe- Doypit 1 90 — Loy p i — 1
S——490(1 20 P1)P1 491(1+...Q' P})P, , ¥y=-1,-3,... (3.3)

O sinal relativo entre os dois termos do lado direito da eq.(3.3) ndo pode ser deter-
minado. Ele corresponde a uma liberdade permitida pela simetria discreta 8, — —8,, em
(3.2), vdlido para cada componente independentemente. Usando essa liberdade escolhemos
o mesmo sinal para os dois termos de (3.3). O niimero real a que aparece em (3.1) e (3.3)
também nao é determinado. Ele corresponde & uma liberdade permitida pela simetria
global 8, — &by, 8- — &~'6_, 6+ = 6, £ 6,, que é manisfesta quando reescrevemos (3.2)

nas componentes do cone de luz

{gﬂ:ugi} =0
{64,6_) = 4i (3.4)

Uma vez que nado encontramos nenhum valor especial para a que simplificasse as expressoes
em que ele aparece, vamos mante-lo em todas as férmulas. Obviamente, os resultados que

obtemos sio independentes de « e a Unica restrigdo que existe é o # 0.

Podemos, entao, escrever a agao
S = f I[P X, + $076, + NT+ 28] = £6*(m),u(m) (3.5)

onde N e A sdo os multiplicadores de Lagrange dos vinculos T e &, respectivamente.
Adicionamos & (3.5) um termo que depende dos valores de 6, nos extremos da trajetéria e
que foi escolhido para que quando seja feita a variagiio da agdo para obter-se as equacgdes
de movimento para 8,, esta variavel satisfaga apenas uma condigéo de contorno 8,(r;) +
8,(72) = 74, ja que as equagbes para f, sdo de primeira ordem. As condi¢des de contorno

para X, continuam sendo X,(7;) = X,(1), Xu(72) = X,.(2).
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Eliminando P, através de sua equacdo de movimento

].Xl Xg ! 1+‘)’ .Xg !
o iz3y 1
PN AN LY AN
-|-)\(60+l9)[82 N"'( N) 8,7 N( N 1+
REREL'
1+’T 1 Xo) "
] 1 . ity
Xo\’ 1 1{ X\ 7
= |- —A = | -— .
P ( N) [1+4‘T (00+01)N( N) ] (3.6)

podemos reescrever a agao {3.5) como

S = / d'r[( X") (Xo—xl)+i-9#é,,
1=y L Lt

1 1, . X\ 71 Xo\

onde b.t. é o iltimo termo da eq.(3.5). Sob reparametrizagoes
6X, =eX,, 6N =(eNy

86, = eb,,  EA=(eAY (3.8)
verificamos que a variagdo da Lagrangiana é
§L = (eLY (3.9)
de forma que para a agéo (3.5) ser invariante é necessario que €{my) = €(72) = 0.
Para determinarmos as trasformagdes de supersimetria local geradas pelo vinculo §,

calculamos o colchete de Poisson de S com X, e 8, e obtemos
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1 1ot
6Xo = “4'5(90 +6,)P°

1 Py, 1zt 14+ 1
6X: = €0+ 0y + 1= (=D IAT —a= &8~ )P
1 Py, it
690 = —2'6(1 - 20— ?"T)Pl
atl
56, = _%5(1 + 20 — %)P1 ? (3.10)
2 1

com P, dado por (3.6) enquanto para os multiplicadores de Lagrange temos, de acordo

com o formalismo de BFV [14]
SN = afX, Sr=¢ (3.11)

onde £(7) é o pardmetro para a supersimetria local. As transformagdes de supersimetria
assim obtidas ndo possuem a forma usual e sdo muito complicadas. Enquanto que para
o caso da particula com spin essas transformagoes podem ser interpretadas como trans-
formagdes para a supergravidade em uma dimens3o acoplada & campos escalares, aqui elas

ndo possuem essa interpretagdo ou qualquer outra interpretagéo simples.

Apds usar (3.6) em (3.10) obtemos para a variagio da Lagrangiana

d 1 i ) 1 4 X o] X FR]
S§L = ;[‘gf(‘% + 6, )(Xo — Xl)ﬁ (——ﬁ‘l) + a%é(&o —61) (— NO) | (3.12)

enquanto que a variagio do dltimo termo da eq.(3.5) fornece

Lo __: Lix (o) % 1 (_X%® -
~ 616" (2)8,(1] = ~ 5E@{ [ [Xo(2) Xl(?')]N(z)( N(z))

1+ 1
—e o A(2)[60(2) ~ 91(2)]W] [60(1) + 61(1)]
- 2a[(—"§,"+§))) + 2 DA@IB(R) +6:2)) 575 1180(1) = (D]}
— (11 & 72) (3.13)
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Adicionando os dois termos verificamos que para a agao ser invariante é necessario que

é(1y) = £(1y) = 0 como no caso da particula com spin [17].

As condigdes de contorno que encontramos para os parametros das transformacdes
locais implicam que as condigdes de gauge escolhidas levam & equagbes diferenciais de
segunda ordem para os mesmos. Dessa forma, podemos escolher o gauge do tempo préprio

N=0 para reparametrizagoes e A=0 para supersimetria.

Na quantizagdo canonica promovemos P, e X, a operadores obedecendo relagdes de
comutagio candnicas, §, a operadores v, que, de acordo com (3.1), satisfagam as relagdes

de anticomutagio

{7#!71'} = 2N (3.14)

¢ impomos que o vinculo S (3.3), agora um operador, seja nulo quando aplicado as fungodes
de onda . Obviamente, existe uma representagdo em que os 7, sio as matrizes de Dirac
2 x 2. Vamos tomar vy = 01,7; = 07 and v5 = 7971. Nessa representagio, usando (3.4),

S = 0 pode ser escrito como

pH =
( 0 SV Py P, ) W = (3.15)
—2abP ? 0

Requerendo agora que essa equagio seja obtida de uma agao

S = /dzx PSP (3.16)
concluimos que a dimensdo de ¢ é 1 — }(7 +1). Como v = —1,-3,..., podemos reescreve-
locomoy=1-2n,n=1,2,... e encontramos que para n impar % é um campo bosénico,

enquanto que para n par ¥ é um campo fermidnico. Em geral, a técnica da raiz quadrada
produz uma teoria fermidnica mas neste caso estamos encontrando uma teoria que pode

ser bosonica ou fermidnica.
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Paran = 1, temos v = —1 e ¥ possui spin 1. A eq.(3.15) ou a agdo (3.16) ndo fornecem
nenhuma informagao acerca da estrutura tensorial de Lorentz do campo %, a ndo ser que ¢
tem que possuir no minimo um indice espinorial. Levando em conta que as representagoes
do grupo de Lorentz podem ser obtidas & partir da representagio fundamental (3) vamos
tomar % na representagio simeétrica (%, 1), isto &, Yog = ¥g,. Antes de prosseguir vamos
introduzir a matriz conjugagao de carga C = i0s a fim de levantar e abaixar indices
espinonais. Verificamos que C é antisimétrico e v,C e v;C sdo simétricos de forma que

podemos expandir 1,4 como

Yag = A*(74C)ap + B(715C)ag (3.17)

De fato ndo necessitamos do campo pseudo-escalar B ja que estamos interessados apenas no
campo de spin 1, mas como veremos a seguir, as equagoes de movimento para B sao trivials.

Utilizando explicitamente a representagio das matrizes de Dirac podemos reescrever (3.17)

b= (-_g P ) (3.18)

que quando inserida em (3.15) fornece as equagdes

como

1 .
B(a) - 5 [ dur (a1 = 9)Blao, ) = B(z) = 0
- 1 ‘ L
A™(z) =3 /d?:’l €(z1 — y1)A"(zo, 1) = AT (2) =0 (3.19)
Portanto B = AT = 0 e A~ é um campo auto-dual. Note que acrescentando indices

adicionais 4 3 nao invalida a eq.(3.16) de modo que podemos ainda usa-la como a agao

para o campo vetorial.

Paran = 2,7 = —3 e ¥ tem spin % Vamos tomar 3 na representagio totalmente

simétrica (], 3, 3) do grupo de Lorentz

bapy = Y&(1uCay + ‘tbg('T.uC)a'r + 5 (7, Cap (3.20)
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Neste caso (3.15) reduz-se a

0 Pl-_l - P*)‘Pl“2 Yagy | _
(_20{}:,1_1 0 bapm ) 0 (3.21)

e encontramos as duas equagoes seguintes

1 .
';"/dyl E(zl - yl)d)zﬁ-r(zo,yl) - % /dy’l €(z) —y1)§ /dzl E(yl - 21)1/)2,87(10,21) =0
(3.22)

/dy e(z1 — y1)1a4(20,y1) =0 (3.23)
A eq.(3.23) implica que 9, 4, = 0; multiplicando C~'4* por (3.20) encontramos que ¢{ =0
enquanto que multiplicando C'~!vs por (3.20) encontramos ¥ = 0, onde T = 0 + L.
Como 3184 = 0 a Unica componente nao nula de Yog4 € Y222 = 39, € a equagio (3.22)
implica que ¥; é auto-dual. Portanto, ¥# é um fermion de Weyl com T = 0 e ¢~

auto-dual.

Este procedimento pode ser generalizado para n > 2 onde encontramos um campo
Yoo, ,..an totalmente simétrico com spin ;—(n + 1) e com apenas uma de suas componentes

nio nula e auto-dual.

Note também que o caso n = 0 pode ser tratado sem nenhuma dificuldade. Temos

agora v = 1 e 3 esta na representagéo (7). A eq.(3.15) torna-se

0 P-P\{¥:) _
(—2aP1 0 0)(@)—0 . (3:24)

que fornece as seguintes equagoes

(61— G2 =0
31 'lll1 = 0 (3.25)
Com condi¢ées de contorno apropriadas 3 é urn férmion de Weyl. Este caso foi descartado
porque ele provém de uma teoria bosdnica néo causal [5].
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O procedimento para a quantizagio de BFV é andloga ao caso da particula auto-dual.
Aumentamos o espago de fase original introduzindo o momento canonicamente conjugado
dos multiplicadores de Lagrange N e A, denotados por IIy e Iy, respectivamente, satis-

fazendo os colchetes de Poisson
{N, Iy} = {}IIa} =1 (3.26)

Além dos fantasmas 7,7, P, P introduzidos anteriormente para o vinculo T, introduzimos
dois novos pares de fantasmas descritos por varidveis reais e canonicamente conjugados,

b, b, ¢, ¢, que satisfazem os colchetes de Poisson
{b,c} = {b,8} = -1 (3.27)
Esse novo espago de fase é dotado de uma simetria global de BRST gerado pela carga

Q = 1T +cS + UNP + Iab + %afcz (3.28)

Verficamos facilmente a nilpoténcia de Q). As transformagdes de BRST sdo dadas por

) 14y
§Xo = —nPY + ic(ao +6,)P,

Py 1 14+ vy—1F 1=t
é = — 1 — - \PY — Zel8y | ——— -4 -9 7
X, =-n(v+ “rPI)l 46[0( 5 tall+y 5 PI)P‘ +
1+ v-15 1=t
g, [ — 1 _J—%0 2
+1( 2 a(l +v) 2 Pl)Pl ]
6P0=6P]=0

—

14y
58 = So(1 —2a22)p,
P

—C
2
1 Py, i1
59] = -—EC(]. +2G—P:)P1
§N =-P
=10
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Sy =46l =0

§P=T
be=6b=0
6c = 11,

§b =S +iaPc (3.29)

O propagador ¢é definido por t

K(X(1), X(2),v) =

/ DX, DP, D6, DN DIly DA DII, DP D5y DP Dy Db Dé Db Dc6(I)e'S< (3.30)
onde a agio efetiva S.; é dada por

T2 . ] . . ' . — . -
Sep = / dr[PEX, + 206, + TN + LA~ Pi = Pij + b6 + 56— {Q, 0)]  (3.31)

1

Como foi mencionado anteriormente uma escolha de gauge conveniente € o gauge do
tempo proprio N = 0 para reparametrizagdes e A = 0 para supersimetria local. Podemos

obter essas condigbes de gauge escolhendo ¥ como
T =NP+ b (3.32)
Utilizando (3.28) obtemos

{Q, ¥} = =NT + S\ = PP — bb +iaPch (3.33)

t Veja o Apéndice para detalhes



e a agao efetiva (3.31) torna-se

T2 . 1 . . . . — . -
a,=j'dﬂwx;+im@+HNN+HM-¢W—Pﬁ+w+w+

+NT — S\ + PP + bb—iaPcl]

As equagbes cldssicas do movimento fornecem

. ] -1
.%+NHH&M%+&ﬂfT=o

. Py 1 144 y—1P, 1=t
X - l—y==)P) ==X — _— ?
L= (1= R - e (5 - a4 - T R B
+6, (——2 +afl+7) R P ?]=0
PQ-——Pl:O

iéo—,\(l—za—gﬂ)fvf‘;"‘=o

1

iﬁ.l—A(1+2a—&>Pf_¥_‘=0
P

N=i=0
Iy ~T=0
f[,\+5=0

enquanto que para os fantasmas encontramos
T-P=0
P=0
n+P+iach=0
P=0
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é+3=0
b=0
c+b=0

b+ iaPA=0 (3.36)

Podemos entio escolher as seguintes condigoes de contorno invariantes pelas trans-
formagoes de BRST (3.29): para as varidveis candnicas (X,, P,) escolhemos X,(m) =
X,(1) e Xu(m2) = X,(2) e para (N,IIn) tomamos IIn(m1) = IIn(m2) = 0 como no
capitulo anterior. Para 6, escolhemos 8,(7) + 0,(m2) = 7, e para (A, II,) tomamos
(7)) = HOaA(m) = 0. Para os fantasmas temos as seguintes condigdes de contorno: para
as varidveis (c, b) podemos derivar a peniiltima equagio de (3.36) e usar a antepeniltima
equagio concluindo que é = 0; podemos, entdo, escolher ¢(7;) = ¢(r2) = 0. Para as
varidveis (r7, P) podemos derivar a terceira equagio de (3.36) e usar a segunda (e a solugio
para c, isto é, ¢(7) = 0) obtendo 7 = 0 o que permite a escolha (1) = n(72) = 0. Analoga-
mente, encontramos para as varidveis (77, P) as condigdes de contorno 7(1;) = ﬁ(rg) =0

enquanto que para as variaveis (¢, b) escolhemos ¢(7;) = €(m) = 0.

As integragdes funcionais podem agora ser efetuadas. Integrando primeiro nos fantas-
mas obtemos: a integragio em b fornece §(¢ + b) e a integragio em b fornece um termo
J dr(~¢é) na agio. A integral em P fornece 6(77 — P) e a integral em P fornece um termo
J dr(—7% —iafjcA) na agdo. Integrando agora em 7 obtemos §(77) = (detd?)6(7) utilizando
as condigdes de contorno para 7; integrando em 7 obtemos detd? = Ar. A integragio em
¢ produz 6(c) = (detd?)~'6(c) utilizando as condigdes de contorno para c; integrando em

¢ obtemos (detd?)~! = Ar~!. Portanto, a integrago sobre os fantasmas fornece um fator

de ArAT71 =1.

A integragio em Il e I, produzem, respectivamente, 6(N) e 6(5\), isto é, as condigdes

de gauge apropriadas sio implementadas. O §(N), como vimos no capitulo 2 reduz a
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integral funcional em N & uma integral ordinaria em N(0) cujos limites de integragéo sdo
de 0 & oo a0 levarmos em conta o fator 8(I). O 6(}) anula todos os modos de A exceto

seu modo zero de forma que a integral funcional reduz-se a uma integral de Berezin sobre

(0).

A integracdo em X, é efetuada do mesmo modo que no capitulo 2. Fazendo a mudanga

de varidveis (2.26) a agéo efetiva reduz-se a

X . .
Se = / d‘r[P—AA? + PY + iee + N(0)T 4 A\(0)S] (3.37)

e a integral em Y, reduz a integral funcional em P, a uma integral ordindria sobre os p,.
Resta apenas a integral funcional sobre 8,. Efetuando a mudanga de varidveis 8, = %7#+9-#
onde §, satisfaz as condigdes de contorno 8,(r1) = 8,(r;) = 0. A integragdo funcional em
5,; fornece entdo um fator (detd,)% que pode ser absorvido na normalizagio da medida de

Dé,‘. Portanto, o propagador (3.30) fica

oo +oo .
K(X(].),X(Q),'Ylu) — ] dN(O) /d)\(O) ] d2pe:[pAX+N(0)TA1'+f\(D)SAr] (338)

0

onde § e T sao calculados com P, — p,. e 8, — «v,. A integral em A(0) produz

=) +co
K(X(1),X(2),7,) = / dN(0) / d?p ATSeilPAX+N(OTAT] (3.39)
0

— o0

e definindo ¢ = N(0)Ar verificamos que ndo hd nenhuma dependéncia em At no propa-

gador. Finalmente, efetuando a integragao em ¢ obtemos

ROX(), X2 7) = [ 52z 3o (3.40)

Utilizando a forma explicita de & e T' em termos de p, e v, temos
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y=1

d’p [v0(1 —2a —po/p1) +71(1 + 2a — po/p1)lp; * gipAX

K(X(l)aX(z)!'T#) = (2,“.)2 Po —P1 + 1€

(3.41)
e utilizando a representagio para as matrizes de Dirac fornecidas anteriormente, o propa-

gador (3.41) fica com a seguinte forma

d? .

KXW,X@1) = [ 55 K@) (3.42)
;i

Kp)={, = 7 (3.43)
:op—m 0

Podemos interpretar esse propagador numa teoria de campos se levarmos em conta
os resultados obtidos anteriormente. Demonstramos que o campo que descreve a particula
auto-dual com spin é da forma 94,4, ...a, , pPortanto, podemos escrever o propagador (3.42)

como

< ¢;m...an(-"‘?1)¢1a'l...a;, (22) > <¥lo o (z1)P10a!...aL, (£2) >)

RXQ), X (@) m) = (< Blaran (@ 1010t (32) > < Pla o (21201, (52) >

(3.44)
Por exemplo, para v = 1, de (3.43) e (3.41) obtemos, no espago dos momentos,
—<ATAt> <ATAT> Y _a 0 -1 (3.45)
SATAT > —<AYAT> ) T2\ 0 '

que ¢ precisamente (a menos de fatores numeéricos) o propagador para as componentes do

cone de luz do campo A, que satisfaz as equagées de movimento (3.19).

A teoria das particulas auto-duais com spin tem a propriedade de descrever bésons ou

férmions. De fato, ela reproduz os propagadores da particula auto-dual bosonica pois de
31

2
(3.43) a componente nao trivial do propagador é p%}:; que para 7y impar produz p; a uma
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poténcia inteira no numerador. Esse é o mesmo resultado que o obtido para a particula
auto-dual bosdnica (2.30). A vantagem desta formulagio, porém, é que a estrutura ten-
sorial de Lorentz é manifesta e abre a possibilidade de acoplar covariantemente bdsons

auto-duais & outros campos, principalmente a gravitagéo.
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APENDICE

QUANTIZACAO DE BRST

Neste Apéndice vamos apresentar de forma resumida o procedimento de quantizagio

de BRST [19] no formalismo Hamiltoniano de BFV [14].

Vamos considerar um sistema Hamiltoniano con ¥ graus de liberdade descrito pelas

coordenadas ¢; e momentos canonicamente conjugados p;,: = 1,..., N. O sistema apre-
senta também p vinculos de primeira classe ¢,(p, ¢}, = 1,- - -, p que satisfazem a algebra }
{¢a, 8} = Capdy (A.1)

onde C;'ﬂ sdo as constantes de estrutura que podem, em geral, depender das coordenadas

f Os vinculos de segunda classe jd foram eliminados através dos colchetes de Dirac.
Nesse caso, todos os colchetes de Poisson que se seguem devem ser substituidos por

colchetes de Dirac.
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e dos momentos. A agio para o sistema € dada por

S = / " dr (pd — Ho — A\%¢4) (A.2)

1

onde Hy é a Hamiltoniana canonica e A* sdo os multiplicadores de Lagrange que imple-

mentam os vinculos ¢q.

Vamos estender o espago de fase original (p,¢) considerando os multiplicadores de

Lagrange A“ como coordenadas e introduzindo seus momentos canonicamente conjugados

Il
{A%, Tz} =63 (A.3)

a0 mesmo tempo que impomos II, = 0 como novos vinculos. Se denotarmos todos os

vinculos por G, = (Il4,¢s) , @ =1,...,2p estendemos a dlgebra (A.1) para

[Ga, Gs] = K5 Go (A4)

O préximo passo consiste em introduzir um par de fantasmas canonicamente conju-

gados (7%, P,) para cada um dos 2p vinculos G,
{na! pb} = 63 (As)
Os fantasmas (n°, P,) tem estatistica oposta ao dos vinculos correspondentes G,.

Dessa maneira substituimos a simetria local gerada pelos vinculos ¢, por uma simetria
global gerada pela carga de BRST, denotada por Q. No caso geral a carga de BRST pode

ser expandida num dos fantasmas, digamos P,

Q=3 QMmnp, . P, (A.6)

n=0

onde os Q™ tem paridade de Grasmann n + 1.Além disso Q est4 sujeito & condigo inicial

QO =n"G, (A7)
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e a carga de BRST apresenta a propriedade fundamental de ser nilpotente sob colchetes

de Poisson

{@.Q}=0 (A.8)

Estas duas propriedades determinam os coeficientes Q(®). No caso particular em que as
constantes de estrutura K, nao dependem de (p, q) a carga de BRST tem uma expansio

finita em P, e sua forma geral é dada por ;

1
Q=1n"G, + EPchbn“n” (A.9)

O passo seguinte consiste em construir uma integral funcional que contenha as pro-
priedades desejadas para descrever a teoria em questdo. A resposta a este problema é
fornecida pelo Teorema de Fradkin-Vilkowsky [14]: Dada uma Hamiltoniana com vinculos
de primeira classe e tal que as varidveis obedegam condigbes de contorno invariantes por

transformacdes de BRST, a integral funcional
K = f Dy e'Ses (A.10)

onde

Sy = / dr(pd + ALy + 7°Pa — Hey) (A11)

1

Hcf = Ho + [‘I,:Q]

é independente de ¥. Aqui ¥ é o férmion fixador de gauge e para cada escolha de ¥ existe,
em principio, uma escolha de gauge associado & teoria inicial ( isto é, antes de estendermos
o espago de fase). Du é a medida de Liouville usual e compreende todas as varidveis do

espago de fase estendido,

Para ilustrar a técnica vamos aplica-la a uma situagio simples: a particula relativistica

massiva. A teoria é descrita pela variavel X#(r) que fornece a posi¢io da particula no
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espago- tempo e T é o tempo-préprio. O vinculo de primeira classe associado a particula

relativistica é

H= %(P2 +m?) (4.12)

onde P, é o momento canonicamente conjugado a X* e m é a massa da particula. Note

que poderiamos ter obtido esse vinculo a partir da Lagrangiana usual
L=-m j dr(X?)1 (A.13)
Verificamos facilmente que (A.12) gera as seguintes transformagdes (com parametro €(7) )
6X, =¢€P,

§P, =0 (A.14)

que sao a versio Hamiltoniana da invaridncia por reparametriza¢des do tempo-préprio de
(A.13). Aumentamos o espago de fase acrescentando um multiplicador de Lagrange N para

o vinculo H, além de seu momento canonicamente conjugado II. Também, introduzimos

dois pares de fantasmas
{nP}={mP}=1 (A.15)
e construimos a carga de BRST (A.9)
Q@ =nH + Pl . (A.16)

Note que neste caso a algebra (A.4) é abeliana.

Sob as transformagdes (A.14), suplementadas por § N = ¢, a variagdo da agio
S = j dr(P*X, + NH) (A.17)

fornece

65 = [«(P"X, + NH)| (4.18)
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Para que a agdo seja invariante é necessario entfo que ¢(7;) = ¢(72) = 0. Essa condigdo
exige que ao fixarmos o gauge tenhamos uma equagio de segunda ordem para €. Isso é

obtido pelo uso do gauge do tempo-préprio N =o.

Podemos implementar o gauge do tempo-prdoprio escolhendo o férmion fixador de

gauge ¥ como

¥ =NP (A.19)

Além disso, escolhemos as seguintes condi¢oes de contorno

Xp(""l) = X#(l), X#(T?) = Xﬂ(z)

n(r1) = n(r2) =0
M) =7(r2) =0
II(ry) =II(r2) =0 (A.20)

Verificamos facilmente que essas condigdes de contorno sdo invariantes pelas transformaces

de BRST geradas por (A.16).
A integral funcional (A.10) é entdo
K= f DX, DP, DN DIl Dy DP D7 DP &'S+ (A.21)
e a aglo efetiva (A.11) fica

Ses = / dr(P*X, +TIN + 7P + 7P + NH + PP) (4.22)
Tl

As integrais funcionais podem agora ser efetuadas facilmente. Integrando em II obte-

mos 6(N) o que implementa o gauge do tempo-préprio. Esse delta funcional reduz a
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integral funcional em N a uma integral ordinéria em N(0) como veremos adiante. As inte-
grais funcionais nos fantasmas sio triviais e resultam num fator Ar = r, — ;. Chamando

de ¢ = N(0)Ar a integral (A.21) torna-se

K=fdc]DX#DPpe‘f“’f‘+z‘¢H) (A.23)

Neste ponto a integral em c é irrestrita, isto é, os limites de integragdo sdo de —oo &
+o00. No entanto, sabemos que isto ndo conduz ao resultado correto para o propagador
de uma particula relativistica. Podemos tragar a origem da dificuldade ao fato de.que
as condigdes de contorno X,(m) = X,(1), Xu(r2) = X,(2), I(r}) = I(r;) = 0 ndo
fixam uma unica trajetéria no espago de fase sendo necessdrio, para esse fim, forgecer
uma condigdo adicional. Isso implica que a amplitude de transigdo no formalismo de BFV
(A.10) deve ser modificada pois a integral de trajetéria deve ser efetuada considerando-se
uma trajetoria cldssica apenas. A modificagdo necessaria, € claro, deve, de alguma forma,

levar em conta a condigio adicional acima referida.

Esse problema é comum, de fato, a todas as teorias que sdo invariantes por repara-
metrizagdes do parametro de evolugdo [18]. No entanto, nos limitaremos aqui a discutir o

caso das diversas particulas relativisticas, tratando-as de forma unificada.
Vamos considerar apenas o caso bosénico. No formalismo de BFV partimos da agao
T2 .
S= [ dr (P*X, + NH) (4.24)
T

onde o vinculo H é da forma

H = h(P) - m? (A.25)

com h{P) uma fun¢do homogenea em P, de grau n

h(aP) = a™h(P) (A.26)
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e tal que % # 0 para qualquer pu.

As transformagdes geradas pelo vinculo (A.25) e a transformagao para o multiplicador

de Lagrange N sao

éh
6X,, = —E"S—'P—';“
6P, =0
6N = ¢é (A.27)

de modo que a agdo (A.24) transforma-se como

ss= [o(i- 28] (a2

A agdo é invariante em dois casos: se h for linear em P, (e m = 0 )ou se (11) = ¢(m3) = 0.
No primeiro caso nao ha restrigbes sobre o parametro da transformagio, o que caracteriza
a situacdo de simetria interna. No segundo casc A pode ser qualquer fun¢do homogenea
de P, de grau n # 1 e a restricio de que a transformagéo reduza-se & identidade nos
extremos caracteriza a situagio de uma simetria externa ou de reparametrizagio [16]. Isto

fica evidenciado se utilizarmos as equagdes de movimento para X,. Variando P, em (A.24)

encontramos

: &h
Xyt Ngmo =0 (A.29)

Se h for linear em P, (A.29) pode ser usada para determinar N. Se ndo for linear em P,
podemos determinar P, & partir de (A.29) e substituindo na primeira das equagdes em
(A.27) encontramos

6X, =¢X,, f=— (3.30)

que é a forma usual da lei de transformagéo de um escalar sob reparametrizagdes.

Devemos agora aumentar o espago de fase introduzindo o momento canonicamente

conjugado & N e dois pares de fantasmas canonicamente conjugados, descritos por varidveis
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de Grassmann 71,7, P, P satisfazendo (A.15). A carga de BRST é facilmente obtida
Q=nH+1P (A.31)

As condigbes de contorno sobre € permitem a escolha do gauge do tempo préprio que é
obtido se escolhermos ¥ = NP. A agiio efetiva (A.11) torna-se entdo
r2 » - . — —
&,:f dr (P*X, + 1IN — P — Py + NH + PP) (A4.32)
1

As equagbes de movimento obtidas de (A.32), (excetuando-se os fantasmas) sdo

Xy + NE% =0 (A.33)
P,=0 (A.34)
I~H=0 (A.35)
N=0 _ (A.36)

Derivando (A.33) com respeito & 7 e utilizando (A.34) e (A.36) obtemos X, = 0. Impondo

as condigoes de contorno X,(m1) = X,(1) e X,(72) = X,(2) obtemos a solugio

AX,

Xu(r)=X,(1) + AT (r—"1) (A.37)
Inserindo (A.37) em (A.33) obtemos
Sh AX,
6Pr ~ T NAr (4.38)

Se efetuarmos a mudanca de varidveis P, = N TI-_IP# e utilizarmos o fato de que h é

homogeneo em P, de grau n, obtemos a equagio

Sh(P) _ AX,

§Pn AT (4.39)

que é independente de N. Note que a mudanga de varidveis é vélida para qualquer N

quando n é par, mas somente para N positivo quando n € impar. Podemos entao resolver
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_bh

3 Pr & uma fun¢éo homogenea

(A.39) para encontrar P, em fungio de —E Se n for impar
de grau par, portanto encontramos sempre duas solugdes para as eqs.(A.39), uma com o
sinal oposto ao da outra. Como, porém, a eq.(A.35) ndo admite a simetria P, — —P,,

pois h em H é de grau impar, devemos escolher apenas uma das solugdes e, como veremos

a seguir, a escolha é irrelevante.

Derivando (A.35) com relagio & 7 encontramos IT = 0 e com as condicdes de contorno
II{r;) = I(r2) = 0, obtemos a solugéo II{(r) = 0. Utilizando a solugéo de volta em (4.35)
obtemos H = 0, ou seja, a equagdo de vinculo. Efetuando a mudanga de varidveis de P,

para 15,, a equacio de vinculo torna-se
N=7Th(P)-m? =0 (4.40)

Como j4 resolvemos (A.39) h( P) s6 depende de AT)S!‘- e portanto (A.40) fornece uma equagdo

para V. Se n for par encontramos duas solugdes para N, uma com o sinal oposto ao da

N i(g?)

m? \ % .
P“zi(h(ﬁ)) P m=par (441)

Quando n for impar também devemos considerar a mudanga de varidveis de P, para P,

outra e temos

n—l

com N < 0. Obtemos entdo duas solugdes para N, como no caso anterior, e temos

N— i(g))

1
n

m? ~ :
P, = (h(ﬁ)) Py, n = impar (A.42)

n=1

O fato de encontrarmos solugdes duplas quando n é par é devido & simetria discreta

Xy = Xpy Py — —Py, N - —N, I - II que as eqs.(A.33 - 36) apresentam. Note que essas
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transformagdes deixam as condigdes de contorno invariantes, dando origem, portanto, a
duas trajetorias classicas. Note também que essa simetria néo é uma simetria da agio. Para
n impar a eq.(A.33) ou (A.39) é invariante por P, — —P, mas néo a eq.(A.35). Note que
a solugdo para N em (A.42) ndo depende da escolha da solugio de (A.39) pois é invariante
pela transformagio P, — —}5#. O fato de haver duas solugdes em (A.42) é devido a simetria
de inversio no parimetro de evolugdo 1 = -t e X, = X, P, = P,,N — —N,IIl — -1
As condigdes de contorno sdo invariantes por essa transformacgio. Novamente a agio nio

é invariante por essas transformagoes.

Para efetuar a quantizagao de BFV é necessério uma condigdo adicional para selecionar

uma das solugdes em (A.41) ou (A.42). Uma escolha simples é impor que a quantidade

I=i/ﬁdrNUj (A.43)

T
seja. sempre positiva. KEssa condigao seleciona apenas uma das trajetorias pois I néo é
invariante pela transformacio N — —N, com 1 e 72 fixos. A quantidade (A.43) é de
fato um invariante por reparametriza¢des (o pardmetro de Teichmiiller), como podemos
constatar facilmente utilizando (A.27) e as condigdes de contorno para e. Por outro lado,

ela ndo é um invariante por transformagoes de BRST pois
T2
M:—/ dr P(r) (A.44)
m

(sendo porém invariante on-shell pois a equagao de movimento para P derivada de (A.32)

6P —5=0).

Podemos impor a condigéo I > 0 acrescentando a medida da integral funcional de BFV

o termo #(I) de forma que a amplitude de transigdo de X (1) para X, (2) seja definida por
K(X(1),X(2) = [ Du(De

Dy =DX,DP, DN DIl DP D7 DP Dy (A.45)
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onde S, s é dado por (A.32). Como I néo é invariante por transformagdes de BRST a am-
plitude (A.45) também ndo é invariante, além de néo ser invariante por reparametrizagdes
apés a integragdo dos fantasmas. De fato, isso deve ser esperado devido ao seguinte argu-

mento. O gerador funcional

Z = /D,u givet (A.46)

é invariante por transformagdes de BRST [ou por reparametrizagdes, apds a integragao dos
fantasmas), por construgdo. A partir dele podemos obter as fungdes de Green adicionando
um termo de fonte. Por outro lado, as fungdes de Green séo objetos que em geral dependem
do gauge escolhido, ndo sendo, portanto, invariantes por transformagdes de BRST (ou re-
parametrizages). Dessa forma, ndo devemos esperar que a amplitude de transigio (A.45),
que fornece o propagador de Feynmann, seja invariante por transformagdes de BRST, (ou
reparametrizagdes). Devemos esperar, isso sim, que nio dependa da escolha dos valores
iniciais e finais do pardmetro de evolugdo, que, como veremos mais adiante, é o que ocorre

de fato.

A integragdo funcional nos fantasmas em (A.45) pode ser efetuada facilmente e fornece

um fator Ar. A integral em II fornece §(N). A amplitude (A.45) reduz-se entdo &

K(X(1), X(2)) = / DX, DP, DN 6(I) §(N) Ar & J 4r(PX+NH) (A.47)

Separando o modo zero de N através da equagdo N(7) = N(0) + JV(T), com ﬁ(T) =0,
podemos escrever §(N) = (detd;)~'6(N) de forma que a integral funcional em N reduz-se

a uma integral ordinaria em N(0)

-+ 00

K(X(1),X(2)) = / DX, DP, / dAN(0) 8(N(0)AT) Ar &' J 4r(PX+NOH) (4 45y

Chamando de ¢ = N(0)Ar e utilizando a fungéo 8, (A.48) reduz-se &
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+ oo . .
K(X(1), X(2)) = f DX, DP, f de ¢t [ aPX+icH (A4.49)
0
a qual, apés a mudanca de varidveis X ,(7) = X,(1} + AT{“—(T — 71} + Yu(r), com Yy(n) =
Y,.(7m2) = 0, e integragéo em Y,,, fornece o resultado esperado
+oo . . ‘
K(X(1),X(2) = / dPp [ dc e'PAXFicH (A.50)
0
Note que como antecipado ndo ha nehuma dependéncia em 7, ou 3.

A mesma modificagio na integral funcional deve ser efetuada no caso supersimétrico
[18]. De fato, essa modificagdo é efetuada em qualquer teoria invariante por reparame-
trizagbes do parametro de evolugdo, como a teoria de cordas ou a relatividade geral, sem

que nenhuma justificativa convincente seja apresentada. Estudos desse problema estio em

andamento [18].
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