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Abstract

In this report we analyze systems in nonequilibrium stationary states through
the use of a statistical mechanics formalism that is founded on the construc-
tion of lattice models that evolve in time according to irreversible and stochas-
tic dynamics. OQur analysis has been elaborated for models that mimic irre-
versible processes studied inside the scope of biology, chemistry and physics.
In this context we consider several lattice gas models and probabilistic cellu-
lar automata which were investigated by means of analytical and numerical
methods appropriate for these models: Among the methods we include the
dynamical mean field approximation, the time series expansions, the Monte
Carlo method, and the time dependent simulations. The models consid-
ered in this report are divided into two classes, namely, those with up-down
symmetry and those with absorbing stationary states. This monography
has in its essence the detailed analysis of kinetic phase transitions and non-
equilibrium critical phenomena. We believe that our approach, founded on
the elaboration and analysis of lattice models, contributes to the construc-
tion of a general theory on nonequilibrium critical phenomena, one of the
open problems in the area of nonequilibrium statistical mechanics.
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Resumo

Nesta resenha analisamos sistemas que se encontram em estados estaciondrios
de nao-equilfbrio através de um formalismo mecanico-estatistico que tem
como base a construgao de modelos de rede que evoluem no tempo de acordo
dindmicas estocasticas irreversiveis. A nossa anlise foi elaborada para mo-
delos que mimetizam processos irreversiveis estudados dentro do escopo da
biologia, da quimica e da fisica. Dentro desse contexto consideramos vérios
modelos de gés de rede e automatos celulares probabilisticos os quais foram
investigados por meio de métodos analiticos € numséricos apropriados para
esses modelos. Entre os métodos incluem-se as aproximacoes de campo médio
dindmico, as expansdes em série temporal, o método de Monte Carlo e as sim-
ulagoes dependentes do tempo. Os modelos considerados nesta resenha se
dividem em duas classes, a saber: aqueles com simetria "up-down” e aqueles
com estados estaciondrios absorventes. A monografia tem na sua esséncia a |
anélise detalhada das transicdes de fase cinéticas e fenémenos criticos fora
do equilibrio. Acreditamos que a nossa abordagem, fundamentada na elab-

oragao e analise de modelos de rede, contribui para a construgdo de uma teo-
ria geral dos fendmenos criticos fora do equilibrio, um dos problemas ainda
em aberto na 4rea da mecanica estatistica de ndo-equilibrio.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Fundamentacao

Partimos do principio que a irreversibilidade desempenha papel fundamental
em varios fendmenos da natureza. Apesar de podermos em i1iltima instancia
afirmar que todos os fenémenos tém a sua origem microscdpica nas interacoes
reversiveis prescritas na fisica, muitas vezes, como no caso dos processos’
irreversiveis, nao temos acesso ao conhecimento da natureza de todas essas
interages microscopicas. Mesmo que tivéssemos acesso a tal nivel descritivo,
restaria ainda o problema de construir uma teoria macroscépica irreversivel
a partir de leis microscépicas reversiveis o que representa um passo talvez
insuperével. Portanto esse nivel descritivo, na sua esséncia o mais elementar
dos niveis, ndo prové as informagOes necessérias & descricao dos processos
Irreversiveis.

Assentada essa concepgio nos colocamos frente ao problema concernente
ao estabelecimento do nivel descritivo em que serdo analisados tais feno-
menos. Dentro do meu ponto de vista os fenémenos macroscépicos irre-
versiveis devem ser tratados a partir de uma descrigdo microscépica que con-
tenha em si mesma a irreversibilidade. O que significa que o nivel descritivo
que consideramos é aquele em que a irreversibilidade microscépice pode ser
verificada. O programa que adotamos, o qual traduz o nivel descritivo em que
elaboramos nossas analises, é realizado pelo formalismo mecanico-estatistico
fundamentado na construcio de dindmicas estocdsticas irreversiveis definidas
em espagos de configuracdes microseopicas. Os espacos configuracionais de-




vem ser definidos por conjuntos de varidveis dindmicas que, em associacio
com dinadmicas estocasticas, permitam revelar a natureza de processos mi-
croscépicos irrreversiveis.

Nessa resenha estudo fendmenos irreversiveis me atendo ao formalismo
mecanico-estatistico que tem como base a construgao de dindmicas estocésti-
cas irreversivels para sistemas de particulas interagentes residindo em reticula
dos [Liggett 1985), {Derrida 1990]j, [Marro e Dickman 1996], ou seja, modelos
de rede que evoluem no tempo de acordo com regras locais estocdsticas.
Esse formalismo, que se insere dentro do programa supra citado, tem como
objetivo a caracterizagao das transicées de fase cinéticas e dos estados esta-
ciondrios de nao-equilibrio, através de modelos que podem ser tratados ma-
tematicamente de uma forma razoavelmente simples e que, assim mesmo,
conseguem fornecer descrigdo microscipica (através de regras locais estocésti-
cas) de alguns dos fatores relevantes aos fenémenos irreversiveis. Dentro desse
contexto varios autématos celulares e modelos estocdsticos de gds de rede tém
sido construidos com o objetivo de descrever processos irreversiveis que sao
analisados no escopo da biologia, da quimica e da fisica.

A interdisciplinaridade dessas diversas dreas tem tomado lugar, em parte,
devido aos desenvolvimentos da mecéanica estatistica de nao-equilibrio e da
teoria de sistemas dindmicos. Pode-se dizer que atualmente, muitas vezes,
alguns dos assuntos que tradicionalmente foram estudados com formalismos
inerentes a areas especificas sao, agora, de fato tratados dentro de formal-
ismos como o supra citado, onde néo cabem termos como fisica aplicada a
um problema da biologia mas sim um problema concernente a biologia e &
fisica. Exemplos séo a descrigao da propagagéo de epidemias [Bailey 1975},
[Grassberger 1983], [Boccara et al 1994], a descrigio dos mecanismos mi-
croscopicos que levam ao entendimento da dindmica resultante da competicao
entre espécies animais [Matsuda et al 1992], [Satulovsky e Tomé 1994] e os
diversos problemas inerentes ao estudo da dindmica de populagdes [Dickman
1993]. Também sdo exemplos os-problemas pertinentes & descricao das in-
teraces celulares no sistema imunolégico [Celada e Seiden 1992], [Tomé e
Drugowich 1996] e o estudo do transporte ativo em biomembranas [Vieira e
Bisch 1993]. Dentro de problemas interdisciplinares que tém sua origem na
quimica, e que tém sido tratados através da constru¢ao de modelos de rede
estocasticos, estao as reagoes quimicas de cardter irreversivel como a oxidacao
do mondxido de carbono sobre uma superficie catalitica [Ziff et al 1986].
Também sao exemplos as oscilagoes espago-temporais em reagoes autocataliti-
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cas [Vlachos et al 1992] e as reagbes compreendidas no primeiro e no segundo
modelo de Schlogl [Schlogl 1972]. No segundo modelo de Schlogl, é realmente
interessante notar que a formulacao em termos de um modelo estocédstico de
rede [Grassberger 1982 néo s6 contribuiu para o melhor entendimento dos
fenémenos criticos fora do equilibrio como também conseguiu prever a ordem
da transicdo, a saber, o tratamento por equagtes da cinética quimica prediz
uma transicao descontinua (para uma taxa de reagio critica) enquanto que a -
formulacio estocastica na rede mostra que a transicao é de segunda ordem.

Dentro da 4rea da fisica da matéria condensada, diferentes modelos de
rede tém sido construidos objetivando o estudo de sistemas ferromagnéticos
abertos, e.g. [Dickman 1987] e [Tomé et al 1991], o estudo de condutores
ionicos [Katz et al 1988] e 0 estudo do processo de difusso dirigida por campo
externo [Evans et al 1995]. Esses modelos ddo contribuigdes para o melhor
entendimento das transicoes de fase cinéticas e sao verdadeiros ”campos de
teste” para a formulagao de uma teoria para fendémenos criticos que se dao
fora do equilibrio. Comparagbes com experiéncias nac sao evidentes nesses
casos.

Ainda na area da fisica da matéria condensada um importante formal-
ismo mecanico-estatistico, baseado no operador estatistico de nao-equilibrio
de Zubarev [Zubarev 1974], tem sido bastante utilizado em particular no
estudo de semicondutores excitados continuamente por lasers [Vasconcellos
e Luzzi 1984]. Através desse formalismo sio analisadas estruturas dissi-
pativas em matéria condensada como a que foi estudada em [Tomé 1987,
[Tomé et al 1087]. Nesse caso a auto-organizagdo espacial na forma de on-
das de elétrons e buracos prevista tedricamente parece ter comparagao com
dados experimentais [Britto de Castro 1985]. Do ponto de vista tedrico os
trabalhos baseados no formalismo de Zubarev tém fornecido importantes con-
tribuicdes [Galvao Ramos et al 1995], [Luzzi e Vasconcellos 1991} na funda-
mentacio da mecanica estatistica de nao-equilibrio. Um dos principais ob-
jetivos das pesquisas realizadas dentro desse formalismo é o estabelecimento
do conjunto de varidveis {quantas sdo e quais sdo) necessarias para descrever
o comportamento termodinidmico de um sistema fora do equilibrio.

O formalismo abordado em [Nicolis e Prigogine 1977] tem como base uma
descricao macroscopica dos fendmenos de auto-organizacao. Nesse caso, a
analise de oscilagOes espago-temporais auto-ordenadas, como a instabilidade
Benard e as ondas quimicas associadas & reagdo de Belousov-Zhabotinskii,
é feita através de equagodes da cinética quimica. Esse formalismo, pioneiro
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na descrigao da auto-organizacao, tem sido util na caracterizagao de alguns
dos fatores relevantes na descricio de estados estacionérios macroscépicos
de ndo-equilibrio. Nessa linha tém sido realizados trabalhos que pretendem
elucidar muitas questdes ainda em aberto, em vérias areas do conhecimento,
como por exemplo a predominédncia de aminodcidos levégiros na natureza.
Dentro dessa abordagem os estados com quiralidade bem definida emergem
pela quebra de simetria quiral nas equagoes da cinética quimica para reagoes
envolvendo reagentes que tém atividade ética, e. g. [Cattani e Tomé 1993].
Acreditamos que tanto a abordagem que adotamos aqui quanto aquelas
“descritas nos dois tiltimos paragrafos contribuem, dentro de suas especifi-
cidades, para a formulagao da teoria geral da mecanica estatistica de nao-
equilibrio e da termodinimica dos processos irreversiveis. Enfatizamos nova-
mente que adotamos a abordagem da mecinica estatistica de nao-equilibrio
fundamentada na construgao de dindmicas estocasticas irreversiveis definidas
em reticulados.

1.2 Estados estacionarios de nao-equilibrio e
transicoes de fase cinéticas

" Um sistema macroscépico que se encontra em um estado estacionario de nao-
equilibrio permanece nesse estado desde que os vinculos externos aos quais
esta sujeito sejam mantidos inalterados. Aos vineulos de ndo-equilfbrio estdo
associados pardmetros de controle que uma vez fixados determinam os esta-
dos estaciondrios macroscépicos. Variando os parametros, transi¢ées de fase
fora do equilibrio podem ocorrer e dar lugar a4 emergéncia de estados esta-
ciondrios com auto-ordenamento que tem como fonte a prépria irreversibil-
idade [Nicolis e Prigogine 1977], [Haken 1983]. Tais transicdes também po-
dem dar lugar & emergéncia de estados estacionérios de nao-equilibrio que
possuem ordenamento semelhante ao encontrado em situacdes de equilfbrio
termodindmico. Ambos os ordenamentos conseguemn descrever fenémenos da
natureza onde a irreversibilidade desempenha importante papel e que sdo
objetos de estudo em vérios campos do conthecimento.

As transicoes de fase fora do equilibrio, frequentemente denominadas
transicoes de fase cinélicas, ocorrem entre diferentes estados estaciondrios
de nao-equilibrio caracterizados por pardmetros de ordem bem definidos.



No ponto critico observa-se que as fransicoes de fase cinéticas apresentam
comportamento universal descrito por um conjunto de expoentes criticos. A
universalidade nesse caso é analisada através de formalismo, que se assemelha
ao utilizado no estudo dos fendmenos criticos em sistemas em equilibrio, mas
realizado em nivel descritivo diverso. .

Nas transigoes de fase em modelos estudados dentro da mecénica es-
tatistica de equilibrio os comportamentos criticos so classificados de acordo
com as simetrias dos hamiltonianos associados ao modelos bem como da di-
mensionalidade da rede e do parametro de ordem. Nesse caso a teoria de
escala e a teoria do grupo de renormalizacdo [Ma 1976 proporcionam a base
tedrica para o estabelecimento das diversas classes de universalidade. Os
fendmenos criticos associados a estados estacionérios de nio-equilibrio nao
podem ser compreendidos dentro da mesma teoria pois esses estados néo sao
descritos por modelos com uma hamiltoniana dada a priori.

Entretanto, o grupo de renormalizagdo pode, em certos casos, ser modifi-
cado de modo a prescindir de uma hamiltoniana e entao contemplar a anélise
de alguns modelos irreversiveis. De fato, para certas categorias de modelos
de rede definidos por dinadmicas irreversiveis, tém sido propostas conjecturas
a respeito das classes de universalidade aplicando-se a técnica do grupo de
renormalizagao a equacao de Langevin que leva em conta as simetrias das

" taxas de transi¢ao associadas aos modelos. Essa conjecturas tém sido cor-
roboradas através de calculos numéricos em uma grande variedade desses
modelos. Duas importantes conjecturas sao: '

1) A conjectura "up-down” de Grinstein, Jayaprakash e He

[Grinstein et al 1985}

Transicoes de fase continuas para estados estacionarios em modelos de
rede estocasticos com regras que possuem simetria ”up-down” , reversiveis ou

irreversiveis, pertencem & classe de universalidade do modelo de Ising (de
equilibrio).



2) A conjectura da percolagdo direcionada de Janssen [Janssen 1981] e
Grassberger {Grassberger 1982} : :

Se um modelo de uma Unica componente exibe uma transicac de fase
continua para um unico estado absorvente, entao o comportamento critico
do modelo pertence a classe de universalidade da percolagdo direcionada.

A segunda conjectura foi generalizada para modelos com mais de uma
componente por Grinstein, Lai ¢ Browne [Grinstein et al 1989].

Essas sdo conjecturas, amplamente evidenciadas, e que tém sido tteis
na determinacao das propriedades criticas de uma diversidade de modelos.
Além disso uma grande parte dos modelos de rede de ndo-equilfbrio tratam de
sistemas com caracteristicas que, quando consideradas ao nivel microscépico,
os levam a exibir comportamentos compreendidos nessas duas conjecturas.
Esses modelos serao examinados em detalhe ao longo dessa resenha.

1.3 Organizacao da resenha

O formalismo da mecénica estatistica de ndo-equilibrio que permeia as anélises
-realizadas nessa resenha tem como base a construgao de dinamicas estocasticas
irreversiveis com estrutura espacial. Serdo delineadas as caracteristicas e fa-
tores importantes nas transicbes de fase cinéticas em modelos de rede es-
tocéasticos sem reversibilidade microscépica. Na exposicdo das idéias e re-
sultados provenientes dessa abordagem € necesséria, em primeiro lugar, a
definiciio precisa dos modelos de rede estocdsticos. (s modelos de rede
podem ser classificados em duas categorias, a saber: modelos estocdsticos
de gés de rede e autématos celulares probabilisticos. Essas definicoes sdo
fornecidas no capitulo 2 onde também estao desenvolvidas as formulaces
analfticas usadas na descricio desses modelos. Além disso também enfo-
camos, nesse mesmo capitulo, o problema da reversibilidade e da irreversibil-
idade microscépica. Os fundamentos dos métodos analiticos e de simulacéo
numérica, usados no tratamento desses modelos, sdo descritos no capitulo
3. A seguir procedemos a mais uma subdivisao dos modelos de rede (valida
tanto para autdmatos quanto para modelos de gés de rede): modelos com
simetria "up-down” e modelos com estados absorventes. As propriedades e os
comportamentos criticos exibidos por essas duas classes de modelos, os quais



se enquadram dentro das conjecturas referidas na tltima subsecao, sdo dis-
cutidos nos capitulos 4 e 5 respectivamente. Essa classificacéo engloba uma
multiplicidade de modelos que tém como objetivo a descricdo de processos
irreversiveis na natureza, alguns desses modelos estdo analisados detalhada-
mente nos dois capitulos supra citados. As contribuicOes provenientes da
abordagem de mecéanica estatistica de nao-equilibrio enfocada nessa mono-
grafia s&o sumarizadas criticamente no capitulo 6.




Capitulo 2

Modelos de rede com dinamicas
estocasticas

2.1 Modelos estocasticos de gas de rede

Consideremos um sistema de particulas interagentes, isto €, uma populagao
de particulas residindo em sitios de uma rede e evoluindo no tempo de acordo
com regras estocasticas locais. Consideremos também que a evolugao no
espaco de configuragbes seja confinua no tempo o que implica que as re-
gras devem ser estabelecidas através de taras de transi¢cdo {probabilidades
de transicdo por unidade de tempo) entre estados microscopicos.

A representacdo dos estados microscdpicos, ou conﬁguragoes desse sis-
tema definido numa rede de N sitios serd dada por,

= (01, O, oy Oiy .y ON),

onde ¢; é a variadvel dindmica associada ao sitio ¢ da rede. Nessa tese tratare-
mos de casos em que cada varidvel g, assume um numero finito M de valores
discretos, cada um deles concernente a um estado do sitio. Com o objetivo
de usar uma linguagem concisa, muitas vezes nessa tese, nos referiremos a
modelos de M estados por sitio, subentendendo que a definicao acima estd
sendo abservada.

Seja W(o | ') a taxa de trans1gao do estado ¢’ para o estado o, isto €, a
probabilidade, por unidade de tempo, de transigao do estado ¢’ para o estado
o, considerando que o sistema esteja no estado ¢’. As taxas de transicio
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W(o | ¢') definem o modelo estocastico de gds de rede. A probabilidade
P(o,t), de ocorréncia do estado ¢ no instante de tempo ¢, é governada pela
equagdo mestra, [van Kampen 1981]

%P(a, t)= Z{P(a’,t)W(a | 6') — Plo,t)W (o' | o)} (2.1)

onde a soma ¢ feita sobre todas as M? configuracdes do sistema, com a taxa
de transicdo W{o | ') > 0 para o # o'.
O valor médio de uma fungéo de estado f(¢) é definido por

< flo) >=>_ f(o)P(o,1). | (2.2)

Equacoes de evolugao para médias de funges de estado podem ser obtidas
a partir da equacao acima e da equagdo mestra. Grandezas de interesse
na caracterizacdo dos estados (macroscopicos) estacionérios e, consequente-
mente das transicbes de fase, sdo por exemplo, os parAmetros de ordem e
fungGes de correlagso. '

2.1.1 DinAmica de um sitio

Consideremos que a dindmica ocorra por transicoes entre configuractes tais
que todos os sitios estejam no mesmo estado com ezxcecao de um deles. De-
notamos por @;{0;|o’) > 0 a taxa de transigio referente ao sitio i do estado
o} para o estado 7;, dado que o sistema esteja na configuragéo ¢'. Como qual-
quer sitio pode ter seu estado modificado entéo a taxa de transicao W(c|d')
deve ser tal que

W(o|d') mz (oild’) T[ 6(os0%), (2.3)

i J=1(4)

onde usamos a notacéo 6(c;,0;) para o delta de Kronecker. Dessa maneira,
sempre que a dinamica seja tal que permita que um sé sitio possa ter seu
estado modificado a cada instante de tempo, a equagao mestra serda expressa
atraves da equacao

d
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N
= ZZ{P(UI’ ...,O’,:;, e Oy t)@i(dildly ...,O';:, coey O'N)_ - P(O’,t)’if}z(ﬂ'ng)}

i=1 o!
(2.4)
Rotulando os estados dos sitios por 0, 1, 2, ..., M — 1 podemos redefinir
a probabilidade de transicao através da expressao

wi (o) = Wilo; + alo), | (2.5)
onde o é uma varidvel que toma os valores 1,2,...,M — 1 ¢ a soma (0; + @)

deve ser entendida mddulo M. Essa notagdo permite reescrever a equacdo
mestra para dindmicas de um sitio:

d
EP(G’tJ =

. _
=Y"N{P(o1, ., 00 — 0y oy o, W01, o, 05 — @,y 08 ) — Plo, twi (o)}

=1 @
(2.6)

A equagho de evolugéo para a média de uma fungéo de estado < f(o) >=
Y. f (0) P(o,t) é escrita formalmente, levando em conta (2.6), como:

N

% <J(0) =Y < (01,00 0 om) = S (0) > (27)
A hierarquia de equagbes de evolucdo para as correlagdes pode ser obtida
usando (2.7). As caracteristicas intrinsecas aos modelos estdo contidas nos
diversos tipos de transicao descritos por w®(c). No caso em que sdo permiti-
das somente transigdes ciclicas, como no modelo predador-presa (secao 5.3),
taxas nao nulas correspondem ao caso & = 1. .
As dindmicas de um sitio sdo frequentemente utilizadas na simulacao
de sistemas descritos por modelos estocasticos de gas de rede. Uma das
dindmicas de um sitio mais conhecidas € a dinamica introduzida por Glauber
[Glauber 1963} com objetivo de descrever a relaxacio de um sistema de spins
de Ising para estados macroscépicos de equilibrio (ver segio 4.2).

2.2 Condicao de balanceamento detalhado

Dada a taxa de transicao W(o|o') para um certo sistema pode-se construir
uma equacio mestra (2.1). O sistema evolui no tempo e pode atingir estados
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estacionarios descritos por uma distribuigao cie probabilidades estacionéria
P..t (¢), independente do tempo, o que implica em

ZPeStV(U’)W((T | o) — ZPegt(U)W(cr’ | o) =0.

Se as taxas sdo tais que a equagao
Pot(0" YW (o | 0') = Pest(0)W (0" | 5) (2.8)

é satisfeita, entdo o estado estaciondrio atingido € um estado esfaciondrio
de equilibrio (termodindmico). A condigéo (2.8) é chamada de condigdo de
balanceamento detalhado. '
Os modelos que obedecem (2.8) evoluem no tempo até atingir estados
estaciondrios descritos por alguma distribuicdo de Gibbs, o que significa que
é possfvel associar um hamiltoniano ao modelo. Este fato é usado na con-
strucdo de dindmicas que levam sistemas a estados de equilibrio como é o caso
da dindmica de Metropolis [Metropolis et al 1953] para o modelo de Ising
cinético. Ou seja substitui-se P, (0) em (2.8) pela distribuigdo de Gibbs
concernente a0 hamiltoniano do modelo e obtém-se W(a|a').

Quando a condicio de balanceamento detalhado é satisfeita o sistema
" possul reversibilidade microscépica, pois

P.ot(c" YW (o | 0')6t, que é interpretado como a probabilidade
de o sistema se encontrar no estado ¢ no instante ¢ e em ¢ no
instante £ + 6t, é igual a

P.o(0)W (o' | 0)6t, que é interpretado como a probabilidade
de o sistema se encontrar no estado ¢ no instante t e em ¢ no
instante ¢ + &L.

Ou seja, a probabilidade da transicio ¢ — ¢ num intervalo

de tempo 6t € ignal a sua reversa.

Dada uma dindmica genérica definida por determinadas taxas de transicao,
é fundamental verificar a priori se o sistema possui ou néo a propriedade da |
reversibilidade microscopica. Uma maneira de averignagao dessa propriedade
seria dada pelo uso direto da condigao de balanceamente detalhado (2.8).
Entretanto, essa equagdo nao pode ser utilizada quando nao temos conhec-
imento a priori da distribuicao estaciondria P.y(c). Nesses casos, pode-se
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recorrer a uma andlise de trajetérias fechadas no espaco de configuracdes
[Griffiths 1989] que implica na eliminacao de FPey (o). Esse procedimento
serad exposto em detalhe na secao 4.2.4 para uma dindmica que nao tem
reversibilidade microscépica.

2.3 Autdomatos celulares probabilisticos

Consideremos um modelo definido numa rede de N sitios que evoluem no
tempo de acordo com regras estocastices e locais. A cada sitio i da rede |
é associada uma varidvel dinamica o; que toma valores discretos. As con-
figuracbes microscépicas de um sistema assim definido séo descritas em ter-
mos do conjunto de varidveis dindmicas ¢ = {0y, 03, ..., i, ..., On ). Supomos
também que o sistema evolua no tempo através de passos de tempo discretos.

A evolucéo no tempo de Pp(c), a probabilidade do estado o, no passo £,
€ governada pela equacgio

Ppy(o Z Wio | )Pl o), (2.9)

onde W (o | ¢') é a probabilidade de transicdo (condicional) do estado o’ para
‘o estado o e portanto deve obedecer as seguintes prerrogativas

We|d)20 e D We|d)=1 - (2.10)

Levando em conta o fato de que para um automato celular todos os sitios
sao atualizados simultaneamente, entdo a probabilidade de transicido W{o |
¢’} deve ser expressa da seguinte forma

Wi(old)= 1_[w2 o; | o) (2.11)

onde w;(o;l0’) > 0 é a probabilidade de transi¢do (condicional) de que o
estado do sitio i no passo £+ 1, seja o; dado que, no passo £, o estado do
sisterna seja ¢' e possuli a seguinte propriedade

Zwi(ai | CT,) =1
d;

o que implica que (2.10) fique satisfeita.
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Um determinado conjunto de probabilidades de transicao w;{o; | o)
relacionados com regras estocésticas, aplicadas simultaneamente, define um
automato celular probabilistico que tenha sido introduzido para modelar um
sistema especifico.

'O valor médio de uma fungéo de estado f (o) no passo de tempo £ é dado
por

< f >e— Zf(o Pg(O’ (212)

A evolugdo temporal de < f(o) >; é obtida a partir de (2.9) e (2.11).

Equagoes de evolugao para pardmetros de ordem e correlacdes podem ser

obtidas dessa maneira. E importante notar que as equagoes de evolugio para,

por exemplo, a correlagao de dois sitios vizinhos vao ser expressas através de

uma média do produto de duas probabilidades de transicao w;(o; | o) . Isto-
nao € o que se d4 para modelos estocédsticos de gds de rede onde uma cor-
relacao desse tipo é descrita como a soma de duas médias, cada uma delas de

uma Unica probabilidade de transicao. Esses aspectos dos formalismos serao
melhor compreendidos nos capftulos 4 e 5 onde serao definidos e estudados
diferentes modelos de gés de rede e autématos celulares.

No regime estacionério devemos ter

est ZW 0' | 0' est( )
que pode ser escrita na forma

ZW(G'| Peot( ZWUIU VPest(0”),

onde usamos a condigéo (2.10). Se além disso as probabilidades de transicio
satisfizerem a equacao

Pest(U)W(oJ I 0') est( )W(J | 0) (2'13)

entao o estado estacionério atingido é um estado estaciondrio de equilibrio
(termodindmico).” A condigdo (2.13) é chamada de condigdo de balancea-
mento detalhado para o autémato. '
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Capitulo 3
Métodos

Em equilibrio termodindmico a energia livre de um dado sistema é uma
grandeza bem definida, pois sempre devemos ter uma hamiltoniana associada
a0 modelo especifico que esta sendo analisado. O maior problema nesse caso
é o estabelecimento da expressdo da energia livre. De fato, é bem conhecido

- que poucos sistemas interagentes em equilibrio tém solucao exata. Mas us-

ando os diversos métodos para o estudo de transicoes de fases em equilibrio

podemos avaliar, por exemplo, qual das fases é estdvel em certos regimes, pois

esta serd aquela que minimiza a energia livre com respeito a seus parametros

extensivos. Nesse caso mesmo métodos aproximados, como a aproximacao

de campo médio, conseguem prover expressdes validas para a energia livre. |
O formalismo da designaldade de Bogoliubov e a solugao em redes abertas,
e. g. &rvore de Cayley, talvez sejam as abordagens mais abrangentes den-
“tro da teoria de campo médio [Wreszinski e Salinas 1993], [Yokoi et al 1981],
[Tomé e Salinas 1987, {Tomé e Salinas 1989]. E claro que os resultados de
campo médio nao fornecem expoentes criticos que nao sejam os expoentes
classicos. Mas varios métodos, como o grupo de renormalizacao e simulacoes
de Monte Carlo, conseguem avaliar os expoentes criticos e determinar a classe
de universalidade de um dado modelo. Entretanto, aproximacoes de campo
' médio, s80 relevantes na primeira anlise de um modelo.

Modelos que descrevem caracteristicas de fendmenos fora do equilibrio
termodinamico s&o na sua esséncia definidos como modelos que ndo possuem
uma hamiltoniana e para os quais néo € possivel, em principio, definir uma
fungio energia livre que tenha as caracteristicas desejadas para prever es-
tabilidade de fases. Assim alguns dos métodos da mecanica estatistica de
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equilibrio nao podem ser aplicados a modelos de nao-equilibrio.

+ A abordagem da mecanica estatistica de nao-equilibrio baseada na con-
strucdo de modelos de rede tem também como um dos seus objetivos prover
¢ testar métodos adequados & andlise de modelos que nao tém reversibili-
dade microscdpica. Estes métodos contém caracteristicas elaboradas e de
um ponto de vista didatico sao, eles mesmos, importantes para o entendi-
mento das transi¢des de fase cinéticas. Neste capitulo descreverei métodos
que tém sido utilizados por varios pesquisadores, em particular também uti-
lizados por mim, na caracterizagao de estados estacionérios de nao—equlh’bno
e transicoes de fase cinéticas.

3.1 Aproximacio de campo médio dindmico

A anaélise de modelos da mecanica estatistica de equilibrio ao nivel de aprox-
imagbes de campo médio pode ser realizada de diferentes maneiras. No caso
da analise de modelos de nao-equilibrio também nao hd uma dnica maneira
de aproximacoes de campo médio serem feitas. Nesta subsec@o serd apre-
sentada a aproximacao de campo médio que foi introduzida por Kikuchi
[Kikuchi 1951} e por Mamada e Takano [Mamada e Takano 1968] e tem sido
utilizada nos dltimos anos [Dickman 1986], [Tomé et al 1991), [Tomé 1994].
As equagles de evolugdo para o parametro de ordem em qualquer mod-
elo que evolua de acordo com regras locais sempre contém termos relativos
as correlagoes de sitios vizinhos na rede. As equacOes de evolucao para as
correlacoes de determinado nimero de sitios sempre incluem correlagoes as-
‘socladas a aglomerados com mais sitios (correlagdes entre mais vizinhos).
Assim tem-se sempre wm conjunto infinito de equagbes acopladas para as
correlacoes que equivale & propria equacao de evolugao para a probabili-
dade P({0,t}, como j4 mencionado no contexto da equagdo mestra (2.1) e da
equacio (2.9). O escopo da aproximacio de campo médio dindmico consiste
no truncamento desse conjunto infinito de equagoes acopladas.

Na aproximagao de ordem mais baixa a probabilidade de um dado aglom-
erado de sitios ¢ aproximada pelo produto das probabilidades de cada sitio.
(Ou seja, todas as correlagbes entre sitios do aglomerado sao desprezadas,

N
P(O’]_,O'Q,O':;,...,O'N) = HP(G'@)
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Esta aproximacao é muitas vezes chamada de aprozimacdo de wm sitio ou
aprozimagdo de campo médio simples. Para alguns casos essa aproximacao
produz resultados que sdo muito distintos dos resultados exatos esperados.
Aproximagdes que desprezam todas as correlagdes mas que sao realizadas
na prépria probabilidade de transi¢do, como a aproximacao que foi efetuada
em [Tomé e Oliveira 1990], fornecem (para certos casos) resultados mais
adequados. A seguir a formulacio da aproximacao de campo médio dindmico
em ordens superiores a um é exposta. -

As aproximagoes de campo médio incluindo flutuacdes sio feitas de tal
modo que quando um truncamento ao nivel n é realizado entdo correlacdes
que levem em conta mais de n sitios sio aproximadas por correlacoes de n
ou menos sitios. Com o objetivo de desenvolver o raciocinio utilizado na
obtengao da aproximacao de campo médio dindmico a uma ordem 7 passare-
mos as-explicacoes que se seguem.

Consideremos um aglomerado C' de sitios composto por um ”niicleo” A e
por uma "borda” B. A probabilidade de uma configuracio o¢ = {0, i € C}
dos sitios que compGem o aglomerado C é dada formalmente por

Plo¢) = Plog,04) = Plog|oa) Pos) (3.1)

onde P(op|os) ¢ a probabilidade condicional da configuragio op = {0, i €
B} dos sitios que compdem o aglomerado B dada a configuracéo o4 =
{oi, i € A} dos sitios que compdem o aglomerado A.

A aproximagao é feita sobre a probabilidade condicional desprezando-se
.as correlagdes entre os sitios de B, ou seja,

P(os | a4) = [] Plo: | on) (32)
i€B

Levando em conta que P(o; | 04) = P{oy,04)/P{c4), a probabilidade P{oc)

do aglomerado € é entao dada por

P(o;,04)

Ploc) = P(oa) Plog)

13-4

(3.3)

onde P(0;,04) € a probabilidade do aglomerado formado pelo sitio i e pelos
sitios de A.

- A aproximagcao de campo médio dinamico que inchii flutuacdes correspon-
dentes & correlacoes de dois sitios vizinhos na rede € chamada de aprozimagédo
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e pares. Fazendo-se uma comparacao entre resultados obtidos através de
‘aproximacdes de campo médio simples e de pares observa-se que na maioria
0s casos h4 uma melhoria qualitativa no diagrama de fases. Aproximagcdes
‘de ordem superior a essa ndo conseguem, em geral, dar contribuicdes qual-
-_itativamente relevantes. De fato, na maioria dos casos as aproximacdes de
-ordem superior & aproximacao de pares fornecem somente melhorias ao nivel
‘quantitativo e essas, por sua vez, sio quase insignificantes com relagéo as
‘obtidas nas aproximagoes que incluem s6 correlacoes de dois sitios. Entre-
tanto, cabe ressaltar que hi casos em que aproximacbes de ordem supe-
rior a 7 = 2 sao importantes na obtencao da propria ordem da transicao
[Dickman e Tomé 1991]. Nesses casos especificos o que aparentemente leva &
necessidade de inclusdo de correlacdes de ordem superior é uma propriedade
inerente as proprias probabilidades de transicdo e que nio consegue ser lev-
ada em conta adequadamente na aproximacao de pares. No capitulo 5 um
dos tépicos a serem discutidos est4 relacionado com o modelo de criagéo por
trincas de particulas, que introduzi em colaboragdo com R. Dickman, no qual
foram necessarias aproximagoes incluindo correlacoes de quatro sitios para
obter resultados compariveis aos resultados de simulacoes de Monte Carlo.

A aproximacao de campo médio dindmico também pode ser utilizada na
anélise dos modelos da mecénica estatistica de equilibrio, desde que seja
possivel associar uma dinamica estocédstica a tais modelos com € o caso da
dindmica de Glauber associada ao modelo de Ising de equilibrio. Nesse caso o
campo médio dindmico a nivel de pares fornece resultados, para os estados de
equilibrio, que sao idénticos aos resultados da aproximacido de Bethe-Peierls
para ¢ modelo de Ising.

3.2 Formalismo de operadores e expansoes em
| séries temporais

No método de expansdes em série a equacio mestra para uma distribuigao de
probabilidades é expressa através do formalismo de operadores [Grassberger
e Torre 1979], [Dickman 1989], [Dickman et al 1991], [Oliveira et al 1992].
Uma vez tendo a expressio para a equacao mestra nesse formalismo pode-se
proceder & obtencdo de séries temporais para grandezas que caracterizam
estados estaciondrios. A seguir apresentamos, resumidamente, o formalismo
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de:operadores.

' Consideremos uma rede com N sitios para os quais sdo associadas varidveis
dindmicas o; que tomam M valores discretos, a saber 0; =0,1,2,..., M — 1.
0. estado do sistema no instante de tempo ¢ é definido como

| %(t) >=S"P(o,t) | o > (3.4)

onde P(0,t) é a probabilidade de uma configuragio microscépica do sistema,
| g >= |G'1O'2...O',;...O’N >, (35)

no instante de tempo ¢. Observe que | ¢ > se comporta como um vetor no
espago das configuragoes microscépicas do sistema. A evoluco temporal de
| ¥(t) > para o caso de dindmica de um sitio se obtém a partir de (2.6) e é
dada por

%w(t) >= 23 5 Pl u()ion -0+ son > —lo >} (39

Em seguida passamos & construcao de alguns operadores titeis nessa des-
ericdo. Definimos o operador F; por

de modo que « aplicagbes de F; resultam em
Fllo; »>=loi +a> (3.8)

onde ¢; + « deve ser entendido modulo M. E claro que FM = 1.
A partir de (3.8) obtemos

01,0, 05 + 1, .o.On >= FP|oy...05.08 >= F|o > (3.9
0 que permite escrever a equacio (3.6) na forma
d N
Lip(e) >= S Y Plo g @)F ~ o> (310
o =1 o

Definindo o operador Z¢ que possui como autovetores |0 > e autovalores
(¢4
w; (0—)7

Z¥o >=w(o)|o > (3.11)
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btemos

GO >= S ST P 0(F7 - 12700 >

2W0) >= S TAFT - 11285 Plo,lo >
s finalmente d
: 1) >=3 23 {F — 1322 |yit) > . (3.12)

Portanto J
(e >= Stu() > (3.19)

onde & € o operador de evolucao,
S=3 > {Fr-1}22 (3.14)

A equaggio (3.13) é a equacio mestra (2.6) escrita dentro do formalismo de
operadores. A solucdo formal dessa equacio é dada por

| (t) >= exp{tS} | $(0) > .- (3.15)

E de grande relevincia observarmos que em geral o operador S ¢ ndo

hermitiano pois

ST =3NSz {FM_1}

i

dado que (F&)! = F¥~% e portanto St & em geral distinto de S. Somente
para os modelos que possuem reversibilidade microscépica é possivel trans-
formar & num operador hermitiano. Qs modelos irreversfveis correspondem a
operadores intrinsecamente ndo hermitianos (um exemplo seré dado na segao
5.2.1).
A partir da equagao (3.13) pode-se obter ezpansées em séries temporais
para grandezas que caracterizam os estados estaciondrios. Esse procedimento
estd exposto abaixo.

Considere por exemplo uma grandeza F' definida através da média

F=<flo) >=> f(o)P(a,1), (3.16)
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de uma funcéo de estado f(¢). Usando a expressao

P(o,t) =< o | ¥(t) >, (3.17)
obtida pela inversao de (3.4), F' pode ser escrita na forma |
F=Xﬂ:f(0)<or!1b(t)>. 0 (3.18)
Dessa maneira temos
F= ;f(o) < olexp{tS} | ¥(0) > . (3.19)

A expanséo do operador exp{tS} resulta em

F= Z —t [ (3.20)
onde
=>_f(o) < al8™ | 9(0) > (3.21)

é o coeficiente de ordem n da expansao temporal.

A seguir sumarizamos as caracteristicas principais do formalismo de op-
eradores ¢ do método da expansao em séries temporais expostos acima. As
propriedades de um modelo especifico estdo contidas no operador de evolucéo
§,definido na equagdo (3.14). A partir da solugdo formal (3.15) da equagéo
mestra na forma (3.13) séo efetuadas expansdes de exp{tS} em poténcias
de ¢ para a obtencio de séries temporais de grandezas necessdrias na de-
scrigao dos estados estaciondrios. Obtida a série, isto é, os coeficienites da
série através da equacdo (3.21), esses podem ser anahsados usando a técnica
dos aproximantes de Padé [Baker 1990].

Este método tem sido utilizado principalmente no estudo de problemas
relacionados & adsorgdo sequencial aleatdria irreversivel [Nord e Evans 1985]
de mondmeros, dimeros ou quaisquer outros m-meros sobre uma superficie
[Evans 1989, [Dickman et al 1991], [Fan e Percus 1991], [Oliveira et al 1992].
E também no estiido de varios outros modelos de rede irreversiveis como o
processo de contato [Dickman 1989]. Nos capitulos seguintes serdo expostos
modelos onde esta técnica foi aplicada no estudo dos estados estaciondrios.

O operador S serd obtido explicitamente, na secdo 5.2.1, para o caso do
processo de contato.
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3.3 Simulagoes de Monte Carlo

As simulages de Monte Carlo [Binder 1984] constituem um procedimento
numérico amplamente usado na anélise de propriedades de sistemas que con-
vergem para um estado de equilibrio termodindmico. Os resultados das
simulagoes realizadas para modelos que tém reversibilidade microscépica
(evolugao para estados de equilibrio termodinamico) podem ser analisados
através da teoria de escala finita [Fisher 1971], [Privman 1990]. Essa teoria
possibilita a obtencao de resultados validos no limite termodindmico com
base em dados gerados por simulacoes efetuadas em sistemas finitos de difer-
entes tamanhos. .

O mesmo procedimento simulacional aliado & teoria de escala finita tem
sido utilizado no estudo de modelos sem reversibilidade microscopica [Aukrust
et al 1990], [Oliveira 1992, [Tomé e Dickman 1993] (evolugdo para estados
de nao-equilibrio). Esse método tem proporcionado excelentes resultados no
estudo do comportamento critico de muitos dos modelos de nao-equilibrio,
principalmente para aqueles que nao possuem estados absorventes. O sucesso
na obtengado desses resultados se deve, em parte, as conjecturas que colo-
cam modelos de nac-equilibrio em classes de universalidade de modelos de
equilibrio. Lembramos que nessas conjecturas sobre comportamento critico
de modelos com regras irreversiveis, que obedecem certas simetrias ou pos-
suem determinadas caracteristicas, € inferido que os modelos sem reversibil-
idade microscopica caem nas mesmas classes de universalidade de modelos
de equilibrio que tém as propriedades requeridas. Assim a partir da inspecgéo
das caracteristicas das probabilidades de transicdo pode-se inferir quais de-
vem ser os expoentes criticos associados a uma dada transicao e entao efetuar
analises como a de "colapso de dados” ou o estudo do cumulante de quarta
ordem [Binder 1984].

E importante notar que simulacdo de Monte Carlo em sistemas fora
de equilibrio (descritos pela equacdo de evolugho temporal da distribuigéo
de probabilidades dos estados microscdpicos), significa simplesmente a real-
izacao computacional de uma trajetoria especifica no espago de configuragoes.
O nome Monte Carlo se deve ao fato de a realizagio fazer uso de miimeros
aleatdrios para gerar configuracoes sucessivas.

A simulacgo de automatos celulares probabilisticos é direta pois eles sao
definidos pelas probabilidades de transicao a qual é usada para realizar uma
trajetéria no espago de configuragbes. Por outro lado, os modelos de gés de
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rede, 0s quais sd0 descritos por uma equagao mestra, sao definidos através de
tazas e nao por probabilidades de transicao. Nesse caso, deve-se primeiro dis-
cretizar o tempo em intervalo &t e ent8o obter as probabilidades de transigio
que se daoc a cada intervalo de tempo. Assim, dado um estado microscépico
o, num certo instante ¢, a probabilidade de transi¢do para o estado ¢’, no
instante seguinte t 4- 6t, é dada por W(c'|0)/6t (para 6t ”suficientemente
pequeno”) para ¢ # ¢. A probabilidade de permanecer no mesmo estado é

dada por
1- 2

o' (#o)
Esse é o procedimento computacional usual na simulacao de sistemas de-
scritos por uma equagao mestra.

W(o'|o)
5

3.4 Simulacoes dependentes do tempo

Este método foi introduzido por Grasberger e de La Torre {Grassberger e
Torre 1979] com o objetivo de estudar o comportamento critico de modelos
que apresentam transigbes de fase cinéticas de um estado ativo para um
estado absorvente.

Grandezas que sao geralmente calculadas no contexto desse método séo a
probabilidade de sobrevivéncia F; e o niimero médio de particulas num dado
instante de tempo n;. A probabilidade de sobrevivéncia ¢é definida como sendo
a probabilidade de pelo menos uma particula estar presente na rede num dado
instante de tempo ¢,

Na aplicagao do método realiza-se um grande ntiimero de simulagoes sem-
pre partindo de um estado muito préximo ao estado absorvente. Cada simu-
lacao s6 termina quando nao houver mais particulas no sistema ou até um
tempo méaximo pré-fixado. As redes tém de ser suficientemente grandes para
que nenhuma particula atinja a borda da rede durante o tempo de simulagao.
Analisa-se 0 comportamento da probabilidade de sobrevivéncia e do niimero
médio de particulas na rede como fungao do tempo. No ponto critico a
evolugao temporal dessas grandezas é governada por leis de poténcia. A local-
izagao do ponto critico é obtida observando-se para qual valor do pardmetro
ocorre o decaimento algébrico das grandezas em questdo. Esse procedimento
permite a obtengao concomitante dos expoentes criticos.

No ponto critico F, e n; seguem as seguintes leis de poténcia,
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ne & £ (3.22)

P~ 178 (3.23)

Os expoentes 7 e § sao expoentes criticos. Por exemplo para a percolagio
dirigida em (1 + 1) dimensdes esses expoentes sio dados por 6 ~ 0,162
and 7 =~ 0,317 [Brower et al 1978}, {Grassberger e Torre 1979]. Para a per-
colacio dirigida em (2 + 1) dimensdes o método das simulgoes dependentes
do tempo fornece 6 = 0,460 e 7 22 0,214 [Grassberger 1989]. Exemplos de
alguns outros trabalhos onde modelos com estados absorventes foram anal-
isados utilizando essa técnica s8o: [Grinstein et al 1989], [Dickman 1990],
[Dickman e Tomé 1991], [Cornell et al 1991] e [Satulovsky 1995).
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Capitulo 4

Modelos de rede com simetria
”up-down”

Nesse capitulo descrevemos alguns dos modelos que possuem simetria ”up-
down” e que tém sido estudados na drea de mecénica estatistica de néo-
equilibrio. A conjectura "up-down” enunciada na introducgo é discutida no
contexto desses modelos, os quais estdo na mesma classe de universalidade
do modelo de Ising de equilibrio.

A conjectura ¢ estabelecida mais formalmente como segue:

” Transigbes de fase continuas em modelos irreversiveis, definidos numa
rede de dimensdo d, com mecanismos de interacdo expressos por regras locais
espactalmente homogéneas que possuam simetria "up-down” caem na mesma
classe de universalidade do modelo de Ising de equilibrio definido numa rede
de dimensao d.”

4.1 Modelo de Ising cinético

Antes de iniclar a exposicao e discussao dos modelos de Ising cinéticos com
dindmicas competitivas (que ndo tém reversibilidade microscépica) apre-
sentarei uma breve introducgao sobre o modelo de Ising cinético. A denom-
inacao modelo de lIsing cinético é utilizada no tratamento de um sistema de
spins de Ising ao qual se acopla uma dinédmica que lhe proporciona relaxa-
mento para um estado de equilibrio. Ou seja a denominagio modelo de Ising

cinético estard associada, como é usual, a um sistema de spins descrito por
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uma dindmica que possui balanceamento detalhado e que o leva a estados
estacionarios de equilibrio, os quais sao descritos pela distribuicao de Gibbs

relacionada & hamiltoniana de Ising. A seguir é apresentado formalmente o
modelo de Ising cinético. -

Considere uma rede com N spins de Ising com interacoes entre primeiros -
vizinhos ferromagnéticas. A energia de um dado estado

o= (0-1;0-23"'$o-i7"‘10‘N)1 (4'1)

com o; = £1 sendo a varidvel dinamica associada ao spin i, é dada por

E(o) = —J > 0i0; (4.2)
{z4)
onde a somatdria é feita sobre pares de spins vizinhos na rede e J é a inte-
gral de troca que, para sistemas ferromagnéticos, é positiva e, para sistemas
antiferromagnéticos, é negativa.

Facamos a hipdtese de que o sistema assim definido obedeca a uma
dindmicana qual somente um spin € tnvertido a cada instante de tempo. Uma
dinamica que tem essa caracteristica é muitas vezes chamada de dindmica
tipo Glauber. Consoante ao descrito na subsecao 2.1.1 a taxa de transicio
W{o | 0') associada a tal dindmica é

Wi | o') = -};5(01, 7 )6(G9, 0L)... (03, —00)...S(ox, T (o) (4.3)

onde w;(c’) é a probabilidade de inversdo do spin ¢. Esta probabilidade de
‘transicio pode ser dada por véarias prescricdes que obedecam & condicio de
balanceamento detalhado. Mostraremos algumas dessas dindmicas no fim do
esbogo desse tdpico.

A equacio mestra associada a esse problema é -

rE P = P o) - Ploae)) (49

¢

onde ¢ denota o estado obtido a partir de ¢ invertendo o spin do sftio 4, ou
seja '
i
" = (01,02,..., —Ciy..., ON).
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A partir da equaco mestra (4.4) pode-se construir as equagoes de evolugao
para qualsquer correlagoes de sitios na rede. A correlagao < f(o) > possul a
seguinte equagac de evolugao :

<f Z<{f )= flo)}wi(o) >  (45)

obtida a partir de (4.4). Observamos que esse é o caso particular da equagao

(2.7} para dois estados (M = 2).

Grandezas relevantes na descricao do estado estaciondrio do sistema de
spins de Ising sdo a magnetizagao < ¢; > do i-ésimo spin e a correlagao
< 0,0 > entre os spins vizinhos j e k. As equa.goes de evolucao para essas
grandezas sao dadas por :

Ta < 0; >=< (_20-1) ?1),'(0') > | (46)

T% < 0;0% >=< (~2050%){w;(a) + wi{o)] > (4.7)

Na prescricao de Glauber [Glauber 1963], que é uma dma.mica para mod-
elos de Ising cinéticos onde um spin € invertido a cada instante de tempo, a
probabilidade de transicgo é

wio) = 5{1-0, tenb (03 0110), (4.8)

onde a soma §é feita sobre primeiros vizinhos do sitio i € 8 = J/kgT, T é a
temperatura e kg é a constante de Boltzmann.

Na dindmica de Glauber, a condiggo de balanceamento detalhado (2.8)
¢ observada e o sistema evolui no tempo de acordo com essa prescricio até
atingir um estado estacionério de equilibrio, ou seja um estado em que a
probabilidade estaciondria P(o} é uma distribuigdo de Gibbs.

Outra prescricao relacionada com uma dindmica onde somente um- spin é
invertido a cada instante de tempo e que possui reversibilidade microscépica
é a prescrigao de Metropolis [Metropolis et al 1953],

wi(0) = min{1, exp(~BAE)) (49
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» A = E(0*) ~ E(0) é a diferenca das energias (4.2) associadas aos
stados o' e 0. E claro que a prescrigdo de Metropolis obedece (2.8).

A prescricao de Kawasaki [Kawasaki 1972] (a qual serd usada na anélise
um dos modelos de Ising com dindmicas competitivas que examinare-
). é também uma prescrigdo que tem reversibilidade microscépica. Nessa
mica dois spins vizinhos sdo escolhidos ao acaso e suas variaveis dinamicas
tercambiadas com um certa probabilidade. A probabilidade de transigao
Kawasaki [Kawasaki 1972] é dada por, ' R

wi; = min{1,exp(—fAE;)} (4.10)

_ox}dé AE;; é a diferenca de energia envolvida na transicao. Essa é uma
dindmica na qual a magnetizacao total é conservada. A probabilidade de
transiggo W(ole' ) é dada por, '
. . |
Wio|o') = - >~ 8(01,0)....6(04,05)...6(05,07)..6(on, o )wi;(07),  (4.11)
(&)

sendo a somatéria do lado direito dessa expressao feita sobre pares de sitios
que sao primeiros vizinhos. A equagdo de evolugao para a magnetizacao é
dada por,

d
Ta < U; = E < (O',;+5 — O'z') wz-,,;_|_5(a) = (412)
6

onde a soma é feita sobre os primeiros vizinhos do spin 7 na rede. A equacao
de evolugdo para a correlagio entre dois sitios vizinhos i e 7 na rede é dada
por

. d
T <00k >= > < (0160 — 0508 W5 516(0) > +
' 5
+Z < (G’jO’k+5 — Jjak)wk,k+§(0) > . (413)
5

onde a primeira somatéria é feita sobre os primeiros vizinhos de j excetuando

excetuando j.

29

¥
o sitio k e a segunda somatéria é feita sobre os primeiros vizinhos de k




4.2 Modelos de Ising cinéticos com dinamicas
competitivas

Consideremos um sistema de spins de Ising ao qual aplicamos duas prescricdes
relacionadas a dois processos que ocorrem independentemente e de acordo
com uma dada probabilidade. Consideremos que cada um dos processos diga
respeito ao contato térmico do sistema com um banho térmico. Pode-se
explicitar e denominar os processos da seguinte maneira:

(A) processo em que o sistema se encontra em contato com um banho
térmico a temperatura T4 e '

(B) processo em que o sisterna se encontra em contato com outro banho
térmico a outra temperatura Tp.

Uma equacio genérica para a probabilidade de transicao W(O’|0’ } associ-
ada a tal processo é dada por,

W{(c|o') = pWa(o|o') + gWg(co|o’) (4.14)

onde Wa(co|o') € uma probabilidade de transigao associada ao processo (A)
e Wg(ojo') é uma probabilidade de transigao associada ao processo (B).
O processo (A) ocorre com probabilidade p e o processo (B) ocorre com
probabilidade ¢, com p+ ¢ = 1.

A equacdo (4.14) refer-se a uma dinadmica estocdstica composta de duas
dinamicas competitivas as quais podem ser duas dindmicas de Glauber a
diferentes temperaturas {Tomé et al 1991} ou uma dindmica de Metropolis
e outra de Kawasaki a diferentes temperaturas [Tomé e QOliveira 1989] ou
quaisquer outras combinagoes de dindmicas relacionadas ao modelo de Ising
cinético. A dinamica resultante de duas dinamicas competitivas pode nao
ter reversibilidade microscdpica, mesmo que cada uma das dinamicas sepa-
radamente possua essa propriedade. Recentemente um grande nimero de
trabalhos foram realizados nesse contexto [Bennett e Grinstein 1985], [De
Masi et al 1985], [Dickman 1987], [Garrido et al 1987], [Ferrari et al 1988],
[Tomé e Oliveira 1989], [Tomsé et al 1991], [Oliveira 1992], [Racz e Zia 1994].
A maioria desses trabalhos tem como principal objetivo a caracterizacao, do
ponto de vista formal, de transicoes de fase fora do equilibrio termodinamico.

Serao discutidos a seguir modelos de Ising cinéticos com dinamicas com-
petitivas que introduzi juntamente com colaboradores (supra citados).
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4.2.1 Auto-organizacao num modelo de Ising cinético
com dinamicas competitivas

No trabalho {Tomé e Oliveira 1989] tivemos como intuito a introducio de um
"protétipo” de modelo de rede que conseguisse reproduzir, com as minimas
prerrogativas possiveis, alguns dos mecanismos relevantes ao fendémeno da
auto-organizacao em sistemas que se encontram fora do equilibrio termodina-
mico. Consideramos que tal modelo seria o mais simples possivel se fosse um
modelo de dois estados por sitio e que tivesse interacoes locais somente entre
primeiros vizinhos na rede, que é o caso do modelo de Ising com interacoes
entre primeiros vizinhos. A auto-organizacso s6 pode ocorrer em sistemas
abertos, portanto no modelo levamos em consideracido o contato com um
banho térmico. Além disso, e aqui estd um dos pontos cruciais a serem
levados em conta na auto-organizacio (além da caracteristica, j4 incluida, do
modelo ter interagdes locais que levam a equagtes nao-lineares para grandezas
macroscopicas que caracterizam estados estaciondrios), o sistema se ordena
e mantém esse ordenamento irreversivel se estiver em contato com uma fonte
externa (de energia, por exemplo) que lhe proporcione um vinculo de nio-
equilibrio permanente. De fato o auto-ordenamento pode se estabelecer em
tais condigoes [Tomé et al 1987}: sistema em contato com uma fonte externa
e com um banho térmico. A auto-organizacéo {Nicolis e Prigogine 1977] 56
se mantém se os vinculos externos de nao-equilibrio forem mantidos. A fonte
externa de energia foi levada em conta considerando que o sistema estivesse
em contato permanente com um outro banho térmico.

Retomando & equagio (4.14) devemos ter uma dinamica estocéstica que
seja constituida das duas dinamicas competitivas (A) e (B) que representem -
os dols processos acima citados:

(A) o contato do sistema com um banho térmico & temperatura T4 e

(B) fluxo continuo de energia para o sistema.

Para tal consideramos o processo (A) simulado por uma dinamica de
Metropolis (4.9) a uma temperatura T4 e o processo (B) simulado por uma
dindmica de Kawasaki (4.10) na qual, especificamente, supusemos que o
parametro relacionado com o inverso da temperatura tomasse o valor 8g
= —oo. Nesse caso w;;(¢0) da expressdo (4.10) s6 é diferente de zero quando
AE;; for positivo, ou seja quando o fluxo de energia for positivo (energia
entrando no sistema). As probabilidades de transigdo Wa(o|o') e Wg(o|o')
tém as suas propriedades explicitadas formalmente pelas expressdes dadas
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em (4.3) e em (4.11), respectivamente.

Levando em conta na expresséo (4.14) as caracteristicas das duas dinami-
cas (acima citadas) obtém-se as contribuicdes devidas aos dois processos para
as equagoes de evolugao de correlacdes. A equagio de evolucio para a mag-
netizagao € escrita através de uma expressao do tipo '

d : .
T-CE < G >== pFi + Q‘Gi y (4.1-‘.’))
onde F; e (7; séo as fungdes que aparecem do lado direito das equagdes (4.6)
e (4.12) respectivamente. Analogamente a equacao de evolucio pars a cor-
relacao entre pares de sitios vizinhos na rede é dada por

d
T~d—t < 003 >= ijk + quk, (416)

onde Fj e (G, sdo as fungbes que aparecem do lado direito das equacdes
(4.7) e (4.13) respectivamente.

Estudamos o modelo através da aproximacio de campo médio dindmico
a nivel de pares, a aprozimacdo de pares citada no capitulo 3. Assim sendo
probabilidades de aglomerados com mais de dois sitios que aparecem na
equagao (4.16) foram aproximadas, seguinde o esquema mostrado em (3.3),
de modo a serem escritas como fungbes de correlagdes de pares de spins e de
um spin. Apds esse truncamento fica-se com um conjunto fechado de equactes
para a magnetizacao e para a correlagio de pares. Em wma dimensdo o mod-
elo nao exibe transigao de fase para nenhum valor dos parametros p, ge T4 .
O que era esperado, dentro dos pressupostos da conjectura "up-down”, pois
as regras do modelo possuem simetria "up-down” similares as do modelo de
Ising em equilibrio e portanto devem ter comportamento critico similar ac
do modelo de Ising em equilibrio, o qual (como é bem conhecido) ndo exibe
transicao de fase em uma dimensao.

Consideramos o modelo definido numa rede quadrada bipartida e mon-
tamos equacoes para as magnetizagGes m; e my de duas sub-redes. Verifi-
camos que o sistema evolui no tempo até atingir estados estaciondrios de nao-
equilibrio que podem ser de trés tipos: paramagnético, onde m; = my = 0
ferromagnético caracterizado por m; = my # 0, e antiferromagnético onde
my = —mg # 0. Os pardmetros de ordem nesse problems sio dois e estdo
relacionados com a soma e com a diferenca das magnetizacoes em cada sub-
rede. A fase ferromagnética é estdvel para baixos valores de g e para.
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baixas temperaturas como est4 mostrado no diagrama de fases da figura 1.

Para ¢ = 0 o modelo se reduz a wm modelo de equilibrio e a fase
ferromagnética é ordenada até um certo valor critico da temperatura kg
T/J = 2/In2 = 2,8854 que corresponde ao valor critico obtido na aprox-
imagao de Bethe-Peierls para a transigao ferromagnética-paramagnética num
modelo de Ising a campo nulo e definido numa rede quadrada. As linhas
de transi¢ao foram obtidas através de anélise de estabilidade linear. Para
altos valores de g observamos que o sistema se organiza numa fase antifer-
romagnética. O regime em que g € grande quando comparado com p corre-
sponde a uma regiao nao linear dos processos irreversiveis. Nessas condicoes
o sistema recebe um grande fluxo de energia e exibe auto-organizacao: as
interagoes entre os sitios sao ferromagnéticas mas o sistema consegue se auto-
organizar numa ordem antiferromagnética. A ordem antiferromagnética se
mantém desde que -se mantenham os vinculos externos de nao-equilibrio,
representados aqui pela dindmica Wy (ver equagdo (4.14)). Simulacdes de
Monte Carlo para modelo similar a esse estao sendo realizadas por Grandi e
Figueiredo [Grandi e Figueiredo 1995}

's) . P

.0 1 tl -

0 1 a 2 3

Figura 1. Diagrama de fases para o modelo de Ising cinético com dindmicas

competitivas. T é a temperatura do banho e a varidvel Q = ¢/(1 — g) ests

relacionada ao fluxo de energia. O sistema exibe trés fases: ferromagnética
(F), paramagnética (P) e antiferromagnética (A).
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4.2.2 Modelo de Ising cinético com dindmicas de Glau-
ber competitivas

Com o objetivo de descrever os fatores relevantes no fendmeno da auto-
organizacao de forma mais concisa ainda do que a considerada na secéo
anterior, propusemos [Tomé et al 1991] um modelo de Ising cinético com
evolugao temporal compreendendo duas prescricdes de Glauber a diferentes
temperaturas. O modelo, a ser enunciado, recai no modelo do votante
majoritdrio [Liggett 1985] quando as temperaturas de cada uma das pre-
scricoes de Glauber tomam certos valores, os quais explicitaremos na préxima.
subsecggo. ,

O tratamento na aprozimacdo de pares desse modelo de Ising cinético com
dinamicas de Glauber competitivas proporciona expressdes fechadas para as
linhas de estabilidade no diagrama de fases. Tal modelo é descrito por uma
dinémica estocdstica com probabilidade de transicio dada como em (4.14).
Consideramos esta dinémica como sendo constituida de duas prescri¢des de
Glauber (4.8), a temperaturas distintas T e T, e aplicadas com probabili-
dade p e g, respectivamente, e de tal modo a permitir que somente um spin
seja invertido a cada instante de tempo. Assim W4 e Wp sdo expressas como

em (4.3) e temos a seguinte equagdo para a probabilidade de transicéo por
- sitio,

wi(0) = pl511 — ovtanh(6 3 oers)l} +a{3 (1 — o tanh(Bp )l
: @

onde 34 e 35 sa0 pardmetros inerentes is prescricdes de Glauber, e p+¢g = 1.

- Em uma dimensao esse modelo pode ser mapeado em um modelo descrito
por uma unica dindmica de Glauber. Portanto em uma dimenséo o sistema
evolui no tempo até atingir o estado estacionério de equilibrio.

Estudando o modelo na rede quadrada e tomando as interacoes entre
primeiros vizinhos como sendo ferromagnéticas podemos constatar que o
modelo nao apresenta reversibilidade microscépica. A figura 2 mostra o di-
agrama. de fases do modelo no plano (g,74) para um valor fixo de T’z onde
somente estados paramagnético e ferromagnético de nao-equilibrio sao en-
contrados. Quando permitimos um dos parametros, 8 por exemplo, ser
negativo, entao o sistema pode se encontrar numa fase antiferromagnética
para altos valores de g como mostra a figura 3.
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Figura 2. Diagrama de fases no plano (¢,74) para o modelo de Ising
cinético com dinamicas de Glauber competitivas para o caso fp = 0. O
sistema exibe uma fase ferromagnética (F) e uma fase paramagnética (P).

5
4 -
3 b
T A
2 - P
'L
F
0 2
0 as . !
‘ : ¢
Figure 3. Diagrama de fases no plano (g,74) para o modelo de Ising
cinético com dindmicas de Glauber competitivas para o caso S = —o00. Além

da fase ferromagnética (F) e paramagnética (P} o sistema exibe também,
nesse caso, a fase antiferromagnética (4).
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4.2.3 O modelo do votante majoritario

O modelo supra citado [Tomé et al 1991] recai no modelo do votante ma-
joritdrio em uma das suas formas [Liggett 1985] quando 84 e Az sdo tais que
Ba — o0 e fg — —oo. Tomando esses limites na equacio que define o nosso
modelo, ou seja na equacdo (4.17), obtemos a prescricao para o modelo do
votante magoritdrio definido pela seguinte probabilidade de transicdo

wi(0) =p3ll— o (Y onall + a5l o D omsll,  (418)
5 5

onde a somatdria é sobre os primeiros vizinhos do sitio ¢ e f(3°;0;45) é uma
funcao que assume o valor 1 (—1) se 5 0,45 for maior (menor) do que zero e
o valor 0 se 35 0,45 for nula. Assim sendo se o sitio i é escolhido a0 acaso e se
sua vizinhanga for na maioria constituida por spins cujas varidveis dindmicas
assumem o valor +1 entao no préximo instante de tempo a varidvel dinidmica
associada ao spin i assumird o valor +1 com probabilidade p = 1 — g e
o valor —1 (portanto contrrio ao sinal da maioria de seus vizinhos) com
probabilidade g. Pode-se observar facilmente que este modelo definido pela
probabilidade de transi¢do (4.18) possui simetria ”up-down”.

O modelo, definido numa rede quadrada, exibe fases ferromagnética, anti-
- ferromagnética e paramagnética. A fase ferromagnética é estivel para valores
de g menores que um dado valor critico ¢. e a fase antiferromagnética é estavel
para g > 1—g.. O modelo ¢ simétrico com relagdo a ¢ = 1/2, o que é esperado
dada a completa simetria das prescrigoes.

Usando a aproximaggo de pares obtivemos uma expressao analitica para g,
a qual s depende do niimero de coordenacao z. Para z = 4, que corresponde
a'rede quadrada, temos g, = 5/37. Resultados de simulacdes de Monte Carlo
para esse modelo definido na rede quadrada [Oliveira 1992] mostram que o
comportamento critico do modelo esta dentro da classe de universalidade do
modelo de Ising e que numericamente g, = 0,075 4 0,001 . Esta é uma
evidéncia convincente de que modelos sem reversibilidade microscépica mas
que possuem regras (probabilidades de transigao) com simetria "up-down”
recaem na classe do modelo de Ising em equilibrio o que vai ao encontro da
conjectura "up-down”.
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4.2.4 Irreversibilidade microscépica no modelo do vo-
tante majoritario

No modelo do votante majoritdrio a falta de reversibilidade microscépica
pode ser vista de maneira bastante clara. Antes de efetuar a comprovacao
dessa propriedade apresento a seguir uma breve exposicdo do procedimento
a ser utilizado na verificacao do balaceamento detalhado.

 Para observarmos se um modelo tem ou néo reversibilidade microscdpica
(balanceamento detalhado) podemos considerar uma sucessao de estados pela
qual o sistema pode passar retornando ao estado inicial e a sucessao percor-
rida no sentido inverso. Se a probabilidade de transicdo para o sistema sair
de um estado e retornar a ele mesmo for igual & probabilidade de transicao
para o sistema sair desse estado e percorrer os estados intermedidrios na or-
dem inversa, para qualquer sucessao de estados, entao o modelo apresenta
reversibilidade microscépica. Se essas probabilidades forem diferentes para
pelo menos uma sucessao de estados entao o modelo nao apresenta reversibil-
idade microscdpica. A necessidade de sairmos de um estado e retornar a ele
préprio esté relacionada com o préprio fato de nao sabermos se o modelo
apresenta reversibilidade microscépica e portanto nao sabermos a priori se
uma distribuigdo de probabilidades de Gibbs pode ser associada aos estados
estaciondrios para os quais o sistema evolui. ,

Consideremos o seguinte aglomerado de spins e a sucessao de estados pelos
quais os spins centrais sdo invertidos em instantes de tempos consecutivos.
Suponhamos que esse aglomerado se encontra no instante inicial no estado
A, considerado no desenho abaixo

+ +
+ 4+ - +
+ —
e que no préximo instante de tempo se encontra no estado B
+ +
+ - - +
- ¢ ’ _l,_ _—
depois no estado C .
+ +
+ — 4+ +
L i




no instante seguinte no estado D
+
4

+ +

+ + +

e finalmente retorna ao estado A.

Se as regras do modelo do votante majoritério, expressas em {4.18), forem
aplicadas na transformacgo ciclica A — B — C — D — A entao a probabil-
idade de transigao total associada & essa transformagio é dada por

1 1
W(B|AW (CIB)W (DICW (AID) = (9)(5)(p)(q) = zp¢"  (419)
Se 0s estados forem percorridos na ordem inversa ou seja, A — D —
C — B — A entdo usando (4.18) obtemos
1o

W(DIAW (CID)W(BIOW(AIB) = 0)@)G)() = Sp'a. (420)

Comparando as expressdes (4.19) e (4.20) vemos que as probabilidades
associadas 3 sucessdo de estados A — B — C — D — A e & sucesséo
A— D — C — B — A sao diferentes. Portanto a reversibilidade mi-
croscdpica nao € observada no modelo do votante majoritdrio. Ou seja
ele € um modelo com regras locais irreversiveis o que consequentemente
nao obedece & condigao do balanceamento detalhado. Assim sendo os es-
tados estaciondrios ferromagnetico, paramagnético e antiferromagnético sao
estados estacionarios de nao-equilibrio e nao é possivel associar de maneira
aprioristica nenhuma probabilidade de Gibbs a esses estados estaciondrios.

A titulo de comparagao verifiquemos quais seriam as probabilidades asso-
ciadas & sucessao de estados percorridos num sentido e em outro se aplicas-
semos na atualizacao dos estados uma dinamica que obedece ao principio do
balanceamento detalhado. Tomemos essa din&mica descrita por uma tinica
prescrigdo de Metropolis (4.9) a uma temperatura T tal que § = 1/kp T.
Nesse caso temos para a sucessdo 4 — B — C — D — A a seguinte
probabilidade de transicao,

W(B|AYW (C|B)W (D|CYW(A|D) = (e~ (1)(1)(e™*) = e™®7 (4.21)
e para a sucessdo A — D — C — B ~» A temos

W (D|AYW (C|DYW (B|C)W (A|B) = (1)(e*’)(1)(1) = e3¢/,  (4.22)

2
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Comparando (4.21) e (4.22) vemos que essas expressdes sao idénticas e que
. portanto os caminhos percorridos numa direcdo e na direcdo inversa tém
a mesma probabilidade associada o que implica que para essa sucessao de
estados a reversibilidade microscépica é observada. Nao é necessério pensar-
mos em outros caminhos para comprovar que o modelo de Ising evoluindo
de acordo com uma tinica prescricao de Metropolis evolui para estados esta-

ciondrios de equilibrio. De fato essa prescricdo obedece & condicgo de bal-
anceamento detalhado como enunciado em (2.8).

4.3 O modelo ZGB com dessorcao de mond-
xido de carbono: uma reacao quimica irre-
versivel com um ponto critico que exibe
comportamento de Ising

E apresentado a seguir o modelo original de Ziff-Gulari-Barshad (ZGB) para
depois discutirmos esse modelo levando em conta a reacdo de dessorcao do
mondxido de carbono, a qual consegue trazer elementos que tornam as pre-
visoes do modelo mais realistas quando comparadas com experiéncias. O
modelo ZGB com dessorcdo é um tdpico pertinente a esse capitulo pois ap-
resenta um ponto critico descrito pela mesma classe de universalidade do
modelo de Ising de equilibrio.

4.3.1 O modelo ZGB

O modelo ZGB [ZHI et al 1986] é um modelo de gis de rede que foi cons-
truido com o propésito de simular a reacio de oxidacio do mondxido de
carbono (CO) sobre uma superficie catalitica. As reacbes concernentes a
esse processo, e que sao simuladas nesse modelo, sdo

CO (gas) — CO (ads), (4.23)
O, (gas) — 20 (ads),
O (ads) + CO (ads) — COs (gas),

onde (ads) indica que uma molécula {ou um 4atomo) estd adsorvida na su-
perficie catalitica que estd sendo considerada. Essa superficie é representada
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no modelo por uma rede quadrada.

Cada sftio na rede quadrada pode estar ocupado por um dtomo de oxigénio
(0), ocupado por uma molécula de monéxido de carbono (CO) ou pode estar
vazio. As particulas sobre a rede sofrem as reagdes (4.23) as quais séo levadas
em conta no modelo pela construgdo de regras estocasticas locais aplicadas
sequencialmente. Na evolucdo temporal do sistema a adsorcao de CO ocorre
com probabilidade y e a adsorgao de O com probabilidade 1 — y. Escolhe-se
um sitio aleatoriamente sobre a rede. Se esse sitio estiver vazio e se o pro-
cesso de adsorcao de C'O for escolthido entao a molécula de C'O sera adsorvida.
Quando ha adsor¢ao, imediatamente olha-se para os primeiros quatro vizi-
nhos do sitio escolhido. Se pelo menos um desses vizinhos estiver ocupado
com um 4tomo de O entdo a reagao CO (ads) + O (ads) — CO, (gas) ocorre
instantaneamente deixando dois sitios vazios sobre a rede. Se o processo de
adsorc¢ao da molécula de oxigénio for escolhido (gera-se um ndmero aleatério
e se esse nimero for maior que ¥ entao esse serd o processo escolhido) e se o
sftio escolhido estiver vazio e um vizinho seu também, entdo a molécula de
oxigénio se dissocia e dois 4tomos de oxigénio passam a ocupar os dois sitios
vazios. Observa-se a vizinhanca de cada um dos dois 4tomos adsorvidos e
se houver ao menos uma molécula de mondxido de carbono nessa vizinhanga
entdo uma molécula de CO5 é criada e sai instantaneamente da rede deixando
sitios vazios.

Na consideracio desses mecanismos do modelo fica transparente o fato
de que se a rede em algum instante ficar completamente ocupada sé por
moléculas de CO ou s6 por dtomos de O nenhuma reagao ocorrera mais e o
sistema fica ”aprisionado” numa dessa configura¢tes. Entéo os dois estados
estaciondrios triviais do modelo sao os estados absorvente de carbono (rede
completamente preenchida por CO) e absorvente de origénio (rede comple-
tamente preenchida por O). A denominagao estado absorvente diz respeito a
um estado relacionado a configuragoes das quais o sistema nao pode escapar.
O estado estacionirio nao trivial, denominado de estado ativo, € aquele em
que as reacoes estdo continuamente acontecendo. Simulagdes de Monte Carlo
[Ziff et al 1986) e aproximacdes de campo médio dinadmico [Dickman 1986
revelaram que o modelo exibe duas transicdes de fase que se dédo & medida
em que o parametro y é variado.

A transicao do estado absorvente de oxigénio para o estado ativo é continua
e pertence & classe de universalidade da percolagao direcionada [Grinstein
et al 1989], [Jensen et al 1990]. A transi¢do do estado ativo para o estado
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absorvente de C'O é de primeira ordem |Ziff et al 1986]. Apresentarei mais
discussGes sobre este modelo no capitulo 5 quando considerar os modelos com
estados absorventes que forneceram contribuicoes importantes na concepgao
da conjectura da percolagao direcionada. Essa exposi¢ao sera utilizada na
anélise elaborada a seguir, onde introduziremos o modelo ZGB modificado
de modo a compreender a reagao de dessorgao do mondxido de carbono.

4.3.2 O modelo ZGB com dessorcao

E observado experimentalmente {(e.g. [Ehsasi et al 1989]) que na reagio de
oxidacdo do monéxido de carbono sobre uma superficie catalitica ocorrem
transigoes entre estados com alta concentracdo de CO e estados com baixa
concentracao de CO. A baixas temperaturas observa-se uma descontinuidade
na taxa de producio de C(Qs, & medida em que a pressao parcial do mondxido
de carbono é aumentada. A descontiniidade na taxa de producdo de COy
diminui quando a temperatura aumenta e passa a nac OcCOITer mais a uma
dada temperatura critica.

A interpretacdo desses dados experimentais leva & conclusso de que na
temperatura critica a taxa de dessorgao de CO deve ser suficientemente alta
para que nao haja mais distincio entre as fases ricas em CO e pobres em CO.
Aqui se observa uma analogia com o diagrama de fases de uma substancia
simples como a 4gua no qual hd uma linha de transicdo liquido-vapor, de
primeira ordem, que termina num ponto critico a partir do qual nao hé mais
distingao entre liquido e vapor.

Com o objetivo de descrever essa observagao experimental na reacao de
oxidacio do monéxido de carbono consideramos [Tomé e Dickman 1993] o
modelo ZGB modificado de modo a permitir a dessor¢do de CQO. Fizemos
simulacdes de Monte Carlo muito detalhadas para analisar o comportamento
critico do modelo.

No modelo a dessorgao esponténea de monéxido de carbono ocorre com
probabilidade &,

CO (ads) & CO (gas). (4.24)
Essa reacdo juntamente com as reagdes descritas em (4.23) foram levadas em
conta na construgdo do modelo, que passa entao a ter dois parametros y e

k. Dessa maneira na simulacao computacional do novo modelo escolhemos,
através da comparacao de k e ¥ com um ndmero aleatério, qual dos processos
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ser4 realizado num dado instante de tempo: a dessorcao de CO ou as reagoes
compreendidas em (4.23). Se a reagdo de dessor¢do é a sorteada entao es-
colhemos um sitio ao acaso, se ele estiver ocupado por uma molécula de CO
entdo essa deixa a rede ( CO(ags) — CO(gas) ) esvaziando o sitio escelhido.
No caso do procedimento de adsor¢ao de CO ou de Oy ser escolhido entao a
realizacio computacional das reacdes (4.23) é efetuada conforme descrita na
subsecdo que precede essa.

Com a introducao da reagao (4.24) a distingéo entre uma fase rica em C'O
e uma fase pobre em CO persiste para baixos valores de k . A partir de uma
probabilidade critica k. essa distingao deixa de ocorrer. Assim a transicéo
do estado ativo para o estado rico em CO é de primeira ordem para valores
de k menores do que k, e é continua em k. (ponto critico). Para k > k.
nao hé mais transicio. Esses resultados foram obtidos através de simulagoes
numéricas e podem ser apreciados na figura 4.

1.2 | | i { ] | | [ | [
1.0“ — & L
L=20 oo
0.8 k i 7
%0 g -
0.6 ©0.05 & -
+ 0,07 | :
v 0.08 y
0.4 020.10 A —
a0D.12
» 0.09 A
¢ 0. 14 *
0.2+ —
0.0 5 3 P ! | i i
0.50 051 052 053 054 055 056 057 058 059 0.60

y

Figura 4. Densidade de CO como fung¢do do parametro y para varios
valores da taxa de dessorcdo k, para o modelo ZGB com dessor¢do. Os
resultados da figura foram obtidos por simulagbes numa rede quadrada de
20 x 20 sitios. O caso k = 0 corresponde ao modelo ZGB original.
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As simulagdes de Monte Carlo [Tomé e Dickman 1993] para o modelo
ZGB com dessorgao conseguem também mostrar que o ponto critico terminal
nesse modelo pertence d classe de universalidade do modelo de Ising em duas
dimensdes. Na andlise de teoria de escala finita, o valor critico de k se escala
com o tamanho do sistema L na forma

k(L) — k; = aL ™V (4.25)

onde k, € a taxa de dessorgao critica no limite I — oo e v é o expoente critico
associado ao comprimento de correlagdo. A andlise de ”colapso de dados”

indica que v = 1, que é o valor desse expoente critico para o modelo de Ising

em duas dimensoes.

Também estudamos o cumulante uz, de quarta ordem {Binder 1984] para
a concentracdo de CO , e encontramos que u; = 0.61 para k, ~ 0.04.
Como é conhecido, o valor 0.61 para o cumulante de quarta ordem é uma
propriedade universal na anélise de escala finita do modelo de Ising com
condi¢des periddicas de contorno.

Uma andlise de cardter geral inserida no contexto da conjectura "up-
down”, conjectura mencionada no inicio desse capitulo, pode ser feita para
o estudo analitico do ponto critico no modelo ZGB com dessorgao.

Consideremos & descricao do modelo fornecida na aproximacggo de campo
médio simples. Nessa aproximacao as equagoes de evolugao para as concen-
tractes de CO e de O, Xo e X respectivamente, sdo dadas por,

%XCO = 2(1-y)(1 — Xco — Xo)*(1 ~ Xeo)® (4.26)
| ~y(1 - Xo — Xco)[L - (1 - Xo)'"
%Xo — y(1 - Xo — Xeo)(1 ~ Xo)* (4.27)

—2(1 - y)(]. — Xco ol Xo)2(1 — Xco)3 - kXco_

Em seguida fazemos a expans3o das equagdes acima ao redor dos valores
criticos de Xp e Xco e dos valores assumidos pelos parametros no ponto
critico k. e y.. Obtemos entao equacses para 7 e £, respectivamente, os desvios
de X e Xco de seus valores criticos. Apés uma transformagao linear (,§) —
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(@, ¥) que diagonaliza os termos lineares obtemos a seguinte equagao para o
modo principal ' ,
d .
E@ = a4 b® — c@° (4.28)

onde
0 =0 9879x—1,0155Y, b=1,1823Y —0,7823x, c=0,3703,

e ke Y s30 os desvios de y e de k com relagao aos valores y, e k..

Portanto o modo & é governado por uma equagao similar & equacao para
a magnetizacdo no modelo de Ising, sujeito a um campo externo, obtida
na aproximacao de campo médio e expandida ao redor do ponto critico. A
analogia é realizada aqui considerando combinagdes lineares de x e ¥ como
analogos da temperatura e do campo magnético externo no modelo de Ising.
A simetria "up-down” é aqui obtida ao longo de a = 0, caso em que a equagao
(4.28) é invariante pela transformagao & — —@.

4.4 Autémato celular probabilistico para o
estudo de um sistema imunoldgico

4.4.1 Introducao

Modelos de rede tém sido usados na andlise de sistema biolégicos hé alguns
anos. O primeiro modelo proposto nesse contexto é o conhecido autémato
de Kauffman {Kauffman 1969] a partir do qual se seguiram varios modelos
de rede objetivando a descricao de diferentes sistemas biolégicos. Particular-
mente as vérias partes do sistema imune tém sido estudadas, com sucesso,
por modelos de rede, muitos desses relatados no artigo de revisao sobre o
assunto [Celada e Seiden 1992].

Em trabalho realizado em colaboragio com Drugowich de Felicio [Tomé
e Drugowich 1996] introduzimos um autémato celular probabilistico para es-
tudar a parte do sistema imunolégico constituida pelas células "1 — helper”
ou também chamadas de células Ty. A simulagao desse sistema por um
autémato [Brass et al 1994] leva A consideragéo de modelos bastante simples
e que possuem simetria "up-down”. O modelo de [Tomé e Drugowich 1996],
definido numa rede quadrada, apresenta transigéo de fase cinética que se dé
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via quebra espontanea de simetria. Do ponto de vista da mecanica estatistica
de nao equilibrio o modelo consegue dar contribuigoes para o estudo do com-
portamento critico de modelos irreversiveis. Do ponto de vista da imunolo-
gia, muitos dos experimentos realizados em laboratérios vao ao encontro dos
mecanismos propostos para o estudo do sistema Ty através de automatos
celulares. Como j4 afirmado por vérios pesquisadores [Celada e Seiden 1992],
[Brass et al 1994a], [Poo et al 1988} que se dedicam ao estudo do sistema
imunoldgico, os autdomatos celulares parecem dar uma boa descri¢ao dessa
parte do sistema. Segundo esses pesquisadores as células Ty encontram-se
compactadas nos nodos linfaticos e se comunicam por interagdes de curto al-
cance. Nesse caso a estrutura espacial dada por uma rede parece ser de fato
importante na previsao do tipo de resposta imunoldgica dada pelo sistema.
Modelos de rede, como aquele a ser exposto a seguir, conseguem mostrar gue
quando a taxa de infecgao parasitica for suficientemente alta o sistema imune
consegue se organizar de tal maneira a proporcionar imunidade completa
ou susceptibilidade com respeito a determinados parasitas. Esse processo,
chamado de ”polarizacgo” das células Ty, pode ser considerado na analise
do ”status” imunoldgico para varias infecgbes parasiticas [Brass et al 1994).

4.4.2 O modelo

Consideramos [Tomé e Drugowich 1996] um autémato celular probabilistico
onde células de trés tipos: Tg0, Tyl e Ty2ocupam os sitios de uma rede. A
cada sitio é associada uma varidvel dinamica ¢; como indicado na tabela a
seguir,
célula Tyg0 Tyl Ty2
o; 0 1 -1 -

No nosso modelo as regras dinadmicas locais que descrevem as interagoes
entre as células T sao regras totalisticas [Wolfram 1983| estociticas e locais.
Definimos probabilidade de transi¢go

w;(0; | 07, 57)

com S, definido por

!
S«; = E Ti46s
6!
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onde a somatdria é feita sobre os primeiros vizinhos de um sitio ¢ da rede. A
evolucio da probabilidade Py(o) é dada como em (2.9) e a probabilidade de
transicio W(c|o’) é dada através de produto de probabilidades wi{o; | o}, S;)
como em (2.11), pois aqui se trata de um autémato celular (todos os sitios
sao atualizados simultadneamente). ' _

As probabilidades de transi¢do estdo dadas esquematicamente na tabela

que segue,

S: O'; ad; w;
1 p'
>0 0 0 1—p
-1 0
1 p/2
=0 0 0 1—p
-1 p/2
1 0
<0 0 0 1—p (4.29)
1 1—7r
vV o+l 0 T
-1 0
. 1 0
v -1 0 T
-1 1—7r

As densidades de células Ty 1, Ty2 e Ty0 no passo de tempo £ sao definidas
através das expressoes,

re =< 6(0;,1) >, ye =< 6(oy,~1) > ez =<6(0;,0) >. (4.30)

As equégﬁes de evolucio para as densidades de cada tipo de célula sdo obtidas
pela definicao dessas grandezas (4.30) como funcoes de estado e pelo uso da
equacao de evolucao para Fy(o). Estas equacbes sdo dadas formalmente por,

Loy =< wk(l | 0") >= Py (1), (431)

Yoq1 =< 'Z.Uk(‘“]. | OJ) = .Pg+1 ('—1) (432)
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Zemr = (1 = p)ze +7(1 — 2). (4.33)

A equacgao para a evolugdo da correlacdo de dois sitios 7e jvizinhos na
rede que estejam ocupados por células Tyl e Ty0, respectivamente, é dada
por,

.P,g+1(1,0) =< 'wz(—l I Oy, S.;)wj(() I i, Sj) >p . : (434)

Equagoes similares podem ser deduzidas para todas as outras correlagoes de
dois ou mais sitios vizinhos.

Observando-se (4.29) verifica-se que as regras do modelo apresentam in-
variancia pela troca de todos os sinais das varidveis utilizadas na definigao
das probabilidades de transigo w;(o; | 0}, S;). Entretanto os mecanismos de
interagao entre as células contidos no modelo, através das probabilidades de
transicdo, sao tais que os estados —1 e 41 sdao absolutamente simétricos, o
que nao se da para o estado 0. Assim o modelo de trés estados aqui sendo ex-
aminado tem simetria "up-down” da mesma maneira como ocorre no modelo
de Blume-Emery-Griffiths [Blume et al 1971] (modelo de equilibrio). Essa
simetria nos permitiu a obtencgéo de uma dindmica subjacente aquela consid-
erada no modelo, de onde deduzimos alguns resultados exatos. Essa dindmica
subjacente € definida sobre o espago de configuragdes reduzido descrito pelas
vériaveis dinamicas {n;} relacionadas com as varidveis o; por 7; = o2 A
distribuigéo de probabilidade marginal das varidveis reduzidas {n;} obedece
também uma equagéo de evolugio como em (2.9) a qual denominamos de
dindmica subjacente. Isso nao é vélido para um modelo qualquer; a particu-
laridade das regras do modelo € que permite obter tal dinamica.

A dinamica subjacente possui regras simples em que o estado reduzido
de um sitio se modifica independentemente dos outros. As probabilidades de
transigao w(n;]ni) sdo dadas pela matriz estocéstica -

w(0]0) w(0]1) 1—-p r
w(1|0) w%1|1) “\p g 1—r )’ (4:35)

que tem como vetor estacionario

P(n; = 0} r/{p+r)

P(n; =1) p/p+r7) (4.36)
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A densidade estacionéria de células Ty 0 pode ser obtida exatamente e é
dada por
o
p+r

Como z+y+2 =1, entdo a soma das concentragoes estacionarias de células
do tipo Tyl e Ty2é dada por

z = P(o; = 0) = P(n; = 0) (4.37)

. vty =P1)+P(-1) =~ i -. (4.38)

Também se pode determinar exatamente qual é a probabilidade de encon-
trarmos aglomerados de K células T0
K
”

P(0,0,...,0) = . 4.39
( )=\ (4.39)

A equacao (4.37) é um caso particular de (4.39) quando K = 1. Os resultados
acima referidos, assim como a prépria dinamica subjacente, sao relevantes na
descricio dos estados estaciondrios e foram utilizados em vérias andlises con-
cernentes & caracterizacdo do ordenamento no modelo. Foram importantes,
por exemplo, no estudo do comportamento das concentragoes de células como
funcio dos pardmetro do modelo, nos limites em que as simulagtes de Monte
Carlo nao conseguiram prover resultados definitivos.

O modelo tem uma solucio estaciondria trivial: evolugao do sistema para
um estado estaciondrio em que a concentragdo de células Tyl € igual a
concentracao de células T2, Usando (4.38) observamos que neste estado
T=9y = %(%) Assim temos a descricao exata dessa fase a qual denomi-
namos desordenada.

Através de aproximacio de campo médio dindmico e de simulagOes de
Monte Carlo numa rede quadrada observamos que a fase desordenada (z = y)
deixa de ser estdvel para valores de r menores do que um valor critico r,
para valores fixos de p. Para r < r, a fase estdvel é uma fase ordenada onde
z # y # 0. Definimos o pardmetro de ordem o como sendo a diferengs entre
as densidades de células Ty 1 e Ty 2, isto é, o = z—y. Na fase ordenada o # 0
ha ums, polarizacao das células Ty ou seja verifica-se que héd uma maioria
de células Tyl ou de células T2 no sistema. Esses resultados podem ser
observados nas figuras 5 e 6. A transicao de fase em r, se d4 através de uma
quebra espontanea de simetria.
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Figura 5. Densidades z e y de células Tyl e Ty2 como fungdes do
parametro r para o caso p = 0,3 obtidas por aproximagao de pares.
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Figura 6. Densidades z e y de células Tyl e Ty2 como fungdes do
pardmetro r para o caso p = 0,3 obtidas por simulages de Monte Carlo.
A linha (1 — 2)/2 é o resultado exato para as densidades no estado desorde-
nado. A linha (1 — 2) corresponde ao resultado assintético (r pequeno) para
z,onde z =71/(p+7).
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Acreditamos que o modelo obedeca a conjectura "up-down” e que por-
tanto seu comportamento critico esteja na classe de universalidade do modelo
de Ising em duas dimensoes.

Os resultados obtidos através de simulagdes numéricas e de aproximacao
de campo médio dinémico, feita ao nivel da aproximacdo de pares, sao
anslogos como se aprecia na comparacao das figuras 5 e 6. Do ponto de
vista quantitativo a aproximacéo de campo médio superestima o valor de 7.
com relacao ao resultado de simulagdes. Este é um resultado que sempre se
espera quando sao comparados resultados de aproximacdes de campo médio
com resultados simulacionais.

Do ponto de vista da imunologia [Brass et al 1994] esses resultados tém
sua interpretacio em termos das diferentes respostas imunoldgicas. A diferen-
¢a entre o ntimero x de células Tx1 e o niimero y de células Tx2 determina
o tipo de resposta imunolégica que o organismo pode exibir. O pardmetro r
est4 relacionado com o inverso da taxa de infecgao (quanto menor r maior
serad a taxa de infecgdo). Fixado p, para r > r, temos z = y e portanto
a resposta imunolégica é indiferenciada: um organismo pode ter respostas
imunolégicas do tipo Tyl ou do tipo Ty 2. A partir do ponto onde ocorre 2
quebra espontanea de simetria {r = r, para p fixo) emergem os estados onde
um tipo de célula predomina sobre a outra (o # 0), ou seja onde a resposta
imunolégica do sistema é diferenciada. Portanto a partir de um limiar critico
de infecgio o organismo se torna imune (ou suscetivel) com relacao a certos
parasitas dependendo do tipo de células Ty que, nesse regime (r < r¢),
predomina sobre a outra. A imunidade e a susceptibilidade, conferidas pela
predoniméncia de um tipo de célula Ty, depende do tipo de parasita a que
o individuo estd exposto, como exposto em [Brass et al 1994)].

Do ponto de vista da mecdnica estatistica os resultados mais relevantes
dessa analise advém da construcdo da dinamica subjacente acima referida.
Uma das contribuicoes importantes que segue desse procedimento esta rela-
cionada com a andlise da formacio do estado ordenado nesse modelo. Na
dindmica subjacente obtemos equagdes de evolugao para densidades de sitios
ocupados (células Tyl ou Tx2) e de sitios vazios (células T50). A solucdo
estacionéria dessa dindmica corresponde a ocupar sitios com um certa prob-
abilidade g = p/(p+7) (ver equagdo(4.36)) e deixé-los vazios com probabili-
dade 1—g, independentemente da vizinhanga. Portanto, esse processo se iden-
tifica exatamente com o problema de percolagao por sitios [Stauffer 1985]. A
diferenca, irrelevante para o célculo de médias de funcdes de estado no regime
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estacionério, esté no fato de que o processo aqui é estocéstico havendo por-
tanto correlacio entre configuracdes sucessivas enquanto que no problema da
percolacio as médias sao feitas sobre varias configuracoes geradas de forma
independente.

A partir dessa identificaggo concluimos que acima da probabilidade de
ocupacio critica g. o sistema original deve apresentar aglomerados infinitos
de sitios ocupados por células Tzl ou Tx2. Os valores de p e r para os quais
esses aglomerados ocorrem s&o dados por g. < p/(p+7). O sistema s6 pode se
ordenar dentro dessa regiso dos pardmetros p e 7 o que significa que a linha
critica deve ocorrer dentro dessa regido. Esse resultado é de fato verificado a
partir de nossos resultados tanto pela aproximagso de campo médio quanto
pelas simulagdes. Assim o mecanismo de ordenamento no nosso modelo & tal
que primeiro devemos ter a formagéo de um aglomerado infinito formado por
céhulas Tyl ou Ty2. Diminuindo o valor do pardmetro de controle r temos a
transicao que de fato é observada no modelo onde devem haver aglomerados
infinitos de células Ty1 ou de células Ty2.

A partir de uma anilise de campo médio simples e da introdugao de um
campo de quebra de simetria é possivel estabelecermos uma analogia, a nivel
de uma anélise de campo médio, entre o modelo de rede para as células Ty
aqui apresentado e o modelo de Ising. Este procedimento é esbogado a seguir.

Consideremos que as regras de transicao sejam modificadas como segue

TH0 2 Tyl
e
T0 B Ty2

onde p; e ps sao probabidades relacionadas as probabilidades de transicao
wi(o; = 1] ot =0,5 > 0) ewo; = —1 | o} = 0,5} < 0). Em todas as
anslises do modelo, realizadas acima, fomamos p; = ps = p . No proced-
imento exposto a seguir é considerado um pequeno campo b que quebra a
simetria "up-down”,

pp=p+h e p=p-—h

Entéop = M +p2 eh= (pl '—pg)/2
A equacio para o parametro de ordem « incluindo o campo h é dada na
aproximagao de campo médio simples por

o ~ (1 —r—pA)a —pBa® +2hCy
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onde A e B sao fungoes de r e p e ) é uma constante. Termos n3o lineares
em h foram desprezados nessa equacao. Essa expansdo ¢ similar a obtida na
anilise de campo médio para o modelo de Ising, na presenca de um campo
externo, nas vizinhancas de um ponto critico.

Podemos definir uma susceptibilidade generalizada da forma [Tsallis e
Martins 1994], [Tomé 1994]

Oa
X = ——

oh ‘

e calculé-la na vizinhanga do ponto critico em h = 0, obtendo
— -1
X & |r~r|

para p fixo. Esse resultado assinale uma transicao continua com expoente
critico classico 7 = 1 . Estamos procedendo simulacdes numéricas onde

deveremos determinar definitivamente a classe de universalidade a que per-
tence o presente modelo.
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Capitulo 5

Modelos de rede com estados
absorventes

5.1 Conjectura da percolagdo direcionada e
caracteristicas de modelos com estados
absorventes

Os modelos de rede com estados absorventes sio modelos com caracteristicas
intrinsecamente irreversiveis. As probabilidades de transigio que os definem
impedem que eles obedecam & condigdo do balanceamento detalhado. Um
estado absorvente é aquele tal que a transigho dele para qualquer outro estado
é proibida embora a transi¢do de outros estados para ele seja permitida. Uma
vez em tal configuracao o sistema nao pode escapar mais dela.

O comportamento critico de tais modelos é bastante robusto e tem demon-
strado que a classe de universalidade a eles associados é a da percolagao dire-
cionada em d+1 dimensdes, onde d é a dimens8o da rede em que esta definido
o modelo. A conjectura da percolagdo direcionada foi proposta por Janssen
[Janssen 1981} e independentemente por Grassberger [Grassberger 1982] e
generalizada por Grinstein, Lai ¢ Browne [Grinstein et al 1989]. Esta con-
jectura é enunciada como segue:

?Se wm modelo exibe transicdes continuas para estados absorventes entdo
o comportamento critico do modelo € o mesmo da classe de universelidade
da percolagao direcionada”.
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Modelos de uma espécie: o processo de contato e sua interpretacgao
como um modelo para processos epidémicos

A conjectura foi proposta inicialmente para modelos de uma iinica compo-
nente. Ou seja para um sistema de particulas interagentes residindo sobre
os sitios de uma rede que podem estar ocupados por uma particula ou po-
dem estar vazios. Este é o caso do processo de contato [Harris 1974] o qual
pode ser interpretado como um processo epidémico simples [Bailey 1975]. O
processo é definido numa rede onde os sitios podem ser vistos como sendo

"individuos” que podem estar sdos (sitio vazio) ou infectados {sitios ocu-

pados). Os individuos s3os se tornam infectados se estiverem préximos a
eles pelo menos um individuo infectado. A taxa de infeccio é tanto maior
quanto maior for o nimero de infectados vizinhos ac individuo sao. O outro
processo gue é levado em conta no modelo se refere a recuperacao dos infec-
tados: esses se tornam sios espontaneamente. Entretanto a recuperagao nao
proporciona imunidade aos individuos. Uma vez s50s, se tiverem como vizin-
hos individuos infectados tém novamente possibilidade de ficarem infectados.
Como se vé, € um processo dindmico em que individuos sao infectados e se
recuperam continuamente. Entretanto, na sua evolugdo temporal o sistema
pode atingir um estado no qual todos os individuos estdo sdos. Nesse caso a
epidemia nao tem mais meios para se propagar e esse estado serd um estado
estacionario absorvente. O sistema também pode evoluir para o estado esta-
clonario ativo onde a epidemia nunca cessa completamente mas também nao
contamina a totalidade dos individuos pois eles sempre podem se recuperar
espontaneamente. . Na subsecio 5.2.1 serd dada definicao formal do modelo
e suas propriedades.

Generalizacao da conjectura para modelos com mais de duas espé-
cies: 0 modelo ZGB

Uma das motivactes que levaram Grinstein, Lai e Browne a4 construcio da
generalizagdo dessa conjectura esta relacionada com as proprias analises que
esses autores fizeram sobre o comportamento critico do modelo ZGB. Esse é
um modelo de gés de rede introduzido por Ziff e colaboradores [Ziff et al 1986]
com o objetivo de simular a reacdo de oxidacao do mondxido de carbono
sobre uma superficie catalftica. No modelo (exposto detalhadamente na
subsecao 4.3.1) sdo consideradas duas espécies de particulas que represen-
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tam moléculas de CO e dtomos de O que adsorvem e reagem sobre uma rede
quadrada. O comportamento critico do modelo, que apresenta uma transigao
de fase continua de um estado absorvente para um estado ativo, foi estudado
ainda com mais precisdo por Jensen, Fogedby e Dickman [Jensen et al 1990].
Através de simulaces dependentes do tempo {método exposto na segao 3.4)
esses autores obtiveram expoentes criticos precisos para a probabilidade de
sobrevivéncia (3.23), e para outras grandezas necessarias & caracterizagio do
comportamento critico do modelo, e verificaram que esses sao consistentes
com os expoentes criticos associados & percolagao direcionada em (24 1) di-
mensdes. E importante notar que esse modelo (ZGB) apresenta similaridade
com o modelo de contato mas diz respeito & uma reacao onde dois tipos de
particulas estdo envolvidos. Além disso o modelo contém regras locais que
ndo sao idénticas s consideradas no processo de contato, como a aniquilacao
por pares de particulas. A generalizacao da conjectura mostra que essas par-
ticularidades sao irrelevanies na caracterizacdo do comportamento critico de
modelos que contém estados absorventes.

5.2 O processo de contato e modelos simi-
lares

5.2.1 O processo de contato
Definig¢ao
O processo de contato é definido através de um modelo estocastico de gés
de rede que tem um estado absorvente. Esse parece ser o modelo mais sim-
ples que exibe transicdo de fase em uma dimensdo. O modelo foi proposto
por Harris [Harris 1974] que provou que no limite termodindmico o modelo
apresenta um estado ativo estdvel além do estado absorvente. Fato esse de
relevante importancia dado que para sistemas finitos, os quais sao estudados
em simulacdes numéricas, o estado absorvente é sempre atingido para tempos
suficientementes longos. O processo de contato pode também ser visto como
um modelo para a propagacao de uma epidemia simples, como foi explicado
na secao 5.1.

Conforme definido em [Liggett 1985} o processo de contato consiste num
sistema de particulas interagentes residindo sobre os sitios de uma rede e

55




evoluindo de acordo com regras locais e markovianas. A cada sftio da rede
associa-se uma variadvel dinamica 0; que pode assumir dois valores: 0 se o
sitio estiver vazio e 1 se o sitio estiver ocupado. Na evolucao do sistema
escolhe-se ao acaso um sitio i sobre a rede.

i) Se o sitio estiver vazio ele passa a ser ocupado com uma taxa que de-
pende do nimero de primeiros vizinhos dele que estejam ocupados. Assim,
no caso unidimensional, se somente um dos vizinhos estiver ocupado a taxa
com que o sitio ¢ passa a ser ocupado no préximo instante de tempo é A/2. Se
os dois sitios vizinhos estiverem ocupados o sitio escolhido passa a ser ocu-
pado com taxa A. Se nao houver vizinhos ocupados ent&o o sitio permanece
vazio.
i4) Se o sitio escolhido estiver ocupado ele é esvaziado com taxa igual a
um. '

O primeiro dos processos corresponde a um processo de criacdo auto-
catalitica de particulas e o segundo a um processo de aniquilag@o esponténea
de particulas.

Como a criagao de uma particula num sitio vazio s6 ocorre se pelo menos
um dos vizinhos do sitio estiver ocupado conclui-se que o sistema pode evoluir
para um estado estactondrio absorvente onde a densidade de particulas sobre
a rede é nula. Uma vez alcangado este estado o sistema ndo evolui mais
no tempo e fica "aprisionado” na configuragio microscépica onde g; = 0,
para qualquer sitio ¢ da rede. O outro estado estacionario para o qual o
. sistera pode evoluir € o estado ativo onde particulas estdo continuamente
sendo criadas e aniquiladas de tal modo que sua concentracao é ndo nula. O
pardmetro de ordem associado & transicdo absorvente ativo é a densidade p
de sitios ocupados (”individuos infectados”).

Classe de universalidade

O comportamento critico do modelo, que pertence & classe de universalidade
da percolagéo direcionada em (d + 1) dimensdes, foi estabelecido através de
simulagées dependentes do tempo e expansbes em séries. A transigdo do
estado ativo para o estado absorvente é continua e o parametro de ordem p
se comporta na vizinhanga do ponto critico de acordo com a lei

pox (A=) : (5.1)

56




onde 8 é o expoente critico convencionalmente [Ma 1976] associado ao para-
metro de ordem e ), é a taxa critica na qual a transi¢ao ocorre. As expansdes
em séries temporais [Dickman 1989}, fornecem

A= 3,208 e B =0,277 para d=1.
Expansdes em séries e simulacoes [Brower et al 1978] [Dickman 1993] provéem

Ae = 1,647 e 8 =0,58, para a rede quadrada, d=2.

Formulacao analitica

Pode-se fazer uma formulacgao analitica do processo de contato definido numa
rede regular de N sftios com niimero de coordenacao z. Denotando uma
configuracao microscépica por

g = (0'1,0'2, ...,O',;,...,O'N)

onde o; = 0 ou 1 conforme o sitio i esteja vazio ou ocupado, respectivamente,
a evolucdo temporal de P(o,t) é governada pela equagao mestra

—‘%P(U,t) = ;{wz (o’i) P(o-i,t) —w; (0) P((,r, t)} (5.2)

onde o estado o* é
. .
ot = (01,09, .., 1 = 04,00, ON).

A taxa de transi¢io w; (o) é dada por

A

wi (o) = =

onde a soma se estende sobre os primeiros vizinhos do sitio .
O parametro de ordem p para o processo de contato (a densidade de sitios
ocupados) € definido formalmente pela média

p =< o; >= P(1). (5.4)

A equacio de evolugio para p é obtida usando a defini¢ao de funcao de estado
dada em (2.2) e a equacao mestra (5.2). Através desse procedimento obtemos

a equacao ;
—P(1) = AP(10) - P(1) (5.5)

a7

(1 e 0'7;) ; Tirs 4+ oy y (53) .




onde P(10) =< §(0;..1,0) 6(0y, 1) > .
Usando-se aproximacao de campo médio simples (ver segao 3.1) a equacio
(5.5) é escrita da seguinte forma

S =Arp(l-p)=p (5.6)

As solugOes dessas equacdes, as quais caracterizam os estados estacionarios
do modelo, sgo p = 0, que se refere ao estado absorvente de vécuo, e p =
(A —1)/A, que esté relacionada com o estado estaciondrio ativo. A segunda
solucao é estavel para A > A, com A, = 1 e 8 = 1, nessa aproximacao.

A equacgio (5.5) envolve termos referentes & correlacdo de dois sitios,
P(10). A equagdo de evolugao para essa correlacio é dada através da ex-
pressao exatsa

%P(m) =Py +{»E ; 2_ 9}P(10) — 222 ; !

P(101).  (5.7)

Na anéalise do problema através da aprozimacdo de pares, a correlacao de
trés sitios P(101) é calculada em termos de correlacdes de dois sitios € de um
sitio da seguinte forma

P(101) = 1—}%.

Através desse procedimento as equagdes (5.5) e (5.7) se tornam equagGes
fechadas para P(1} = p e P(10) = u. Explicitamente tem-se

d
L= xu—p .
P = A—p _ (5.8)
© d 2 | 1 2
z— z—1 u
L= NP ) A .
s p+(A - 2)u P T (5.9)

Uma solugao estacionéria é dada por p = u = 0 (estado absorvente). A outra
solugao estaciondria (estado ativo) é dada por’ o

Mz—1)—=z
(z—1A—-1

SIS
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valida para A > A,, onde
z

A = (5.10)

z—1
é a taxa critica na aproximacao de pares. Essa estimativa para a taza critica
se aproxima melhor do valor exato de A, & medida que o nimero de coor-

denacao z aumenta. E claro que o expoente critico continua sendo o expoente
cldssico § = 1. g

- Conexao com uma reagao guimica

A equagao (5.6) é idéntica & equagéo de cinética quimica associada ao primeiro
modelo de Schldgl [Schlogl 1972]. Neste modelo é considerado o seguinte es-
quema de reacoes

X+ A5 2x, (5.11)
90X 2 x4 A,
X5 B

onde A e B sao reagentes cujas concentragoes [A] e {B], respectivamente,
sao mantidas constantes e X é o componente quimico que pode ter sua con-
centracao [X] variada. As equagdes da cinética quimica provém de uma
aproximacao de campo médio sem dependéncia espacial: as interacoes entre
componentes quimicos sdo tomadas como nao locais. A equagao da cinética
quifmica para as reagoes (5.11) é dada por

%[x] — Ba[X]IA] — ka[X]2 — ko X].  (512)

Pode-se reescalar o tempo de maneira a obter

kAl — ks A—1

ko A

o que torna a equacio (5.12) equivalente & equacao (5.6).

Grassberger e de La Torre [Grassberger e Torre 1979] construiram a versio
do primeiro modelo de Schiégl numa rede. A construggo tinha como objetivo
estudar o comportamento critico do modelo de rede baseado nos mecanis-
mos dessa reacdo. A reacdo 2X — X foi levada em conta na construcaoc
do modelo de rede impondo que cada sitio pudesse conter no méaximo uma
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particula. A reagdo de autocatdlise X + 0 — 2X e a reagdo espontinea
X — 0 foram consideradas como no modelo de contato. E claro entao que
nessa interpretacdo o primeiro modelo de Schlégl esta relacionado direta-
mente com o modelo de contato. O comportamento critico do modelo de

Schlogl numa rede de dimenséo d é descrito dentro da classe da percolagio

direcionada em ( d + 1) dimensdes. No trabalho [Grassberger e Torre 1979]
foi mostrado que esse modelo estd na mesma classe de universalidade de teo-
ria de campos de Regge [Brower et al 1978]. Posteriormente Cardy e Sugar
[Cardy e Sugar 1980] estabeleceram a conexao entre a teoria de campos de
Regge e a percolagao direcionada, mostrando que o comportamento critico
nos dois casos € 0 mesmo.

Expansao em séries para o processo de contato

Para o processo de contato W{¢'|o) é dado como funcao de w;(o) definido
em (5.3). A equaglo mestra para esse modelo escrita em (5.2) pode ser
reescrita em termos do formalismo de operadores como em (3.13). Usando
esse procedimento, exposto na secdo 3.2, obtemos

d|¥(t) >
—— =S {y(t) > (5.13)

onde o operador de evolugao & é dado por
N .
=1

onde aqui
f;'|0' >= IO’l...l — J...0n >

Zi|o >=w;(o)lo >= {%(1 — 0)(0i1 + Oig1) + O }Ho >

Os operadores F; e Z; podem ser escritos em termos de operadores de
criacao e aniquilacio A; e AF definidos por

Alo >=o;|01..1 = 0,08 >

Ao >=(1—0;)|o1..1 — 040w > .
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Vemos que
Fi=A; + A
e que '
Zi= 50— N)(Nics +Nosa) + N,
onde

No= Af 4,

€ o operador mimero. Portanto

sm§m+@—mgwMW¢ﬁMm+M}

ou

N

S = DG — AN AL At + A i) + (A - AFA)). (514

t=1

A partir dessa expressio pode-se obter séries temporais (ver secao 3.2) para
grandezas como a probabilidade de sobrevivéncia e analisar o comporta-
mento critico do modelo. Este procedimento foi desenvolvido por Dickman
[Dickman 1989].

Com o objetivo de comparar o operador de evolucio S do processo de con-
tato com o operador de evolugio, que também nio é hermitiano, associado aos
processos levados em conta na teoria de campos de Regge {Grassberger 1978]
fazemos a seguinte transformacso unitdria

H=-V§ V! - (519)
com
N N
V=TI(1+A4) e VvI=[[0-4) (5.16)
t=1 i=1

Entao o operador H definido em (5.15)é dado por

N N
H=> Af A+ % STAHA - DA DA + (Af .+ 1) A4, (5.17)
i=1 =1
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Este operador esta relacionado com operadores de evolugao que descrevem
processos na teoria de campos de Regge.

A correspondencia do operador H obtido para o primeiro modelo de
Schldgl na rede e os modelos de spin de Regge [Brower et al 1978] foi feita
pela primeira vez por [Grassberger e Torre 1979] dentro de formalismo se-
melhante ao acima apresentado. DR

5.2.2 Modelo de criagao por pares e trincas

Os mecanismos de interacao contidos no processo de contato sao base para
formulacgo de uma multiplicidade de modelos de rede que tém como ob-
jetivo a descricio da propagacio de epidemias, a analise da dindmica de
populacdes e o estudo de reagdes quimicas. Além disso, nos ultimos anos
uma série de modelos baseados no processo de contato tém sido utilizados
em pesquisas que procuram estudar os fatores microscépicos relevantes para
a caracterizacio das transigGes de fase cinéticas em modelos que possuem
estados absorventes [Dickman 1989a).

A prépria elaboracao de um modelo de rede compreendendo as reaces do
segundo modelo de Schiogl [Schlogl 1972] levou Grassberger a enunciar a con-
jectura da percolacao direcionada [Grassberger 1982]. No modelo a criacio
de particulas envolve a autocatélise por pares de particulas: 2X — 3X. Na
andlise de Schlogl, a qual se baseia em equagoes da cinética quimica, uma
transicdo descontinua é prevista no modelo. No procedimento de Grassberger
sao introduzidas flutuacoes nesse modelo, pois-é construido um modelo de
rede que evolui de acordo com regras locais markovianas que compreendem
as reacoes do modelo de Schogl. Essa formulagao permitiu observar que o
modelo de fato exibe uma transigao de fase cinética mas essa é uma transigao
continua. Portanto a introducao de um tratamento local com evolugao es-
tocdstica altera de um modo bastante sensivel as predigoes da equagoes da
cindtica quimica para esse modelo. O primeiro e o segundo modelo de Schlogl
na rede sao modelos que evoluem no tempo de acordo com diferentes regras
locais markovianas, entretanto ambos sao modelos de uma inica componente
e que possuem um unico estado absorvente. A transi¢ao do estado ativo para
o estado absorvente nos dois modelos é continua e pertence & classe de uni-
versalidade da percolagao direcionada.

Possiveis generalizacoes do modelo de contato, inspiradas no segundo
modelo de Schidgl, consistem na consideragao de que a autocatilise sé possa
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ocorrer quando houver um certo nimero minimo de particulas participantes
da reacso. Para o modelo de contato, o mimero minimo ¢ igual a um. Mo-
delos de criagio por pares correspondem a um nimero minimo de dois, de
criacio por trincas de trés, e asim por diante. Além da autocatilise e da
‘aniquilagao espontinea de particulas, pode-se acrescentar também o pro-
cesso difusivo. Em geral nao se acrescenta o processo difusivo ao modelo
de contato pois ele j4 possui uma difuséio prépria. Essa difusdo intrinseca
ocorre em dois passos quando um processo autocatalitico é seguido de uma
aniquilaco esponténea como no exemplo: 01000 — 01100 — 00100. Todas
essas generalizacdes sao modelos de uma componente que possuem estado
absorvente correspondente 3 auséncia completa de particulas (vicuo).

Em trabatho realizado com R. Dickman [Dickman e Tomé 1991} intro-
duzimos um modelo com um estado absorvente e que apresenta um transigao
descontinua para o estado ativo. O modelo que denominamos de modelo
de criagGo por trincas representa um processo difusivo com criagao auto-
catalitica por trincas de particulas. O critério de simplicidade usado na
construcdo do modelo estéd baseado na consideracao de que o modelo mais
simples deve exibir transicdo de fase em uma dimens3o e deve estar rela-
cionado a um sistema de uma s6 componente. Modelos mais simples onde ha
criacdo por pares de particulas ndo produzem a transi¢ao de primeira ordem
[Dickman e Tomé 1991}.

O modelo de criacdo por trincas é um modelo estocéstico de gés de rede
com regras locais irreversiveis. Consideramos um sistema de particulas in-
teragentes ocupando sitios de uma cadeia e evoluindo de acordo com regras
locais estocésticas. Como o modelo é de uma s6 componente a cada sitio da
rede est4 associada uma variavel dindmica o; que pode assumir dois valores:
0; = 0 (sftio vazio) e o; = 1 (sftio ocupado por uma particula).

A evolugdo do sistema no tempo é obtida pela aplicagao sequencial e
aleatéria de trés subprocessos, a saber: criacdo, aniquilagdo e difusdo. Um
sitio 4 da rede é escolhido aleatoriamente.

i) Se o sitio 7 estiver vazio o; = 0 ele passa a ser ocupado com uma taxa
A no instante de tempo seguinte se a situagao, descrita esquematicamente a
seguir, ocorrer '

Oi-3 OTi9 T O Tipx Tipn O3
1 1 1 0 1 1 1

Se trés dos primeiros vizinhos & direita (esquerda) do sitio ¢ estiverem ocu-
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pados mas o mesmo nao suceder com os vizinhos & esquerda (direita) entdo
uma particula pode ser criada em i no instante de tempo seguinte com taxa
A/2. Se n&o hover nenhum agrupamento de trés particulas que seja vizinho
ao sitio ¢ entao a reacdo de criacdo néao se realiza.

i) A aniquilagio de particulas é espontanea: 1 — 0. Se o sitio escolhido
estiver ocupado ele é esvaziado com taxa 1.

iti) A difuséo é representada por um processo em que dois sitios vizinhos
na rede tém suas varidveis dindmicas intercambiadas a uma taxa D

0 Oyl DO Oy
10 T o0 1

! !
0; i1 D Oy Ti41

o 1 1 0
A competicio entre a difusio e a criacio por trincas de particulas leva a
transicao nesse modelo a ser descontinua para altos valores da taxa de difusao

D.

A equacgdo de evolugdo para a densidade de particulas p =< o; >= P(1)
¢ dada por
dp

£ = —p. - 1
— = AP(1110) — p (5.18)

Esta equagio envolve uma correlagdo de quatro sitios vizinhos P(1110). A
equacao de evolucao para essa correlacao é dada por

L pa110) = A[P(1110) + P(11101) + P(L110111)] +  (5.19)

dt |
+2D[P(1011) — P(1110)] — 3P(1110).

Realizamos andlise de campo médio dinamico para esse modelo onde de-
sacoplamos aglomerados de cinco sitios ou mais em termos de correlagoes de
quatro sitios e trés sitios. Esse procedimento equivale a um truncamento de
ordem 7 = 4 na hierarquia de equagoes de evolugao para correlagoes e leva o
problema & analise de um conjunto de sete equacoes nao-lineares acopladas.
A solucao dessas equagGes prevé resultados que estdo em acordo qualitativo
com as simulagoes de Monte Carlo que realizamos e que estao reportadas em
[Dickman e Tomé 1991].

Verificamos que o sistema evolui no tempo para dois estados estaciondrios.
Um estado absorvente onde todos os sitios sobre a rede estao vazios e outro
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_em que particulas.sdo criadas e aniquiladas e difundem continuamente de

i

modo que a densidade p de particulas sobre a rede é diferente de zero.

Quando a taxa de difusao é nula a transicao do estado absorvente para o
estado ativo é continua. Na aproximacao de campo médio acima reportada
essa transicao deixa de ser continua para um valor de D muito pequeno,
mas diferente de zero. Em simulagles numéricas a transicdo sé passa a ser
descontinua para altos valores de D. Estes resultados podem ser apreciados
nas figuras 7, 8, 9 e 10.

A aproximagso de campo médio a nivel de pares e a aproximacao incluindo
correlagoes de trés sitios nao conseguem prever esse comportamento. De fato
aproximacdes inferiores & aproximacao de campo médio a nivel de quadras
resultam na previsao de transicao descontinua mesmo para a taxa de difusao
D =0, que nao esta de acordo com as previstes de simulactes numéricas. A
difuséo e a criagdo por trincas que tém papéis essenciais na determinacgio da
ordem da transi¢ao nesse modelo s6 conseguem ser descritas adequadamente
na aproximacao de campo médio que leva em conta 20 menos o aglomerado de
quatro particulas intrinseco aos mecanismos de interacao locais que definem
0 modelo.

No limite de alta difusdo, o sistema se torna completamente descor-
relacionado. Por exemplo devemos esperar que P(11001) = P{10101) =
P3(1)P%(0). Para modelos que levam em conta a difusdo devemos esperar
portanto que o comportamento de campo médio seja verificado no limite
D — 0. Este limite foi obtido rigorosamente para um modelo de rede difu-
sivo considerado por DeMasi, Ferrari e Lebowitz [DeMasi et al 1985].

Finalmente cabe ressaltar que quando a transicao de fase no modelo de
criacao por trincas é continua, baixos valores de 2, essa transicao pertence
& classe de universalidade da percolagdo direcionada. Através de simulagGes
dependentes do tempo obtivemos os expoentes criticos § e 1 associados &
probabilidade de sobrevivencia P; e ao mimero médio de particulas sobre a
rede n; (grandezas definidas em(3.23) e (3.22)) compativeis com os valores
desses expoentes para a percolagao direcionada em (1 + 1) dimensoes. Assim
sendo a conjectura da percolacdo direcionada € observada nesse modelo.
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Figura 7. Densidade de sitios ocupados como funcdo da taxa de criacdo
A, para D = (. Resultados obtidos na aproximacao de campo médio a nivel
de guadras. '
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Figura 8. Densidade de sitios ocupados como funcao da taxa de criagao
A, para D = 0, 1. Resultados obtidos na aproximagao de quadras.
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Figura 9. Diagrama de fases no plano (A, D) para o modelo de criagao
por trincas na aproximagao de campo médio a nivel de quadras. O modelo
exibe uma fase ativa e uma fase absorvente. A transicdo é continua para
D < 0,017 e descontinua acima desse valor.
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Figura 10. Diagrama de fases no plano (A, D) para o modelo de criaggo
por trincas obtido por simulagdes de Monte Carlo. O modelo exibe uma
fase ativa e uma fase absorvente. A transicao é continua para D < 0,87 e
descontinua acima desse valor.
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5.3 Modelo estocastico de gds de rede para
um sistema predador-presa

Dentro do contexto da dinamica de populacgdes uma série de modelos tém sido
propostos com o objetivo de descrever os mecanismos de competigao entre
populacdes de animais. Dentro desse mesmo enfoque sdo tratados os proble-
mas de propagacao de epidemias. O modelo que introduzimos e analisamos
[Satulovsky e Tomé 1994], [Satulovsky 1995], [Satulovsky e Tomé 1996] se in-
sere nessa 4rea. Na construgao desse modelo tivemos como objetivo a de-
scricao microscépica dos processos inerentes & dinamica do modelo de Lotka-
Volterra {Lotka 1920], [Volterra 1931]. Para tanto propusemos um modelo
estocéstico de gés de rede que descreve a dindmica predador-presa através
de regras locais markovianas, as quais simulam interagoes similares as in-
teracoes locais do processo de contato. Portanto o nosso modelo compreende
mecanismos de interacio locais que levam em conta a estrutura espacial de
uma rede.

Consideramos uma rede quadrada com N sitios que podem estar ocupados
por presas, ocupados por predadores ou vazios. A cada sitio associamos uma
varidvel dinamica o; como segue

espécie presa predador vazio

aF; 1 2 0 ’
A equacdo mestra para esse modelo é dada por

N

4 Plo,t) = Tl Ai(0) P40, 1) = uilo) o, O,

i=1

onde P(o,t) é a probabilidade do estado o = (03,03, ..., 0, ..., ) no instante
te
Ai(o) = (01,02, ..., 05y -, ON)

com o} = mod(o; + 2, 3) e w;(c) é a probabilidade de transicao por sitio.

A probabilidade de transicao w;(0) compreende os processos de interagao
entre as espécies. A saber:

i) Nascimento de presas: se um sitio i estd vazio (0; = 0) entdo uma
presa pode ser criada nesse sitio com uma probabilidade (a/4)3;6(0;,1).
Isto &, uma presa nasce s6 se houver ac menos uma presa vizinha ao sitio
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vazio escolhido. Além disso a probabilidade de nascimento ¢ proporcicnal ao
nimero de presas vizinhas ao sitio ¢ na rede. '

i) Nascimento de predodores e morte de presas: se um sitio 1 estiver
ocupado por uma presa (0; = 1) entao um predador passa a ocupar o sitio ¢
com probabilidade (b/4)3>;6(0;,2) e a presa desaparece instantaneamente.
Assim o predador s6 nasce se houver a0 menos um predador na vizinhanca da
presa. Como a presa "se torna” um predador por estar ao lado dele o modelo
pode ser visto de fato como um modelo para ”predadores vampiros”. Além
disso a probabilidade de a presa morrer e o predador nascer é proporcional
a0 nimero de sitios vizinhos na rede ocupados por predadores.

i41) Morte espontinea de predadores: se um sitio ¢ estiver ocupado com
um predador (¢; = 2) entéo o sitio se torna vazio com probabilidade ¢ inde-
pendentemente dos vizinhos. A morte de predadores € esponténea.

Estas regras de evolucao sdo similares as regras do processo de con-
tato: as duas primeiras sdo completamente anélogas a criagao autocatalitica
de particulas no processo de contato e a 1ltima é andloga ao processo de
aniquilagado no processo de contato (segdo 5.2.1). A diferenca nos modelos
estd no fato de o processo de contato ser um modelo de dois estados por
sitio e 0 modelo predador-presa ser um modelo de trés estados por sitios. Ha
também uma assimetria a mais nesse modelo: sé uma espécie de particulas
pode ser aniquilada espontaneamente.

O modelo possui trés parametros: a, b e c¢. Entretanto, reescalando o
tempo é possivel descrever o modelo com apenas dois parametros. Assim,
fazemos uma nova parametrizacao tal que a + b+ ¢ = 1 escrevendo a =
(1—2p—c)/2,eb=(142p—¢})/2, onde c e p s&o 0s novos pardmetros.

Esse modelo pode também ser interpretado em termos de uma epidemia
genérica, da seguinte maneira: presassao interpretadas como individuos sdos,
predadores como infectados. Os sitios vazios sdo aqueles em que individuos
saos podem nascer. Modelo exatamente similar a esse foi formulado inde-
pendentemente por Andjel e Schinazi [Andjel e Schinazi 1995]. Esses autores
mostraram rigorosamente que em uma dimensdo ¢ modelo s6 apresenta um
fase estavel. Essa € a fase em que todos os sitios da rede estao preenchidos
por individuos saos. Nés obtivemos esse resultado através de simulagoes de
Monte Carlo [Satulovsky e Tomé 1994].

Esse modelo irreversivel possui dois estados absorventes: um em que to-
dos os sitios da rede estdo ocupados por presas e outro em que todos os
sftios estao vazios. Além disso o sistema exibe também estados estacionérios
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ativos que possuem densidades ndoc nulas de predadores e de presas. Estu-
damos o modelo através da aproximacao de pares e de simulagoes de Monte
Carlo. As previstes de campo médio sao muito boas para esse modelo e con-
seguem fornecer um diagrama de fases muito semelhante ao obtido através
de simulacdes numéricas. Estes resultados estdo mostrados nas figuras 11 e
12.

A transicio de fase no modelo entre o estado ativo e um dos estados ab-
sorventes pertence a classe de universalidade da percolacao direcionada em
(2 + 1) dimensdes conforme esté relatado na tese de doutoramento de Sat-
ulovsky [Satulovsky 1995]. Portanto a conjectura da percolagéo direcionada
é mais uma vez evidenciada. Ao redor do ponto b = ¢ = 0, {canto esquerdo
do diagrama de fases) uma das espécie é criada muito rapidamente e o mod-
elo se mapeia exatamente, nessa regiao, no modelo de contato definido com
A = b/c. Portanto a linha critica é dada assintoticamente por b = A.c cu

T W G

onde ), é o valor critico da taxa de criagio de particulas do modelo de contato
definido numa rede quadrada, nominalmente A, = 1,647 [Brower et al 1978],
de modo que 2/(2A. + 1) = 0,46577.

O resultado mais importante desse trabalho, do ponto de vista de dindmica
de populacées, é a previsdo de um estado estacionario ativo com comporta-
mento oscilante no espaco e no tempo. Os estados estacionarios ativos sao
aqueles em que predadores e presas estdo continuamente nascendo e mor-
rendo. Numa certa regiao do diagrama de fases, a regiao II nas figuras
11 e 12, os estados ativos sao caracterizados por densidades de presas e de
predadores constantes { ver figura 13-a). J4 em outra por¢ao desse diagrama,
regido IV da figura 11 e regido III da figura 12, as densidades de presas e
de predadores oscilam no tempo e no espago. Na andlise de campo médio,
figura 11, as oscilagbes passam a ocorrer a partir de um limiar critico onde se
d4 uma bifurcacio de Hopf. As oscilacoes obtidas por simulagdes numéricas,
aqui apresentadas na figura 13-b, sdo muito semelhantes as oscilages tem-
porais no niimero de animais pertencentes a duas populagdes competitivas
(predador e presa) relatadas em dados estatisticos registrados ao longo de
vérios anos [Haken 1983]. O modelo de Lotka-Volterra como enunciado orig-
inalmente prediz oscilagdes nas populagdes, mas o modelo é deterministico e
as oscilaces resultam de ciclos limite instdveis [Nicolis e Prigogine 1977).
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Figura 11. Diagrama de fases no plano (p,¢) para o modelo predador-
presa de acordo com a aproximacio de pares. A regiao I representa o estado
absorvente de presa. As regiao Il e III correspondem a estados ativos que
sao nos e focos assintoticamente estdveis. A regido IV corresponde a ciclos
limites.
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Figura 12. Diagrama de fases no plano (p,¢) para o modelo predador-
presa obtido por simulacbes de Monte Carlo. As regides I e IV representam
estados absorventes de presa e de vazio e as regides Il e III estados ativos
nao oscilantes e oscilantes, respectivamente.
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Assim a introdugao de organizacao espacial e de flutuagdes no modelo
trazem contribuicGes para o entendimento da dindmica de populagdes de
espécies competitivas.

As oscilagbes observadas nesse modelo, quando definido numa rede qua-
drada, parecem ser locais. Isto é, para sistemas suficientemente grandes es-
sas oscilagoes nao devem ser coletivas, mas sim restritas a pequenas regitGes
do espago. Assim temos que o sistema pode ser dividido em subsistemas
que estdo descorrelacionados entre si. Essa suposicio estd baseada na ob-
servacao do comportamento da amplitude de oscilagao do niimero de presas e
de predadores, a qual decai como 1/ v'N, onde N é o niimero de sitios da rede.
Esse resultado vai ao encontro da conjectura de Grinstein [Grinstein 1988]
que argumenta que modelos isotrépicos com interagoes de curto alcance nac
exibem comportamentos coletivos nao-triviais. Os argumentos de Grinstein
se fundamentam na afirmacao de que flutuagtes tornam qualquer estado co-
letivo instavel nesses modelos.
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Figura 13. Evolucéo témporal das densidades de presas e predadores para
um ponto na regido II (a) e para um ponto na regido III (b) da figura 12.
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5.4 O autémato celular de Domany-Kinzel

5.4.1 Definicao do automato

O modelo de Domany-Kinze! [Domany e Kinzel 1984], [Kinzel 1985], [Mar-
tins et al 1991] € um autémato celular probabilistico (se¢do 2.3) que é definido
por probabilidades de transigao irreversiveis e locais. O modelo de dois es-
tados por sitio (uma {inica componente) apresenta transicao de fase cinética
de um estado absorvente para um estado ativo que pertence a classe da
percolacdo direcionada em (1 + 1) dimensGes. O autémato e sua evolugio
temporal sao de fato mapeados na percolagdo direcionada. Do ponto de
vista da mecanica estatistica de nao-equilibrio esse autémato e o processo
de contato {definido em 5.2.1) sdo fundamentais tanto quanto o modelo de
Ising o é para mecénica estatistica de equilibrio. Ou seja s&o modelos com
interagbes de curto alcance que contém os elementos bésicos de irreversibil-
idade e que tém a propriedade de exibir transicdes de fase mesmo em uma
dimensdo. Ou melhor formulando a analogia, sdo modelos bésicos mas que
tém uma propriedade a mais que o modelo de Ising: transicao de fase em uma
dimensao nao € observada para o modelo de Ising nem para outros modelos
" de equilibrio com interacdes de curto alcance.

O autémato de Domany-Kinzel é definido em uma cadeia de N sitios
aos quals sao associadas varidveis dinamicas ¢; que assumem dois valores:
o; = 0, denotando que o sftio i est4 vazio, e 0; = 1, denotando que o sitio est4
ocupado por uma particula. A evolugao da probabilidade P;(o) do estado
microscépico o = (01,09, ..., G, ..., ON) 10 passo de tempo £ é dada por uma
equacgio de evolucao como a definida em (2.9). Como todos os sftios sao
atualizados simultaneamente, a probabilidade de transicao W(clo') é dada
como um produto de probabilidades de transicdo por sitio como em (2.11).

Denotemos as probabilidades de transigao por sitio no autémato de Doma-
ny-Kinzel por wpg as quais s8o escritas na forma

wi(o; | 0"y = wpglo; | 05_1,05.1), (5.20)

onde fica explicita a dindmica de evolucao do sistema: o estado do sitio  no
passo de tempo £+ 1 depende dos estados dos sitios j —1 e j + 1 (primeiros
vizinhos de j na rede) no instante de tempo £. Vamos considerar somente
0 caso isotrépico desse modelo para o qual as probabilidades de transigao
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podem ser resumidas na tabela que se segue

wpx 1,1 1,0 0,1 0,0
1 P2 P 0 (5.21)
0 1-p 1-pr 1—-p 1

onde as linhas dizem respeito aos valores assumidos pelas varidveis dinamicas
dos sitio j—1 e 4+ 1 no passo £ , a primeira das colunas diz respeito ao valor
assumido pela varidvel dindmica do sitio ¢ no passo £+ 1 e as outras colunas
se referem as probabilidades de transicio wpg . ‘

Na evolucao temporal desse automato (para N par), é conveniente dividir
o reticulado espago-tempo em duas sub-redes como abaixo

J—)
1 2 3 4 5 6 7 8
1 Q0 +« © x © x QO =
2 %+ Q x Q x Q x Q
£L 3 0 x QO x QO %« QO x
4 ox Qo ox Qo ox Q % Q
5 Q % QO x QO x Q «
6 + O % QO x Q x ©Q
70 x QO x Q x Q x

Pode-se observar que as regras do autdmato de Domany-Kinzel permitem
a separacao em dois sistemas residindo em sub-redes distintas e evoluindo
no tempo independentemente. A observacdo dessa propriedade permite-
nos escrever as probabilidade de transiciio wpg para a sub-rede [O] como
wpk{o:| o}, 0},,), onde os sitios sdo reenumerados de modo que i = (j —¥£)/2,
mod N/2. Nenhuma aproximacao est4 sendo feita; simplesmente a evolucéo
do autdémato € tal que permite a simplificagao da notacéo utilizada nas prob-
abilidades de transigao. Daqui por diante, iremos nos referir sempre a uma
das subredes, por exemplo, a sub-rede [V]. _

Domany e Kinzel observaram que esse autémato evolui para estados esta-
ciondrios que podem ser ativos ou absorvente. Na notacao desses autores o
estado absorvente, que no caso vem dado por o; = 0 (V4), é denominado
de congelado. A seguir estd exposta a formulacao analitica do autémato de
Domany-Kinzel a qual serd utilizada na anélise de campo médio que fizemos.
do modelo. -
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A densidade de sitios ocupados é definida como:
133(1) =< G; >p= ZUin(O').

A equagso de evolucio para < o; >4 é obtids a partir da equagao de evolugao
para Fy(c) e das probabilidades de transi¢io wpg(c;| o}, 0},,) conforme

segue
Poia(1) =3 0: 3 [T wor(oi| o}, 0331) Pel0”).

ol

ou seja

Poy1(1) =) wpx(1|oy, 0iyy) Po(0") =< wpk (1] 0}, 014)) > . (5.22)

Explicitando as probabilidades de transigdo dadas em (5.21) obtém-se
F’e+1(1) = P2 Pg( 11) + 2}?1 .Hg( 1 0), (523)

onde F,(11) e F,(10) sdo correlagdes de dois sitios vizinhos na rede.

A equacgdo de evolugao para as correlagoes de dois sitios vizinhos podem
ser obtidas por procedimento similar ao que foi desenvolvido acima e resulta
em equagoes do tipo,

Pry1(10) =< wpg (1] o}, 0fyy) wpk(0] 04y, 0110) >e

Pra(11) =< wpr (1|0}, 0ipq) wor (1] 041, 040) >0 - (5.24)

Substituindo as regras (5.21) nas equacbes (5.24) obtém-se a equacdo de
evolucio para Pp1(11),

Pri1(10) = g2 P(111) + 2 pp p1 P(110) + p2[P(101) + P,(010)],  (5.25)

e a equagio de evolugao para Pry1(10) pode ser obtida de (5.24) ou somando
‘as equagoes (5.23) e (5.25), e observando que

P(10) + P(11) = B(1).

As equagbes de evolugao para as probabihdades relativas a trés sitios, como
P,(111) que aparece na equagdo (5.25), vao envolver correlages de quatro
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sitios e assim por diante de modo que um conjunto infinito de equagdes de
evolugao para correlagoes é gerado.

O tratamento dessas equagGes a partir de aproximacao de campo médio
dindmico serd aqui obtido na aproximacio de campo médio simples. Aprox-
imagao de campo médio a nivel de pares, aproximacgao de pares, esté feita em
[Tomé 1994]. A equagado (5.22) avaliada nessa aproximacio é expressa pela
equagao,

Prra(1) = ppP (1) +2p1 B(1)[1 - Po(1)). (5.26)

No estado estaciondrio as solugdes dessa equacso séo: P{1) = 0e P(1) =
(2p1 —1)/(2p1—p2). A primeira dessas solugdes corresponde & fase congelada
e a segunda a fase ativa. A transicao da fase congelada para a ativa ocorre
para py = 1/2, nessa aproximagéo. O diagrama de fases do autémato avali-
ado nessa aproximacéo e o diagrama de fases do autdémato avaliado na aprox-
imacao de pares (obtido em [Tomé 1994]) estao mostrados nas figuras 14 e 15.
Observa-se nesses diagramas também uma fase cadtica. Essa fase foi detetada
por Martins, Verona de Rezende, Tsallis ¢ Magalhdes [Martins et al 1991]
através de simula¢oes numeéricas. O procedimento utilizado por esses autores
esta relatado na subsecdo 5.4.3. A formulagéo analitica, introduzida por nés
prové equacoes de evolugao para as grandezas de interesse no estudo da fase
cabtica, serd exposta na subsecso dedicada ao estudo do espalhamento de
dano (subsecao 5.4.4). Antes de descrevermos as caracterfsticas dessa nova
fase, vamos (a seguir) expor mais duas anélises de interesse ao estudo das
fases ativa e congelada do autémato de Domany-Kinzel.

-

Campo conjugado & densidade

O campo conjugado & densidade de sitios ocupados foi considerado nesse
contexto por [Martins et al 1994]. O campo conjugado & densidade de sitios
ocupados z é definido por py = w(1]00),0 qual leva em conta a probabili-
dade do sistema sair do estado congelado. Pode-se definir a susceptibilidade
generalizada como X, = 8z/0pe. Obtivemos expressdes para essa grandeza
através de anélises de campo médio simples [Tomé 1994] e a nivel de pares
[Gueuvoghlanian 1995]. A susceptibilidade a py = 0 diverge no ponto critico,
o que é uma caracteristica de uma transicio de segunda ordem.
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Figura 14. Diagrama de fases do autémato de Domany-Kinzel no plano
(p1,pa2) na aproximagdo de campo médio simples. A fase cadtica foi obtida

usando a prescricdo (5.39).
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Figura 15. Diagrama de fases do automato de Domany-Kinzel no plano
(p1,p2) na aproximacio de pares. A fase catica foi obtida usando a pre-

scrigao {5.39).
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5.4.2 Correspondéncia com a percolagao direcionada

A transicio entre os estados congelado e ativo no autémato de Domany-
Kinzel pertence 3 classe de universalidade da percolagio direcionada, resul-
tado que novamente vai ao encontro da conjectura da percolagao direcionada.
Este resultado, obtido pelos autores do autémato [Domany e Kinzel 1984,
pode ser evidenciado através da conexdo direta que hd entre esse automato
e a percolacio direcionada. Esta analogia estd estabelecida abaixo.
Na percolacio direcionada generalizada séo consideradas ligagdes que
conectam dois sftios vizinhos numa rede em duas dimensdes e também é
levado em conta o fato de os sftios estarem ocupados ou vazios (a rede a ser
considerada é uma das sub-redes mencionada anteriormente, por exemplo a
sub-rede[V] ). Consideremos que a probabilidade de uma ligacao estar pre-
sente (ativa) seja g e que portanto a probabilidade de a ligacdo nao estar
presente seja 1 — ¢g. Consideremos que a probabilidade de ocupagao de um
sitio seja p e a probabilidade de nso estar ocupado seja 1 —p. A questao que
se coloca nesse problema est4 relacionada com o célculo da probabilidade de
um dado sftio (i, £) da f-ésima geragio estar conectado com o sitio {3,1) da
primeira geracao. Nesse problema se usa muitas vezes a nomenclatura sitio
molhado significando que ele est4 conectado ao sitio (7,1). Associa-se uma
varidvel dindmica oy a cada sitio que toma o valor 1 se o sitio estd conec-
tado e 0 se o sitio ndo estd conectado. Dois sftios estdao conectados se ambos
estiverem ocupados e a ligacao entre eles estiver presente.

Dado os estados ;¢ e 0,41, deseja-se saber qual € a probabilidade (condi-
cional) w(0;e41(04, 0is1,e) de o sitio (i,£ + 1) estar no estado 0jq1. As
seguintes situagdes podem ocorrer

¢ ) v @ v @ v
\ ,’/ \ / AN /
£+1 4 L 4
prob - pg(1—g) pq° rg(l—g)
Entao,
| w(1}11) = pg® + 2pg(1 — q) = pg(2 — q). (5.27)

Os processos aqui considerados sao exatamente aqueles que tém probabil-
idade ps de ocorrer (relatado em (5.21)) no autémato de Domany-Kinzel,
tomando £ como o passo de tempo nesse autémato. Portanto,

wl|11) =pg2—¢)=p>. (5.28)
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A outra situagdo a ser considerada é

e v /@ v N 9
41 v v’
prob g’ pg(1-q)
Entao
w(1|10) = pg. (5.29)

Que tem correspondéncia com o processo que ocorre com probabilidade p; no
autOmato de Domany-Kinzel. Assim,

w(1]10) = pg = p1. (5.30)

Através desse procedimento a correspondéncia entre o autémato de Doma-
ny-Kinzel e a percolagdo direcionada fica estabelecida. A correspondéncia se
realiza dado ao tipo de regra de transigdo considerada por Domany e Kinzel
mas também porque o modelo sendo considerado é um autdomato. Se fosse
um modelo estocastico de gas de rede com atualizacao assincrona este ma-
peamento nao poderia ser realizado. Essas consideraces estdo feitas mais
resumidamente no artigo de Domany e Kinzel.

Com essa correspondéncia vemos que a probabilidade de percolacao se
identifica com P = limy o, P(1). Usando a aproximagéo de campo médio a
equagdo para F;(1) = 2, dada em (5.26) obtemos

P=p, P> +2p,P(1- P).
Uma solucao é P =0 e a outra é
| %1 —1 2pg—1
2p—p2 P&
vélida para 2p; = 2pg > 1. Para a percolagdo direcionada por sitios (g = 1)

2p—1
p

de onde obtemos p; = 1/2, nessa aproximagéo, e para a percolagdo dire-
cionada por lgagGes (p = 1)

P =

21
= ___(}.2._
de onde obtemos ¢, = 1/2, nessa aproximacao.

P
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5.4.3 Detegao da fase cadtica

Em 1991 Martins, Verona de Resende, Tsallis e Magalhdes detetaram uma
nova fase no autémato de Domany-Kinzel [Martins et al 1991]. Essa fase de-
nominada, de fase cadtica corresponde a estados estacionérios ativos (P(1) #
0) para os quais a distancia de Hamming 1 (a ser definida abaixo) ¢ diferente
de zero.

Os autores supra citados realizaram simulagoes de Monte Carlo com o ob-
jetivo de investigar o possivel espalhamento de dano no autémato de Domany-
Kinzel. Consideraram o autdmato numa dada configuragao microscdpica
inicial e criaram uma configuracdo com um pequeno dano com relacao a
primeira, ou seja com alguns sitios em estados distintos ao da configuracao
considerada. O sistema assim criado é chamado de réplica do sistema original.
O sistema e sua réplica passam a evoluir de acordo com o mesmo ruido. Se ha
espalhamento do dano produzido entao a distdncia de Hamming é diferente
de zero e o sistema é dito ser sensivel as condigOes iniciais, 0 que evidencia
um estado estacionirio cadtico. Os resultados provenientes das simulagoes
numéricas de Martins et al [Martins et al 1991] e de simulacbes feitas, pos-
teriormente, por outros autores [Zebende e Penna 1994], [Grassberger 1995]
indicam que o diagrama de fases do autémato de Domany-Kinzel exibe trés
fases: congelada, aliva e cadtica.

5.4.4 Formulac¢io analitica do espalhamento de dano

Em [Tomé 1994] formulei analiticamente prescri¢do para a evolucao conjunta
(sujeita a0 mesmo ruido) de dois sistemas e estudei, através de aproximacao
de campo médio, o espalhamento de dano no automato de Domany-Kinzel.
Na descricdo dos estados estaciondrios cadticos é necessario considerar as
configuracdes microscdpicas para dois sistemas, i.e. o sistema e sua réplica.
Estes devem evoluir sujeitos ao mesmo ruido mas também devem man-
ter a sua (deles) identidade. Assim se ¢ = (01,09,...,04,..,0n8) € T =
(T1, T2, v Tay -oo, Tv) denotam as configuragdes microscdpicas do sistema e da
réplica, respectivamente, entdo o sitio i do sistema deve ser atualizado se-
gundo wpk (030} ,0%,4) e o sitio i da réplica deve ser atualizado segundo
wpk (7|7} ,Ti11), a8 quais sdo as regras explicitadas em (5.21). Este pro-
cedimento compreende a individualidade na evolugao. O fato de a evolugao
dos dois sistemas ser governada pela geragao do mesmo ruido, ou, computa-
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cionalmente, pela mesma sequéncia de nimeros aleatdrios, requer formulagao
analitica muito mais elaborada. A distancia de Hamming, a qual caracteriza
o estado cadtico, é um exemplo de uma grandeza que sé pode ser avaliada,
do ponto de vista analitico, através do estabelecimento da prescricao para a
evolucao conjunta (sistema e réplica evoluindo segundo mesmo ruido).

A distancia de Hamming 1 é definida através da expressio

’l,bg =< (0'3' — T.,;)2 > . (5.31)

onde a média considerada em (5.31) é feita sobre uma distribuicdo de prob-
abilidades conjunta Py (0;7 ) definida como a probabilidade de o sistema e
a réplica estarem, no passo de tempo £, nas configuracdes o e 7 , respectiva-
mente. Para obter a equagao de evolugao temporal de 1;, ou seja ¥p41 em
fungio de uma média no passo £ da varidvel microscépica (o; —7;)?, precisa-se
da equacio de evolucdo para Ppy1{c ;7).

A equacao de evolucao para a distribuicao de probabilidades conjunta
Py(o;7) é escrita através da expresséo

Ppa(o; 1y =Y Wio;r|d ,7)R{d;7'), (5.32)
onde
W(UETlOJ.:T,)=Hw(0i§7'i|01570{;+1§7£:7'{+1): (5-33)

é a probalidade de transicao conjunta, a probabilidade de o sistema e a réplica
estarem no passo £+ 1 nos estados ¢ e 7, respectivamente, dado que no passo
{ estavam nos estados o’ e 7',

A equacgao de evolugao para ¥ é dada formalmente através da definigao
(5.31) e usando {5.32) e (5.33) por

Poy1 = Po(1;0) =< w(1;0)0},00,457;, Ty ) >e - (5.34)

Essa equagao poders ser avaliada uma vez que tenhamos expressoes para as
probabilidades de transicio conjuntas.

O cerne da questao esta exatamente no estabelecimento da prescrigao
para a probabilidade de transicao conjunta ou em outras palavras na con-
strugdo de uma prescricdo para w(o;; 73|05, 0445 T, Ti41) & qual seja capaz de
levar em conta a evolugao dos dois sistemas sujeitos ao mesmo ruido. E claro
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que a2 equacao (5.33) j& contém elementos essencias para a descriggo dese-
jada. Entretanto ela 86 estabelece como se da a atualizagao dos dois sistemas
que deve ser sincronizada, dado que estamos analisando um autémato, por
isso temos o produto das probabilidades de transigdes. Na construgao da
prescrigao para w(oy; T;l0}, 0,15 7f, T{,1) 8s seguintes propriedades devem ser
observadas: _

i) a probabilidade w(0;; |0}, 0541371, Ti41) deve ser normalizada, isto ¢, a
soma sobre o; e 7; deve ser igual a um,;

i) a probabilidade marginal obtida pela soma de w{oy; 7|0}, 07,1, 71 , Tiga)
sobre a varidvel da réplica 7; deve reproduzir a probabilidade wpg (0;l07} , 07,1)
e vice-versa,

i) as regras devem refletir a simetria de invariancia da rede e do modelo
original; :

iv) os dois sistemas devern ser atualizados segundo o mesmo ruido.

Levando em conta essas propriedades as regras sao dadas na tabela (5.35).

w  (11;11) (10;10) (00;00) (11;00) (10;00) (11;10)

(1;1) P2 n 0 0 0 )
1,0) 0 0 0 P P b (5.35)
01 0 0 0 0 0 ¢
(0,00 1-p; 1-p 1 l=py 1-p d

A titulo de exemplificagio analisemos a probabilidade de transigao conjunta
w(1;1|11;11). Para tal consideremos, no passo ¢, a seguinte configuragao local

oy O Y11

z

Tig T ) \1 1

2

Gerando um numero aleatério ¢ uniformemente distribuido entre 0 e 1 temos:
se ( < py entdo em £+ 1 o sitio ¢ do sistema e da réplica estardo no estado

0; — 1
. T - 1
e se { > py estarao no estado
a; — 0
T - 0
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A transicao para os estados

o\ _ (1 . o; 0
T - 0 Ti 1

estd proibida. Af estd um exemplo de que s6 um ruido ¢ foi gerado e os
sistema evoluiram acopladamente de acordo com esse ruido.

A definicdo dos parametros a, b, ce d deve ser estabelecida criteriosa-
mente, pois essas s30 probabilidades de transigdo que envolvem estados para
os quais a propriedade de evolugdo conjunta sujeita aoc mesmo ruide néo
provém de uma defini¢do tinica e que decorre facilmente como consequéncia
dessa propriedade.

A defini¢ao de a, b, ced que proponho [Tomé 1994] é feita como segue.

Consideremos a seguinte configura¢do local no passo £:

iy O Yo (D 1Y (5.36)
Tio1 Tiyi 1 0

i
e suponhamos que p; < po.

A atualizac8o do sitio 7 de cada sistema é realizada através da geracao de
um niimero aleatdrio ¢ entre 0 € 1 e considerando as trés seguintes situagoes

l | ! s

r T T 7

0 D D2 1

. ag; 1
z)Se§<p1=> - = 1

1

ii)sepr (< pp=> :’ = é e
i) se py < ( == %) = 0
- T: 0

Portanto uma possivel escolha para os parametros a, b, ce d da tabela
(5.35) que consegue levar em conta o fato de a evolugio conjunta estar sujeita
a0 mesmo ruido ¢

a=p;, b=p'=—p, ¢=0, d=1-p se p<ps (537)
No caso em que ps < p; entao gera-se 0 numero aleatdrio ¢,

R R

0 D2 51 1
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e as trés seguintes situagdes devem ser consideradas:

i)SeC<p2=>(i:)E(1),

iWlsepp S (<= g‘i = O)e

z’z‘i)seplgg=>(f_z)s(g).

Portanto nesse caso

a=py, b=0, c=p—p, d=1l-p se p2<pr (5.38)
A partir de (5.37) e de (5.38) conclui-se que
Prescricdo de Tomé

a=min{ps, pa), b=pz—a, c=pi—a, d=1l—-p—p—a (5.39)

A prescricio para a evolugio conjunta e sujeita ac mesmo ruido fica sat-
isfeita com a escolha de probabilidades de transicao dada em (5.39) conjun-
tamente com as outras probabilidades dadas em (5.35).

A equacho de evolugio para a distancia de Hamming (5.34) pode agora
ser avaliada, através da prescri¢do acima introduzida (5.35-5.39) ,

Yot = Pey1(10) = paPo(11;00) + 2p1 Po(10;00) + 2(b 4 ¢) P(11;10). (5.40)

Definimos Pi(0;, Gi41; Ts, Tig1) como a funcéo de correlagao de pares na qual
dois sitios vizinhos do sistema e da réplica estao, respectivamente, nos estados
(01, 0541) € (Ti, Ter1). Em geral faremos uso das notagoes I (11;10), F,(11; 00),
P,(11;10), etc. A equagao de evolugdo para Fy(11; 10) é dada formalmente
por, |

‘P3+1(115 00) =< w (11 0 l U:Z ’ O",é—i—l 77; 1T'£+1 )w (13 0 ‘ O-:l 7O-:Z+1 ;T£ :T£+1 ) >g -
(5.41)
Equacdes similares podem ser deduzidas para as outras fungoes de correlacoes.
O desenvolvimento da equacgo { 5.41) mostra que o lado direito dessa envolve
as correlagoes de ordem superior:
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P1(11;00) = (0 + cH)[P(111;101) + P(111;010)] ~ (5.42)
+p} [P,(101;000) + P,(010;000)]
+2bpy P,(111; 100) + 2bpy P(110; 100)
4+2b ¢ Py(110;011) + p3 P,(111;000)
+2p; ps Fe(110;000).

A equacdo para P,(111;101), por exemplo, ird conter termos de ordem ainda
superior. Portanto a equacao de evolugao para i, a qual desejamos resolver e
assim descrever o estado estacionario cadtico, nao parece ter solugao analitica
exata.

No estudo da evolugao conjunta podemos verificar que agora temos de
considerar um novo espago no qual cada ponto tem associado duas variaveis
(05;7:). Em [Tomé 1994} analisamos as equagdes para as correlagdes recor-
rendo a uma aproximacdo de truncamento a nivel de correlagoes de pares
de sitios no sistema e na réplica, aproximacéo muito similar a (j4 definida)
aproximacao de pares.

Os diagramas de fases das figuras 14 e 15 advém da formulacdo acima
exposta e de aproximacoes de campo médio. Trucamento de ordem superior
aos considerados na obtengao desses diagramas (levando em conta correlagdes
de até trés sitios) desenvolvido em coleboragdo com E. P. Gueuvoghlanian
|Gueuvoghlanian 1995, {Gueuvogh. and Tome| mostra que, & medida que
correlagoes sao incluidas na analise de campo médio, os resultados obtidos se
aproximam cada vez mais dos resultados de simulagdes [Martins et al 1991],
[Zebende e Penna 1994}, [Grassberger 1995]. Excecao é feita ao ponto de en-
contro das trés linhas de transicao. Nas simulagdes essas linhas se encontram
no eixo pe = 0, nas aproximacées de campo médio esse resultado nao é obtido
apesar de o ponto de encontro se dar para valores ligeiramente inferiores de
Py a cada aproximacao sucessiva.

Comento agora um procedimento analitico realizado por outros autores
|[Kohring e Schreck. 1992] onde é estudado analiticamente o espalhamento
de dano no automato de Domany-Kinzel. Entretanto a prescricao dada por
esses autores para a evolugdo conjunta do sistema e sua réplica ndo estd

totalmente correta. Para esses autores os parametros ¢, b, ¢ e d da tabela
(5.35) sao dados por
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Prescrigcao de Kohring € Schreckenberg
a=pips, b=p(l—m), ec=p(l—p), d=(1—p)(1—p)

Essa prescri¢ao prevé probabilidades de transi¢do, como as escritas acima,
onde nac pode haver atualizacao sujeita ac mesmo ruido para os dois sis-
temas. De fato para o caso considerado em (5.36) h4 multiplicagao de proba-
bilidades, como est4 mostrado acima, ou seja os sistemas para essa prescri¢ao
evoluem sem estarem sujeitos ao mesmo ruido. Qutras probabilidades de
transi¢do como w(1;1|11;11) sdo consideradas como na prescrigao que pro-
pus em (5.35) , o que estd correto. Assim os autores atualizam o sistema e
a réplica algumas vezes sujeitos ao mesmo ruido e outras vezes sem levar em
conta esse vinculo. Com base nos argumentos que acima apresentei a pre-
scrigao de Koring e Schreckenberg néo parece ser adequada para a descricao
da evolugao de dois sistemas que evoluem sujeitos a0 mesmo ruido. Os resul-
tados analiticos desses autores sao obtidos por uma aproximagdo de campo
médio numa &rvore [Cook e Derrida 1990]. Através dessa aproximacio os
autores supra citados encontram diagramas de fase para o autémato onde
sao verificadas as fases: congelada, ativa e cadtica. Entretanto nesse es-
tudo as fases mostram comportamento reentrante, o qual nao é observado
nas simulacces de Martins e colaboradores. Esta reentrancia é consequencia
dos resultados desses autores serem obtidos pela prescricao para dinidmica
conjunta introduzida por eles, a qual se baseia em hipdteses que nao sao cor-
retas. Essa aproximacéo na évore, que é uma aproximacao de campo médio,
€ muito pobre no sentido em que ela nao consegue reproduzir nem as carac-
teristicas topoldgicas da linha de transicao do estado congelado para o estado
‘ativo como foram obtidas por Domany-Kinzel. Entretanto efetuando aprox-
imacGes de campo médio no mesmo esquema utilizado (ver se¢cao 3.1) na
delineacao do diagrama de fases da figura 15, as quais conseguem reproduzir
perfeitamente a topologia da linha congelado-ativo, a reentrancia por eles
obtida persiste [Gueuvoghlanian 1995], [Rieger et al 1994}, mostrando assim
que essa anomalia é um problema proveniente da prescricdo de Kohring e
Schreckenberg.

E importante observar que a dindmica conjunta de dois sistemas deve
ser entendida como uma dindmica de um 1inico sistema com um ndmero
maijor de estados por sftio. Nesse sentido prescrigbes (conjuntas) distintas
definem modelos distintos. Portanto, a priori, as duas prescricdes acima po-
dem fornecer resultados distintos para a linha ativo-caética. Esté claro que
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a linha congelada-ativa n3o serd distinta pois qualquer dinamica conjunta,
por construcao, se reduz ao autémato de Domany-Kinzel (ver a propriedade
i1 da subsecio anterior). Isto significa que o espalhamento de dano ndo seria
univocamente definido e portanto haveria varias maneiras de simular esse
processo. Entretanto, se uma simulacgo do espalhamento de danos for real-
izada com uma tnica seguéncia de niimeros aleatdrios, como a realizada em
[Martins et al 1991}, entdo a prescrigio analitica a ser utilizada deve conter
os elementos da prescrigao introduzida por esta autora. Considere o exemplo
dado em (5.36). Gerando-se um tinico mimero aleatdrio, somente trés dos
quatro possiveis estados conjuntos podem se realizar, o que estd de acordo
com a prescricao (5.37). Na outra prescrigho quaisquer desses quatro es-
tados podem ocorrer o que implica na geracao de dois niimeros aleatérios.
Simulacao onde issso ocorre é feita em [Rieger et al 1994)].

Em artigo recente Grassberger {Grassberger 1995] advoga que as duas pre-
scrigoes [Tomé 1994] e [Kohring e Schreck. 1992] estéo corretas e que a linha,
de transicao ativo-cadtico obtida em [Martins et al 1991] nao € definida de
maneira univoca, uma vez que poderiam ser feitas simulagGes baseadas na
prescricao de Kohring e Schreckenberg as quais levariam a linha a ndo ser
localizada exatamente no mesmo locus. Com isto Grassberger quer dizer que
o automato apresenta as fases ativa e cadtica mas elas ocupam regioes dis-
tintas no diagrama de fases dependendo das diferentes maneiras de realizar
o espalhamento de dano. No meun entender o espalhamento de danos deve
ser estudado, numericamente, utilizando-se a mesma sequéncia de niimeros
aleatdrios (somente um niimero aleatério para a atualizagio de sitios corre-
spondentes no sistema e na sua réplica) como feito pioneiramente por Mar-

“tins, Resende, Tsallis e Magalhaes, para o autémato de Domany-Kinzel. Isso
implica na utilizagao, do ponto de vista analitico, de uma prescri¢ao como a
dada por esta autora.

5.4.5 Campo conjugado a distancia de Hamming

O campo conjugado h & distdncia de Hamming tem sua formulago mais
elaborada do que a que foi feita para o campo conjugado 3 densidade z.
Tsallis e Martins [Tsallis e Martins 1994] introduziram o conceito do campo
conjugado h a distdncia de Hamming e avaliaram numericamente, para o

automato de Domany-Kinzel, a susceptibilidade generalizada associada a esse
campo.
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Formulei [Tomé 1994] tratamento analitico para o campo conjugado h
e para a susceptibilidade generalizada associada a h. A probabilidade de
transiciao para a evolugdo conjunta foi modificada de modo a introduzir um
termo, linear em h,que leva em conta o desacolamento na evolugido temporal
dos dois sistemas sujeitos ao mesmo ruido. Portanto o campo toma valores
entre 0 e 1 e serve como uma medida do quanto os sistemas estao acopla-
dos. Se h = 1 entao os sistemas estéao totalmente desacoplados e se h = 0
entdo os sistemas evoluem sujeitos ao mesmo ruido exatamente como na pre-
scricio dada em (5.35). Propus uma forma analitica para a probabilidade de
transicao conjunta na qual tal campo é introduzido:

Wy =W (o;7ld",7) —h[W(o;r|0o',7") — W(e|o") W(rir')], (5.43)

onde W (o;7|0',7") é a probabilidadede transigdo conjunta definida em
(5.33) e W(clo') e W(T|7') séo as probabilidades de transi¢do para cada um
dos autématos de Domany-Kinzel dadas pela expressao (2.11) acompanhada
da expressao (5.21). Observe que o segundo termo em (5.43) é nulo quando a
condigdo de evolugao sujeita ao mesmo ruido é observada. A susceptibilidade
generalizada é definida nesse caso como ¥, = 0v/0h.

Construimos a equagao de evolugao para a distancia de Hamming 1, us-
ando a prescricdo (5.43) e a analisamos na aproximacio de campo médio
simples [Tomé 1994| e na aproximacao de pares [Gueuvoghlanian 1995]. Ex-
pandindo a equagao resultante da aproximagdo de campo médio simples nas
vizinhancas do ponto critico, e considerando somente termos lineares em h
temos, '

Y = Ay — Cy” + Bh, (5.44)

onde B e C sdo funcdes positivas dos pardmetros e A é tal que (A — 1) se
anula sobre a linha critica. A susceptibilidade calculada a partir da expressao
(5.44) e a campo nulo diverge no ponto critico como

xo ~ [A=17 (5.45)

Caracterizando a transicao da fase ativa para a cadtica como uma transicao
de segunda ordem.
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5.4.6 Consideracdes sobre a classe de universalidade
da transicao ativo-caético

A linha de transicdo do estado ativo para o estado cadtico do automato

de Domany-Kinzel deve pertencer & classe de universalidade da percolagao.

direcionada. Essa afirmativa estd baseada na anidlise da evolugao conjunta
do sistema e sua réplica no espago de configuragdes {o; ) associado & essa
evolucgao.

Quando o sistema-conjunto atinge uma configuracdo tal que o sistema
e réplica possuem configuragbes idénticas entao a evolugao passa a se dar
de tal maneira que as configuracdes o e T serdo sempre idénticas. Isto €

consequéncia do fato de a evolugio conjunta estar sujeita ao mesmo ruido. -

Consideremos uma possivel sequéncia temporal de configuragbes como a dada
por

c .. 111010.
r .. 111010 ..
!

c .. 1010090 ..
T 1010060 .
!

c .. 011110 ..
T .. 011110 ..

e assim por diante. Esse é um exemplo de uma trajetéria que esta confinada
a0 subespaco onde ¢ = 7. Esse subspago é um conjunto absorvente de
estados no espago da evolucio conjunta, pois uma vez que o sistema-conjunto
atinja um estado contido nesse subespago dele nao escapard: esse portanto
é um subespago absorvente. Esse subespago possul 2% configuracoes que sao
aquelas que possuem distincia de Hamming identicamente nula. Observamos
que o niimero total de configuracdes no espago (o, 7) é 4V.

A evolugao conjunta dentro do subespago absorvente esta relacionada com
a fase ativa do diagrama de fases. A fase cadtica ndo pode estar relacionada
com tal evolugio absorvente pois a distdncia de Hamming é diferente de zero
nessa fase. Assim a transicdo do estado ativo para o estado cadtico € uma
transicio que pode ser vista como uma transicdo onde estados absorventes
tém um papel relevante. Segundo a conjectura da percolagéo direcionada
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tais transicdes devem pertencer & classe de universalidade da percolagao di-
recionada.

As consideracbes expostas acima estdo implicitas nos trabalbos [Tomé
1994] e [Gueuvoghlanian e Tomé 1996]. Recentemente Grassberger realizou
simulacBes numéricas para analisar o comportamento critico da transiggo
ativo-cadtico as quais indicam que essa transiggo, que é denominada por ele
de uma transicao de espalhamento de dano, estd na classe da percolagao
direcionada [Grassberger 1995].

5.4.7 Transformacao de variaveis
Vamos considerar aqui uma transformagao de varidveis que permita uma mel-
hor descricgo do subespago absorvente. Para isso definimos novas variaveis
7; € €; definidas por

7 = |os — 73 e =T (5.46)
de onde obtemos a transformacgao inversa

o; = | — € e T, = €. (5.47)

Essa transformacio é biunfvoca e pode ser resumida na tabela

(5.48)

oo =9
e N N
O koS
OO = D

portanto podemos considerar a evolucao do sistema-conjunto no novo espago
(n,€) em vez de (o, 7). Com essas novas varidveis a distancia de Hamming é
dada por

77[) =<1 > .
A evolugdo tempbral no espaco é dada pela probabilidade de transigao

conjunta B (n;; €|k, My 15 €, €541 ) que deve ser obtida a partir da probabilidade
de transicao conjunta wlo;; 7|0}, of ;7. T) ela transformacao acima e
J b 2y 2 i1y e Ti4l G




estd mostrada na tabela abaixo

@ (00;11) (00;10) (00;00) (11;00) (10;00) (01;10)

0;1)  po o 0 0 0 a
(1;0) 0 0 0 P2 b4yl b (549)
(1;1) 0 0 -0 0 0 ¢
(0;0) 1-p 1-—p 1 1-pr 1-m d

Se somarmos em 7; vemos que o resultado néo depende de 7} e 7}, © que
deve ser esperado pois sendo €¢; = 7; a dindmica resultante se identifica com
a dindmica de um autémato de Domany-Kinzel. Entretanto se somarmos
sobre a variavel ¢; o resultado depende, em geral, de ¢ e €, ;. Mas existe um
caso em que isto ndo ocorre, a saber, o caso ps = 0. Nesse caso @(17:|7}, 711)
definido por

ﬁ(mlni,niﬂ) = Z@(Th; fz‘iﬂifﬂ;ﬂ} Eivf;+1) (5.50)
sera dado por

@l i) = P1(205 — DI ~ ninig + (L — bl + (L —m)  (5:51)
que estd mostrado explicitamente na tabela abaixo

w 00 01 10 11
1 0 P N 0 (552)
0 1 1- j41 1-— 71 1

Essa regras sao identicas as regra de transicdo para o autémato de Domany-

Kinzel para py = 0 (ver tabela (5.21)). Conclui-se que para ps = 0 0 seguinte
resultado € valido

YP=<1 >=<0; >=1T

isto é, a distdncia de Hamming é igual ao parametro de ordem do estado
ativo do autdomato de Domany-Kinzel. '

1
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Capi'tulo 6

Conclusao

A irreversibilidade é manifestamente uma caracteristica relevante de multipli-
ces fendmenos da natureza. A mecanica estatistica de nac-equilibrio tem ten-
tado, hd aproximadamente trinta anos, dar descrigoes desses fendmenos, com
relativo sucesso. Podemos distinguir diferentes abordagens dentro da érea,
as quais tém em comum, pelo menos, um centro de atencdo: a prépria funda-
mentagdo mecanico-estatistica dos fendmenos irreversiveis. Nesta monografia
nos ativemos ao estudo de fendmenos irreversiveis através da construcao de
dinamicas estocasticas irreversiveis definidas em reticulados. Como exposto
na introducao a abordagem aqui adotada parte do principio de que a analise
dos fenomenos irreversiveis deve ser feita no nivel descritivo onde a irre-
versibilidade microscépica é verificada. Esse tratamento tem sido con-
siderado em indmeras pesquisas realizadas na area de mecanica estatistica
de nao-equilibrio. Dentro desse enfoque os fendmenos irreversiveis séo de-
scritos por modelos de rede que nao obedecem a condicao de balanceamento
detalhado.

A abordagem apresentada nessa resenha tem como um dos seus ob-
jetivos fornecer contribuigdes para o estabelecimento de uma teoria geral
das transicoes de fase em sistemas que se encontram fora do equilibrio ter-
modinadmico. Como é bem conhecido o desenvolvimento da teoria dos fend-
menos criticos em sistemas gue se encontram em equilibrio termodinamico
culminou na década de 70 com a sistematizagao introduzida pelo grupo de
renormalizagdo de Wilson. Nessa teoria as simetrias das hamiltonianas dos
modelos desempenham importante papel na determinacao da classe de uni-
versalidade desses modelos. Em situagoes onde os sistemas nao estao em
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equilibrio termodinamico nao temos uma hamiltoniana, dada a priori, que
seja capaz de descrever os estados estacionarios de tais sistemas. A univer-
salidade nas transigoes de fase cinéticas talvez possa ser prevista a partir
das simetrias e propriedades das probabilidades de transicao. Nesse sentido
algumas conjecturas sobre classes de universalidade tém sido formuladas com
base em equacdes de Langevin. Este é o caso da conjectura "up-down” e da
conjectura da percolacao direcionada, varias vezes citadas aqui.

Apresentamos, e utilizamos frequentemente nesta monografia, quatro
métodos de estudo dos processos irreversiveis modelados por dindmicas es-
tocésticas definidas em reticulados. Do ponto de vista analitico podemos es-
tudar os modelos de rede através da aproximacao de campo médio dindmico
e do método das expansdes em séries temporais. Esse iiltimo método provém
da equacao mestra dada dentro do formalismo de operadores. Como visto
nesta resenha, tal formalismo prové operadores de evolucdo que revelam as
propriedades das regras locais dos modelos de rede. A partir dessa andlise
podermnos obter expansdes em séries temporais de grandezas de interesse na
caracterizacao da criticalidade. Os métodos numéricos aqui expostos dizem
respeito as simulactes de Monte Carlo e as simulacgdes dependentes do tempo.
A primeira dessas se identifica com as simulacoes realizadas no estudo de
fendmenos criticos em equilibrio termodinadmico. O método das simulagGes
dependentes do tempo foi introduzido, e é utilizado, com o objetivo de de-
terminar o comportamento critico de modelos infrinsecamente irreversiveis,
como os modelos com estados absorventes.

Os procedimentos feitos nas construgdes de modelos de rede, sejam autd-
matos celulares ou modelos de gas de rede, pretendem dar embasamento
microscdpico para o comportamento de sistemas que sofram processos irre-
versiveis. A concepgao dos modelos de rede leva em conta, muitas vezes, os
mecanismos de reagoes contidos em modelos que nao possuem estrutura es-
pacial e que sao definidos por um conjunto de equagoes da cinética quimica.
Esse procedimento fica claro quando consideramos o caso do modelo de
rede para um sistema predador-presa e do autémato celular para sistema
imunolégico que foram expostos nessa monografia. Os modelos que cons-
truimos sao modelos' com estrutura espacial e que possuem regras locais e
irreversiveis, elementos essencias na descrigdo microscépica dos processos ir-
reversiveis. Entretanto considero que pode haver outros fatores importantes
a serem incluidos para a descrigdo malis realista dos processos irreversiveis e
da auto-organizacdo na natureza. Concluindo: os modelos de rede, os quais
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simulamos em computadores, embora nem sempre consigam levar em conta
todos os fatores relevantes na auto-organizagao na natureza e nos processos ir-
reversiveis em geral, fornecem uma sistemética capaz de prover contribuigoes
para o avanco de pesquisas sobre sistemas que se encontram fora do equilibrio
termodinamico. '
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