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RESUMO A presente tese de Livre-Docéncia tem como escopo inserir de forma mais
aprofundada o Teorema do Circulo no contexto da Teoria das Fungbes Analiticas de-
senvolvidas no final do século passado e comego deste por Laguerre, Hermite, Biehler,
Phragmeén, Lindeldf, Pélya, Nevanlinna e outros.

Charies M. Newman e Elliott H. Lieb e Alan D. Sokal examinaram as condic¢Ges necessirias
e suficientes para que uma classe de modelos de Ising generalizado satisfizesse a “pro-
priedade de Lee-Yang”. Os elementos desta classe possuem a propriedade que os zeros
da funcdo de particdo, escrita na varidvel b = Inz, distribuem-se sobre o eixo imag-
indrio puro. Mostraremos que a subclasse P das fungoes inteiras de Hermite-Biehler
confunde-se com as propriedades de Lee-Yang.

As conclusdes a serem extraidas podem ser resumidas pela seguinte frase: se ™ denota a
medida de equilibrio de um ferromagneto (ou gds de rede) generalizado, com n graus de
liberdade, entdo a fungdo caracteristica Z™ de ™ é um elemento da subclasse Py.

A mals inovadora proposta desta tese estd relacionada com a abordagem do Teorema de
Lee-Yang por métodos aplicados as equagdes diferenciais.
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1

Introducao

Em 1952, T. D. Lee e C. N. Yang reformularam, em dois artigos entitulados “Statistical
Theory of Equations of State and Phase Transitions” [LY1, LY2], a teoria de conden-
sagdo para fluidos. O primeiro, “Theory of Condensation”, mostra como o conhecimento
da distribuicdo dos zeros da funcao de parti¢do grande candnica permite descrever corre-
tamente a equagdo de estado em ambas as fases, liquida e gasosa, do fluido. No segundo,
“Lattice Gas and Ising Model”, a teoria de condensacao é ilustrada por um gas de rede
formalmente equivalente ao modelo de Ising ferromagnético. Neste dltimo, os autores
demonstraram com o rigor de um eximio matemadtico, que todos os zeros da funcdo de
particao = na variavel z ! localizam-se no circulo unitdrio do plano complexo.

O pardmetro z quantifica a energia necessdria para introduzir uma particula ao sistema
de volume V e portanto, somente o eixo real positivo do plano complexo tem sentido
Fisico. A pressdo py e a densidade py do sistema estao relacionados com a funcdo de
particdo pelas expressbes

Bpy =V 'InSy

_9
Pv—ah

onde f = 1/KgT é o inverso da temperatura com Kg = 1.3806568 x 1072JK~! a
constante de Boltzmann. No limite termodindmico, |V| — oo, pv converge para uma
fungdo p continua e monotdnica crescente em 2.2 Além disso, se D € C for uma regido
contendo um segmento do eixo real positivo tal que Zy(z) ndo se anula para todo V

(V7 'InZy)

'z = ", onde k ¢ proporcional a0 campo magnético do modelo de Ising associado.
2Independentemente da forma de V' contanto que sua superficie nio cres¢a mais rdpido que |V[3/2,
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finito, entdo py converge para uma fungdo analitica, regular em D, e

: O ;.1 - g .. - 7
p= i g (V7S = g i, (7B =55y (0
é uma funcdo monotona decrescente em z no intervalo do eixo real contido em D.
Equagdo (1.1) define a equagdo de estado de uma isoterma.

Em [LY1], Lee-Yang descrevem um cendrio no qual os zeros de Zy invadem, quan-
do |V| —» o0, o eixo real positivo em dois pontos z, e z, dividindo-o, desta forma,
em trés intervalos disjuntos, I, I e [3. Para cada intervalo /;, existe uma vizinhanga
D; € C que o contém, tal que py converge para uma fungao analitica e regular em D;,
correspondendo a uma das fases puras do sistema: gasosa, liquida ou sélida. No eixo
real, a pressio p é continua nos pontos z; e 2z, mas sua derivada possue em geral uma
descontinuidade. O grifico de p como funcdo de p {equagio de estado) nesta situagio,
é, como de fato deveria ser, monotona crescente com dois intervalos constantes devido
as descontinuidades de p nos referidos pontos.

O impacto causado por Lee—Yang foi em grande parte devido a simplicidade e general-
idade de sua teoria de condensacio. Porém o maior crédito coube ao famoso Teorema do
Circulo. O fato da fungdo de parti¢do ter seus zeros distribuidos sobre o circulo unitario
causou surpresa até mesmo aos préprios autores|LY2]. O interesse pelo o estudo da dis-
tribuicao dos zeros da fungio de particdo em ferromagnetos, e generalizagbes destes,
mantem-se atual (veja [BBDKK] e referéncias neste) apesar da quantidade e variedade
de trabalhos publicados sobre este tema.

A presente tese de Livre-Docéncia tem como escopo inserir de forma mais aprofun-
dada o Teorema do Circulo no contexto da Teoria das Fun¢des Analiticas desenvolvidas
no final do século passado e comego deste por Laguerre, Hermite, Biehler, Phragmén,
Lindeldf, Pdlya, Nevanlinna e outros.

Dois trabalhos motivaram a presente tese. Inicialmente Charles M. Newman [N] e pos-
teriormente Elliott H. Lieb e Alan D. Sokal [LS], examinaram as condigdes necessérias
e suficientes para que uma classe de modelos de Ising generalizado satisfizesse a “pro-
priedade de Lee-Yang”. Os elementos desta classe possuem a propriedade que os zeros
da fungao de partigdo, escrita na varidvel h = In 2, distribuem-se sobre o eixo imaginario
puro.

A conclusao destes autores pode ser resumida como segue. Se a “medida a priort”
v;(s) do spins s € R®, para cada sitio j, satisfaz a propriedade de Lee-Yang:

A. Para todo b > 0, temos /ebsz dlv;(s)| < oo;
B.

Byih) = [ e dusls) £0 (1.2

3Para o modelo de Ising, ¥(s) ¢ a distribuigio de Bernoulli: v(s) = 1/2 se s = +1/2 e v(s) = 0 de outra forma.



1. Introdugao 7

se Re h # 0;

ese J = [J,_].]l ._, € uma matriz n x n simétrica, com entradas nao negativas e diagonal
nula, entdo a med1da de Gibbs de n spins s = (s1, ..., s,) acoplados,

u(s) = exp{ﬂ , Js) }dej 85, (1.3)

com (z, W) = sz w;, retem a propriedade de Lee-Yang em R™:
=1

A’. Para todo b > 0, temos /eb(s’s) d|p"(s)| < o0;
B’.
Z(h) = / €= dym(s) # 0 (1.4)
se e h; # 0 para todo j.
Segundo este teorema, para que a fungao de partigdo Z(h,..., k) se anule é necessi
rio que Re h = 0.4

O problema da localizacido dos zeros da fungao de particao é abordado de maneira
mais natural se (1.4) for reescrita como

Z(h) = exp{ﬂ (8% J%)}ZU(II)
= [[T4Z(h) (1.5)

i<j

onde Zy(h) = HE ) com E; dado por (1.2) e T'y; = exp {(8J:;0/0h; d/0h;}.

Assim, o problema, se reduz a estudar uma classe de fungdes analiticas em C" fechada
pela aplicagé,o do operador I';; e cuja transformada de Laplace inversa tem a propriedade
de Lee-Yang . Para garantir o sucesso desta abordagem devemos examinar as seguintes
afirmacoes:

1. O operador diferencial parcial I';; é aplicdvel as fungoes inteiras em C* que nao
excedem o minimo tipo de ordem 2 em cada uma de suas varidveis;

4Note que z = e" mapeia e o eixo imagindrio no circulo unitdrio. O Teorema de Lee-Yang cldssico é recuperado quando

Z{h,...,h) puder ser escrita como um polindmio em eh.
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2. A aplicacdo de I';; deixa invariante uma subclasse destas fungodes inteiras que
satisfaz a condigdo B',;

3. Por ultimo, toda fung¢io inteira que nao excede a ordem 2 de minimo tipo em cada
uma de suas varidveis pode ser escrita como uma transformada de Laplace

f(h) = / M gy (s) (16)

de uma medida p"(s) em R® para a qual a propriedade A’. é satisfeita.

Para o item 1., o seguinte resultado sobre operadores diferencias de ordem infinita por
P. C. Sikkema [S], Teorema 7, serd 1til para nossa anélise: seja y{z) uma fungao inteira
de minimo tipo da ordem o e seja F' (z) = Z an z" com a, ndo todos nulos e tais que

n>0
Zan (n!)~Y 2" define uma fungfo inteira que ndo excede o tipo normal de ordem 1.

n>0
Entéo,

b = F (52 ) = > T2 (1)

¢ uma funcio inteira que ndo excede o minimo tipo da ordem o.

A abordagem feita para o item 2. nesta tese é inovadora. Faremos uso de resultados
sobre a classe de fungdes f(z) € HB de Hermite-Biehler que niao possuem zeros no
semi-plano inferior, , e satisfazem a condigdo |f(z)/f(z)| < 1. Para aplicarmos esta
teoria ac problema dos zeros de Lee-Yang, teremos, entretanto, que fazer uma rotagio
de /2 para que o semi-plano Sm z < 0 seja substituido por Rez < 05. Um papel de
suma importancia nesta tese é representado pela subclasse P* de HB consistindo das
funcdes inteiras f que satisfazem as seguintes propriedades:

a. os zeros de f localizam-se no semi-plano superior, Smz > 0;

b. f ¢ o limite de uma seqiiéncia {F,}.., de polinémios satisfazendo a propriedade
a., uniformemente convergente em compactos de C;

c. se y(z) e F(—z) pertencem a classe P*, entdo h(z) dado por (1.7) pertence a P*.

Excetuando a questdo levantada no item 3., todo o material necessdrio para a com-
preencdo dos resultados serd desenvolvido em grande detalhe nos dois capitulos iniciais

desta tese.
No Capitulo 2 apresentaremos de forma pedagdgica a conexio entre a distribuigao
dos zeros, o crescimento do médulo maximo e o Teorema da fatorizagdo de Hadamard

SMais precisamente, substituiremos k por 2iw na expressdo (1.4}, e escreveremos Z(w) em seu lugar.
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para fungées inteiras em C. Embora haja excelentes textos sobre este assunto (veja por
exemplo [B, K, H, L]) selecionamos aqui o material necessario para dar coeréncia e
unidade a tese.

No Capitulo 3 introduziremos a classe HB das fungdes inteiras de Hermite-Biehler
e estudaremos os operadores que preservam a localizagcdo dos zeros para tais funcoes.
Esta andlise, menos conhecida do piblico em geral, generaliza o Teorema de Rolle sobre
a preservacao dos zeros reais por diferenciagao.

A discussdo que apresentaremos tem a vantagem adicional de obter desigualdades
majorantes para as funcdes em HB. Estas desigualdades sdo, em particular, preservadas
pela operagio de diferenciagio: se w(z) pertence a subclasse P* e se as desigualdades

/(@) S lw(z)] e [f(2)] < |w(z)l (1.8)
forem satisfeitas para Sm z < 0, entao
BRI < B e [FPF)] < ¥

¢ satisfeita para Smz <0ek =1,2,....

Por intermédio dessa nogao estenderemos, ainda neste Capitulo, todos os resultados
estabelecidos para fungdes inteiras em C para funcoes inteiras em C*.

No Capitulo 4 veremos como a descrigio das fungdes de Hermite-Biehler HB,, em C*
se encaixa na Teoria geral dos zeros de Lee-Yang. Inicialmente, faremos uma breve ex-
cursao sobre as diversas versoes do Teorema de Lee-Yang e, em seguida, demonstrarmos
o Teorema de Lee-Yang Generalizado com os resultados do Capitulo 3. Discutiremos
também as extensdes deste Teorema para os modelos ferromagnéticos com N compo-
nentes de spin.

Ainda no Capitulo 4, veremos que h4 uma coincidéncia entre as nogdes de majorante
em HB, e o método majorante utilizado para garantir a existéncia e obter propriedades
de solugGes de equagdes diferenciais.

A relagdo entre o problema dos zeros de Lee—Yang e as equagdes diferenciais emerge
da observagdo de que a fungdo de particdo (1.5) é a solugdo do problema de valor inicial

ou 1 0 0
em ¢ = 3, com condigdo inicial U(0, h) = Zy(h). Consideramos a abordagem do Teorema

de Lee-Yang por métodos aplicados as equagbes diferenciais a mais inovadora proposta

desta tese.
Finalmente, no Capitulo 5 apresentaremos nossas conclusoes.
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2

Propriedades Gerais das Funcoes Inteiras

As fungbes inteiras compreendem a classe das fungbes analiticas regulares no plano
complexo inteiro, com excessiao do ponto no infinito. Incluem nessa classe o conjunto de

todos os polinémios de ordem n
P.(2) = apz" + apy 2™t + - +ag, (2.1)

a, # 0, n € N, bem como as fungbes transcedentais (ou ndo polinomiais) e?, sin z, cos z,
1/T(z) e etc..

Neste capitulo faremos uma introdugao detalhada das propriedades gerais dessa classe
de fungdes que sao mais relevantes para a descrigdo dos zeros de Lee-Yang.

Nas duas se¢Oes a seguir, examinaremos como estender algumas propriedades das
funcoes polinomiais para as fungdes transcendentais inteiras. Veremos que o Teorema
fundamental da Algebra, com os devidos cuidados, também se aplica as fungdes tran-
scendentais.

O Teorema da Fatorizagao de Weierstrass é o ponto de partida para se estabelecer
relagoes entre a distribui¢do dos zeros de uma fungao inteira e suas propriedades. FEx-
aminaremos nas se¢bes subsequentes a relagdo entre tipo e ordem de uma fungao inteira
f e os coeficientes a; de sua série de poténcia. Também examinaremos a conecgao entre
a taxa de crescimento M (r) do médulo méximo da funcdo f e a distribui¢do de seus
zeros. Concluiremos este capitulo com o Teorema de Hadamard.

2.1 Alguns Fatos Basicos

Afim de distinguir as fungGes inteiras das demais fungdes analiticas, comegaremos com
descricdo de alguns fatos bésicos .

O principio da continuagio analitica permite que uma fungéo f seja estendida analiti-
camente além de seu dominio de defini¢do. f, é dita ser a continuacdo analitica de uma
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fungao f3, ambas regulares em D, e Dy, respectivamente, se coincidirem em uma regiao
G = DNDy # §.! De acordo com o Teorema da Identidade, f) e f; determinam-se, uma
a outra, univocamente e nao pode haver outra fungdo fj, regular em DI}, que coincida
com f, em (. Esta questdao, de suma relevancia na teoria geral das fungoes analiticas,
produz algumas poucas implicagoes as fungoes inteiras que, em particular, assumem um
inico valor f(z) para cada z € C.

Devida a propriedade de regularidade que a caracteriza, a série de poténcia de uma
fungéo inteira f(z), em torno de um ponto z, arbitrario, converge para todo z do plano
complexo. Segue do Teorema da Indentidade que todas as possiveis representagbes de f
sao idénticas a série

z) = iajzj, (2.2)
F=0

cuja expressao generaliza a funcdo polinomial.

Um polindémio tem um nimero finito de coeficientes a; nao nulos. A série (2.2}, nesse
caso, ¢é claramente convergente em todo plano. Uma fun¢ao inteira transcendental possui
uma infinidade de coeficientes a; # 0 tais que

—1 . 1/4
R™! =limsup|e,)*”’ =0, (2.3)
j—ro0
onde R é o raio de convergéncia de f.2 Como conseqiiéncia dos Teoremas da Identidade
e de Taylor, segue

11m ———f(ZQ) (Z - Zg)j <1 (24)

uniformemente em z; ¢ z no plano C. Faremos uso de variagoes e refinamentos deste
resultado ao longo deste texto.

De acordo com oTeorema de Liouville, a dnica fungdo inteira f(z) limitada para todo
z € C é a fungdo constante Fy(z) = ag. Com excegdo desta fungdo, podemos sempre
encontrar constantes positivas M e Ry, arbitrariamente grandes, tais que |f(z)] > M
para algum z com |z| > Rp. Para isso, suponhamos o contrdrio, |f(z)| < M. Segue da
férmula integral de Cauchy

1

e
2me Jyg)= pCJH

1 M
7| =I;|f() i

la;j| =

(A

1@ pode ser um subconjunto préprio, uma curva ou até mesmo um conjunto de ponlos que lenha a0 menos um ponto

de acumulagao
20 limite superior limsup b, de uma sequéncia {b, }r>p € 0 maior entre todos pontos de acumulag do desta. Analoga-

mente, liminf b, é o menor dos pontos de acumulagio. Se a seqiiéncia for convergente, entio limsup &, = liminfb, =

limbyn.
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Se M é limitado, p pode ser escolhido tao grande quanto se queira de tal maneira que
a; = 0 para todo j # 0.

As fungdes inteiras podem ser classificadas de acordo com o crescimento do seu médulo
maximo, M (r) = M(r; f), definido por

CFY = i0

M(r;f)= Urg%{gw ,f ('re )l i (2.5)

Como conseqiiéncia dos Teorema do Méximo e de Liouville, M{r) é uma fun¢io mono-
tona crescente tal que M — oo quando r — oo.

O Teorema de Liouville ndo exclui a possibilidade de haver setores aos quais f
mantém-se limitada. De fato isto ocorre para as fungbes transcendentais {porém nio
para as polinomiais) e terd um papel relevante nesta tese.

O Teorema fundamental da Algebra diz que qualquer polindmio (2.1) pode ser escrito
como

n
Po(z) = a, H (z —ay), (2.6)
Jj=1
onde ay, ..., a,, S30 as raizes ou zeros do polindémio F,, contando suas multiplicidades.

Conclui-se desta fatorizagdo que,

(1) qualquer outro polindmio @,, de mesma ordem e que possua 0s mesmos zeros
com a mesma multiplicidade, difere apenas por uma constante multiplicativa;

Qn(2)/Pa(2) = c;

(ii) dado um conjunto qualquer de niimeros complexos {a1, ..., o, }, é sempre possivel
escrever um polinémio P, dado pela expressdo (2.6) com a, = 1. A fungéo polino-
mial mais geral que se anula nos mesmos valores para os quais £, se anula, é da
forma cF,.

O objetivo desta, e da se¢fio a seguir, é extender os itens (i) e (ii) para as fungdes
inteiras transcendentais.

Observemos que, se h{z) é uma funcio inteira, H(z) = e™* ¢ uma funcio inteira
que nao se anula no plano complexo. Esta ultima afirmacao segue do fato que e* # 0 e
|h(2)] < o0 se z € C for finito. Segue também que H é regular em C pois, pela regra da
cadeia, H' = H k' ® H é diferenciavel em todo plano complexo.

Mais ainda,

Proposigao 2.1 H(z) = e"®, com h(z) wma func¢io inteira arbitrdria, é a funcdo
inteira mats geral sem zeros em todo plano complezo.

&

3Quando no houver ambiguidade, denotaremos a derivada de uma Fungdo f{z) com respeito a z por f' = =
¥4
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Prove. Resta—nos mostrar que, se
H(z)=ag+ a1z +apz® + -+
é uma funcdo inteira sem zeros, existe uma funcao inteira

h(2) = by + b1z + bpz® + - - -

tal que H(z) = M3,

Por hipétese, ag = H(0) # 0. Podemos escolher by tal que ag = e®. Além disso, H™!
existe e é regular em todo plano complexo, pela regra da cadeia. Como a classe das
fungdo inteiras é fechada pelas operacoes de derivacdo, integracdo e multiplicacdo por
uma funcdo inteira,

1

— =cot ozt 4-
H 0 1 2

¢ também uma fungao inteira e, portanto, pode ser integrada termo a termo:

z 7! 1
/U —HH—'dC = COZ+§C12’2+%C223+"'

= lnH—bg
= biz+bez? +b32% + - . (2.7)

onde na segunda igualdade usamos o Teorema Fundamental do Célculo. Suponha agora
que e"*) = H,(z). Entéo
—H—{—c ‘ezt e+ = ’

e, consequentemente,

(&)’_ HH - H'H _

H H?

que implica em H, = H em vista do fato que H(0) = H;(0) = .
O
Proposicdo 2.1 responde pela generalizagio do item (i). Seja {;}32, o conjunto de
zeros de uma funcdo inteira Gy(z). Entdo a fungio inteira mais geral com zeros neste
mesmo conjunto e com mesma multiplicidade é dada por

G(2) = e"®)Gy(2) (2.8)

onde & € fungfo inteira arbitraria.

A dificuldade em extender o item (ii) para uma fungio inteira transcedental Gy reside
no fato de que o produto infinito de fatores lineares associados s raizes de Gy pode, em
geral, nao convergir. Na secao seguinte desenvolveremos esta questao.
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2.2 Teorema da Fatorizacao de Weierstrass

Iremos a seguir enunciar e demonstrar um Teorema devido a Weierstrass pelo qual pode-
mos associar a toda seqiiéncia {c;} de nimeros complexos sem pontos de acumulagio
finitos, uma funcdo inteira Go(z) cujos zeros coincidem com ¢; e que admite ser repre-
sentada como produto de fatores. Para isso, é necessario introduzir o fator primdrio de

Weierstrass:

E(z;p):(1—z)exp{z+%z2+---+%z”} (2.9)

parap>1le
E(z0)=1-=z.

Teorema 2.2 Seja {0}, uma seqiéncia de nimeros complezos sem pontos de acu-
mulagdo finitos comag =0 ea; #0, 7 > 1.4 Seja {m;}20 um conjunto de nidmeros
intetros com 0 < m; < co. Eziste uma fungdo inteira que possui zeros de multiplicidade
m; somente nos pontos z =a;, § =90,1,2,... e que pode ser representada por

Go(z) =" || E (—-—;p-) 2.10
0( E o 7 ( )

n

contanto gque 08 numeros inteiros positivos {pj—}j=1 sejam escolhidos de forma que o
produto seja uniformemente convergente em compactos. Uma escolha sempre possivel é

dada por

II] jzmj

p; > o2 (2.11)

Para demonstrar este teorema alguns lemas serao necessdrios. Iniciaremos -com a
seguinte estimativa do fator primério.

Lema 2.3 O fator primdrio de Weierstrass satisfaz
|E(zp) — 1] < |2P*, (2.12)

para todo |z| < 1.

Prova. Como E(z;p) é uma fungdo inteira em z com FE(0;p) = 1, a série de poténcia

oo

E(zp) -1 =ZAnz“, (2.13)

n=1

10 ordenamento da seqiiéncia é feito, usualmente, de forma a preservar a desigualdade |aj} < |aj+.1].
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onde A, = A,(p), converge em todo plano complexo. Note que (2.12) é trivialmente
satisfeita se p = 0, pois A;(0) = 1 e A;(0) =0 com j > 1. Derivaremos a seguir algumas
propriedades de A, parap > 1.

Diferenciando (2.9) e comparando com a derivada de (2.13)

dE 1 1
RN _— fr— P — 2+.-.+—zp
P z" exp {z+ 22: » }
oo k
1 1 1
= 2"y = R
z Zk! (z+2z 5 )
k=0
c
= ZnAnz“_l
n=1
concluimos que 4; =--- = A, =0 e A, < 0 para todo n > p. Por outro lado, usando a

definigdo (2.9), £(1;p) =0 e devido a (2.13}, obtemos

oo oo
=Y An = |Ansp | =1.
n=1 n=1

Por conseguinte, se |z| < 1,

BE(zp) =1 < > |Aa]lz"

n=p+1

o0
< (PP S |Anap | 12
n=l
s 0]
< P> N Angy | = (2P

0
As préximas estimativas e definicbes dizem respeito & Teoria de Produtos Infinitos.
Dado um conjunto {wj}?';l de ndmeros complexos, vamos considerar produtos da forma

o
D=1 01+w). (2.14)
j=1
Denotamos por I, o produto dos n primeiros fatores e por

n

H (14 wy)

Jj=m

o produto dos fatores compreendidos entre o m—ésimo e o n-ésimo fator, de forma que
Hn == Hl,n-
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Definicao 2.4 O produto II é dito ser convergente se, e somente se, existir ny tel que
(1 + w;) # 0 para todo j > ng e se o limite

UTIQ = ]].m Hﬂu+1,n
n—co

existir e for diferente de zero.

O cuidado com esta definicdo se justifica para evitar que lim, . II, = 0 devido a

ocorréncia de um fator nulo no produto.
Pelo principio da convergéncia de Cauchy, o produto infinito I converge se, e somente

se, dado £ > 0, existir N = N(g) > nq tal que
|Hm,m+p - 1| < £
para todom > Nep> 1.

Definigao 2.5 O produto I1 € dito ser absolutamente convergente se

H (1 + IwnU
n=1

for convergenie.

Obviamente, I1 é convergente se 1 for absolutamente convergente, porém o contrario
nem sempre é verdade. Daremos a seguir um critério para a convergéncia do valor
absoluto de um produto infinito.

o0
Lema 2.6 O produto H (14 v,), com v, > 0, € convergente se, e somente se, nyn
. n=1 n=1
CONVETYIT.

Prova. Usando a desigualdade 1 + v < €7, vilida para todo ¥ > (0, temos
m+p m+p m-+p
1Y s H(1+%)<exp{2%} |
n=m n=m

O resto do argumento segue pelo principio da convergéncia de Cauchy.

oQ oo D
Conseqiientemente, H (1 + v,) converge absolutamente se, e somente se, nyn con-
n=1 n=1

vergir absolutamente.
Para uma seqiiéncia {w,(z) }.., de fungdes analiticas definidas em um dominio D C C,

o produto infinito
o0
= +wi(2), (2.15)
i=1

define uma fun¢do analitica no conjunto P C D dos valores z para os quais [1(z)
converge. O seguinte lema caracteriza a fung¢ao limite.
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Lema 2.7 Se {w,(z)}oo, € uma segiiéncia de fungdes regulares em um dominio D e se
o0

Z |wa(2)| for uniformemente convergente em cada regido compacta S C D, entéo II{z)
n=1

representa uma fungdo regular em D. Além disso, I1(2) se anula somente nos pontos
para os guais algum fator 1 4+ w;(z) se anula. A ordem de cada zero ¢ dada pela soma

dos fatores que se anulam neste valor.

A demonstragio deste resultado segue por argumentos usuais sobre convergéncia uni-
forme de seqiiéncias de fungfes analiticas e serd omitida nesta tese {veja, por exemplo,

[K])-
Prova do Teorema 2.2. Em vista do Lema 2.7, basta mostrar que existe uma escolha de
{p.}22, tal que a soma

S(2) =D lwa(2)] (2.16)

com
Z

My

wn(z) = E (&:;Pn) -1,

converge uniformemente nos discos D, = {z € C: |z| < r} de raio r arbitrério.
Dado r fixo, seja N = N(r) suficientemente grande tal que

Patl

<3 (2.17)

<1 € m
9 n

r

Gn

r

Gy

para todo n > . Tal escolha sempre existe pois a, — 00, quando n — 00, devido ao
fato que a seqiiéncia {ay} -, ndo acumula no plano finito e se encontra ordenada de
acordo com a desigualdade jo;| < |oy41).

Lemma 2.3, combinado com a desigualdade telescépica, resulta,

’E(i;pn) —1, < E(—z—;pn)—l
Cip Cin

Mp—1

o |Patlma=l o [Pt k
< = E 1+ |—
o o
il )'C=0 n
1\ Mn 1
P P+ P Pt
< My |1+ |— —
Oy G
prn+l
1/2 <
5 € Mnp | —
G

para todo z € Dg e m > N. Note que as condigdes (2.17) foram usadas no Lema 2.3 e
na estimativa do somatoério.
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Se p; satisfaz (2.11), entdo pela condigdo (2.17) temos

Pn+1

< mpe Pt < =,
n

2z

Qn

Ma

que implica na convergéncia uniforme da série £(z) em Dpg , e completa a prova do
Teorema 2.2.

O
Observagao 2.8 A representagdo da fungdo Gy € mais simples se a distribuicdo dos

. , . —X
zeros {an}or,, contando multiplicidades, for tal que a série E lan|™" converge para
n

algum A positivo. Neste caso, seja p o menor inieiro para o qual Z |oz,1|_p_1 converge.
n
Segue da demonstragdo acima que a série £(2) dada por (2.16) converge uniformemente

00
em compactos se p, = p < A pare todo n > 1. O produto infinito z™° HE (i;p) é
a-

j=1 7

uniformemente convergente e € denominado produto cendnico de genus p.

Antes de examinarmos outras propriedades associadas & distribui¢ao dos zeros de uma
funcao inteira, daremos alguns exemplos do Teorema da Fatorizagao.

Exemplo 2.9 A fungdosinmz se anule emn z = o, = n, n € Z e seus zeros sao simples.

2
s . 2 2 - .
Como a série E {—‘ = |z| E n~2% converge uniformemente, podemos escolher p, = 1
n
T

n
para todo n. Entdo o produto candnico

% = = 115(5n) 5 (5)
= = II(-g)en (e )
=
- +11(-%)

e em vista de (2.8),

co 2
sinmz = g0l H (1 — 55) (2.18)

n=1
para alguma fungdo inteira hy cuja determinagéo depende de outras informagdes sobre
a fungdo. Derivando amnbos os lados da equagdo (2.18) e dividindo pela prdpria equacdo,

temos
1

Z2—n

Teot e = h.’;—i—Z (2.19)

nez
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Derivando novamente, obtemos

1
—h! + Z (2.20)
sin® 7wz (z —n)*
nck
Agora, hfj é uma fung@o inteira, periddica de periodo 1, devido a (2.20), e mantém-se
limitada quando |z| — 00.% Pelo Teorema de Liouville, hy = 0. Além disso, hy = 0 pois
(2.19) troca de sinal pela transformagdo z - —=z , resultado em e"®) = 7 uma vez que
sinmz

lim
z=20 z

=T.

Exemplo 2.10 A reciproca da fungdo Gama de Fuler I™(z) é uma fungdo inteira com
zeros simples nos inteiros negativos. Analogamente ao ezemplo anterior,

I '(z) = M 2 ﬁ (1 + -;-ZL-) e~ /™. (2.21)
n=1

Por outro lado, usando-se repetidamente a relagdo funcionalT'(z+1) = 2['(2) obtém-se
a definigao de Gauss

resultando em

n
1z = nli_)rioloe_”“"z H (1 + ?)

j=1
— z(14+1/24-+1/n—Inn) —zfj
Jim e z H (1 + 3) e (2.22)
j=1
i 2
= e"’zz H (1 + —_) e'zlj
=1 I

onde

1 1
v = lim (1+§+---+;—lnn) = 0.5772156649 ...

n—roo

€ a constante de Fuler Mascheroni. Comparando (2.21) e (2.22), concluimos h(z) = vz.

5V&-se, ecrevendo z = x -+ iy, que esta fungdo nio cresce quando |z| — oo devido a periodicidade, e vai a zero quando
ly} = oo.
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2.3 Conexdo entre Ordem, Tipo e Coeficientes de Taylor

Nesta e na préxima se¢do, examinaremos a relacao existente entre a distribui¢do dos
zeros de uma funcdo inteira f , o crescimento do maximo modulo M(r; f) e o compor-
tamento dos coeficientes a, da série de poténcia.

Se P é um polinémio de ordem n, entdo

lim In M(r; P) <

Q0.
n—od lnr

Em contraposi¢ao, devido a infinidade de coeficientes ndo nulos em (2.2), o crescimento
de uma funcao transcendental f deve ser comparado com uma fungio que cresga mais
rapido que qualquer poténcia. Veremos nas defini¢bes e teoremas a seguir que é natural
comparar o crescimento das funcdes f e €™ com 0 < 7, p < 0.

Definicdo 2.11 Uma fungdo inteira f(z) € de ordem p se

lim sup Inln M(r; f) =p. (2.23)

n—oo Inr
Uma funcdo constante tem, por convenc¢do, ordem 0.

Definicao 2.12 Uma funcdo inteira f(z) de ordem positiva p (0 < p < o0) é do tipo T
se

lim supl—w =T. (2.24)

n—o0 T

A fungao f € dita ser de minimo tipo, tipo normal ou mdzimo tipo se 7 = 0,0 < 17 < 0
ou T = 00, respectivamente.

De acordo com estas defini¢bes, f(z) € de ordem finita p se, e somente se
M(r; f)=0 (erp_e) e M(r;fy=o0 (erﬁs)

para todo € > 0.
A funcao e‘”k, com a, k positivos, é do tipo e de ordem k. Ao passo que a funcgio

exp (e*) é de ordem infinita. A funcéo H (1 —¢"z), com |g| < 1, é de ordem 0 e as trés

n=1

[0 =« w

sao de ordem finita do tipo 0, @ e o0, respectivamente.

seguintes fungoes
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Existe uma intima relagdo entre o crescimento de f(2) e o comportamento da seqliéncia
{an}oo, dos coeficientes de sua série de poténcia. Isto é devido ao fato que M(r; f) é
essencialmente determinado pelo miximo termo da série (2.2) com |z| = 7. Para cada
r > 0, existe um indice v = v(r), denominado indice central, tal que

[ckzkl < e, 2|

sendo esta desigualdade estrita para & > v. O indice central é uma fungao monotona

crescente com v(r} — oo, quando r — co.
A domindncia do v-ésimo termo da série pode ser apreciada no seguinte exemplo de

funcdo de ordem p do tipo 1:

Fyz) = g‘ (p—’l) ™ (2.25)

Claramente ¥, é uma fungao inteira® cujos termos da série (2.25), calculados em z = r,
podem ser escritos como exp {g(n,7)}, onde
U, U
gly,ry=ulnr—- —in— ,
p pe
é uma funcado estritamente crescente para u < umax € estritamente decrescente para
N > Umax atingindo o valor méximo

g(umam T) = Tp:

em Umax = pre.
Note que g{umax,7), € consequentemente exp {¢{umax,7)}, 6 uma fungdo monotona
crescente em 7. Note ainda que o indice central v{r) satisfaz umax — 1 < ¥{r) < tmax + 1.
E um exercicio estimulante, porém demasiado longo para inclui-lo em todos detalhes,

dominar inferior e superiormente F,(r) pela integral de Laplace /exp {g(u,r)} du.

Observe que, desenvolvendo g(u,r) em série de poténcia em torno de u = wupa, até
segunda ordem

glu,r) =71 —

i
P _ .32 il
(rr = +0 ()
e substituindo na integral, obtemos a ordem dominante
F(r) ~ €& DOex _ 1 (prP —u)?} d
p i p 277 prf —u u

o [ 1,
~ e /_mexp{——zpzrpv}dv

= pV2rfl%e™

2p%reP

5Veja (2.3) para definigdo de raio de convergéncia.
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da formula assintdtica

M (r;E,) = Fy(r) = pV2r r?2 e (1 + 0 (1)) . (2.26)

Notamos ainda que o crescimento de F,(z) pode ser extraido a partir da taxa com
que seus coeficientes convergem para 0. Procedendo de forma analoga, vamos comparar
a sequéncia dos coeficientes {a,} da série de poténcia de uma fungdo f(z) inteira com
a seqtiéncia {n‘"/P}. Mais que um exemplo, (2.25) terd um papel instrumental na de
monstracao dos seguintes resultados.

Teorema 2.13 A ordem p de uma fungdo f(z) definida pela série (2.2) é dada por

nlnn
p = limsup —————~. 2.27
TP o (1/ Tan) 227

Prova. Iniciaremos mostrando que p < o, com ¢ denotando o lado direito de (2.27).
Suponhamos que ¢ é finito. Entdo, dado € > 0, existe N = N{e) tal que

nlnn
n(1/]al) =77
para todo n > V. Escrito de outra maneira,
|an| < n7/(eFe), n>N,
ou ainda,
|an] < Cn—n/(e+e) (2.28)

para todo n > 1, onde C = C(g) é uma constante apropriada. Assim, pela definigio de
M(r; f) e equagdes (2.2), (2.28) e (2.25),

M@ f) < laol+ ) laa]r"
n=1
< ag| + C Fy, ((Uee)”"r) ,

concluindo de (2.26) que p < g, com 0, = o + &. Como ¢ é arbitrério, temos p < o.
Note que se f é da ordem p = oo, esta relagdo implica em (2.27).
Para mostrar a desigualdade contréria, p > o, usaremos a férmula integral de Cauchy

f(2) M(r; f) (2.29)

ey |dz| <

1
|an| < —
2mi

|z|=r

Se p = 0, entdo p > o pois o lado direito de (2.27) é nio negativo. Suponhamos que
0 < p < oo. Dado € > 0, pela defini¢io (2.23), existe C; = C;(e) tal que

M{r;f) < Cy et
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para todo r > 0 que, combinando com (2.29), implica

|a,| < C) elminl™ < C) hlm) | (2.30)
onde
heain(n) = —pﬁ In % (2.31)
4 £

é o minimo da funcdo A(r,n) = r?* — nlnr que é obtido calculando A no ponto rp;, =

1/pe
(E) . Substituindo (2.31) em (2.30), obtemos

Pe
n —n/pe
wiza (2)™
ep

(3

Por conseguinte,

lim su nlnn < lim nlnn
m e —— 1 = Pe
mveo’ 10 (1/ [an]) = nooo In(1/Ch) + (n/pe) In (nfeps)  ©

e 0 < p. = p+ ¢, concluindo a prova do Teorema 2.13.
0

Teorema 2.14 Se a ordem p de uma fungdo f(z) € finite, entdo o tipo de f € dado em
termos de seus coeficientes pela seguinte erpressdo

1
7= — limsupn |a, |/ . (2.32)
€l noaoo

Prova. A prova deste teorema segue de maneira analoga ao anterior. Suponhamos que o
lado direito de (2.32), que denotamos por A, é finito. Entdo, dado € > 0, existe N = N(g)

tal que

k1]
— lanl’® < A+¢
ep

para todo n > N. Escrevemnos esta relagao para todo n > 1 como

-nfp
T
ol < © (epr\s)

escolhendo a constante C = C(¢g) adequada. Assim, pelas equagdes (2.25) e (2.26),

M(r; f) < lao| + C F, (AY?Pr)

concluindo que 7 < A, com A, = A + €.
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Para mostrar a desigualdade contraria, 7 > A, usaremos novamente (2.29). Se 7 = 0,
entao 7 > A é satisfeita por definicdo. Suponhamos que 0 < 7 < co. Dado £ > 0, pela
definicao (2.24), existe C; = C)(¢) tal que

M(r; f) < Cy el

para todo r > 0. Combinando este resultado com (2.29), temos

lan| < Cy gfmin(™ < Oy gkl (2.33)
onde
n n
bnia(n) = =7 In —— (2.34)

/p
. n
é o minimo da funcdo k(r,n) = 7.7 — nlnr, atingido no ponto r = ry;, = ( ) .

pTe
Substituindo (2.34) em (2.33}, obtemos

—n/p
lan| < C ( n ) .

eoT,

Segue desta expressio,

1 .. .
—llmsupn[an|'°/" < 7. lim Cf/n =7,
e n—co

n—ro0

e A < 7. =7 +¢, concluindo a prova do Teorema 2.14.

2.4 Distribuigio de Zeros do Produto Canodnico

Para medir a densidade de um conjunto que nao possui pontos de acumulag¢ao finitos,
introduzimos a seguinte

Definicao 2.15 O ezpoente de convergéncic o de uma sequéncia {aj};il de niumeros
complezos, com a; # 0 e cujo dnico ponto de acumulagdo estd no infinito, € o maior
limite inferior dos nimeros A para os quais a série

5 (2.35)

n=1 Ia_7|)‘

converge.
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Quanto mais rapido for o crescimento de |a;| tanto menor sera seu expoente o. Note
que, se (2.35) convergir para todo A > 0, entdo o expoente o = 0. Se, por outro lado,

(2.35) divergir para todo A > 0, entdo o = 0.
O somatdrio (2.35) com A = ¢ pode divergir ou convergir, como pode ser visto nos

exemplos, a; = j/# ¢ ; = (jIn7)'/*. Embora o expoente de convergéncia para ambas
seqliéncias seja o = p, o somatdrio (2.35) com A = ¢ diverge na primeira e converge na
segunda. As seqiiéncias {¢’} e {Ilnj} tem expoentes de convergéncia 0 e co, respectiva-

mente.
Antes de introduzir outras quantidades associadas a densidade de zeros, é oportuno

estabelecer uma relagdo entre o expoente de convergéncia ¢ e o género p do produto
candnico Gp. Da Observagdo 2.8 e Defini¢do 2.15, temos

p<o<p+1. (2.36)

Quando o é um inteiro, o = p se (2.35) divergir com A = o e 0 = p+1 se (2.35) convergir
com A =o.
Uma descrigdo mais precisa que o expoente ¢ para densidada da seqiiéncia {ozj};‘;1 é
dada pela fungdo
n(rif)=#{ieN, :|oy| <7}

que conta o nimero de elementos da seqiiéncia {crj};';lde zeros da funcdo f (contando
multiplicidades) no disco D, = {z € C: |z| < r}. Aqui, #A denota a cardinalidade do
conjunto A. Note que n(r) = n(r; f) é uma fun¢do monotona crescente e constante por

pedagos.
A fungéo n(r) define uma medida em R, formalmente dada por

dn(r) = Z 3(r — |oy|) dr,
Filogl<r

onde § é a distribuicdo delta de Dirac’. Podemos desta forma introduzir, para toda
fungdo continua g, a integral de Stieltjes

-
Irig)= [ as)dn(s) = 3 sllas). (237)
0 dilesl<r
Observe que a soma (2.35), que define o expoente de convergéncia o, pode ser escrita
como I{c0; g) com g(s) = s~
Defini¢do 2.16 A fungdo n(r) € dita ser da ordem p, se

Inn(r) -

p1 = limsup
T—00 Inr

TA fungao n(r) e suas derivadas s3o definidas no sentido de distribuigio, isto é, apds serem integradas com uma fungio
teste infinitamente suave com suporte compacto.
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A densidade superior A da sequéncia {aj}?;l ¢ definida por

A = lim sup n_(:"_)_ (2.38)

r—too TP!

Caso este limite exista (veja nota de rodapé 2), A é denominada simplesmente densi-
dade.

Para ilustrar o uso da fun¢do n(r), encerraremos esta se¢do com um resultado devido
a Borel.

Teorema 2.17 Se p € a ordem do produto candnico
s z
(2) 1:[1 (aj p) (2.39)

~ - - . A . o0
entdo p < g, onde o € o expoente de convergéncia da segiéncia {aj}jzl.
A demonstra¢do deste resultado requer a elaboragao de dois lemas.

Lema 2.18 A ordem p, da contagem dos zeros n(r), coincide como o ezpoente de con-
vergéncia o.

Prova. Em vista de (2.37), (2.35) converge se, e somente se, I(o0; s™*) converge. Por
integragao por partes

I(r;s™) = for fxdn(s) = ﬂlﬂ) + A for %ds. (2.40)

T

Inicialmente, vamos assumir que (2.35) converge. Entdo, os dois termos positivos no lado
direito de (2.40) convergem quando r — oo. Segue da convergéncia da segunda integral
que, dado € > 0, existe 79 = ro(€), tal que para todo r > 7,

* n(s) ® 1 n(r)
£ > f S‘\_+1_ds = TI,(T)[ Fds = pra
r T

pois n(r) é monotono crescente. Como € ¢ arbitrdrio, temos

lim _n('r) =0

T=—}C0 T'\

implicando em p; < o.
Para desigualdade no sentido contrdrio, p; > o, temos que

n(r) < Crer+e/2

para todo € > 0 e C = C{e) conveniente. Segue desta desigualdade que o lado direito
de (2.40) com A = p; + € é convergente ¢, portanto, o lado esquerdo também converge.

Novamente, com ¢ é arbitrario, o Lema 2.18 fica provado.
O
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Lema 2.19 O fator primdrio de Weierstrass E(z;p) satisfaz a estimativa

In |E(z;p)| < x|z"*! (2.41)
para todo z € C, onde x = x(p) <1, com k(0) =1 e sendo a desigualdade estrita para
p>1.

Observagido 2.20 Lema 2.19, na forma como enunciado, foi provado pelo presente
autor (M]. Trata-se da mais acurade estimativa global para o fator de Weierstrass.
Uma estimativa para o fator primdrio, devido a Nevanlinna [N], obtém a constante
 logaritmicamente crescente em p, x(p) = e (2+ Inp), e todos os teztos em andlise
compleza que conhego repetem sua dedugdo. Erzperimentos numéricos mostram que a
estimativa obtide em [M] estd prézima da saturagao. Entretanto, quando |z| > 1, é
conveniente substituir a estimativa (2.41) por uma com melhor comportamento em r,
mesmo que K se torne logaritmicamente crescente com p. Pela definigdo {2.9) e usando

In(l+z) <z sezx >0, temos

< K27, (2.42)

com £ = k'(p) = (2 + Inp).

Prova. Como a prova do Lema 2.19 é extensa, apresentaremos apenas uin esbogo (veja
[M] para maiores detalhes). Definimos

folr,0) = |E (re;p)|e~>" (2.43)

p k
= (1+7r2—2rcos@)exp( 2 T cosk® — krP+l
( o {230

k=1
para cada x > 0 e p > 2. Estimativa 2.41 segue se existir algum < = x(p) < 1, tal que
fe(r,0) <1

é satisfeita para todo — vt <@ <7Ter>0.
Por inspecgdo, temos

1. f(0,0)=1,
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2. fe(r,0) 20,
3. f(r,8) — 0, quando r — oo.
Além disso, para todo —w < @ < T,

74(0) = cos@ + EcospB:I:D

1
2(p+1)

sao extremos nao—triviais de fc(r,8) se D > 0, onde

1 2 1
2_ — ————— e —————————— — —
D* = (cos@ 2t l)ncospﬁ) + 3 CEN cos(p— 1) — 1.

A andlise em [M] conclui que, excluindo (0, 0) e tomando & tal que satisfaga as relagdes
K] < & < Ko onde

1 T 1
K1 = ——— |1+ cosec e =1- —,
: 2(p+1)( (p+l)) & p+1

o ponto (r,8) = (r4(0),0), com

¢ 0 tinico maximo de f.
O Lema 2.19 fica provado se existir & tal que

fK (T+(0):0) S 1 )

que em vista de (2.43), é implicado pela relagio

-y 1 k 1 p+1
;3(1+(p+1)n) 5”(1+m) +Ink(p+1). (2.44)

Apds um pouco de massagem, é possivel mostrar que existe

—INP -1
P p—1 T
= — 1 1+211 —_—
T 4(p+1)[ +( * ( +cosec(p+1)) )]

satisfazendo k) < k3 < Kg, tal que (2.44) é vélida para £ = 3. Como

~(p) < (o) =p{g(1'+—1)} <1

o resultado fica demonstrado. Os casos p = 0 e 1 podem ser obtidos diretamente, com
k(0) =1e k(2) =1/2.
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Prova do Teorem 2.17. Seja p o menor inteiro para o qual a série

z= Z ,a’] |P+1 (2'45)

converge. Trataremos apenas o caso p > 0 uma vez que para p = (0 a prova segue de
maneira andloga, porém mais simples. Pela desigualdade (2.36) e Lema 2.18, temos

p<m<p+L

Suponha que p; < A < p+ 1. Entao pela Definigdo 2.16, existe uma constante C = C'(A)
tal que

n(r) < Cr?, (2.46)

para todo r > 0.
Segue do Lema 2.19 e equagao {2.42), que o produto infinito (2.39) satisfaz, para todo

z € € com |z| =r, a desigualdade

oQ
In|O(z)| = Y In E(i; )‘
=1 @
D DI
P p+l1
siasicr 1241 et 193]

= K'rP ' @ds + g Pl ” @ds
0 sP r SP+1

Usando (2.46) seguido de (2.40), temos

: ARG w1 [T nls)
In|I(z)] < (n+n)n(r)+pnrpf0 Sp+1ds+(p+1) k¥ /T sP+2dS
* 1
! ! A—p—1 +1
< (n+n)n(r)+(0pnrp[0 s"Pds 4+ (p 4+ 1)k r? /; Sp+2-,\d3)

(p+ 1k k'
< ! A
C(n-{—m +;0 33 - ™, (2.47)

implicando que a ordem de II(z) ndo excede A e, portanto, ndo excede p; = o (devido
ao Lema 2.18). Lembre que A é um numero arbitrario tal que p; < A <p+1.
Para p) = p+1, II é um produto canénico e a série (2.45) converge por definigéo, de

forma que
n(r) n(s)
T%TPH =0 e /; sP+2d § < 00,
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Em vista disso, usando o mesmo procedimento,

=5
Qj

r «© 1
< (k+&Mmlr)+C (prz’r”-/; s7%ds + (p + 1)k rP™! [ Edb‘)

(p+1r | pr )Tpﬂ_e

In[(z)] = > In
=1

+

< C(H.+fc'+
€ l1—-¢

implicando que II é no maximo da ordem p + 1 de minimo tipo.

2.5 Teorema de Hadamard

Nesta secio apresentaremos a versdo refinada do Teorema da fatorizacao de Weierstrass
devido a Hadamard. O refinamento, que se aplica somente &s fung¢des inteiras de ordem
finita, consiste no seguinte

Teorema 2.21 Uma fung@o inteira f{z) de ordem p finita pode ser representada na
forma

f(2) = ePFGo(2)

onde P é um polindmio de grau g < p e
e 2
Go(z)=2™ || E (—;p) 2.48
H o (2.48)

é o produto candnico de f com {o;} suas raizes ndo nulas, mp a multiplicidede da raiz
z=0¢ep<p. Sep ndo for um inteiro, entdo p é igual a ordem o de Gy e g < [p].8 Se
p for um inteiro, entdo pelo menos uma das duas quantidades, ¢ ou o, € igual p.

Na seg¢io anterior, vimos que o Teorema 2.17 estabelece que p; = o > p' onde ¢ é a
ordem de (. Para demonstrar o Teorema 2.21 a desigualdade oposta o < p' deve ser
estabelecida. Para isso precisamos de um resultado conhecido como Teorema de Jensen.

Além disso, notamos que a ordem p de uma funcdo f fornece apenas um limite superior
para a densidade dos zeros de f. Um exemplo critico é a fungéo eF(*) da ordem do grau do
polinémio P mas que nao se anula em parte alguma do plano complexo. Uma dificuldade
relacionada a esta questdo é encontrar uma limitagdo inferior para In |[I(z)| na forma

(2.47).

SDenotamos a parte inteira de um niimere = € R por [z].
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Teorema 2.22 Seja f(z) uma fungdo inteira com f(0) # 0 e raizes {e;}. Entdo,

2m
1 In If (reig)l df = In|f (0)] + N(r; f) (2.49)
2m Jo
onde
ds

= ¥ ol = [ w9 T

Frloj|<r

Prova. O Teorema de Jensen é um caso especial do principio do argumento, que, por
sua vez, ¢ uma aplicagdo do Teorema do residuo.

Seja {aj};“zl o conjunto das raizes de f (contando multiplicidades) em D, e suponha
que nado haja raizes na fronteira I' de D,. Entdo, existe uma fungio F(z), que é regular
e ndo se anula em D,, tal que

m
~[[e-eF
=1
Usando o Teorema do residuo para a derivada logaritmica de f

- L F()
Z (z — aj‘) F(z)’

Jj=1

encontramos para integral de contorno

1 [rE,
2mi ) T2 dz = n(r; f). (2.50)

Note que, se € for um trajeto de z; até z;, entao

f'(z)

= In f(2) — In f(z)
= arg f(z3) — arg f(z,) = Ac arg f(z). (2.51)
Portanto a integral (2.50) mede a variacao do argumento da fungdo f ao longo do

contorno fechado T
Em geral, se g(z) for regular em D,, entéo

RN C
57 L9 f 9(s) dn(s) (2.52)

O Teorema de Jensen segue tomando g(z) = Inz com uma escolha apropriada de T
Nesse caso, note que, integrando por partes o lado direito da equacg@o (2.52), temos

/Or Insdn(s) =Inrn(r) +/0r n(s) f_if (2.53)
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Como In z assume multiplos valores, o contorno do lado esquerdo de (2.52) deve ser
substituido por I' = '+ onde I é um trajeto rente ao eixo real positivo de 7 — 0 até
7410, contornando a origem. O logaritmo é determinado de maneira tal que In (1) = 7.
Temos,

1 flle . _ 1 [ f(z) L . f'(z)
oy ulnz (2 dz = 57 /o Inz o) d:r;—% | (Inz + 27i) e dz
T f,(I) _
./0. (o) dz =In f(0) — In f(r), (2.54)
e, integrando por partes,
1 f'(2) 1 1 dz
% Flnz f(z) dz = %Ar‘ (1[12 lnf(z)) — %\/F].Hf(Z) ?
27
= lnf(r)+m(1nr+2m)—2if In f(re®)dd (2.55)
T Jo

Juntando as equagdes (2.53), (2.54) e (2.55), com n(r) = m, e tomando a parte real,

obtem-~se (2.49).
a

Teorema 2.23 A ordem do produto candnico Go(2) € dada pelo ezpoente de convergén-
cia o da seqiéncia {a;}72 .

Prova. Em vista do Teorema 2.17, basta mostrar que a ordem p' do produto canédnico
(2.39), satisfaz a desiguladade p' > o.
Tomando o supremo sobre & do integrando em (2.49), obtemos a desigualdade

In M(r;II) > In|f(0)| + N(r;TI) , (2.56)

que por sua vez pode ser limitada usando o fato que II(z) é de ordem p'.
Como n(r) é monotono crescente, pela definicio de N(r) temos

NIy = forn(s)%

> [ a9

> n(r/e)J[T %; —n(r/e) . (2.57)

e

Combinando (2.56) e (2.57) com a Defini¢do 2.16, e usando Lema 2.18, temos

o= p = limsup L/e) < limsup
raoo INT/E r—300 Inr

Inln M(r; T1
nln M(r;T) _ . (2.58)
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de onde segue o resultado.
O

A seguir obteremos uma estimativa inferior para In |TI(z)| do mesmo tipo que a esti-
mativa superior (2.47).
Teorema 2.24 Dado {aj};il e um nimero k > 0, considere a sequéncia de discos

R ) . -k,
{.DJ}J.=1 centrados em o; e de raio "

Di={zeC:|z—~a;] <a;*}.

Se I1(z) € o produto candnico de género p cujos zeros sdo dados pela seqiéncia {aj};il
de expoente o, entdo, pare todo £ > 0, eziste uma constante C = C(e,p), tal que a
estimative inferior

In|Tl(2)| > —C |2|°** (2.59)

é satisfeita para todo z € C\ |J; D;.

Prova. Precisamos de mais algumas estimativas para o fator primario de Weierstrass.
Fixamos § = 27/(+1)_ Lema 2.3 implica na desigualdade

In|E(z;p)| > In (1 — |2[**1) (2.60)

para |z| < 8 < 1. Para |z| > 3, tendo em vista que |z|! < 8777 |2|7, j < p, e procedendo
de forma andloga a (2.42), temos

P |0
In|E(zp)| > lnll—zl—Zﬁ
— J
=1
r ﬁj
> Infl—2{=B7P> — |2
— J
=1
> Infl -z -£" |27, (2.61)

onde " =2 (1 + Inp).
O que segue é muito semelhante ao que fizemos na prova do Teorema 2.17:

5(a7)
;

> > [ln‘l—%

Filog|<r/B

— Z lnl _|i|
|es1

Jilej|<r/B

n|d(z)l = > In
i=1

()] o (1 - (m))

Files|2r/B

/8 1 co +1
— rs”r’"/ —dn(s) +/ In (1 — (t)p ) dn(s) ,
0 sF riB )
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Integrando por partes as duas integral acima, e levando em conta que para s > r/f,

temos
gP+1

p+1 _ p+l P+l ptl _ 7
8 rPtl > 5 (Bs) 7

devido a defini¢do de 3, podemos estimar a equacao acima por
n|Oz)| > > In — B(r/B) (2.62)

Jilag|<r/B

-
||

onde B(r) é o lado direito da primeira equagdo em (2.47) com & = 2 e «’ substituido
por 25”. Na prova do Teorema 2.17, ficou estabelecido que, dado € > 0,

B(r) < Crote (2.63)

para todo r > 0, contanto que a constante C' = C{g, p) seja escolhida convenientemente.
Resta—nos, portanto, estimar o somatério em (2.62) . Para z € C\ |, D;, temos

——ln/l —i—| = —Inlla] - |z|| + In]ay

< (k+1)njoy,

de onde segue

S ln/l _lal
|a]

jilegl<r/B

< (k+1) f " 1n s dn(s)

= (k+1){n(r/B) Inr/B— N(r/B)}  (2.64)

Como ambos termos n(r) e N{r) satisfazem uma estimativa da forma (2.63), Teorema

2.24 segue das equagdes (2.62), (2.63) e (2.64).
O

Prova do Teorema 2.21. Equagio (2.8) é a forma mais geral de uma fungio inteira G.
Se f é uma funcdo da ordem p, podemos escrevé-la como

f(z) = M Gy(2),

com Gy o produto candnico (2.48). Segue dos Teoremas 2.23 ¢ 2.24 que Gy é da ordem
do expoente de convergéncia o dos zeros de f e satisfaz (2.59) para todo z € C\ | J; D;.
Além disso, temos ¢ < p em vista do fato que a estimativa (2.58) pode ser aplicada com
f no lugar de II

Para provar o Teorema 2.21, resta—nos mostrar que h(z) é um polindmio de ordem
p < p. Para isso vamos usar a estimativa inferior (2.59). Se no Teorema 2.24 k for tal
que a soma
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dos raios das regides excluidas D; é finita (basta tomar & > o), entdo existe uma
seqiiéncia de nimeros positivos {RJ'};L tal que lim R; = co para os quais a estimativa
) j—oo

(2.59) é vilida para |z| = R;. Consequentemente, dado € > 0, podemos encontrar
constante C) = C}(¢) e Cy = Cy{e)} tais que

Re (h(z)) = In|f(z)] = In|ll(z)| —moln|z|
< Cy |27+ Cy |**

é satisfeita para todo z tal que |z| = ;; com j > 1.

Agora, por um resultado analogo ao Teorema de Liouville, se a parte real de A nao
cresce mais rapido que um polinémio para uma seqiiéncia de pontos que acumula no
infinito, entdo A é um polindmio de grau p < max(p, o) = p, concluindo a prova do

Teorema 2.21.
(]

Observacao 2.25 Segue do Teorema 2.21 que se p ndo for inteiro, entdo f é de mini-
mo, a ou mdzimo tipo conforme a densidade superior A dos zeros de f assume, respec-
tiwwamente, os valores 0, a ou co. Esta conclusdo ndo é vdlida se p for inteiro como pode
ser visto pelos Ezemplos 2.9 e 2.10. Em ambos exemplos n(r) = O (r) implicando em A
finito. Entretanto, sinwz € da ordem 1 de tipo normal e ["'(z) é da ordem 1, contudo,
pela conhecida formula de Stirling,

InT~(z) = (z—- %) lnz—z+%ln27r+0 (1) :

rA

de mdzimo tipo.
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Caracterizacdo das Funcoes de Hermite—Biehler

Se as raizes de um polinémio P sao reais, entao, pelo Teorema de Rolle, todas as raizes do
polinémio P’ sdo reais e se entrelagam com as raizes de P. O Teorema de Rolle também
se aplica as funcgdes inteiras reais! f de ordem finita exceto que o entrelacamento entre
as raizes de f e f' pode néo ocorrer no intervalo contendo a origem (veja Teorema 14.3.1
em [H]).

O objetivo deste capitulo é caracterizar uma classe de fungdes inteiras com zeros
no semi—plano Smz > 0 e cuja derivada pertence a esta mesma classe. Para isso in-
troduziremos a classe de fungdes HB de Hermite-Biehler. As funcdes inteiras que sio
aproximadas uniformemente por polindmios tem um papel importante nesta caracteri-
zagao. Seguiremos aqui a teoria desenvolvida em parte por Laguerre e posteriormente
completada por Lindwart e Pélya.

Faremos uma descrigao detalhada da subclasse P* das fungdes de Hermite—Biehler
que sido obtidas como limite uniforme de polinémios com raizes no semi—plano superior.
Veremos, em particular que as fungdes f € P* preservam as relagoes de majoragio e
subordinagao.

Praticamente todos estes resultados obtidos serao, em seguida, estendidos para a classe
das fungdes inteiras HB,, de Hermite—Biehler de n varidveis. Descreveremos, em partic-
- ular, as condigbes necessdria e suficientes para que uma fungio inteira f(z) pertenga a
subclasse P das funcdes de HB,, que sio aproximadas uniformemente por polindmios
nas n varidveis z = (21,...,2,) e cujas raizes se encontram no poli-semi-plano supe-
rior Smz; 2 0, 7 = 1,... ,n. Estudaremos também a forma geral dos I'*—operadores
multilineares que preservam a relagio de majoragdo em F.

!Uma fungdo inteira f é dita ser teal se f(z) assumir valores reais para todo z € R. A série de poténcia de uma funcio
real é formada com coeficientes reais.
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3.1 Teorema de Hermite-Biehler
Um polinémio
W(z)=cot+ecz+- - +cz"
com coeficientes complexos ¢; = a; + ib;, pode sempre ser escrito na forma
W(z) = P(z) + iQ(z) (3.1)

onde P e (Q sdo polindmios reais com coeficientes aj e b;, 7 =1,... ,n, respectivamente.

Para que W(z) ndo tenha raizes no semi-plano inferior Smz < 0, é necessdrio e
suficiente, segundo o Teorema de Hermite—Biehler, que as seguintes condigées sejam
satisfeitas:

1. As raizes de P e ) sio todas reais, simples e entrelacadas.?
2. A relagao
Q'(z0) P(zo) — Q(z0) P'(z0) > 0 (3.2)
seja satisfeita para algum nimero zy € R.

Observe que, devido ao entrelagamento das raizes, se a relagao (3.2) for satisfeita em
zo, entdo ¢é satisfeita em todo eixo real. Para isso, seja {a;}7-; e {B;}], as raizes dos
polindmios P e (}, respectivamente, tais que

o <fri<ay<fo< < P

Como a diferenga entre os nimeros £ — a; e £ — f; tem o mesmo sinal, §; — a; > 0,
qualquer que seja j € {1,...,m} e z € R, a diferenga das reciprocas destes nimeros
(z — ;)" = (z — B;)”" é sempre negativa.® Portanto,

P(z) Q=) _ e 11
Po) o) " (e aom) <° 43

implicando a desigualdade (3.2) para todo z € R.
Com a finalidade de estender o Teorema de Hermite-Biehler para as fungdes inteiras,
a seguinte classe de fungoes é relevante.

2Dois polindmio tém raizes entrelagadas se entre duas raizes sucessivas de um polinémio existe apenas uma raiz do

outro.
_ax>0ebraeblcalebti-alco
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Definicao 3.1 Umae fungdo inteira f(z) € dita ser da classe HB se nenhuma de suas

raizes estiver no semi—plano inferior Smz <0, e se

}f (2)
(2)

para todo z tal que Smz > 0. Aqui f(2) € a fungdo inteira obtida a partir da série de

poténcia de f(z) pela substituigdo dos coeficientes ¢, = a,+1ib, de f(z) por seu complezo

conjugado T, = a, — 1b,.

<1 (3.4)

De maneira andloga a (3.1), escrevemos
f(2) = A(z) +iB(2),

onde A e B sdo fungbes reais inteiras com série de poténcia formada pelos coeficientes g,
e b, respectivamente. Segue desta decomposi¢io que f(z) = A(z) — iB(z). Além disso,
se

h{z) = , (3.5)

entdo a condi¢do necessdria e suficiente para que a funcgio

f2) _ 1+ih)
7(2) 1-— ih(z)

w(z) =

mapeie o semi-plano superior $m z > 0 no interior do circulo unitirio é que A mapeie
o semi—plano superior Sm z > 0 nele mesmo. Para isso, note que

2 (1—9mh)®+ (Reh)? o1
(1+Smh)? + (Reh)?

1 +zh
1—1h

A

se, e somente se Smh > 0.
Consequentemente, para que uma funcio f = A + iB seja da classe HB, a condig¢io
necessaria e suficiente é que a fungdo meromdrfica (3.5) seja representada como no

seguinte teorema.

Teorema 3.2 Uma fungdo meromdrfica h{z) mapeia o semi-plano superior Smz > 0
nele mesmo se, e somente se, puder ser escrita na forma

=3 (0-5) (0-5) e

ondec>0eq; < fB; <ajy1, JEZL, com P <0< .
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Prova. Vamos inicialmente mostrar que a condigdo de entrelagamento de o; e 3; implica
na convergéncia do produto infinito (3.6). De acordo com os Lemas 2.6 ¢ 2.7, o produto
converge uniformemente para uma funcido meromérfa se, e somente se, a série

{0-2) (-2 f-50-2) G-3)

convergir uniformemente em toda regido fechada e limitada de C que nao contenha os
pontos {a;}. Para isso, pelo teste de Weierstrass, basta mostrar que a série numérica

1 1)
s=S [~ _ 2L
g(%‘ B;

é convergente. Seja €1 = min; (oj41 — @), €2 = miny (G;41 — B;) e M = max; (8; — o).
Se € = min (e, £2), temos |o; 85| > €2 |j]* e

L — 2M 1 M
SZZﬁJ ajs 22'_2:7;2’
prille & md ¢

concluindo a demonstragao da convergéncia.
Além disso, para cada j fixo, o argumento

by =arg—F =arg(s— ) ez ~ o)
o

é igual ao angulo subentendido pelo segmento [}, 8;] do eixo real que forma a base do
triangulo com vértice em z. Da condigdo de entrelagamento segue

0 < argh(z) = E ¢ <m,

j=—00

provando, desta forma, a condicdo suficiente do teorema.
Suponha agora que A(z) mapeie o semi-plano superior 3m z > 0 nele mesmo. Ento

0 <argh(z) <m,

e pelo principio do argumento, a fungio 2(z) ndo tem polos ou zeros nesse semi-plano
pois, caso contrdrio, a variagdo do argumento A¢ argh(z) ao longo de um contorno
fechado C contendo um polo ou zero de h causaria um acréscimo de 27 (veja equagoes
(2.50) e (2.51)). A funcdo A(z) também nio tem polos ou zeros no semi-plano inferior
Sm z < 0, por simetria. Os polos e zeros de h(z) se encontram, portanto, no eixo real.
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Para Smz < 0, temos
—m <argh(z) <0,

e a variagdo do argumento Ac arg Az} ao longo de qualquer circuito fechado C, incluindo
segmentos do eixo real, nao pode exceder 2m em valor absoluto. Como a contribuigio
para o argumento devido aos polos tem sinal contrario da contribuicao devido aos zeros,

Acargh{z) =2r(n—m} ,

com n e m o nimero de zeros e de polos, respectivamente, segue que os zeros e os polos
devem estar entrelagcados uns aos outros.
Considere agora o produto infinito

-1
_ 2y _i _.f..
k(z)_z—ﬁo#o(l 5:;) (1 %') ’

cujos zeros e polos coincidem com os de A(z). O produto infinito converge para uma
fungao meromorfica que mapeia o semi-plano superior $m z > 0 nele mesmo. A fungio

x(z) = %

é uma funcao inteira que nao se anula em nenhuma regido do plano complexo e satisfaz

larg x(2)] < |arg A(2)| + larg k(2)| < 2.

Por conseguinte, a fungéo u(z) = In x(z) mapeia o plano complexo na faixa contendo
o eixo real |Smu| < 27 e, pelo Teorema de Liouville, = é uma constante, concluindo a
prova do Teorema 3.2.

a

Observacao 3.3 Segue do Teorema 3.2 e da argumentacdo que o antecede, que se f €
HB e se A e B forem representadas em termos de seus produtos canénicos

A(Z) = aeP® (z —ao) [] B (ip)

com P(0} =Q(0) =0, entdo bfa=c>0 e

Q(2) — +Z{

J#0
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A classe de fungbes HB, de acordo com a Definigdo 3.1, exclui a possibilidade de ter
zeros no eixo real. A seguinte defini¢do permite essa possibilidade.

Definigdo 3.4 Uma fungdo inteira f(2) é dita ser da classe HB se néo tiver raizes no
semi-plano inferior aberto Smz < 0 e satisfaz a condigcdo

f(2)

‘__q

oS h (3.7)

para Smz >0

Note que a razdo em (3.7) pode assumir valores na circunferéncia de raio unitdrio.
Note também que as raizes comuns a f(z) e f(z) sio reais. Entéo, se II(z) é o produto
candnico associado a estas raizes, f(z) = II(z) g(z) é da classe HB se, e somente se,
g(z) € HB. Convém notar ainda que, se {f,} for uma seqiiéncia de funcdes da classe
HB que converge uniformemente para f em cada regiio compacta de C, entdo f € HB.

Antes de enunciaremos uma versio do Teorema de Hermite-Biehler para fungdes
inteiras introduziremos a seguinte

Definigao 3.5 Duas fungdes reais inteiras A(z) e B(z) formam um par real de funcies
se

1. A e B ndo tém zeros comuns,

2. os zeros de qualquer combinagdo linear pA(z) + vB(z), com coeficientes p e v
reais, forem reais.

A(z) e B(z) formam um par real generalizado se somente a condicdo 2. for satis-
feita.

P

Teorema 3.6 Para que uma fungdo f(z) = A(z) + iB(z) seja da classe HB (HB) ¢
necessdrio e suficiente que A e B formem um par real (generalizado) e que a relagdo

B’(IU) A(IL‘U) — B(Io) A’(.’Eg) >0 (38)

seja satisfeita para algum zo € R

Prova. Para provar o Theorema 3.6, basta notar que, se A e B formam um par real,
h(z) = B(z)/A(z) nao assume valores reais se Smz # 0! e, em vista do fato que (3.8)
implica A'(z) > 0, h(z) mapeia o semi-plano superior nele mesmo (veja equagio (3.3)).
Assim w(z) = (1 +ih(z)) / (1 — ith(z2)) satisfaz (3.7) ou (3.4) dependendo se A e B nido
tenha ou tenha raizes reais comuns, respectivamente. Por conseguinte, f(z) € HB (HB).

A condigfo necesséria é provada revertendo os passos anteriores. Se f(z) € HB (HB),
entdo f(z) e f(z) ndo tém zeros complexos em comum e satisfaz a desigualdade (3.4)

1Suponha o contrério, h{zo) = B(z0)/A(z0) = &, com a € R e Sm zo # 0. Entdo aA(zg) — B(zg) = 0 e a hipétese de
A e B seremn pares reais € violada.
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(ou (3.7)). Entdo, as fungdes reais A{z) e B(2) também nio tém zeros complexos em
comum e a razao h(z) = B(z)/A(z) é uma fung¢do holomérfica no semi-plano superior
com Sm h(z) > 0 para Smz > 0. Assim, h(2z) toma valores reais apenas no eixo real
e os zeros da combinagdo linear uA(z) + vB(z), com u, v € R, sdo reais, concluindo a

prova do Teorema 3.6.
O

3.2 Funcgoes Uniformemente Aproximadas por H—Polinémios

Uma classe especial de fungdes inteiras pode ser obtida considerando o limite de seqiién-
cias de polindémios, uniformemente convergente em todo dominio limitado e fechado de
C, e cujas raizes pertencem a um determinado conjunto. Os primeiros estudos nesta
direcdo foram desenvolvidos por Laguerre. Os trabalhos de Laguerre e Pdlya, carac-
terizaram completamente a classe de fun¢des que sdo aproximadas uniformemente por
polinémios com raizes reais. Posteriormente, Lindwart e Pélya mostraram que a con-
vergéncia uniforme de polinémios em algum disco Dg implica na convergéncia uniforme
em qualquer subconjunto limitade do plano complexo.
Iniciaremos com o seguinte

Lema 3.7 O conjunto de polindmios

Pn(z) = ﬁ@- z ) (3.9)

j=1 Cjm

= l4+cimz+- -+ cp,mz™

satisfazendo as condigdes

M
Z |ajm| ™ < M (3.10)
j=1

e |cjm| < M para todo j € {1,2,... ,p} com p—1<p < p, forma uma familia normal

em C. °

Prova. Pelo Lemma 2.19 e equagdo (2.42), o fator primdrio de Weierstrass satisfaz a
desigualdade global

E(w;p) < et (3.11)

SUma familia {fn} de fungdes regulares em um dominio D é dita ser normal em D se a cada segiléncia de fungdes
desta familia contiver uma subseqgiiéncia que converge uniformermente em cada regido limitada e fechada de D.
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com « = x(p), para algum p tal que p < p < p+ 1. Segue das definigdes (2.9) e (3.9)

fi(59) = rofen e+ L ()]

j=1 NG =1 i
1
= P,(z)exp {sl,mz +--4 —s,,,mz”} , (3.12)
D
onde
Skm = Z ok (3.13)
=1

é a k-ésima soma de Newton. Aplicando a desigualdade (3.11) em (3.12), tendo em vista,
(3.10), resulta

P(z)exp {Sl,mz +-+ %Sp,mzp} <exp{xM|z|"} . (3.14)

Usando recursivamente as férmulas de Newton

kCkm + Ck—1,mS1,m + -+ ClmSk—1,m + Skem =0,

k=1,2,...,nm,, podemos expressar Sk, em termos dos coeficientes de Fp,:
Sim = —Cim
Sam = —2Com+ Cim (3.15)
— 3 -
S3m — —303,"1 + 3Cl,mc2,m — Cl,m
2
S4m = —4Ctm + 4C1LmCam + 265, — 4C nCom + Sy

e assim por diante. Como ¢;,, é uniformemente limitado por M, existe constantes o,
7=1,...,p, tais que

Substituindo esta limitagio em (3.14), temos
1 2 P
|Pn(2)| <expsoylz|+---+ g—)crp |2|” + kM |2|° 5,

implicando que {P,,} é um conjunto de polinémios limitados em cada regido compacta

do plano, constituindo, por sua vez, uma familia normal em C.
1

Observagio 3.8 Devido ao fato de {Py,(2)} ser uma familia normal, a convergéncia
untforme para f(z) em alguma vizinhanga da origem implica, por um Teorema de Stielt-
jes, na convergéncia uniforme em cada dominio limitado. Se p em (8.10) ndo for um
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inteiro, entdo o género p da fungdo inteira limite f(2) ndo excede a parie inteira [p] de
p. Se p for um inteiro, entdo

f(z) = e 7 ®(2) (3.16)
onde 7y € uma constante e € uma fungao inteira cujo género ndo excede p — 1.

Teorema 3.9 Para que ume fungdo nteira f(z) seja uniformemente aprozimada, em
cada dominio limitado, por polindmios cujas raizes se encontram no setor S(61,6;) =
{z€C:0, <argz < 6y}, com |6, — 01| < m, é necessdrio e suficiente que f seja repre-
sentada por

Flz) = ca™e " ﬁ (1 - i) (3.17)

O."
j=1 7

onde {a,} sdo os zeros de f em S(61,6;), 6 < —argo < 6y e

Note que, devido a condigdo |§2 — 6;| < 7, o Teorema 3.9 ndo inclui o caso de maior
interesse no qual as raizes dos aproximantes se encontram todas no eixo real. A inclusio
deste resultado no texto ocorre por razoes pedagégicas. O teorema pode ser colocado
no contexto da classe HB das funcGes de Hermite-Biehler se o setor S(8;,8;) estiver
inteiramente contido no semi-plano superior ¥m z > 0. Note que a representagio (3.17)
é do tipo exponencial.5 A seguir, demonstraremos o Teorema 3.9 brevemente.

Prova. Sem perda de generalidade, vamos assumir que os polinémios aproximantes
Po(z)=1+cimz+  + Cppm2™,

ndo se anulam em uma vizinhanga da origem e que P,(0) = 1. Vamos ainda assumir
que ) = —m + 6, e §, = ™ — §;, para algum 6, > 0.
Segue da hipdtese de convergéncia de P, em algum disco Dg, que lim cg,n = cx. Em
m—00

particular, para & = 1 temos |¢1,| < M, e em vista das formulas (3.15) e (3.13),

i 1 Ttm 1
dom— <D — (<M.
k=1 Ck,m k=1 Ck,m

. -1 . —
Usando a desigualdade |a; | sinéd < Sm aj,,ln, temos

“~ |agm| ~sind’

5Uma fungio inteira f(z) é do tipo exponencial se f nio exceder o tipo normal da ordem 1.
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Lema 3.7 e Observagio 3.8 implicam que a seqiiéncia { P, } converge uniformemente em
cada regiao limitada e fechada do plano complexo para

f(2) =ce—“ﬁ (1— f;) ,

j=1

com os zeros o, sendo limites das raizes de P, e, por conseguinte, satisfazem —w +46; <
arga; < 7 — 4;. Por uma argumento um pouco mais extenso, pode—se mostrar também

que -7 + 4, < —o < m — &), concluindo a prova do Teorema 3.9.
O

Consideremos agora o caso mais delicado, |§; — #;| < 7, porém mais importante.

Definicao 3.10 Um polinémio que tem o semi-plano inferior aberto Smz < 0 livre de
raizes é denominade H-polinémio.

Note que, se as raizes {o;},_, de um polindmio P(z) sdo tais que Smo; > 0, entdo

P(z) z Z—
/}3(3) JI;‘[ Z—0
_ = [ [Re(z — )2 + [Sm (z — o) 1/2
a H { [Re (z — o;)]? + [Sm (2 + aj)]E} <1, (3.18)

=1
para $m z > 0. Assim, um H-polinémio P(z) pertence a classe HB.

Teorema 3.11 Se uma segqiéncia {Fn(z)} de H —polindmios converge uniformemente
em alguma vizinhange Dy de origem para ume fungao f(z) ndo nula, entdo converge
uniformemente em cade dominio limitado de C. A fungdo limite f pertence d classe
HB, e pode ser representada por

flz) = czme—"fﬂﬂzﬁ E (i; 1) , (3.19)
=1

. G5
j= 7

ondey>0e

Além disso, se as raizes dos H-polinémios forem todas reais, entdo os zeros de f(z)
sao reais e Sm G = 0.

O’JI

Prova. A seqiiéncia de polinémios {Qn(z)} dada por

_ Pu(z—ia)
Qm(z) = Po(—ia)

= l4+eimz+- -+ Crpmz™
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com 0 < a < &, converge uniformemente no disco Dj_,. Consequentemente, os coefi-
cientes ¢;,, tendem a um limite quando m — oo e existe 0 < M < co tal que |¢),m] < M
para todo m € N, .

Tomando a parte imagindria da primeira equacdo de (3.15) e considerando que as
raizes de um H-polindmio localizam-se no semi—plano superior, temos

fim 1 m —

s — 10
=1 A m + 10

de onde se coneclui

Tim N

Z a < Z Im Clij2,m+‘|;;' < M,

2

implicando que a seqiiéncia de polinémios {Q,(z)} satisfaz a condi¢do (3.10) do Lema
3.7 com p = 2. Pelo Lema 3.7 e Observacdo 3.8, esta seqiiéncia converge uniformemente
em cada regido limitada e fechada do plano para a funcado f (z — ia) / f(—ia) que admite
ser representada por (3.16) com p = 2. Logo, f(z) tem a forma (3.19).

Agora, f(z) € HB pois é o limite uniforme de uma seqiiéncia de H-polindémios, que
por sua vez, pertencem a classe HB. Resta, portanto, mostrar que v > 0.

Inicialmente, suponhamos que as rafzes de P, sdo reais e, sem perda de generalidade,
que f(z) ndo se anule na origem (m = 0 em (3.19)). Usando a segunda equagio de
(3.15), temos

_ —Fn(0) Pu(0) + PR(0) _ z’": 1

8o =
> PZ(0) aal,
e, devido a (3.19),
_ = F(0) £(0)Y + £2(0) = 1
89 = f2(0) = 2’Y+J;a? (320)

Como os coeficientes da série de poténcia de P, tendem a um limite, para todo inteiro
positivo N, temos

N

N

1 1 .
2 g7 = dm D S i sam = o2,
i=1 .7 j=1 Jm
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que, comparando com (3.20), implica na desigualdade

DS+ 5
satisfeita somente se v > 0.
Note que, no caso de raizes reais, a-" = lim a. - = §; € real.
q B+ Z = lim Z i = 51

No caso em que nem todas as raizes de P S0 reals, escrevemos
Fp(z) = Rp(2) + 1Spu(z) d (3.21)

onde os polinémios reais R, € S, convergem uniformemente em cada regiao limitada e
fechada do plano complexo para R e S, que por sua vez, devido ao Teorema de Hermite—
Biehler 3.6 e da Obeservagao 3.3, possuem raizes reais entrelacadas, e podem também
serem representados na forma (3.19). A conclusdo do Teorema 3.11 segue de maneira

analoga ao caso anterior.
a

Observagao 3.12 O conjunto dos H-polindmios (8.21) tais que |Pr(0)] > «o,
|PL(0)] < ¢ e |PE(0)] < co, com ¢y, €1 e ¢ constantes positivas gquaisquer, forma
uma familia normal. Note para isso que, uma entre as duas somas

<~ 1 _ —Ry(0) Rn(0) + R2(0)
; &g, RZ,(0)

Tl _§(0) Sm(0) + S2(0)
2= 52.0)

j—]_ nJ|m

é limitada por M = 2(& + coc2) [}, onde oym = &jm + iym. Entretanto, devido ao
entrelacamento das ratzes, ambas somas sdo limitadas.

Definigdo 3.13 Denominamos por P*, a subclasse de HB das funcées inteiras f(z)
que sdo representadas na forma

f[(z) = 7 ®(2)
com ¥ > 0 e ®(z) uma fungdo inteira de género nio excedendo 1.

O resultado a seguir caracteriza completamente as fungoes inteiras que sao limites
uniformes de H—polinémios, e desempenham um papel de grande importancia na gen-
eralizacao do Teorema de Lee—Yang.
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Teorema 3.14 Para qﬁe uma fungdo intetra f(2) seja o limite de wma seqiéncia de H-
polinémios { Pn(2)} uniformemente convergente, é necessdrio e suficiente que f pertenca
a classe P*.

Prova. O Teorema 3.11 fornece a condigao necessiria. Para a demonstragao da condicio
suficiente vamos proceder da seguinte forma. Para cada € > 0, R > 0 e f € P* veremos
que é possivel escolher um H-polindmio P,(z) tal que |f(2) — P,(2)| < ¢ para |2] < R
e todo n suficientemente grande.

Uma funcao inteira f(z) da classe P*, devido ao fato que (veja ref. [L], Teoremas 1 e

2, cap. V)
f: L
=1 ;1
admite ser representada por

00
f(Z) — czme—'yzz+(6+iy)z H (1 _ __) z/.fJ :

i=1 aj
onde 0 € R, v,v > 0 e a; = §; + in;. Segue desta representacdo que, para |z| < R,
n
fn(z) — sze—7z2+(6+iu)z H (1 _ i) Bz/Ej,
J=1 aJ

satisfaz |f(z) — f.(2)| < €/2 escolhendo n suficientemente grande.
Por outro lado, cada polindmio da forma

= (-2)" () T (0-2)

é um H-polindmio e se k, for suficientemente grande, temos | f(z) — f.(2)| < £/2. Segue
das duas desigualdades

|f(2) ~ Pu(2)] < |£(2) = fal2)| + [fn(2) — Pu(2)] < €,

provando a afirmagdo e concluindo a prova do Teorema 3.14
O

Observagao 3.15 Em termos da decomposi¢io f(z) = R(z) + iS(z) o Teorema 3.14
pode ser refraseado da sequinte forma: f € P* se, e somente se, f for da classe HB e
R, S da classe P*.
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3.3 Transformagoes de Fungoes Inteiras com Zeros Reais

O objetivo desta se¢do é introduzir as transformagoes I definidas sobre o conjunto
dos H-polinémios. Para isso, estudaremos as sequéncias de multiplicadores que as de-
finem introduzidas por Laguerre, Pdlya, Schur e outros. As transformacoes de interesse
sao aquelas que levam H-polinémios em H-polindmios. Tomando—se o limite, estas
transformcoes sio estendidas a operadores sobre a subclasse P* das fungoes inteiras de
Hermite—Biehler.

Iniciaremos com alguns resultados preparatérios.

Lema 3.16 Seja
P(z)=co+crz+ - +cp2"

um polindmio real com co # 0. Se todas as raizes {a;};_, de P, forem reais e se para
algum p, com 0 < p < m, tivermos ¢, = 0, entdo

Cp—1Cpi1 < 0. (3.22)
Prova. Da segunda equacao de (3.15), temos
= 1

2 _ 2
c1—2c0c2_c02 5

[8'4n

que implica, devido a condigdo ¢g # 0, em ¢§ — 2¢yc; > 0 e prova o Lema 3.16 com p = 1.
Usando o Teorema de Rolle, a (p — 1)—ésima derivada de P,

-1(5) = (p — +1)! n!
PP @) =p-1) 1+ Pz + Cp+12 +"'+an2

. A - . ’ — 1 - . . -
¢ um polindmio cujas rafzes {§;}7 7 *! 530 reais. Procedendo de maneira andloga, temos

n—p+1 1

PP—p+1) it =y Y 7 (3.23)
=1 7

de onde se conclui o lema para um p qualquer.

Escrevendo a equagdo (3.23) para todos valores de p verifica—se que, se dois coefi-
cientes consecutivos forem nulos, todos os demais coeficientes subseqiientes deverdo ser
igualmente nulos. Disto segue a desigualdade estrita (3.22) e conclui a prova do Lema

3.16.
O

Lema 3.17 Seja

P,(2) =cy+ciz+ -+ cp2”
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Qn(z) = (1.0+(112'+ o +anzn

- - A . - ’ n T
dois polinémios reais com co, ¢, # 0 . Se todas as raizes {;}._, e {B;};_,de Py e Qn,
respectivamente, forem reais, entdo todas a raizes do polinémio real

T(z) = Pa(D)Qu(2) = co@n(2) + c1QW(2) + - - + QM (2)

onde D = d/dz, sdo reais. Além disso, cada raiz de T(z) com multiplicida maior que 1
€ também uma raiz miltiple de Q,(2).

Prova. Notamos os seguintes fatos: (i) o operador diferencial P,(D) pode ser escrito
como

PoD) =0 [[(D- o) ;

(ii) para cada polindmio real @,(z) e @ > 0 (@ < 0), a funcdo e™**Q,(z) tende a zero
quando £ — oo {z — —o00). Portanto, pelo Teorema de Rolle, o nimero de raizes do

polindémio

®n(z) = (D — @) Qu(2) = ™D (e7*Qn(z)) ,
de grau n, ndo é inferior ao do polinémio @,. Tal como @, (z), a funcio real e™**Q),(z)
tem n rafzes reais e D (e7**Q),(z)) possui 0 mesmo nimero de zeros reais devido ao fator

exponencial. Iterando n—vézes este argumento, concluimos que 7'(z) possui também n

raizes reais.
Para concluir o teorema, basta mostrar que se £ é uma raiz multipla de &,(z), entdo
£ é também uma raiz miltipla de @,(z). Expandindo &, e @, em série de potencia de

(z — £), temos

Qn(z) =do+di(z =&+ -+ dn(z —€)"

Pn(2) =(d1 —ady) + (2dy —ady) (z — &)+ ... — ad,(z — )"

Se £ é uma raiz dupla de ®,, temos d; — ady = 0 e 2dy; — ad; = 0. Multiplicando a
segunda equacdo por dp e substituindo a primeira, obtemos

2d0d2 - d? =0

que, pelo Lema 3.16, nao pode ser satisfeita para dy # 0. Substituindo nas equacdes
anteriores, resulta em dy = d; = dp = 0, implicando que £ é pelo menos uma raiz dupla
de (J,. Lema 3.16 controla o caso de muitiplicidade p sem maiores detalhes. Com isso,

fica concluida a prova do Lema 3.17.
O

Enunciaremos a seguir um resultado devido a Schur sobre composicao de polinémios.
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Teorema 3.18 Seja

Qm(z) = 6o+ @z + - + a2

R.(2)=by+biz+ - +br2", (3.24)

dois polinémios reais com Qm,, by # 0 . Se todas as raizes de R,, forem reais e todas as
raizes de Q. forem reais e de mesmo sinal, entdo todes a raizes do polinémio real

P(2) = aghy + a1b1z + 225522 + - - - + Klaghe 2", (3.25)

onde k = min (n,m), sdo reais. Se n < m e aghp # 0, entdo todas as raizes sdo, além
disso, simples.

Prova. Trataremos apenas o caso com n < m e agbg # 0. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que b, > 0 e que todos os coeficientes a; > 0, j =0,... ,m. Definimos,
para um numero real ¢ arbitrdrio, o polindmio

Fo(z) = agRn(2) + a1zRM(2) 4 - - - 4+ 2z R (2), (3.26)

que pode ser escrito como a seguinte série de poténcia

1
Fo(2) = Po(z) + Pi(z)z+--- + EPn(z)z", (3.27)
onde
Pj ($) = j!aobj + (] + 1)!a1bj+1$ +- 4+ n!an_jb,,_x"_j ) (328)

§7=0,1,...,n. Note que Py(2) = P(z) dado por (3.25).

Aplicando o Lema 3.17 a (3.26), concluimos que, para cada z € R, todas as raizes de
F, sdo reais. Além disso, os polindmios P e P, ndo podem ter nenhuma raiz coincidente
pois, caso contrario, z = 0 seria uma raiz dupla de (3.27) e, por conseguinte, em vista
de (3.26) e Lema 3.17, uma raiz dupla de R, (bp = & = by = 0), contrariando nossa
hipdtese de &y # 0.

Por um procedimento semelhante ao procedimento para obter (3.23), podemos ainda
concluir que cada par consecutivo P; e P;4; nao pode se anular para um mesmo z real
o que, em outras palavras, significa que as raizes de P; e P;j;; nao podem coincidir.
Finalmente, como conseqiiéncia do Lema 3.16, se P;j(z) = 0 para algumz € Re j =
1,...n —1, entdo P;_,(z) e Pj;(z) tem sinais opostos (P;_i(z) P;41(z) < 0).

Assim, a seqiiéncia de polindmios {P;(z)}7_, forma uma seqiiéncia generalizada de
Sturm. Segue deste fato que o nimero de zeros reais r de F, satisfaz

r 2 v(—00) —v(00),
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onde v(z) denota o nimero de mudangas de sinal da seqiiéncia {FP;(z}}]_, para cada

valor .

Seb, >0ea; >0,7=0,...,m, temos que v(co) = 0 e v(—o0) = n e todas as raizes
do polindémio Py(z) = P(z) sdo reais. Para isso, note que o termo n'a,_;b,z"~ lidera a
expressdo de P; quando |z] — oo. Logo, o sinal de P; é determinado pelo sinal de 7.

O nidmero de mudancas de sinal v(z) da seqiiéncia de Sturm varia de acordo com
a multiplicidade de cada raiz z; de Fy(z) que for atravessada. Como Fy e P, nao tem
raizes em comum, o nimero de mudangas de sinal ndo pode variar mais de uma unidade.

Isto implica que cada raiz de F; é simples, concluindo a prova do Teorema 3.18
O

Observagao 3.19 Seje R, e ,, como no Teorema 5.18. Entdo todas as raizes do
polinémio (extraindo-se os fatoriais de P)

PI(Z) = aobg + alblz + &2b222 +---+ akbkzk (329)
sdo reais. Fste resultado € obtide da seguinte maneira. As raizes do polindmio
Q' (2) = @m + Am_1z2+ -+ g™

obtido de Qm pela substituicdo de z por 1/z sequida pela multiplicagdo de 2™, sdo reais.
Compondo este polinémio com o bindmio

(1+z)"=1+ (T)z-i—(?)zz-i-----l-zm,

obtemnos (veja expressio (3.25))
Q*(2) = am + 1Mz + apm_gm(m — 1)22 + - - + ggm!z™, (3.30)

cujas raizes sdo reais. Substituindo novamente z por 1/z e multiplicando por z™/m!
obtemos o polindmio

2 1

1
Q*(2) =ag + a1z + za22%  + —ap2™,
2 m!

gue temn somente raizes reais. Finalmente, compondo este polinémio com R, obtemos
(5.29) que, dada as operagdes realizadas, possui todas as suas raizes reais.

As seguintes nogdes de seqiiéncias de multiplicadores foram introduzidas por Pélya e
Schur.
<

Definigao 3.20 Dade uma segqiéncia de nimeros reais {vn}..,, seja ['° a transfor-
magdo que leva cada polindmio P(z) = ¢g + c1z + -+ + ¢n2™ no polinémio de mesma
ordem

T°[P)(2) = vco + M1z + -« + Yncn2".
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A segiéneia {n}or, € denominade uma seqiéncia de multiplicadores de primeira
espécie se a transformagdo ['° correspondenie levar polindmios com raizes reais em
polinémios da mesma classe. E denominada uma sequiéncia de multiplicadores de se-
gunda espécie se a transformagdo I'° correspondente levar cada polindémio com raizes
positivas em um polinémio com raizes reats.

Antes de serem introduzidas esta nogoes, Laguerre ja havia considerado seqiiéncias de
multiplicadores de primeira espécie tais como
1 1 1

12,
‘w'w(w+1) w---(w+n—1)

comw>0e

n?

17Q’q4!"'?q HE A |

com |g| < 1; e sequéncias de multiplicadores de segunda espécie tal como
cos A, cos (A + ) ,cos(A+29),...,cos(A+nd),...,

com A, ¥ e R
Note que, se v, =n,n=0,1,..., temos ['°[P](z) = zP'(z). Assim, pelo Teorema de
Rolle, {n}.., ¢ uma seqiiéncias de multiplicadores de primeira espécie.
Enunciaremos a seguir uma série de propriedades satisfeitas pelas seqiiéncias de mul-
tiplicadores.
Proposigdo 3.21 1. Se {y,}or, € uma seqiéncia de multiplicadores de primeira ou
sequnda espécte, entdo {'Yn+k}z°:o: para todo inteiro k > 1, € uma seqiéncia de
multiplicadores de mesma espécie.

2. Se algum elemento de uma seqiiéncia de multiplicadores de primeira espécie € nulo,
entdo todos os elementos subsegqiiéntes sdo tgualmente nulos.

3. Os elementos de uma seqiéncia de multiplicadores de primeira espécie sdo todos
do mesmo sinal ou de sinal alternado.

4. O operador T'° correspondente ¢ uma segiiéncia de multiplicadores de primeira
espécie ndo negativa leva H-polinémios em H-polinémios.

Prova. Note para o item 1. que, se as raizes do polindmio P(z) forem reais as raizes de
z*P(z) sao reais. Logo, as raizes de

Z_an[sz] (2) = 76Co + Ye41€12 + - + YenCnZ™,

também sao reais.
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Como todos os zeros de
m m
I*[(1 +2)"] =’Yo+’)’1(1)z+’}’2(2)22+‘"+’Yn2m

sdo reais, segue do Lema 3.16 que, se v, # 0 e 7, = 0 para algum p tal que 0 < p < m,
entdo Y¥p_17p+1 < 0. Por outro lado, os zeros do polinémio

Iz = 227 = (412 — Yp-1) 277 (3.31)

devem ser reais, porém isto € incompativel com a condigo ¥,-17+1 < 0. Logo, Yp41 =0
e, de acordo com o Lema 3.16, todos os 7y; com j > p + 1 devem se anular tal como
enunciado no item 2.. Note ainda da equagéo (3.31), que y,_1 € Yp4+1 devem ter o mesmo
sinal, provando item 3..

Uma seqiiéncia de multiplicadores de primeira espécie ndo negativa é denominada I'~
seqiiéncia e a correpondente transformagao I'-operador. De acordo com o Teorema de
Hermite-Biehler (Teorema 3.6), P(z) = A(z) +¢B(z) é um H-polinémio se, e somente
se, 0s polindmios reais

Alz)=ag+ayz+ - +a,2"

B(z)=by+bhz+-- +b,2"
formarem um par real generalizado, e
aoly —ajbg > 0.
Um I'-operador leva um par real generalizado em um par real generalizado

I'[A](2z) = a0 + a1z + - - + Yna, 2"

F[B](Z) = ’YUbO + 'Ylblz +-- 4+ 7nbnzn )

onde Y1 (@oby — aybg) > 0. Para isso, observe que as raizes da combinagio linear
pA(z) + vB{z) sdo reais. Logo as raizes de I'[pA + vB]|(z) sdo reais qualquer que seja
i, v € R. Segue deste fato que I'[P](z) é um H-polindmio, demonstrando a afirmagio

do item 4..
o

Um I'-operador pode ser aplicado a uma classe maior de fun¢Bes. Veremos a seguir
que um I'-operador € definido para toda fung¢ao inteira da classe P* e leva fungoes desta
classe nela mesma.
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Seja f(z) o limite de uma seqiiéncia uniformemente convergente de H/-polinémios

n
fn(z) = Z Cin z,
=0

n = 0,1,.... Logo f € P*. Aplicando um ['-operador obtemos, de acordo com a
Proposigao 3.21, uma sequéncia de H-polinémios

L(fal(z) = Z'chj,n z"
j=0

que por sua vez, converge uniformemente em C para ['[f](z) € P*. Note que, em vista
da Observagdo 3.12, {['[f;]} forma uma familia normal.
Um exemplo importante de I'~operador é definido a partir da seguinte ['-seqiiéncia

1 2 —
1,1,1— -, (1—1) (1——),..., (1—1)---(1—” 1),0,0,..., (3.32)
V! T n T 1

n € N,. Proposta por Jensen, esta seqiiéncia é construida compondo o polinémio
(1+ 2)" com o polindmio P(z) = ¢y + ¢1z + -+ + ¢, 2™ cujas raizes sdo reais (veja
(3.30)),

Pl zy=cy+cenz+ecmn(n— 122+ -+ gnn—1)--(n-k+1)z*,

seguido pela substituigdo de z por z/n

1 1 k-1
PYz)=c+crz+c (1——).22+---+c,c (1——-)---(1——) 2
n n n

onde k£ = min (n,m). Note que as raizes de P*(z) sao reais.
E comum denotar a operagio [[f] de Jensen por I,[f]. Note que I, associa um
polinémio de orden n a cada fungao inteira f com a propriedade

lim I,[f}(z) = f(2) (3.33)

n—00

é uniformemente convergente. Assim, temos

Teorema 3.22 Para que uma fungdo f(z) = chzk pertenca a classe P*, é necessd-
£>0

rio e suficiente que a seqiéncia {I,[f(2)},5,, formada inteiramente de H-polindmios,

convirja uniformemente para f(z). -

Concluiremos esta se¢do com um resultado devido a Poélya e Schur.
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Teorema 3.23 Pore que ume segiéncia numérice {Ya}, o seje uma [-segiéncia, é
necessdrio e suficiente que ¢ série

a—-|-2

convirje pare uma fungdo inteire que admite ser representada na forma
00
wlz) = ce’ H (1 + x5z}, (3.34)

j=1

como>0,k; >0 eznj<oo.

jzl
Prova. Seja {¥a} >0, cOM Y # 0, uma I'-seqiiéncia. Aplicando o I'-operador correspon-
dente em (1 + z)™ seguido da substitui¢do de z por z/n, obtemos

Qnlz) - gv () ()

k1
1 i~ 1\ .
_ Z%.(l__)...(l_ﬂ )zg,
- i1 T
j=0

cujas raizes, devido a y; > 0, localizam—se no eixo real negativo. Sendo os trés primeiros
coeficientes limitados (devido a v # 0), a seqiiéncia de polindmios {Qx(z}},5, forma
uma familia normal, que converge uniformemente para a fun¢do ¢(z). Tendo seus zeros
negativos, a funcéo de acordo com o Teorema 3.17, concluindo a necessidade da condig&o.
Assumindo que (z)} possa ser representada na forma (3.34), considere a seqiiéncia de

polindmios

Ra(z) = ”;;,"z*,

cujas raizes sao reais negativas e que converge uniformemente para ¢(z). Compondo R,

COIm uIn pohnomlo arbitrario P Z) E CJZJ com raizes reals obtemos o pOhIlOIl’llO
i=1

k
z) =Y ¢jYVn?
J’YJ,H 2

§=0

com k = min(n,m), cujas raizes sdo reais devido ao Teorema 3.18. Tomando o limite,
lim Sk(z) = '[P](z) obtemos um polindmio cujas raizes sao também reais, concluindo
n—00

que {Yn},>o € uma I'-seqiiéncia e provando o Teorema 3.23.
B ]
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3.4 Majorantes e Subordinantes de Fungoes da Classe P*

Uma fungio ¢ é um majorante de uma fungao f se a seguinte desigualdade

|f(2)] < lo(2)| (3.35)

for satisfeita para um subconjunto de C. Nesta se¢io examinaremos a classe de fungées
@ para as quais a desigualdade (3.35), satisfeita no semi—plano inferior Smz < 0, é
preservada pela substituicao de f e ¢ pelas respectivas derivadas

(2] < l¢'(2)] - (3.36)

Se ¢(z) for da classe HB de Hermite-Biehler, entdo a relagio (3.36) é satisfeita somente

para z € R, restringindo a validade da desigualdade para derivadas de ordem superior.
Veremos que a subclasse P* de HB é a mais ampla classe de majorantes, invariante

pela multiplicacao por e™%, 7 € R, e que preserva a relagao por diferenciagio.
Iniciaremos com uma defingao.

Definigdo 3.24 Uma funcdo ¢(z) € dita ser um HB-majorante de uma funcdo inteira
f(2), se p(z) € HB e as seguintes desigualdades

fEI <)l e 1f@] < Ie(2)l, (3.37)

forem satisfeitas para z € Smz < (.
Se uma funcgao p(z) satisfaz (8.87), pertence a uma subclasse T de HB que € inva
riante pela multiplicacd@o por uma constante, entdo dizemos que @(z) € um T —majorante.

Note que v(z) é um 7T—majorante se ¢(z) for um 7T-majorante e |u| > 1.

Teorema 3.25 Para gue a fungdo
pu(z) = f(2) — vio(2)

pertenca a classe HB para todo v € C tal que |[v] > 1, é necessdrio e suficiente que ¢(z)
seje umn HB-majorante da funcdo f(z).

Prova. Suponha que ¢,(z) € HB. Entio ¢(z) = lim v~@,(z) também pertence a HB.
v—0C0

Além disso, como ,(2) nao tem zeros no semi-plano inferior Sm z < 0, entdo

oz _ 1(7)
e(z)  o(z)

—-v ‘_I'{‘- O:
para Smz < 0 e |v| > 1, implica

(3.38)
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e a primeira desigualdade de (3.37). Para obter a segunda condigao de (3.37), temos por
hipGtese

|f(2) = ve(Z) | < |f(2) —vel2) |
para Sm z < 0 que, em vista de (3.38) e ¢(z) € HB, implica

}T(Z) ‘ /(@)
o(2)

z plz

<142y (3.39)

para Smz < 0 e |u] > 1, devido a igualdade [f(2)| = |f(Z)]. -
Equagdes (3.38) e (3.39) implicam |f(z)/¢(z) | < 1 para todo z € R e pelo Teorema
de Phragmén-Lindelsf,’

para Smz < 0. L
Suponha agora que ®(2) é um AB-majorante de f(z). Entdo, para todo v com |v| > 1,
©y(z) ndo se anula no semi-plano inferior $m z < 0 e além disso,

f(Z) —ve(z)
f(z) —vp(z)
|f(Z) /e(2) — ve(Z) [p(2)]
|f(2) /p(z) —
1+ |y
- L=l

©u(Z)

pu(z)

Como esta razao é igual a 1 para z € R, segue do Principio de Phragmén-Lindelof
aplicado a fungio @, (z)/v.(2),

pu(Z)

o) | = !

para |v| > 1 e Smz < 0, concluindo a prova do Teorema 3.25.
0

Definigao 3.26 Uma subclasse T da classe HB de fungées de Hermite-Biehler € dita
ser admissivel se para todo T -majorante p de uma fungao inteira f, temos

w+ feT.

TSeja f uma fungdo regular e urna regifo R tal que satisfaz |f{z)| < M na fronteira ' de R. Se ['contém o infinito e
f(z) é limitada em R, entao pelo Teorema ou Principio de Phragmén-Lindelsf |f(z}| < M em R.
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Note que, devido ao Teorema 3.25, a classe HB é admissivel. Mostraremos a seguir
que a subclasse P* é também admissivel. Para isso precisamos de alguns resultados
preliminares.

Lema 3.27 Se p(2) € wma fungdo inteira tal que (e"*p(2)) € HB para todo T € R,
entao p(z) € P*.

Prova. Escrevendo ¢(z) = A(z} + iB(z], segue da hipétese do Lema 3.27 e do Teorema.
3.6

A'(z)+7A(z) e  B'(z) +7B(z)

formam um par real generalizado. Assim, todas as raizes da fungio real A'(z)+7A(2) sdo
reais, e consequentemente (veja prova do Teorema 3.6), Sm (A'(2}/A(z)) tem sinal bem
definido para Smz > 0. O sinal é negativo pois S (A'(2}/A(z)) < 0 no semi-circulo
superior de cada polo no eixo real.

Pode-se mostrar a partir do Teorema 3.2, equagdo (3.6), que a fungdo meromérfa
~A'(z)/A(z) em Smz > 0, que mapeia semi-plano superior nele mesmo, admite ser
representada como

Alz) _ _272+ﬁ+§( 1 +i) , (3.40)

Z—Ct'j G:j

onde v > 0, 8 e o reais com Z || ™% < o0. Uma funcio A(z) satisfaz a equacio (3.40)

2
se, e somente se, puder ser representada por (3.19). Pela Defini¢ao 3.13, concluimos que

A € P* e, usando o mesmo argumento, B € P*.
Agora, para todo y, v e T reais, as raizes da fungao

E(4(2) +74(2) + = (B'(2) + 7B(2)

sao reais. Tomando 7 — o0, concluimos que A e B formam um para real generalizado,

@ € HB e, como conseqiiéncia da Observacao 3.15, ¢ € P*.
O

Daremos a seguir uma outra caracterizagao da classe das funcgoes P*.

Lema 3.28 Pare que uma fungdo inteira @ pertence & classe P*, é necessdrio e sufi-
ciente que

¢ (z —ic) € HB (3.41)

para todo o > 0.

Prova. Qualquer H-polinémio satisfaz (3.41) e esta propriedade é levada para as fungdes
da classe P* pelo procedimento de tomar limites de sequéncias uniformemente conver-
gentes de H-polinémios.
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Para a condigdo suficiente, faremos uso do fato que | (2 — i0)| é uma fun¢do mono-
tonica crescente em ¢. Note que, para todo Sma > 0e Smz <0,

lz—a—iol*=|z—aff +2Sm (@ -2)0 + 0 < |z — a—io'|?

se 0 < ¢’. Portanto |P(2 — i0)| é uma funcio crescente de ¢ se P for um H-polinémio
e, por um processo limite, esta propriedade é estendida a cada fungdo da classe P*.
Como conseqiiéncia,

o (z —i0)| 2 @ (2)] 2 [@ (2)]| = | ()]

e ¢ (z —ic) é um HB-majorante de ¢ (z). Usando o Teorema 3.25, temos

‘P(Z_Vj’)_‘P(z) € HB,
io

e tomando o limite o — 0, segue que ¢’ (z) € HB. Se ¢ (z) satisfaz a condigdo (3.41),
entdo €™y (z) também n satisfaz esta condigdo com 7 € R. Segue pelos mesmos argumen-
tos que (€™ (z)) € HB e, devido ao Lema 3.27, ¢ (z) € P*, concluindo a prova do

Teorema 3.28.
O

Teorema 3.29 P* ¢ uma classe adimissivel.

Prova. Devemos mostrar que se ¢ (z) é um P*-majorante de uma fungao inteira f(z),
entdo ¢ (z) + f(z) € P*. Note que, para todo o € R e Sm z < ¢ temos, por defini¢io

o (z —i0)| 2 |f(z —io)] . (3.42)
Usando a monotonicidade de |¢ (z — i0)| e a segunda desigualdade em (3.37), temos
o (z —io)| 2 @ (2 +io)| > |f(Z — io)] (3.43)

para Smz < —o. Para mostrar que (3.43) é vélida para —¢ < Smz < 0, novamente
pela monotonicidade de |¢ (z — ic)|, temos

lp (2 —io)| = |p(z—i(o—28mz))|
> o (Z - o)l
> |f(z - o) (3.44)

onde na ltima linha usamos (3.42) para Imz < o.

Combinando (3.42), (3.43) e (3.44) concluimos que @ (z — i0) é um P*-majorante da
fungio f(z — io), ambas como fungdo de z, para todo o > 0. Pelo Teorema 3.25, isto
implica que ¢ (z ~ i0) + f(z — ic) € HB e em vista do Lema 3.28 ¢ (z) + f(z) € P~,

concluindo a prova do Teorema 3.29.
O



62 3. Caracterizagdo das Fungdes de Hermite-Biehler

Se P (z) é um H-polindmio, entdo segue da igualdade
P'(z) A
P(Z) - ; & — Oy

_ Xn: (ERe (z — aj) _z&m (z — czrj)) ’ (3.45)

2
|z — oy |z — o]

i=1

que Sm P'(2)/P(z) > 0 para Smz < 0. Note que Sma; > 0. Assim, P'(z) ndo tem
raizes no semi-plano inferior m z < 0 e portanto é um H-polindmio. Este propriedade
passa para a classe P* de fungdes ¢ que sao limites uniforme de seqiiéncias de H-
polinémios. Em vista do Teorema 3.29 e Lema 3.27, P* é a subclasse mais ampla de
HB-majorantes, invariante pela multiplicacio por e™, 7 € R , e pela operagio de
diferenciagao.

Teorema 3.30 Se ¢ (z) é um P*-majorante de uma fun¢do inteira f(z) entdo o® (z)
é um P*-majorante da fun¢do inteira f*)(2), k = 1,2,.... Além disso, se ¢ (z) ndo for
um polinémio e se para algum k e zy, com Smzy <0, a igualdade

[fO)| = B ()] e |fO@)] = ¢ (20)]
for satisfeita, entdo existem niumeros complezos ¢, e ¢ tais que
f(z) = c1p(2) + &% (2)
com |e1| + |e2| = 1.

Prova. Provaremos apenas a primeira parte do teorema neste texto. Para uma prova da
segunda parte, veja Teorema 6, Cap. /X de [L].

Pela observagao anterior, a operagdo de diferenciagdo mapeia a subclasse P* nela
mesma. Devido a linearidade, se ¢ (2) for um P*-majorante de f(z), segue de

(0 (2) —vf(2)) = ¢ (2) —vf'(z) € P*,

com |v| > 1, e do Teorema 3.25 que ¢’ (z) é um P*-majorante de f'(z) e, consequente-

mente, ¢¥) (z) é um P*-majorante de f*)(z) para cada k € N,..
O

Observacao 3.31 Teorema 3.50 permanece vdlido se o operador de diferenciagdo D
for substituido por

(D+7I) f(2) = fl(z) + 7 f(z),

com T € R. Note para isso, se ¢ (z) € um P*-majorante de f(z), entdo e*¢ (z) € um
P*-majorante de ™ f(z) e, em vista do Teorema 3.30,

e " DeTp(z) = (D +71) ¢(z)
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¢ um P*-magorante de (D + 71) f(2).
Pode-se estender esta propriedade para uma classe ainda mator de operadores. Se
{P.(2)} for um segiéncia uniformemente convergente de H-polindmios e Sma < 0,

entdo e”**F, € P* e
(D — al) P(z2) = e**De™** P, (2) ,

n=1,2,..., forma uma seqiéncia uniformemente convergente de H-polinémios. Assim,
Teorema 3.30 € vdlido se D for substituido por D — al, com Sma < 0. Considere agora

wma fungdo inteira F(z) = Zajzj, e defina F'(D) pela ezpressio
=0

FD)f(x) = e f9(2) (3.46)

para cada f tal que a série convirja uniformemente. Se F'(z) for um H-polindmio, entdo
0s operadores

FD)f(2) =[] (0 -m) (2

e F(—D) preservam a propriedade de majoracdo. Um operador I' que mapeia fungdes
da classe P* em fungdes da mesma classe preservando a relagdo de majoragio é denom-
inado I'*-operador. Note que, devido a Proposi¢do 3.21, cada I'-operador associados a
seqiéncias de multiplicadores de primeira espécie {'yj}j>0, ¥ > 0, é também um I'™*-
operador. -

Com respeito a convergéncia dos operadores diferenciais abordados nesta observacao,
temos o seguinte

Teorema 3.32 Seja f(z) uma fungdo inteira de tipo normal 7 da ordem p > 0. Seja
F(D) dado por (3.46) tal que

iy
G(z) = Z s z", (3.47)
define uma fung¢do inteira que ndo ezcede o tipo normal v < (pr)_lfp da ordem 1. Entao
h(z) = F(D)f(z) é uma funcao inteira. Além disso,
1. se f(z) for do tipo ezponencial entdo h(z) é do tipo ezponencial;

2. se p>1 e G(z) nao exceder o minimo tipo da ordem 1, entdo h(z) é no mdzimo
do mesmo tipo de f(z);
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3. se p > 1 e G(2) for do tipo normal v < (pT)_l/‘a da ordem 1, entdo h(z) nao
excede o tipo normal

r (1= (y7pr)He) " (3.48)
da ordem p.

Prova. Vamos apenas provar algumas afirma¢des deste teorema. A demonstragido dos
detalhes mais finos pode ser vista no texto de Sikkema [S], Teorema 7 do Cap. I1.

Expressao (3.47) é uma condigao necesséria e suficiente para que F(D) seja um op-
erador aplicdvel a uma fungao inteira de ordem finita p. Ela é suficiente pois de (2.32)
e da defingdo de G, temos

0 < limsup (n!'"'/* Ian|)l/n =y < (pr) " (3.49)

n—oo

Pelo Teorema 2.14 e Principio da Identidade,

hmsup(e)“p f(“)( ?)

n—eo nl

1/n
= (pr)"/* (3.50)

para cada z € C. Combinando (3.49) e (3.50) e usando a férmula de Stirling

nl = Vorn (g)" (1 +0 (%)) , (3.51)

temos

)Il/n <1

lim sup Ianf(”)(z

n—co

e a série (3.46) converge para todo z € C. Além disso, se f(z) = Z b,z", devido a estas
n>0

mesmas equagoes, para cada € > 0, existe K = K (é) tal que as desigualdades

’y+£
e
L +e)"
o] < KT ED ;WP) , (3.53)

com T = (p'r)l‘f", sao satisfeitas para todo n € N. Mostraremos a seguir que isto é
suficiente para garantir que i(z) = F(D)f(z) é uma funcéo inteira.
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De (3.46), temos

hz) = > anf™(2)

I
[~]8
$
NE
3
Fod
=
x|+
=
=

que em vista de (3.52) e (3.53) é limitada superiormente pela seguinte série dupla

e (n+e)frt & (n + k) 1-1/p

Hr)=K*» ~——~2 ) ¢ , 3.54

(r) ; X ,.Z; " (3.54)

onde ¢ = (11 +¢€) (v + €) < 1 se € for escolhido suficientemente pequeno e r = |z|. Segue

do teste de Weierstrass que h(z) é uniformemente convergente em cada disco D, se H(r)

for convergente para cada r > 0. Note que as somas em h podem ser trocadas de ordem

sob esta condig@o. Note ainda que a hipdtese sobre a convergéncia de H implica em h(z)
ser uma func¢io inteira.

Substituindo a estimativa

> n+k\'7Vr & n+k 1
o) < ) —_
ZC ( k ) _ZC ( k ) (l_c)k-f-l

n=0 n=0

em (3.54), obtemos

K2 & 1 /(n+e)
Hr) < 1—c§k!1/ﬂ( I—c T)

- %F‘” (p_l(/?(f—f)c)r) (3.55)

onde F,(z) é a fungdo analitica definida em (2.25) de tipo 1 da ordem p.
A equacgdo (3.55) é uma estimativa para o crescimento do médulo da fungdo inteira
h(z). Portanto h ndo pode exceder o tipo normal

(ry +€)°

m =7 (1 - 'y(Tp)l/p) - (1+0(e))
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da ordem p. E possivel melhorar a estimativa do tipo da funcio h, e obter (3.48), se
fizermos uso em (3.54) do seguinte limite (veja Lema 16, pag. 91 de [S])

50 1-1/p pin
(1)) ot

n=0

Concluimos com isso a prova do Teorema 3.32.

Em particular, temos

Teorema 3.33 Seja F(z) e p(z) fungaes da classe P* tais que
Fz)=e""Fi(z) e ¢(z)=e""pi(2), (3.56)

com Fy e o, funcdes inteiras de género 1 e yiv2 < 1/4. Entdo F(D) € aplicdvel a o(2)
com h(z) = F(D)p(z) uma fun¢d@o inteira da classe P*.

Prova. Sustituindo v, T e p no Teorema 3.32, item 4, por (271)'/2, 7, e 2, respectivamente,
obtemos que, se y172 < 1/4, a fungdo inteira h(z) ndo excede o tipo normal v, (1 — 47y;7ys)
da ordem 2.
Note que o tipo v da funcao G ¢ determinado pela dupla aplicagdo do Teorema 2.14.
De (3.56)}, dado & > 0, existem constantes C; = Cy(g) e C, = Cy(g), tais que
S = < el € 2 (4 6)

(n/2)! (n/2)!

para n par. Substituindo em (3.47), obtemos o valor de v pela equagdo (2.32),

nf2

1

. n
v = = limsup — |a, " = (271)Y/2.

2 poeo €

Para mostrar que h{z) € P*, devemos aproximar F(z) por polindmios de Jensen

1 1 -1
In[F](.Z):(10+alz+ag (1——) 32+...+an (1__)...(1_” )zn‘
n n n

Claramente I,[F|f € P*, e devido ao fato que F(z) é aplicavel a f(z) € P*, segue que

I.[F]f e uniformemente convergente em cada regido compacta, concluindo a prova do
Teorema 3.33.

O

Observacgao 3.34 Note que a condigdo v17v: < 1/4 ndo pode ser melhorada. Escolhendo
Fi(z}) = ¢1(z) =1 em (8.56), temos, pela férmula de Rodrigues,

h(z) = e D? —722?
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onde H(z) € o k—ésimo polindmio de Hermite. Fazendo z = 0, e tendo em wista que
Hy(0) = (=1)*(2n)!/n!, vemos que, devido a férmula de Stirling (3.51),

2n)!
(nl)*

(7172)n

(%5

h(0) =

1l
1<}

n

diverge se 12 > 1/4.

3.5 A Classe HB, das Funcoes Inteiras de Hermite—Biehler

Nesta secao, praticamente todos os resultados obtidos nas se¢des anteriores serao esten-
didos para a classe das funcdes inteiras HB, de Hermite-Biehler em C*.

Evitando aqui descrever as estruturas gerais das fung¢Ges analiticas em C", procu-
raremos sempre explorar as propriedades das fungGes inteiras a n varidveis que podem
ser descritas fixando todas menos uma delas. Com isso, todas as nogoes introduzidas
nas segoes anteriores podem ser aproveitadas. Em particular, descreveremos as condigoes
necessarias e suficientes para que uma fungao inteira f(z) pertenga a subclasse Py das
funcées de HB, que sio aproximadas uniformemente por polinémios nas n varidveis
z = (z1,...,2,) e cujas rafzes se encontram no poli-semi-plano superior Smz; > 0,
j=1,...,n. Estudaremos também as desigualdade majorantes e a preservacdo destas
por certas transformacoes.

Notagcdo. Um elemento z do n—espago dos numeros complexos C* é uma n-upla z =

(21,... ,2n), onde z; € C, 7 = 1,... ,n. Os elementos dos n-espagos N*, R* e etc., sdo
denotados de maneira andloga. O produto interno de dois elementos de um n-espago
é dado por (w,2z) = wyz1 + -+ + wpzn; Smz = (Smz,...,8mz,) indica o vetor

com componentes formada pela parte imaginaria das componentes de z, com andloga
definicdo para Rez; por w > 0 (w > 0), queremos dizer que w; > 0 (w; > 0) para todo
j; analogamente, se J = [J;;]I';_, representa uma matriz com entradas Ji;, entdo J > 0
denota uma matriz com todas entradas J;; > 0. Uma fungdo inteira f(z) de n variaveis

z1,...,2,, pode ser representada pela série de poténcia
flzy= )Y acz*, (3.57)
keNn

onde, usando a notagdo em multi-indices,
2K = zfl ---zﬁ".

A série (3.57) converge para cada z pertencente ao poli-disco

Drp={zeC":|z|<R;,j=1,...,n},
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cujos raios R;’s podem ser escolhidos arbitrariamente grandes. Um polindmios de ordem
N ¢ dado por

Py(z)= > ¥, (3.58)

ke||k]|=N

onde |lk|| = k, +- - - + k,, indica a soma das componentes do vetor k =(k,... ,k,) € N.
O comprimento do vetor z é escrito simplesmente como |z = (22 +--- + 2,21)1/2 (norma
Euclideana) e denotamos por |z{, = |z1| + - + |z.| e por |z|,, = sup;|z;| a norma 1 e
norma sup em C"*.

A seguinte definigdo estende as Definicbes 3.4 e 3.24.

Definigdo 3.35 Uma funcgdo inteira f(z) € dita ser da classe HB, se ndo tiver zeros
no poli-semi-plano aberto Smz < 0 e satisfizer, para Smz < 0, ® a condigdo

|f(2)] = [£(=)] (3.59)

para cada vetor z¢ do conjunto
Cp}[(Z) :{(Z_].JZ2T"' Jzn):"' )(21:2'2;--- ;E):(E)Z—?:"- :ﬁ)} )

de n + 1 vetores, obtido por conjugagdo complera de uma componente ou de todas as

componentes de z.
Uma_fungio ¢(z} é dita ser um HB,-majorante de uma funglo inteira f(z) se
w(z) € HB, e se forem satisfeitas as desigualdades

lp(2)| 2 1f(2z)] e le(2) = /(=) (3.60)

para todo Smz < 0 e z¢ € Cpx(z).

Note que se ¢(z) é um HB,-majorante de f(z), entdo ¢(z) é um HB-majorante de
f(z) em cada varidvel z; se Smz; < 0 para k # j. A seguir estenderemos o Teorema
3.25.

Teorema 3.36 Para que a fungdo
pu(z) = f(z) — vep(z)

pertenga a classe HB, com v € C tal que |[v] > 1, é necessdrio e suficiente que o(z)
seja um HB,-majorante da funcdo inteira f(z).

BNote que a desigualdade |f(z)| < IT(Z)l para ¥m z > 0 na Definigio 3.4 é equivalente a desigualdade |f(Z)| < |f(z)|

para Smz > 0. Para isso, lembre que f(z) é definida a partir da série de poténcia de f(z) substituindo os coeficientes
€n = 85 ++ iby de f por seus complexos conjugados &5 = 2, — thy.
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Prova. Suponha que p,(z) € HB,. Entio p(z) = lim v"ly,(z) também pertence a
U0

HB,,. Por definicio, se Sm 2z < 0 para todo k ?é_i, entio p,(z) é da classe HB na
varidvel z;. Segue do Teorema 3.25 que ¢(z) é um HB-majorante de f(z) em cada uma
varidvel z;, 7=1,... ,n:

lo(z1, ... z)| 2 1 f (2, z)) e ez, .25, z0) 2 | flzn, -0 07, o 20))
(3.61)

Segue ainda da Definicdo 3.35

|f(2) —vp(2)| 2 |f(2) - T9(2)

(z
para Smz < 0, que implica que a funcio ¥ (z) = f(z)/(z) € limitada (veja prova do
Teorema 3.25)

H

v(z)
nesta regido com |9(z)| < 1 para z € R*, devido a primeira equagdo de (3.61). Apli-
cando o Principio de Phragmén-Lindel6f para 1 (z) no semi-plano inferior Sm 2z < 0
sucessivamente para cada k, mantendo fixa as demais componentes, obtemos

f(z)

v(z)

para Smz < 0. Segue de (3.61) e (3.62) que ¢(z) é um HB,~majorante de f(z).

Suponha agora que @(z) é um HB,-majorante de f(z). Entdo, para todo v, com
|lu| > 1, w,(z) ndo se anula no semi—plano inferior Smz < 0 e satisfaz a seguinte

desigualdade

‘7(2) <1+2J|

<1, (3.62)

wu(2) !f (z) — vo(2)
vu(2) f(z) — vp(z)
<« @) /o(z) - vo(Z) /o(2)]
- |f(z) /o(z) — |
lu|+ 1
lv] -1

(lembre que @(z) € HB,). Além disso, em vista do Teorema 3.25, ¢, (z) € HB em cada
varidvel z;. Como conseqiiéncia, ©,(2)/p,(z) é limitada por (Ju|+1)/(Jv| — 1) para
Smz < 0 e por 1 para z € R*. Segue do Teorema de Phragmén-—Lindeltf aplicado a
©v(2)/pu(2z) como fungéo de z;, para cada 7,

©u(Z)
0. (2)

<1
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para |v| > 1 e Qmz < 0, concluindo a prova do Teorema 3.36.
O

A conseqgiiéncia imediata mais importante deste teorema é a seguinte. Seja 7 uma
subclasse de HB, e I' um operador que mapeia a subclasse 7 nela mesma. Se (z) é
um 7-majorante de f(z), entdo I'p(z) é um T-majorante de I'f(z).

Introduziremos a seguir a subclasse P* das funcdes de Hermite-Biehler HB,, aproxi-
madas uniformemente por polinémios que ndo se anulam no poli~semi-plano Smz < 0.
Os assim denominados, daqui em diante, por H,—polinémios desempenham um papel
importante na elaboragdo da Teoria dos zeros de Lee-Yang.

Se P(z) é um H,-polindmio, entdo P(z) € HB,. E instrutivo verificar esta afirmagio.
Claramente P(z) pertence a HB em cada uma de suas varidveis z; se para as demais
componentes com k # j, Smz. < 0. Isto segue de maneira andloga a (3.18). Além
disso, a fungdo x(z) = P(z)/P(z), para Sm z; < 0, tende para um valor finito quando
as demais componentes tende para infinito, |2z| — oo, k # j. Logo x(z) é limitada em
Smz < 0 com |x(z)| < 1 para Smz; <0, zx = zx € R, k # j. Para isso, note que

P(z)
P(z)

P(z) é um H—polinémio na varidvel z; e portanto é da classe HB. Aplicando o Teorema
de Phragmén-Lindel6f como na prova do Teorema 3.36 concluimos que [x(z)| < 1 para
Smz < 0 e, por conseguinte, P € HB,,.

O produto de n H—polinémios P(z)P(zp) - - P(2,) é evidentemente um H,-poliné-
mio. Suponha que k), k2, ..., k, sejam o grau mais alto de cada varidvel no polinémio
(3.58). Entdo, a fungao racional

. P(a:l,...,z_j,...,mn)
- ]3(51,...,25,...,$n)

)

fﬁv(z)
(z1 ~ i6) - (2, — 16)

com 6 > 0, é limitada para todo z € R* . Escolhendo M maior ou igual a sup |Py(z)]
zER®

e usando o Principio de Phragmén-Lindeldf para cada semi-plano inferior Sm z; < 0,
o polindmio M (z; — i6)* - - (z, — i6)** é um HB,-majorante de Py(z) e, devido ao
Teorema 3.36,

Qun(z) = M (2 —i0)" - - - (2 — 1) — Py(2)

é um H,—polinémio. Este procedimento de obtengao de um H,—polinémio a partir de
um majorante de um polindmios qualquer pode ser estendido para fungbes inteiras da
classe HB,,.

Uma ualtima observagdo. Como um H,—polinémios é também um H-polinémio em
cada varidvel z;, aplicando exatamente o mesmo procedimento que foi empregado em
(3.45), conclui-se que a derivada parcial

0,P(z) = gz—f(z)
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de um H,-polindmio é também um H,—polinémio. Além disso, a classe de fungdes que
530 limites uniformes de uma seqiiéncia de H,—polindmios é invariante por diferenciagio

parcial.

Definicao 3.37 A funcdo inteira f(z) € dita pertencer a subclasse P de HB,, se f(z) €
P* em cada z; fizando as demais varidveis no semi-plano inferior Smz, <0, k # J.

Observagao 3.38 Segue do Teorema 8.36 que se w(z) é um P.-majorante de f(z),
entdo

o(z) + f(z) € HB,.

Em particular, p(z) é um P*-majorante de f(z) em cada varidvel z; contanto gque
Smz, <0, k # 7, e consegientemente (z) + f(z) € P* em cada varidvel. Das Defi-
nigdes 3.37 e 3.26, concluimos que p(z) + f(z) € P; e P} é uma classe admissivel.

A subclasse Py tem as mesmas caracteristicas de P*. Pode-se mostrar, seguindo o0s
mesmos passos do Lema §.28, que a condicdo necessdria e suficiente para @(z) € P é

©(z + ih) € HB,,

para todo h > 0.

O seguinte generaliza o Teorema da Representagao 3.11 para a classe P;. Veja também
Definicao 3.13 e Teorema 3.14.

Teorema 3.39 Para que uma funcdo f(z) a n varidveis pertenca a classe P}, é neces-
sdrio e suficiente que f seja representdvel na forma

f(z) = e "*p(a), (3.63)

com ¥ = (y1,...,) > 0 e p(z) uma fungdo da classe HB, de género 1 em cada
varidvel z;, mantendo fizas as demais z, k # j, no semi-plano inferior Sm 2z, < 0.

Prova. A condigdo suficiente segue da prépria defini¢do da classe P;.

Para a prova da condigio necessaria, usando o fato que f(z) é da classe P* em cada
varidvel z;, com Smz, < 0 se k # j, segue da representacdo de uma fungio da classe
HB que w;(2z) = 8;f(2)/f(2) mapeia o semi~plano inferior $m 2; < 0 no semi-plano
superior $mz; > 0. Entdo o conjunto {w;(z)} visto como funcdes de z;, para cada
Sm 2z, < 0se k # 3, forma uma familia normal que, por sua vez, admite a decomposicao

wi(a) = 2 @) 2+ @) 4 A+ 3 (2 +Re )

com v; (z) > 0. Aqui, denotamos por Z = (21, ... ,2;_1,2j41,-.- ,2a) & (n — 1) —upla
de nimeros complexos. Além disso, os zeros de f(z) como fungédo de z;, a; = ¢; (%),
satisfazem Z || 7% < o0,

i
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Como {zj_le(z)} é uma familia normal de fung¢des de z;, segue que

lim 2z lwi(z) = —2v; (Z

zj5—ico 1 i(2) v; (2)
converge uniformemente em cada regido compacta de Smz, < 0, & # j, para uma
funcao ndo-positiva e holomdrfica no multi-semi-plano inferior. Segue disso que -; é

uima constante concluindo a prova do Teorema 3.39.
O

Para finalizar esta se¢do, estenderemos o Teorema de Laguerre-Pélya para fungoes a
n varidveis. Para isso, vamos introduzir a seguinte

Definigio 3.40 Um operador K € continuo, se para cada seqiéncia {fi(z)},e, de
fungdes inteiras, uniformemente convergente em compactos de C, {K fy(z)};2, € uma
seqiéncia de fungdes inteiras convergente no mesmo sentido.

Teorema 3.41 Todo operador continuo K sobre fungdes inteiras de uma varidvel, leva
fungdes da classe P} em funcioes da mesma classe.

Prova. Inicialmente, notamos que X f(z), atuando na varidvel z;, é uma fungao inteira
em C* se f € P;. Note para isso, que f(z1,...,2k,...,2,) é um P*-majorante de
flzr, ..., Z, ..., z,) na variavel z; para todo & # 5. Portanto

f(zly--- 1 Zky .. :zn) +f(zla°" :Zk_)--- azn) € P*w
por continuidade, K f{z1,... ,2k,... ,2,) + Kf(21,... ,Z,..- ,2n) € P* e isto implica

que K f(z) é uma funcdo inteira de z; para 2, € C, k # j.
Segue da continuidade de K que

aKf(z) = lim Kf(z1i,...,zk+h,...,2) — Kf(z1,- .., Zky- - 1 %)
Oz, |h—0 b
= K(hm f(zh“-’zk+h""’zn)_f(zh"-szky"-:zn))
|h|—0 h
_ o 9f
Ka(z)

implicando que X f(z) é uma fungdo inteira em cada varidveis. Como f(z) é um F!-
majorante de f(z¢), segue da continuidade de K que K f(z) é um P-majorante de

K f{z°) para todo z° € Cpx, concluindo a prova do Teorema 3.41.
(]

Teorema 3.42 Para que uma fung¢do f{2) a n varidveis seja aprozimadae uniforme-
mente por H,-polindmios, é necessdrio e suficiente que f(z) seja da classe P e, con-
sequentemente, seja representdvel por (5.63).
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Prova. Vimos que um H,-polindmio P(z) € HB,. Assim, se f(z) € o limite de uma
seqiiéncia uniformente convergente de H,—polindmios, entdo f(z) € HB, e, devido ao
Teorema 3.14 e Defini¢do 3.37, f(2) € P;.

Suponha agora que
f(z) = Z € 25
keNe

seja uma funcdo da classe P). Aplicando o operador de Jensen I\, = Iy, -+ I;n,, com
cada Ir,; atuando sobre a varidvel z;, obtemos uma seqiiéncia {/,f(z)} de polindmios

Ifz)= S C“(l—m%)"'(1_klr;l)"'(l_i’)"'(l“k%zl) k

keN™:
m—k>0

de ordem M = m; + --- + m,, que converge uniformemente em cada regiao limitada
de C* para f(z). Isto conclui a prova do Teorema 3.42 pois, em vista do Teorema, 3.41,

esta seqiiéncia é formada por H,—polinémios.
O
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4

Teorema de Lee—Yang e suas Extensoes

No Capitulo 3 vimos que a classe das fun¢Bes inteiras HB, de Hermite-Biehler desem-
penha um papel fundamental na caracterizagdo das fungdes inteiras de n varidveis cujos
zeros localizam-se no poli-semi-plano superior Smz > 0. Examinamos, em particular,
as condi¢des necessdria e suficientes para que uma fungio inteira f(z) pertenca a sub-
classe P* das fun¢des de HB, que sdo aproximadas uniformemente por polinémios nas
n varidveis z = (21,...,2,) € cujas rafzes se encontram em Smz > 0.

No presente Capitulo, examinaremos como que esta descri¢do se encaixa na Teoria
geral dos zeros de Lee-Yang. Veremos que uma subclasse de fungoes de P} com zeros no
eixo real podem ser escritas como a transformadas de Fourier [ e%*)du"(s) de medidas
finitas 4™ em R™, com paridade definida e que satisfazem a “propriedade de Lee—Yang".

Iniciaremos com uma breve revisido sobre o Teorema de Lee-Yang desde o trabalho
original dos autores até a formulacao geral do Teorema. Em seguida, usaremos os resul-
tados do Capitilo anterior para provar um Teorema devido a Newman e outras extensoes
deste Teorema.

4.1 Breve Excursio ao Problema

Teorema de Lee—Yang descreve a ditribui¢do dos zeros da funcao de particao de fer-
romagnetos e gases de rede. Sua importancia reside no fato que as regides livres de
zeros sao regioes de analiticidade das fungoes energia livre, pressao, densidade e outras
grandezas macroscopicas. E dificil, se nao impossivel, pensar o desenvolvimento da teoria
das transi¢es de fase nas dltimas quatro décadas sem a andlise realizada por Lee-Yang
nos artigos [LY1, LY2].

Segundo a caracterizagdo mais tradicional, uma transicao de fase manifesta—se por
uma singularidade em alguma fungio termodindmica que, de outra forma, seria real
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analitica. Assim, para que uma transicdo de fase ocorra, s zeros da fungao de partigao,
segundo Lee—Yang, devem invadir o eixo real Fisico no limite termodindmico. A regido
ocupada pelos zeros no plano complexo delimita as fases dos sistemas em questao.

Enunciaremos o Teorema para um sistemas de n varidveis de spins {s;}7_, 5; €
{-1/2, 1/2}, acopladas aos pares por uma interagdo Ji; ferromagnética (J;; > 0). A
matriz de interagdo formada pelos acoplamentos serd denotada por J = [J,-j]?,j=1 .

Notamos que todas as caracteristicas Fisicas do sistema estdo contidas em 7. Por
exemplo, se o sistema consiste de uma estrutura regular cristalina, os &tomos magnéticos
que ocupam os sitios deste reticulado sio indexados pelo conjunto {1,2,... ,n} com J;
a interagdo Fisica associada a cada par de dtomos (J;; = 0 se o par ¢j ndo interagir).
As caracteristicas desta estrutura atémica podem ser obtidas pela resposta do sistema
4 agdo de um campo magnético externo h = {h;}1 .

De acordo com a prescrigio de Boltzmann e Gibbs, as propriedades termodindmicas
de um sistema com um nimero de graus de liberdade da ordem do nimero de Avogadro
(10%*mol~!) sdo descritas pela distribuicao de probabilidade

’un _ ie—ﬁHn (4 1)
A ’ '
onde 3 é o inverso da temperatura, A, a Hamiltoniana do sistema e Z a normalizagao.
Associa—se a cada grandeza Fisica medida em laboratdrio a esperinca (média) com re-
speito a distribuicao ™ de uma fungéo g associada a esta grandeza, a qual serd denotada
por {g) ou Eg.

O conjunto dos spins s = {s;}7_, sdo, deste ponto de vista, varidveis aleatérias dis-

tribuidas de acordo com a medida de Gibbs (4.1) cuja Hamiltoniana é dada por

Ho(s; T, h) = — > Jysisi— > hasi. (4.2)
i=1

11.?:1

Note que o sinal negativo na Hamiltoniana faz com que a energia, com h; = 0, seja
mas baixa se os spins s estiverem alinhados uns com os outros. Note ainda que quanto
menor é a energia, tanto maior é o valor da medida (4.1) associada a configuragdo s.
Por favorecer o alinhamento dos spins, a Hamiltoniana (4.2) é dita ser ferromagnética.

A normalizagdo Z = Z(J,h) da distribui¢io de probabilidade (4.1) para sistema de
spins é denominada fungao de parti¢io

Z(J,h) = e PR (4.3)

A partir desta pode-se obter a energia livre tomando o logaritmo

fa(T,h) = —Elﬁan(J,h). (4.4)
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Note que os coeficientes Cy da série de Taylor de In Z(7, h) em torno de h = 0, séo os
cumulantes de (4.1)!. Esta conecgéo ja justificaria o estudo das propriedades analiticas de
Z(J,h). Entretanto, como enfatizado por Lee-Yang, pode-se ir ainda além. E possivel
calcular a magnetizagio média do sistema

m.(J,h) = < Zs>,

e outras fungbes termodinamicas, a partir da distribuigao dos zeros da fungédo de par-
ticao. Exceto para o modelo de Ising unidimensional com interagao entre vizinhos mais
préximos, este tipo de informagio detalhada tem se mostrado inatingivel. Porém, como
veremos a seguir, a regido de C onde os zeros de Z se localizam pode ser determinada

com exatidao.
Substituindo s; na equagdo (4.2) por 1/2 — s; € {0,1}, a Hamiltoniana resultante

Hl(s;7,h) = Z Ji; (1/2 — ;) (1/2 — s;) -Zh (1/2 —s;) (4.5)

descreve um gés de rede com interagdo entre pares atrativa. Note que (4.2) difere de (4.5)
T

1
=52 (Jij + J;i) — h; e por uma constante
=1
aditiva. Neste texto, faremos uso de ambas mterpretagﬁes segundo a conveniéncia. O
potencial quimico A4;, usualmente denotado por u;, mede o custo energético de ocupar
o sitio 7 por uma particula.
A funcao de partigdo (4.3) pode ser escrita como

Z=exp{ ( ZJ,J+ Zh)} , (4.6)

apenas pela substituigdo de h; por A} =

i,j=1
onde
Qn(w) = Z Cca e W™ (4.7)
AC{1,...,n}
é um polindmio de ordem n em w = (wy, . .. ,wy), linear em cada componente w; = e~#%.
A soma em (4.7) percorre todos subconjuntos A4 de {1,...,n}, w? = ij €
jeA
cas= || py, (4.8)
€A JEB

10 segunde cumulante, por exemplo, é dado por
18InzZ

E(si —Es;)(s; —Bs;) = 2 Ohioh,

a7 0)-
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com A¢ denotando o conjunto complementar de A com respeito a {1,...,n} e p; =
—-BJijf2
e PiEle,

Note que, devido a forma (4.8), Qn(w) satisfaz a propriedade

Qnlw) = (ij) Qn(1/w), (4.9)

se J for simétrica (Jij = Jj,;).
Em 1952, T. D. Lee e C. N. Yang formularam o seguinte

Teorema 4.1 Seja p = [py]7 ;= uma matriz simétrica tal que |p;| < 1,4,5=1,...,n.
Fntao todas as raizes do polinémio

P.(w) = Qnlw,...,w)
estao sobre o circulo unitdrio do plano complezo.
A demonstragdo do Teorema de Lee~Yang segue imediatamente do seguinte

Lema 4.2 Para que w, com |w;| = 1, § # k, seja uma raiz do polindmio (4.7), isto é
@r(w) = 0, wy deve necessdriamente ser tal que |wy| < 1.2

Prova. A prova do Lema 4.2 por Lee-Yang foi em seguida clarificada por Asano[A] com
base no principio da contragio de polindmios (veja também [R]).

Considere dois polindmios Q! (wy) e Q%(w;) da forma (4.7) e suponha que o Lema
4.2 seja satisfeito para ambos. Entdo o produto Qp7,(wi,ws) = Q(w1) - Q%(ws) é um
polinémio da forma (4.7) satisfazendo o Lema 4.2.

Temos

Qris(wi,wy) = (a+ bwe) (c+ dwj)
= A+ Buwi + Cuwy + Dwypwy (4.10
&

onde wy, e w;, sdo respectivamente componentes de wy e wy e A, B, C e D sio polinémios

da forma (4.7) nas demais varidveis w.
Por hipétese, tomando todas as componentes de w tais que |w;| > 1, @7, # 0 implica

em

a C

134>1 e 'a[>1. (4.11)
Seja

Qrioct (W, we) = A+ Duwy (4.12)

2Devido a propriedade {4.9), o Lema & vélido se w for substituido por 1/w.
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a contragio dos polindmios Q! e Q2 e verifiquemos que @Qr,;—; é da forma (4.7) e satisfaz
o Lema 4.2. De fato, Q,ys—1(w,wi) # 0 com w; tal que Jw;| > 1 para toda componente
de w implica, em vista de (4.10) e (4.11),

EREIFE

Portanto Qy4s—1(w,w,) = 0 somente se |wx| = |A/D| < 1.

Lema 4.2 é provado construtivamente. Qualquer polinémio da forma (4.7) pode ser
obtido contraindo os polinémios de grau 2, @z (w;, w;) = 1+ pyw; + pjiw; + wiw;, com &j
variando sobre todos os pares. Por contraciao entendemos sempre a operagao entre dois
polindmios definidas pelas equagbes (4.10) e (4.12). Note que, Q2 (w;, w;) = 0 estabelece
uma transformagdo homografica involutiva (pi; = pj; = p)

el

w; =
’ p + wi

cujos pontos fixos —p+i+/1 — p? se encontram no circulo unitario se |p| < 1. Escrevendo
w; = re'?, temos

1+ p?r? 4+ 2prcos
P2 +T124+2prcosp

2
|w;]” =

que é uma fungio monotona decrescente em r com |w;|° = 1 se 7 = |w;| = 1. Logo
@2 (wi,w;) = 0 e |w;| > 1 implica |w,| < 1 e, portanto, satisfaz o Lema 4.2.

Para finalizar, ilustraremos o procedimento de contragio para n = 3. A contragio dos
polindémios

Q2 (w1, ws) = 1+ praw; + (pa1 + wi) wa

Q2 (wy,ws) = 1 + paaws + (023 + w3) wy

é dada por

Q (wi,wa,w3) = (14 prowr) (1 + paaws) + (P21 + wi) (p2s + wa) we
= (14 parpzws) + (P12 + posws) wy
+ {{paz + paawe) + (P32P12 + wa) wy } ws .

Contraindo este polinémio com

Q2 (wy,ws) =14 praw; + (p31 + wy) ws,
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primeiramente na varidvel wj, seguida da contragao dos polindmios interiores na varidvel
wy, obtemos

Q3 (w1, w2, w3) = {14 pa1paswe) + p13 (P12 + paswa) wr
+ {p31 (P32 + p2rw2) + (Pa2p12 + w2) Wy } w3

que coincide com @3 em (4.7). Omitiremos nesta. tese a prova indutiva do caso geral.
O

Observagao 4.3 A condigcdo |p;;| < 1 € satisfeita se J;; > 0. O Teorema 4.1 implica
que a energia livre f(J,h,... ,h) € uma fungdo analitice do campo magnético externo
h. A fung¢do € regular em Re h # 0, passando esta propriedade no limite termodindmico
n — oo, caso este erista. Uma singularidade Fisica (transi¢do de fase) somente pode
ocorrer se h = 0.

Observagao 4.4 Afim de aplicar a andlise desenvolvida nos Capitulos anteriores, to
maremos z; = —ifth;/2 ou, equivalentemente,

w; = 8—21:23'-

Em termos destas varidveis, as raizes do polinémio ficarn sobre o eizo real. Note que
wn(z) = Qule™#,. . e” %) é uma fungao inteira, periddica em cada varidvel z; =
Re z;. Note ainda que 0 Lemma 4.2 € equivalente a afirmagdo de que a fungdo wn(z)
nao se anule no multi-semi-plano Smz > 0. A funcdo w,(z) também ndo se anula no
multi-semi-plano inferior Smz < 0, pela simetria ({.9) desta fungdo. Logo os zeros de
wy(2) se encontram sobre o eizo real. Como w, € uma fungdo inteira do tipo exponencial
em cada varidvel z;, seque que w,(z) pertence a classe HB de Hermite-Biehler em z; e,
consequentemente, w,(z) € da classe P.

Com vistas em generalizar o Teorema 4.1 para uma classe mais ampla de modelos
ferromagnéticos, é conveniente reescrever a fung@o de particdo Z, dada por (4.6), na
forma

1/2
C c _ Ac
AGEIDY (——CA;A ) ¢AC. (4.13)
AC{l,..n} N ACA
onde ¢ = ((1,...,u), G = M/ = %%, com (~F = [Lien ¢;', cap como em (4.8) e
Ccp — CB,B-
Denotando por
o 120
V=Ci—=-— 4.
=55 = iag (4.14)

o operador de derivagdo parcial em ¢; seguido da multiplicagao por (;, e usando a relacdo

ﬂjCJq = CYCJQ ’
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com « € R temos

eK,-jﬂ,"l?_-,' Cl: Cj_l — {1 + K’l_’)ﬂt'ﬂj + - —-K;ﬂ:l'l?? } Ci ij-l

(-1)" -
= {1—Kij+---+ I Kh+- 0 GG
= e~ Mg ¢t

e, analogamente,
Ci_lcj_lexijﬂiﬂj Ci CJ — Cz’ Cjeﬁ'{jﬂ,“ﬂj C;'—IC_-;_I — eKij

De onde segue

Wn(g) = Z H exp {g']ﬂﬂlﬂj} cA C-—AC

AC{1,... n}i,jE{L,... m}

= H exp {g.],-jﬁ,-ﬂj} Z CA C_Ac
n}

i)je{lr-- Ag{l,...,ﬂ.}

= exp{ 19.719}1_[ G+ ¢

J=1

com (9, ¢) Z'ﬂjfpj

Fmalmente em termos das varidveis z;, a fungdo de parti¢cao Z pode ser escrita como

Z5(2) zexp{—g ((%,J%)}Zo(z), (4.15)

onde Zy é o produto de fungGes caracteristicas da distribuigdo de Bernoulli dig(u) =
[B(uw —1) + 8(u+ 1)] du:®

=11 [ €% dup () (4.16)

No final dos anos 60 e comego dos 70, apareceram as primeiras extensdes do Teorema
de Lee-Yang. Ferromagnetos de spin semi-inteiro s; € {—S5/2,... ,5/2 —1,5/2}, com S
< 38, foram tratados por Suzuki [Su] e, com $ arbitrdrio, por Griffiths [G]. Em seguida,
Suzuki e Fisher [SF] estenderam o Teorema de maneira a incluir interagdo de quatro

3A “fungio” delta de Dirac 8(z) ¢ definida como funcional linear 4 que associa a cada fungio ¢ : R —R infinitamente

suave, de suporte compacto, o valor f&(z) w{z)} dz = p(0).
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corpos, modelos com spin quéntico de Heisenberg, modelos de gélo e ferroelétricos.
Inicia—se, a partir de entfo, o interesse em classificar os polindmios para os quais a
propriedade enunciada no Lema 4.2 é satisfeita, denominada em [SF] Classe de Lee-
Yang. Modelos de Heisenberg foram igualmente tratados por Asano [A], Ruelle [R],
e muitos outros. E interessante notar que nenhum destes menciona a classificagdo de
Hermite-Biehler apresentada no Capitulo anterior.

Nesta tese, serdo consideradas essencialmente dois tipos de extensoes. A primeira
inclui os modelos de Ising generalizados definidos a partir de um conjunto P de medidas
v em R tais que sua fungao caracteristica

w,(z) =fei“zdu(u) (4.17)

seja uma fungdo inteira da classe P*. Note que a distribuicao de Bernoulli vy, assim
como a distribuigdo “a priori” dos ferromagnetos com spin semi-inteiro, satisfaz este
requisito. Medidas absolutamente continuas tais que

feb’“‘zdlu(u)l < o0,

para todo b > 0, estdo também incluidas neste conjunto. Daremos uma defini¢io mais

precisa de P na segao seguinte.

A segunda extensio desta tese, consiste em considerar ferromagnetos com spin s =
(sl, cy sN) com N componentes. Exemplos desta familia incluem o rotor plano N =2
e modelo de Heisenberg classico N = 3. A medida “a priori” de ambos é da forma

dv(u) =& (Ju| - 1) d™u,

isto é, a medida uniforme sobre a esfera unitaria em RY . Vamos aqui considerar uma
familia de modelos N-vetoriais cuja fungdo caracteristica da medida “a priori” v em RY
pertenca, apds uma mudanga de varidveis seguida de uma continuagao analitica, a classe
Py Note que na fungio de partigio (4.15) para esta familia 7 deve ser substituida pelo
produto de Kronecker 7 ® K de J por uma matriz N x N, K, a ser especificada na
Se¢do 4.4. Da mesma forma, o produto escalar é apropriadamente modificado*

BAT@K)O) = Y Jj0i- KV,

1,5=1
n N
= > Jy KMok,
,7=1k,i=1
onde 9; = (9},...,9Y) e 9 = (Jy,...,9,) denotam um vetor em C" e em C* ® CV,

respectivamente.

N
4Denotamos o produto interno em RY porx-y = Zz‘ v

i=1
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Para finalizar a lista das extensoes, serdo consideradas também cadeias de Heisenberg
j& que estas podem ser representadas, usando a férmula de Trotter (veja, por exemplo,
[RS]), por um ferromagneto com spin semi-inteiro. A extensio do Teorema de Lee-Yang
desenvolvida nesta tese pode ainda ser aplicada & sistemas de spin quantico em geral
se estes forem dominados por modelos N—vetoriais como é feito no Teorema devido a
Lieb[Li] (para uma aplicagao deste Teorema aos zeros de Lee-Yang, veja [DN]).

4.2 Teorema de Lee—Yang Generalizado

O Teorema de Lee—Yang foi estendido por Griffiths [G] para modelos com spin arbitririo.
Em seguida, sob a influéncia da Teoria Construtiva Quantica de Campos, Simon e
Griffiths [SG] o estenderam para a distribui¢io “a priori” de spin v da forma 92" +b7%+c
com a > 0. Na decada de 70, métodos desenvolvidos em Mecanica Estatistica eram
aplicados a Teoria de Campos e 0 mesmo acontecendo na diregdo reversa. O intercimbio
entre estas duas areas foi muito proficuo para a Fisica—Matematica praticada naqueles

anos.
E desta época a formulagdo mais intrigante do Teorema de Lee-Yang. Segundo New-

man [N], a condigio necesséria e suficiente para que o Teorema de Lee-Yang seja vilido
para a fungd@o de particdo (4.15) com 8> 0 e J > 0, é que seja vélido para fungio de
parti¢do (4.16) com 8 =0 (ou J = 0).

Na linguagem do Capitulo 3, o contelddo do Teorema de Newman pode ser expresso

pela seguinte frase: exp ——g— (9, J9) ¢ é um I"™-operador em P, (veja Observagdo 3.31).

As seguintes defini¢des foram introduzidas por Newman.

Definicao 4.5 Dizemos que um conjunto £ de medidas v em R tem a Propriedade de
Lee—Yang se, para cada inteiro n, cada escolha de medidas vy, ... ,v, em L, e para cada
escolhe da matriz J > 0, as sequintes condigdes sao satisfeitas:

1.

u(w) = exp {(u, 7u)} T v (a) (4.18)

j=1

¢ uma medida totalmente finita;

Z*(z) = exp {(8, TN} [[ v, (z;) # 0

j=1

se Smz < 0, onde p,, € a funcdo caracteristica de v; e § = (4, ... ,¥,), com

9; = —i(8/0z) .
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Uma tnica medida v tem o propriedade de Lee-Yang se v pertencer ao conjunto L
que a tem.

A seguir, vamos reservar £ para denotar o conjunto de todas as medidas com a
propriedade de Lee-Yang.

Definigdo 4.6 Denotamos por N o conjunto de medidas em R, com paridade definida
(v(—u) = v(u) ou v(—u) = —v(u)) satisfazendo:

A,

/e""zdly(u)f <o, (4.19)

para todo b > 0;

B. a fun¢do caracteristica de v, @, # 0 se Smz < 0.

Note que para aceitar medidas com paridade impar, a propriedade de Lee-Yang néo
requer que v seja positiva.

Observacao 4.7 A condigdo (4.19) implica em que @, ¢ uma fungdo inteira real (ou
imagindria) de minimo tipo da ordem 2. Note para isso,

@) < [eemiett )
S C/e—u%mze—buzdu
< el (4.20)

com 1/b podendo ser tomado tdo pequeno quanto se queira.
Devido a stmetria de v,

Bu(z) = p,(—2) = fe_i”zdu(u) = fei“‘dy(—u) =+, (2),

e p.(2z) # 0 para Imz < 0 se a condigdo B. for satisfeita. Os zeros desta fungdo estio
sobre o eizo real e, pelo teorema da representacdo,

oo (2)
?u(2)

Logo, ©,(2) € HB. Devido a definicdo (8.13) e equacdo (4.20), p,(2) € uma funcdo
inteira da subclasse P* que nao excede o minimo tipo da ordem 2.5

5Se na definigio de A a equagio (4.19) for vélida para algum b > 0, (2} é uma fungio inteira do tipo normal da
ordem 2, pertencente a subclasse P", pela Definigdo (3.13).
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Em termos destas defini¢Ges, o Teorema de Lee-Yang resume-se ao seguinte enunci-
ado:

Teorema 4.8 a medida de Bernoulli vy, tem a propriedade de Lee-Yang (vy € L).
Note que vy também pertence & familia M. A generalizagio de Newman consiste em
Teorema 4.9 A familia de medidas N tem a propriedade de Lee-Yang (N C L).

Os itens A. e B. da Definigio 4.6 sio necessdrios para que uma medida v tenha a
propriedade de Lee—Yang, bastando para isso tomar n = 1 na Definigdo 4.5. Por con-
seguinte, a demosntracdo do Teorema de Newman se reduz a provar que estas condigoes
sdo também suficientes. Newman [N] mostrou a suficiéncia destas condigdes supondo a
paridade da medida v. Seu método consiste em usar aproximantes de tipo Ising para os

modelos de Ising generalizados.
Provaremos este teorema usando os resultados dos capitulos anteriores. Para isso

vamos estender a defini¢do de A.

Definigao 4.10 Dizemos que uma medida v em R pertence d familia P se sua fungdo
caracteristica @,(z) € P*.

Note que N' C P, de acordo com a Observacio 4.7. Desta forma, para provar o
Teorema 4.9, basta mostrar que exp {(4, 79)} é um I'-operador. Mais precisamente,

Teorema 4.11 Para cada inteiro n, cada escolha de fungdes inteiras ¢,...,p, do
classe P, e para cada escolha da matriz 7 > 0 tal que

1
PIl <3, (4.21)

onde D = diag {7;} com 7; o tipo da funcdo yp;, temos

Z"(z) = exp {(9, T9)} [ [ wi(z) € Py (4.22)

Jj=1

Esta maneira de interpretar o0 Teorema de Newman na forma diferencial foi proposta
por Lieb e Sokal em [LS]. Curiosamente, neste texto ndo hd mengéo da classe das fungses
inteiras de Hermite-Biehler, muito embora conste em sua lista de referéncias o excelente
livro de Levin [L] que trata sobre este assunto. Por este motivo, sendo a Proposigdo 2.1
e 2.2, a qual se baseiam para generalizar 0 Teorema de Newman, mais rudimentar que a
Teoria desenvolvida no Capitulo 3, a versio do Teorema de Lee—Yang apresentada por
estes autores é, nesta tese, generalizada ainda mais.

Prova do Teorema 4.11. A prova que daremos é baseada no Apéndice A da referéncia
[LS] e usa indugao matemaética. Sem perda de generalidade, consideremos .7 uma matriz
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com diagonal nula (J; = 0, Vi)®. Vamos ainda assumir que ¢; seja de minimo tipo da
ordem 2 (v = 0 na Definigdo 3.13 e expoente de convergéncia do produto candnico
o < 2). Tanto o Teorema de Newman como o Teorema de Lee-Yang classico admitem
esta condi¢ao que, posteriormente, sera removida.

Por hipétese, para n = 1, ¢,{z) € P*. Vamos agora assumir que a equagao (4.22) seja
verdadeira para n — 1. Entdo, usando sucessivamente a identidade

et g(z) = g(z +¢),

temos
n—1
Z™z1,... ,20) = exp {2 Z Jinﬁnﬁi} Z"_l(zl, ey Zn-1) ©nl2n)
i=1
= W' Uid,) ©n(2a) (4.23)
onde, para cada (z1,..., 2,1} € C*},

Wi z)=2Z2""Yzy — K12,... , 251 — K1 2)

é uma fungéo inteira de minimo tipo da ordem 2 e K; = 2J;,,. Note para isso que, devido
as Defini¢Bes 3.13 e 3.37, Z™ ! (21, ... , zn—1) é uma fungio de género 1 em cada varidvel.

Logo, pelo Teorema 3.32, W™~!(id,) = W"1(8/8z,) é um operador aplicavel e
Z™(z1,... ,2,) é uma funcéo inteira em z, que nao excede o minimo tipo da ordem
2.

Resta ainda mostrar que Z"(z, ..., %) é da classe P} que néo excede o minimo tipo
da ordem 2 em cada varidvel.

Primeiramente, observemos que W™ '(—z} = Z" (2, + K, z,... , zn_1 + Kn_12) é uma
fungdo da classe P* na varidvel 2 para cada (z1,...,2,-1) € C*! tal que Smz; <0e
K;>0,j=1,...,n—1,. Note para isso que W""!(—z) néo se anula em Smz < 0
pois Sm (z; + K;z) < 0 para j = 1,... ,n — 1, sob estas condi¢des, e Z*'{w) nao se
anula para Smw < 0, por hipdtese. Note ainda
Wn——l(_z)

<1
Wn-l(—z)| = '

devido a monotonicidade em $m z da fungdo |W™~1(~z)| (veja prova do Teorema 3.28):
’Zn_l(21 + K]_Z, A AR Kn_lz)l > lZn-l(Zl + Klf, iy Zno1 K ._,12)| .

Segue que W""!(—z) € HB e, por conseguinte, W"!(—z} € P*.

50 termo diagonal pode ser absorvide na medida v:
_ a2 2
e ITP py(2) = pu(2),

onde ¥(z) = e’="F(z), devido a hip6tese (4.19).
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Convém enfatizar que estas propriedades sdo vilidas somente se K; = 2J;, > 0,
j=1,...,n— 1. Conseqlientemente, por indugdo em n e por simetria, é essencial para
demonstracao do teorema que J > 0.

Como W"~1(—z) € P~ segue da Observagdo 3.31 que Z" = W"1(3/025)pn(2,) € P*
se mz; <0, j # n. Além disso, Z"(z) ndo se anula em Smz < 0. Para demonstrar
que Z"(z) é da classe P; e, portanto, da classe P* nas varidveis 2; com ¢ # n, basta usar
o Teorema 3.41.

Isso conclui a demonstracido do Teorema 4.11 no caso em que ¢; é uma funcdo inteira
da classe P* que ndo excede o minimo tipo da ordem 2.

Para estender este resultado para funcbes ¢; € P* quaisquer, devemos aplicar um
resultado andlogo ao Teorema 3.33 nos lugares correspondentes. Se 7; denota o tipo
da fungdo ¢; de ordem 2, entdo o Teorema 4.11 é vilido somente se J for tal que
J > 0e (4.21) for satisfeita. A demonstragio desta tltima relagao serd postergada para

a proxima secio.
[N}

Observagao 4.12

1. Na Secdo 4.5 a sequir, provarernos o Teorema 4.11 de forma mais elegante usando
o fato que P} é a mais ampla classe de majorantes que preserve a relagdo por difer-
enciagdo parcial. Veremos que o majorante formado pelo modelo de campo médio
associado a cade Ising generalizado garante a existéncia da solugGo de equagdo
a derivadas parciais correpondente. Este fato serd estendido para os modelos de
Ising generalizados a N componentes.

2. A condicao ({.21) é o refinamento que generaliza o Teorema 3.2 e o Coroldrio 3.3
de Lieb-Sokal [LS]. Os autores consideram a classe de fungdes inteiras A2, que
ndo excedem o tipo a da ordem 2 em cada componente. Isso eliminag toda possibil-
idade de distinguir o crescimento em cada varidvel como fizemos ao considerar a
classe Py,

Para estabelecer a relagdo do Teorema 4.11 com os modelos de Ising generalizados,
e estender o Teorema de Newman 4.9, resta mostrar que cada medida v € P satisfaz
(4.19) para algum & > 0. Isto é, a condigio A. na Definicdo 4.6 além de suficiente é
necessaria para que v € P.

Resta ainda examinar se a relagdo entre P e P~ estabelecida pela transformada de
Fourier é um-para—um. Ambas questdes permanecerdo sem resposta na presente tese.
Observamos que Lema 2.8 em [LS) responde parcialmente esta ultima questdo (veja
também [T]).

4.3 Funcao de Particao Majorante e Desigualdades de Correlacao

O Teorema de Newman, demonstrado na Segdo 4.2 em sua forma mais geral, insere
o Teorema de Lee-Yang em um contexto mais amplo. Nesta secdo, o Teorema forte
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de Lee-Yang demonstrado por Newman [N] para modelos de Ising generalizados serd
revisitado no contexto das fungdes inteiras da classe P;. O Teorema forte de Lee-Yang
permite estender para o plano complexo algumas desigualdades de correlagao validas

para ferromagnetos.
Nesta se¢do ainda obteremos explicitamente um majorante para a func¢io de partigdo

dos modelos de Ising generalizados cuja transformada de Fourier € uma medida Gaus-
siana. Este fato tem um papel importante na dominag¢éo Gaussiane das mediadas de
equilibrio de ferromagnetos e gases de rede, também conhecida por desigualdades de

Campo Médio.
O desenvolvimento a seguir insere a andlise dos zeros da fungao de particao no contexto

das equacdes diferencias parciais do tipo parabdlico em R, x C".
Seja u,...,v, um conjunto de medidas em £ com fungdo caracteristica ¢;, j =
1,...,n, e seja uf a medida de equilibrio (4.18) de um sistema de spin com matrix de

acoplamento J substituida por ¢7/4 . Denote por
22) = [ edur(s

sua fungio de parti¢do (fungdo caracteristica de uf).
De acordo com o Teorema de Newman 4.9,

Z,(z) #£0

para Smz < 0 e todo ¢ > 0. Da condigdo que p} é uma medida finita, segue

Zu(2) = exp { —2 (a%’ J%) } Zo(2) (4.24)
onde Zy(z) = HJ. w;(z;) ¢ a funcdo de partigdo do sistema desacoplado.

Teorema 4.11 estende este resultado para classe das fungdes inteiras de Hermite—
Biehler: Z;(z) dado por (4.24) pertence a classe P, para todo ¢t > 0 se p; € P* for uma
funcdo inteira de minimo tipo da ordem 2 para cada j.

Em outras palavras, o problema de valores inicial dado pela equagao a derivadas

parciais
0z, 1/(0 d
o "1 (az’Jaz) & =0 (4.25)

possui uma solugdo Z; em F; para todo t > 0 se a condigdo inicial Zo(z) = []; ¢;(2;)
satisfizer as condigdes anteriores.
Nosso objetivo agora serd obter umm Majorante da fungao de parti¢do Z; no caso em

que cada p; € P* for representado por

p;(z) = e B;(2)
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com 7y; > 0 e ®,(2) uma funcio inteira de género 1. Lembre que, pela Defini¢ao 3.13 e
Teorema 3.14, esta é a condigao necessaria e suficiente para que ¢;(z) seja uma fungio

inteira da classe P*.
. A . . [P .
Considere a seqiiéncia de Gaussinas ¢;(z) = e”%* com o; > 7; para cada j tal que

lo; () < 5 (2) e o (D) < (), (4.26)

e seja Go(z) =[], ¥;(z;).7 Claramente, Go(z) é um P;-majorante de Z; (veja Definigio
3.35).

A solugdo Gy¢(z) da equagdo (4.25) sujeita a condigao inicial Gy(z) pode ser obtida
por uma integragdo Gaussiana. Note que %;(z) é a func8o caracteristica da medida de
probabilidade Gaussiana p;(s) = (47raj)_1/2 e~¥/4%) Se D = diag {01,... ,0,} denota
a mafriz diagonal n X n com entradas oy, entdo

6a) = eo{-5 (%756t

— i(z,s) ,— (s,(‘D"l—tj)s)/4 i dsj
= e € —7
-/" E Viano;
1 —
" gy B PEmITay )
para todo £ tal que
DI < 1. (4.28)

Se A for uma matriz real nxn e o (A) denotar o conjunto de seus autovalores (espéctro
de A), a norma de A é dada por uma das seguintes defini¢oes equivalentes

IlA]|
<ck /x|
g )
xcRkn (X,X)

= sup [}]. (4.29)
A€a(A)

Al =

Note que, pelo Teorema de Gersgorin [LT), o espéctro de uma matriz A = [ay] se
encontra no interior da regiao formada pelos discos de Gersgorin

D, (az)={z€C:|z —az| <}

"Equag¢do (4.26) é sempre satisfeita a menos de um fator constante que pode ser absorvido na defini¢io de Z%. Sem
perda de generalidade, vamos assumir esta constante igual a 1.
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centrados em a;; e com raio r; = E lassl:
i

MMCU&MJ

Usando este resultado e a defini¢io (4.29),

t sup o; ZJI-J- <1, (4.30)

7

é uma condic¢do suficiente para que (4.28) seja satisfeita. Mais adiante identificaremos
t com o inverso da temperatura 8 do sistema de spin. Como veremos, equagio (4.30)
determina uma estimativa de campo médio para a temperatura critica do sistema de
spin.

Teorema 4.13 A funcéo inteire Gi(z) dada por (4.27) é um P;-majorante da funcao
de particdo Z(z) pare todo t satisfazendo ({.28):

1Gi(z)| > |Z:(z)] e |Gi(z)] > |Z:(2%)] (4.31)

para todo Smz < 0 e z° € Cpx(z).

Prova. Como Gg(z) é um P! -majorante de Zy(z), basta provar que o operador
t {0 ) . ~
exp {—-Z (8_’ Ja—z)} é um [™-operador em P} | isto é, preserva a relagao de ma-
Z
joragdo (4.31) por sua aplicagio.

Vimos no Teorema 3.42 que a condigao necessdria e suficiente para que uma fungio
pertenca a P} é que seja aproximada por H,—polinémios. Isto é feito aplicando operador
de Jensen Iy = Iy, - - - I;m, para cada componente (veja prova do Teorema 3.42). Vimos
também que a classe P} é a mais ampla classe de AB, —majorantes invariante pela
multiplicagio de exponenciais (™ com 7 € R® e por derivacio parcial. Esta afirmacao
segue da extensido que fizemos da classe AB para n componentes na Secdo 3.5 e da
Observagdo 3.31. Segue ainda desta Observa¢do que um operador F(—d/dz) é um I'*-
operador se F' € P*.

Retornando as equagdes (4.23) na prova do Teorema 4.11, W(3/0z,) preserva a relagio

. - . - t /0 a )
de majoragao. Logo, por indugdo em n, exp {HZ (8_’“7%)} é um I™-operador,
Z
concluindo a prova do Teorema 4.13.
(M}

Para enunciar o Teorema forte de Lee~Yang faremos uso do multi-indice m € N*
denotando por (8/82)™ = (8/3z)™ - - - (8/0z,)™ o operador a derivadas parciais de
ordem ||m|[ = m; + - - + m,. Vamos ainda denotar por z = x + 1y um nimero em C*
com X,y € R*.
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Teorema 4.14 Seje Z™(z) o fungdo de particio de um sistema de spin generalizado
(4.22). Entao

dy
para cadam € N*, xc R ey > 0.8

( 9 )m |Z(x —iy) >0 (4.32)

Prova. Teorema 4.14 serd provado para qualquer funcdo Z™(z) € P:. Usaremos para
isso um procedimento devido Lieb-Sokal em [LS] que tornou o Teorema forte de Lee—
Yang mais claro. Nossa prova, em contraposicido, baseia—se integralmente na Teoria
desenvolvida no Capitulo 3 sobre as fun¢des de Hermite-Biehler.

Se Z™(z) é uma fun¢ao inteira da classe P}, entdo

R(z,2") = Z"(z — iz') Z™(Z + i2)
uma funcdo inteira em C?* que ndo se anula para Smz < 0 e Rez’ > 0. Note para
isso que Z™(w) # 0 se Imw < 0 e, devido ao fato que os zeros de Z" passarem para o
semi~plano inferior®, Z*(w) # 0 se Smw > 0.
Além disso, devido a P! ser invariante por derivacao parcial, (8/0w)™ Z"(w) # 0 se
Smw < 0 e, portanto,

az'

se Imz < 0 e Rez' > 0. Como R(x,y) = |Z(x — iy)|* para x, y € R*, fazendo z = x e
z' =y em (4.33) concluimos que (4.32 ) ndo se anula para x € R* e y > 0. Resta ainda
determinar o sinal da expressdo (4.32). Vamos provar o sinal positivo por indugéo.

Claramente (4.32) é verdadeiro para m = 0 = (0,...,0). Assumindo ser também
verdadeiro para m = (m, mg,... ,my,), com algum m; # 0, vamos provar que também
oéparam' =m+ (1,0,...,0). '° Considere paracadax e R* ey; >0,comj#1, a
seguinte fungdo real

(i) ) R(z,2') #£0, (4.33)

6w = (2) Izl

na variavel y; e seja Gi(y1) = IG(y;) a aproximagio polinomial de ordem % de G, onde
I é o operador de Jensen definido pela sequiéncia I' em (3.32). Escrevendo

k
Gely) = ZCJ' v,
i=0

80 enunciado do presente teorema é andlogo ac enunciado do Teorema 3.1 em Newman [N| e da Proposigio 2.10
em Lieb—-Sokal [LS]. Note que a fungdo de partigdo nos referidos trabalhos é a transformada de Laplace da medida de
equilibrio 4™ ao passo que aqui Z™(z) é a transformada de Fourier de u™.

95eja f(z) ¢ uma funcio inteira e Zc,. z" sua série de poténcia. Ent3o, pela Definigao 3.1, f(z) = f(Z) denota a

n
fungdo inteira cuja série de poténcia tem coeficientes &,. Segue deste fato que os zeros de f sio o complexo conjugado

dos zeros de f. Note que, se & é tal que f(a) = 0, entdo f(a) = f(&@) = 0.
104 escolka da primeira direcdo para o acréscimo ao multi-indice é irrelevante para a argumentacgio a seguir.
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com ¢ # 0, pela hipdtese G(y1) > 0 se y; > 0, temos ¢; > 0 tomando 3; — oo. Disso,
e em vista de

k
Gilw) = iciui™, (4.34)
j=1

concluimos, tomando 3 — oo, que Gi.(y1) > 0 para todo y; > 0 pois esta quantidade
nao pode se anular devido a (4.33).
Isto conclui o Teorema 4.14 uma vez que Gp(y) converge, quando & — o0, para

(8/8y)™ | Z™(x — iy)|*uniformemente em compactos devido a (3.33).
O

Observacgao 4.15

1. Teorema 4.14 ¢é também verdadeiro se as derivadas parciais com respeito ay; forem
substituidas por derivadas com respeito a T;, contanto que cada componentes m;
do multi~indice m seja par. Caso contrdrio, substituindo y, por x, em (4.84) com
k par, teriamos Gi.(z,) = 0 para algum z, € R pois G| (z1) > 0 ou < 0 de acordo
com o limite £; — oo ou —oo. E isso contradiz a equagao (4.33).

2. Considere o seguinte caso especial de ({.32)

1 5} 1 8Z ,_ 1 oZ
@R @y ¥ To(a) o,

Z @) ;
1 3zZ™,_
= % (zn(z) 5%, (z))

= Re (sj),. (2) >0

1Z@)° =

N

paraz =X+ iy comX € R* ey > 0, onde
1 i(z,s) g, 1
(f),un (z) = Z“—(z) f(s) e du™(s)

denota a esperdnga com respeito a medida do modelo de Ising generalizado p™(s).
Esta destgualdade generaliza a tendéncia de alinhamento de ferromagnetos devido
a presenga de um campo ezterno h = 267y > 0 (veja Observagdo 4.4) mesmo
quando o fator complezo e*®) ¢ acrescentado a medida p"(s). Como In Z™(z) é
ume fungao analitice em Smz < 0, segue

—Re (sj),n (x —iy) = —Re
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Teorema 4.14 é 1util também para estender a desigualdade de correlagao devido a
Griffiths [G1]. Combinando a desigualdade (4.32) com my = 1se k = ¢,j e my = 0 de
outra forma,

1 & e _ g L P2 1 9z, 1 87
Zr@Povay - o = ® {Z“(E) 3505 2 T 73 oy, o )}
= Re {(s:5),0 B+ (800 @ T53),2(2) } >0,

— (85) s (x), vélida para medidas de equilibrio com pari-

com a igualdade (s;) .(x) =
s) = £4"(s), no limite em que y — O temos

dade definida, p™(—

Re { (51 51)m (%) = (5200 (X) (50,0 ()} 20

Note que a desigualdade estrita somente é garantida para y > 0.

4.4 Yerromagnetos Vetoriais com N Componentes

Nesta se¢io estenderemos ¢ Teorema de Lee—Yang generalizado para os modelos de Ising
com interagdo ferromagnética (J > 0) e comspins = (s!,...,s") de N componentes. O
modelo de Ising (N = 1), o rotor plano (IV = 2) e o modelo de Heisenberg cldssico (N =
3) sao conhecidos exemplos cuja medida “a priori” é dada pela distribui¢do uniforme

sobre a esfera unitria em R¥ .
A familia de modelos V~vetoriais a ser considerada deve incluir aqueles cuja medida “a

priori” v em RY seja invariante por rotagdes (v é uma fungéo de [s]> = (s')%+- - -4 (sV)2)
e tenha funcdo caracteristica pertencente a classe Py. Veremos a seguir que estas duas
condigdes sdo incompativeis se ndo acompanhadas por uma transformacao de varidveis
seguida de uma continua¢io analitica.

Para diferenciar o indice de componente de spin do indice que distingue os spins
entre si, denotamos um vetor em CV (ou R¥ e etc.) por ¢ = (¢},... (M) epory-( =
Y1 +. . 4+9N¢¥ o produto interno no espago correpondente. Para simplificar a notacao,
vamos algumas vezes denotar x = Re( e y = $m( para ( € CV.

Seja R uma matriz N x N ortogonal de rotagdo RT = R™!, com det R = 1. Entdo a
funcdo caracteristica

0Q) = [ e*<ans),
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de uma medida v invariante dv(Rs) = dv(s), é tal que
0l6) = [e=anRs)
= fe"R_ls'c dv(s)
N feis'RC dv(s) = o, (R(),

e depende, devido a este fato, apenas da varidvel 72 = (¢})2 +- -+ + (¢M)2
A dificuldade é que f(7) = ¢, (¢) como fungdo da varidvel 7 € € ndo pode ser da
classe P* se ,(¢) for da classe Py pois a condigdo $m ¢ < 0 ndo determina o sinal de

Sm 7. Por exemplo, tomando Sm¢ <0eRe(?=..-=Re(¥ =0, obtemos Im71 > 0
se 22yt > ()2 — {(¥)? + - + (¥V)?} e SmT < 0 se a desigualdada for invertida.
Note que ¢, ({) € Py implica, por definigdo, que ¢, ({) pertence a classe P* em cada
varidvel (; que, por sua vez, coincide com f(7) se (x = 0 para todo k # j. Isso mostra
que ¢ incompativel assumir que ¢, () seja da classe Py ao mesmo tempo que v(s) seja

invariante por rotagao.
Para remediar esta situacio, é conveniente considerar matrizes N x N unitérias, UT =

U~!, de forma que U preserve o produto interno entre dois vetores v, € CV,
v ¢=7-UU(=Uy UC.

Para entendermos melhor o problema geral, consideraremos inicialmente o caso N = 2.

Seja
U=\/i§(i _zz) (4.35)

uma transformagio unitdria U' = U~! e considere a transformagio de varidvel z = U(,
(2)-%0 2)(6)-7(65%)
2 V2\1 —i ¢? V2N -t )
Note que Smz < 0 (> 0) se, e somente se, Sm (! <0 (> 0) e [Re(?| < [Sm Y. Isto é,
se C~ e C* denotam os cones de luz !} para traz e para frente
Ct= {(:L',y) eR?: |z| < ZFy} ,

entdo as regides formadas pelos tubos TF = {{ €C? : (Re(?,Im(!) € CF} sdo ma-
peadas por U nos multi-semi-planos inferior (3mz < 0) e superior (Imz > 0).
Vamos entdo assumir que a funcio caracteristica

v, (z) :/‘ei"‘“z dv(UTw) (4.36)

UEm unidades onde a velocidade e = 1.
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seja da classe Pj, onde a integracio é feita sobre a superficie {Ux : x € R?} em C?. Note
que dv(UTw) = idv(w) no caso em que v(w) = g(|w|) = g(w - w) dependa apenas de
|w| e v continua assumindo valores reais.

Como conseqiiéncia da mudanca de varidvel, hipdtese (4.36) e do Teorema 4.11 a

funcao inteira

exp {— (% Ka%) } 0u(() = exp {— (a% UTKU%) } 0u(2), (4.37)

pertence a classe P para toda matriz K tal que
K=UKUT >0 (4.38)

e satisfaz (4.21).
Cabe aqui alguns comentdrios e observagoes.

Observacgao 4.16

1. Concluimos da equagdo (4.87) que o operador exp {— (8/0¢,K3/8()} leva as
fungdes inteiras ©,({) que ndo se anulam no tubo T~ em fungbes inteiras da
mesma espécie contanto que K satisfaca (4.38).

2. Mantemos em ({.37) a notagdo (-,-) para indicar que o produto interno aqui ndo
conjuga o vetor. Isto explica porgue foi tomado o transposto de UL em (4.98) mas
nao a conjugagdo.

3. A equagdo (4.37) se justifica, formalmente, pelas seguintes passagens. Definindo
f(s) =exp {(s,Ks}}, temos

(3g) e = 1o
= [ 16 ¢ T an(s
- f FUT®) €% du(Utw)
= fG.UTa%) vu(2) -

4

Note gue na terceira linha usamos s = Utw =Utw = UTW pois, devido ao produto
interno ser complexo, W -2z = E w' 2', a correspondéncia com —iB/0z ¢ feita
i

atraves de W.

4. Calculando (4.38) para uma matriz real genérica

Kll K12
K= ( K2 K22 )
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temos

I?_ Kll—K22+i(K12—|—K21) Kll +K22_i(K12_K21)
- Kll +K22 +?;(I{12 _ K?l) Kll _ K?? —i(K12 +K21)

Assim, para que K > 0 devemos ter K12 =K =0 ¢
K'' > |K*|. (4.39)

Se permitirmos que K seja uma matriz compleza, entdo K > 0 implica em K!! e
K? reais, K'? e K%' imagindrios puros tais que as relagdes

Kll +K22 2 IK12 _ K12|

Kll _ K22 > IKIZ +K12l .

sejam satisfeitas. Estas mesmas equagdes foram obtidas nas referéncias [D], Teo-
rema 4, e [LS], equacdo 4.14, sem a introducdo do produte interno complezo.

Tendo examinado que as condigdes sobre a medida “a priori” (4.36) e sobre os acopla-
mentos de um spin com N = 2 componentes {4.38) remetem as condigdes do Teorema
de Lee-Yang generalizado na Se¢do 4.2, passemos agora a examinar o caso com 7 spins

de N componentes.
Para que possamos aplicar a versao generalizada do Teorema de Lee-Yang, Teorema

4.11, aos modelos N-vetoriais vamos adotar a seguinte extensao da Defini¢do 4.5:

Definigao 4.17 Um conjunto Ly de medidas v em RY tem a Propriedade de Lee-Yang
se, para cada interro n, cada escolha de medidas 1,... ,v, em Ly, ezistirern matrizes
unitdrias Uy, ..., U, da ordem N tais que, para cada escolha da matriz K = [Ky;]7
com K;; matrizes N x N satisfazendo

f?ij = UiKijU:?T >0,

as seguintes condi¢des forem satisfettas:

p™(u) = exp {(u, Cu)} [ [ v;(w;) (4.40)

j=1

é uma medida em R* totalmente finita;
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2.
Z™(z) =expq — 9 IEE ﬁtp,,.(z-) # 0 (4.41)
dz' Oz P A
se Smz < 0, onde z = (z,... ,2,), comz; € CV, K= [R'ij]zjzl e @,; € a fungdo

caracteristica de v; definida em (4.36).

Uma tinica medida v tem a propriedede de Lee-Yang se v pertencer ao conjunto Ly
que ¢ tem.

A adaptacado do Teorema de Lee-Yang para os modelos N-vetoriais, com N =2, 3 e
com medida “a priori” uniforme na esfera em RY (rotor plano e Heisenberg), foi realizada
por Dunlop em uma série de trabalhos (veja [D]) baseados na versio generalizada do
Teorema de Lee—Yang por Suzuki-Fisher [SF|. Estes resultados foram posteriormente
estendidos por Lieb—Sokal para N > 2 e medida “a priori” v(s) invariante por rotagao.
Os resultados de Lieb—Sokal para N > 3 sdo validos sob a condi¢do que a interacdo seja
suficientemente anisotrépica. Para K diagonal esta condicdo é dada por

N
Kll > z |Kkk.| ,
k=2

e embora coincida com (4.39) para N = 2 n#o é a melhor possivel. A conjectura para a
condicao ideal, segundo estes autores,

K'M> sup lKkk|’
2<k<N

foi de fato verificada anteriormente na referéncia [D] para N = 3.
Enunciaremos agora a classe de modelos N—vetoriais aos quais o Teorema de Lee-Yang

generalizado 4.11 pode ser aplicado.

Definigao 4.18 Dizemos que uma medida v emm RY pertence a familia Py se existir
ume matriz unitdria U tal que sua fungdo caracteristica ¢,(z), definida por ({.36), €
uma fung¢do inteira da classe Py

O seguinte estende o Teorema 4.9 para modelos N—vetoriais.

Teorema 4.19 A familia de medidas Py tem o propriedade de Lee-Yang Py C Ly ).

Como Zf(z) = H(p,,j(zj) € Py (K = 0 em (441)) e, portanto, Z}(z) # 0 se
=1

Smz < 0, basta mostrar que exp {— (6‘/32, fc‘a/az) }, com K > 0, leva funcGes inteiras

da classe P;y em funcoes inteiras da mesma classe. Isso pode ser demonstrado por
indu¢ao em n como no Teorema 4.11. Omitiremos na presente tese esta demonstracéo.
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Retornando s medidas “a priori” v em R¥ invariante por rotacoes, resta mostrar que
é sempre possivel encontrar uma matrix unitdria U tal que (4.36) define uma fungéo
caracteristica ¢, (z) pertencente a Py. Em seguida, deve-se examinar as condigGes sobre
a matriz diagonal K = diag {K',... , K"} para que K = UKUT > 0. Devido a
dificuldade encontrada para dar uma resposta satisfatdria a estas questoes, também nao
as incluiremos nesta tese.

4.5 Existéncia e Unicidade da Equagao a Derivadas Parciais

O objetivo desta seg¢do é garantir a existéncia de uma tnica solugéo da equagdo (4.25).
Vamos inicialmente discutir brevemente as questoes sobre a existéncia e unicidade da
solucdo do problema de valor inicial pelo teorema abstrato de Ovsjannikov e pelo método
de Picard. Trataremos em seguida o problema de valor inicial (4.25) pelo método majo-
rante mostrando que de fato a solugdo majorante (4.27) garante a existéncia e unicidade
das solugdes para ¢ satisfazendo (4.28) se Z; for de tipo normal da ordem 2 ou para todo
t > 0 se Z, for de minimo tipo da ordem 2 em cada componente. Verificaremos também
se as propriedades sobre a distribuigdo dos zeros da fun¢i de partigao inicial sdo preser-
vadas pela equac¢ao. Concluiremos com um esbogo de uma possivel prova alternativa do
Teorema de Lee-Yang generalizado.

Aqui e no que segue, é conveniente fazer a mudanca de varidvel w = iz. Tendo em
vista (4.25), Y (¢, w) = Z,(—iw) satisfaz a equacio

ay 1¢ 0 d

sujeita a condigdo inicial Y'(0, w) = ¥5(w) = [, w;(—iw;).
A equagio diferencial (4.42) é equivalente a equagéo integral

¥ (t,w) = Yo(w) + & fo t (a_i?’ J-a%) Y(r,w)dr, (4.43)

de forma que uma solugao de (4.43), continua em ¢, portanto diferencidvel pelo Teorema
Fundamental do Célculo, é também uma solugdo do problema de valor inicial {4.42).

Para utilizarmos o método de Picard, vamos introduzir uma norma no espago J% das
fungdes inteiras f{w) em C* que ndo excedem o tipo normal o; da ordem 2 em cada
componente w;:

1fll; = sup es(w)|f(w)[ , (4.44)
weCn

onde

o =onf St}
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Note que IJIi_I?meg(w) |F(w)] = 02 e [|fll, < cosef & Jn com o < g; para cada j.

Esta condigdo serd denotada a seguir simplismente por ¢’ < o.

Equipado com a norma (4.44) o espago J; é completo. Uma seqiiéncia {f;};2, de
fungdes inteiras em J? converge para f na topologia induzida por (4.44) se, e Somente
se, e, (w) f;{w) convergir para e, (w)f(w) uniformemente em C*.13 Para cada f € 37, a
série parcial de Taylor de f converge para f nesta topologia e o conjunto dos polinémios
em C* é denso em J7.

Além disso, pela férmula de Cauchy

Of oyt f(w +Cej)
du; " T ami s O 2de, (4.45)

com (e;)x = d;x, verifica—se a seguinte desigualdade para o maximo médulo
of 1
Al —| <= o f). 4.
M ( Bwj) < 6M(r—|—5ej,f) (4.46)

Diferenciagdo parcial, translagtes e multiplicacio por polindémios sao alguns exemplos
de mapeamento linear continuo 7" : J7 — J% definidos para todo o' > o.
Note que, devido a (4.46) e pela definicao de maximo médulo,

d ] Z & f
” (B_W, J%) = SEP €q! (r) ‘;1 Jkl M (1‘, 810[;6?.01)
< HZI 55 SUp e (r) M(r + drex + Gre; f)
< (oI 1, (4.47)
onde g é um vetor de componentes
1 1 0,062
;= —supexp {o; (r +6;)° —oir?} = —ex {—JA} 4.48
& 6_7:')10) x {o; (r ) UT} d; P o~ 0; (4.48)

Escolhendo §; = \/ (o

' — 0;) /0;0 na estimativa de Cauchy (4.46), obtemos

n !

g;0.;

(0, Tp) <ellTN D 5 (4.49)
i=1 aj UJ

que diverge como |¢o' — a|"1 quando o' N\, o. Esta é exatamente a situacio na qual

a existéncia de uma tnica solugdo do problema de Cauchy é garantida pelo Teorema

12vgja discussan sobre indice central na Secao 2.3.
12Esta ¢ as afirmages a seguir sdo, a rigor, verdadeiras na topologia induzida pela familia de normas ||-[, indexadas
pelas fungdes e(w) em (4.44} pertencentes a um conjunto K. Veja o texto [T] para maiores detalhes.



100 4. Teorema de Lee-Yang e suas Extensces

de Ovsjannikov [O]. Vamos aqui seguir brevemente a excelente exposigdo de Francois
Treves [Tr] (veja também [Tr1]).

Dado o € 01, 6, < 0, introduzimos uma familia 2 um parimetro {J?:0 < s < 1} de
espagos de fungdes inteiras do tipo normal o; = so, + (1 — s)oo da ordem 2, equipados
com a norma ||f||, = ||f|l,, dada por (4.44). Note que J7 C J§ se s’ < s, e a injecdo
natural [ : J? — J% tem norma menor ou igual a unidade:

11 flly = sup e, (w)|f(w)]

we(n

< Hsupexp{s —S 00,3—0’13 2}“f“s—-”f”

S r>0

(observe que oy — o5 = (8 — s}{o1 — 0y)).

Proposicao 4.20 Se

(t)—lft 9 72 eii(r)d (4.50)
k=1,2,..., é uma segiiéncia em J* com zo(t) = Yy € 37, entdo a sequinte estimativa
eCt \*
el < K (£25) (451)
€ vdlida para todo k € N e s € [0,1), com K > [|[Yo|l;, e C = C(s) = (p, Tp) /4, onde
Ts.i

Py = Z .
Jo3 — 015

Prova. Inicialmente, observe que ||zx(t)||, < oo qualquer que seja s, pois o operador
diferencial em (4.50) é continuo de J7? a J7 se s’ < s, ndo importando quio préximo
esteja s’ de 5. Claramente, (4.51) é vdlida com k = 0. Assumindo que (4.51) seja valida
com k =m — 1, entdo, devido a (4.47),

C
lzm(@ll, < / leme1 (D], dr

m—1
K—(—ec——) ['rm_ld'r
e \l—-5—-c¢ 0

el

[
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1
Escolhendo ¢ = — (1 — ), a estimativa continua como
m
K eCt\" 1 1 m-1
1-3s e\1-1/m
eCt \™ 1 1 \™!
= K il I
(1 - s) e ( m — 1)
< K ( eCt ) .
- l1—s

Portanto (4.51) é satisfeita com k = m para todo s tal que

lzm (E)]

IA

1 1
0<1—s—£=1———s(1——) <1
m m
e, consequentemente, para todo s € [0, 1). Com isso verificamos por indugdo a estimativa

(4.51), concluindo a prova da Proposigio 4.20.
a

Segue da Proposigio 4.20 que, para cada s € [0,1), a seqiiéncia de séries parciais
Ym(t) =Z$k(t)1 m€N1

converge uniformemente em cada intervalo fechado de |t| < (e€C)™' (1 — s) para uma
fungdo Y (t) € J% continua em ¢ que satisfaz (4.43). Note para isso que, somando (4.50)
de 1 & m obtém-se

Y, Y L[ s Y, d
w0 =Y+ [ (5T ) Yaslr)dr
e resgatando a equagdo (4.43) no limite quando m — oo.

Por um procedimento andlogo pode-se mostrar [Tr] que esta é a tnica solugio con-
tinuamente diferenciavel em |¢| < (eC) ™" (1 — s) do problema de Cauchy (4.42).

Para o método de Picard, seguiremos a modificagao do Teorema de Ovsjannikov por
Nirenberg [Ni].

Seja &, o espago de fungdes Y(t) tais que, para cada s € [0,1) e |t — to] < a(l — s),
Y(t) € 3¢ é continuaem ¢ e

IYll:= sup  (a(l—s)—[t —tf) Y ()], <oo. (4.53)
|t—to|<a(l—s),
$€[0,1)

Equipado com esta norma, &, é um espago métrico completo.!

140 peso em (4.53) difere do peso na norma de Nirenberg por um fator [t — £g], rernovendo,desta forma, a singularidade
em ¢t = {g. Na aplica¢do que faremos a seguir, a depende da escala s.
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Teorema 4.21 Para cada s € [0,1), a < (8C)7}, to € Ry e Yy € J7, existe um
intervalo aberto I = I(s) = {t: |t — ty| < a(l — 8)} e uma dnica fun¢do continuamente
diferencidvel Y : I — 37 que € solugdo do problema de valor inicial ({.42) com Y (ty) =
Yo. Além disso, Y satisfaz ||Y (t)||, < 2|3, para todo |t —to| < a(l —s) e s € [0,1).

Prova. Seja. ® o operador definido sobre o espago de fungdes Y (t) a valores em 3%, para
cada s € [0,1), dada pelo lado direito da igualdade (4.43) (com o limite inferior na

integral substituido por tg):

1 (@ 0
Mostraremos que é sempre possivel escolher a e G, g C G, tal que & : G, g — G, i é

uma contrac¢ao estrita.
Se Y, W € &,, procedendo como na primeira linha de (4.52) com s + ¢ = s(7) <

1— (7 —ty)/a, temos

12V - SO, < Go [ S5 IV =Wl dr

s(r)—s
¢ dr
< G|y - W ;
< G- | e
onde Cy = C(0), com C(s) é uma constante como em (4.51). Escolhendo s(7) =
1 ( T — to 5 .
- |1+s———]," continuamos
2 a
eI -2l < Tir-wi[
1 1
= Y -Wi (1—3—(t—t0)/a_ 1—3)
4C t—ty
= — Y -W
a I I (1—s—(t—t9)/a)(l —s)
< 4Cally — W|| L (4.55)

a(l—s)—t+1t’

onde a itltima linha segue da relagdo t — ty < a(l — s). Concluimos de (4.53), (4.54) e
(4.55) que ® é uma contragéo,

@ [v] -2 Wil < 5 ¥ - W]
sea < (8C)7!

15Esta escolha maximiza o denominador de integrando, (el - s{(7)) — 7’) (s{r) — 5) > (a(l — s’} — 7'} (5 ~ 5) para
qualquer s < 1 —7'je
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Para mostrar que & : G, ¢ — G, x notamos, repetindo a estimativa acima,

1 1
1e[Y] = Yol < 51I¥N < 5 (IY = Yol + [%oll) < K

se G ={Y € G, : ||Y — Y| £ K} onde K > ||¥3]|. Logo, pelo Teorema do ponto fixo
de Banach, existe uma e somente uma fungio ¥ € G, i tal que ¥ = @[Y], satisfazendo,

devido as dltimas desigualdades, ||Y(t)|[, < 2| Yoll,-
0

O método de solugao de equagdes diferenciais pela variagdo dos coeficientes foi posto
em base sélida pelo cdiculo de limites de Cauchy. Por cdlculo de limites, denominado por
Poincaré de método majorante, entende—se o procedimento para determinar um limite
superior da solugao de uma equagao diferencial por uma série de poténcia convergente
com coeficientes positivos.

Uma fungéo g(w) = Z C; wl, convergente em um domimio D em C*, ¢ dita ser um

jENR
magjorante da fungao f(w) = Z ¢ wd em D se para cada j a desigualdade
jeNn

lejl < G

for verificada. Denotamos a relagdo majorante por f{w) < g(w).
Note que, se fi(w)dg(w)ea; > 0,1=1,...,m, entdo

a1 fi(w) + -+ amfm(W) Largi(w) + -+ + amgm(W) . (4.56)

Além disso, a relagdo é preservada por diferenciacao parcial

fow) g gw) = A (wya 22

e integragdo com respeito a ¢, ou a algum outro paridmetro,
ft,w)<g(t,w) = ff(?', w)dr 4 fg(T, w)dr . (4.58)

A seguir o método majorante serd aplicado & equagdo (4.42), com Y, em J?, para
garantir a existéncia de uma solugdo para ¢ satisfazendo (4.28).

Teorema 4.22 Seja Y, € J7, tal que

Yo(w) = Hyj(wj)
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com y;{w) <exp {o;w?}. Entdo o problema de valor inicial ({.42) tem uma tnica solugdo
Y (t,w) em 3}, onde

o;(t) = (D'-tJ) j‘j‘ ,
definida em [0, ]|DJ”_1) e majorada pela fungdo de particdo G,(—iw) dada por (4.27):
Y (t,w)<det V2T —tDJ) exp {{(w,D(T —tDJT) ' w)} . (4.59)

Prova. Para demonstrar ¢ Teorema 4.22 basta notar que, em vista das propriedades
(4.56), (4.57) e (4.58), se Y 9 W entdo

o[Y] S o[W],

com ¢ o mapa definido por (4.54) com t; = (.
Note ainda que W (t, w) = G¢{—1iw) dado pelo lado direito de (4.59) é a uinica solugio
da equagdo de ponto fixo ®[W] = W tal que

W (0,w) =[] exp {o;w}} .
=1

Observe que é fundamental para estas afirmacgoes que 7 > 0. Observe ainda, que
convergéncia da série de poténcia de W (¢, w) em C" implica a convergéncia da série de
poténcia de Y (¢, w) para uma fungao inteira que nio excede o tipo normal

o;(t) = o (T+tDT + (DI +---)

13
= o, (1 +t20; Y Jiop+ - ) (4.60)
k=1

da ordem 2 em cada varidvel w; (veja conexdo entre os coeficientes da série de poténcia e
o tipo e a ordem de fungGes na Segdo 2.3, especialmente Teoremas 2.13 e 2.14). Para isso,
note que o tipo ¢; da fungdo majorante (4.59) com respeito a variavel w; é obtido pela
entrada j;j da matriz D (Z — tDJ) ™" cuja série de Neuman, convergente se ¢ ||DJ|| < 1,
é dada por (4.60).

Isso conclui a prova do Teorema 4.22.
O

Observagao 4.23 Note que o método majorante garante a existéncie global de uma
inicae solugdo Y (t) do problema de valor inicial (4.42) para t > 0 se Yy for de minimo
tipo da ordem 2 em cada componente pois o domino de definigio, 0 < t < | DJ| ™", se
estende sobre ¢ semi-rela quando o N\ 0.

Para uma prova alternativa do Teorema de Lee—Yang Generalizado, Teorema 4.9,
resta ainda provar que cada solugdo Y (¢, w) de (4.25) sujeita a condigdo inicial Yy(w) =
[1; ¢i(—iw;) com @;(z) € P*, é tal que Y(¢,iz) pertence a classe F. O resultado a ser
enunciado a seguir utiliza toda a teoria desenvolvida no Capitulo 3 aoc mesmo tempo
que desfruta da linearidade da equagao (4.25).
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Teorema 4.24 Seja Yo € J7 como no Teorema 4.22, Y (t,w) a dnica solugdo do
problema de valor inicial ({.42) e considere a solugdo majorante W(t,w) = G,(—iw)
de Y (t,w) dada em (4.59) para todo t < ||DJ|~". Entdo, a dnica solugdo X(t,w) =
W(t,w)+Y (t,w) de ({.42) com condi¢do inicial

X(0,w) =[] exp {o5w?} + [ ] wi(ws),
ji=1 j=1

é tal que X(t,iz) pertence a subclasse P* de Hermite-Biehler para t < |DJ| ™ e,
consequentemente,

X(t,w)#0

para Rew > 0.

Prova. Teorema 4.24 é conseqiiencia imediata do Teorema 3.36 e Observacao 3.38.
O

Observagao 4.25 Do ponto de viste das grandezas Fisicas, a restri¢cdo sobre os valores
de t no Teorerna {.24 néo o enfraquece comparado ao Teorema 4.9 de Lee-Yang gener-
alizado. Note que podemos sempre fatorar uma constante K™ na funcdo de particdo de
maneira tal que

y;(w) < K exp {o;w?}

seja vdlido com o; arbitrariamente pequeno, se y;(w) for uma funcdo inteira de minimo
tipo da ordem 2, fazendo com que o Teorema 4.24 seja vdlido para qualquer £ > 0.

O ponto fraco no Teorema 4.24 é que a condicdo inicial ndo é da forma produto. A
seguir, faremos um pequeno esbogo de como abordar o problema de valor inicial (4.42)
de tal forma que a condicdo de Lee-Yang Y (f,w) # 0 para Rew > 0, seja mantida

para todo ¢t > 0.
Pelos Teoremas 3.11 e 3.14, uma funcao ¢ € P* pode ser representada por

o — —i m _yw?—ifw 1 E —iw/a;
o(—tw) = c(—tw)" e 1:[ +aj e
=1
comy >0, SmB,Sma; > 0e Z laj|7? < 0. Sem perda de generalidade, vamos

K
supor que ¢(0) = 1. Em vista do Teorema 3.22, ¢ é o limite uniforme da seqiiéncia de
H —polindmios

M w) = Infe)(—iw)

m

= J[ 0 +&5hw) (4.61)

7=1



106 4. Teorema de Lee—Yang e suas Extensoes
com Re &;m > 0, onde I, é 0 operador de Jensen. Portanto, cada fator em (4.61) satisfaz
Re (kjm +w) >0, (4.62)

se Rew > 0.
O correspondente analogo a um H,—polindmio é dado pela seguinte

Definigao 4.26 Um polindémio
Py(w) = Z ¢ur (4.63)

jenn:
m-—j>0
da ordem N = my + -+ +m, em C* € dito ser un R,-polinémio se Py(w) # 0 para
Rew > 0.

O resultado a seguir tem como base a Proposicio 2.2 e Lema 2.3 de [LS] podendo,
contudo, ser também derivado em termos dos H,—polinémios.

Lema 4.27 Seja

R(v,w) = ch,m v w™, (4.64)

um Ry, —polinémio, multilinear com respeito a variavel v (isto é, cqm # 0 somente se
In|| < 1). Se Q(w) = R(8/0w,w) denota o polindmio obtido substituindo v por /0w
em (4.64), entdo Q(w) € um R,-polindmio.

Prova. Inicialmente, se ¥ denota o vetor formado pelas componentes v, do vetor v

com k # 7, entdo o Ra,—polindmio (4.64) pode ser escrito, devido sua multilinearidade,
como

R(v,w) = Qo(,w) + 1,1 (¥, w), (4.65)

onde Qo(V, w) e Q1(V, w) sio dois Rp,—1—-polindmios nas varidveis complementares a v;.
Note para isso que, tomando |v;| para infinito ou préximo de zero, com Rev, Rew > 0,
concluimos que Q(V,w) # 0 e Qo(V,w) # 0. Além disso, devido a estas mesmas
condi¢bes, R(v,w) # 0 se, e somente se,

ﬂem >0, (4.66)

Ql (?J W)

para ReV, Rew > 0.
Vamos agora mostrar, usando (4.66), que

TV, w) =@V, w) + %Ql(?, w)
j
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é também um Rs,_;—polinémio. O polindmio g(w;), dado por @(V,w) como fungio
de w; mantendo fixos ReV > 0 e demais componentes de w, Rew, > 0, k # j, € um
R-polindémio, podendo ser representado como em (4.61)

Tt
g(w) = cH (1+ fsi’lw) ,
i=1
onde ¢ e k; func¢des das demais componentes com fe x; > 0. Disso segue

1
glw) S rkitw

e, em vista de (4.62), temos
an (?, w)/@w_?
iV, w)

Re >0 (4.67)

se ReV, Rew > 0, concluindo

v,w) 80 (V, ow;
W) | 29,0, 3)0w] 4
(v, w) (v, w)

sob as mesmas condigdes. Com T'(¥V, w) sendo um Ry,.;—polinémio, podemos repetir o
procedimento a partir de (4.65) para uma outra varidvel de ¥. Concluimos a prova do
Lema 4.27 depois de n repeticdes.

7(7,w) = Qu(7,w) |

O

Observagao 4.28 Lema 4.27 € vdlido também se a condicdo de multilinearidade for
removide. A prove porém reguer maior elaboragdo (veja Proposigdo 2.2 em [LS]).

Afim de mostrarmos que o operador @, definido por (4.54) com @ = 0, preserva a classe
dos R,—polindmios, devemos aplicar o Lema 4.27 ao polinémio R(v,w) = (v, J v) Y (w)
onde Y é um R,—polinémios. Note que, se J for uma matriz ndo negativa com diagonal
nula, entdo (v, J v) é multilinear em cada componente de v.

Vamos considerar a condig¢ao inicial

Yon(w) = _H Fiws),

dada pelo produto de R-polindmios em cada componente wy com f; = f}m") COMO em
(4.61)'¢ e, no lugar de ®, consideremos o operador aproximante

t (0 N
v osl = {1+ £ (T3 )} Yo (469

YPara simplificar a notacio, vamos eliminar a dependéncia na ordem m da funcio f(™) e de seus respectivos zeras

Kjm-



108 4, Teorema de Lee-Yang e suas Extensdes
para p—ésima iterada ®®) de ® atuando sobre Yo n:

@(p)[yo’N] = do--- o<I>[Y0'N]

p—vézes

t (0 0 ? (0 o\’
= {I+Z(5;’J%)++Fp|(5w_’ja_w) }YO,N- (4.69)

Note que, desenvolvendo o bindmio de Newton, o j-ésimo termo em (4.68) contém um
fator 1 (1 —1/p)---(1 — ( — 1)/p) multiplicando o termo correspondente em (4.69) que
tende a 1 quando p — oo. Note ainda que o limite

lim 39[¥,v] = lim °[¥5,4] = exp { 4 (8%,3'6%) } Yo

P00 4

converge para a solugdo da equagio de ponto fixo ¥ = ®[Y]. Vamos usar que @ (assim
como ¥) é um operador linear continuo afim de tomar o limite em N (veja Definigio

3.40)

lim ®[Yy] = @[ im Yy
N—o0

Jim ¥y .

Aplicando cada termo do produto (4.68) sobre ¥; w, e usando Lema 4.27, concluimos
a solugdo de (4.42) satisfaz ¥V (¢, w) # 0 para Rew > 0 e todo £ > 0 se

t
1+ 4 (b, Th) #£0 (4.70)

para Reh > 0, uniformemente em p, t e J > 0. Esta questdo algébrica ficard sem
resposta na presente tese.
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Conclusoes

Mostramos como a Teoria das Fung¢des Analiticas, desenvolvidas no final do século pas-
sado e inicio deste por varios autores, se encaixa na. descri¢do dos zeros de Lee—Yang.

As conclustes a serem extraidas nesta tese, podem ser resumidas pela seguinte frase:
se p™ denota a medida de equilibrio de um ferromagneto (ou gis de rede) generalizado,
com n graus de liberdade, entdo a funcgio caracteristica Z™ de p™ é um elemento da
subclasse P das fungdes inteiras de Hermite—Biehler.

Nos dois capitulos iniciais apds a introdugdo, apresentamos de maneira pedagégica
os principais resultados sobre a Teoria das Fungbes Inteiras pertinentes ao Teorema
do Circulo. No Capitulo 2 descrevemos a conexao entre a distribuicio dos zeros, o
crescimento do médulo maximo e o Teorema da fatorizagio de Hadamard para fungoes
inteiras em €. No Capitulo 3 introduzimos a classe HB das funcdes inteiras de Hermite—
Biehler e descrevemos os operadores que preservam a localizacdo dos zeros para tais
fungoes. Esta andlise generaliza o Teorema de Rolle sobre a preservagao dos zeros reais
por diferenciacéo.

A discussao apresentada teve a vantagem adicional de permitir obter desigualdades
majorantes das fungdes em HB, preservadas pela operacio de diferenciagio. Por in-
termédio dessa nogao estendemos para as fungbes inteiras em C" todos os resultados
estabelecidos para fungoes inteiras em C .

Nestes dois capitulos foram selecionados, dos livros textos e literatura especializada
disponivel, um material necessirio para dar coeréncia e unidade as assergdes desta tese.
Convém salientar que embora tenha sido desenvolvido previamente ao Teorema de Lee—
Yang, este material foi compilado em livros textos aproximadamente no mesmo periodo.

Na literatura consultada ndo hd nenhuma mengio explicita sobre a relagao existente
entre a distribuicio dos zeros da fungao de partigdo de ferromagnetos e a classe das
fungSes de Hermite-Biehler. Como demonstrado nesta tese, a caracterizagio das fungGes
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da subclasse P} de HB,, se confunde com as assim denominadas propriedades de Lee-

Yang.
No Capitulo 4 fizemos uma breve excursao sobre as diversas versdes do Teorema

de Lee—Yang e demonstramos o Teorema de Lee-Yang Generalizado com os resulta-
dos do Capitulo 3. Discutimos também as extenstes deste Teorema para os modelos

ferromagnéticos com N componentes de spin.
A mais inovadora proposta desta tese esta relacionada com a abordagem, realiza-

da ainda no Capitulo 4, do Teorema de Lee-Yang por métodos aplicados as equagOes

diferenciais.
Apresentaremos a seguir os resultados obtidos nesta tese.

1. O Teorema de Newman foi generalizado para uma classe ainda maior de ferromag-
netos (Teorema 4.11 e Observagdo apds a demonstragdo deste).

2. Obtivemos majorantes Gaussianos para a funcido de particao de modelos de Ising
generalizados, interpretados como limites superior de campo medio. A desigual-
dade 4.28 quando saturada, proporciona a melhor estimativa inferior de campo
médio para o inverso da temperatura critica f,.

3. Demonstramos um Teorema de Lee—Yang Generalizado para sistemas de spin com
N componentes (Teorema 4.19).

A presente tese de Livre-Docéncia deixa algumas questoes previamente formuladas
sem respostas e sugere novas questoes.

1. Deixamos de estabelecer a relagao do Teorema 4.11 com os modelos de Ising gen-
eralizados. Para isso, a condi¢do A. na Defini¢io 4.6 deve ser também necesséria
para que v € P,

2. Nao foi possivel examinar as condigbes sobre a matriz K de acoplamentos para
que o Teorema de Lee—Yang (4.19) fosse aplicavel a sistemas de spin com N com-
ponentes.

3. Restou demonstrar a equagdo algébrica (4.70) para uma prova alternativa do Teo-
rema de Newman via equagbes diferenciais.

Finalmente, devo acrescentar que ha um grande potencial a ser explorado pela abor-
dagem via equagoes diferenciais parciais no que diz respeito as propriedades de analiti-
cidade de sistemas de spin que ndo satisfazem a condicao J > 0.
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