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RESUMO

Neste trabalho consideramos os efeitos do movimento paralelo na difusdo de centros-
guia em um campo magnético intenso, uniforme e constante, na presenca de turbuléncia
eletrostatica homogénea, estacionaria e isotrépica no plano perpendicular ao campo
magnético. Obtemos um sistema de equagdes néo-lineares acopladas representando o
acoplamento entre as difusées paralela e perpendicular no espago. Fornece-se também
uma equacio para o campo elétrico Lagrangiano paralelo médio, deduzido na aproxi-
macao quasi-linear renormalizada. Deduz-se, também, uma expressao explicita como
func¢ido da velocidade paralela da particula carregada, e valores numéricos para a aproxi-
macao quasi-linear utilizando um espectro modelo baseado em resultados experimentais

em Tokamak.




ABSTRACT

In this work we consider the effects of the parallel motion on the diffusion of guid-
ing centres in a constant, uniform and strong magnetic field, in the presence of an
electrostatic turbulence which is homogeneous, stationary and isotropic in the plane
perpendicular to the magnetic field. We obtain a system of coupled non-linear equa-
tions representing the coupling between parallel and perpendicular diffusion in space,
which includes an equation for the average Lagrangian parallel electric field, deduced
in the renormalized quasi-linear approximation. By using a model spectrum based on
Tokamak experimental data, we deduce an explicit expression, and numerical values for
the quasi-linear approximation of the asymptotic parallel average Lagrangian electric

field, as a function of the parallel velocity of the charged particle.
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1. INTRODUCAO

A ocorréncia de perdas anémalas em energia devido ao transporte de particulas e
energia através de configuragdes magnéticas fechadas é um dos problemas mais sérios
enfrentados para o desenvolvimento da fusdo termonuclear controlada. De fato, tais
perdas sao muito mais intensas do que as previstas pela teoria neoclassica de transporte
colisional em geometria toroidal, como se sabe ha muito tempo (ARTSIMOVICH, 1972;
FURTH, 1975).

O transporte anémalo é geralmente atribuido a microturbuléncia do plasma em
escalas espaciais pequenas comparadas ao raio do plasma.

Ao estudar a difusdo turbulenta de particulas carregadas, a abordagem mais simples
consiste em considerar particulas carregadas teste que sdo “passivas” no sentido de
que sao sujeitas as flutuacoes de campo elétrico ou magnético prescritos, mas néo
contribuem para a carga espacial local (veja, por exemplo, PECSELI e TRULSEN ,
1989).

A difusao de particulas carregadas na presenca de um espectro dado de turbuléncia
eletrostatica, incluindo ou ndo um campo magnético externo, foi bastante tratada
na literatura utilizando diferentes aproximacgoes e formulagoes do problema. Uma
classe de abordagens (DUPREE, 1966, 1967, 1972; WEINSTOCK, 1969; MISGUICH e
BALESCU, 1975; MISGUICH et al., 1987; SALAT, 1988; PETTINI et al., 1988), sobre
a qual se apoia este trabalho, utiliza uma aproximagio “quasi-linear renormalizada”
para descrever os acoplamentos de modos nédo lineares. Uma tal aproximacio é o
andlogo da aproximacdo DIA (“Direct Interaction Approximation”) introduzida por

KRAICHNAN, 1967 para turbuléncia em fluidos; ela ndo leva em conta caracteristicas



claramente importantes da turbuléncia, como por exemplo o carater ndo-Gaussiano das
trajetorias turbulentas. Tais teorias estatisticas, evidentemente, sdo validas além de
um limiar com desenvolvimento suficiente das nao linearidades e do caos (destruigao
de eventuais barreiras de Kolmogorov-Arnold-Moser).

Embora muitos resultados importantes tenham sido obtidos, diversos aspectos do
problema nao siao ainda bem compreendidos. Um desses aspectos é ligado ao processo
de acoplamento da difusdo nas dire¢oes paralela e perpendicular a um campo magnético
externo. Esse é o topico central que sera discutido neste trabalho.

MISGUICH et al., 1987 consideraram a difusdo absoluta e relativa de particulas car-
regadas em um magnetoplasma com um campo eletrostatico turbulento. Os autores
ndo incluiram a dindmica paralela; a analise € restrita ao plano perpendicular ao campo
magnético, onde as flutuagoes de campo elétrico sdo admitidas isotrépicas. Sao obti-
dos resultados explicitos para a difusdao ndo linear de particulas-teste, representadas
pelos seus centro-guias, em um espectro em energia turbulento em k7' e k7%, que
corresponde a medidas no tokamak TFR. Como esperado, é obtido para turbuléncia
congelada (limite de freqiiéncias muito baixas) um escalonamento de Bohm para o coe-
ficiente de difusdo absoluta. O importante problema da difusdo relativa de particulas
carregadas é também considerado; a solucao obtida claramente exibe o efeito “clump”,
i.e., 0 abrandamento inicial do movimento relativo, seguido de uma expansao exponen-
cial rdpida da nuvem de particulas até o estagio final no qual as particulas ficam nao
correlacionadas, e a difusdao Browniana é alcangada assintoticamente. As simulacoes
numéricas (PETTINI et al., 1988) confirmam essas conclusdes.

Neste trabalho consideramos os efeitos do movimento paralelo na difusao de centros-
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guia de particulas carregadas em um campo magnético constante, uniforme e intenso,
na presenca de turbuléncia eletrostdtica, que é admitida homogénea, estaciondria e
isotrépica no plano perpendicular ao campo magnético.

Este texto se apresenta organizado da seguinte forma: na se¢do 2.1 introduzimos a
notacao; na se¢io 2.2 deduzimos uma expressdo para um coeficiente de difusao global
calculado para tempo finito em termos da autocorrelagdo de velocidades Lagrangianas
flutuantes; na secao 2.3 calculamos essa autocorrelagdo, que é vista ser um tensor dia-
gonal, utilizando a hipdtese de Corssin, a expansdo em cumulantes até segunda ordem,
e a isotropia no plano perpendicular. Obtemos duas equagdes ndo lineares acopladas
representando a autocorrelagdo de velocidades Lagrangianas flutuantes. Em particu-
lar, observamos que o movimento médio paralelo participa nessas equagdes acopladas
através do campo elétrico paralelo Lagrangiano médio. Esse campo médio é calculado
na se¢ao 3 usando uma aproximacao quasi-linear renormalizada. De maneira a proce-
der aos calculos explicitos, introduzimos na se¢ao 4 um espectro modelo analitico para
turbuléncia eletrostatica baseado em dados experimentais dos tokamaks TFR e TEXT.
Esse modelo € utilizado na secdo 5 para calcular o campo elétrico paralelo assintético
médio na aproximagdo quasi-linear, que é também estimado numericamente. As con-

clusdes sdo apresentadas na segao 6.




2. DIFUSAO EM TRES DIMENSOES

2.1. DEFINICOES PRELIMINARES

Consideramos a difusdo de particulas carregadas em um campo magnético intenso,

constante e uniforme

B = Bz (2.1)

na presenca de um campo eletrostatico turbulento tridimensional (dependente do es-

pago e do tempo) associado com o potencial escalar ® dado por
E[x(t),t] = Ei[x(t), ]+ Eylx(1),1] = - Ve(x(d),t) , (2.2)

onde os indices inferiores || e L designam as direcdes paralela e perpendicular ao
campo magnético, réspectivamente (Fig. 1).
Uma vez que o campo magnético é considerado intenso (i.e., as freqiéncias de
Larmor sdo admitidas ser muito maiores que as freqliéncias da turbuléncia), a aprox-
imagado de deriva pode ser utilizada. A velocidade do centro-guia correspondente a

particula carregada imersa nos campos (2.1) e (2.2) é dada por

v(t) = x = v(0) + é [Bufx(t),t] x B] + L Ay x(1).r] (23)

e a posi¢ao associada do centro-guia €
1
x(t) = x(0) + / dt’v(t') = x(0) + v (0)t
0

C ! ! ! ! q ! ! tl " " n ¢
+ g [ 4 [Balx().t) x B] + E/o dt/o A" B [x("),1"] . (24)

Essas sao as equacOes basicas do movimento que consideraremos neste trabalho para

deduzir as propriedades estatisticas de difusao.
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Fig. 1 — O campo magnético externo B, constante e uniforme, define uma diregéo
privilegiada no plasma. O campo elétrico Lagrangiano E (x(t),t), medido
no tempo t sobre a trajetéria turbulenta x(t), envolve componentes paralela
e perpendicular ao campo magnético, e pode também ser decomposto em

uma parte média e uma parte flutuante.



O campo elétrico € uma quantidade flutuante com propriedades estatisticas conheci-
das, feita a média sobre um ensemble de realiza¢bes. Estudamos aqui as propriedades

de difusdao de uma dada particula com posigao e velocidade iniciais’

x(0) = (x(0)) , (2.4a)

v(0) = (v(0)) = (v(0)) - (24b)

Dividindo o campo elétrico Lagrangiano (2.2) em duas partes
E[x(t),1] = (Elx(2),1)) + Ex(t),1] , (2.5)

onde (---) representa a parte média (tomada sobre um ensemble de realiza¢bes do
campo turbulento) e o til designa a parte flutuante®, definimos o espectro Euleriano de
flutuagdes de campo elétrico como a correlagido espago-temporal entre dois valores do

campo elétrico em dois pontos fixos, representado pelo tensor de ordem dois

S(r,7) = <E(x,t)ﬁ(x— rot— T)> . (2.6)

Uma vez que nos restringimos a turbuléncia homogénea e estaciondria, isso significa
que S(r,7) é uma quantidade independente de ¢ e de z, e que o campo eletrostatico

Euleriano médio se anula:
(B(x,1) = 0 . @.7)

A transformada de Fourier-Laplace de (2.6) é definida por:

s

‘ d .
S(r,7) = /dk ezk'f/c 2—“’ e T Sy (2.8)

1Observe-se que (v (0)) = 0, consistentemente com as equagdes (2.3) e (2.18).
2{A) representa a parte média de uma quantidade A, e A a sua parte flutuante.
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onde o contorno de Laplace C' é uma linha horizontal (paralela ao eixo real) no plano
complexo w, e deve passar acima de todas as singularidades de Sy, . Restringimo-
nos a densidades espectrais em nimero de onda e freqiiéncia, Sy . , que sejam fungGes
analiticas no plano w de tal maneira que o contorno de integragao C possa ser tomado
ao longo do eixo real w. Com essa escolha de caminho de integragdo, daqui para a
frente, a freqiiéncia w € tomada real.

A transformada de Fourier de (2.6) para turbuléncia homogénea é

1 , to dw o
Sk(r) = 55 [ dre™ S(rT) = / S € Sk
87!'3 = = 87T3 ~ %
- W<Ek(t)E_k(t—T)> - W<Ek(t)1a_k(t_fr)> . (2.9)

dada em termos da transformada de Fourier do campo elétrico

1 —tk-x
Ex(t) = e dx e E(x,1) (2.10)
e de
Skw = / dr " Sy(1) . (2.11)
0

Em (2.9), o volume  do sistema comparece porque usamos uma transformada de
Fourier continua e fazemos uma média espacial usando a condi¢do de homogeneidade.

Para turbuléncia eletrostatica, o tensor espectro é um diddico

Sk(t) = kk I(r) , (2.12)

onde Ix(T) representa, para turbuléncia homogénea, a autocorrelagio do potencial

flutuante

Lr) = T @) ot =) (213)

|



onde

O (t) = L dr e~ ®(x,t) (2.13a)

83

é a transformada de Fourier do potencial.

Admitimos também que o potencial é isotrépico no plano perpendicular ao campo
magnético externo, de acordo com observacbes experimentais® (TFR Group, 1977;
TFR Group e TRUC, 1984). Com essa hipétese, e para turbuléncia eletrostatica,
mostramos em um trabalho anterior (FIEDLER-FERRARA et al., 1990 e Apéndice
A) que a correlacdo de um-ponto para o campo elétrico S(r = 0, 7) reduz-se a um

tensor diagonal

ki
5 0 0
S(r=0,7) = /dkkk]k(T) = /dk o Koo |k, (214
2
0 0 &

onde Iy(7) é dado por (2.13) e k] = k2 4+ k2.

O espectro de correlacao de dois pontos de campo elétrico

S(r,7) = / dk e*T Sy (1) = / dk ¢ kk I (7) (2.15)

nao é, em geral, um tensor diagonal; de fato, ele tem seis elementos independentes, i.e¢.,

3Com relacéo & validade da descrigao isotrépica perpendicularmente, deve-se notar, entretanto, que
alguns experimentos usando sondas (RITZ et al., 1984, 1987; ZWEBEN e GOULD, 1985; WEISEN
et al., 1988) mostram que, préximo da beirada do plasma, o comprimento de correlagdo poloidal
parece ser mais longo que o comprimento de correlagdo radial por um fator 1,5 a 2. Nessa regido de
plasma frio, a simplificacio acima que segue da isotropia perpendicular nao vale, e o espectro completo
deve ser levado em conta na descrigio tedrica do processo de transporte. Nesses casos, o formalismo
isotrdpico é valido na regiao principal de confinamento de plasmas em tokamaks.
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Ss=(r,7)  Sh(r,7) S%l(r,T)

S(r,7) = (B, )Ex-r,t=7) = | S4r,7)  S%(rr) S(r,7)
s¥l(e,r)  S¥ll(r,r) Sll(r,7)
(2.15a)
Em particular,
(Bu(e,) Bix—r,t-7)) = S%(r,7) + S¥(r,7) = 25, (r,7) (2.16)
<E”(x,t) EBy(x-r,t— T)> = Sl(r,7) . (2.17)

Usando a propriedade exata do anular do campo elétrico Lagrangiano médio para

todos os tempos,
(El[x(t)atD =0 > (218)

(veja secdo 3.1, eq. (3.16)), reescrevemos (2.5) como

E[x(2),t] = (Ey[x(?),t]) + E[x(t),1] . (2.19)

2.2. COEFICIENTE DE DIFUSAO

De acordo com (2.4), o deslocamento durante o tempo ¢ de um centro-guia inicial-

mente na posicdo x(0) é

Ix(t)

x(t) — x(0) = /0 dat'v(t) . (2.20)

A equacao de difusdo para o deslocamento médio quadratico (tensorial) pode entdo ser

derivada como segue:



S oxdx0) = L+ P o) T2 = 14 P [ v @)

(2.21)

onde o operador de permutacao P(ij) age sobre os indices tensoriais. Fazendo a média

em ambos os lados, obtemos

% (6x:(t) 0x;(t)) = [1 + P(zg)]/o dr (vi(t)vij(t—71)) . (2.22)
Usando as decomposic¢oes

§x(t) = (6x(1)) + 6x(t) , (2.23)

v(t) = (v(t)) + V() , (2.24)

dividimos (2.22) em duas partes por meio de?

(6%:(8) 8x,(1)) = (8x(6) Fx;(1) ) + (x:(1)) (64(1)) (2.25)
e obtemos
5; (8xi(t) Bxi(t)) = [1+ P(i) / dr (V) Vi(t—1)) (2.26)
d Y
5 (0x:(1) (dx;(8)) = [14 P(ij)] / dr (vi(t) (vi(t—7)) ,  (2.27)
~ = q : ! Y
v(t) = 5 E,[x(t),t] x B+ E/o dt' Ey[x(t),t'] (2.28)

*Aqui usamos o fato que <;4v> =0.

10



e, usando (2.18)

(v(t)) = (v®)) = v(0) + ;%/0 dt' (Ey[x(¢),#']) . (2.29)

Definimos o tensor de difusdo calculado para tempos finitos ( “running” diffusion

tensor) D(t) através de (2.26), i.e.

D;;(t) = % (8x:(t) 5xi(1)) = [1+ PGs)] /0 dr Cij(t,t—1) , (2.30)

onde

~

Cij(t,t —7) = (Vi(t) v(t — 7)) (2.31)
é a autocorrelagdo tensorial da velocidade Lagrangiana flutuante. Usando (2.30) na

derivada em relagao ao tempo de (2.25) e integrando no tempo, obtemos

(0xi(t) 6%5(2)) = (8xi(1)) (9%5(8)) + A dt' Dy (1) (2.32)

onde (dx(t)) representa o deslocamento médio devido ao campo elétrico paralelo médio
e a velocidade inicial, e onde o ultimo termo no lado direito da conta do movimento
difusivo devido ao campo flutuante.

O coeficiente de difusdo é usualmente definido, nos casos simples em que a auto-
correlacao da velocidade em (2.30) tende a zero depois de um tempo caracteristico da
ordem do tempo de correlagdo (Lagrangiano), como o valor de patamar da integral
dessa autocorrelacdo. Para turbuléncia isotrépica no plano (z,y) perpendicular ao
campo magnético B = Bb com b = 2, o tensor C (t,t—7) é diagonal (veja préxima
secdo) e o fator [1 + P(ij)] reduz-se a um fator 2. Nesse caso podemos definir, a
partir de (2.30), um coeficiente de difusao global escalar calculado para tempo finito
("running” diffusion coefficient)

11



D(t) = D(t):1 = 2 /0 Cdr (9(8) - ¥t — 1)) = 2D () + Dy (1) (2.33)

em termos de dois coeficientes de difusdo calculados para tempo finito: um na diregdo

paralela
t
Dy(t) = D(t):bb = 2/ dr (V"(t) -Vt = 7')> , (2.33a)
0
e outro na direcdo perpendicular

9D (t) = D(t):[1—bb] = 2 /O Cdr (@L(t) Tt - 1) (2.33b)

respectivamente, i.e.,

D, (?) 0 0
Dij(t) = 0 D_L(t) 0 y (2.33C)
0 0 D||(t)
onde
b = —';— . (2.33d)

A existéncia de coeficientes de difusdo assintéticos (no limite para t tendendo
ao infinito) depende, obviamente, do decrescimento do integrando de Green-Kubo na
eq. (2.33) para tempos longos: a funcdo de autocorrelagdo da velocidade Lagrangiané
flutuante deve ir a zero suficientemente rapido de tal forma que o coeficiente de difusdo
calculado para tempo finito atinja um valor de patamar. Nesse caso, os dois coeficientes

de difusao sao obtidos na forma®

Para o problema em duas dimensdes, perpendicular ao campo magnético, recupera-se a defini¢ao
D=2D, =2 [;°dr{vi(t) V.(t— 7)), como dado na eq. (5) em (MISGUICH et al., 1987).

12




t—+00

D” = lim D”(t) = 2/(;00 dr <V”(t) -V”(t— T)> s (2.33C)

2.3. AUTOCORRELACAO DE VELOCIDADES LAGRANGIANAS

Calculamos agora a autocorrelagao tensorial da velocidade Lagrangiana
Ct,t—1) = (v(t)v(t—7)) = C(t, t — )+ (v(t)) (v(t — 7)) (2.34)

usando uma aproximagao quasi-linear renormalizada. Estaremos especialmente inte-

ressados na autocorrelacao de velocidades flutuantes

~

Ct,t—1) = FH)¥(t—1) , (2.34a)

uma vez que o coeficiente de difusdo global escalar calculado para tempo finito (eq. (2.33))
depende dessa quantidade.

Procedemos da seguinte maneira:

(a) Na expressdo (2.3) para a velocidade do centro-guia, introduzimos a transfor-

mada de Fourier do campo elétrico
E,[x(t),t] = / dk e**O EL(t) | (2.35a)
Ex(t),t] = / dk ¢**O Ell¢) | (2.35b)

onde x(t) é a posi¢do do centro-guia, dada por (2.4). Como conseqiiéncia de (2.7),

Ex(t) é uma quantidade puramente flutuante, com média nula: (Ex(¢)) = 0. Obtemos

13



t
V(D) = % = v(0) + 57 [ dke™O [Bi0) x B] + £ [ar [ax Bl |
m Jo

que é uma equacdo de Langevin ndo-linear para x(¢).

(2.36)

(b) Separamos essa velocidade em uma parte média e uma parte flutuante, tan-

to para a componente paralela como para a componente perpendicular ao campo

magnético. Introduzimos aqui o operador de média P, o qual procede a média de

ensemble em tudo que esta a sua direita, i.e.,

Pf=F=(f).

O projetor complementar
Q=1-P

toma a parte flutuante de tudo que se encontra 3 sua direita®

Qf =Ff=r1-F.

A parte média da velocidade (2.36) é

(V) = v(0) + 7 / dic (O EL(1)) x B+~ / ar / dk (™ E(¥))

= 10)+ o (Balx(0), ) x B+ L [t By (), ¥

B2

(2.362)

Retornaremos ao célculo preciso do campo elétrico Lagrangiano médio (Ej[x(¢),t]) na

Secao 3. A parte flutuante da velocidade (2.36) envolve

®Para a parte flutuante de um produto tem-se o resultado usual Qfg = fg — (fg) = fﬁ + fg+
fﬁ - <]?§> = fg+ Fi+ QfF. Por exemplo, com g = E tem-se QfE = FE + QfE’ =FE+ fE.
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V() = —%b X / dk Q e**OEL(¢) | (2.36b)

t
V@) = % / dt’ / dk Q e** El ) | (2.36¢)
0
onde o projetor ) toma a parte flutuante do que se encontra a sua direita.

(c) Substituimos agora o resultado (2.36) em (2.34) para obter uma expressio para
C(t,t — 7). De maneira a levar em conta a homogeneidade da turbuléncia, fazemos a

média da autocorrelagao com relagao a posicdo inicial x(0) sobre todo os espago (2.

Obtemos’

Q
@C(t,t—r) =

2 -
- / dic ([b x BE(1)] B4 (1 — 7) x b] e*Ax(t=)

cq - ' 4 ik- !
* Bm /c; i /dk<[Et(t) x b] Ellk(t ) ek aX(nt )>

cq t ) , N -
+ _Bm /(; dt /dk <E|]|((t ) [Efk(t — 7-) X b] e k-AX(t',t )>

2 t t—T . .
+ L [ar [ [ ac(Ble) Bl X)L v©wo) |
m*® Jo )
(2.37)

onde o deslocamento entre dois tempos t; e t, € indicado por

Ax(t1,ta) = x(t;) —x () . (2.38)

"Para turbuléncia homogénea, quantidades médias nao dependem da posicao inicial do centro-guia.
Em C(t,t—r), depois de feita a média espacial usando a condi¢do de homogeneidade, os termos que

contém E; ou Elll( apenas uma vez (como, por exemplo, £z v|(0) fdk<e“"x(t) E[li(t)>) anulam-se.

Com efeito, a média introduz um fator 872/ dk na integral, cujo integrando contera <Ei’=0(t)> =0

ou <E‘}“=0(t)> = 0, conforme (2.7) e (2.10).

15



(d) O resultado exato (2.37) é ainda equivalente a equagéo de Langevin nio-linear
(2.36), i.e., a uma hijerarquia infinita para os momenta. De maneira a obter uma
aproximacao que seja tratdvel, separamos a média em (2.37) em (Ex E_g) e a média
da exponencial®. Nessa tltima média usamos a expansio em cumulantes até segunda

ordem, desprezando cumulantes de ordem superior® i.e.,

<eik~Ax(t1,tz)> ~ eik~(Ax(tl,tz)) e—%k-(Af(tl,tz)Ai(tl,tz))-k , (2.39)

onde AZ(ty,t;) é a parte flutuante do deslocamento (2.38). Depois de proceder a esses

dois passos, obtemos, a partir de (2.37),

O -~
é;C(t,t—T) =

c? By Bt k(AX(t,t=7)) L k-(AK(t, t~7) AK(t, t—7))k
-~ dkbx<Ek(t)E_k(t—T)>><be e

t—1
_cq dt’ / dkb x <f}t(t)f}!k(t')> KA(AX(8,1)) o= F k(AR (t,t) AR(t,1)) k
Bm J,

i
+ =L / dt’ / dk <i§',l(t') By (1 — 7)) x b e(AX o) O 1) A0 ok
Bm J,
2 i t—T1 - -
+q_2 / di’ / dt" / dk<E|,|c(t') E!k(t”)> HAAX() = FI(AR(1") ARGk
me Jo 0
(2.40)

onde utilizou-se (2.34), (3.16) e, por definigdo de média, <;4v> = 0 para qualquer
quantidade A. Nessa expressao, o movimento médio incluido no primeiro cumulante é

dado por (consistentemente com (2.38) e (2.3))

8Essa aproximagéao do tipo Gaussiano foi também utilizada no problema em duas dimensées por
MISGUICH et al. (1987). Em turbuléncia atmosférica essa aproximagio é conhecida como a hipétese
de CORSSIN (1959).

%Isso é equivalente & bem conhecida aproximagao de Dupree-Weinstock (DUPREE. 1966; WEIN-
STOCK, 1969; MISGUICH/BALESCU, 1975, 1982), que corresponde a truncar a hierarquia infinita.
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(A (b)) = / Ld () (2.41)

t2

com (utilizando (2.36) e (2.18))

¢
q
(v(t)) = <V||(t)> = v(0) + E/ dt’ <E” [x(t), t’]> , (2.42)
0
e o segundo cumulante, que inclui o movimento difusivo, é dado por
k . <ASE (tl,tz) Ai (tl,t2)> . k -
t—1z t—1z
= k</ dHV(t—O)/ d0'V(t—0')>-k
t—t t—t
t—1g t—tp—71’
= 2k'/ dT'/ dd (vit—7)v(it—-7"-0))-k
t—13 0
t—12 t—ty—7' -
:Zk-/ dT'/ ddC(t—7,t—7"-0)-k . (2.43)
t—11 0

onde (v)(t)) ¢é dada por (2.42), e utilizou-se (3.16).
Agora identificamos em (2.40) o espectro em vetor de onda (2.9) das flutuagdes.

Usando (2.44) e a expressao diatica (2.12) em (2.40) obtemos

2 k2 —koky 0

[
C(t,t—7):+§ dk | —k:k, K2 0O
0 0 0

x I (T) ek {Ax(t,1-7)) = k(AR(t, t—7) AK(t,t-7))k
0 0 Kk
t—T
cq ,
— dt' | dk ko k
0 0 0
x I (t — ') eftaxtt)) o= 5k (AX() AR (1)) k
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0 0 0
t
oq :
L [ at' [ dk 0
+Bm0/ 0 0
kyky —koky 0

x I (t’ _ (t _ 7_)) e-ik-(Ax(t’ , t—1)) e FRAAX(H , t—T) AR(t  t-T))k

00 O
q2 1 t—T1
+ = f df dt” {dk] 0 0 O
m? Jo 0
00 k|2|
x Ik (tl _ t”) eik-(Ax(t',t”)) e-—%k-(Ai(t',t”)Ai(t’,t”))-k . (2.44)

Essa autocorrelacao de velocidades Lagrangianas tem, em geral, componentes nao
nulas fora da diagonal. Podemos, entretanto, usar a isotropia do problema no plano
perpendicular ao campo magnético para simplificar esse resultado colocando-o em uma
forma diagonal. Sabemos, obviamente, que o espectro de correlacido a dois-pontos das
flutuagées do campo elétrico (eq. (2.15)) ndo € diagonal, mas a isotropia das flutuagdes
(a um-ponto) permite-nos considerar que o movimento médio (Ax(t,t”)) bem como
o movimento difusivo (Ax (t/,t") Ax (¢',t")) sdo isotrépicos perpendicularmente a B.
Consequentemente, a parte real dos expoentes em (2.44) ndo depende do angulo polar
v do vetor k = {kJ_ cosp, ki seny, k”}.

Como a funcdo Ix(7) é também isotrépica (veja FIEDLER-FERRARA et al., 1990),
t.e.

Rely(r) = parem ki, kj,k eem 7,

(2.45)

Im Ix(7) = parem k), imparem kj,k eem 7 ,

ela também nao depende desse angulo ¢, e podemos provar que os elementos nao diago-

nais em (2.44) anulam-se apds integra¢ao sobre o angulo polar ¢ : / dk k. k, I (k%) =0.
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Além disso, encontramos também que C,, = C,y, uma vez que [dkkZI(k3) =
/ dk k; I(k*). Obtemos, finalmente, para a autocorrelacdo das velocidades flutuantes

Lagrangianas o tensor diagonal

~ ~ 100 ~ 000
Cit,t—7) = CHt,t-7)l 01 0 | +Clg,t—7)l 0 0 0
000 001

= Ct(1—bb)+Cbb , (2.46)

onde
AL c? 2 |
C(t,t—71) = 55 dk ki Ix(7)cos [k- (Ax(t, t — 7))]
e Jo dT’fO‘r—T’ de[ki CL(—~' ,t-—T'—0)+kﬁ ch (t—T’,t—T’—&)] , (247&)
e

g, t—71) = [%] i /Ot dt’ /:_T dt"/dk k|2| L (1" —t")cos [k - (Ax (¢, t"))]

et et ! o ML o
L o3 C (=1 t=r'=0)+#} (=1 t=1=6)] (2.47b)

Nessas expressoes, o movimento médio paralelo’® comparece em (Ax(¢, ¢t — 7)) (veja
Egs. (2.41) e (2.42)).
Em conexdao com (2.33), podemos definir a partir de (2.46) uma autocorrelacio

escalar de velocidades flutuantes Lagrangianas

o~

Clt, t—7) = (F(t) -Vt —7)) = C(t, t—7): 1 =2C*+(t, t—7)+CN(t, t—7). (2.48)

190 movimento médio perpendicular se anula porque (E, [x(¢), t]) =0 (veja Segdo 3.1).
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Em um trabalho anterior, ja citado na Introdugio, MISGUICH et al. (1987)
derivaram, para difusdo absoluta na auséncia de flutuagGes elétricas paralelas, uma
versao bidimensional das Eqgs. (2.46)-(2.47), restringindo o movimento de centro-guia
ao plano perpendicular ao campo magnético constante. Nesse caso 5”(1‘, t—7)=0
e, como conseqiéncia de (2.18), (Ax(¢,t — 7)) = 0, resultando em uma equagao di-
ferencial de segunda ordem nao-linear simples para o deslocamento quadratico médio,
descrevendo a transi¢dao continua do regime de difusdo quasi-linear para um regime de
difusdo de Bohm.

As equacoes nao-lineares acopladas aqui obtidas (Egs. (2.47)) sdo bastante mais
complicadas do que a versdo bidimensional prévia; elas incluem a dindmica paralela,
i.e., os efeitos do movimento paralelo médio que segue do fato de que existe um campo
elétrico paralelo Lagrangiano médio ndo-nulo. Nesse sentido, o sistema de equagGes
ndo é completo: uma equacéo para (Ej[x(t), t]) é necessaria. Isso é apresentado na

proxima segao.
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3. CAMPO ELETRICO LAGRANGIANO MEDIO

Mesmo quando o plasma turbulento nédo inclui um campo elétrico sistematico, i.e.,
quando o campo elétrico em um dado ponto x anula-se quando feita a média sobre
um ensemble de realizacbes ((E[x,t]) = /dk e®** (Ey(t)) = 0), mostraremos que
o campo elétrico Lagrangiano (i.e., em um ponto movendo-se no tempo ao longo da

trajetdria exata da particula) nao se anula em média. Calculamos aqui

(Biix(0), ) = [ d (O Bl) . (3.1)
Introduzimos a seguinte notagao para a aceleragdo paralela média do centro-guia:
all(¢) = % E,[x(t), 1] , (3.22)
e para a velocidade perpendicular associada:
vi(t) = — E [x(t),{]xB . (3.2b)

Ambas as quantidades Lagrangianas sao representadas pelas varidveis
h(t) = allz)  ou  vi(t) , (3.2¢)

e a dependéncia relativamente a trajetoria € escrita em transformada de Fourier como

(h(t)) = / dk<e“‘"‘(” Ek(t)> : (3.3)

Essa quantidade envolve todas as correlagdes entre o campo flutuante hg ea trajetoria
turbulenta x(¢). Uma expressdo explicita s6 pode ser obtida de forma aproximada.
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3.1. APROXIMACAO QUASI-LINEAR RENORMALIZADA

Essa aproximacéo ja foi utilizada para calcular a média da exponencial .(2.39) co-
mo uma aproximagao em segundo cumulante (ver nota de rodapé 9). Aqui, em (3.3),
devemos calcular a correlagao entre um campo e a exponencial de uma trajetoéria.
Ao invés de simplesmente linearizar a exponencial, propomos aqui usar também uma
aproximagao renormalizada para calcular essa quantidade no plasma turbulento. Co-

erentemente com VAN KAMPEN (1981) a seguinte expansdo pode ser usada:

1

(8) = () {(B)+ (aB) + g (B + g (BB +h L 34

onde o duplo colchete representa a correlacao das flutuacées:

(@B) = (ap)—(a)(B) = (@B) . (3.4)
Até segunda ordem, e usando o fato de que (hi(¢)) =0 (campo Euleriano médio nulo:

veja (2.7)), e a expansdo em cumulantes até segunda ordem (2.39), podemos escrever

a média em (3.3) como

<eik.x(t) Ek(t)> _ <eik-x(t)> {<z’k-§(t) ﬁk(t)> +}
ek (x() g= 3 k-F(H)X())k {<ik-§(t)ﬁk(t)> + - } . (3.5)

Aqui, a posicdo do centro-guia x(¢) dada por (2.4) foi decomposta, como usual, em

suas partes média e flutuante:

com



X(t) = /0 tdt'{(t—t’) al @)+ v+ (t')} . (3.8)

O primeiro fator em (x) em (3.5) leva em conta o movimento médio, e o segundo, em
(XX), o acoplamento com a difusdo espacial.

De maneira a obter uma primeira aproximacao para o campo elétrico Lagrangiano
médio, desprezamos neste trabalho o acoplamento com o processo difusivo. Deixamos
para um trabalho futuro o estudo do sistema acoplado completo.

Fazemos portanto a aproximacio de desprezar (XX) em (3.5), e substituimos em

(3.3) para obter
) = i [dcareo [ L {(t— 1) (1 -7 () )
+ <kl (¢ Ek(t)>} +O (E4 eEz) : (3.9)

Agora substituimos h em (3.9) por all ou v*, de acordo com (3.2a). Depois de intro-

duzir a transformada de Fourier dessas quantidades no lado direito de (3.9), obtemos

<all(t)> — i/dk e (x(8) /t dt’/dk’{(t—tl) <k||'5l|<' () eik’-x(t’)au(t)>

<kl VL () =) 5{1(t)>} o (E4 65“2) (3.10)

(vH(0) = i [ dic / at / i’ { (¢ = 1) (- &, (1) ¥ 50))

<kl VL (1) efk"x<f’>v¢(t)>}+o(54652) . (3.11)
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Neste ponto, € 1til levar em conta a homogeneidade da turbuléncia considerada: va-
lores médios ndo podem depender da posicio inicial x(0) do centro-guia (veja equagdes
(3.7) e (3.8)). Entdo integramos sobre x(0) e realizamos uma média sobre o sistema

3
completo de volume (2. Usamos hl—/dx(O) (kK x(0) — % d (k — k') para obter

3 t . ) _ P
<a”(t)> — Z%/dkA dt' ezk.[(zsx(t))—(éx(t M {(t—t') <k|| . a!k (t') e—zk.sx(t)all(t)>

+ <kl e (1) e FO 1) ) + 0 (B eF) (3.12)

3 ¢ ; r ~ A Swe(]) ~
(Vi) = z%— / dk / dt/ X HEO=ExM { (¢ — 1) (1 -8l (¢) e FO5(0))
0

+ <kl L () e elf(t)>} +O (E‘* eE2) (3.13)

onde usamos a definicdo (2.20) para dx(¢). A exponencial de — ik-0x () = —ik-X(t)
dentro dos colchetes em (3.12) e (3.13) é associada com difuséo: esses colchetes devem

ser ainda expandidos usando as aproximagoes de CORSSIN e de segundo cumulante

na forma

<ae’~‘b> ~ (ab) <e’~‘> ~ (ab) e VAHEX)

Uma vez que o acoplamento com o movimento difusivo (dltimo fator) nao foi levado

em conta nesta Secdo, nés tomamos, consistentemente, a aproximacao de menor ordem

e—ik-S?c(t')

~ 1 (3.14)

em (3.12) e (3.13). O fator e*UExN-ExEN = kUx)-&EN em (3.12) e (3.13) estd
associado com o movimento médio da particula.
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a) Campo elétrico Lagrangiano perpendicular médio

Para turbuléncia eletrostdtica (2.2) fornece
Ex(t) = —ix®y(t) . (3.14a)

Entéo, utilizando a defini¢do (3.2), encontramos que

ky Vi (1) =

I
|
o
+
~~
Itlj
=
N
X
v
~
[
|
o
-

-(ki B (1) xB) =0 (3.15)

anula-se exatamente. Usando (3.15) em (3.13) vemos que o segundo termo no lado
direito anula-se. Como antes (Segdo 2.2), admitimos que o movimento médio k - (x)
nao depende do angulo polar ¢ do vetor k no plano perpendicular, onde as flutuagoes
sao isotropicas. Como conseqiéncia, depois de integrar sobre ¢, o primeiro termo no

lado direito de (3.13) também se anula'!, e

(vi(t)) =0 = (Ef[x(t),t]) =0 . (3.16)

~

Um argumento similar pode ser aplicado a termos de ordem superior em FE. A con-
clusdo é que o campo elétrico perpendicular Lagrangiano médio anula-se exatamente
para turbuléncia eletrostatica. Esse resultado é devido a isotropia no plano perpen-
dicular ao campo magnético constante, em concordancia com o resultado obtido por
MISGUICH et al. (1987). Esse resultado exato simplesmente expressa o fato intuiti-
vo de que para turbuléncia isotrépica perpendicular a B néo existe nenhuma direcao
privilegiada na qual um campo elétrico perpendicular médio possa aparecer ao longo

da trajetdria turbulenta. O mesmo nio é a priori verdadeiro na diregdo paralela.

1No caso geral no qual o acoplamento com a difuséo é considerado, o mesmo resultado também
vale, uma vez admitido que a difusdo tem a mesma simetria.
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b) Campo elétrico Lagrangiano paralelo médio

Usando (3.14) e (3.15) em (3.12) obtemos
8n3 t . ,
() = i o / Jk /O 4" (¢ — 1) e UExO)~(ox(e)]
x <k|| Al @) 5{L(t)> +0 (B eEz) : (3.17)

Usando (2.20), (3.1), (3.7) e (3.8) em (3.17), apds alguma &lgebra, nés reescrevemos

essa ultima equagdo como

9% x(t) (92 / /t (—tt
I _ _ Py gt 2 n _i(t—t" ) ky-vy(0)
al(t)) = = 1|— dk di't -t Kk ki k(t—1) e v
@) = 5 () (=) K kA (= 1)
x MO 1 o (B4 (3.18)

i.e., como uma equagao diferencial de segunda ordem para o deslocamento paralelo

turbulento médio descrito por

x() = (x(2)) — {x;(0) + v(0)t} = /O tdt'(t—t') (all (")) (3.19)

em termos da autocorrelagao [ do potencial flutuante definido em (2.13). Usando a

transformada de Laplace

too g : /
L(t—t) = / % e =) L, (3.20)

oo

podemos reescrever (3.18) como

0% x(t) [ q\? ¢ too dw oyt
I = = _— ! Y .2 i(t—t') [k v I(O)—W
(all(t)) o z( ) /dkA dt’ (t — ') Ky ]‘“n/_ 5 ko e 1vi(0)-]

[o.@]

w kI O-x() | o ( ok 652) _ (3.21a)
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Deve ser observado que, ao deduzirmos o resultado (3.18) ou (3.21) para a aceleracao

Lagrangiana paralela média, nos utilizamos uma aproximacao quasi-linear renormali-

zada onde termos O (E“ eEz) provenientes do segundo cumulante (exponencial dos

termos difusivos exp [— 1/2k - (XX )]) ndo foram incluidos, o que significa que o acopla-

mento com a difusdo espacial nao foi considerado, mas contribui¢ées nao-lineares do

movimento médio, como exp [ik - (x)], foram plenamente consideradas.

Observamos também uma forma alternativa desse resultado:

2 1
(a”(t)) = aafft) = (%)2/011(/ dt’ kﬁ ek (®)—x(+')]
0

I
00 27 K aV”(O)

3.2. EQUACAO DE EVOLUCAO

A derivada temporal de (3.21) é

a 2 t dLL)

% {eik".[x(t)-x(t')] 9 (_ _8_) (=) [ky-vy (0)-u]
aV”(O) at’

_a__ i(t—t")[ky vy (0)~w] [g iky-[e(t)—x ()]
* [BVH(O) ¢ at ¢

+oo
% / _d_w_ a ei(i-—‘t') [k"V"(O)—UJ] .

(3.21b)

(3.22)

O primeiro termo do lado direito pode ser integrado por partes em t’ resultando
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4] _Px(t)
a<a”(t)> = 5 =

_ [ 9)\? o [T dw . ikyx(1) 0 vy (0)-w
= (E) /dkku [_oo o -[k,w {6 X We [” l ]

. ¢ aX(t) ax (tl) ik r a PRy _
' _ ik -pe(t)=x ()] i(t—")[ky v (0)—w]
i “‘“/o “ [ at o ] ) [5"”(0) ’ ]}

(3.23a)

que é a equacdo de evolucdo para o campo elétrico Lagrangiano paralelo médio. Por

(3.21b) sabemos que o seu valor inicial é zero:

(@lt=0)) =0 . (3.23b)

3.3. APROXIMACAO QUASI-LINEAR

A aproximagao de ordem mais baixa para (3.21-3.23) é a aproximacdo quasi-linear,
que consiste em desprezar os deslocamentos turbulentos nos propagadores (aqui, nas

exponenciais), i.e., tomar x(t) = 0 no lado direito de (3.21). Resulta

2 1 + oo . ’
(al()g = i (;r) / dl k kj /0 di' (t —t') / g—: heo e Bvi©@—]

-0

(3.24)

Para a equacao de evolucao temos

T dw

8 . 2 % v —w
57 (@l(®)g, = z(%) t/dk/ Sk ki I etrvi@—] (3.25)
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4. ESPECTRO ANALITICO TRIDIMENSIONAL PARA
TURBULENCIA ELETROSTATICA

Nesta sec¢do apresentamos resumidamente os passos principais que nos conduzem
a uma expressao analitica tratavel para o espectro de flutuagbes de campo elétrico, o

qual estd em concordancia com medidas feitas em plasmas de tokamaks!?.

4.1. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Descrevemos aqui, brevemente, os resultados experimentais que usamos para cons-
truir um espectro modelo analitico para turbuléncia eletrostatica tridimensional (ho-
mogénea, estacionaria e localmente isotrépica no plano perpendicular ao campo magné-
tico). Tal espectro modelo sera utilizado nos célculos explicitos dos resultados obtidos
nas segoes precedentes.

Iniciamos apresentando os resultados do tokamak TEXT (RITZ et al., 1988), obti-
dos usando técnicas de correlagao cruzada (BEALL et al., 1982) com um par de sondas
de Langmuir fixas, toroidalmente e poloidalmente separadas, colocadas na beirada do
plasma. O experimento mostra a existéncia de um valor nao nulo para o vetor de onda

paralelo “médio” ({:--)) = média espectral) da ordem de

3—10

(kyh) =~ R (4.1)

onde ¢ € o fator de seguranca e R é o raio maior. Essas medidas também indicam

uma velocidade de fase paralela constante

12Uma versdo estendida pode ser encontrada em FIEDLER-FERRARA et al., 1990.
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= Uy N Ughe , (4.2)

=

que é vista ser da ordem de vy .., a velocidade térmica de elétrons. E também conhecida

(WOOTTON et al., 1989) que a semi-largura da parte em k| do espectro é

Ak >~ (k) - (4.3)

Por outro lado, no experimento no tokamak TFR, utilizando espalhamento laser
CO; (TFR Group e TRUC, 1984; ANDREOLETTI et al., 1989; OLIVAN, 1989), foram
medidos espectros para flutuagbes de densidade para numeros de onda k, = k; entre
3e39cm~!.13

O espectro em k) para o TFR, integrado sobre freqiéncias e vetores de onda

paralelos!*, mostra um maximo de amplitude para
KT = kT, ~ 5cm™ (4.4)

com comportamento descrescente para valores maiores e menores de k; (Fig. 2). Para
kL < kE7®* a precisdo das medidas é pobre (~ kT**), mas para k; > kT, observa-
. A . A —2,240,5
se um decaimento monoténico com duas leis de poténcia: uma, k] , € a outra
—4,5 . . . ~ e, . ..

k™. A primeiralei de poténcia é bem determinada, mas a segunda deve ser corrigida
devido a finitude do volume de espalhamento (OLIVAIN, 1989): o valor verdadeiro do
expoente é ligeiramente menor em valor absoluto.

Um outro resultado, obtido a partir de medidas de microturbuléncia, é a “pseudo”

relagdo de dispersao correspondente ao maximo do espectro de freqiiéncias, que mostra,

130bserve-se que k; = |k | representa o médulo do vetor de onda perpendicular.

1De fato, o raio do feixe laser introduz uma largura em ky ~ 1,5 cm™!, que é muito maior do que
o valor Ak ~ 4,3 x 1072cm™! calculado para o TFR (¢ = 1,5, R = 98cm, usando as equagdes
(4.1) e (4.3)): nesse sentido, o espectro medido ¢ integrado sobre kj|.

30



0 L
o
- 10|
38
©
S 20
w \
— »
X ‘-
e e
~ 4
=30 |- »
| { I | 1 | |
1 2 4 6 810 20 40 60
-1
K, (cm)

Fig. 2 — Espectro em k), normalizado, para o TFR. Ele é integrado sobre as freqiién-
cias e sobre os vetores de onda paralelos. A amplitude apresenta um maximo
em torno de k; = k7, = 5cm™!, e dois dominios em lei de poténcia: um
com k12’2, e o outro com k]*° (grifico reproduzido de ANDREOLETTI
et al., 1989, correspondendo a densidades espectrais de energia e, com

;s -1,2 -3,5
dominios em k" e k7).
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uma velocidade de fase perpendicular constante
— = vp & 2,3-10°cm.s.”! . (4.5)

Como mencionado antes, na Secdo 2, resultados experimentais (TFR Group, 1977, e
TFR Group e TRUC, 1984) confirmam a existéncia de um espectro de flutuacoes quasi-
isotrépico no plano perpendicular ao campo magnético constante. Essas observagoes

justificam a isotropia admitida no presente trabalho.

4.2. ESPECTRO MODELO

Um espectro modelo analitico tridimensional para turbuléncia eletrostatica, isotré-
pica no plano perpendicular ao campo magnético, pode ser construido a partir dos
elementos apresentados nas Secbes 2 e 4.1. Isotropia significa que as propriedades
(2.15) e (2.44) devem ser satisfeitas pelo nosso espectro modelo. As equacdes (4.1) e
(4.3) permitem-nos determinar a meia-largura da parte em k) do espectro. O ajuste
apropriado do espectro experimental em k; do TFR (Fig. 2) permite-nos modelar a
parte em k; do espectro analitico.

Outras informagdes necessarias relativas ao méaximo das partes em w e kj do
espectro podem ser retiradas das equagbes (4.2) e (4.3). De fato, uma interpretacédo
simples dessas “pseudo” relagoes de dispersao, em termos de perfis Gaussianos, pode
ser proposta.

Na Fig. 3 o espectro tridimensional Sy(7 = 0) é representado esquematicamente
para um valor fixo de k,. De acordo com (4.2), para uma dada freqiéncia w, a
amplitude maxima para o espectro é para k| = w/v,, e a meia-largura associada é
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Fig. 3 — Representagdo esquemaética do espectro tridimensional Sy(7 = 0) para um
valor dado de &, como fungdo da freqiiéncia e do vetor de onda paralelo.
De acordo com a equacdo (4.2), para um valor dado w!™ da freqiiéncia,
a amplitude méaxima do espectro como fung¢do do vetor de onda parale-
lo é observada em kﬁn) = w™/y,. A semi-largura tipica (eq. (4.3)) é

Aky = (ky))-
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Ak ~ <<k||>>. Tal construcao, entretanto, envolve uma velocidade de fase positiva v,
na dire¢do paralela ao campo magnético, e entdao descreve um espectro que é construido
por ondas propagando-se na direcao paralela; um espectro simétrico pode também ser
considerado adicionando-se uma contribuig¢ao similar com velocidade de fase paralela
oposta —v, como feito abaixo na eq. (4.9). Na Fig. 4 o espectro é representado
para um valor fixo de kj > 0; a partir da eq. (4.10) deduzimos que, para um dado
k,, a amplitude maxima do espectro é obtida para w = vpk, e a meia-largura é
Aw = O(w).

Aqui procedemos a uma primeira aproximac¢ao em nosso espectro modelo. Consi-

deramos uma meia-largura em w constante dada por
Aw =~ wo = klyvp , (4.6)

com ko dado por (4.4).

Consistentemente com (4.1) e (4.3), tomamos para a meia-largura em kj

27
Aky ~ — . .
B~ g (4.7)

Com todos esses elementos em mente, escolhemos nossa densidade espectral em
vetor de onda e freqiiéncia

Skw = kk I, (4.8)

com

2
-
w—kj vps 2 _%L
Lo = Aly, (kio, Aky) e” 2807 e [
2
k @«
!w+k_LvDa" !2 _L.”Q%%.L
+ oce 2 Aw € ! . (49)
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Fig. 4 — Representagdo esquemdtica do espectro tridimensional Sy(r = 0) para um
valor dado de & > 0 como fung¢do da freqiiéncia e do médulo &, = |k | do
vetor de onda perpendicular. De acordo com (4.5), para um valor dado kT),
a amplitude méxima do espectro como fung¢ao da freqiiéncia é observada em

w® = op k™. A semi-largura é Aw, = O (w™).
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Nessa tltima equagao, A é um fator de amplitude (relacionado ao campo turbu-
lento perpendicular quadratico médio, veja Segdo 4.4); a parte em k; do espectro
I, (kio, Aky) sera obtida mais a frente ajustando-se adequadamente o nosso espec-
tro analitico, integrado sobre w e kj, ao espectro em vetor de onda do TFR (k1o e
Ak, sio paramentros a serem ajustados, veja Secdo 4.3); Aw ¢ dado por (4.6), Ak
por (4.7), e o sinal de k

k
5 = i [ . sign k;, (4.10)
[l

¢ introduzido de maneira a levar em conta a propriedade de simetria Iy, = I_k, .
Enfatizamos o fato que em (4.9) k; = k.| > 0 e k) variade —oo a +oo0.

O segundo termo entre chaves em (4.9) corresponde a valores opostos das veloci-
dades de fase vp s)| € vo: para um valor 0 = 0 do parametro controlando esse termo,
o espectro (4.9) representa ondas progressivas na direcdo paralela (vp e v, > 0),
enquanto que um valor ¢ = 1 fornece um espectro feito de ondas simétricas, portanto,
um espectro simétrico na dire¢ao paralela.

Entre os varios parametros em (4.9), temos o seguinte ordenamento:

wo

o =00) < (-i—):”y < (%)2 . (4.11)

De acordo com (2.9), a transformada inversa de Laplace de (4.8) fornece o espectro

em vetor de onda dependente de 7 Sk() (eq. (2.12)), com
A 2 - 1 ky—k %5—5 2
I(r) = ;‘/5_ I, (kio, Aky) e e mﬂﬁ(u )

(4.12)

€ ac 4+ oe ac

‘2rb!k_1_,k”.! 2 o(ky k)
1 K3
?

36



onde

Aw?
.2

Akjj+ —=
a. = 2 —%— |

Aw? Ak (4.13)

kJ_ ’UD.S“ k“
k. k) = —

bk, ) ’ ( 2 Aw? +2Ak|2|va

Em (4.12) observamos que o primeiro termo (o = 0) fornece um valor complexo de
Ix(7), correspondendo a ondas progressivas na direcao paralela, enquanto que o = 1
fornece um valor real de Ix(7), correspondendo a um espectro simétrico feito de ondas
estaciondarias. Enfatizamos que esse segundo termo origina-se de valores opostos da
velocidade de fase; somente valores positivos devem ser considerados para vp € v, .
A partir da funcido de autocorrelacio do potencial flutuante (equagdes (2.13) e

(4.12)) vemos que o tempo caracteristico de autocorrelacdo é dado por

o~ o = g \/1+ (Uf:k”)z . (4.14)

como funcao da largura em freqiiéncia Aw e da largura em k.

4.3. AJUSTANDO COM O ESPECTRO EM k, do TFR

Referimo-nos ao nosso trabalho anterior (FIEDLER-FERRARA et al., 1990) para
detalhes adicionais. Aqui resumimos nossas conclusées com relacao ao ajuste com o
aspecto em k; do TFR dado por

klmio’s , Hcm ! <k <20cm™!

S o~ (4.15)
kH° , ki >20cm™!

(Fig. 2) para obter [, (kio, Aky) em (4.9) e (4.12).
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O ajuste em lei de poténcia k7" para (4.15), usado em particular por MISGUICH et
al. (1987), estd de acordo com dados experimentais mas introduz ao longo dos calculos
analiticos fun¢des exponenciais, que introduzem alguma complexidade matematica na
descricao das ndo-linearidades. Isso pode ser evitado utilizando-se um outro ajuste
adequado.

Um ajuste Gaussiano, normalizado a unidade no maximo, é genericamente repre-

sentado por

2p (k1 \?
Yo = KIS = %e”[l ()] (4.16)
M

Com os seguintes valores para os parametros:
P =25 , zy = 6cm™! (4.17)

a equacdo (4.16) fornece uma aproximacdo Gaussiana aproximada para os dados do
TFR (Fig. 5), a qual é, entretanto, suficiente para uma descri¢ao simples levando em
conta a ordem de magnitude correta dos principais parametros fisicos. Tal espectro
Gaussiano é particularmente adequado para calculos analiticos com os apresentados

neste trabalho. Entdo, nés modelamos a parte em &, de Iy, (eq. (4.9)) com
Iy, (kio, Aky) = gk2 e™™i (k, em cm™) (4.18)

obtido substituindo (4.17) em (4.16), com as constantes

e \? e5/2 :
o= () - 1)
P 5 2
h = — = — i 4.20
z3, 72 (4.20)
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Fig. 5 — Ajuste Gaussiano do espectro bidimensional (integrado sobre freqiiéncias
+o00

e k) S&(r =0) =

1

2

dk‘H Sk(T

0) com pardmetros p = 2,5,

Ty = 6cm™t, e g = 0 (eq. (4.16)). Para comparagao, o espectro medido
no tokamak TFR (TFR Group e TRUC, 1984) é também representado (linha

quebrada).
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Um ajuste Lorentziano, genericamente representado pela familia de curvas

ky g
X o — o
Y. = kI = (le) 9 " M =~ Yo , (4.21)
M

n -+ q k_]_ — Ig + d
TM — Zo IM — Zo
foi também considerado. Ele mostra, para os valores seguintes dos parametros

g=2, zy =55cm™ | zp=3ecm™ , n =4 = d = 348cm™’ , (4.22)

um acordo excelente com a parte de pequenos comprimentos de onda do espectro do
TFR (onde ele apresenta um comportamento em klm ). veja Fig. 6. Entretanto, deve
ser enfatizado que curvas Lorentzianas apresentam-se menos trataveis analiticamente,
no contexto deste trabalho, se comparadas com as Gaussianas. Isso justifica a nossa

escolha do ajuste Gaussiano (4.18).

4.4. A AMPLITUDE DO ESPECTRO

Devemos agora obter uma expressao para a amplitude A em (4.9) como funcao

do campo elétrico perpendicular quadratico médio. Seu valor é dado, de acordo com

(2.16), por

<Ej(x,t)> =28, (r=0,7=0) , (4.23)

onde S, (r =0, 7 =0) é a componente zz ou yy do espectro Euleriano de flutuacdes
de campo elétrico calculado com intervalos espacial e temporal nulos (eq. (2.14)). Para
maiores detalhes veja FIEDLER-FERRARA et al., 1990, Secao 4.4.

Usando (2.14) e (2.16), pode ser imediatamente visto que
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Fig. 6 — Ajuste Lorentziano da mesma fungao representada na Fig. 3, com pardmetros

gq=2, zyy =55cm™!, rp=3cm™}, n=4 (eq. (4.21)).
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+oo

SJ_(I‘ZO, T—_—O) = 71'/ dkl ki/ dk‘” Ik(’7'=0) . (424)
0 -

(e}

Agora substituimos em (4.24) a expressdo (4.12) para Ix(7 = 0) com I, (kio, AkL)
dado pelo ajuste Gaussiano (4.18). As integracbes em kj e k, sdo feitas usando
o ordenamento (4.11), e, em ordem mais baixa de aproximacao, o valor obtido para

S (r=20, 7=0) é usado em (4.23) para fornecer o resultado

F

A= T ACEE (B1(x,0) (4.25)

- Id 4 ’ . ~2
em termos do campo elétrico perpendicular quadratico médio flutuante <E L(x, t)> e

da constante

P (2})) 2(2—21)+3

F= w2 g2 VP -1 +2)

= 54-10%cm?® (4.26)

onde n!! = n(n—2)(n—4)... .

4.5. RESUMO

Nesta secdo utilizamos dados experimentais dos tokamaks TEXT e TFR para
construir um espectro modelo tridimensional analitico para turbuléncia eletrostatica,
isotrépica no plano perpendicular ao campo magnético constante, dado, em unidades
Gaussianas por

Skw = kk iy, ,

onde
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( ) (h-2)°
w—k) vp s" P ._2_2‘
[k,w = A [k_l. (k_LO N Ak_l_) e 2J-Aw2 [ 28K

(wtipvp o)’ £’°u+%,,)2
w _L'ID 5“ -
+ oce” 2 Aw e 2ok

com o = 0 representando ondas progressivas na direcdo paralela, ou o = 1 represen-

tando ondas estacionarias, e

*x

Aw ~ wy = klyvp

Aky = (k) = ;—2

k|

= ——- = signk

S” Jk”’ s1gn ”

I, = k—i— es =7 kL ky incm™
n 65 ) 1 )

4% U7 0)bw bk CHEDNE

com

F=54-10"3cm? .

Listamos, a seguir, valores tipicos para os parametros fisicos principais do tokamak
TFR (na regido principal de confinamento), mais exatamente aqueles que aparecem em

nosso resultado (4.9):
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ki, = 50cm™ |
vp = 2,3-10°5cm-s7! |

Aw ~ 1,2(.,00 = 1,38'1065_1 b

3
q = 7)— )
R = 98cm ,
(4.27)
2
Ak ~ q—; = 427-10"2cm™!

T. = 1,25-10%eV

Vo ™ Vghe = 1,48-10%cm-s7! |

<Ei> = 0,2 Stat Volt. cm™

= 6-10%Volt. m™! .
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5. CAMPO ELETRICO LAGRANGIANO ASSINTOTICO
PARALELO MEDIO

Nesta secao deduzimos uma expressao analitica explicita para o valor assintético
no tempo do campo elétrico quasi-linear Lagrangiano paralelo médio <E||> oL sentido

por uma particula ao longo de seu movimento turbulento.

5.1. RESULTADO PARA ESPECTRO DE ONDAS QUE SE PROPAGAM

(o0 =0)

A partir do resultado (3.24) para <a||(t)> = <E“(t)> b, e utilizando as expressoes

g
m
(4.9) e (4.18) para a intensidade espectral I, com o = 0, nés obtemos no regime

assintético (¢ — 00):

2
k"—dw

+ 00 +00
t—00 t—00 . q 24k
<EH>QL,¢7=0 = <EH>QL b =19 m A6=0/_ d“"/_ dky kﬁ ¢ t
t—00 )
X / d&&e—za(w—k"_”“)F(w Up 5||) , (5.1)
0
onde vy = vy(0), o inverso da velocidade de fase (4.2) é
1
d = — |, (5.2)
Vo
e a integral em %, é definida por
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2

w—k; vp sll _hk'l
IF(w UD 8”) = ko_ k‘J_ e 2Aw 1 (5.3&)

s el (59 £ 5 ()

frren (i)} 4]

Essa integracao esta detalhada no Apéndice B. Introduzimos o parametro

2
v
B=ht >0, (5.4)
e a variavel
wvp S
v = 'y(va S”) = Aw2” . (55)

Considerando a bem conhecida relagao

° ol d 1
10{(z—1c) - s o -
/0 dfde e {71'6(.’1:) ZP(x)} ) (5.6)

onde §(z) € a distribuigdo delta de Dirac e P é o valor principal, obtemos a partir de

(5.1):

kl—dw

400
<E,“>tQ—£O’OO=0 = ——g —_— 0._0/ dW/ dk” k“ 2Ak||

1
w — ko)

X {ms' (w—kyvy) — z”P’( )} F(wupsy) , (5.7)

onde a linha indica derivada com relacao a (w — k| v”) . Levando em conta as paridades
em k| e w, observa-se que o termo contendo o valor principal se anula exatamente,

resultando em
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e = U poo [ [ dky
Eigpiomo = — 795 Aomo [ o [ diyky
2

k”—dw

X € 2AK 5’ (w — k” ’U“) F (w Up S”) . (58)

A integragdo em kj é feita por partes, resultando em

+oo (kg 2
/ diykije "8 (w—kyv) F(wops))

oo

1 +oo —wf)— k [k —dw] w
- dykie 9 F g — L2 5(k——)
oon /—oo e (oo ) Ak 'y

2
Joy—1/ve
2 1 1 _w2£1_"__2_L
= fﬂw2]F<va5w5v“) {3 - (— - —)} e “H : (5.9)

’Uﬁ ’U” Akﬁ ’U“ Vo

Na primeira igualdade de (5.9) observamos que aparece o valor absoluto da velocidade

paralela inicial porque

w

(0~ kyw) = 8 (hyoy—w) = - 8 (kn - —) - (5.10)

" Tuil |

Na segunda igualdade de (5.9) F <w VD Sw sv”> é obtido de F(wwp s)) dado em (5.3)
fazendo a substituicdo s — s, 8,, = sign (w) - sign (v)) (sign = sinal). Finalmente
nés substituimos (5.9) em (5.8) e usamos o fato que F (w VD Su sv") é par em w para

escrever

t—»00 q Sy o
<E”>Q—£,a_—_0 = —2rg EA0=0 —}/ dww?F(v)

v
II <o

w? 1 1 —ﬁr(l/vu—l/va)2
_ - _ - f 5.11
§ [3 v Ak <vn %aﬂ ’ (5:11)
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com

, _ WUD Sy
,-)/ - sz ?
que pode também ser escrito
(E))or” = ~2ng 9 fpo 2 H (vp, va, v||) (5.12)
Il QL.o=0 m = vﬁ
com
oo WUD 8y Sy —Cuw?
H(vp, va, vH) = /0 dwF (’y' = _F”) w? [3 ~ sz] e ¢ (5.13)

em termos de (use (5.3))

]F(")’I) — 3ﬁ-—-5/2 e 2aa2 {_122 (5+2E2w2)

™ 2 4
+ % B [g E'o' + 4E%W) + 1} {1+ erf(Ew)}} . (5.14)

Em (5.13) e (5.14) as quantidades B, C e E sio definidas por

1 11
B = oy AR (v_“ - v_a) ’ (3-15)
1 1 1)\?
© - m (:“ -4 (5.16)
ol UD Sy
E = = . 5.17
2odB = BB (5:.17)

A quantidade H é calculada explicitamente no Apéndice C em termos de b e b

definidos por
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1 Aw? (1 1\? Aw?
- _ = 14— |14+= (= - — 14 2h . 5.18
b= —1+4b 1+4 |: +Ak2 (v” va) } [ + v} } ( )

I
O resultado explicito para H = H, + H, ¢é dado por (C.8) e (C.22), e o campo elétrico

para o = 0 é dado por (5.12).

5.2. RESULTADO PARA ESPECTRO SIMETRICO (o = 1)

Para o espectro completo com ¢ = 1, a contribuigdo do segundo termo de (4.9) é

obtida a partir da contribuicdo do primeiro termo fazendo a substituigao

{vp, va} — {-vp, —va} , (5.19)
fornecendo
Sy
(Eigp ey = —2W9%Av—l' [H (vp, va, v)) + H(—vp, —va, vp)] . (5.20)

E ficil ver que a substituicdo (5.19) realmente ndo muda os parametros C, B, E
e portanto by e b, na expressio para H, uma vez que também se mude o sinal da

velocidade paralela, i.c., 5. Isso significa que

H{-vp, —va,v”} = H{vp, va, —v”} . (5.21)

Isso também implica, a partir de (5.20), que o campo elétrico paralelo Lagrangiano

€ uma funcdo impar da velocidade inicial paralela no caso de um espectro simétrico

(0 =1). Resulta

o0 S'U
<E”>t—+ = —2ng 9 4 % [H (’UD, Vo UH) + H(UD, Vo —v”)] , (5.22)

QL,o=1 m U||

que € outra maneira de escrever (5.20).
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5.3. VALORES NUMERICOS

Estimamos numericamente os valores assintoticos do campo elétrico Lagrangiano
paralelo médio calculado na aproximacdo guasi-linear (E”)tQ_;oo (daqui para a frente
denominado (Ej)) utilizando as equagbes (5.12) e (5.22), respectivamente para os
casos de espectro modelo analitico para turbuléncia eletrostatica (veja secao 4.5) cons-
tituido por ondas que se propagam na direcdo paralela ao campo magnético (o = 0), e
um espectro simétrico na direcio paralela (o = 1) constituido por ondas estacionérias.
Usamos os parametros fisicos do tokamak TFR, conforme indicado em (4.27). Consi-
deramos unicamente o caso de um elétron.

Os resultados para ¢ = 0 estdo mostrados na Fig. 7, e para ¢ =1 na Fig. 8. Em
ambos os casos foi graficado <E||> como fungao de log,q ’v”‘ [Vay Vo = Vthe > 0.
Duas situagoes foram tratadas: velocidade paralela inicial v > 0 no sentido do campo
magnético externo (v| = |v||| z), e vy < 0 no sentido oposto (v = ~ [v”' z). Para
melhor interpretacio dessas figuras enfatize-se que, para elétrons, <E||> > 0 significa
freamento para v > 0 e aceleragao no sentido da velocidade para v, < 0; enquanto
que <E||> < 0 significa aceleracdo no sentido da velocidade para v > 0, e freamento
para v < 0.

Para 0 =0 e v > 0 (Fig. 7a) os resultados mostram uma aceleragao no sentido
da velocidade para elétrons com velocidade menores do que ’v”’ ~ 40-10"2 vspe.,
com um maximo pronunciado (minimo de <E||>) para |v||| ~ 1,4-10"% vy, onde
o valor absoluto do campo elétrico associado é |<E||>| ~ 1,9 <Ej>, e freamen-

to para velocidades maiores, com um maximo para |v”’ ~ 56 -10"2vy,, onde

|<EII>‘ ~ 0,35 \/< Ei> (\/<Ei> é o valor quadrético médio do campo elétrico
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Fig. 7 — Valor assintético (t — oo) do campo elétrico Lagrangiano paralelo médio
<E||>QL calculado na aproximagdo quasi-linear (5.12) como funcdo de
logq (|v”| /va), onde v, = 1,48 -10%m - s7! é a velocidade térmica de
elétrons. Foram usados pardmetros do tokamak TFR (eq. (4.27)). Aqui sdo
apresentados resultados para um elétron na presenga do espectro (4.9) com
o = 0 (ondas propagando-se na direcdo paralela) e velocidades paralelas

iniciais vy >0 (a) e v <0 (b).
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turbulento perpendicular do tokamak TFR). Para velocidades paralelas iniciais, maiores
(2~ Ve ) <E||> tende assintoticamente e monotonicamente a zero. Para velocidades
baixas <E”> tende a um valor nao nulo 0.055 StatVolt-cm™ =~ 0,28 <EJ2_> .

Para 0 =0 e v <0 (Fig. 7b) os resultados sdo diversos. Agora elétrons expe-
rimentam freamento para velocidades menores que |v”[ ~ 6,5-1072 v, , com um
maximo (minimo de <E“>) para |v||| ~ 1,3-10"%v,,.., onde |<E||>| ~ 1,1 <E_2L>,
e uma bastante pequena aceleracdo no sentido da velocidade para velocidades maiores,
com um maximo para ‘v||| ~ 7,.9-10"2v,, , onde ’<E||>| ~ 0,022 <Ei> . 0
comportamento assintético para velocidades grandes e baixas € analogo ao caso o = 0
e vy >0.

O comportamento invertido, relativamente a aceleracao positiva ou freamento, obti-
do quando se muda a orientacdo da velocidade inicial paralela, bem como o valor nao
nulo de <E||> obtido para baixas velocidades, é consistente com o fato de que o espectro
para o =0 é construido por ondas que se propagam num sentido definido.

Para o =1 graficamos apenas o caso v > 0 (Fig. 8). Os resultados para v < 0
séo obtidos trivialmente desse 1ltimo; em verdade, a expressdo (5.22) para <E||>0=1
¢ impar em v, entdo basta proceder a mudanca de sinal de <E||>, que corresponde
a refletir o gréfico através do eixo das abcissas. Para v > 0, elétrons sofrem uma
aceleracdo no sentido da velocidade para velocidades menores do que ]v”l ~ 3,2
1072 vy, , com um maximo (minimo de <E||>) para |v||| ~ 1,5-10"%2v;,.., onde
|<E“>| ~ 0,40 <Ei> , e freamento para velocidades maiores, com um maximo para

‘v||| ~ 52-10"% vy, , onde ‘<E||>[ ~ 0,20 <Ei> . Tanto para velocidades muito

baixas, como para velocidades grandes (~ v, ) <EH> tende assintoticamente a zero.
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Fig. 8 — Valor assintdtico (¢ — oo) do campo elétrico Lagrangiano paralelo médio
(E)) or calculado na aproximagdo quasi-linear (5.22) como fungdo de
logqg (‘v”\ /va). Foram usados pardmetros do TFR (eq. (4.27)). Aqui sdo
apresentados resultados para um elétron na presenga do espectro (4.9) com
o = 1 (ondas simétricas na dire¢do paralela) e velocidade inicial v > 0.
Uma vez que a eq. (5.22) é impar em v, o resultado para v; < 0 éimediato

a partir deste grafico.
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Como dissemos antes, <E||> é uma funcéo impar de v, para o = 1. Mas, de acordo
com a discussdo apresentada no inicio dessa secdo, mudar o sinal de <E”> quando se
vai do caso v > 0 para o caso v < 0 significa o mesmo efeito sobre os elétrons
(freamento ou aceleracao no sentido da velocidade). Assim, a situagdo para v < 0
é absolutamente analoga aquela para v > 0: elétrons com velocidades menores que
lv“l ~ 3,2-107% vy, , sofrem aceleracio no sentido da velocidade, e para velocidades
.maiores sofrem freamento. Isso € consistente com o fato de que o espectro para o =1 é
constituido por ondas estacionarias com velocidades de fase em ambas as dire¢des. De
fato, para v = 0 encontramos <E||>0=1 = 0, o que é consistente com essa qualidade

do espectro turbulento.
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6.

CONCLUSOES

Neste trabalho tratamos o problema da difusdo do centro-guia de uma particula

carregada em um campo magnético intenso, uniforme e constante, na presenca de

turbuléncia eletrostatica homogénea, estaciondria e isotropica no plano perpendicular

ao campo magnético. A carga-teste é “passiva’ no sentido que ndo modifica a carga

espacial local.

A diferenca com relacao a abordagens anteriores consistiu na inclusdo da dinamica

na direcdo paralela ao campo magnético.

(a)

Os principais resultados sao os seguintes:

Os processos de difusdao nas diregoes paralela e perpendicular ao campo magnético
estao acoplados, e esse acoplamento ¢ descrito pelo sistema de equagoes nao lineares
(2.47a) e (2.47b), obtido utilizando a hipdtese (do tipo Gaussiana) de Corssin, e

uma expansao em cumulantes até termos de segunda ordem;

O sistema de equagdes (2.47a) e (2.47b) ndo é completo no sentido que existe um
campo elétrico Lagrangiano médio na dire¢do paralela ao campo magnético (esse
campo na direcdo perpendicular é exatamente nulo). Trata-se do campo sentido
pelo centro-guia ao longo de seu movimento turbulento, que contribue para a
difus@o através do deslocamento médio dado por (2.41) e (2.42). O campo paralelo
médio foi calculado (eq. (3.21a)) na aproximacdo guasi-linear renormalizada, que
consiste em ndo levar em conta o acoplamento com o processo difusivo. Nessa
aproximagao, termos @ (E‘* €E2), onde E éo campo elétrico turbulento, nao sao

levados em conta;
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De maneira a estimar esses efeitos, propomos um espectro modelo analitico para
turbuléncia eletrostatica em trés dimensdes (segao 4.5) baseado em resultados ex-
perimentais dos tokamaks TFR e TEXT. Tal espectro modelo apresenta as pro-
priedades incluidas no modelo tedérico proposto para difusdo (homogeneidade, esta-
cionaridade e isotropia local no plano perpendicular ao campo magnético), satisfaz
as condigles bésicas de simetria e paridade, e é tratavel para utilizagdo em calculos
analiticos de processos de transporte. Duas versos foram construidas: uma com
um espectro de ondas propagando-se na dire¢do do campo magnético, e uma se-
gunda que representa um espectro simétrico na diregdo paralela constituido por

ondas estaclonarias;

O espectro modelo foi utilizado para a obtencdo de uma expressao analitica para
o valor assintético no tempo do campo elétrico Lagrangiano paralelo médio, tanto
no caso do espectro de ondas que se propagam (eq. (5.12)), como para o espectro

simétrico (eq. (5.20));

Utilizando-se os parametros fisicos do tokamak TFR (eq. (4.27)), foram feitos
calculos numéricos do valor do campo elétrico Lagrangiano paralelo médio assin-
totico no tempo na aproximacgao quasi-linear. Para o espectro simétrico, os resul-
tados mostram aceleracio na direcao da velocidade inicial para elétrons com veloci-
dades menores que ~ 3,2-1072 vy, (v, é a velocidade térmica de elétrons),
e freamento para elétrons com velocidades maiores; o campo elétrico médio é
nulo tanto para baixas velocidades como para altas velocidades, conseqiliéncia
da simetria do espectro. Para espectro de ondas que se propagam no sentido

do campo magnético, e para velocidades iniciais no mesmo sentido, os elétrons
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sofrem aceleracao na direcao da velocidade para velocidades iniciais menores que
~ 1,4-1072 v, e freamento para maiores velocidades. Para velocidades iniciais
no sentido contréario a situagdo se inverte, havendo freamento para elétrons com
velocidades menores que ~ 6,5 - 1072 vy, € uma bastante pequena aceleracgao
para elétrons com velocidades iniciais maiores. Em ambos os casos ha um campo

elétrico médio nao nulo para velocidades baixas.

Os resultados obtidos na aproximacio quasi-linear podem sugerir que um céalculo
explicito do campo elétrico paralelo médio na aproximacao quasi-linear renormalizada,
que inclue a influéncia da difusdo nesse campo médio, descreveria para os casos de
espectro simétrico, e espectro ndo simétrico com velocidade inicial paralela no sentido
das ondas que se propagam, uma competicdo entre o processo de difusdo paralela e
uma tendéncia a concentragdo de velocidades paralelas de elétrons em torno do valor
para o qual o campo elétrico paralelo médio se anula. Para espectro ndo simétrico
e velocidade paralela no sentido contrario ao de propagacao de ondas, ao contrario,
ndo € possivel se inferir, sem a execugdo dos respectivos calculos, em que resultaria
a influéncia da difusdo, uma vez que o resultado gquasi-linear mostra uma pequena
aceleracao na dire¢do da velocidade inicial dos elétrons com velocidades ligeiramente
maiores que aquela para a qual o campo médio se anula, e nao é possivel prever-se
como os efeitos da difusdo atuariam.

Ainda explorando os resultados obtidos neste trabalho, a sua continuidade natural é
o célculo explicito, usando o espectro modelo proposto, dos resultados néo assintoticos
no tempo para o campo elétrico paralelo médio na aproximacao quasi-linear renor-

malizada (eq. (3.21a)), bem como do acoplamento nas dire¢ées paralela e perpendicu-
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lar (egs. (2.47a) e (2.47b)). Esses célculos devem fornecer resultados mais realistas.
De posse desses resultados, é pertinente questionar-se a respeito da identificacao dos
possiveis mecanismos fisicos que explicariam os freamentos e aceleragdes obtidos no
nosso caso, bem como possiveis conseqiiéncias fisicas. Esses pontos serdao objeto de um

futuro trabalho.

38




APENDICE A

ESPECTRO DE CORRELAGCAO DE UM-PONTO DO CAMPO

ELETRICO COMO UM TENSOR ISOTROPICO

Aqui buscamos as condi¢bes que devem ser aplicadas aos elementos do tensor de
espectro de correlagdo de um-ponto do campo elétrico S(r = 0, 7) definido em (2.6),
de maneira a levar em conta a isotropia no plano perpendicular ao campo magnético.!®
Em um sistema cartesiano de coordenadas, onde o eixo z esta alinhado com b

(Fig. 1), sendo a direcdo do campo magnético constante, a correlacdo temporal do

campo elétrico é dado num dado ponto x pelo tensor

Sz Gy SI“
S(r=0,7) = <E(x,t) E(x, t— T)> = gve  gquy Gl — /dk L(t)kk ,
Sl gllv gl

(A1)

onde, por simplicidade, omitimos o argumento (r = 0, 7) nos elementos do tensor, e
usamos o indice superior || para a direcdo z. Seguindo DE GROOT e MAZUR (1984)
ou BALESCU (1988), impomos que esse tensor permaneca invariante sob qualquer
rotacdo em torno do eixo z. Isso garante a isotropia do tensor no plano zy.

Em termos da matriz de rotagdes infinitesimais em torno do eixo z

R(a) = | - (A.2)

o R =
o = Q
e e i e)

15Deve ser enfatizado que a condigio de isotropia aplica-se somente a quantidades locais como
S(r = 0, 7), mas ndo a quantidades que dependem de um vetor espacial independente como r no
espectro de correlagdo completo de dois-pontos do campo elétrico S(r, 7). Esse iltimo depende de
dois vetores r e b, e ndo pode ser isotrépico no plano perpendicular a b para qualquer diregao
genérica do vetor r (veja FIEDLER-FERRARA et al. (1990)).
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expressamos a invarianga de S(r =0, 7) pela condigao
S(r=0,7) = R(a)-S(r=0,7)-R(~0a) , (A.3)

que implica
(5% = 5% = St (r=0,7)
S = —-8% = SMr=0, )
(A.4)
Sell = gull = gllz — Slly(r: 0,7) =0

L St = Slir=0,7) .

Isso permite-nos escrever o espectro isotrépico de um-ponto de flutuacées de campo

elétrico como

Str=0,7) S*Mr=0,71) 0
S(r=0,7) = -S*r=0,71) S*(r=0,7) 0 . (AD)

0 0 Slr=0, 1)

De maneira a reescrever a equacao (3.8) em uma forma mais conveniente, definimos
(BALESCU, 1988) uma base ortogonal de vetores unitarios (e;, e;, b ), onde b esta

na direcao do campo magnético, e; € fixado arbitrariamente e
€y = b x e . (A6)

Agora definimos a seguinte combinacao de diadicos:

0 0

T] = 82b+b82 = 0 01 s (A?)
01
0 01

T2 = be1 —|-e1b = 0 00 5 (A8)
1 00
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—_
)
o

T; = eje; +ee =

, (A.9)

1 00
T4 = e;e; t+eye, = ( 0 ) s (AIO)

01
0 00
1 0 0
T5 = €;1€e; — e ey = 0 -1 0 ’ (All)
0 0 0
0 00
To=bb=| 000 |, (A.12)
0 0
0 0 O
A, = e;b—be, = 0 0 1 , (A.13)
0 —1 0
0 0 -1
A2 = bel —elb = 0 0 0 s (A.14)
1 0 0
010
A3 = €1€e3 —eqe; = -1 00 , (A15)
000

constituindo uma base de nove matrizes. as quais permitem representar qualquer matriz

3 X 3 como uma superposi¢ao linear de matrizes da base. Podemos, portanto, escrever

(A.5) como
S(r=0,7)=St(r=0,7)Ts+ 5 =0,7)As+Slr=0,7)Ty . (A.16)

Projetando S(r = 0, 7) nas matrizes da base T4, A3 e Ty (todas as demais projecoes

sao nulas) temos
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Sr=0,7): Ty = S*(r=0,7) T4: Ty =254(r=0,7) ,
Sr=0,7):A3 = S4r=0,7)As: A3 = —25%r=0,7) , (A.17)

Sr=0,7):To = Sl(r=0,7) To: To = 2Sl(r=0,7) ,
e, de acordo com (2.12) e (2.8)
Sr=0,7):Ty = /dklk(r)kk:T4 = /dkkilk(r) :
Sr=0,7):A3 = /dk[k(r)kk:A3 =0, (A.18)

S(rzO,T):Toz/dklk(r)kk:T():/dkkﬁ[k(T) .

Entéo, obtemos os elementos de S(r =0, 7) (veja eq. (A.5)) na forma

St(r=0,7) = %/dkki L(7) , (A.19)
Slir=0,7) = / dk kf I(1) (A.20)
SMr=0,7)=0 . (A.21)

Essa dltima condigdo pode ser facilmente compreendida a partir do fato que a isotropia
de S(r =0, 7) implica que Ix(7) ndo depende da posicao angular do vetor k, : entdo
oo 27
temos /dk koky I(T) ~ / dk,y k3 / dy sinp cosp =0. Finalmente
0 0

S(r =0, 7) pode ser escrito como
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2
S(r=0,7) = /dkkk[k(r) _ /dk
0
St(r=0,7) 0
= 0 St(r=0, 1)
0 0

0 0
ki Ii(T)
5 0
0 ki
0
0 . (A.22)
Slir=0, 7)

Concluimos entao que, com a simetria considerada, as inicas componentes nao nulas

de S(r =0, 7) estdo na diagonal do tensor diadico (2.12).
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APENDICE B

INTEGRACAO SOBRE 0OS VETORES DE ONDA

PERPENDICULARES

Apresentamos aqui o calculo explicito da integral em k; na expressio (5.3a).

Primeiramente, os expoentes podem ser ordenados de acordo com as poténcias de

k_L:
w? o
F = e—m/ dky ki evke-BRL (B.1)
0 .

onde B e v estao definidos em (5.4) e (5.5). Usando a férmula (GRADSHTEYN e

RYZHIK, 1980)

/0 " dp gt PR (28)""*T(v) e /*® D_, (%) , (B.2)

com I'(5) = 4!, a integral F pode ser escrita em termos da funcdo parabdlica cilindrica

D_g, isto é,

_ a7 (28)° 52 T(5) % D_g(2) (B.3)

com a variavel

8
™®

Da férmula de recorréncia (GRADSHTEYN e RYZHIK, 1980)
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obtemos a expressao explicita de D_5(Z)
AD_5(Z) = 3+ 2%) D1(Z) — Z(5+ Z*) D_»(2) (B.6)

em termos das fungbes elementares (GRADSHTEYN e RYZHIK, 1980)

D_y(Z) = &°/ \/g erfc (%) , (B.7)
D_y(Z) = 714 g {\/26—22/2 ~ Zerfc (%)} , (B.8)

onde
fc(z) = 1 — erf(x) 2 /oodt ~ (B.9)
erfc(z) = 1—e = — e .
‘ ' vV Je
é o complemento da func¢ao erro
f(z) = — /Idt ~ (B.10)
erf(z) = — e . .
VT Jo '

Substituindo as expressées (B.7) e (B.8) no resultado (B.6), obtemos

2 2 yA
D _5(Z2) = -Z(5+ 2?) R \/ge'*'zT (Z*+62% +3) erfc (E) , (B.11)

e de (B.3) e (B.4) obtemos (5.3b).
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APENDICE C

INTEGRACAO SOBRE AS FREQUENCIAS

Fazemos aqui a integracao sobre as freqiiéncias em (5.13). Podemos escrever
H = Hl + H2 ’

onde

e 2 w2 Euw?
H; (vp, va,v)) = 3877 / dwe O[3~ Buw?] e 7a —— [5+2E%W*] |
0
(C.1)
que por sua vez envolve a exponencial de (use (5.16))
ap = C+ L ! ! 2-!- ! (C.2
° = 2Aw2 2Ak|2| V| Va 2Aw2 -2a)
e também
a 1 Aw? (1 1Y)° Aw?
bp = —w=-|(1+—{— - — 1 h .2b
0 E? 4 [ +Ak|2| (vu va) :l[ +2 v? ’ (C.2b)
e

2

H, (vD, (O v||) = 3ﬁ_5/2/ dw e~ 2 [3 — Bw2] e Taa? FY
0

X \/?7? [% E*o* + 4E%0* + 1} {1l +erf(Ew)} , (C.3)

que envolve a exponencial de (use (5.17))

- E* . (C.4)



A integral (C.1) pode ser escrita como
H, = ,3-5/2_4@ (15 I5 (a0) + (6 E* — 5B) Is (a0) — 2BE* I (a0)] (C.5)

em termos das integrais elementares I;,41 (ap) definidas por

oo 1
Lo (a0) = / do 7o P = o (C-6)
0

n+1
2ag

i.e., explicitamente

I -

I3(a0) = a (C.6a)
Is (a0) = aig : (C.6b)
I7 (a0) = a% ; (C.6¢)
com a propriedade
Lot (bo = %%) = E™? [, (a0) . (C.7)
Obtemos entao
H, = 5—45/2 % [15 Is (bo) + (6 - 5%) I (bo) — 2%17 o) ., (C8)

que é impar em F, entao impar na velocidade paralela.

A integral (C.3) pode também ser escrita na forma
H, = ﬁ_5/2 3 \/7_1:
8

4

X | 3Wy(a,E) + (12 E* — B) Wy(a,E) + 4E* (E* — B) Ws(a,E) — 3 BE*Ws(a,E)| ,
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em termos das integrais Wa,(a, £) definidas por
Wan(a, E) = ILy(a) + Uzp(a, E) (C.10)

envolvendo as integrais elementares

N A W SN C il 9L N I
I2n(a) _/0 dw e w" = 23a) gl In-y(a) , (C.11)

i.e.,

1
Lia) = — /=, (C.11a)
4a Y a
3 T
I — al C.11b
(@) = s (C.11b)
5 T
Is(a) = 513\ 3 (C.11c)
il T
I, = — C.11d
s(a) 25 a4 a Y ( )
com a propriedade
a
I (25) =[B! Lu(a) | (C-11e)
e as seguintes integrais da funcdo erro:
Uzn(a, E) =/ dw e~ 2" erf(Fw) . (C.12a)
0

Uma vez que a quantidade F tem o sinal de v, é importante descrever (C.10) com

o seu sinal, na forma

— ol * 2n _—aw? . SlgD(E) — _a_
Usn(a, E) = s1gn(E)/0 dww™ e erf (|Flw) = B[ Von (b = Ez) ,

(C.12b)
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onde definimos as integrais elementares da funcao erro
Van(b) = / dz 2% e erf(z) (C.13)
0

em termos do parametro

o
1]

a
e —1+b (C.14)
dado explicitamente em (5.18).

As integrais (C.13) podem ser calculadas a partir do conhecimento das integrais

basicas (GRADSHTEYN e RYZHIK, 1980)

Va(b) = L{b) — 2—1\/—; (6732 2(b) - b" (1 +b)7'] (C.15)
onde
z(b) = arctg Vb , (C.16)
e por derivagdo encontramos
V; b) = —g Van(b (C.17)
2n+2() - 8b 2n() 9 .
i.e., de (C.15)
0
Vi(b) = -2 Va(b)

e também
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Substituindo essas expressdes em (C.9), e usando 1+ b = by (de (C.14)), obtemos
finalmente a quantidade H, na forma
3 -5/2
m, = PV

STET {3 [<1+3E> Iy(b) — 37 (67 a(b) ~ b bal}]

N W

+ (12 - 52-) [(1+3E) Ly(b) — 23\% {

+4 (1 - 55) [(1+3E) Is(b) — ==

b=5/2 2(b) — gb"" byt — b7 bg"’”

2/
U S s, 5, 5,0 ~14-3
g {_52_1) 2(b) — 25676 — SR — 267
4 B SE
—-—= 1l Ig(b) —
I 1 H
% {——%b_gﬂz(b) I %b_4b51 . 372'_'2[)—3 b62 — 7b_2b6-3 — 6b7! b64}}} )

(C.22)

onde b e by estdo definidos em (5.18), B em (5.15), e E em (5.17).
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