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SUMARIO

Estudamos as teorias nao abellanas em uma classe geral
de gauges axials. Analisamos a renormalizagao destas teorias
nos gauges axiais onde as particulas de Faddeev-Popov sao li-
vres. Em seguida, estudamos o comportamento assintotico a al-
tas energias e a causa da liberdade assintotica. Finalmente,
analisamos a estrutura das divergéncias infravermelhas princi
pais na Cromodindmica Quintica, teoria ndo abeliana de gauge
que tem a potencialidade de descrever as interagoes fortes

das particulas elementares.



1. INTRODUCAQ

Um dos desenvolvimentos mais importantes na teoria
das interagdes fracas nos Gltimos anos, tem sido a construgao

de modelos renormalizaveils baseados na nogdc de quebra espon-

(1+2) A 1d8ia basica apareceu pe

(3) (4)

tanea das simetrias de gauge

la primeira vez nos trabalhos de Weinberg e Salam . Nes-

tes trabalhos, as interagoes fracas e eletromagnéticas sao u-
nificadas numa sO0 teoria do tipo Yang—Mills(S), onde os bo-
sons vetoriais intermedidrios W ¥ e os fétons determinam as
propriedades destas interacoes. As diferengas observadas en-
tre as interagdes fracas e eletromagnéticas resultam nestes
modelos do fato dos  bosons M/I serem massivos em consequén
cia da quebra espontdnea da simetria de gauge.

(6)

Em 1971, G't Hooft apresentou um trabalho funda-

mental sobre a renormalizabilidade das teorias de Yana-Mills

massivas.Desde entao,o interesse no assunto teve um grande im

pulso e em consequéncia as teorias de gauge tiveram um grande
desenvolvimento. (Veja, por exemplo, referéncia (7)).

As teorias de gauge vieram a abranger também o cam-
po das interagoes fortes através de uma teoria denominada por
Gell-Mann de Cromodinamica Quantica (QCD)(S). Nesta teoria os
campos fundamentais sao representados pelos quarks e pelos

(3) que QCD & a Unica teoria

gluons vetoriais. Pode-se mostrar
que pode explicar o fendmeno da liberdade assintdtica observa
do na regiao altamente inelastica do espalhamento de leptons
por hadrons, onde a constante efetiva do acoplamento dos
quarks tende a zero. Além disto, as divergéncias infraverme
lhas destas teorias tém a potencialidade de levar ao confina-

(10)

mento dos quarks e dos gluons , possibilidade que explica-



ria o fato destas particulas nio serem observadas diretamente
como particulas livres.

O problema da quantizacdo das teorias naoc-abelianas
de gauge & bastante complexo em virtude do aparecimento das

(11). Estas sao particulas

chamadas particulas de Faddeev-Popov
ficticias que resultam da necessidade de realizar a guantiza-
¢ao num determinado gauge e aparecem necessariamente se o gau-

(12)

ge & covariante por transformagées de Lorentz . A renormali

zagao das teorias de gauge na presenga das partliculas de Fad-

deev~Popov foi discutida detalhadamente por varios autores(l3-

17) Paralelamente, foi també&m estudado o chamado gauge  axi-

a1(18-20). Este gauge que € caracterizado pela condigao W3= 0,
nao & covariante por transformacoes de Lorentz, mas tem a im-
portante virtude de nao levar ao aparecimento das partlculas
de Faddeev-Popov. Este fato produz notaveis simplificacOes no
programa de provar a renormalizabilidade das teorias de gauge
ndo~abelianas.

| Neste trabalho, nos propusemos a generalizar a clas-
se de condigbes de gauge na qual as particulas de Faddeev-Po-
pov sao livres e estudar, em alguns gauges convenientes desta
classe, varias aplicagoes importantes das teorias nao abelianas
de gauge.

No capitulo 2, vamos estudar a renormalizagao das
teorias nao abelianas de gauge numa classe geral de condigoes
de gauge nas quais as particulas de Faddeev-Popov sao 11i-
vres(ZI).Usando o método da variagao dos vértices proprios de-
senvolvido na referéncia (16), mostraremos que os elementos da
matriz S sao guantidades independentes do parametro de gauge.
Na secgao (2a) mostramos que em teorias abelianas caracteriza-
das pela condigao de gauge /\: M/Q'Z=L1ad , onde /\,, repre-

p Vi a
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senta um vetor arbitrario e Fr‘denota um conjunto.de fungoes
arbitririas, as particulas de Faddeev-Popov sdao livres (/u.de—
nota um Indice de Lorentz e a um Indice da simetria interna da
teoria ). Usando este fato, deduzimos um conjunto simples de
identidades que refletem a simetria de gauge da teoria. Na sec

(22) que sao apropria-

gao (2b) estudamos as identidades de Lee
das para a discussao da estrutura dos controtermos.

Na secgao (c) deste capitulo, deduzimos um conjunto
de identidades para a variagao de gauge dos vértices proprios,
que sao bastante simples devido a auséncia das particulas de
Faddeev-Popov. Usando estas identidades,estudamos na secgao
(d) a fungao de dois pontos e discutimos o significado dos es-
tados fiIsicos. Baseados nestes resultados, mostramos na secgéo
(e) a independéncia de gauge da matriz S.

Na secgédgho capitulo 3, consideramos a quantizagao
da teoria de Yang-Mills em uma classe de gauges caracterizada
pela condigao Aﬁu“4¢=‘0 (23). Usando estes resultados, dis-
cutimos na secgao (b), a razao pela qual 25 , a constante de
renormalizagao da fungao de onda & positiva em teorias nao abe

(24). Este fato leva, como mostramos na secgao (c) & li-

lianas
berdade assintdtica. Nesta secgao, usando as equagdes do gru-
po de renormalizagao, deduzimos uma relagao geral entre i{,e a
constante efetiva do acoplamento da teoria.

No ultimo capltulo, estudamos algumas propriedades
das divergéncias infravermelhas da cromodindmica quantica. Na
secgao (4a) estudamos processos nos quais as partlculas exter-

(25) | Mostramos que as divergéncias infraver

nas tém massa zero
melhas principais somam-se neste caso numa exponencial decres-
cente. Este comportamento € consequéncia do fato discutido no A-
péndice, de que as divergéncias infravermelhas principais apa-

-3-
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recem neste caso somente nas corregoes de auto-energia das li-
nhas externas.Na secgao (4b) apresentamos uma discussdao mais
detalhada destas divergéncias que determinam a exponencial que

(26}

contém as divergéncias infravermelhas principais Finalmen

te, na Altima secgao, examinamos processos nhos quais as parti-

(27). Também neste caso, as diver -

culas externas sao massivas
géncias infravermelhas principais somam-se para uma exponenci-
al, que & caracterizada pelo aparecimento da constante de aco-

plamento efetivo do grupo de renormalizagao.

2. RENORMALIZACAO NUMA CLASSE GERAL DE GAUGES AXIAIS

Neste capitulo vamos considerar uma teoria de gauge
gue consiste de um conjunto de campos de Yang-Mills interagin-
do com fermions e também com campos escalares que permitem uma
quebra espontanea da simetria.

Para introduzir a discussao vamos primeiramente con-
siderar uma teoria de Yang-Mills contendo os campos vetoriais

L> W]
\hoﬁ , descrita pela Lagrangeana:
L _-J_Fa- F..a.-
ym - 4 vV (2.1a)
- o .
onde a funcao 6;‘” e dada por:
v = By =" g f WL W
(2.1b)
- . abe
Nesta equaqaoéi e a constante de acoplamento e~f denota
as constantes reais e antisimétricas que determinam a estrutu-
ra do grupo de simetria da Lagrangeana.(Na nossa métrica o gqua

- =2 . 2
drivetor \4‘_ & dado por = (,V/ L l/o) de forma que V= \4‘_ %-

Y.
2 -
- ;7 - Uél . Nesta notagao, Indices repetidos implicam no

somatdrio sobre o8 mesmos).Como se sabe, (2.la) & invariante



por transformacgdes infinitesimais de gauge dados por:
a O ab cLéa
- W + (79 S. =
Wa + D
Mt M
(2.2)
Devido a este fato, para definirmos o propagador dos campos ve
toriais introduziremos a seguinte Lagrangeana que determina o
gauge:

-___4_ A oy 2
Lj S22 (A/‘* l‘}/'-'-) (2.3)

2
onde f»w,é um quadrivetor com dimensdo 1 e tal que A+ ©o. En-

tao obteremos para o propagador livre a expressao:

oo 8% e R Y e )

& w8 Y kA (k AV A>
(2.4)
Podemos notar que, ao contrario do ltimo termo que
& uma funcao de grau -2 no parametro de gauge , todos os ou-
tros termos sao fungoes de grau zero neste parametro e tém um
bom comportamento assintdtico a altas energias. Se escrevermos

A A

—M_, fazendo p —8 ¢ , notamos que o Gltimo termo desa-
" Vp

parece, ao passo que todos os outros mantém a mesma forma. Nes

te caso, ja tinha sido observado anteriormente que as particu-
las de Faddeev-Popov sao livres. Por outro lado, devido a inva
rianca de gauge da teoria Yang-Mills, seria de se esperar que
os termos de grau -2 no parametro de gauge, desacoplassem no
calculo de quantidades observaveis.

Mostraremos que, de fato, os elementos da matriz S
sao quantidades independentes de AN.na prova disto sera simpli
ficada pelo fato a ser mostrado na proxima secgao, de que as

-5-



particulas de Faddeev-Popov desacoplam para todos os valores

do parametro /\,

2.a Identidades de Green com particulas de Faddeev-Popov li-

vres.

Consideraremos agora uma teoria consistindo de cam-
pos de Yang-Mills, descrita pela Lagrangeana (2.1) interagin-
do com fermions e particulas escalares.

(14) onde todos os cam

Usaremos uma notagao compacta
pos sao indicados coletivamente por IJL' < representando
todas as caracterIsticas dos campos. Indices repetidos impli-
cam, a nao ser gue indicados diferentemente, somatdrio e inte
gragao. A Lagrangeana gue descreve a teoria €& invariante por
transformagoes infinitesimais do tipo:

. @
A, = A~ L7 +5‘£"j Aj ) w™ (2.5)
onde Q>?'est5 presente somente para os campos vetoriais (veja
equagao (2.2)) e vadenota o gerador do grupo na representacgao
dos campos presentes na Lagrangeana. Em termos de uma base de
campos reais H‘:, as matrizes ta'seréio também reais e antissime-
tricas. Poderemos escrever a Lagrangeana invariante na seguin
te forma compacta:
o < L ° J4 Pl

Ldnu = —Z—;T- ﬂ Ln G - (n (2.6)

n= . .
Nesta notagao, a Lagrangeana gue determina o gauge (2.3) tem a

forma:

L}"%(A?HL)L

Ar. -
onde ﬂ& e igual a /L‘g;6 para os campos vetoriais e e zero nos

(2.7)

-f=-



outros casos.

Vamos incluir a guebra espontanea de simetrias supon
do que o potencial dos campos escalares tem um minimo no ponto
E?'#=0 . Em ordens mais elevadas na teoria de perturbagao, os
valores esperados no vacuo dos campos escalares seraco denota-
dos por € . Em fungao dos campos transladados

A <A, - & (2.8)

as transformagoes de gauge (2.5) podem ser escritas como:

‘ a /
A — A+ (087 +F tiJ' /qJ')"‘JQ— (2.9a)
onde o

a
AN =9, + F th EJ' (2.9b)

Note que a Lagrangeana (2.7) nao e modificada pela
transformagao (2.8), visto gue somente os campos escalares po-
dem ter valores esperados no vacuo diferentes de zero. (No que
se segue omitiremos por simplicidade os indices " / nos
campos ﬁ;).

Com a finalidade de deduzir as identidades de Ward ,
consideraremos a funcional geratriz das fungoes de Green na

presenga de fontes externas JL(7)

o a ., o i
W(IL)=J[MJ At (NTD ) enp ¢ [ L0, - A (AAS)43,R))
(2.10a)
Estas sao obtidas tomando-se as derivadas funcionais de
com respeito as fontes externas jL no ponto jbro. Usualmente,
o determinante & escrito em termos de campos de Faddeev-Popov

c e ¢ na forma :
et (NS D7) = (Ldelde] exp < (EATDT <)

(2.10b)



£

Vamos mostrar agora gue, no nosso caso, estes campos desaco -

plam dos outros setores da teoria. Para ver isto escreveremos:

det (NS D7) = det (Ap Du) -

- 2 . T
A (A.9) det (1 de_gaf u//”/\/v,)

onde a fungéo; satisfaz a relagao:

(0./\);(7‘—0‘{.) = éﬁih-}) (2.11b)

Iremos agora expandir ¢ segundo determinante em (2.11la)

et (130 TN = exp Tr b (329G WA, )

(2.11a)

e

= exp {-— Ta % %ﬁ /\/""1; (x,- XL]}O-W/:;(X,_) . ;(Q“Xﬂ}b

(2.12)
Um termo tipico no exponente & representado graficamente pelo

diagrama mostrado na Figura 1.
P(, } lulla:v,
Puf‘uq‘:’\"'\q‘u\’v PR AR
/ \
sy
\ S
f )

o, eo, 0

Pay frr, %2

Fig. 1 - Diagrama de Feynman representando um loop geral con -

tendo particulas de Faddeev-Popov.

Nesta figura todos os momentos sao orientados para

dentro do loop e temos: z P = o . A linha descontiInua re

presenta o propagador das particulas de Faddeev-Popov, gque no

-8-



Ly

espago dos momentos & dado por:

o.b ab ab 4
;v 7% ra

Com a finalidade de regqularizar a teoria usaremos a

(28,29) | Neste esquema a integragdo

regularizacao dimensional
dos loops que aparecem nos diagramas de Feynman & realizada em
um espa¢o de n-dimensdes, n sendo um nimero complexo arbitra-
rio. Para n dentro de um dado dominio, a contribuicao de qual
quer grafico de Feynman sera finita. As divergéncias usuais se

manifestam como polos na variavel E=n-4. Usando a parametri-

zagdao de Feynman o diagrama acima dard a contribuigdo:

a.,_. a.:t

. ¢
I = T
o et F N Ay, Te

>4 e
_ } T
(2.14)

6nde
T - S-————T‘*"a
) (A Q) (2.15)

Por outro lado, nao & dificil mostrar que esta integral & i-

gqual a:

n
T = (:(yn Q)__é__g éiﬁ%_

AL at
(2.16)
onde C & uma constante que depende em geral de n e £ .
Na regularizagao dimensional, a integral acima & zero.(30) Se-

gue-se, portanto, das equa¢oes (2.10-12), que as particulas de
Faddeev-Popov desacoplam da teoria.

Podemos entender este fato também de uma forma dife-
rente quando consideramos a dedugao da equagao (2.10a). Em ge-
ral, parte-se da funcional geratriz na auséncia de fontes ex-

ternas onde a condigao de gauge & fixada pela fungéo»slcomo se



segue:

o

wio) = N [LanT et (ATDS) S(ATA, -h%) esp oL,

(2.17)
ondeA/é{mmaconstante copveniente. Como se sabe, &Uhv é indepen
dente da fungao RT . Deéido a este fato, (2.17) & usualmente
multiplicada por (Slh] Qﬂf k. L?' e entao & realizada a
integracgao sobre h. Isto nao modifica bU(Q), exceto possivel -
mente por uma constante que & absorvida no fator de normaliza-
950 AJ. Finalmente, depols de introduzidas as fontes externas,
obteremos a equagao (2.10a).

Por outro lado, sendo gue bU(O) & independente de h,
poderiamos da mesma forma ter multiplicado a egquagao {(2.17)por
rc:;(_h) = G(h)d‘d-i(l\.a—j_}ak“) . Entao, em virtude da pre
senga da fungao § . vemos que os determinantes se cancelam e
portanto, os campos de Faddeev-Popov desaparecem.

Em conclusao, a funcional geratriz pode ser escrita

wWil)= M (AB)JLM] UFL{LL'nuc- %(A&:'nt )2-'1' 34. FJ,_}

(2.18)
onde dt (A 3) é um fator conveniente de normalizagao.
Para deduzirmos as identidades satisfeitas pelas fun
gaes de Green, vamos efetuar uma transformagEo de gauge dada
pela equagao (2.5). Vemos que as Gnicas modificagoes vao apa-

recer em ;L e nos termos envolvendo as fontes JL . Sendo que

W & invariante por uma mudanga de variaveis de integragado,ob-

teremos:
: ab L
4 S
/\J s 5 53)5 W (2.19a)

-10-



onde
b, § AP b _éi_
D/ (E5) - 8, rgtye 8],,_)

r-ba

(2.19b)
Para obtermos esta equagac, usamos a antisimetria
Q‘ —~
das matrizes tr. Sucessivas derivadas funcionais levarao ao se

guinte conjunto de identidades de Ward:

ETRI - Y ‘
b}y e, “j ‘&‘Dj JJ' “)LL__..;h"’z D-U, w.;JL cnk

P (2.20a)
onde
W, "h:L%'IT)“' (T?lj_:h)\&j(]) (2.20Db)
e 'EL é tomado sobre todas as permutagoes dos indicesljﬂ,in.
No c;;o n=1 teremos'em particular:
A W " (b |

| Y o j (DJ- SJ' W°.1+D"1 W)
(2.21)

que serd muito @til no estudo da dependéncia de gauge das fun-
¢oes de Green.

B interessante notar que, no caso especial menciona-
do anteriormente quandoﬁ»:=j§t- comjg‘ﬂcJ, as equacgoes (2~
20,21) consideradas no ponto jl:<pmostram gue as fungoes de
Green envolvendo bosons vetoriais sao transversais aoc quadrive
tor Arh.

2.b. Identidades de Lee e os contratermos

Com a finalidade de discutir a estrutura dos contra-

termos & util deduzir as chamadas identidades de Lee (22) para

os vértices prdprios. Em termos da funcional geratriz das fun-



- 4
coes de Green conexas, Zz= —Anw) a funcional geratriz dos
[
vértices proprios & dada por uma transformagdo de Legendre de

Z .

T(RS) = ZLT) =3 A7
(2.22)

- &
onde os campos classicos A‘; sao definidos por

e S2

—

é ST (2.23a)

de forma que temos:

j: = - —jali-'i — —FE

[
v S A, (2.23b)

Usando estas relagaes, juntamente com as proprieda -
a.
des de antisimetria das matrizes T , obteremos da equacaoc (2.

19) as identidades:

- & T i & Yey: ] - T -
D.(A%) 5A° LT + 5 (N A ]=D (AT =0
(2.24)
gque sao muito simples em virtude do fato de gue as particulas
de Faddeev-Popov sao livres. Na ordem mais baixa_Elé igual a
L-:nu , de forma que a equagao (2.24) reflete a invarianga da
teoria por transformagao de gauge na forma dada por (2.9).

No estudo dos contratermos, sera contudo mais conve-

niente expressar as nossas quantidades em termos dos campos

N (16)
A,
relagao:

Ad [
A,, = ’qi - Ec (2.25)

F ~ -
gue conincidem com o8 campos fh somente na aproximagao da arvo

, que saoc relacionados com os campos iniciais pela

re. Em termos destes campos, obteremos uma relagao analoga a

(2.24), isto &,



A ~ A ~
D*as) T Ae) =0
¢ (2.26a)
onde
D(ﬂj?.,.;fJE-roqf A+de‘j/4
(26b)

<
Aplicando sucessivas diferenciacoes com respeito a A’ no ponto
A

ﬁ = ¢ o©Obteremos © seguinte conjunto de identidades:
na A
H A," 71 (2.27a)
Ao T LS
A .o+ gt )
Hg =By Teg b e (2.27b)
a na A
f{ A 77 t _71 -+ t‘ = O
L L‘
b, v oF L Ly (2.27¢)
e.t.c. Note, por exemplo, que para o caso de uma teoria de

Yang-Mills pura, eq. (2.27b) implica que a fungao propria de
dois pontos dos campos vetorials & transversal com respeito ao
momento externo.

Os vértices proprios da equacao (2.27), dependem em
geral do parametro de gauge/M gque & uma quantidade arbitraria.
Devido a este fato, as identidades acima devem ser satisfeitas
independentemente para cada conjunto de termos de um determina
do grau em /\ . Na regularizacao dimensional, estes vértices

desenvolvem polos quando & = n-4 -¢. Em 1 loop, teremos:

~ A ° ~ 2
‘T7 ! 1 T
T R ¢ v
"’J ‘rn L‘.-- n £ f N " (2-28)
~
o -
onde |£ ¢ sao preclsamente os termos que aparecem na equa-
A n

cao (2.6) em L

mv - Usando contagem de potencias , podemos

A

ver que a parte de [ﬁx-" v, due tem grau zero em /\ ,hac con

-13-



tém polos em £-0 se NY4. Por outro lado, em virtude do compor
tamento assintdtico da parte do propagadar (2.4) que tem grau
-2 em N\ , as partes correspondentes de 1 “Lniréo conter po-
los também quando n7> 4. Contudo, devemos 1;mbrar gue todos es-
tes termos divergentes estao relacionados em virtude das iden-
tidades (2.27).

Na regularizagao dimensional & possivel e também mui
to conveniente adicionar um conjunto de contratermos gque tor-

nam os vértices finitos, contendo somente polos puros em £ = O.

Neste caso teremos:

} . L =1 s ~s A Ny
- S —_— N 407
L2 wr T A AL AT AR
n=1 » [ ¥ n 3 n m m|. FD/‘:I _.Lm (,J... {,m
(2.29)
onde separamos explicitamente a parte de grau zero em/A , gque
2
denotamos por T: . Em virtude da estrutura do
- 'h_‘.._‘-y\' A 1
propagador dos bosons vetoriais, 77 0 deve
:f:/r.._l_..on
ser uma fungao de grau negativo em /\, (claramente deve ser

também invariante pela reflex&o;ﬁ*bwﬂ). Portanto, na equagao
(2-29), nao poderemos ter contratermos com estrutura de L-g_(2.7)
de onde concluimos que a Lagrangeana que define o gauge

nao & renormalizada.
o
cny - Lu'nu/

Mostraremos agora que [. +l‘ct é invariante

~
por transformagoes do tipo (2.9) (onde deveremos usar /A porque

os campos usados sao aqueles dados na eq. (2.25)). Sendo que
o

L -

‘ny & invariante por esta transformagao, obteremos:

-14-



(2.30)
] af .
Nesta equacgao F{ denota os residuos dos polos 52:0, das
- o.
fungoes H na identidade (2.27). Portanto, elas devem se anu-
lar, de onde se segue, via eq. (2.30) que échu & realmente in
variante pelas transformagoes de gauge (2.9) em 1 loop. Apli -

(16), podemos fa

cando o mesmo tipo de raciocinio indutivamente
cilmente estabelecer em todas as ordens a invarianga da Lagran

geana

Lbnv = Lo *Lct

Ny

{2.31)
pelas mesmas transformagoes do tipo dado na equagao (2.9).Clars
mente, apesar dos contratermos que contém somente polos puros
tornarem finitas as fungoes de Green, elas nao podem fazer com
que, em particular, o valor esperado no vacuo dos campos esca-
lares transladados seja exatamente zero. Esta & precisamente a
razao pela gqual usamos os campos (2.25), cujo valor esperado
no vacuo & zerc somente na aproxXimagao da arvore. Contudo, po-
demos agora reexpressar, na teoria renormalizada, todas as
guantidades em fungao dos campos fﬂf que sao transladados pelo
valor total esperado no vacuo E} em relagao aos campos inici
ais /qb. Os 65 sao determinados explicitamente, ordem por or-

dem na teoria de perturbagao/de forma que o valor esperado no



- b . ~ '
vacuo dos campos fl; & zero. Entdo, a Lagrangeana renormalizada

) - ..
(2.31L expressa em termos dos campos ﬁ , Ssera invariante pelo

L
mesmo conjunto de transformagoes dado pela equagao (2.9). (B
claro que neste caso, Lct conterd, em adigao a polos puros, tam
bém termos finitos). Devido a este fato, e também porque Lg_n'aio
& renormalizada, todas as rela¢oes deduzidas previamente, con-
tinuarao a ser validas em todas as ordens, desde que substi-

L7
tuamos Lan' na funcional geratriz pela Lagrangeana total

Lcnv dada pela equacao (2.31).

2.c. Variacao de Gauge dos vértices prodprios

Vamos considerar a funcional geratriz para as fun-

¢oes de Green renormalizadas:

w(3)= det (D.A) E[ow] upa(i,_,,., tly 5.A,)

(2.32)
- . N o,
Através de uma variagao de gauge no parametro /\L.ﬂ
o e L' -
f\b-f S/\L , a Lagrangeana JL sera modificada de forma que te-

R AT S (AT

(2.33)
Usando a equagao (2.21), poderemos escrever esta re-
lagao duma forma mais simples. Lembrando que as matrizes T sao

antisimétricas teremos:

SW(3)= - 6/\}“;”’ Dy (55) 3w,

(2.34)

-16-
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Poderemos agora expressar (2.34) em termos da funcional gera-

triz das fungdes de Green conexas:

§2(3) = -&N DEA: + 2 te 24 )T
3 4 ( k17 (5¥ (X4 ﬁu ) A,
{(2.35)
Para obter finalmente a expressao para a variagao de
gauge da funcional geratriz das fungdes de Green irredutiveis
({LPI), lembramos que (veja eq. (2.22)):
AL A <A -Jf\ K<
T (A¢) = 2L ( ) ) - ¢
(2.36)
Substituinde no lado direito/\ por A+ SA obteremos uma relagio
N+ SA
para |! *

Teremos entao:

S‘P(Ac’) _ TA*S/\(’QC') _ -T-TA(AG)Z

1,

, a Hob
—.--5/\‘3‘/\;‘ ﬁjﬁ); 1—}5/\,‘; tz,f,zﬂj' L

(2.37)
onde usamos as identidades (2.24). Note gque o primeiro termo

representa a contribuicao gue resulta da variagao da Lagrangea

na 6}. Finalmente, pode?os escrever (2.37) na forma:

ST(A®) = - 8/\3’/\:/-1;#,;' + M, 1,
(2.38)

onde a guantidade Aﬂk €& definida por:

M= g 5/\;;“" tee Ce;

e € representada graficamente na figura 2.

(2.39)

-17-



Fig. 2 - Representagao grafica da fung&aﬁq%.

Nesta figura, o vértice representado por () & pro-
R
porcional a ?t e a linha tracejada representa o propagador .
A linha continua denota a fungao ZLJ (J) gue no ponto J=05,
nos da a expressao para o propagador.
c .
Para prossegulr, notemos que os campos /? saoc de-
e LA

terminados pela condigao ‘L (F}.:o) = . vVamos agora definir a

— N+ 8N
'u

variacio § 8% de forma que (6A¢) : 4. Entdo, por defini -

¢do, teremos que a quantidade:
—_ N -—1/\"‘81\ ni <
AT (A) =1 (AC+8A)- 1T (A%)
(2.40a)
é tal que AT’{_(HCg 0)- O . Usando (2.37) vemos que:

DT (A) = ST(A<)+8AS Tj’“mm‘)
(2.40b)
Podemos notar que em virtude da antisimetria das ma-
trizes Lh. , @ usando o fato que ;M é uma fungao simétrica

nos Indices a e b,teremos

Mk (AL-:D) .?0 (2'41)

Portanto, no ponto .ﬁ&ovemos de (2.38) que 6?(}9") tambem se
anula neste ponto. Consequentemente, usando (2.40), teremos

que:
SA -0
(2.42)
_18_



Este resultado implica que no gauge A+ 5/\, 0s valores espera
dos no vacuo dos campos Sao O0s mesmos que os valores espera-

dos no vacuo no gauge inicial /\:

’Tl/\(chrz(Q) = -r1/\1-5/\ (/@ci= =0

(2.43)

(Lembremos que equag¢goes deste tipo definem implicitamente os
valores esperados no vacuoc dos campos iniciais de forma que os
campos transladados fr:tenham valos esperado igual a zero) .Es-
te resultado tem uma interpretagao muito simples para a parte
do valor esperado no vacuo que & funcao de grau zero em /\.Pa—
ra isto, notemos que a Unica maneira pela gual uma expressao

de grau zero pode ser uma funcio do quadrivetor /\ & através

de produtos escalares com o0s momentos externos. Mas, os valo-
res esperados no vacuo sao independentes dos momentos, de for-
ma que o resultado acima segue facilmente neste caso. Tomando
as derivadas funcionais da egq. (2.38) com respeito a.Hc,no pon
to HCE 0, obteremos um conjunto de identidades para a variagao

dos vértices proprios.

2.d. Funcgoes proprias de 2 pontos e estados fisicos

Vamos considerar agora, a variagao de gauge das fun-
coes de 2 pontos.

Usando a eg. (2.41), obteremos:

+M T

= . AT ~AT L
57"'%[0)._ (SATAT + 8A A'_)-er’LJ o) e

kj

(2.44)

onde ﬂ4

R, 0 & dada por:

Mkt, 5/\J }; k—zlg- zz,’ €’,;J/ JJ" (2.45)



>

e
Nesta expressao, GGE.’ £ Ieft.J., representam respectivamente

o propagador e a fungao de vértice de 3 pontos. Eg. (2.45) &

representada graficamente na figura 3.

Fig. 3 - Representagao grafica da fungao ﬁ/fn N

onde 7 denota o momento externc que atravessa o diagrama.
Para definirmos os estados fisicos, vamos primeira -
mente considerar a diagonalizagao das fungoOes prodprias de 2
s — 5 ]
pontos. Denotaremos por Ek 4 El um conjunto completo de veto

res ortonormais que diagonalizam 711' :

T -2 €T E"+ 2 ESil 3
LJ = r J s L 3 J

(2.46)

Em virtude da ortonormalidade dos vetores Eir.c E:d,
teremos a seguinte equagao de autovalores:

Tk T ESf

“ ./ (2.47)
e uma equagao similar para L—‘:j (Nesta equagao, Indices repeti
dos nao implicam no sommatdorio sobre os mesmos) .

Para definir os estados fisicos, vamos requerer que
os vetores f;;.que correspondem a estes estados sejam autoveto
res da equagao (2.47) com autovalor:
T = (k*+ m2) 271

r (2.48)

que se anula quando o momento R esti na camada de massa. 2,. e
uma constante de renormalizacgado finita determinada pela condi-
cao de que os residuos dos propagadores (renormalizados)nos po

los fisicos sejam iguaus a 1.
-20-



Com & finalidade de obtermos as propriedades gque os

autovetores E' devem ter para que a eq. (2.47) esteja satis -

i
feita, aplicaremos nos doils lados desta equagac o operador]lr
Usando a identidade (2.24} teremos que :

o o - ab b c
/\E.=_\r§, A°E
J J (2.49)
£ natural definir as particulas fisicas como aquelas

correspondentes aos autovetores que satisfazem:

b r
=0
l;j EJ (2.50)
(Por exemplo, no caso de uma teoria de Yang~Mills pura,esta re
lacao implica na transversalidade das partlculas com respeito

ao momento das mesmas) -
Em virtude das equagoes (2.49) , (2.50) implicara

gue:
G pf‘ -
/\J - < (2.51)

para os autovetores correspondentes aos estados fisicos.

Considerando entao (2.44) entre estados fisicos e u-

sando (2.51), obteremos:

[ -\ r v r
E/ ST E =2 T, E/ M. i E;
‘o 2 (2.52)
Por outro lado, podemos calcular também STJJ da e-

quagao (2.46). No gauge f\+—81\ os autovetores apropriados se-

e
o

r

c -~
- B + §SE
(2.53a)

-
L L

RIS

que sendo também ortonormails, satisfazem a equagao
r
EL JE‘;‘.‘: o
(2.53b)
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Usando a equagao (2.48) obteremos entao a relagio:

ESST E - 20 (Smp- §2,. )
(2.54)

Podemos agora eomparar as equagoes (2.52) e (2.54).

Para isto, notemos gque M. (eq.45) nao tem polos nas mas-

o

s

~

sas fisicas. Portanto, na camada de massa, E‘;rJT'_ E se
i

J

anula (eq.52) de forma que de (2.54) teremos que

2
S mq =0 (2.55)

isto €, as massas das particulas fisicas sao independentes de
gauge.
Além disto, perto da camada de massa as relagoes (2-
52) e (2.54) implicam
ESM B == (2708 2)
L d)""" 2 r
73N

Esta equagao sera importante no estudo dos elementos

(2.56)

da matriz :S que estudaremos na prdxima secgao. Além disto,ela

(21) . ,
entre as quais menciona

tem varias implicagoes importantes
mos o fato de que as partes divergentes dos residuos dos propa

gadores nos polos fisicos s3o quantidades independentes do gauge.
2.e. A matriz S

Para analisar a matriz §, lembremos gue, dada a fun-
géo de Green conexa de n pontos ( h}&), os elementos da ma-
triz S entre estados fisicos sao dados por

5 S krm2) Bl Gl

A e
= |
rl' rl‘l k=1 r‘ 1 "



L

Analogamente, usando o fato de que as massas fisicas
sao independentes de gauge (veja eq. (2.55)), obteremos para

os elementos da matrizf; no gaugeA-pS/\ a expressao:

6A+SA AN -/
oo = (2« 8§27 (R m? )«
k=1 R ke

My, r /\+S/\
K('E‘;k.+ SEL:) G . { N 2
wee Tt le=-Mg (2, 58)

Para uma variagao infinitesimal obteremos entao :

85, =2 E.tUR+md)-L(2s2) E” 4
n S S 5 5 s

—_— ~1’L 1 2 Ty, N
SE, I 2 hid m )E- G T
+ ¢ r L
$ 5 rk h k. b‘-- Lh’ 1 2
h-# l:z,;--m‘_
_V_\,___ _j/}_ . . M,
‘1'” Zr" (h-fm'_)E,_' gGL Lh a 2
k-1 L2 o R + h_,:-hﬂrb
{2.59)
Vamos concentrar nossa atengao num dado indice ﬂb na
A
funcao de Green & i . Temos que:
(’l' (,-' 2
A = .
G- : (. = G{, [ Gd . J LR
l,*,. LJ " .SJ 3
(2.60)
Ead 'a' -
onde na expressao C;‘; S G a linha externa e ampu
i
tada. Sendo que (BCLJ €& a inversa da fungao t¢sﬂ obtere

mos perto da camada de massa usando a eq. (2.46) que

V) s -1 = s
Gtsj = = EL, T'r‘a ‘:J

(2.61)



Assim, em virtude da relagao (2.53b), vemos que quan

do (2.61) & multiplicada pelo fator S’E:} que aparecé em (2.
=]

59), o resultado se anula. Assim, usando (2.56) juntamente com

(2.60) e (2.61), poderemos reescrever © primeiro termo no lado

direito da equagao (2.59) de forma que éssﬂa e se re-
duz a:
hAJ 4
T - /4, pA
5S ’ = l éz ( ke ™ ) EE X
e tn k-1  Th . "*

K{ 2_ M. L 1'5;(52_

- ‘;nJ (2.62)

".1;): ]+ ta-

onde Zi estende-se sobre todas as permutagoes ndo triviais dos

P

indices ¢,. dn' Consideremos primeiramente o termo contendo

5‘Cﬂ L " Usando as equagoes (2.35, 36 e 38), teremos que:
1 tn

82=—5/\J' N AJ- A, + MT, =

SA; A: HJGA: + N\ £
(2.63)

As variagdes O G, Cn sao obtidas tomandoc as derivadas fun
R n

cionais desta equagao com respeito a B} , noponto ) =@ .

Para o primeiro termo no lado direito da eg. (2.63) teremos:

s . 2 AT pEA L =
s By SN AT ATAL }J:O

n

Jh & Thug, Ly
(2.64)

i & > o . O - -
=3 (SAAL + 840 A )%%_QJL- e

onde usamos a relagao (2.23a). O somatdrio sobre & estende-se
gobre todas as maneiras possiveis de distribuir os n Indices
entre as duas fungbes de Green e D contdm todas as permu

P
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tagoes nao triviais destes Indices,

Usando a equagao (2.20) podemos notar que a expres-
sdo acima contém, para 1 < S< v -1, somente (m~-J) polos nas
massas fisicas. Portanto, esta parte nao contribuira para o
lado direito de (2.62), na camada de massa. Por outro lado,pa
ra $=1 ou n-1 vemos, usando (2.21), que a expressao (2.64)
podera conter n polos.

- - Nt
Contudo, esta contribuigao seri proporcional a /).

Lt
para algum Indice k,, de forma que esta contribuigao na equaf
gao (2.62) se anulard em virtude da condigao (2.50) que carac
teriza os estados fisicos.

Consideremos agora o segundo termo do lado direito
da equagao (2.63).

Tomando as derivadas funcionais com respeito a,J-tg

remos que:

n-1
AG. . =D L M, GG,
i bp P 5:4 °1JJ1“'J5 Ji % Js
(2.65)
Y e -
Os indices L, . iy representam uma dada permutagao do
conjunto Ll . va . O somatorio sobre & & tomado sobre to

das as maneiras possiveis de distribuir estes indices entre
as funcoes de Green e a soma sobre p estende-se sobre todas
as permutagdes nao triviais destes Indices. A equagao (2.65),

é representada na figura 4.

I}




Fig. 4 - Diagrama representando a variagéo [} C;L

tw
Nesta figura, isolamos o termo correspondente a
S=4 , que contém um polo na variavel li, exibindo assim um
total de n polos na camada de massa. Porém, a contribuigéo
desta expressao & cancelada exatamente pelo primeiro termo no
lado direito da equaqéo (2.62). Por outro lado, todos os ou-
tros termos da equagao (2.65) nao terao polos na variavel ii,
de modo que terao no maximo M - 4 polos na camada de massa.
Assim, substituindo a equagao (2.65) na relagao (2.62), tere-

mos gue a variacao

hid r
———— _L/ |3
NS = - | = m«gl) E oy *
R k-4 L% e, k.
_ -1
’(Z'EMG,J ] GJ-"‘TJ..-" GJ:. o
- - 5 1 : .
P52 + (2.66)
se anula na camada de massa. Podemos portanto, concluir que

os elementos da matriz S entre estados flsicos considerados
na camada de massa sao guantidades independentes do gauge.
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Dado este fato, a unitariedade da matriz S pode ser
provada mostrando que, em algum gauge conveniente, a funcio -
nal geratriz pode ser deduzida a partir de um formalismo Hamil

(31)

toniano. Isto, contudo, foi mostrado por Coleman no chamado

gauge axial caracterizado por vd:}cj. Este gauge corresponde
a0 caso particular quando/\ z at.com[)-boe A/"' =(0,0,1;0) na e-
gquagac (2.17). f

3. COMPORTAMENTO ASSINTOTICO A ALTAS ENERGIAS

Com a finalidade de estudar o problema da liberdade
assintotica nas teorias de Yang-Mills, consideraremos na proxi
ma sec¢ao, o formalismo Hamiltoniano desta teoria.

Antes disso, sera conveniente lembrar, usando os re-
sultados deduzidos no capitulo 2, algumas propriedades da re -
normalizagao desta teoria.

Vimos gue a Lagrangeana (2.31) & invariante pelas
transformagoes dadas pela equagao (2.9). Para uma teoria de
Yang-Mills pura, isto implica em particular gue a Lagrangeana
total serad invariante pelas transformagoes de gauge (2.2). Re-

sulta dal que esta Lagrangeana pode ser escrita .como:

a — a
Lins ~ LjM tlee = 25 ('i‘ Fr fpev
(3.1)
vamos definir os campos nao renormalizados pela relagao:
a8 2 e ; O
Wy = Z3 Wp (3.2)

/(/-

Entao, usando (3.1) e (2.1b) vemos gue teremos para a constan-

B

te de acoplamento nao renormalizada 6? :

5 2 - ’/d..

; e ;— (3.3)
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de forma que [—ﬁnu pode ser escrita como:

F&.B _..au.g

!
Z—L'hw = "'"T’" Py /-/uy’

(3.4a)
onde
C'\B G-.d w8 B abe $8 cB
B =0 W, -0, wa + 22 [T W wS
v [ fant M (3.4b)
Em adigao, vimos gque a Lagrangeana {;ﬂ nao & renorma
lizada. Juntamente com (3.2) isto implica que o parametro de
8
gauge nao renormalizado /\ & dado por:
8 N/ A
A/uo B 85 7

Na proxima secgao estudaremos ¢ formalismo Hamiltoni

(3.5)

ano baseado na Lagrangeana(3.4a).(Para simplificar a notagao ,

omitiremos nesta secgao o indice B na Lagrangeana).

3.a. Formalismo Hamiltoniano

Consideremos uma teoria de Yang-Mills descrita pela

Lagrangeana {3.4a), com o gauge fixado pela condigao

(3.6)

)}k V%;‘ =Q

onde )yafOi definido no capitulo 2. Desta Lagrangeana, obtere
mos a seguinte equagao de Euler-Lagrange:
ob b
D F\)-_-O (3.7)
M .

b
onde a derivada covariante D foi definida na equagao (2.
2) . Também, de (3.4) vemos que os momentos canonicos sac dados
por:

Exg olow

—

v - .~ Lo
dwW. (3.8)



& 0.
{(Notemos que Luwé independente de bué). Usando esta equagao,ob

teremos de (3.7) as equagoes de movimento:

aéc, o

QoW =2 WS- E7 /f “ W, (3.8a)

a aéc, e_

aba c
%o £ = /.7[ J J" +6?/ (3 8b)

Além disto, teremos as seguintes equag¢oes de vinculo:

ol [
9, E” &?f “AES -0 (3.9a)

Também vamos lembrar que, da equagao (3.4b) resulta que:
ch‘ =9, “/ 9 Wy *jfmn W, “/J (3.9b)
Vamos considerar primeiramente a equagao de movimen-
to (3.8a). Multiplicando esta por ;\é e usando a condigao de
gauge (3.6) teremos:
Q..
()9 So..c. +>\03"{abc “}Ob) \A}Oc.:: Al, E,'
(3.10)
Sendo que Loww & independente de W, , Wo nao & um campo dina-
mico e deveri ser eliminado. Isto pode ser feito usando-se a
equagao acima. Estaremos interessados em encontrar uma solugao
explicita para UUO, em todas as ordens de perturbagac. Por es-
ta razao, vamos escolher )%&como sendo um 4 - vetor do tipo es
pacial, que no referencial de Lorentz, onde faremos a quantiza
gao, & dado por A (} ) . Neste caso, a condigéo de

gauge (3.6) dara:

Note que esta condigao & invariante por rotagdes no espago 3-



dimensional, o que nao acontece com o gauge axial usual carac-
o
terizado por \A)a =~
w -
Escolhendo, portanto, ))A: (A, 0), a equagao (3.10)
reduz-se a:
o o
N 9 W, = A E,
L L o L [ (3.12)
equagac que pode ser facilmente integrada. Para isto, introdu
ziremos uma notagaoc conveniente, que também serd utilizada
frequentemente no que se segue. Vamos deccompor um 3-vetor
geral, segundo as componentes transversais e longitudinais

.
com respeito a >\ :

T L + A A T N

v, = V, + —_—\/\».'I + (V-2 ) = \]b +\/L A
(3.13a)

com
—
A
N R _ : A= .25__

V. AN=o0 ; > (3.13b)

Por exemplo, a condicao de gauge (3.11) nos diz que
- ~ (-5 Ta.
os campos vetoriais Wa' sao puramente transversais ' WL- EW‘-_ .

Nesta notacgdo, a solugdo da equacao (3.12) sera:

AL -~
o~ ; a ‘
VJO (XT;XL):S d X, .EL(‘XT’KL)'
-0 (3.14)
Para achar [, considere a equagao de vinculo (3.9%a)

que pode ser escrita na forma:

b T e Ta obe b Te \ _ Foa Tb
(3.15)
cuja solugao & dada por:
X
“r R . Tha T, .
Bl O yxads - fayy Do B Ox )
0 v [ (3.16)
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Em virtude da condicao de gauge (3.11), vamos impor

os seguintes comutadores candnicos a tempos iguais:

& -

(W20 w " ]lErR0 e (R0

J (3.17a)

@ LI  eal A A‘ 63-%_$'
(W R0, B (0] = 575 —hoay ) &7 00X

(3.17b)
Finalmente, examlnaremos nesta secgEo, as equagaes de movimen-

to de Heisenberg para as variavels canonicas independentes

o To-
>z W ~ T

T it
}«rao WJ = [— WJ &f H] (3.18a)
~ T
\ dee
L 9, EJ'& = L Ej, 1] (3.18b)
A Hamiltoniana H & positiva e dada por:
TC\' [
H = Et. “/Tu. - L =
fxLjgT~ g™ e gt L L FLUFT
Jhsten e e ey 56

onde EL‘Ha F:}devem ser expressas em termos das variaveis ca-
nonicas com o auxilio das relagoes (3.%9b, 3.14 e 3.16). Usando
estas juntamente com as relagoes de comutadores can6nicos,podg
mos mostrar que as equagoes (3.18a e 3.18b) sao equivalentes

as equagoes de movimento {(3.8a) e & parte transversal da equa-

gao (3.8b), respectivamente.
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3.b. Liberdade assintotica

As relagoes de renormalizagao (3.1) e (3.3) sao apa-
rentemente muito semelhantes aquelas gque encontramos na Eletro
dinamica Quantica. Contudo, existe uma diferenga muito impor -
tante. Na Eletrodinamica Quantica, existe um argumento devido

(32), gue mostra que 235<:1 . Por outro lado, para

aoc K8llen
uma teoria de Yang-Mills, como veremos mals adiante, devemos
ter 23> 1 fato que implicara na liberdade assintdtica da teo-
ria. E porténto, interessante entender este resultado,estenden
do o argumento de K#llen para uma teoria de gauge nao-abeliana.

Com esta finalidade, precisaremos considerar a repre
sentagao espectral da fungdo de dois pontos. Os argumentos usu
ais levam a representagao espectral:

i B bB
[};t = -2<o\l VJ; (x) W,y ()] V0> |

k x

i

(3.20)

x ab N L
J Ao-ljot"é/»ﬂv (b n) A (a3 ke
4]

onde A(G"Z; h,) & o valor esperado no vacuo para uma particula

, T
livre de massa 0 no espago dos momentos e

pre ) =%<o| We o |Nd<N L we o)l 8 (7 - &)
(3.21)

onde N representa um conjunto completo de estados intermedia-

rios. Em virtude da condigdo de gauge (3.6), a fungao %:s te-

ra a estrutura:
f/f‘f (k0 =87 Lp R R By, (R RE) Gy ]

(3.22)
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L

onde

P - 5 , — k’MA'u -+ 'éyﬁ\lu- + k!!kp AL___
[k A)* (3.23a)

T YTy,
g/‘“’ ) Sf"" | A& (3.23b)

Sendo fungdes de grau zero em A ,f‘ ef& dependem de A ke N so-
mente através da combinagao kf= _AX%) Usando (3.21), teremos
que as contribuigoes de uma particula para as fung6es-f‘leLsg
rao dados por: .

(JDL)J = 2,6k ()01)1:0 (3.24)

N

A quantidadézﬁefinida desta maneira & uma fungdo de
ki (e de um cut-off infravermelho). Neste capitulo, estare -
mos interessados apenas em 23 , que contém somente as divergen
cias ultravioletas de 53. Para que possamos tirar informagoes
Gteis da eq. (3.20) escolheremos, como fizemos na secgao (3.a),
o 4-vetor A

/.A-

cial. Entao, definindo:

0
como sendo )fﬁ:(>n 0), isto &, puramente espa-

ab o.b -0 —p
/’c (hf’\)=ftj' ;% ) (3.25a)

poderemos escrever a equagao (3.20), com fA: L , v ;\) , ha

forma:
go«b ( ) G0 . ab( —L——o-:"D (2.
X x)-gdﬁ g T 0, ) Alc x)

(3.25b)
Vamos agora diferenciar a eq. (3.20) com respeito a X- Usan-

do (3.25) e pondo Xp = Y obteremos a relagao:
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Lle,%\ e <ol wg B(o)) waB (o)]|o> -

(o
2 o-b —® s
:J dot p7%(o ke, X)
() J (3.26)
Neste ponto, podemos ja notar uma diferenca importante entre o
‘ia
nosso caso e aquele da QED. Em uma teoria nao abeliana/“{ nao

- - O
& candnico com o campo \W . De fato, usando (3.8) vemos que:

ES s w. - 9 W‘;’*‘ﬁ J' Wo W,

(3.27)
Vimos que \M;hao & um campo dinamico. Ele pode ser expressoc em
termos dos campos candnicos usando a equagao (3.14) e (3.16).U
sando os comutadores a tempos iguais (3.17), pode-se mostrar
gque o lado esquerdo da equagao (3.26) sera:

—-p

: chl , ~
L"jd,!’ﬂe X COI[WLG'B(XIO),\Ufg(o)_]lo>-;

ab

) -k B
o RO X, o LB )
-5 ‘PLJ Cwﬂﬁ)ﬁ&x‘_e <O,WL{0,)<L]WJ (o)fo>
o
(3.28)
onde-Rd & dado por (3.23a), e o operador quadratico de Casimir
(:yM para os campos de Yang-Mills & definido por:
aa! X abe o' be
S Cypy ’Zb—c/ :} J

(3.29)
Na equagao (3.28), o segundo termo no lado direito tem sua ori
gem no carater nao abeliano da teoria e representa uma expres-
sao exata valida em todas as ordens da teoria de perturbagao.

(33)

(Podemos contrastar este caso com o gauge de Coulomb , onde



uma solugao explicita somente & praticavel na ordem mais baixa).

Em virtude da condiqéo de gauge, este termo tera a forﬁa:

oo T
6"' L.b x GLB bB ol
“X Lo (xd W, e jod=d & L
Cyn (g)fix,_e Lo W, (» WJ 102> (]
0 (3.30)
onde [ & uma fungao adimensional.
Substitulndo (3.28) e (3.30) em (3.26) vem gue:
ol T O ab —8 b
és ( Pﬂ[ + é{J l.) = J CLG’&\/aJ‘ (0‘1,‘1) A )
< (3.31)

~ T .
Sendo gque os operadores de projegao Pl' e écj sao independen -

J

tes, obteremos desta equaq5o, usando (3.22), duas regras de so

ma:

Jmfl (Q—Z)kl—z) dot= 4
0

(3.32)
2 z = _
SffLLG‘htJL¢ = L
(3.33)
Q
Esta Gltima expressao relaciona)flcom o comutador (3.28). Por
~

outro lado, a eg. (3.32) representa uma regra de soma para E;.

De fato, usando (3.24), podemos escrevé-la na forma:

~ Qo
- - P 2 r 3

Zy 4 - Jf,w,hl,)ow
~ o

onde‘ﬁ denota a contribuigao de estados de mais de uma particu

la para j?i.

0 gue podemos dizer a respeito da positividade de

(3.34)

N
fungao e5pectraqu ? Para tentar responder a esta pergunta, to-
maremos o trago sobre a parte espacial da eg. (3.22). Achamos

que:
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- . ab
5 b[}z(l*‘?)ﬁ'* fz]=/3u

L

(3.35)
ab

A primeira vista, usando (3.21) poderia parecer que_f%b é uma
quantidade positiva, que entao implicaria na positividade de
Jfa, visto que (3.35) deve ser valida para todos os valores
dos momentos. Contudo, uma analise cuidadosa da equagao (3.21)
revela que na soma sobre os estados intermediarios aparecem
singularidades quando R =0 que podem modificar este argu-
mento formal.

Para dar um significado a esta soma, devemos encon -
trar uma prescri¢ao de como tratar os polos gue aparecem quan-

(34)

do k A= 0 . Este procedimento , gue também garante a uni

tariedade da teoria, & dado pela prescrigao do valor principal:

k) k__)\_‘-LE k. A-L &

i 4 3
P ) (e o)
Z
(3.36)
Veremos que, em teoria de perturbagao, esta prescri-
cao invalida o argumento formal acima, resultando assim um va-
~
lor negativo para _fh’ e via (3.34) teremos que 2% >3 .
Vamos agora relacionar.fle j%’com a fungao prodpria

de dois pontos 'I%ﬂv dos campos vetoriais. Para isto, usaremos

a representagao espectral do propagador no espago dos momentos:

f\J

2 ab -
/‘-U (= Jd‘{r /u.v h24c_l_°£

(3.37)

juntamente com o fato de gue [Vﬁu & dada pelo inverso de
~oab

D, r-

Com o auxilio de (3.24) teremos que:

-36-



~ ab
ab 2 ab AN ) P Twm T
Ppv (T3 k). £,8 Py 8% Tap M ( ot/s)P v
(3.38)

v

Notemos agora gue || y satisfaz a identidade (veja eg. (2.27)}:

\°~,w lt#v(h,k) e (3.39)
A solucao mais geral consistente com esta condigao sera:
_— 2
”,uvz(g/u.ub"—h'l,«.kv)—ﬂ__i-
Rudo* Rodpn . (RO A 3 \TT
"\’\»kﬁhv-k’z—ﬁ’”’ }\k_ £y (’)‘.h')-b M \J)
(3.40)

2
onde || e 1T’ sdo fungdes adimensionais de b‘/h""_ .
Comparando (3.38) com (3.22) obteremos, usando as e-

guagoes acima gque:

~ 1 21 t
B (T v S D)
(3.41a)

!

~ 2
1 i-a .I"YV\—“

Joi = 2 2
T a (3.41b)
onde o fator & & dado por:
Cil‘ !
] g -
i - k'_t {(3.41c)

Usando entac estas relagoes juntamente com (3.33) e (3.34) ve-

mos que:
~

1
Zs“j: C

oo —_—
jdﬂ‘—gn T T+ L
(7
-37- (3.42)
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Sendo a teoria renormalizavel,de (3.40) vem que

div . oloy WLy
Ezj :..?2& T r visto que de (3.2) os contrater-
mos das fungoes de 2 pontos tém a estrutura dada somente pelo

primeiro termo em (3.40). Assim de (3.42) resulta que:

dguIA-V i x 1
g~
Re TT SR A,
) 42 _
0 Adiv LV (3.43)
Esta equacao mostra que, em contraste com o caso encontrado na
., ~ _
QED, Il satisfaz uma relagao de dispersao modificada pelo
fator L que reflete o caradter nao abeliano da teoria.
Finalmente, vamos agora calcular, em ordem mais bai-
xa da teoria de perturbagao a contribuigao de duas particulas

para a funcao espectral /aa; (3.21), que & representada grafi

camente na figura 5.

e
<
g

Fig. 5 - Diagrama representando a contribuicao de duas parti-

b
culas para Jp“ .
,o\.'l)

Com esta finalidade, calculamos primeiramente as seguintes com

binagoes:

i A _—
(3.44)

Teremos que:
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(3.45)

CZ_:_CV_M,%_i_ {Cj_} _ [i + J-—a}(ii—a} Q/WLJ+GL _1)

]l -

- i - Z
+0.3"1ﬂ”\(*“‘“*)“_5.:‘.’)49\, }
3(aat-1)
(3.46)

onde (:yM'e ol sao dados respectivamente pelas equagoes (3.29)
e (3.41c). Comparando (3.40) e (3.46), podemos entao expressar

- ! ~
as partes imaginarias de 1l eTl em fungao de (:‘_e (:2'

Tw T "'}[C.t » Ca®-1)C, 7]

(3.47a)

A
) QA : 2_
T TT'=2[C, + 3(a®-1)C, ]
" L [ 4 > (3.47b)

Estamos, de fato, interessados agui somente no limite § % 5 oo
(o* o ) gue governa © comportamento assintdtico de
Ezézna regidao ultravioleta. Nesta regiao, usando as equagoes a

cima, vem gue:

(3.48a)
ithL jI}n TI, = o~ ;é—- (: 2 af
' JIM
0~ 00 48T J (3.48b)

3
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Com a ajuda destas equagdes teremos, usando também (3.41) que
o comportamento assintotico de E% , em virtude da eq. (3.34),ée
dado por:

dcv 00 5
(2, -0)"" = -{ [ae> Flol el -

~

e}

1]

1 . E3
4 CyMéfU@hA

Lym* (3 49

~
Este resultado @ consequéncia de que Fi & uma quantidade nega

tiva, fato que pode ser entendido da seguinte forma; de acordo
com a discussdao anterior (veja eg. (3.35)) a expressao nao re-
gularizada, para JRI serla posltiva, mas singular em virtude

dos polos gue aparecem guando h.}~ se anula na soma sobre os
estados intermediirios. Esta expressao positiva (mas divergen-
te), consiste de um polo positivo e uma expressao finita nega-
tiva. Contudo, a prescricao do valor principal (3.36) elimina
precisamente o polo, resultando dali o resultado finito expres-

so no integrando da equagao (3.49).

3.c. Funcao de dois pontos e grupo de renormalizagao

Vimos na equacgao (3.49) que 235;761, fato que determi-
na como veremos adiante a liberdade assintdotica. Este comporta-
mento & descrito, como se sabe, pela equagao do grupo de renor-

(35,36)  yo gauge axial, em virtude das identidades de

malizagao
Ward que levam &8s relagoes (3.2) e (3.3), os parametros que de-
terminam esta equagao sao determinados diretamente por ézj, de
forma que & conveniente analisar as propriedades de :g;antes de
considerar a equagao do grupo de renormalizacgao.

Vamos determinar £ 3 usando o esquema de renormaliza-
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¢ao minima(37), onde ésgconteré somente os polos puros em
£=-mn-% , que sao necessarios para tornar as fungbes de
Green finitas.
Vamos agora mostrar que neste esguema 233 €& inde-
pendente do parametro de gauge )/A. Para isto, lembremos que
na classe de condigoes de gauge obtidas quando /\ﬁ* t'ati';f51”9
7

(veja eq. (3.6)), o propagador (2.4) se reduz a

b# AV Ry Apn AZ%&.‘S_!,_ ]

ab ab
{ (kr)-:2 L [sg -

(3.50)
sendo, portanto, uma funqéo de grau zern ce A . Levido a este
fato, EEBtambém deverid ser uma funcao de grau zero no parame-
tro de gauge. Mas sendo a teorla renormallzavel, é:aé indepen
te dos momentos das particulas. Por outro lado,a Qnica manei-
ra de se obter uma funcdo de grau zero em A & via produtos
escalares com momentos, de onde se segﬁe gue Zisdeve ser inde
pendente do parametro de gauge ) .

Vamos agora considerar as equagoes do grupo de re-
normalizagao. Para deduzir estas, introduziremos um parametro

(37)

arbitrériO/u-com dimensao de massa gque fixa uma escala na

teoria. Por exemplo, no espago i dimensional a constante de a

- th-—n)/¢
coplamento renormalizada tem dimensao r © OsS
o - Yim-d
campos VJ tem dimensao /A W2 . Estas proprieda -
—~ n
des resultam do fato de que a acao S :le,x A deve ser

uma quantidade adimensional. Sera conveniente, no que se se-
gue, definir novos parametros renormalizados cujas dimensoes
fisicas sejam independentes de M . Desta forma, estes parame-
tros terao dimensoes iguais a&quelas exibidas pelos parametros
fisicos em 4 dimensoes. Por exemplo, introduziremos uma cons-
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A
tante de acoplamento renormalizada adimensionalé? dada por:

A ~ 1/ 4 _n
0 = 2 it < . A
y. 3 G 23 M 3 (3.51)

Para deduzir a egquagao do grupo de renormalizacao, basta notar

que as fungoes de Green nao renormalizadas, sao independentes

de (38}

(3.52)
N - - , -

onde 7; denota a fungao de Green nao renormalizada propria

de N pontos. Sendo gue a teoria & renormalizavel, teremos para
a funcao de Green renormalizada T’
N N
Ve T
TN

(3.53)
7N -
onde usamos {3.2) e o fato de que ! representa a funcao de
Green propria, tendo as linhas externas amputadas. De (3.52) e

(3.53) obteremos, usando a regra de diferenciagao em cadeia,

duas equacgoes:

ol @ £ IV
( o +/3_9?+0(05IV+NX‘)1 =0

(3.54)

0 9 Q2 _a Z. =
(/u;a/:’ * /3'9‘9 +O<v(9?\v U\) > 77 (3.55)

onde os parémetrof/j,cx.e }? sao dados respectivamente por:

_ . Qu DAy
Y

BB ’)"/A 9/1\4 ga

(3 56)

‘) 0(0://(.9/}‘

3
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Usando as equag¢oes (3.2), (3.3) e (3.5), teremos que:

feg R

Assim, usando (3.56) e o fato de que E?ﬂ é independente do para

(3.57)

metro :A , vemos que }* e/ﬂ serao fungoes independentes de

gauge(Bg). Em virtude destas relagoes, e usando o fato de que

T & também uma funcdo de grau zero em A vem gue:
i
Q1" _
v =0
DAV (3.58)

Em consequéncia destas relagoes, as equagoes do grupo de renor-

malizagao se simplificam consideravelmente no gauge axial. Em
particular, (3.54) e (3.55) reduzem-se respectivamente 3s equa-

coes:

Ei_‘ + A + N ‘ijv =
(/*9/, X\? 9% r)

(3.59)

2 ; D .
(M5r ™ 7353 9 ) 2500 3.50

Para resolver a equagao (3.59), introduziremos um parametro que

escala simultaneamente todos os momentos externos que entram em

Y o~
,Tj T)L: TDHJE . A solucao, como se sabe(40)

; pode ser obti
da em termos de uma constante de acoplamento efetivagictjonde

t: n ? , que satisfaz a equagao:

O%-t__ :j({) _ /5)‘_ g(t)J
(3.61)

onde g(t)satisfaz a condicao de contorno 3(0) =

QR»
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Para obter/3 , notemos que (3.49) pode ser escrita, em termos

do parametro @& -- L~ como:
“4-n

-4 Al §2
233 Ey (::jp|é} (e
(3.62)

Assim, de (3.56) e (3.57) resulta que em ordem mais baixa te-

remoes:

il N2
Plg) ==, Com g

4y

{(3.63)

Note que o sinal menos na funqﬁodﬁ?esté diretamente relaciona
do com o fato de que o coeficiente de ¢, em (3.62)1é positi
vo. Este comportamento determina a liberdade assintOtica,isto
&, g (t) tende a zero quando £ —0 00 . De fato, de (3.61) e

(3.63) teremos ;

g, o + Ocge)

) ij_‘ . N2
7 v 50 Cym g t (3.64)
Claramente, os resultados (3.63) e (3.64) sao idénticos ague-

(40’41), o que & de se espe-

les obtidos em gauges covarilantes
rar, pois estas quantidades sao independentes de gauge. £ in-
teressante notar a relagao entre (3.62) e (3.64) se fizermos

nesta Gltima T —» & . Para entender esta relagdo, conside-

re a solugao da equagao {3.60) que & dada por:

G
2,(%,3) < Z; [2,5(2)] exp -zJ ~ (£ A

(3.65)

Esta equacao pode ser simplificada, observando que, em virtu-
- N -

de da relagao J?) = F 9 ) @ relagao (3.61l) pode ser escrita

como: a4-



L nglz) = y(3)
(3.66)

Usando esta equagao, obteremos de (3.65) o resultado que:

— N2
Z,0%,9) = 2, [, g(2)] _?;%a)

(3.67)
Este resultado extremamente simples, & consequéncia direta das
identidades de Ward no gauge axial e mostra que a constante de
acoplamento efetiva & diretamente relacionada com a constante
de renormalizagao da fungao de onda 223 . Veremos no  proximo
capitulo que esta relagao também sera Gtil no estudo do proble

ma do comportamento infravermelho das teorias de gauge.

4, DIVERGENCIAS INFRAVERMELHAS EM TEORIAS NAO-ABELIANAS

Vimos na secgao precedente que a teoria de Yang-
Mills pura & assintoticamente livre. Esta propriedade importan
te serd mantida, se considerarmos uma teoria de gauge na qual
os campos de Yang-Mills interagem com um multipleto de fér-
mions Lr =(k4a,,_ U(s) , via uma interagao descrita pela se-

guinte Lagrangeana:

)

A o _ o - W tm
L= L BT RS YO e ¥

(4.1)
onde a derivada covariante &E&k & dada por:
(4.2)
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(40)

Pode-se mostrar ; gue a teoria continua assintoti
camente livre, mesmo quando ha varios miltiplos fermionicos
com os campos de Yang-Mills. Por exemplo, se o grupo de gauge
&8 SWU(3) e os férmions formam a representagcao fundamental (i.e,

S =3) podemos ter até 16 miltiplos \krh( =1 ¢ ) de for
ma que a teoria continua sendo assintoticamente livre. Por ou
tro lado, se quebrarmos a simetria de gauge via o0s campos es-
calares de Higgs, a teoria deixa de ter esta propriedade fun-
damental que, como sabemos, & exibida pelas interagoes fortes.
Por este motivo, uma teoria do tipo descrito pela Lagrangeana
acima, foi proposto por Gell-Mann como um candidato para uma
teoria das interagoes fortes, recebendo o nome de Cromodina
mica Quantica (QCD}.

Por outro lade, em virtude de termos uma teoria de
gauge sem quebra espontdnea de simetria, a teoria tera diver-
géncias infravermelhas devido ao fato dos bosons vetoriais te
rem massa zero. Existe a interessante possibilidade gue nao
sera discutida aqui, de que estas divergéncias modifiquem o]
potencial efetivo a grandes distancias de forma a confinar os

(42'43). Para um estudo de varios outros as

quarks e os gluons
pectos relacionados com as divergéncias infravermelhas em Ele
trodinamica Quantica ou em Cromodinamica Quantica referimos o

leitor para as referéncias (44,45) e (46-49) respectivamente.

4.a. Exponenciagao das divergéncias principais em processos

envolvendo particulas externas de massa zero.

Vamos considerar processos contendo somente particu
las de massa zero nas linhas externas. Estas particulas podem
ser gluons ou entao quarks se wn for iqual a zero na equagao

-46=-



(4.1). Sabemos que nos graficos de Feynman com linhas inter-
nas representando particulas de massa zero, encontraremos em
geral divergéncias infravermelhas. No nosso caso, as singula-
ridades que resultam das partlculas externas serem de massa
zero sobrepoem-se as divergéncias infravermelhas. As singula-
ridades resultantes terao o comportamento proporcional a i&n??nﬁ
por loop, onde an € uma massa fictlcia dos gluons. Equivalen
temente, na regularizacgao dimensional, as singularidades se-
raoc proporcionais a .l/ E:2 onde £ - 4 . Nes-
te caso, chamaremos de divergéncias infravermelhas principais

L
aquelas que em L loops serao proporcionais a (_92 ;?L ) -Mos
traremos nesta secgéo gue estas singularidades somam-se em
uma exponencial decrescente. Para isto, usamos o fato, a ser
provado no apéndice, de que no gauge axial (e também de Cou-
lomb) as divergéncias principais aparecem somente nas partes
de auto-energia das particulas externas. Usaremos a regulari-
zagao dimensional como um cut-off infravermelho, devido ao fa
to de preservar a invarianga de gauge.

«B
Seja M/ (X) o campo nao-renormalizado de Yang-

,4.

4 ~
Mills e definiremos a quantidade N via a relagao:

o8

<O| \A/# (C!)I ?}e) - NQB e/~

onde o estado de uma particula tem o vetor de polarizagao €%L.

1,

(2pe) (4.3)

B ~ -
No gauge axial N & fungao de A o onde )ﬁie 0 vetor gue defi-
ne o gauge. Depois de subtrairmos as divergéncias ultraviole-
tas usando a constante de renormalizagao iis(veja eqg. (3.1)) ,

obteremos de (4.3) a relagao:

A aB - -4
<0} W/f' | phe> = Z, ‘N ¢ (22, %:: /V“‘“e/b(-z/ou) /2

(4 %)



No gue se segue, vamos supor gue as divergéncias ul
travioletas ja foram subtraldas de forma que a dimensao do es
paco tempo N é escolhida maior que 4 para regularizar as di-
vergéncias infravermelhas (maiores detalhes serao discutidos
na proxima secgao). Consideremos entdao um processo de espalha
mento com momentos externos £, .. Pc . Os elementos da ma

triz S terido a forma:

=
Sy v ype ;)= FOAp, e, ) oV p )
(4.5)
onde [~ & calculado dos diagramos prdprios sem insergdes de au
to-energia nas linhas externas. Nesta equagao usamos o fato im
portante de gque a matriz'S & independente do parametro de gau-
ge A.

0 Indice r na fungao N denota os varios tipos de
particulas que participam da reagao. Para discutir a estrutura
destes fatores que sao fungoes adimensionais, lembremos que
temos na nossa teoria um parametro que define a escala desta
teoria. Além disto, como ja mencionamos, a constante de acopla
mentog tem dimensao igual a ("-’1)/2. unidades de massa 3 =

rt

&y ~ ) .
"f‘( z » que define a constante renormalizada adimen

cional ? (veja eq. (3.51)). Assim, por razoes puramente dimen

sionais, a fungao nV tera a forma:

(h-4)
iNn-4)
N:NTLg G T MILGHEE) ]
(4.5)
Nesta equagao, usamos o fato de que, sendo o propaga

dor dos campos vetoriais uma fungao de grau zero no parametro

de gauge, podemos, sem perda de generalidade, escolher A como



£

- rA
sendo um parametro adimensional com norma igual a 1, A= 1.

Fa
Expandindo em potenciais det? e retendo somente as divergén

cias principais, teremos:

k
r|p oo n-4
WO pe pryn)e 44 2. g | G702 (2 )],
L3 1 € =
(4.6 )
onde .... significam termos menores de pelo menos um fator §.
Definindo agora:
B S @ 4 O AP oz x
& 2 V=
(4.7)

r- - N —
vemos de (4.6) queﬂl sera, neste caso, efetivamente uma funcao

de uma sO variavel:

- AX( B
r r‘("’-;z_ )
= €
A/ AJ é? (4.8)
o ékb““’ )
onde usamos a propriedade de que @ = . Em seguida, faremos

uso da propriedade fundamental, justificada no apéndice,de que:

A E -2
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F-d LR Cpra) v g’ Ftp,a)

Lk k-2
S F-k ('Pr , At : ]

2

gque traduz o fato de que'F nao contém divergénclas principais

L

+ 2
k>
(4.9)

~ AE -
infravermelhas. Nesta equagao ?E 2

_ denota a contribuigao
para F na aproximagdo de Born.

Mostraremos agora, que (4.8) e (4.9) implica na ex-
ponenciagao das divergéncias principais infravermelhas na ma-

triz ES definida em (4.5). Para isto, tomaremos o logaritmo



£

da equacao (4.5), de forma que teremos:

oy
S = mF + 2 InpNyT
=1
(4.10)

Estes logaritmos terao formas simllares 3quelas dadas pelas e-

quagoes (4.6) e (4.9), 1isto &:

A " Ak -

,Q/V\,F—..LVL(?C—J-FO)f-gZGGi‘PRZ;‘L c* 261::.*
(4.11)

rogyn : k

ﬁMNr‘: Z bp, (32.32. 62.Xr~/'e‘) +
k> (4.12) .

Aok ek S
M5=M5°+23 2 R (4.13)

k>1

Na equagdo (4.13) S, & a aproximagdo de Born e os co
eficientes EShsao fungoes somente dos invariantes Pr- Pr+ smas
nao de )\ . Por outro lado, em (4.11) os fatores(skgependem em
geral do parametro de gauge. Substituindo as relagoes acima na

equagao (4.10) teremos que:

-

bh z 0 k> 2 (4.14)
= r

Gl ) % b, x,. t Coratanie (4.15)
r

O 2 by S k> 2 (4.16)

L
Comparando as equagoes (4.13) e (4.16) re B

O

A
Qg/—\.
SERVICS o

S -G, wp ;‘ &° Zr-' b; \(‘ BIBLIOTECA €

INFORMAGZD

(4.17)}
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isto &, as divergéncias infravermelhas principais somam-se em

uma fungao exponencial na matrtz S . Esta exponencial & deter
r~

minada pelos fatores Lh , que podem ser obtidos considerando

as contribuicdes em um loop das funcdes N .

4.b. Comportamento infravermelho das funcoes de auto-energia

Nesta secgao apresentaremos uma discussao das diver
géncias infravermelhas das fungdes de auto-energia gque deter-
minam, como vimos acima, a exponencial das divergéncias
principais em teorias de Yang-Mills. Como ja mencionamos,usa-
remos a regularizagao dimensional para regularizar tanto as

divergéncias ultravioletas quanto aquelas infravermelhas(so’

51). Para isola;#%ivergéncias infravermelhas de uma maneira
sistematica, procederemos da seqguinte forma. Primeiramente, a
dimensdo do espago-tempo N & escolhida menor que 4 para regu-
larizar as divergéncias ultravioletas, com o momento externo
fora da camada de massa. Em virtude deste fato, ndo teremos
neste caso, divergéncias infravermelhas. Subtraindo as diver-
géncias ultravioletas, obteremos uma fun¢ao regular no ponto
" =4. Paremos entdo, uma continuvagao analitica paran>% com
a finalidade de regularizar as divergéncias infravermelhas.Es
tas aparecem quando, finalmente, o momento externo & posto na
camada de massa, sob forma de polos no ponto M =4, as diver-
géncias principais tendo um polo duplo na ordem mais baixa de
perturbacgao.
w

Para ilustrar estas propriedades e calcular bd .

vamos considerar a fungac propria de dois pontos dos bosons

i

vetoriais II)A' , mostrada na figura 6:

1-
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Fig. 6 - Diagrama de Feynman para a fungao de dois pontoéliAAa

{l1aramente, sendo que as particulas de Faddeev-Popov sao li-

vres, estas nao contribuem para a fungao 17 no gauge axial.

AN
As contribuig¢des dos diagramas acima, serao dadas respectiva-

mente por

EY AN

Tl“,\ffji\l T (R) X S"M TR B py A L

14
Q> (p+®@) (4.18a)

onde_T(R}é definido por:
TLR)S - (4.18b)

com as matrizes { dadas pela relacio (4.2)

b ANy i n
TT;X z i— C’_.VM Z;a“jd& VA/uv (P, @, P-Q)K

X DW,(/D-@) VA‘ " Cp, GZ)/U-(SZ) D/‘"/“((Q)

/ﬁ (4.19%a)
Nesta egquacao, 0 operador de Casimir Cb”“foi definido por (3.

29) e o propagador I}A?Ana equacao (3.50). \/) representa

ﬁ4v

a fungao de trés pontos dos campos vetorials, sendo dada,usan
do a Lagrangeana (4.15 por:

—K2-
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V"]‘“’(F’@’ p-&)=(2 (5?4-(9),\8 b + (/b-@_)“ Son~ \-1/)#(2}‘,8)}&

(4.19Db)

< 1 o2 -
TT», =59 C e (‘&)\/u. s)\'/u’ + 5)‘,‘, 5)\’/‘4. 2 c&x S/‘u/u’)"

"

A ,iﬂ‘ a4 O /M?A(féi)
(210) (4.20)

Mantendo a linha externa F fora da camada de massa, 1sto &,

O
F‘L:#O , obteremos para -||_»‘) com m 4%, a expressio:

ou - N2 n-
T _:__‘rt,llRJ 3 ‘[7(“,‘-%1’_) (/oq_j'f"'

¥ 3 leT* (8 pr+

~ Papx) * o

(4.21a)

onde .... representa termos finitos quandow-b 4. Note que a
funcio Gama |! (.1. - I‘z] & regular quandon < 4,

Consideremos agora a equagao (4.19a). O caleulo é

bastante complicado por um lado, devido ao grande niimero de
termos presentes nesta eguagao. O outro fator que leva a com -
plicagdes & devido aos denominadores ) (R presentes em Qaju y de
forma que teremos integrais com 4 propagadores diferentes na
parametrizagao usual de Feynman.

Depois de um longo calculo obteremos:
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A5B(3-18-0) (35 SixFrmnd)
+ B(—"i—; %J(Lén—SlSAX P Le-2nd P/\PA’)_] t

*‘r(,v,,) -"T'(s 1) B4-n) (Saxpi-pafi) +...

~ 4.21b
onde B representa a fungao Beta, (02 l /

Finalmente, considerando a equagao (4.20), podemos
reduzir todos os termos para integrais do tipo dado pela equa
cao (2.16). Sendo que estas integrais dao uma contribuicao nu
la na regularizacao dimensional, concluimos que o grafico (c)
da Fig. (6) nao contribui de fato para a fungao jjj\A' .

Notemos das equacgoes (4.21a) e (4.21b) que existe
um dominio paraM< 4 no qual estas expresscoes sao fungoes
bem definidas. Quandon =4 teremos polos associados com as
divergéncias ultravioletas. Das expressoes acima, a contribui

cao contendo os polos sera dada por:

S ¢
o= g A (4TRI- 21 Cyn ) (S5 p2-papa)
AX J4l n-4

{(4.22)
Podemos notar que a parte de polo que & proporcional acy"nes—
ta equagao, darad para a constante de renormalizacao da fungao
de onda é:y a mesma contribuicao que aquela obtida anterior-
mente, usando relagoes de dispersao (veja, por exemplo eq. (3.
62)). Em seguida, subtraindo as divergencias ultravioletas da

das pela equagao (4.22), obteremos, de (4.21a) e (4.21b):
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para a funcao de dois pontos renormalizada.
Vamos agora fazer uma continuagao analitica para

-
n> 4 da fungao renormalizada de dois pontos'ﬂ;# Pondo agora ©

momento externo na camada de massa (c.m.) obteremos, neste
caso, usando as relacgoes (4.18a), (4.19%9a) e (4.23) que a
'

contribuigao para a funcao TTSX sera dada por:

&&.Z,B(-%—z 5. n)[J_BC-f— n-4) - B(J n "’)+—i——-])<

(m-6)n-3
A h-4

x[)«,,{a,\ Pux + /\vPA’—PvA :\_; + 2(~-1) 3(14_45_")“
n~4 B

K"f_;F P P T [4+(-0" 1B (2-2,5-0) Blr1-4 1)«

‘(Ef—_)_"‘ A PA'V - 8 Bln-4,1) 3("%‘@ 5-n) B+
P

+ f'drmas fcnt"‘os (4 .2,4)

onde a fungao DAX & dada por:
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(4.25)
Notemos que existe um dominio parah) 4 no qual todas as expres
soes acima sao fun¢oes bem definidas. Os polos gue se manifes-—
tam quando N\ =4 sao associados com as divergéncias infraverme
lhas. Podemos observar que, em geral, em contraste com os po-
los ultravioletas (4.22), as expressoes contendo os polos in-
fravermelhos dependem do parametro de gauge A Contudo,a con-

tribuigao dos polos duplos para a fungao

s i+-——-(&,\ P |,\>~(P)5,\>p o
(4.26)
que detérmina a exponencial contendo as divergéncias infraver-
melhas principais, & independente do parametro ;& como & de se
esperar, pois a matriz S deve ser uma quantidade independente
de gauge. Usando (4.24) teremos que:
N2

4
w o g C -

(4.27)
de onde vemos gue bi , definido em (4.12) sera dado por:
bw~ -i_CyM
1 2
a4l (4.28)

F
Analogamente, podemos calcular a funcao éﬁ r que caracteriza

as divergéncias infravermelhas principais da funcao de dois
pontos dos campos fermionicos de massa zero. Teremos que: (ve-

ja também a eq. (R.9))

4t (4.29)
—56=
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onde o operador de Casimir CF & dado por:

e g O
Scj Ce = (71 )‘-‘J' (4.30)
E interessante notar que, a nao ser pelo fator de Casimir CF ’
é;f € uma funcdao analoga & expressao (4.28) que caracteriza !ﬂ
Finalmente, de (4.17), (4.28) e (4.29), vemos que as
divergéncias infravermelhas principais na matriz.S', para pro-

cessos envolvendo particulas de massa zero, somam-Se em uma ex

ponencial decrescente dada por:

A
oroe ridr f 2]

(4.31)
onde o somatdrio & tomado sobre todas as particulas externas

gue tém massa zero.

4.c. Divergéncias infravermelhas principals em processos de

espalhamento de particulas massivas.

Nesta secgéo, vamos estudar as_mais importantes di-
vergéncias infravemelhas num processo tipico contendo somente
particulas externas massivas: espalhamento de quarks de massa
W\ por um potencial externo. Neste caso, as divergéncias infra
vermelhas em 1 loop darao uma contribuigao proporcional 53‘25.
Chamaremos entao de divergéncias infravermelhas principals a-
quelas gque em L -loops terao um comportamento proporcional a
(323 f . O processo acima, fol estudado detalhadamente até a

(53,54) no gauge de Feynman. Foi mostrado que,nes-

quarta ordem
ta ordem, a amplitude de espalhamento satisfaz a equagao dife-

rencial:

57~
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(4.32)

i —

onde CF foi definido em (4.30), C T — e 3 (%) & a cons-
b4-n

tante efetiva de acoplamento definido pelo grupo de renormali-

zagao (veja, por exemplo, egq. (3.64)). Finalmente, a fungao

N(._‘L}'I)onde ?a-: [/0-/.9 ")l / é dada por:

m

M (G ) ol )
(4.33)

1
3

Graficos tipicos contribuindo para esta amplitude na guarta or

dem sao mostrados na figura 7.

i " NI AN P’ P piy p P
) P P (b) (e) ) ced (-f) I

{w

Fig. 7 - Diagramas de Feynman para a amplitude de espalhamen

to de quarks em quarta ordem.

Nesta figura, o vértice representa a agao do poten-
cial externo cuja natureza exata & irrelevante para o nosso
estudo.

Podemos notar que se a equagao (4.32) fosse wverda
deira em todas as ordens, ela implicaria entao, na exponencia
cao das divergéncias infravermelhas principais. Sendo que no

gauge axlal, a constante efetiva de acoplamentog é diretamen



-

te relacionada com a constante de renormalizacao (eq.(3.67)) &
natural tentar entender esta equagao no gauge axial.
Considere, por exemplo, a figura (7a}, onde as diver
géncias infravermelhas vém da regiao onde os momenta tendem a
zero. Usando, por exemplo, (4-3154(4.2.2) e (4.23), vemos que

a fungao renormalizada de dois pontos de bosons vetoriais é da

da por:
—_—r T i—— P
Ty = o = Ty
= - __1_1_ Cz A2 & 2
24T* gM % [(,"i‘) "1] (Sxy k= Ryley)

T Syy k' kyky)
(4.34)

Nesta equagao-ﬂ-)denota a fungao de dois pontos nao renormali-
zada e r—P representa a parte contendo os polos ultravicletas
Os termos , .. sao regulares no limite kl=30, Por ocutro la-
do, vemos gue neste limite, que determina as divergéncias in-
fravermelhas, a fungao—rr-torna—se singular. Quando k. -»© te-
remos que TT;;‘h‘POJ=-77“£! + de forma que as divergén
cias infravermelhas estaoﬁdiretamente relacionadas com as ul-
travioletas.

Por outro lado, o diagrama (7b) contribuira scmente
para a parte das divergéncilas principals que & proporcional a
C;O%" . Em contraste, o grafico (7c) nao contribulra para as
divergéncias principais. A razao & que neste diagrama as diver
géncias infravermelhas somente podem aparecer gquando A& e ?
tendem simultaneamente a zero, aoc passo gque na figura (7blelas

aparecem para qualquer valor de 7 desde que k, tenda a zero.
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Finalmente, vamos considerar os trés ultimos diagra-
mas na figura (7). Os diagramas (d) ¢ (e) representam aé corre-
goes de vértice do acoplamento dos gluons aos férmions, ao pas
so que o diagrama (f) representa as corregoes de auto-energia
dos férmions. Contudo, no gauge axial, em virtude da identida-
de (2.27c), as fungoes de vértice ta T;u (P, P+t k’.) e a fun-
¢ao de doils pontos dos férmions §i sao relacionadas pe

la equagao:

lQ/,J;',, (p,pth) = 2 (pebk)- 2 (p)
(4.35%)
exatamente como na Eletrodinamica Quantica. Em virtude desta e
quacgdo, estes diagramas nao contribuirdao para a equacgao (4.32).
Estas contribuig¢des, juntamente com aquelas do mesmo tipo que
resultam das am:egaas nas linhas externas cancelam-se,fato que
pode também ser verificado explicitamente.
Vamos agora considerar os diagramas contendo as cor-
regoes de auto-energia mostrados na figura 8 gue contribuem em

quarta ordem para a amplitude de espalhamento.

P (a)P i Cb) Py f ()

Fig. 8 - Diagramas de Feynman para a funcao irredutivel de

o=
auto-energia 22 .

£ suficlente considerar a contribuigao para a fungao
» - . —~
irredutivel de auto-energia 2-. A razao e gue a contribuigao
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total para a amplitude & dada em termos da inversa da funcgao
: . 3
C que e determinada pelo comportamento de ZE perto da camada

de massa:

—rk . . .
2 (pA) = 4 ClpA) (e m) (4.36)

A funcao ( pode ser obtida diferenciando-se esta relacdo com

respeito ao momento externo e tomando,em seguida,os elementos
de matriz da expressao resultante entre spinores na camada de
massa. Procedendo desta maneira, a contribuicao para C_(f%,x)

serd aquela mostrada na figura (9).

?T:gj“‘p TR TS
(@) (b) te)
?@% -;-(:"7“3’? S >

(AJ (e) '

()

Fig. 9 - Diagramas de Feynman para a funcao (P A)

Nesta figura, o vértice ¢ representa o ponto onde
& aplicada a diferenciacdo com respeito ao momento externo.
(Devemos incluir também todos os graficos simétricos).E im-
portante notar que estes diagramas tém uma estrutura similar
dquela mostrada na figura (7), de forma que podemos aplicar o
mesmo raciocicio discutido anteriormente. Em particular,o dia
grama (9¢) nao contribuira para as divergéncias principais.
Por outro lado, os trés Ultimos diagramas também nao contri-
buirao para as divergéncias infravermelhas principais em vir-

tude do cancelamento que & consequéncia da identidade (4.35).



Em consequéncia da identidade (4,35) gque & valida
em todas as ordens de perturbagao, este cancelamento devera
ocorrer também em todas as ordens.

Além disto, os graficos contendo linhas cruzadas de
bosons vetorials naoc poderdo contribuir para as divergéncilas
principais, de forma que um grafico tipico contribuindo para

estas, devera ter a estrutura mostrada na figura 10.

fH

Fig. 10 - Representagao de um diagrama geral de Feynman que

contribui para as divergéncias infravermelhas
principals. Os vértices x denotam que as linhas es

tao amputadas.

Para calcular esta contribuigao de uma maneira sim-
ples, usaremos o seguinte artificio. Em adigao aos graficos
da figura (10), vamos considerar também todo o conjunto de
graficos obtidos deste, permutando-se de todas as maneiras
possiveis as linhas dos bosons vetoriais (com a condigdo de
gue os vértices ¢ € ¢ permanecam sempre no centro dos grafi-
cos). Como discutimos acima, isto nao modificarid o resultado
para as divergéncias infravermelhas principais. Contudo, este

procedimento permite-nos usar a importante formula:

Z i o4 1 i
P a" (Oi-f-a.u_)._... (a'l*'ql-’-"' ahj a‘_ a.l_- o
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Para aplicar esta formula, onde czi,(“i*qz]-'(“$+“¢*”

representam os varios denominadores dos férmions, usaremos a

43)

aproximacgao eikonal( que,como sabemos, nao modifica o com-
portamento das divergéncias infravermelhas principais.Esta a-

' proximagao consiste em escrever

« (pro)rm o, u,(,o) 2w (p) = ¢ _,Z&_u(,u)
(p+Q)+ m* Lpa
(4.38)

igualdade que & valida aproximadamente quando o momento inter
no GQ é muito menor do que os momentos externos, que & preci-
samente © caso no qual estamos interessados.

Assim, usando (4.37), (onde @, & igual a p- KQk_
ou g Fﬁ c@k’ ) obteremos na aproximacao eikonal que a contri-

buicao do grafico mostrado na figura (10) & dada por:

- | i A ; .m_i 2
Gmss’ T ! 5/ 577 [I(P;F/ /\)J lzr(ﬁ/f,/\))*
sf
i o
K["i""L (F: F;/\)J
(4.39)
onde o fator :%: aparece da forma usual na contribuigao das

fungoes de auto-energias nas linhas externas e a fungao

kN {P;Pi A) & dada por:

2
I(P;P',/\)-‘—-GCZ—J—CE“ thjx‘[o(« (Q 1\,\’(@ )‘)"

1
(p &)(p'R) (4.40)

Nesta expressao, 'i>l)3 representa o propagador completo dos
campos de bosons vetorials renormalizados, sendo indicados pe

-53=-
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lo simbolo ﬂnL%’NN“ na figura 10.
Somando sobre todos os valores de M, 35 C-S'L obte

remos para a contribuicao total o resultado:

i

@
G:Z— Gmss‘
7

= exp AT (ppA) - L T(ppN) - LT (pp) M)}

(4.41)
Exceto para o fato de que l)AA:representa o propa~
gador completo, I tem a estrutura anidloga a uma corregido de
um loop para o processo de espalhamento dos quarks (Veja, por
exemplo, fig. (7a)). Apesar de que cada fator em (4.41) depen
de explicitamente de ,A , esta dependéncia de gauge se cance-
lara, como veremos adiante, na soma destes fatores. A razao ,
obviamente, & que estamos calculando corregoOes para a matriz
:5 gque deve ser uma quantidade independente de gauge.
Em seguida, vamos observar que, na verdade, estamos
interessados somente na contribuigao para as divergéncias in-

o

fravermelhas principais do propagador j) .Lembramos que

A
estas sao caracterizadas pelo fatorgza em cada loop. Por ou-
tro lado, o fator%,a & estd diretamente relacionado com o fa-
tor 1| definido em (4.34) que & proporcional ay & quando

62::0 . Desta maneira, a contribuicao das divergéncia%v in-

fravermelhas principais para o propagador renormalizado:DA):

sera dada pela aproximagdo da cadeia:

aY

‘DA)J: , + :D -I—o""/:’ ﬂ’\ —:D,\xkl—-W).-i

(4.42)

onde J)xA;representa o propagador livre dos campos vetoriais.

Note que a expressio (1 - TT) conté&m justamente as divergén
.



o

cias principais da fungﬁo%gl[i} onde [ (Q) j]“%@_
Pz

{(veja, por exemplo, eq. {(3.64}).

Isto pode ser entendido também usando a equagao (3.
67), que mostra que nesta aproximaqu,EEa & proporcional a
Aﬁ/wl_ E} - ~ PR
g 3 . Mas €3 e diretamente relacionada com a fungao propria

(A%
' “)«)\' . Assim, como o propagador ‘DA,"' é essenclalmente o in-
P,

verso de 7r;>

so, a é;ﬁ/gl' .

Usando entdo, (4.42), & possivel verificar que a

., segue-se quell))A'sera proporcional, neste ca-

parte dependente de gauge na expressido (4.41) cancela, de for

ma que teremos:

G=wxp L JCpp') - L Spp) -4 3Cp P
(4.93a)

onde

S(pp') = [;;j‘m PP fx g F1(8)-1]}~

(p (Q) (P’.(SZ) (4.43b)

Finalmente, efetuando a integraqéo, podemos mostrar

que esta relacao produz justamente a exponencial contendo as
divergéncias infravermelhas principais que & obtida integrando

-se a equagdo (4.32):

£
5(73,t)= So ex/o[CF N({w){laa;;iﬁyj

(4.44)
Podemos, portanto, concluir que a equagao (4,32) & valida em
todas as ordens de perturbacgado,para as divergénclas principais.

Usando (3.63) e (3.64), poderemos ainda escrever esta equagao

na seguinte forma:
-§5-



[- 2. P2« §FN(E )] S(L, 8,5)=0
Cx: 29 i (4.45)
gue tem uma estrutura similar &8s equagoes de renormalizagao.
O problema segulnte consiste em investigar o efeito
das outras divergéncias infravermelhas nesta equagdo. Os re-
sultados obtidos em ordens mais balxas da teoria de perturba-
(55)

cao , indicam que o efelto destas divergéncias consiste em

adicionar uma dimensao anomala infravermelha ]F (‘fﬁ/mml) ,a

fungao N/ ((/L/Ml) na equacao (4.4%).
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APENDICE

Vamos agora provar a equagao (4.9) que, como vimos,
& fundamental para a exponenciagao das divergéncias infraver-
melhas principais.

No gauge axial & possivel usar a formulagdo nao-re-
lativista da teoria de perturbagac gque pode ser deduzida dire

tamente do formalismo Hamiltoniano(lg)

. Nesta formulagao, as
singularidades resultam das degenerescéncias entre os estados
intermediarios e o estado inicial(56). Isto pode acontecer de
duas maneiras. Particulas de baixa energia podem ser emitidas,
processo que altera a energia inicial por quantidades arbitra
riamente pequenas. Este fenomeno da origem ds verdadeiras di-
vergéncias infravermelhas. Por outro lado, para particulas ex
ternas de massa zZero, bosons vetoriais (de massa zero) emiti-
dos quase paralelamente iraoc produzir também estados gquase de
generados. Para o caso das divergéncias infravermelhas princi
pais, estes dois efeitos operam conjuntamente. Os termos du-
plamente divergentes sao obtidos quando cada denominador de
energia tende a zero por estas duas razoes.

Como um exemplo, vamos considerar a fungao de auto-

energia dos férmions. Escolhendo por conveniéncia A= f(% ﬁ),

a fungao 2 tera a forma:

~ 2 wZ <
Z(p) = p ZaCPY o)+ pt 22 (P po)
(A.1)
Estaremos interessados em calcular a fungao hé-:lque, de acor-
do com a equacao (4.12) determina o coeficiente fy: que & re-
/

levante para a exponencial, contendo as divergéncias infraver-

melhas principais. Temos que:



(V-Dw(p)=L| L P2 L«.(*”)J
= P .L[ PZ- X P f’o=//5°/ (2.2)

Usando agora (A.l) obteremos:

Np‘i’ _3-_[_1_. a‘BZ u.}
“ Pe D po po=1p1 (A.3)

Na teoria de perturbagac nao relativista, a contribuicdo mails

singular para :Z_ sera na ordem mals baixa dada por:

22 L 7 JOL”“E(?.?’ w i’ er y) «

(27) e/w

1
LR |B-E Cpom (B~ 157~

(A.4)

——a . — /

onde € denota o vetor de polarizacao do boson vetorial e W

representa o spinor do férmion no estado intermediadrio.Substi
tuindo (A.4) na equacao (A.3) obteremos:

Ne-1¥ - > fag"'i/? (T yw &' @ w)y

A6 (21 ) e w

1
"R [plp B (I’ +(P-ET = 1P )°

(A.5)
Escolheremos agora os eixos de forma que:
—-
F=(gp B-klow,)  Zo(g61g

(A.6)}



LN

onde W, e € sao vetores unitarios no espago de dimensao (n -2)
~ ~S .
com << 1, 0. << P na regiao relevante de integragao. Entao

teremos:

Bl+ 1P-Fl -1 lxLpoes
(A.7)
— P LY A CpU.e S,
€.-X‘ w & 2 Yp ~ e e
(A.8)
Usando estas aproximag¢oes, a equagdo (A.5) se reduz a:
iC n-1 1o
Aé:" iy - 13~f—£§\JoL k, _JS. J&E
(T) L &
N :;1<:F - + .
v v ]
gt (m-4)
(A.9)

onde mostramos explicitamente somente a contribuigao dos po-
los duplos. Desta relagao, poderemos entao deduzir a  expres
sao (4.29) para bf .

Voltando agora para a linha principal do argumento,
notemos que a teoria de perturbacao & complicada em virtude
da existéncla dos vértices de 4 pontos. Contudo, estes vérti-
ces diminuem o nimero de denominadores de energla para a dada
ordem em g}. Consequentemente, eles reduzirao o grau maximo
das divergéncias numa dada ordem, de forma que poderemos des-
prezar a contribuic¢ao destes fatores no nosso caso. Um termo

geral de ordem g E+2l-2 terd entdio E +2L-3 denominado

- - E-
res de energia (a aproximagao de Born & da ordem (;? < tendo
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E - 3 denominadores) e [ - 3 momentos de integracao
Z?; (s=14 2. . L) . Como exemplo, considere a figura
i

mostrada no diagrama abaixo.

P3 Pk fa-ba 7,
hs-ka,’/ - 1
// *
/

/7

//

// k-’*

/7
'/
P‘i P.L‘l"k-,b PL
Figura 11

Nesta figura, as linhas continuas representam o grafico na a-
proximagao de Born. As linhas tracejadas denotam particulas de
baixa energla que saoc quase paralelas a um dos momentos exter-
nos.

Vamos nos concentrar nas singularidades que resultam
das integragoes angulares, de forma qgue manteremos os valores
dos /ksj arbiltrariamente pequenos, mas fixos. As singularida
des de massa nas quais estamos interessados, resultam da re-
giao angular na qual alguns dos E: sao gquase paralelos a um
dos momentos externos, por exemplo a f% . Uma divergéncia prin
cipal val resultar somente se todos os 2;: forem quase parale-
los a Py . Seja O; o dngulo entre ‘El e?J: e vamos tomar cada

GL proporciocnal a uma guantidade peguena & .0 espago de fa

tn-2)L
S . Cada um dos 2 L denomina

se tenderad a zero como
dores tenderd a zero no maximo como <52' (veja, por exemplo,

eq. (A.7)). Por outro lado, cada um dos 2L vértices dara um
fator S , devido ao fato de que a amplitude tende a zero na

configuragao de particulas paralelas em virtude da conservagao

de helicidade {(veja como exemplo, eg. (A.8)). Desta forma, os



“9"

fatores de & serdo dados por:

S(n—-z)t.. é__z,/__ 5.2_1_ Scn~'-r)l.

Isto corresponde precisamente 3 possibilidade de que cada in
tegral seja logaritmicamente divergente sobre os angulos como
também sobre os IEZ|, resultando dal um comportamento propor
cional a LL/E)JL’

Contudo, a nao ser no caso dos graficos de auto-
energia nas linhas externas discutidos acima, este grau de di
vergéncia maxima nao poderad ser alcangado. A razao & gue,uma
das linhas internas, por exemplo Zz , deve ser juntada com
uma outra linha externa, que no nosso exemplo tem momento fﬁ_.
{Supomos que as linhas do grafico de Born nao sao paralelos
entre si). Mas, isto diminuirid a grande divergéncia no denomi-
nador por um fator<5} e no numerador por um fator é; gue vem
de uma configuracao paralela. Assim teremos um total de

éév"q)L'*d~ , que faz com que uma das integragdes seja
finita. Para L': 4 1isto implica na forma mostrada pelo ter-
mo proporcional a g_l © na equacao (4.9).

Para obter o resultado mais forte quando L > 41 ,va
mos abrir temporariamente a linha-Ez, e vamos efetuar o restan
te das integracoes angulares. Teremos agora (L-—l) integracoes
e & (L -1)denominadores de energia. O momento fE: entra
em pelo menos um destes denominadores de forma que, mantendo Ei
fixo, nem todos os denominadores se anularao guando Eh_. EQL
tendem a zero. Resulta que estas integracoes angulares irao
produzir uma divergéncia cujo grau maximo seri & -2 . Esta
funcdo poderia, por exemplo, comportar-se como sz/@n% Mas
a Giltima integrag¢do, sendo convergente farid sempre com que a

L
divergéncia mixima seja ainda proporcional a & , de onde pode

remos concluir a validade da equagao (4.9).
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