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RESUMO

A anilise dos diversos modelos cosmolégicos requer um estudo detalhado da
evolugao temporal do universo primordial. Neste trabalho obtemos um conjunto coeren-
te de equagdes acopladas para a matéria e a gravitacio na aproximacdo Gaussiana. O
uso de um principio variacional permite-nos obter efeitos quanticos n3o pefturbativos.

tanto para estados puros como de mistura.

ABSTRACT

Establishing the validity of the different cosmological scenarios requires a detailed
time evolution of the early universe. In this work. we obtain, in the Gaussian approxi-
mation, a set of equations governing the dynamics of matter and gravitation. The use
of a variational principle allows us to keep some of the non-perturbative effects for pure

and mixed states.
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“With method and logic one can accomplish anything”

Hercule Poirot



CAPITULO |

INTRODUCAO

Para que possamos estabelecer a validade dos diversos modelos cosmolégicos
devemos ser capazes de analisar a evolucdo temporal do universo primordial. Por
exemplo. a dindmica da cosmologia inflacionédria depende fortemente da evolucio de
um campo escalar antes, durante e apés o periodo inflaciondriol. Um outro exemplo
é o aparecimento dos barbantes césmicos (cosmic strings). que poderiam ter sido
formados apds as transi¢des de fase experimentadas pelo universo®.

A formulagao tradicional da Teoria Quéntica de Campos em termos de funcdes de
Green causais ndo é de todo apropriada para o estudo de problemas dependentes do
tempo nos quais uma condig3o inicial é fornecida. Funcdes de Green contém toda a
informagao necessdéria para determinar probabilidades e taxas de transic3o de sistemas
para os quais a condigdo inicial é um dado supérfluo. Todavia, a andlise da evolucio
temporal de um sistema é melhor tratada na representacéo‘funcional de Schrodinger,
onde a condi¢do inicial consiste da especificacdo de um estado puro ou de mistura.

A representacdo funcional de Schrédinger é bem conhecida para campos
bosénicos®: o formalismo nada mais é do que a generalizacio da Mecanica Quéntica
usual para um sistema com infinitos graus de liberdade, o qual constitui o campo. De
imediato podemos ver que este formalismo permite-nos utilizar a nossa intuic3o fisica (e
também a matemitica) que adquirimos com o estudo da Mecinica Quéntica. Contudo.
a representac@o funcional de Schrddinger ndo é tdo utilizada quanto a de Heisenberg
porque o tratamento de infinitos e sua renormalizacao sd3o melhor abordados neste
dltimo formalismo. Todavia. recentemente, a renormalizabilidade da representacio de
Schrodinger foi demonstrada®*~® tanto para problemas estéticos quanto para depen-

dentes do tempo.
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Usualmente a anilise da evolugio temporal do universo é obtida através das
equacdes cldssicas de movimento para a matéria e a gravitacio”. Efeitos quénticos e
térmicos sdo em geral negligenciados ou no maximo introduzidos de maneira ad-hoc
através da substitui¢do do potencial cldssico pelo potencial efetivo dependente da tem-
peratura (calculado a 1 loop), onde a temperatura é tomada como sendo dependente do
tempo. N3o constitui um exagero afirmar que n3o existe nenhum tratamento quiantico
do problema que seja desenvolvido metodicamente. O objetivo deste trabalho é suprir
esta lucuna e desenvolver o arcaboico tedrico necessario para a analise da evolucdo
temporal do universo primordial.

O capitulo Il apresenta os fatos bésicos para a compreensdo da representacao
funcional de Schridinger para campos bosdnicos e est3 organizado da seguinte maneira:
A secdo IlLA contem uma rdpida introducio ao assunto enquanto que a secdo 11.B é
dedicada a aplicac3o desta representacio 3 quantizacao de um campo escalar livre num
espaco de Robertson—\Walker. Nesta secdo discutimos o funcional de onda do vécuo e
sua relagdo com o procedimento usual de quantizacio na representagdo de Heisenberg,
O formalismo para a descricio de estados de mistura® na representa¢ao funcional de
Schradinger encontra-se na sego H.C. Uma vez que a classe de problemas exatamente
soliiveis é muito restrita, estudaremos na secdo 1.D métodos variacionais®, os quais
podem ser aplicados para a obtencdo de informacdes n3o perturbativas de sistemas
n3o lineares.

No capitulo HI aplicamos os principios variacionais da secdo I.D ao oscilador
anarménico bem como & teoria A®* num espaco de Robertson—Walker plano. Esta
ditima aplicagdo fornece como resultado as equacdes de movimento para a matéria
na aproximacdo Gaussiana®. Apesar destas equacdes serem apenas uma aproximacgao
para o problema quéntico completo, o uso do principio variacional permite-nos reter
algumas n3o linearidades do problema.

O capitulo IV é consagrado ao estudo da renormalizacio do tensor energia—

momento (T),,) tanto para a teoria livre bem como para a interagente. O calculo de
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um tensor energia—momento (7, ) finito e renormalizado envolve muitas sutilezas.
Tradicionalmente, isto é feito de maneira covariante para teorias livres através do uso
das séries de DeWitt—Schwinger, juntamente com regularizacio dimensional®1%. Neste
trabalho construimos, na aproxima¢3o Gaussiana. um tensor energia—momento renor-
malizado e finito empregando a representagdo funcional de Schrodinger. Apesar deste
formalismo n3o ser manifestamente covariante, fomos capazes de expressar (T},
em termos de tensores geométricos e com isso demonstrar a covariincia dos nossos
resuitados.

Considerando-se as equacdes de movimento para a matéria obtidas na secdo |I1.B
e a equacdo de Einstein semi-cldssica G, = —87G (T, ) ;. possuimos um conjunto
de equagdes acopladas e finitas para a dinimica da matéria e gravitacioll. Estas
equacdes podem ser usadas para analisar a evolugio temporal do universo primordial,
a estabilidade do espaco de deSitter, eic.

Os apéndices cont&m a nossa notagdo para a métrica de um espago de Robertson—
Walker plano, os tensores geométricos e também a expansdo adiabdtica de quarta

ordem. Em todo texto utilizamos A =¢ = 1.
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CAPITULO Il

REPRESENTACAO FUNCIONAL DE SCHRODINGER

Neste capitulo vamos introduzir a representagio de Schrddinger para teoria
quéntica de campos (TQC). A formulac3o tradicional da TQC consiste no emprego
da representacdo de Heisenberg e no uso das fun¢des de Green causais. Este método
mostra-se bastante (til para a andlise de divergéncias e a consequente renormalizacio
da teoria. bem como para o desenvolvimento de métodos perturbativos. Todavia esta
formulagao ndo é adequada para o tratamento de problemas de condigio inicial. Estes.
por outro lado. sdo melhor analisados utilizando-se a representac3o de Schrodinger.
Além disso, uma das grandes vantagens da representac3o funcional de Schrodinger
para a TQC é que ela nos possibilita usar a intuicio e as ferramentas matematicas
desenvolvidas para problemas de Mecanica Quintica em aplicacdes da TQC.

O uso da representacdo de Schrodinger em TQC nio é tio difundido quanto o
da representacdo de Heisenberg por causa da maior facilidade em isclar os infinitos
e renormaliza-los nesta dltima. Contudo Symanzik! demonstrou a renormalizabilidade
da representagdo de Schrodinger para problemas estaticos, ao passo que o tratamento

dos infinitos para casos dependentes do tempo foi desenvolvido pelos autores da ref.

[2].
I.A Generalidades
Na representacgdo funcional de Schridinger para teorias contendo somente campos

bosbnicos®, estados sdo descritos por funcionais de onda U() de configuracdes de

campos classicas (c-numbers) o(r).
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Y(p) =<¢

¥ > (2.1)

'O produto interno de dois estados é definido através da seguinte integral funcional:

<> = / Dy W(0)Ta(p) (2.2)

Operadores s3o representados por kernels funcionais O(e1, p2)-

0% > = [ D5 0e,)0(3) (2.3)

Na representacdo de Schrddinger os operadores s3o avaliados no mesmo instante

de tempo. e a relagio de comutacio fundamental é

[®(r), TI(r')] = ib(r—1") . (2.4)

A representacdo por nds escothida é tal que o kernel associado ao operador de

campo candnico &(r) é diagonal

O(r) = or)ble~3) , | (2.5)

enquanto que o kernel associado a0 momento canonicamente conjugado II(r) apresenta

uma derivada funcicnal.

() = S5 e~ 8) (2.6)

Portanto, agdo do operador & nos funcionais de onda é meramente a multiplicac3o
destes por ¢, ao passo que a agdo de II é derivar funcionalmente o funcional de onda
com respeito a ¢. A representag3o de qualquer operador construido através de @ e II

é dada por

o1, ®) = O(igé-,gJ) Ty . (2.7)

i 8
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A equagdo dindmica fundamental nesta representacdo é a equacio funciona! de
Schrodinger para um estado dependente do tempo |T;¢ > « U(p;t). Esta equacido

fica determinada uma vez que a Hamiltoniana H(II, ®) do sistema é conhecida.

a 148
; — o e RS - 9
zat@(%t} H (z 5@,99) T(;t) (2.8)

Para sistemas cujas Hamiltonianas sejam indepedentes do tempo é possivel fazer-

se a separacao das variaveis, resultando em uma equacao funcional de autovalores:

U(pst) = 7P Og(p)

H (%%) Ye(e) = E Vp(p)

(2.9)

Assim como o problema anélogo em Mecanica Quantica, esta equacgio funcional
de autovalores sé pode ser resolvida em alguns casos especiais. Como ilustracio do
método consideremos um sistema cuja dindmica é governada pela seguinte Hamiltonia-

na quadrética *:

H = % fx 2(x) + (3h8)(x)] (2.10)

onde h € um kernel real e simétrico. Para que o modelo seja invariante por Poincaré

h deve assumir a forma A(x,y) = (=V? + m?) §(x —y). A equacgio funcional de

autovalores a ser resolvida entio é

/(_55&; +"°h‘r°> Te(y) = E¥e(p) . (2.11)

O estado fundamental desta equac3o é dado por um funcional de onda Gaussiano

* Aqui, bem como em todo texto, fx representa a integral sobre todo espaco d-

dimensional fx = fddx. Também utilizaremos uma notacdo matricial, a saber,

KG(x,y) = [ K(x,2)G(z,y)
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1w i
To(p) = deté(;) exp—;/ ga(x)w(x,y)cp(y) , (2.12a)
2 Jxy
onde a covaridncia w é -
wt =k, (2.12b)
e o autovalor corresponde é
1
Ey = gtrw . (2.12¢)

A analogia com a Mecinica Quantica convencional é bem ilustrada neste exem-
plo: o estado fundamental de uma teoria, cuja Hamiltoniana é quadrdtica nos graus
de liberdade do sistema, é uma exponencial de uma forma quadratica nestes. Todavia,
este exemplo também nos proporciona observar o aparecimento de infinitos em TQC
por causa da existéncia de infinitos graus de liberdade. Por exemplo, para sistemas
invariantes por Poincaré, a covariincia w € invariante por translagOes espaciais e dada

por

“ny) = wlx-y) = [0 (2.13)

onde a integral no espago dos momentos representa fo= f(ngL)‘d A forma {2.13)

para w acarreta que a normalizagdo do funcional de onda (2.12a)

1 vV v P? 2
det%(&i)zexp—tr n? = exp—flnu—m (2.14)
T 4 4 Ji T

4

é divergente tanto no ultravioleta {por causa da integracio sobre os momentos) como
no infravermelho (por causa do aparecimento do volume espacial V).

A seguir valer-nos-emos da representacdo de Schrodinger para TQC para discutir
o problema da quantizacdo de um campo bosénico livre num espaco de Robertson—

Walker. Discutiremos o funcional de onda do vacuo e definiremos o vicuo adiabatico.
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11.B Quantizacio do campo escalar num espaco de Robertson—-Walker

Consideremos um campo escalar livre propagando-se num espago de Robertson—

Walker plano cujo sistema de coordenadas € tal que

ds? = g, detde’ = dt¥ - AE(t)dx® (2.15)

onde a(#) & o fator de escala. A dindmica do campo escalar é regida pela aggo cléssica

I= /d”xﬁ = /d“:c\/——g [%g‘“’(@#@&,@ — -;-(,f + éR)@z] : (2.16)

onde y é a massa do campo escalar e £ é o acoplamento entre o campo e o escalar
de Ricci R [Este modelo, ao nivel cldssico, apresenta invaridncia por transformagdes
conformes para u = 0 e § = oy = (1 — §)]. Apesar de estarmos interessados no
espaco fisico onde n = 34 1, vamos considerar que a dimensao do espago é n = d+ 1.
Esta continuacio analitica na dimens3&o espacial serd usada mais tarde para regularizar
a teoria.

O momento canonicamente conjugado ao campo é dado por

= -~ = g% |, (2.17)
0P
e a Hamiltoniana do sistema é
H = [(I®-L)
- (2.18)
=3 / a [a71% + a73(V3)? + (u* + (R)D?]

Utilizando-se a Hamiltoniana acima, obtemos que a equagao de Schrodinger de-

pendente do tempo que rege a dindmica deste modelo é dada por
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FARRE f & e (Vo) (4 £ R | b
-0t 2 /s §o2(x)
(2.19)
O funcional de onda do vécuo {¥) é uma solucio de {2.19), a qual é Gaussiana.
Como mostraremos, este funcional de onda é aniquilado por uma combinacio linear de

® e II, que é o operador de aniquilaco.

| bt

Ty = N(t) exp—

]

| ezt yely) (2.20)

g

t

N(t) € um fator de normalizagdo dependente do tempo e = é a covariincia da
Gaussiana, a qual pode ser separada em suas partes real e imaganaria.

Q7! — % (2.21)

0

Para entendermos melhor o significado dos parametros deste funcional Gaussiano
€ conveniente considerarmos alguns valores esperados neste estado. Médias lineares
anulam-se, isto é. < @ > = < II > = 0. Por outro lado médias de bilineares dos

operadores Il e @ resultam em

<e(x)2(y) > = Ux,y) ,
<I(x)(y) > = iﬂ‘l(x,y)+4(292)(m)f) ; (2.22)

<Px)®(y) > = -;— +2(QX)x,y)

Uma vez que a dinimica é invariante por translacdo e o vdcuo partitha desta
propriedade, é conveniente o uso da transformada de Fourier (TF). j4 que os kernels
= . {2 e & devem ser diagonais no espago dos momentos. Definimos a TF de (%)

através de

o) = [ ) (2.23)
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onde o(—k) = ¢*(k). Desta definicao segue que

¢ = e (—i(2x)¢ d 2.2
e = L ) (2:24)

e para os operadores temos a seguinte realizacdo’

®(k) <= p(k)é(p —¢")

§ (2.25)
—(2 d (1o - [
(k) <= —i(2m) oK) (o — ")
As TF de =, Q e ¥ sao
Ex,yit) = E(x-y;t) = /e“"("‘y)E(k;t) ,
k
Qx,yit) = QAx—yit) = [ Q) (2.26)
k

S(x,y3t) = S(x —y;t) = / R B (k; )
k

Utilizando-se as TF a equagao de Schrédinger funcional {2.19) transforma-se em

?_? _ 1 adl_gm2dro\2d N L (B2g~ 2 B
“or T {2/k { ) o sa (k) (B*a™ + p* + (R) ¢(k)( k)”‘lf

(2.27)
O funcional de onda ¥, o qual pode ser escrito como
1 A
%o = N(pexp—3 [ SO0 04(-K) | (2.28)
k
é solucao da equagao de Schrodinger caso a covaridncia = satisfaga a equacgio
9= i d(1.2,.-2 2
?.B?W-a = —a (k‘a + i +§R) , (2.29)

T As relagBes de comutagdo para as TF de ®(x) e II(x) sdo: [®(k,?),®(k',t)] =
[M(k, ), 1I(K',2)] = 0, [2(k, 1), TI(K', 1)] = i(27)?6%(k + k).
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Ou seja, caso as partes real e imagindria de = satisfacam

. , Cges 1 2 2
5= éa“49—~ — 27 - Sat (a7  + 4’ + ¢R) . (2:30p)

A partir destas Gltimas equagdes podemos obter uma equacio de segunda ordem para

{2 quando eliminamos ¥ de (2.30b) usando {2.30a).
Q= %a—%srl + —;—Q'IQE —dHQ -2 (F%a™ + 4? + £R) Q (2.31)

As equacdes (2.29) e (2.31) s3o dificeis de serem resolvidas diretamente. Todavia. a

equacado de Ricatti {2.29) pode ser linearizada pela seguinte transformacio

= ——iadglnF* , (2.32)

a qual acarreta que F satisfaz a equacio de movimento do campo
F+dHF + (ko™ + 2 +(R) F =0 . (2.33)
As solucoes complexas desta equacio podem ser normalizadas utilizando -se
FF*—FF*=iqg? . (2.34)

Esta relagdo nada mais € do que o Wronskiano associado 3 equaco {2.33). Dada uma

solugdo normalizada F' de (2.33), podemos obter =:

_ 1 a0 .
= A [1 —a at]F| } . (2.35)

.-.
o

e consequentemente a solucdo de {2.31} é dada por

Q=|F* . (2.36)
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Uma solugdo particular x de {2.33) define um funcional de onda do vécuo através
de {2.28) e (2.35). Esta solucio pode ser obtida a partir de duas solugdes particulares

de (2.33) [x1¢2)(k,t)] e duas fungBes d; 5 (k). as quais sdo independentes do tempo.

x(k,1) = di{k)xi(k,t) + da(k)xa(k,?) (2.37)

Esta arbitrariedade na escolha da solu¢do y é inerente & quantizagio em espacos
curvos. Quando quantizamos um sistema no espaco de Minkowski, existe uma escolha
natural para x: este espago possui um vetor de Killing J/0t ortogonal as hipersu-
perficies de ¢ constante, portanto € natural escolhermos as autofungdes de 8/8¢ com
autovalores —iw com w > (. Todavia, espagos curvos, em geral, podem nao exibir
nenhum vetor de Killing com respeito ao qual podemos definir os modos de frequéncia
positiva. Este fato estd intimamente relacionado com o espirito da relatividade geral,
o qual afirma que sistemas de coordenadas sio fisicamente irrelevantes. Além disso,
os espacos de Fock gerados por escolhas diferentes para y nio s3o equivalentes e com
isso é dificil considerar-se o vdcuo como o estado sem quantas ou mesmo definir o
conceito de particula®.

Na representacdo de Schrodinger podemos expressar os operadores de campo em

termos de operadores de criagdo e aniquilagio * , onde estes s3o definidos através de

(k) = —ia®x* (k) + ix* (k)

= —ial3*$(K)6(¢ — ¢') + (2fr)d><*535'(£$-?)5(¢ ~¢)

{2.38)

Os operadores b e b satisfazem as seguintes relacdes de comutac3o;

* Esta escolha de operadores b(k) e b7(k) corresponde a escrevermos a trans-
formada de Fourier do operador de campo na representagdo de Heisenberg como

u(k,t) = dkx(k,t) + bT(k)x"(k,1).
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[6(k}, (k")) = [b¥(k), 67 (k)] =0 ,
[6(k), 8T (k)] = (2m)* 6 (k — k')

Apesar destas relacdes de comutacio serem verdadeiras para qualquer instante de

(2.39)

tempo. b(k) e b7(k) ndo podem ser interpretados como sendo operadores de criacio e
aniquilacgo de um estado de uma particula. por causa de sua complicada dependéncia
temporal. Isto faz com que n3o seja possivel expressar a Hamiltoniana do sistema
como uma soma em k de b(k)bf(k) + b7(k)bk).

Podemos facilmente verificar que estes operadores de aniquilacio se anulam
quando aplicados ao funcional de onda ¥, dado por {2.28). Portanto, o estado ¥,
pode ser interpretado como o vécuo de Fock do espago gerado por b(k) e b (k).

A escolha de uma solugdo particular y pode ser feita através da imposicio de
uma condicdo inicial (ou final} a ser satisfeita pela equag3o de Schrodinger dependente
do tempo. Num espago de Robertson-Walker é natural requerer que a solucio X
comporte-se como um modo de frequéncia positiva onde a taxa de expans3o é muito
menor que a frequéncia efetiva da teoria, o que geralmente ocorre em um dos limites

t — —ooc ou t — +00.

H = —Z— << Wl = Vi 1 2 (2.40)

Neste limite, a variagdo da frequéncia é muito lenta (adiabatica)

L&

~ O(H) < < w) , (2.41)

e para um % fixo, o espaco tempo pode ser considerado como sendo quase
Minkowskiano. A maioria dos modelos cosmolégicos enquadram-se nesta classe de
espacos. Para discutir a forma assintética da solugdo no limite H < < w) é conve-

niente utilizar o tempo conforme 7:

ds® = di* — t)dx® = c(n)(dn® — dx?) (2.42)



{I.B Quantlzacdo do campo escalar num espaco de Robertson—Walker 15

onde 7 é definido pela relacdo dn/dt = 1/a(t) e ¢{n) = a®(¢). Utilizando-se as

varidveis conformes

F(k,t) = =D F (k)

(2.43)
Q(k, 1) = D2k, 7)
obtemos que as equagdes de movimento (2.31} e (2.33) transformam-se em
F/!+ (¥ +c[p*+{é—a)R])F.=0 , (2.44a)
Qg:%ﬂgﬁ+%ﬂfﬂg_2@2+chﬁ+{g—a@RDQC=o . (2.44b)

onde a linha significa diferenciagcdo com respeito ao tempo conforme 7. A condicio de

normalizagao (2.34} implica que F, deve ser normalizado segundo

F.F* —F'F* =i |, (2.45)

e para uma solugdo propriamente normalizada F, de (2.44a), temos que Q. = |F.|?
€ uma soluc3o de (2.44b). A solucdo de (2.44a) que desempenha o papel de modo de

frequéncia positiva no limite ¥ — +oc é

—tk7
Xe 77 7o e . (2.46)

Para um k fixo, podemos obter a expansio assintética de y. para H < < w?

utilizando-se uma solugdo formal do tipo de WKB.

1
2w

7
Xe = exp -i/ W(n")dn' (2.47a)

onde a fungao W {(n) satisfaz

| W2 =k*+c[p® + (€ ~ ag)R] - % (W” - —2- ) : (2.47b)
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Com o ansatz (2.47a) temos que Q. = {(2W)™!. No limite de variagdes adiabéticas
do fator de escala (H < < w]). W pode ser detereminado iterativamente partindo-se

da seguinte solugdo de ordem zero para (2.47b):

W = (B +c[p®+ (6~ ad)R])1/2 . (2.48)

Utilizando-se (2.47b) podemos obter a soluc3o de i-ésima ordem

B\ ? 2 1w 3(W(f—1>‘)2
(@) = () -5 | o -5

o (2.49)

As correcOes para a solucdo de ordem zero podem ser expressas em termos de
pardmetros pequenos, tais como H/w] e suas derivadas temporais. lteracdes de or-
dem mais alta contém derivadas de ordem mais elevada do fator de escala. Termos que
contém até a n-ésima derivada temporal do fator de escala sio chamados de termos
adiabaticos de ordem n. [Para o leitor mais curioso, exibimos no apéndice B a expansio
de (2. até quarta ordem adiabatica].

A condicdo de contorno para (). é dada para algum valor assintético de 7, onde
H < < w{. Neste limite a solugio possui um comportamento semelhante 3 solucdo
para um espaco de Minkowski. A condicdo de contorno a ser adotada é que o compor-

tamento assintético de x. deve ser

Xe ~ ! ot [T (R ren?) P an’
I
\/2 (k? + c,u2)1/2
1

2/ k2% + cp?

Neste limite a covaridncia Z é bem aproximada por sua parte real,

b

(2.50)
Q ~

= %Q“l - %8 ~a¥\k2a? 4 p2 . (2.51)
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A solugdo de (2.44a) que satisfaz {2.50) define o vdcuo adiabdtico. Utilizando-se o
vacuo adiabatico, pode se mostrar que a Hamiltoniana do sistema, no limite assintético.

assume a forma

H o~ % fk wy [B(k)BT (k) + bF(k)b(k)] (2.52)

e consequentemente, podemos interpretar b e b' como sendo operadores de aniquilagio

e criagao de estados de uma particula na regido onde a aproximac3o adiabética é véalida.
H.C Estados de mistura

Nesta secdo vamos apresentar o formalismo para anilise de estados de mistura
utilizando a representacdo funcional de Schrddinger para TQC. Como vimos anterior-
mente neste capitulo, estados puros sdo descritos por funcionais de onda cuja evolug3o
temporal € determinada pela equacdo de Schrédinger funcional {2.8). Contudo nem
sempre o sistema em que estamos interessados encontra-se num estado puro. Por
exemplo, podemos desejar analisar o comportamento das simetrias de um modelo
como fungdo da temperatura, ou entdo, podemos querer estudar a evolucdo temporal
do universo, o qual pode encontrar-se num estado de mistura.

Estados de mistura na representagio funcional de Schrédinger® sio descritos por

matrizes densidades funcionais

p(e1:02) = D prTn(io1)¥h(02) (2.53a)

trp = / Doolpyo) =1 (2.53b)

onde {¥,} é um conjunto completo de funcionais de onda T e Pr € a probabilidade de

encontrar o sistema no estado n. Valores médios de quantidades fisicas representadas

T Por simplicidade, assumimos que a matriz densidade & diagonal com respeito
base {¥,}.
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por operadores (7, aos quais associamos kernels O(p,¥). sdo obtidos da seguinte

maneira:
(©)= 100 = [ DeDG(,0)05,5) . (2.54)

A evolucdo temporal destas médias fica determinada uma vez que saibamos qual a
evolucdo temporal da matriz densidade. No caso particular de estados de equilibrio
térmico, o conjunto completo de funcionais de onda {¥,} é dado pelos auto-estados
da Hamiltoniana, cujos autovalores denotamos por E,,. ¢ as probabilidades de ocupacio
sdo dadas por p,, = ¢ #&= 3. e7#E | Neste caso, a dependéncia temporal reside
na fase dos estados {U,}, e consequentemente ela desaparece jd que {2.53a) € da
forma ¥* ¥,

Em geral, a evolucdo temporal da matriz densidade n3o & trivial. Existem duas
fontes de variagdes temporais para a matriz densidade: os estados ¥, podem evoluir,
tendo a sua dinamica regida por uma equacio de Schrodinger com uma Hamiltoniana
H. e além disso, as probabilidades de ocupacio Pn podem ser dependentes do tempo.
Derivando-se a equagio (2.53a) é f4cil verificar que matriz densidade deve obedecer 3

equacao

. Op

O comutador do lado direito da dltima equacio € devido 3 variagdo temporal dos fun-

(2.55)

cionais de onda [Note que o sinal é o oposto ao que aparece na equacao de Heisenberg].
O dltimo termo € por definicdo dado por

(2.56)

ap _ dpn *
5 = ; =n g

Para especificarmos completamente o problema da evolucio temporal de um es-
tado de mistura precisamos de trés informacdes: em primeiro lugar para a equacio
(2.55) estar bem definida devemos conhecer a Hamiltoniana do sistema e como as

variagdes das probabilidades de ocupagdo dependem do tempo. i.e., %f. Além disso,
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como a equacdo (2.55) € de primeira ordem no tempo devemos especificar uma condicdo
inicial para a matriz densidade.

‘Para melhor compreendermos o significado da equagao {2.55}, desenvolveremos
um modelo microscopico no qual p € obtido a partir de um estado puro de um sistema
maior. Por simplicidade consideraremos um exemplo em Mecinica Quéntica, o qual
pode ser facilmente estendido para TQC usuando-se o formalismo desenvolvido neste
capitulo. A matriz densidade p(x;,x3) pode ser obtida partindo-se de um estado
puro de um sistema maior, que contenha dois conjuntos de varidveis {P, X} e {p,x}.

quando integramos sobre as varidveis do primeiro:

p(Xl,Xg) = de‘I’(X,Xl)‘I’*(X,Xg) ; (257&)

trp = /dxp(x,x) = decz’x[\I’(X,)r:ﬂ2 =1 . (2.57b)

Aqui assumimos que a Hamiltoniana para o sistema como um todo é dada por

2 2

P =
H (P, X;p,x) = —M+£-~+V(X,x) . (2.58)

Diferenciando-se (2.57a) com respeito ao tempo e usando a equagio de Schrddinger

para todo o sistema, obtemos a equacio diferencial satisfeita por p.

p = [dX{( _,M\I;(X x1)> (X, x2) + P(X,x1) (;/I\IJ (X, xﬁ)}

+ /dX{ (— Zj’:; Q(X,xl)) UHX,x2) + ¥(X,x1) (Zf: \P*(X,xﬁ) }

+.f dX{V(X,xl) - V(X,xQ)}‘If(Xm)‘I’*(X:Xz)

(2.59a)
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O primeiro termo do lado direito de (2.59a) anula-se uma vez que este é basicamente

um termo de superficie no espaco dos X.

_ 1
oM

dXVX . {‘I’(X, X1 )VX\II*(X,XQ) — VX@‘(X, Xl)g’*(X,Xg)}
Os dois dltimos termos em {2.59a} podem ser reescritos como

3 o= ilp, )+ f dX{ (V(X, x1 )=V (%1 )) - (V(X, m)—V(m)) }w(x, x1)*(X,%2)
(2.50b)

aonde
b

H= - + V(x) (2.59¢)
e V(x;) é uma média de V(X,x;) sobre a fungiio de onda completa T(X,x;)
(X, x3).

Comparando-se {2.55) e {2.59) vemos que a primeira pode ser obtida a partir da
segunda desde que seja possivel definir o potencial médio V{x). o qual nos permite
definir uma Hamiltoniana para o sistema {p,x} e também obter uma expressio para
%;—’. E importante notar que em geral V(x) é dependente do tempo j4 que Y(X,x)o0é.
A Hamiltoniana efetiva (2.59¢) descreve um sistema isolado, no sentido que ela contem
apenas as varidveis p e X, contudo os efeitos do meio ambiente ainda s3o sentidos
através da dependéncia temporal de H. Além disso. o meio ambiente influencia o
sistema através do dltimo térmo em (2.55). Para um dado sistema fisico a obtenc3o
de H e %;i é, em principio, factivel.

Com o intuito de simplificar o problema do tratamento de estados de mistura,
vamos assumir que %@3 = 0. Esta hipétese significa que estamos considerando que

as probabilidades p,, s3o independentes do tempo, portanto o que estamos fazendo é

considerar processos isoentrépicos, i.e., processos nos quais a entropia do sistema
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SE—ktr,olnp:——kanlnpn (2.60)

é constante. Apesar de sermos forcados a fazer esta hipétese, j4 que n3o sabemos
como as probabilidades de ocupagao variam com o tempo. ela é fisicamente plausivel.
permitindo que analisemos processos em que a entropia é constante mas a energia nao
é necessariamente conservada, ja que a Hamiltoniana pode vir a ser dependente do
tempo.

A nivel microscépico, esta aproximacdo significa que a Hamiltoniana do sistema

completo {P, X, p,x} pode ser escrita na forma

p2 p?

H = oYY +U(X) + o + V(x) _ (2.61)
onde U(X) + V(x) na ditima express3o deve ser entendido como sendo uma aproxi-
macao de campo médio para V(X x). Portanto U(X)+ V(x) pode ser dependente do
tempo, retendo assim a influéncia de um sistema sobre o outro. Para a Hamiltoniana
dada por (2.61) %’f anula-se identicamente.

Com o uso desta aproximagdo, a dinimica de um estado de mistura fica sendo

governada pela equagdo de Liouville~von Neunmann

% =ilp, H] , . (2.62)

onde a Hamiltontana H € possivelmente dependente do tempo.

Apesar de termos simplificado em muito o problema de analisar a evolucio tem-
poral de um estado de mistura, a equagdo (2.62) pode ser resolvida apenas em alguns
casos particulares em que a Hamiltoniana é quadritica em p e x. Portanto vamos
apresentar na préxima segao métodos variacionais, os quais serdo de muita valia para
obter informagdes sobre a dindmica de sistemas representados por estados de mistura

ou puros.



22 REPRESENTACAO FUNCIONAL DE SCHRODINGER

H.D Principios variacionais

APrincfpios variacionais sdo uma ferramenta muito Gtil em quase todas as ireas da
Fisica. J4 na Mecénica Cléssica encontramos exemplos de principios variacionais que
fornecem as equagdes de movimento de um sistema quer em situagdes estdticas, quer
em processos dependentes do tempo. Solucdes estiticas s3o aquelas que deixam esta-
ciondria a Hamiltoniana do sistema. Isto pode ser notado analisando-se as equacgoes

de Hamilton:
Bp ’ ol

As equagbes dindmicas do sistema podem ser obtidas considerando-se o principio

(2.63)

variacional de Hamilton. o qual requer que a acdo classica 1.1 seja estaciondria com

respeito a variac3es da varidvel dindmica ¢(t).

Ic1=/di'L

) _, (2.64)

E sempre bom ressaltar que o principio variacional estético n3o requer condi¢des de con-
torno ao passo que o dindmico deve ser complementado com o requesito das variagoes
anularem-se nos extremos da integral sobre o tempo que define a acao.

Analogamente 3 Mecénica Clédssica. podemos encontrar dois principios variacionais
na Mecénica Quéntica: um estdtico e um dependente do tempo. O primeiro postula
que o valor esperado da Hamiltoniana é estacionario, conduzindo-nos 3 equacao de
Schrédinger independente do tempo. O segundo, apesar de pouco divulgado, é devido
a Dirac e conduz-nos & equacdo de Schrodinger dependente do tempo.

Estes principios variacionais aplicados 3 TQC, além de produzirem as equacdes
de Schrddinger funcionais, também fornecem valiosas informacdes sobre os funcionais

geradores da teoria, desde que a implementagio deste principios seja feita em duas
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etapas®. Na primeira consideramos variagdes sujeitas a um vinculo, o qual & posterior-
mente removido para obter-se a teoria fisica.

‘Para o caso estéatico definimos a energia efetive E(¢) como sendo o valor esperado
estaciondrio da Hamiltoniana do sistema, em um estado normalizado {¥). sujeito ao

vinculo de que o valor esperado do operador de campo &(r) é dado pela fungdo ¢(r).

E(¢) = estai?i?ério (TIHT) (2.652)
(T|2(r)|¥) = ¢(r) (2.65b)
(TP) =1 {2.65c¢)
O vinculo (2.65b) é removido exigindo-se que
SE
5@,)&_5)) =0 , (2.66)

e a solucdo desta equacdo fornece a teoria fisica. Podemos ainda impor que a con-
figuracao ¢ seja independente de r, obtendo desta forma o potencial efetivo vezes o
volume do espago. A energia efetiva é o funcional gerador das fungbes de Green 1P}
a energia zero, ao passo que o potencial efetivo é o funcional gerador das fungdes de
Green 1Pl a momento e energia nulos.

Para situa¢des dependentes do tempo, devemos implementar o principio varia-
cional de Dirac com a introducio de vinculos. Definimos a agdo efetiva I' como sendo
o valor estacionario da acdo do principio variacional de Dirac sujeita ao vinculo de que

o elemento de matriz do campo @ seja dado por &(%,r).

“valor . d .
n(e)= 2 f dH(@ ;i ~ H|4:1) (2.672)
(05|30 Tt} = (1) (2.67b)

(F_;t|T;t) =1 (2.67¢)
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Uma vez que temos um principio variacional dependente do tempo, devemos também
impor condicdes de contorno. Neste caso requeremos que os estados |¥4;t) tendam

ao estado fundamental [0) de H:

. 1i£Fn Tty =10} . (2.68)
Podemos recuperar a teoria fisica no final do problema através da remogao dos vinculos:

h(¢)
Sé(t, )

0 . (2.69)

A partir das definicSes acima é possivel mostrar que T é o funcional gerador das funcdes

de Green 1Pl com momento e energia arbitrérios.
Até este momento tratamos de principios variacionais para estados puros. Passe-
mos agora ao estudo de principios variacionais que fornecam a equagao de Liouville—-

von Neunmann. Consideremos a seguinte ag3o’:

d , d :
I= ——/dttrp (EA + z[H,A})—tr(pA)ltzt'_ = "“/dt<3;A+3[H’A]>—<A>|t=t,->
(2.70)
onde o kernel A é um multiplicador de Lagrange. Os kernels A, p e H sao dependentes
do tempo, o trago deve ser tomado sobre estes kernels e a integral temporal varia do

tempo inicial £; até o tempo final t7. Avariacdo do multiplicador de Lagrange A fornece
. d '
Sxnl = | ditr i +i[H,pl | A — tr (p&’\_)lt:tf . (2.71)
Analogamente, as variaces com respeito a p conduzem a
. d ]
8] = — [ dttr E-{A—i—z[H,A] op~ tr(Adp)l,_, . (2.72)

O préximo passo ¢ a imposicdo das condi¢des de contorno para eliminar os Gltimos

termos de (2.71) e {2.72). Requeremos que
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Al =1

1=t , (2.73)
i.e., o multiplicador de Lagrange A no tempo final ¢y é dado pelo kernel unitdrio

8(1 — @2). A condi¢io de contorno para p € dada no instante inicial ¢;

p|t=t,‘ = po b (2'74)

e com isso a variacao dp anula-se neste instante. Impondo-se que a agdo I seja
estaciondria com respeito a variacOes de A e p obtemos que tanto p como A satisfazem
a equagdo de Liouville-von Neunmann. Além disso, visto que A deve satisfazer {2.73),
temos que A = 1 em todos os instantes de tempo. Com isso, o multiplicador de
Lagrange A desaparece da discussdo do problema ¢ ainda temos um principio variacional
para a dindmica de p.

A condigdo de contorno usada para A além de propiciar a eliminacio desta varidvel
do problema, também permite-nos associar I com a ac¢3o efetiva para um sistema num
estado de mistura. Antes de demonstrarmos este fato é bom recordar que esta Gltima

é definida. na representag3o de Heisenberg, através das seguintes relacdes:

e WD = ¢ [poTexp—/d‘i:cJ(x)@H(x)} = <Texp~—fd4$ J(E)CDH(J:)> .
(2.75a)
onde W{J) é a energia livie de Helmhotz do sistema. A ag3o efetiva I é definida como

a transformada de Legendre de W com respeito a J.

SW(J) _
5T(e) = #(z) (2.75b)
Ty =W({J) - /d;c J(z)é(z) (2.75¢)

Para obtermos a a¢do efetiva usando o principio variacional devemos implement4-
lo em dois passos, como foi feito nos casos anteriores. No primeiro passo introduzimos

os vinculos®
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tr p% {A, 8} = <% {A, fI’}> = &(t,r) , (2.76a)

trpA ={A)=1 {2.76b)

{ A primeira destas equagdes escrita explicitamente &

%/Dsolﬁpz {Ale1, 2)p(02,01) (p1(r) + 02(r))} = ¢(t,1)

com a dependéncia temporal originando-se do fato que os kernels A e p serem depen-

dentes do tempo]. A seguir vamos demonstrar que a acdo efetiva definida em (2.75)

esta relacionada com a ac3o I em (2.70), i.e.,

valor dA valor d .
F(9) = estaciondrio /dt trp <_E — A, AJ) ~ estaciondrio /dt <_EA — i, A}>
(2.77)

onde as variacdes estdo sujeitas aos vinculos {2.76).

A prova comega com introdugdo de multiplicadores de Lagrange J(z) e w(t) para

implementar os vinculos {2.76).

I' = I—i—/dx J(z)tr p% {A, @} ——/dtw(t)trpA (2.78)

[aonde denotamos o conjunto das varidveis ¢, r por z.] Variagdes com respeito a A e

p conduzem, respectivamente, 3s equacoes

% pilH, 0]+ [ @@ (081wt <0 (2.792)
dA

o +i[H,A] — fdr.](:r:)% {A, 2} +w()A=0 . (2.79b)
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O dGitimo termo destas equagdes pode ser removido através da seguinte redefinicio de

variaveis:
4
p = pexp —/ dt'w(t') {2.80a)
A= Aexp —/ dt'w(t'y | (2.80b)
£

enquanto que o comutador € eliminado introduzindo-se o operador de evolucio U, o

qual satisfaz

8
i U(t) = HU(2) (2.81)

sujeito a condi¢ao de contorno que U{—oc) é a identidade.

j=UpygU™? ' (2.82a)
A=UAyU~! (2.82b)

Podemos reconhecer esta titima transformagio como a passagem para a representacio
de Heisenberg relativamente 3 Hamiltoniana H, aonde os estados ainda s3o depen-
dentes do tempo por causa da fonte J, i.e., estamos na representacdo de interacio
onde H;,, = f J&. A nova varidvel py satisfaz a mesma condigio de contorno que p
para { = —oo, a0 passo que Ay é idéntico a A para ¢t = +o0. desde gque o #ltimo seja

igual ao operador identidade. As equagdes satisfeitas por pz e Ay sdo

L [ariw); om ) (2:832)

C“\_H_Jrfdrj(m) (Aw, 35} | (2.83b)

onde @y(zr) € o operador ® na representacdo de Heisenberg [®y(z) =

U~t(t)®(r)U(t)]. A solugio destas equagdes é

t 1 4
PH = Texp—é/ dzJ(z)®g(z)peT exp—;/ dzJ(z)®p(z) , (2.84a)

—0o0 4

Ag =Texp— /tw dzJ(z)®p(z) . (2.845)
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Agora podemos provar a nossa afirmac3o. A partir de {2.84) temos que

e~ W)~ trpogAy . {2.853)

Utilizando-se as expressdes (2.76), (2.80) e (2.82) relacionamos W (J) com o multi-
plicador de Lagrange w(t).

W) = / "t w(t) (2.86)

— 00

Por outro lado, w(t) pode ser obtido a partir de {2.79), resultando que

W(J) =T(¢) + / do J(2)p(z) . (2.87)

Isto basicamente fecha o argumento, j& que a partir de (2.85) temos que

(2.88)

concluindo assim a prova.

Portanto, para situagdes fora de equilibrio, o principio (2.70) também pode ser
usado para obter a acdo efetiva do sistema. A existéncia dos principios variacionais
tratados nesta secao induz-nos a considerar aproximagdes nas quais as variacdes s3o
feitas sobre um espacgo de teste restrito, i.e., variacBes paramétricas como no método

de Rayleigh—Ritz na Mec#nica Quéntica.
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CAPITULO Il

APLICACOES DO PRINCIPIO VARIACIONAL PARA ESTADOS DE MISTURA

Para sistemas cuja Hamiltoniana é quadratica, é facil verificar! que podemos re-
solver exatamente a equa¢do de Liouville—von Neunmann através de um ansatz Gaus-
siano para a matriz densidade p. Todavia, para sistemas cuja dindmica n3o é trivial a
equagao de Liouville-von Neunmann & n3o linear e, em geral, n3o é possivel obter uma
solucdo exata. E exatamente para estes sistemas que € interessante aplicar o principio
variacional para estados de mistura desenvolvido no capitulo anterior, esperando-se
que o ansaiz utilizado permita-nos manter parte das n3o linearidades do sistema.

Neste capitulo vamos discutir duas aplicacdes do principio variacional para esta-
dos de mistura, a saber, o oscilador anarmdmico e a teoria A\®* em um espac¢o de
Robertson—Walker. No primeiro exemplo aplicaremos o principio variacional sem pre-
cisarmos nos preocupar com aspectos técnicos, tais como renormalizagio. Uma vez
adquirida uma certa familiaridade com o método passaremos ao estudo da teoria A®?%,
onde trataremos do problema da renormalizabilidade das equacdes de movimento para

0s parametros que caracterizam o ansaiz para a matriz densidade do sistema.

HI.A Oscilador anarmonico

O ansatz que vamos empregar para a matriz densidade serd Gaussiano. A

posterior:, verificamos que esta escolha nos conduz a algumas aproximacdes bem

30
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conhecidas em Fisica. tais como Hartree~Fock, large-n limst, acio efetiva a dois loops,

etc. Para um sistema quéantico {x} de n componentes utilizaremos o ansatz

1/ . . _ : _ .
p(x1,X2) = Nexp -3 (a:iAz-j:c{ — 221 Bjjzl + m%Cijw%) , (3.1)
onde por imposicdo da unitariedade de p [p(x1,%2) = p*(x2,%; )] temos

AY=C
(3.2)
Bt=B

b
e o fator de normalizacdo N é tal que [ dxp(x,x) = 1. Visando satisfazer (3.2), e

também para maior simplicidade das expressdes a seguir. reparametrizamos p:

p(Xl,Xg) =

Fa

7

— 1y (G . i i (G : i il m=1/20m—1/2
=c Texp -7 5 2l Tt *2—%—2212' Ty — T} G 6GE

’ (3.3)

As matrizes G e II s3o reais e simétricas, enquanto que § € Hermitiana, i.e. § =
§r + 4iGY/251GY/2, onde 6 € real e simétrica e §; é real e anti-simétrica. A matriz

densidade (3.3} estd propriamente normalizada desde que
1 o -
—InN=~= §1ndet27rG1/‘ (1-ér)""GY2 . (3.4)

E importante observar que § n3o nulo é uma medida de quanto a matriz densidade

difere de um estado puro. Para § = 0, p(x;,x) = ¥(x:)P*(x2), com ¥(x) =

(det 71427 @) exp — 12 (G—; —Qiﬂ)_:ej. Portanto vamos apelidar § de grau de
ij

mistura.

Para melhor compreendermos o significado dos pardmetros do ansaiz (3.3) cal-

culemos alguns valores médios. Médias de p e x anulam-se:

(x) = /dxxp(x,x) =0 , (3.5a)

{p) = / dﬁ%v’xp(x,x’)i =0 , (3.5b)

x!=x

L&

)
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enquanto as médias de bilineares em x e p sdo dadas por

(zt2l) = /dx zi2d p(x,x) = (Gl/z (1—6p)" G1/2> . (3.6a)
i
» & p(x,x")
N Y AR
(p P > — dx Ozt e
= i(a-l/z(z + 53)6"1/2) + 4((11 + 860G (1 — $p) M2 (T — 51))
iy i3
(3.6b)

o . .0 ,
@) = =i [ dxa 52 plxx)

X'=x

= géij + 2(@1/2 (1—6r)"" GV - 51)) : (3.6¢)

i

Para sistemas que exibem simetria de rotacio no espaco n dimensional dos x.

todas as matrizes s3o proporcionais a §;; exceto a matriz 0r;; para n = 2, ji que neste
caso esta pode ser igual a ¢;;. Neste trabalho ignoraremos esta possibilidade .

Podemos compreender methor este ansatz para a matriz densidade se o expres-

sarmos como o valor esperado de um operador. Por simplicidade, vamos considerar

o caso de um sistema com um dnico grau de liberdade. E possivel mostrar-se que o

ansatz Gaussiano (3.3) pode ser escrito da seguinte forma3:

p(z1,x2) = (z1]plz2)

21 b o (3'7)
p= 1/-Zsinhbwe—7exp—§ P’ —2[I{zp + pz) + az®]
w

aonde
G = - tanhb (3.82)
= 5w anhbw 8a
§71 = coshbw (3.8b)

w=+a—4[]% . (3.8¢)

I Este tensor anti-simétrico aparece em sistemas planares aos quais encontra-se

aplicado um campo magnético perpendicular ao plano do sistema.?
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A normalizag¢3o de p é garantida se v é dado por {3.4):

b b oo
. p=2sinh jw exp — [p* — 2IT{zp + pz) + amz] : (3.92a)

[1—46 1 :
plz1,22) = ks by (2F + 23 — 2z1228) exp il (2} — a3)

b .
= 4 /}—;—ta,nh —gi exp —ﬁ ((33% + 23 cosh bw — 25‘611’32) exp ill(z] — 3).

(3.9b)
A partir desta dltima express3o é ficil calcular a entropia deste estadol.
} bw b, ba 9
S=—k{lIn{2sinh sy REid bII{zp + pz) — 57 (3.10a)
Utilizando-se (3.6) e (3.8) temos que
bw bw bw
=—k inh — k——
S 111(28111 2)+ 5 3
(3.10b)

=—k [ln (2sinhz) — z&c—i— In (2sinh z)]

bw
bl

2=
Uma vez que bw é relacionado com §, entropia constante significa que o grau de mistura
6 permanece constante, enquanto sé G e II sao dependentes do tempo.

Para que possamos implementar o principio variacional {2.70) para sistemas fora
do equilibrio térmico devemos também proceder a uma escotha de um ansatz para o
multiplicador de Lagrange A. Uma vez que a a¢3o (2.70) & linear em p e A. variacdes
em um destes operadores produzem as equagdes de movimento para o outro. Conse-
quentemente, o nimero de pardmetros variacionais definindo p e A deve ser o mesmo,
para que possamos obter um sistema cujas equagdes determinem todos os parimetros
envolvidos. A partir da condicio de contorno para A (A|t=t! = 1) e da equag3o de

Liouville-von Neunmann, sabemos que A = 1. Portanto, o ansatz para A deve acomo-

dar esta possibilidade. Por tiltimo, é bom lembrar que as equacdes variacionais exatas



34 APLICACOES DO PRINCIPIO VARIACIONAL PARA ESTADOS DE MISTURA

para p e A desacoplam, mas as equacoes obtidas com variacdes restritas n3o neces-
sariamente exibem esta propriedade. Logo um outro fator que usaremos na escolha do
ansatz para A, é que as equagdes para os pardmetros de p desacoplem das equacdes
para A.

Para motivar a nossa escolha do ansatz para A, vamos primeiro recordar alguns
fatos sobre o principio variacional que conduz & distribuicio de Boltzmann no caso de
sistemas estéticos. Este principio nada mais é do que minimizar o valor esperado de
In p sujeito a condigio de que o valor médio da energia { U = tr pH) seja constante.

Isto é, devemos minimizar a energia livre de Helmholtz F = U/ — T'S:

BF = trolnp+ fBtrpH = (lnp) + 8(H) (3.11)

onde 3 funciona como um multiplicador de Lagrange para assegurar que o valor médio
da energia seja constante. Deverfamos também introduzir mais um multiplicador de
Lagrange para impor que p seja normalizado. Todavia isto nio é necessério ja que
podemos absorver este mulplicador extra na Hamiltoniana. Impondo-se que a variacio
de {3.11) com respeito a p se anule implica que

. eTfH

p="_5H - (3.12)
Analogamente, 5 = ¢=79 /tre~#® maximiza a entropia quando impomos que a média
do operador © é mantida fixa.

Examinando-se (3.7)-(3.8), podemos ver que a matriz densidade Gaussiana (3.3)

é da forma de méxima entropia, aonde o operador @ € uma superposicao linear de
z'zd, p'pl. 2'p? + pla* e o operador identidade 1, com coeficientes dependentes do
tempo relacionados com v, G, I, e §. Portanto é natural considerar-se A neste espaco

de operadores. A escolha de A sugerida por Balian e Vénéroni* é

Alx1,x2) = ADS(x; —x5) — AL ii_@-;g(xl _—
| o7 021 (3.13a)

o, o D .
+ ASP (of + o) bl —x0) + Azl 5k — x2)
H
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ou escrevendo-se como um operador A(x;,X2) = <x1]ﬁIX2>

~ 2 B s g 2 , .

A=AD1+ AP pipl — AP (a'p! + pia’) + A Vi (3.13b)
onde A(®) s3o os parametros variacionais dependentes do tempo. A grande vantagem
do uso deste ansatz para A é que as equagdes para os pardmetros de p nio envolvem
Alsl,

Nesta secdo vamos aplicar o principio variacional (2.70) para estudar a evolugio

temporal de um oscilador anarmdnico com n componentes cuja dindmica é governada

pela Hamiltoniana

1 1 Alx22
2 2 B2 2 Bl
oP" + i (t)x* + 2 1 2)

Substituindo-se (3.1), (3.13) e (3.14) em (2.70) obtemos a a¢3o em termos dos

(3.14)

parametros que caracterizam o nosso ansatz . Impondo-se que esta ac3o seja esta-

ciondria com respeito a variacdes dos A(*), determinamos as equacdes de movimento

para os parametros de p:

2=

==t dy . (3.15&)
AR+Br £ (Br,Ar + Bg| = {A1, Ap + Br} , (3.15b)
Br ={A1,B;} + [Br,Ar] (3.15¢)
Ar=— A%+ B%+ A% + B? 4+ 2

/\ -1 -1
o [tr (Ar —Br)™* + 2(Ag — Bg) ] : (3.15d)

onde o ponto indica diferenciagdo com respeito ao tempo. Assumindo-se que a estru-

tura matricial é trivial, estas equacGes [usando-se a reparametrizag3o (3.3)] reduzem-se

a
§=0
G =4IIG N (3.16b)
’ 1-— 82 w? AG /é o/
il = "o =Bl = s\ ELEy (3.16¢)
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Antes de analisarmos as consequéncias de (3.16) & bom mencionar o resultado
obtido empregando-se um outro ansatz para A. J& que p e A satisfazem a equacio de

Liouville~von Neunmann poderiamos ter assumido um ansafz Gaussiano para A:

A(Xi 3 XQ) —

2

-~ Fa

if

—YA 1 i GKI o I 1 GXI . 7 i —-1/2 —-1/2
€ €XP —513 T 5 "'"QEHA .wg"{‘xg 5 +23HA Ty — Xy GA 5AGA

ij (3.17)

Todavia esta escolha conduz-nos a equacdes para os pardmetros da matriz densi-
dade que envolvem os paradmetros de A. Além disso, também & dificil implementar a
condi¢do final A(X1=X2)!t=tf = 6(x; — Xz) na expressdo {3.17). Todavia estes dois
impecilios podem ser contornados através do seguinte truque.. Primeiro introduzimos
um pardmetro ¢ e expandimos p e A como uma série em e. Todos os parametros em
p bem como I e 64 sdo assumidos ser de O(e°). O primeiro termo em G é O(e).
enquanto y, comeca com Ine. Neste ponto derivamos as equacdes de movimento e
tomamos o limite ¢ indo a zero. Neste limite, as equacdes para p ficam inalteradas
jé que sdo as equagdes de O(¢), enquanto que A(x1,%2) tende para §(x; — x3).
Omitiremos aqui os detalhes j4 que as equacdes obtidas s3o jdénticas a (3.16).

As equacdes variacionais (3.16) possuem duas qualidades desejadas: o grau
de mistura 6 é uma constante j§ que este estd relacionado 3 entropia através de
(3.10) [lembre-se que a equacio de Liouville-von Neunmann descreve processos
isoentrépicos]. Além disso, para A = 0 as equacdes (3.16) sdo exatas, uma vez
que neste caso a equacao de Liouville-von Neumann exibe solucdes Gaussianas.

Como uma primeira aplicagdo das equacdes (3.16) podemos obter uma aproxi-
macdo para a distribuicdo de equilibrio para sistemas independentes do tempo. Neste
caso (3.16b) implica que IT se anula, enquanto (3.16¢) fornece uma relacdo funcional

entre G, e 0. Neste caso definimos G, = 5% g.e g satisfaz

2%&;3 +g*—1=0 |, (3.18a)
w

]

}
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onde
1446
= - {1 __i_ 6] . (3.18b)
A eéuagéo ctbica para g pode ser resolvida, sendo que para acoplamentos fracos
obtemos
g1 %e , (3.192)

enquanto que para acoplamentos fortes temos que

3
w w
e na auséncia do termo harmdnico (w = 0) segue que
1—48 2/3 1 §i/3
Geg - ( ) ( * ) (319(.‘,)

27173

E possivel mostrar! que o resultado acima para a matriz densidade estéatica coin-
cide com o que é obtido usando o principio variacional estético {3.11} com o ansatz
(3.8} para p. aonde o pardmetro b deve ser identificado com o inverso da temperatura
8.

A partir de {3.16} podemos obter uma equacio de segunda ordem para a varidvel

Q= (1-8)12c2,
2

G- -g-; +0Q +20Q° = 0 (3.20)

Esta equacio também pode ser obtida da seguinte forma'. Diferenciando-se Q% = («?)

temos que
.1 )
Q = — trpz” ——trz[ yH]z*
2
1"2 20 (3:21a)
= ZQ tr pi [H T ]

t Este procedimento também pode ser usado para obter as equagdes na aproximacio

1/n, bastando para isso avaliar as médias em {3.21) nesta aproximag3o.
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. . 2 ’ . a~ . -
Para uma Hamiltoniana da forma H = Z- + V/(z). a Gltima express3o implica que

Q= Q {pz + zp) . (3.21Db)

Derivando-se mais uma vez e calculando-se os comutadores temos que

; ) d
Q= 4@3 (pz + zp)” + = ) ( y— = <$E£V(a:)> . (3.21¢)

Os dois primeiros termos do segundo membro da equacio acima podem ser cal-
culados usando-se a nossa matriz densidade Gaussiana. sendo que eles se combinam
em 22— O dltimo termo desta equacio depende da forma do potencial, em particular,
para um potencial do tipo V(z) = A\,2*", precisamos calcular o valor esperado de
2nA,z*". o qual na aproximacio Gaussiana é /\nz,,—_(f?;—)!_mQQ". e com isso recupera-
mos a equagao {3.20).

Uma vez que (3.20) € nZo linear a obteng3o de solucdes analiticas é rara [A
solugdo de (3.20) envolve funcdes elipticas]. Todavia esta equacdo possui a forma da
equacdo de movimento de um sistema mecénico, permitindo com que tenhamos uma

maior intuic3o sobre o comportamento do sistema. Em particular para w?® constante

o movimento de (} é governado pelo potencial efetivo

21 .
2Q2+—~WfQ + Q . (3.22)

onde o termo centrifugo depende do grau de mistura §. Em geral () vai oscilar ao redor

Ver(Q) =

do minimo de V5.

Como uma aplicagdo do formalismo aqui desenvolvido analisemos a evolugao tem-
poral de um sistema para o qual A é independente do tempo, ac passo que w é de-
pendente do tempo e tal que w é constante para t < ¢; ou ¢ > tr . Mais ainda,
suponhamos que inicialmente o sistema estivesse em equilibrio térmico!,

Intuitivamente esperamos que para variagdes muito lentas {adiabdticas) o estado

do sistema serd bem descrito pela matriz densidade de equilibrioc com w substituido
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por seu valor instantdneo. Euristicamente, também esperamos que para acoplamentos
fortes o sistema permanecga préximo ao estado de equilibrio. Para verificar se a nossa
intuicdo estd correta vamos resolver numericamente o sistema (3.16) para a seguinte

dependéncia temporal de w:

2

v t <
; 21—t —t -
W) = —t'_—?"—uz <t <ty | (3.23)
2 i > ty

Esta forma para w descreve a passagem do sistema de uma situac3o onde o minimo do
potencial encontra-se na origem para uma nova configuracio onde o potencial exibe dois
minimos. A solucdo numérica das equacGes (3.16) encontra-se nas figuras 1{a)-1(d)
e 2(a)-2(d), onde a varidvel AG é definida por

com Geq sendo a solugdo estdtica de (3.16) onde w ¢ substituido por w(?). A partir

(3.24)

da figura 1 podemos inferir que para valores crescentes de + = ity —t;, com A fixo, o
sistema € cada vez melhor descrito pela matriz densidade de equilibrio (Feq. Por outro
lado, para 7 fixo, podemos deduzir da figura 2 que o sistema mantém-se mais préximo
do estado de equilibrio G, para acoplamentos fortes. Portanto estes dois resultados

sac os esperados intuitivamente.
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Figura 1: AG(t) como uma func¢3o de £k para diferentes valores de 7: {a) r = 2; (b)

7 =5; (¢) T = 10; {d) 7 = 40. Neste exemplo consideramos £ = 0.5, v? =1 e A = 1.
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Figura 2: AG(t) como fungdo de L= para diversos valores de \: {a} A = 0.5; (b)

A=21{c) A=5(d}) A =25. Adotamos que 7 =2, v =1 e £ = 0.5.
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[11.B Teoria )&

Passaremos agora a aplicagao do principio variacional {2.70) para TQC. Para tanto
vamos analisar a dindmica da teoria A\®* com n campos em um espaco de Robertson—

Walker plano com d dimensdes espaciais®. A nossa escolha de coordenadas é tal que

ds? = dt* — a*(t)dz® . (3.25)

O apéndice A contem as expressdes para alguns tensores geométricos neste espaco.

Assumimos que a dindmica dos campos & é governada pela densidade Lagrangiana

1'z"i1—2i i 1 z‘i/\z'z'2
£:ad{§®®—§a V@-V®—§(M2+£R)@@—»Z§(@@)} (3.26)

cujo momento canonicamente conjugado é

A ..
0= = a%d | 3.27
551 = ° _ (3.27)

A densidade Hamiltoniana associada & Lagrangiana £ é

1 - 1 : : , N U
H= 5a—“lH’Hz +a? {ia_QV@’ Vo 4 % (#° +ER) 23" + a (@’@*)2}

(3.28)

Para utilizar o principio variacional {2.70) facamos os seguintes Ansdize parape

P(‘Pl, 992) =

o 1 .
e~ Vel v1me2) oxp —3 {(m — @)Alp1 — )+ (92 — 9)}A™ (g2 — 9) — 2(01 — ©)B(p2 — )
(3.29a)
A= A1+ AP ADILIATI - (24T 4 AT 0)+0A*H e (3.20b)
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O fator v em p é dado por ; Indet 7{Ap — Bg)~'. Utilizando-se este ansatz para p,

o valor esperado de médias lineares em II ¢ @ s3o dadas por

@) =¢ , (3.30a)
(I =m (3.30b)

enquanto bilineares fornecem

(2i(x)25(¥)) = @i(x)e;(¥) + Ti{xy) (3.30¢)
(IL(x);(y)) = ma(x)m;(y) + j;* (Ar + Br)y; (%,¥) = ((Br — ADI (Br + An);; (%,y),
(3.30d)
(@:(x)IL; (y)) = %c&ﬁ(x —¥)+eX)mily) = (Y(Br+ An); (x,y) (3.30¢)
onde
T '=2(4A4r - Bg) . (3.301)

Exigindo-se que a agdo (2.70) seja estaciondria com respeito a variagdes em A(2),

obtemos as seguintes equacdes de movimento.

$i(x) = a " 7y(x) (3.31a)

i(x) = -ad{a_zvg%'(x) + (4 + ER)pi(x)

A A A
+ 5 PilXer(x)er(x) + Tei(x) Tre(x,x) + gTz‘k(X:X)%(X)} (3.31b)
Ar+ Brta ?[Br,Ap+ Br]=a ¢ {A;, Ap + Bg) (3.31c)
By =a"% ({41, Br} + [Br, Ar)) (3.31d)

Ar (x,y) =a"? (—AL + By + A2 + B}),; (x,y) +a’ (wa_2V2 + 4%+ gR) 6i;6(x —y)

Aa?
+ —g" (&wk(x)’»”k(){) + 2p:(x);(x) + 6ij tr T(x, %) + 2745(x, X)) S(x—y)

(3.31e)
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Para sistemas invariantes por translagio espacial, podemos diagonalizar os kernels
através do uso de {2.23} e (2.26). Iremos, por simplicidade, também assumir que a

estrutura matricial é trivial e que By = 0. Definimos

1

Qp)= , 3.32
1
Z(py = —541(p) , (3.32b)
Br(p)
6(p) = ———= 3.32¢
(p) Zn(p) (3.32c)
As equagGes de movimento em termos das varidveis v, 7 6, el sdo
p=a % | (3.33a)
. (n —|- 2) /

T = —a {,u +ER+ — /\ 2y A ] —6(k) , {3.33b)
Qp) = a™4S(p)p) (3.33¢)

S(6) = o (il - 237(p)

A P n+2. , n+2 Q(k)
——é—{a p°+pu +£R—§-—é-—/\t,o + 5 /\/kl_é(k)},(3.33d)

e ¢ é constante, como era esperado. A partir deste ponto, novamente por simplicidade,
vamos considerar n = 1. As integrais sobre os momentos que aparecem nas equagoes
(3.33) sdo potencialmente divergentes no ultravioleta. Para que estas equacdes facam
algum sentido serd necessdrio renormalizé-las para eliminarmos suas divergéncias.
Como um primeiro passo para tanto. regularizaremos estas expressoes, considerando-
as em d dimensdes espaciais. sendo que somente apés as subtracdes serem realizadas
tomaremos o limite d = 3. Para obtermos o comportamento assintético (grandes k)
de 2 é conveniente eliminar-se © de (3.33d) utilizando-se (3.33c), o que implica que

! deve satisfazer

- — 2 - .
& = 1_2‘§_a—2dg—1 + %9—192 —dHQ -2 (a2 +m? +ER)Q | (3.34)
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onde

3 /\ 2 }\
2= m?(t) = 1+ 5o+ SRANKY)

2 A o ?/Q&ﬁ
2

3
i

(3.35)

=HAY TS L1006

£ interessante notar que a equacio (3.34) para § = 0 reduz-se 2 equagdo (2.31).
desde que a massa dependente do tempo m?*(t) seja substituida por 1?2, Isto significa
que as equacdes {3.33) reproduzem corretamente as equagdes de um campo livre num
estado puro.

Inicialmente renormalizaremos as equacdes {3.33) para estados puros, i.e. b=
0. Neste caso ¢ interessante generalizar o conceito de vécuo adiabdtico da teoria
livre. definido o vacuo para a teoria interagente na aproximac¢3o Gaussiana. Isto é
possivel porque as equacdes de movimento para estados puros nesta aproximagao sao
as mesmas da teoria livre com u? substituido por m*(t).

As equacdes variacionais (3.33¢) e (3.33d) com § = 0 podem ser combinadas em

uma Gnica equagdo para = = 307! — 24

w§=a?—JWW+w+w] (3.36a)
A A 1
ey 2 022
Wwﬂ—p+2¢+2A2%E (3.36b)
Definindo-se = = ~ia? £ In F* e utilizando-se as varidveis conformes {2.43). obtemos
que
F'+ (B +c[m®*+ (£ —aa)R]) F.=0 . (3.37)

Se F. satisfizer a normalizagio (2.45), Q. = IF.|*> é solugdo de

Q-+ %Q;lﬂf —2 (B +e[m®+(§—aa)R}) Qe . (3.38)

Q,H —

c

[V
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Apesar de (3.37) ser ndo linear na aproximac3o Gaussiana, por causa da massa
dependente do tempo envolver ., ainda podemos procurar uma solu¢do formal do

tipo de ondas planas

1 7 N
Xe = \/Z_WGXP ——z/ Win'dng' (3.39a)
1(w" 3 w?
W2 = k2+C[m2+(§—-ad)R] 3 (—W_ > Wz) ) (3.39b)
e a solugdo de {3.38) ¢
Qe=(2W)~! . (3.40)

Assim como procedemos no caso da teoria livre, W pode ser obtido iterativamente, no

limite H < < wr =+k%a=2 + m?2, onde a solucio de ordem zero é dada por

WO = (8 + ¢ [m® + (£~ ag)R])? | (3.41)

e a iteracdo de i-ésima ordem € obtida como em (2.49). Ao contrdrio da teoria livre,
cada ordem de iteracio n3o é uma solucio aproximada no limite H < < w;, uma
vez que a massa m?*(t) € determinada de uma maneira auto-consistente envolvendo
toda a solugdo. Pela mesma razdo, as derivadas de n-ésima ordem n3o correspondem-
a termos de n-ésima ordem adiabatica uma vez que m2(¢) contem derivadas de todas
as ordens do fator de escala. Todavia. esta expans3o ainda & (til por nos fornecer o
comportamento assintStico da solucdo para grandes momentos.O apéndice B exibe a
expressdo para {2, até a segunda iterac3o.

Agora vamos passar a renormalizacio do setor do vicuo., que por definicdo é o
conjunto de estados com o mesmo comportamento assintético (grandes k) que Q.
exibido ﬁo apéndice B. Também estudaremos qual a classe de estados cujas equacoes

de movimento s3o finitas usando-se a prescricio de renormalizacdo do vacuo. Além
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disso mostraremos como estender facilmente este resultado para estados de mistura.
Visando simplificar a notagdo vamos tomar ¢ = 0, ja que este ndo influi na prescricao
de renormalizac3o.

A partir da expressdo {B.2) para o comportamento a grandes k de .. podemos

ver que

1 - 2 5
Q(x,x,1) = a(x—d)fk[ _ ({— aq)Ra + O

234, 4}
_ 1 4 d—3 2 . (342&)
= “GmEe G- el + € - e
+ termos finitos para d = 3
onde T'(z) é a funcdo gama e & = (&* ~+«m2c)1/2. Definimos a parte finita de

{{x,x,t) isolando o pdlo que aparece para d = 3.

1 4 1 1 m? o
Qx,x,t) = _-(47‘.)(d+1)/? d—1 [(3 —d) T2 (’Y tla A2 )] [m‘ - ad)R}
+ termos finitos para d = 3
_ 1 4
(47) T2 (d — 1)(3 — d)

{mg +(€— ad)R] + Qp(x,x,1)
(3.42b)
Aqui v é a constante de Euler e A é uma escala arbitraria de massa.

As equacdes de movimento sdo finitas desde que adotemos a seguinte prescricio

de renormalizacdo:

L 2 1 :
T Az (@M@ (d-1)(3—d) °

3

£
A

>
2
P

\ (3.43)

f:(fR”ad)E+&d ,
onde o indice R indica as quantidades renormalizadas. E trivial mostrar que a quanti-
dade m? = m?® 4 (¢ — a4)R, que aparece nas equagdes de movimento, ¢ finita tendo

em vista as relagBes {3.43).
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n? =m®+ (£ — )R

AR
=3+ 5 25(%%,8) +(ér — ag)R (3.44)

1

2 AR
E#R_{_ 9 Qf(xvxst)_’_ (é-R_ 6) R

Consequentemente, as equag¢des de movimento na aproximacio Gaussiana s3o finitas
e bem definidas no setor do vicuo em n = 3 + 1 dimensdes.

Agora devemos analisar qual é a classe de estados Gaussianos para os quais as
equa¢bes de movimento sdo finitas quando utilizamos as relagdes de renormalizacido
para o vacuo (3.43). A partir de {3.42), analisando-se o comportamento assintético

(grandes %) de Q.. é facil mostrar que Q.(k,n) e .(k,n) devem satisfazer

1
k O (k7*) ou menor|
Qe(kyn) ~ 2v/ k2 +m2(n)e(n) L+ ) ] (3.45)

Lk, ) W (o (k%) ou menor|

?

onde 7m2(n) é a massa determinada consistentemente a partir de {3.35) utilizando-se

a solugdo completa.
Voltemos agora ao estudo do problema da renormalizacio das equacgoes de movi-

mento (3.34) no caso de termos um estado de mistura®®. Para tanto definimos
Q=Q5+/1~682 (3.46)
que satisfaz a mesma equacio que um estado puro. i.e.,
- 1 1 . . 3
Qs = §a—2d9;1 + 59;193 —dHQs — 2 (a7 + mi + €R) Q5 (3.47)
com a Unica diferenca que a massa efetiva contem § em sua definico.

mi(e) = 4 + 2 / Qs(k, £) 1+§Ek§ (3.48)
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Neste ponto assumimos que o grau de mistura 6(k) se anula para grandes k. Esta
hipétese é muito natural considerando-se que & tende a zero exponencialmente para
estados em equilibrio térmico*. Com isso, é trivial verificar que m%(t) é finita desde
que 35 possua o comportamento assintético (3.45). quando expresso em varidveis

conformes.
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CAPITULO IV

RENORMALIZACAO DO TENSOR ENERGIA-MOMENTO

Para que possamos ter um quadro coerente da evolugdo do universo primor-
dial devemos possuir um conjunto completo de equacdes acopladas para a matéria
e gravitac3o. Uma vez que ainda n3o existe uma descrigdo quintica para a gravitacdo,

o que é feito usualmente é considerar a equacao de Einstein semi-cldssica

1
Gu = Ry — 59w = —88GN <Tup > (4.1)

L

onde < T, > € o valor esperado do tensor energia-momento no estado quéntico do
sistema. Como qualquer colegial sabe. < T,, > é divergente, mesmo para um campo
livre no espaco de Minkowski, por causa da soma sobre os modos zeros!. Para que
(4.1) faca sentido é necessario encontrar-se um meio de eliminar estes infinitos. Neste
capitulo vamos discutir este problema tanto para a teoria livre, bem como para o modelo
A®* na aproximacdo Gaussiana. Para simplificar a notagdo vamos analisar o caso de

estados puros, sendo que o leitor mais interessado pode encontrar a generalizagao para

estados de mistura na ref. [2].

IV.A O tensor energia-momento

O tensor energia—_momento para uma teoria escalar descrita pela acao
1 1,
I= /d”x vV —g l*z—g“"@“@@,,@ - V(%) - §§R©2 (4.2)

51
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2 &r 1
Ty = —o— o = 9,80,8 — g, [_g&ﬁaa@@q@ — V(®)
— v 2
V=g gt < (4.3)
- ‘5 {G.‘U’Qg - g#Ugaﬁ(Ez;O'sﬁ + (I);z,u;u]
onde G, = R,, — %gWR € o tensor de Einstein e ;u representa a derivada

covariante com respeito ao fﬁdice ¢ do espago-tempo’. Na representacio fun-
cional de Schrédinger o tensor energia-momento é expresso em termos do opera-
dor de campo @(X) (<= ¢(x)86(¢ ~ ¢')] e o seu momento canonicamente conjugado
I(x) | <= [ 6¢(x) 8o — ¢ )} para que possamos calcular o seu valor esperado em um
estado dado. .

No caso de um espaco plano de Robertson—Walker, o valor esperado de T),, em

um estado Gaussiano invariante por translacdes *

U(4,4) = N(t)expi f 7(%,1) ($(x) - p(x, 7))

X exp - (QS(X) - (p(x7 t)) {%Q_l(xv Y, t) - iz(xw Y3t) (QS(Y) - w(y,t))
7 (4.4)
é dado por
{Too) = “;”a 21?4 V(p) — € [Gooy® — 2074 dH 7]
+ % =201y x,¢) + 24~ (ZQ5) (%, x, )
-+ —;— ([—a"QVi + mz] Q(x,y,t))

H=Y

— € [GooQ{x,x,t) ~ 4dHa™ % (£Q) (x,%x,t)] ~ fg\—ﬁ(x,x,t)ﬂ(x,x,t)

T T, em {4.3). o qual é a fonte na equac3o de Einstein, nio coincide com o tensor

energia-momento canénico, T, = 0,98, ® — g, L. para £ # 0.
* Os par@metros deste ansatz satisfazem as equacdes (3.33) com § = 0.
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= (T%) — %Q(x,x,t)@.(x,x,t} , (4.5a)

: 9 23 2 —_ 1 nm -— 2 2
(Ty;) = a“6ij{ %a"‘dw‘ —V{p)—¢ [a 2 G me? + 267 Hd — D Her + 0 ¢ ]

d
+ éa"gdﬂ_l(x,x,t) +2¢72 (2O (x,%,1)
1 2 Y, ) 2
2 {={1-Z2)a? 2 ¢
2([ (1 d)a Vm—!-m}ﬂ(x,y, ))

X=¥

—¢ [?chmﬂ(x, x,t) + 4”4 (d = DH (ZQ) (x, %, 1) + Q(x, %, ”]

+ %Q(x,x,t)ﬂ(x,x,t)}
A
= (T%) 4 a255j§Q(X,X,t)Q(X,X,t) , (4.5b)
(Toi)y =0 . (4.5¢)

Nas equacbes acima, m?(t) é a massa dependente do tempo definida em (3.35) com
§ = 0. (wa) é tensor energia-momento para a teoria livre quando m? é substituido
por 2. Como esperado, este tensor é diagonal, e pode ser expresso em termos da

densidade de energia (¢) e da pressdo {p). Em quatro dimensdes temos que

(T,o) = diag ({e}, (p) &°, (p} &*, (p) @*) . (4.6)

Como pode ser visto a partir de {4.5), {T,,,) é potencialmente divergente no ultra-
violeta no limite d = 3, mesmo para a teoria livre {A = 0) por causa do comportamento
a curtas distancias de Q(x,y;t). Contudo a expressdo para (T}, ) regularizada dimen-
sionalmente é finita e bem definida, sendo também covariantemente conservada. Para

um espaco de Robertson—Walker plano, a conservacdo covariante de (T}, ) reduz-se a

(&) +dH (e+p) =0 . (4.7)
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Neste capitulo discutiremos como & possivel obter uma expressao renormalizada
e finita para (7,,) na aproximacdo Gaussiana. Comecaremos analisando a renormali-
zagdo de (T),,) para o vicuo da teoria livre. Posteriomente, passaremos 3 anilise da
teoria interagente. Por simplicidade. assumiremos que o = 7 = (.

Para podermos utilizar a expansio assintética para {1, é conveniente reescrever

(T2,) em (4.5).

(0] Tgs10) = a”#Q (%, x, ) + 2¢72 (ZQDY (x,x,1)

00| s

+ 5 ([—a_2V2 + mr"} Q(x,y,t))
x=y

— € [Goo(x,x,1) — 4dHa™¢ (2Q) (x,%,1)] (4.82)

1 o oge _
(0|T10) = a25ij{-8—a_‘d9 Hx,x, 1) + 2072805, x, t)

_ % q_ (1 _ é) a2V 4 sz Q(XJJ‘))

—¢ [%ﬁgnm(}nmg(x’x,t} o+ 4a_d(d - 1)H (Z0Q) (x,x, t) — S“Z(x,x,t)j[ }

xX=¥

(4.8b)

Podemos eliminar © empregando que ¥ = i—adﬂ_lﬂ. Utilizando-se as varidveis
conformes 7 e Q.(k,n) e expressando (4.8) como integrais no espaco dos momentos

obtemos que

(0]Tg10) = ¢~ (d+1)/2 / { iﬂ'; + (7&’ + c[m? + (£ - ozd)R}> Qe
k

— (£ —aaq) [(Goac + éRc—% @Dz) Q. - gDQLJ } : (4.9a)

(0IT510) = C_(d_”/25z’jf

k

1 1
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L cmn L g}_:_,‘_il 2 (d—l) ! d ! "
““”“”KE&‘S Gon— 5B P TR SALISES VSR E
(4.9b)

onde c(n) = d*(t)e D = ¢! e como definido anteriormente.

{V.B Teoria livre

com m(t) = ¢ Usando-

(0|, |0) é dado por (0{T%,10)
péndice B. obte-

pansao adiabdtica para Q. dada no a
\T,,,|0) até quarta ordem adiabatica.

(0T 10)- Dividiremos

Para a teoria livre
se a forma explicita da ex
mos (O\TW\O)A:'*. o qual é a expansao de (0
Esta ultima quantidade contem todas as divergéncias de

0iT .10 A=4 oo suas partes divergente € finita no limite d = 3.
u

OIT, 102" = OITwl0 (I T |0V (4.10)

As partes divergente € finita de (O[TOO\G)A:4 s3o

- 1 c c?

OITae|OVA=4 = —»(d-i—l)/2j 1o (e G PRy (W pr

{ l (}0‘ >d1v C N Zwk (‘S ad).za-{;c 00 +(€ ad) 8(_65?6)3 Q0 3
(4.112)

0\ Too 0 A=4 —(d+1)/2 ’ﬁC? 2
(01To0l0Vgn =€ ]k =
__#¢ _oprp - D?+4D'DP 4 DY)
256(@})7
Tt 105u%¢*
D!DQ D4 _ 4
* 256(52)9( + D7) 4096(5%)H
2

1 o pee
— ——-———dd—lD‘-—ﬂ—————dD

2
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pre

64(@})°
4.2

£ ) d<—801>2D’+(5d—85)D ) 354 pe D}

512(z%)7 256 (9)°

+

d(4D”D ~2D"? 4+ 4D*D" + (3 - d)D‘*)

+( - )[ e )(d 3)dD? R+?‘TdD R”, (4.11b)

onde T}y = (k% + 6#2)1/2 e WHy é a componente (0,0) do tensor

1 &
W g L= /d‘ix,/_ R? 4.12
H f__g_ 6g#y g E ( )

o qual é covariantemente conservado [A expressio explicita de (1 }Hm, num espaco

de Robertson-Walker encontra-se no apéndice A]. Analogamente as partes finita e
divergente de (0/7},]0)“=* s3o

(OlT’sz >4—‘4 W_c—(d—wl}/‘zé‘ij/k

+ (£ — aq)®

c min
EIrA (Uﬂmn} : (4.13a)

4.2
0IT::10 A=4 e (d— 1}/251 f __HC 4p’ D?
( f ]{ )ﬁn Jd 64('272)5( +3 )

4.2
+ g-g((%k);(w”’ +14DD" +13D"* +20D'D? 4. 3p* + 20D% 1)

6.3
- %g%jg(zspp” +21D"% +119D'D? 4 42D%)
- k

8 4 5x 105
ute 4 PN 1155p %>
{1743 D 1848D'D PP P s
* o060 + )~ SooeTy
1 d - 1 1 - d ) 1 - d !
+(§—*€Id)[(%€( 4d RC+TD _—"TD)
p?c (Re 2—d_, D
bR ot
WGAE (4d T U
pie

3 2 2 1 1t " 2 2y 1 4
—= D 4D D"D 7D 4d — 14]D*D' + Z[d - 31D
+(52)5< ghe +32( -6 + 1 ] +2[ ]
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4.2 1
Hc 12 " 1 y2 = — P2
P (60D +80D"D + (—10d + 270)D'D? + =(~ d—%-SIODD)
+ 128(30)° ( 0D + + ( ) 4( 55 )
. 63 315 ubct
Ju' C - 4 i) 2 “ 4
B (35(g—27)D* —1120D'D? | + 22 EEp
* sty (9@ -2 )+ 5% & }
2 1 2
(- ad)zd{ L (3-d) ((3d —6)D*D + —(d—1)(d — 13)D* + 3D + 4D”D)
16(z0 )3 16
2
prc 7 2 . 12, 3 4
—48D"D — 36D'% — 12(2d — 1)’ D? + 2(d — 1)(3d — 7)D
+ o ( (24 -)D'D* + 3a - 1(3a - 7)D*)
(00D D? +30(d — 1)D* 4.13b)
+128(w*;>7(“ FIE-L) ) | ('

Apés realizarmos as integragdes, obtemos a parte divergente de (OIT#VIO)A=4. resul-

tado este que estd em acordo com a ref. [1].

Asmg 1 1 1 u?

5 2
g {_(d + f)#zd e T Ofd)(;%l)cw + (€ - ad)zmﬂw}

(4.14a)

onde A é uma escala de massa, a qual assumimos obedecer
A=pel? (4.14b)

de tal forma que (O|Tw|0):ﬁf4 contenha somente o pdlo.
Antes de mais nada é conveniente expressar-se (OITJ,“,}O);f‘n:4 em termos de ten-

sores conservados covariantemente. Definindo-se

1 6
H y— ]amx \/——gRa’GﬂféRa &
1 /_____g ég"“’ B~ (4 15)
1 ) ’
(2} e n - paf
o= g o | VTR R

podemos expressar obter uma férmula para (0/77,,10)* manifestamente covariante.!

T As expressdes explicitas de H,, e () H,, para o caso n-dimensional encontram-se

no apéndice A.
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A=4 1 {3 d)/2 3 d

1 (5—d) 1y
X{ 3da—not s @ e

(4.16)

(5—d) (2) (1)
T 360(d —2)(d —3) (Huw — 4@, + Hy)

- (6 - ad)ﬁl_d{l)Huy}

O terceiro termo entre colchetes em (4.16) é finito por causa da seguinte relacio. a

qual € valida para métricas conformemente planas.

3
Hy —49H,, + WH,, = (4 - n){?(” ))R#aR"
n
2(n—3) P 2n{n — 3) (n+2)(n—3)
“« Ra v v
(n — 2)? o2t A3 {n—1)(n - 2)2 R Ry + 2(n — 1)(n —2)2
=(4- n)(a)Hw
(4.17)
Portanto (OITM!O) * pode ser expresso de maneira manifestamente covariante e

conservada. A parte divergente de (0|7, [0)*=*, dada por (4.14). coincide com o resul-
tado obtido covariantemente para (Oout|Tw|0m)Am4 utilizando-se as séries de DeWitt—
Schwinger para a acio efetiva [{Ocut| € 10in) sdo os vécuos “out” e “in"]. Todavia a
parte finita de (0/7},, [0)“=* difere do resultado obtido usando-se este método.1:3
Apesar da parte divergente de (0|7,|0)*=* ser covariantemente conservada, é
natural subtrair-se todo (O[TuV{O)Az‘l. uma vez que a parte convergente contem termos
de quarta ordem adiabatica, e a expans3o adiabatica sastifaz a equac¢ao de movimento

ordem a ordem. Portanto definimos {07,.,|0) , como sendo
(01T [0) 5 = (01T, [0) — (O[T, [0)*=* . (4.18)

O significado fisico desta subtragio é bem definido: Consideremos a seguinte

extensdo para a agdo de Einstein para a gravitacio
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— 1 ~ o
fa - / "z _glﬁﬁGV {A + R+ hR®? 'aRaﬁ'\.fé + g1 R’ + g2 R ﬁRaﬁ} (4.19)

A subtragio {4.18) pode ser vista como uma renormaliza¢do dos pardmetros da aco
(4.19). Assumindo-se que pardmetros renormalizados satisfacam hp = g1 = gar =

Ag = 0 recobramos a equacio de Einstein semi-clissica
Gy = —8xGp (OIT#,,IO)R ) (4.20)

No caso do sistema ser invariante classicamente por transformacdes conformes,
n.e., para p® = 0 e £ = 1, nossos resultados reproduzem a anomalia do trago®?. A

origem desta é a parte finita da subtracdo {4.18) para d = 3.

O 0)g ], , == O 0
£=3% i=3%
L logwe_@ga (4.21)
= 88077 g o T Ha ‘
1 Ox
= 28807;-2 |t Raﬁ b —R2 + DR}

IV.C Teoria interagente na aproximacdo Gaussiana

Mostraremos a seguir que mesmo na presenca de interagdes (0/7),,{0) dado por
(4.5) é finito para Ap + 0, desde que a renormalizacdo da massa e das constantes de
acoplamento seja dada por (3.43). A seguir consideraremos somente os termos poten-
cialmente divergentes em (0|7, |0} = (0|77,10) — gW%Q(x,x,t)Q(x,x,t) e demons-
traremos que alguns infinitos desaparecem apés a renormalizacdo de p, ) e £ e que as

divergéncias que sobrevivem em (0|T5, [0) cancelam as contidas em 9ur 200,
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Da mesma forma que procedemos para o célculo de (0|7, |0) para a teoria livre,

substituimos a expansdo adiabatica (B.2) para 2, em (4.9) e obtemos que

4 4 ) 4 2 ,
x {_(d—i— lgr(zd— 1>900‘5‘(§ — aq) |:dﬂ_11Goo —QdHatm2] ‘;'(é‘ad)“(l)ﬂoe} ,

1 1 1 m?
o — Z AN
(0[T9010)aiv = (4m)(d+1)/2 [3 —d 9 (T—E_m A )}

(4.22a)

1 11 m?
0 _ i
(0|Tij$O)div = (4r)(d+1)72 [3 —d 3 (‘)’ + In A2 )]

b

4m* i 0 0
{_ (d+ I;T(zd et (€ — o) {d_TIGij +a’6i; (10 — 2d)HOm” + a;mZ)]

+{§ - ad)z(l}Hij}

(4.22b)

As equacdes (4.22a,b) possuem a mesma estrutura que {4.14), exceto pelos termos

que envolvem derivadas de m?(¢), os quais se anulam para a teoria livre.

O nosso préximo passo é obter a parte divergente de ~gﬂy§‘"§2§2:

A
~ Guv 'é"Q(x’ X, t)Q(X7 X, i)ldiv =

X 4n? : 82
_g‘“’g{(<4«><d+1>/2(d—1>(3—d)) ""”(4w><d+1>f2<dw1)(3—d)9f(x’x’t)} |
‘ (4.23)

onde m* = m? + (£ — aq)R.
Neste ponto € conveniente proceder a renormalizacio de p. A e ¢ e considerar-se
o limite de d ~— 3. Para tanto é interessante notar que (3.43) acarreta que

16m%(3 — d)

ve TO(B-d7)| parade#0 , (4.24)

lim A = —167%(3 —d) |1+
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e também que

(€ —aa) = (r - ad)ﬁ
- amed e 14+ 250D o (0 ap)) L aame
m2(t) = 2 — (€ — ag)R o
=m’ - (ﬁig—ﬂ [—16%%(3 — d)] [1 + w +0((3~- d}"")}

(4.25b)

Substituindo-se (4.24) e (4.25) em (4.22) e {4.23) obtemos que o tensor energia-

momento ¢ finito para Ar # 0.

}éi_l:.f% {(0|T3u|0>div — Guv iQ(x,x,t}Q(X,X,f”div}

8
AR #0

1 [1 5 (4.26)
= XE [3#?{9‘#11 —2(ér — ad}#}zG#v —(r — Ofd)2 (1)Hw]

+ termos finitos de 0(A%; n > 0)

Em termos dos pardmetros renormalizades {07, |0) no limite d — 3 é dado por
L oan-1 1 —12
(0iT50]0) [#R,AR,ER — 13 8%t + 8 (Q & ) (x,%,%)

+ = ([-a™?Vi + 2] Q(x,¥,1))

(R

X=y

— ay (Gogﬂ(x,x,t) - dHQ(x,x,t))}

finite
pars

~ (€r — 24) [(Ggo + %R) Qs(x,x,t) — dHQf(X,X,t)]

A
- Wéfisz £(%, %, )05 (x, %, 1)

111 2
t {5#;}900 —2(ér — aa) pRGoo — (€ — @)’ (I)HooJ ;
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(4.27a)

<O|Tz‘jf'0> | = azéij{ F‘a_gdﬂ_l(x,x,t) + -;" (Q_IQQ) (x,x,t)

#R;ARsz - 8

- .21- ({~ (1 - 3) A +m2] Q(XJJ))

1 " - m
—ay (Ea“ém”GmﬂQ(x, x,t) — {1~ d)HQ(x,x,t) + Q(x, x, t))

x=y

finite
part

1 1
- (éR _ ad) {(Ea—ngnGmn — 'é*R) Qf(X,X,f)

—{1 = ) HQ(x,x,1) + Q4(x, x, t)]
AR
+ ?Qf(XD X} t)Qf(x‘ X? t)

11 \ |
1 {;#Egij —2(ér — @) pRrGi; — (€r — aa)? (I)Hij]

(4.27D)

Aqui Q¢(x,x,t) é definido através de (3.42b) ao passo que a escala de massa A foi

escothida como em (4.14b):

A=pge’? | (4.28a)

A expressdo .. |unice em (4.27a,b) significa que os pSlos devem ser eliminados:

part

éa““?dQ_l(x,X,t) +1

8Q"IQ2(x,x,t)

+ % ([~a™*Vi + m?) Qx,y,1)) — Qg (GOOQ(X, x,t) — dH(x, x, t))
2 =y
=4
SR . — + parte finita (4.28b)

i=3  327%(3 —d)

2 — 11¢
éa“dQ Yx,x,1) + gQ 0 (x,x,t)

S(E (-t

x=y
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— oy (éa_%nm(;nmﬂ(xy x,t) — (1 - A HQ(x,x,t) + Qx, x, t))

Tﬁ_i
=, m + parte finita (4.28¢)

Para incluirmos o caso g = 0 na nossa discusso devemos proceder com mais cuidado.

A razdo para tanto € a existéncia de termos proporcionais a 3\—1;; em (0|7, 10). os quais
. A=4 . . . .

possuem a mesma estrutura tensorial que (0|1, |0}~ para a teoria livre. No limite

Agr = 0 a prescricdo de renormaliza¢3o nos ensina que

e recuperamos a teoria livre na qual as divergéncias em (0|7, |0) reaparecem na forma
de termos contendo ﬁ. Para que as nossas expressdes assim sejam bem definidas
neste limite devemos subtrair os termos de ordem )\I_{l. Assim como foi feito para
a teoria livre. também subtrairemos (OITW[O);?:4 no limite de A = 0. Portanto

a expressao renormalizada para o tensor energia—momento da teoria interagente na

aproximacao Gaussiana é dada por

(01Tuvm>3 = (O|T;W|O> |

1 41
13 S0 — 2(Er — aa) uhGp — (Er— a2)* VH,,

#R;AR:ER

(4.29)

+ (01T 00" |3 o

A=4 - < .
onde {0]7,.,10)5, |J\R=0 &€ dado por (4.16). E extremamente simples mostrar que a
expressio acima é covariantemente conservada, como deveria sé-lo.
Em resumo, acabamos de mostrar que (0{T,,[0), para a teoria interagente ¢
finito apds a renormalizacdo das constantes de acoplamento e a massa do campo da

matéria. Para que possamos considerar o caso particular da teoria livre devemos efetuar



64 RENORMALIZACAC DO TENSOR ENERGIA-MOMENTO

as mesmas subtragdes necessdrias para que esta exiba um tensor energia-momento
finito.
"No limite £ = éT e ur = 0 podemos obter as corre¢des a anomalia do traco

devidas 3 interac3o.

22
{(0lT,*|0) 5 l pp=0 = — Rzﬂf(x,x,t)Qf(x,x,t)
én=% 128«
. (4.30)

1
af T p2
a0 [R Ras — SR+ OR

Finalmente, é possivel demonstrar® que os estados Gaussianos exibindo o com-

portamento assintético a seguir conduzem a um tensor energia~momento finito.

1 -
N 0 (k3
koo 2\ /K2 + w2 (m)eln) (+0 (7)) (4.31)

QUkn) ~ 0 (k)

Qc(k,m)
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CAPITULO V

CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos o alicerce tedrico necessirio para a descricdo da
evolucdo temporal do universo primordial. Para tanto utilizamos a representacao fun-
cional de Schrddinger. a qual é adequada para o tratamento de problemas de condicao
inicial. Aqui valemo-nos de métodos variacionais. os quais nos permitem extrair alguns
efeitos ndo perturbativos dos modelos considerados.

No capitulo 1l desenvolvemos a representacio funcional de Schrodinger para esta-
dos de mistura. Posteriormente no capitulo 1, utilizamos este formalismo para obter
as equacgbes de movimento na aproximagdo Gaussiana para 0 campo da matéria num
espaco de Robertson—Walker plano. Neste capftulo também procedemos i renormali-
zacao destas equacdes.

Completando o nosso plano inicial analisamos no capitulo 1V a renormatlizacio do
tensor energia—momento (T,,) para a teoria livre e para a interagente na aproximacio
Gaussiana. Para esta iltima generalizamos o conceito de regularizacio adiabjtica e
também estabelecemos que o tensor energia—momento é renormalizado pela mesma
subtrag@o que torna finita a teoria livre, desde que procedamos 3 renormalizacdo da
massa e das constantes de acoplamento.

Como um todo. nossos resultados fornecem um conjunto coerente de equacdes
para a matéria (3.33) e gravitac3o (4.1. 4.29) na aproximacio Gaussiana. Estas
equacdes permitem-nos analisar algumas questles concernentes a dindmica do uni-
verso, tais como a estabilidade do espago de de Sitter e quais s3o as condicdes iniciais

que acarretam inflagdo. Presentemente, estas questdes estdo sendo objeto de analise.
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APENDICE A

CONVENCOES E FORMULAS GEOMETRICAS

Neste trabalho assumimos que o espago tempo é do tipo de Robertson—Walker

plano e que as coordenadas s3o tais que

ds® = Gup dz¥ dz¥ = dt? — a2(t)dx2

(A1)
=c(n) [dn® — dx*]
e segundo as nossas convengdes o tensor de Riemann é definido por
arr,  ar
by o pu UK A A
R pyw = dzr  fpv +I’Eyl_‘m? —I‘ZEI‘W] ’
(A.2)
T — lgAp 99pv |, Bgup _ Oguv
e 2 Ozk OV Jz»

O tensor de Ricci, R = R’\#,\,,, e o escalar de Ricci R = g*" R,, sao dados

pelas seguintes expressdes para o caso da dimens3o do espago ser n = d - 1.

. o 1
. . D d-1
Rij = — (H —i—dH‘) a25,‘j = — (‘2— + TD2> g (A.3)

. 1 —
R=d [::zH +(d+ 1)32] =~d [D’ + d—ﬁpﬂ

Os tensores conservados covariantemente, os quais foram obtidos variando a acdo

687
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generalizada de Einstein, possuem as seguintes expressdes em termos de R, eR.

106 . i
= 75 & | TR R

4(n?—3n+4 2
== n s )R#aRay + E;;_LO)ERQ’BRGM’M

(n—2)2
4(n? —2n+2) (3n — 2)
(n—1)(n—2)2

{n—1)n—-2)
1§ / \
— d"z/~qg R

V=g bgr¥ 7
1

=2RR,, — ;Rg gur —20Rg,, + 28,40

H,,

RR,, -

(I}H#y —

4 o n—6
_—'_R.uafR y—m

(n—2) R Raggp
2n 2
(= D(n =) T T o

1
- DR#V + R;.u;v - 5DR9W

Rzg.w

_i..

Utilizamos também o tensor &V K, que & definido por

2 1 o as-
H,, - 4(“)H.uy + (I)H;w = §C g faca_ﬁvégw

= 2Cuap,C%7 + (4- n)(3}H#v

Rzg#f’ —40R,, + 2R

(A.4)

onde %78 é o tensor de Weyl. Para uma métrica conformemente plana, como

(A1), C*F7® anula-se e (M H,, é conservado de forma covariante.

No célculo do valor esperado de Ty, utilizamos as expressdes explicitas para
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WH,, e ®H,, em um espaco de Robertson—Walker plano com dimensdo n = d + 1.

D Hyo = c ~-D"D + lpe_ E(d —3)D'D* + i(d —1)(9 — d)D*
2 ) 2 32

OH; = ‘5%{ [29'" +(2d-T7)D"D + %(361 — 8)D"

4 f’I(cF - 8d+11)D'D? + 512-(03 —1)(4—-d)(9— d)D“] (A.6)
) Hoo = 521? [d(d - i)(d —2)D*]
Sl = %(d ~1)(d-2) [—%D’Dz + 43%‘{134

Num espaco conformemente plano com n = 3 + 1 dimensdes, os tensores (1)Hm,

e @H,, ndo sdo independentes: P H,, = 10 g, .



APENDICE B

'EXPANSAO ADIABATICA ATE QUARTA ORDEM DE @.

A expans3o assintética da solucao para o vécuo Q.(k,n). a qual é vélida tanto
para a teoria livre como para a interagente, pode ser escrita em termos das quantidades

M, &y e r definidas como sendo

A
M= (,uz - §Q(x,x,t)> c=m?c

r=(—-aq)Re , (B.1)

ok = (K2 + M)?

Esta expans3o é obtida considerando-se até a segunda iteracdo de (2.47) ou (3.39).

e contem termos envolvendo derivadas temporais até quarta ordem. A sua expressao

é

Qe(k,n) = 2W(n)) ™
1 r i
B + M" + " +3r®
20K 4(@x)®  16(@r)’ [ )

1
4+ ———= [-5M'% — M"" — 10rM" — 10M'r'
64 (@x)" [ ) (B.2)
- Q—ﬁ [21M"2 + 28M' M" + T0rM'?)
20 (W
231 v g . 1155 M
512 (@)™ 4096 ()"

Para a teoria livre m? = 42 , oy = @% = (k? + p’c 2 Q. em (B.2) é chamada
K k

de soluc3o adiabdtica de quarta ordem e apresenta derivadas temporais de ¢(7) de até
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quarta ordem.

A=t _ 1 i p2e(D' + D?) & 5,u4c2D2

20 T 18@)°  ea(@d)
2
it 64"; )7( " +4D"D +3D'? + 6D'D? + D*)
k
ptc?
25650 (21D'% +28D" D + 126D’ D + 49D*)
Wi
231u8c3 el T
= PP a st
512 (@) e & 4096
+(§—ad)[— - (dD'+———D )
(@)’ 4
+ 2@ (2dD" + d(d — 1)D" + d(d — 1)D" D)
“k
2
. 5,& c - (dD"D +de2 + d(3d+ 1)D1D2 d(d 1)D4>
32(@?) 4 4
35 Pﬂ 2 d(d— 1) 4
i @) (dDD S
3 1 d?(d - 1)2
. 2 d2 12 _2d_1Dn’ 2 D4 .
T ag [16(@2)5< pi ol )

(B.3)

Para a teoria com interacdes, 2. em (B.2) apresenta termos contendo derivadas tem-

porais de m? além dos termos que podem ser obtidos de (B.3) através da substituicdo

de u? por m?





