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Resumo

O presente texto sistematiza pesquisas realizadas pelo autor, seus alunos e colaboradores
nos ultimos dez anos, buscando-se utilizar uma notacdo tnica e consistente. Escolheu-se
relatar pesquisas que tém como mote comum conseguir resultados relevantes juntando
técnicas de duas dreas: Processamento de Sinais e Telecomunicag¢bes por um lado e Sis-
temas dinamicos, de outro. Especificamente, retratam-se resultados de duas linhas de
pesquisa seguidas pelo autor. Na primeira, objetiva-se caracterizar espectralmente sinais
gerados por mapas unidimensionais lineares por partes. Na outra, pretende-se adaptar
sistemas de comunicagao baseados em sincronismo cadtico para que possam ser utilizados
em aplicagoes préticas, fazendo frente, por exemplo, a ruido aditivo, canais de banda, limi-
tada, distorgOes e atrasos inerentes a canais de comunicagdo. Os resultados relatados aqui
foram apresentados em 4 dissertacées de mestrado ¢ 2 teses de doutorado e publicados
em 12 artigos de periddicos listados no Journal Citation Reports, em 6 capitulos de livro

e em 22 artigos completos em anais de congressos.
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A seguir sdo listadas as principais abreviagdes usadas na dissertagio. No caso de siglas

consagradas na literatura internacional, optou-se por manter as mesmas em inglés.
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cNLMS
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DCSK
DEP
DSCI
GSC
EMSE
FIR
IR
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Additive White Gaussian Noise - rufdo branco gaussiano aditivo
Bit Error Rate - taxa de erro de bit

chaotic LMS - LMS cadtico

chaotic NLMS - NLMS cadtico

Chaos-Shift Keying - comutacao cadtica

Differential CSK - CSK diferencial

Densidade Espectral de Poténcia

Dependéncia Sensivel com as CondigGes Iniciais

Gerador de Sinais Cadticos

Excess Mean-Square Error - erro médio quadrético em excesso
Finite Impulse Response - resposta ao impulso de duragao finita,
Infinite Impulse Response - resposta ao impulso de duracgdo infinita
Intersymbol Interference - interferéncia intersimbdlica
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Least Mean Squares - minimos quadrados

Normalized LMS - LMS normalizado

Sequéncia de AutoCorrelagéo

Sistema de Comunicacao Baseado em Caos

Signal to Noise Ratio - relagio sinal ruido

Transformada de Fourier de Tempo Discreto






Lista de Simbolos

Neste texto, matrizes sio indicadas por letras maiisculas em negrito e itdlico, por exemplo
A. Vetores-coluna sao indicados usando-se letras mintsculas em negrito e itdlico, por
exemplo r(n) e v(n). Escalares sio representados por letras maitisculas ou mintsculas

em itdlico, por exemplo M, pe s(n). A seguir sio listados os principais simbolos utilizados.

Sfmbolos gerais

N conjunto dos nimeros naturais

R conjunto dos nimeros reais

RM espago dos vetores-coluna M dimensionais com elementos reais
U subconjunto de RM

#X cardinalidade do conjunto X

Ix(:) fungao indicadora do conjunto X

P(X) probabilidade do conjunto X

Ty, By oy B elementos do vetor &

||| norma euclideana ou ly do vetor @

|z mdédulo do escalar

r) funcao com dominio e contradominio U

) k-ésima iterada do mapa f(-)

Df() jacobiano de f(+)

f) fungao com dominio e contradominio U, caso unidimensional
) derivada de f(-) com relagdo ao seu argumento

F~UX) contraimagem do conjunto X sob a operagao do mapa f(-)
0 vetor-coluna com elementos nulos

a(-) fungéo impulso unitdrio de tempo continuo
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operador esperanca matematica
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C,Cy, Cie R
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condicao inicial

hiperesfera de raio unitario com centro em 8p
sinal ou drbita com condigao inicial 8¢
trajetéria da érbita s (n; 8p)

conjunto limite da drbita s (n; sp)

maior niimero de Lyapunov do sinal s (n; 8g)
maior expoente de Lyapunov do sinal s (n; sg)
maior expoente de Lyapunov para um mapa com um unico atrator
ponto fixo de f()

ponto eventualmente periédico de f(-)

mapa de conjugagao

mapa tenda

mapa tenda inclinada

parametro de f()

expoente de Lyapunov do mapa fr(-)

mapa de Bernoulli

nimero de segmentos do mapa fg(-)
pardmetros de fp(-)

expoente de Lyapunov do mapa fp(-)

mapa quadratico

mapa de Hénon
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Capitulo 1
Introducao

O presente texto tem por objetivo sistematizar a pesquisa que o autor e seus colaboradores
tém desenvolvido ao longo da tltima década, envolvendo aplicagoes da Teoria de Sistemas

Dinamicos e Caos em processamento de sinais e sistemas de comunicacoes.

De forma simplificada, pode-se dizer que um sinal caético é limitado em amplitude,
aperiddico e apresenta Dependéncia Sensivel com as Condigdes Iniciais (DSCI) [1]. Essa
ultima, propriedade significa que se o sistema que o gerou for iniciado com uma condicdo
ligeiramente diferente, o sinal obtido pode apresentar valores completamente distintos do

sinal anterior em curto perfodo de tempo [1].

Em Telecomunicagoes e Processamento de Sinais, as pesquisas envolvendo aplicagoes
de sinais cadticos iniciaram-se no comego da década de 1990 apds os trabalhos seminais
(2, 3]. Desde entéo, as possibilidades de aplicacdo da Teoria do Caos nessas dreas vém
aumentando, indo desde modulagoes analdgicas e digitais até criptografia, geracao de
sequéncias pseudoaleatérias, marcas d’dgua e muitas outras (veja, por exemplo, [4-12]).
Além disso, mostrou-se que modelos de diversos dispositivos usados em processamento de
sinais como equalizadores cegos e redes de phase-locked loops podem apresentar compor-

tamento cadtico [13-17].

Especificamente em Telecomunicagbes, as propostas giram em torno de se transmitir
informacao digital codificada em um sinal cadtico. Dessa forma, cada simbolo é trans-
mitido por uma forma de onda unica, diferentemente do que acontece nos sistemas de
comunicagao digital usuais, em que a cada simbolo da constelacdo atribui-se uma forma
de onda. Essa abordagem néo permite, em principio, utilizar os receptores 6timos ba-
seados em filtros casados [18]. Assim, em um canal ndo dispersivo, esperam-se taxas de
erro de bit (BER - Bit Error Rate) mais altas do que as encontradas em sistemas con-
vencionais. FEssa desvantagem pode eventualmente ser compensada por um incremento
na seguranca [19] e pelo fato dos sinais cadticos serem de banda larga em geral, o que

implica em propriedades tipicas dos sistemas de espalhamento espectral [7].
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A grande maioria dos trabalhos na drea descreve o desempenho de um Sistema de Co-
municagao Baseado em Caos (SCBC) em condicoes ideais de canal. Raramente confronta-
se estes sistemas com situagoes usualmente encontradas na pratica, como distorgao, li-

mitagdo em banda, ruido aditivo e atrasos inerentes especialmente a canais sem fio

Apesar de ser necessario muita pesquisa para tornar SCBCs efetivamente competiti-
vos, as primeiras implementacgoes praticas vém surgindo nos tltimos anos. Por exemplo,
um grupo de pesquisadores do Laboratério de Comunicagdes Oticas da Universidade de
Atenas, na Grécia, implementou recentemente um enlace de 120 km de fibras épticas na
regiao metropolitana de Atenas transmitindo na faixa de gigabits por segundo usando
portadoras cadticas. O trabalho foi publicado no prestigiado periédico Nature [19, 20].
Deve-se ressaltar no entanto que as condigtes do canal utilizado eram bem controladas e
ele havia sido equalizado de forma nao adaptativa. Caso a mesma filosofia fosse empregada
em um canal em que ruido e distorgdo estivessem presentes de forma mais pronunciada,

os resultados possivelmente seriam ruins.

Tendo essa situacdo em mente, o autor vem estudando, ao longo dos ltimos 19 anos,
o desempenho de SCBCs em situagbes realistas e formas de aperfeicod-los de modo a

atingirem comportamentos aceitdveis em aplica¢oes praticas.

Essas pesquisas tiveram apoio financeiro dos seguintes érgaos de fomento:

e Fundacio de Amparo & Pesquisa do Estado de Sdo Paulo (FAPESP)

— Processo 1998/13362-6 - Bolsa de mestrado do autor;
— Processo 2007/04251-7 - Auxilio a Participagdo em Evento - XXV Simpdsio

Brasileiro de Telecomunicagoes - SBrT 2007;

— Processo 2008/05283-2 - Auxilio & Participagao em Evento - XXVI Simpdsio

Brasileiro de Telecomunicagoes - SBr'T 2008,
— Processo 2009/02283-4 - Auxilio & Publicagao - Mathematical Problems in En-
gineering;

— Processo 2013/14911-5 - Auxilio & Participagao em Evento - XXXI Simpdsio

Brasileiro de Telecomunicagoes - SBr'12013;

Processo 2014/04864-2 - Projeto de Pesquisa - Regular - Andlise Espectral de
Sinais Cadticos com Aplicagies em Comunicagdes - Vigéncia: julho/2014 a
junho/2016. Valor total: R$ 43 901,51.

e Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq)

— Processo 303926/2010-4- Bolsa de produtividade em pesquisa nivel 2 - Enge-
nharia Elétrica - Vigéncia margo/2011 - fevereiro/2014.



— Processo 4479901/2013-9 - Edital Universal 14/2013 - Faixa A - Aspectos
Prdticos de Sistemas de Comunicag¢do Baseados em Caos - Vigéncia: dezem-
bro/2013 - novembro/2017. Valor total: R$ 29939,15;

— Processo 311575/2013-7- Bolsa de produtividade em pesquisa nivel 2 - Enge-
nharia Elétrica - Vigéncia margo/2014 - fevereiro/2017.

e Coordenagio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES)

— 2 bolsas para alunos de mestrado e apoios a participagoes em eventos.
Além disso, contaram com a infraestrutura dos seguintes laboratérios:

e Laboratério de Comunicagoes e Sinais do Departamento de Engenharia de Telecomu-
nicacoes e Controle da Escola Politécnica da Universidade de Sdo Paulo (EPUSP);

e Laboratdrio de Processamento de Sinais do Departamento de Engenharia de Siste-
mas Eletronicos da EPUSP;

e Laboratdrio de Sinais e Sistemas da Universidade Federal do ABC.

Os resultados obtidos em conjunto com orientados de pds-graduacéo e colaboradores
de diversas instituigdes levou & seguinte produgdo associada nos tltimos 11 anos, ou seja,
desde a conclusido do doutorado do autor, em fevereiro de 2006:

o 12 artigos em peridédicos listados no Journal Citation Reports (JCR): [13, 21-31]

e (6 capitulos de livro [32-37]

09 artigos completos em anais de congressos internacionais [38-46]

13 publicages em congressos nacionais [47-59)]

04 dissertagbes de mestrado orientadas [60-63]

01 tese de doutorado coorientada [64]

02 orientagdes de doutorado em andamento, sendo uma delas [65] depositada em
fevereiro de 2017.

Além disso, parte consideravel dos esforgos da comunidade cientifica na pesquisa de

aplicagoes realisticas para SCBCs foram publicados em livro coeditado pelo autor [9].

No presente texto, buscando-se utilizar uma notagao inica e consistente, resumem-se

esses resultados.
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No Capitulo 2 sdo apresentadas definigoes e notagoes basicas relacionadas a sistemas
dinamicos em tempo discreto e que sao utilizadas em todo o trabalho. Também sdo
apresentados os mapas empregados aqui como Geradores de Sinais Cadticos (GSC). A
seguir, no Capitulo 3 discutem-se resultados relacionados & caracterizacao espectral dos
sinais cadticos. No Capitulo 4, uma forma simples de obter o sincronismo entre dois
sistemas idénticos de tempo discreto é mostrada. Esse sincronismo é utilizado para a
proposta e andlise de desempenho de um SCBC em condigoes encontradas na prética.
Por fim, no Capitulo 5 fazem-se algumas observagoes finais.



Capitulo 2

Sinais cadticos de tempo discreto:

notacao e definicoes basicas

Neste capitulo definem-se e comentam-se os principais conceitos relacionados a sistemas
dindmicos néo lineares de tempo discreto empregados nos capitulos subsequentes. O texto
apresentado é inspirado principalmente em trechos da dissertacdo de mestrado [66] e da

tese de doutorado do autor [67], com as devidas atualizacbes e padronizagéo de notagao.

Na Secéo 2.1 define-se a notagdo utilizada na representacdo de mapas e sinais. A
seguir, na Secdo 2.2, sao apresentados os conceitos de DSCI e expoentes de Lyapunov.
A partir deles, na Secdo 2.3, formaliza-se a definicdo de sinais cadticos e na Secgéo 2.4
exemplificam-se alguns GSCs. Por fim, na Sec¢ao 2.5 expdem-se os conceitos de densidade

invariante e operador de Frobenius-Perron e na Secao 2.6 fazem-se algumas conclusoes.

2.1 Conceitos e definicoes basicas

Um sistema dinamico é um conjunto de possiveis estados com uma regra deterministica
que define o estado presente em fungao dos anteriores. Neste texto trata-se em particular

dos sistemas dindmicos de tempo discreto, definidos a seguir.

Definig¢ao 2.1. Seja f (.) uma fungéo cujo espago de partida U C R (dominio) é igual

ao espago de chegada (contradominio). A equagdo de diferengas
s(n+1) = f(s(n), (2.1)
com n € N, 8(0) = 89 € U, representa um sistema dindmico de tempo discreto ou mapa.

Definicao 2.2. A drbita ou sinal correspondente a sq gerado a partir de f (.) e 8¢ fixo é

a funcio s(n) = f(s¢), em que f* (.) representa a k-ésima aplicagao sucessiva de f(.) e

5
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7 (89) = 8. O ponto sy é chamado de condi¢do inicial de 8(n). Quando for importante

destacar a condi¢do inicial 8y de um sinal, ele serd indicado por s (n; sq).

Definicao 2.3. A trajetdria da érbita s (n; so) de f(.) é o conjunto
Sso = {8(n;80),n € N}. (2.2)

Definigao 2.4. Um ponto ¢ é dito ponto fito do mapa ou de f(.) se f(c) = c e,
portanto, s(n;c) = ¢,¥n € IN.

A periodicidade e a estabilidade de 6rbitas periddicas sdo importantes no estudo de
sinais cadticos, pois a auséncia de perfodo é uma das principais caracteristicas desses

sinais. Assim, definem-se a seguir periodicidade, estabilidade e conceitos relacionados.

Definigao 2.5. Seja o mapa (2.1) e p um ponto do dominio de f(-). O ponto p é dito
eventualmente periddico de perfodo k > 0 se para algum n, € N, f***(p) = f*(p) para
todo n > n, e k é o menor natural que satisfaz essa condicdo. A drbita s(n;p) é dita
eventualmente periddica de perfodo k. No caso em que n, = 0, p é dito periddico e s(n; p)

é periddica de periodo k.

Defini¢ao 2.6. Seja o mapa (2.1), com f(-) continua e diferencidvel. Uma 6rbita s(n; a)
é dita assintoticamente periddica se convergir para uma orbita periddica quando n — oo;
ou seja, existe uma drbita periddica s(n;p) tal que lim, o ||s(n;a) — s(n;p)|| = 0. O
ponto a é dito assintoticamente periddico. Uma drbita (respectivamente, ponto) néo

assintoticamente periédica (periédico) é chamada de aperiddica (aperiddico).

Definigao 2.7. Um ponto fixo ¢ de (2.1) é:

1. atrator se existe 6 > 0 tal que, para qualquer érbita s (n;sg) com ||sp — || < 4,

limy, 00 8 (N,80) = ¢;

2. estdvel sequndo Lyapunov se, dado € > 0, existe um 6 > 0 tal que se |[so — ¢|| <

entdo ||s (n; so) — ¢|| < € para todo n > 0;
3. assintoticamente estdvel se é atrator e estavel segundo Lyapunov;

4. instdvel se ndo é atrator e nem estavel segundo Lyapunov.

As trajetérias que se iniciam préximas de um atrator podem sair de suas proximidades
a curto prazo, porém, devem aproximar-se dele a longo prazo. As trajetdrias que se iniciam
préximas de um ponto fixo estdvel segundo Lyapunov devem permanecer nas proximidades
desse ponto para todo n > 0, ndo convergindo, necessariamente, para ele. Essas situagoes

sdo mostradas de forma esquemdtica nas Figuras 2.1(a) e (b). As trajetérias préximas
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) raio = €
raio =0

raio =90

(a) (b)

Figura 2.1: Diagrama esquemético do comportamento de uma dérbita préxima (a) de um
ponto fixo atrator (b) de um ponto fixo estdvel segundo Lyapunov. Fonte: [67].

de um ponto fixo assintoticamente estavel além de convergirem para ele, permanecem o

tempo todo numa vizinhancga dele.

Se uma drbita s(n; p) é peridédica de periodo k para o mapa (2.1), p é um ponto fixo do
mapa s(n+1) = f¥(s(n)). Assim, a anilise da estabilidade da érbita periddica s(n; p) é
feita por meio da anilise da estabilidade do ponto fixo p do sistema s(n+1) = f* (s(n)).

O conjunto limite de uma 6rbita é o conjunto de pontos cuja vizinhanga é frequente-

mente visitada por ela. Formalmente, tem-se a defini¢ao a seguir.

Defini¢ao 2.8. O conjunto limite da drbita s (n; so) de f(-) é dado por

Q(s0) = {8/V{n.e},In >n,,||f"(s0) — 8| < e}. (2.3)

Se 2 (sp) é o conjunto limite de um 6rbita e rg é uma outra condigdo inicial, entéo

diz-se que a drbita 8 (n;rg) (ou o ponto 7o) é atraido para €2 (8g) se Q(ry) C (so).

Pontos de uma érbita podem ou nao estar contidos em seu conjunto limite. O conjunto
limite pode nao ter nenhum ponto em comum com a drbita, como no caso do conjunto
limite de uma érbita convergindo assintoticamente para um ponto fixo atrator. Nesse
caso, o conjunto limite é um dnico ponto, o ponto fixo atrator. A 6rbita é atraida para

esse ponto fixo.

Definicao 2.9. Um atrator é um conjunto limite que atrai um conjunto de condicoes
iniciais de medida nao nula. Esse conjunto de condigoes iniciais é chamado de bacia de

atracao.
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Um conjunto A C B é denso em B se arbitrariamente proximo de cada ponto de B
existe um ponto de A. Em outras palavras, para cada s, em B e cada € > 0, a vizinhanga,

{s €U/||s« — 8|| < &} contém um ponto de A.

2.2 Numero e expoente de Lyapunov

Um conceito fundamental para o estudo de sinais cadticos é a DSCI definida a seguir [1].

Defini¢do 2.10. Seja (2.1) um mapa em U C RM. Um ponto s¢ € U tem DSCI se existe
uma distancia euclidiana nao nula € tal que pelo menos algum ponto arbitrariamente
proximo de sg é eventualmente mapeado a pelo menos € unidades da imagem correspon-
dente a sg. Mais precisamente, existe € > 0 tal que, para qualquer § > 0, a bola aberta
de raio § centrada em s, {s € U/ ||s — 8¢|| < §} , contém pelo menos um ponto s, tal
que ||f™ (8x) — f™ (80)|| > € para algum n, € IN. Nessas condi¢des, a 6rbita s (n;sg)

apresenta DSCI.

Valendo-se apenas dessa defini¢do, é dificil verificar essa propriedade para uma dada

6rbita, exceto em casos excepcionais.

A seguir definem-se os expoentes de Lyapunov que representam taxas de divergéncia
exponencial média entre duas érbitas suficientemente prdximas e que possibilitam a veri-
ficagdo da DSCI de forma operacional. Dai a importancia do estudo de sua definicdo e de
métodos numéricos para o seu calculo. Inicia-se com o caso unidimensional e, a seguir,

passa-se ao caso M-dimensional.

2.2.1 Caso unidimensional

O comportamento das érbitas do mapa unidimensional de tempo discreto

s(n+1) = f(s(n)), (2.4)

nas proximidades de um ponto fixo é fortemente influenciado pela derivada de f(-) nesse
ponto, supondo que ela exista. Por exemplo, se ¢ é um ponto fixo de f(-) e o médulo da
derivada nesse ponto obedece |f'(c)| = ¢ > 1, entdo toda drbita s (n; sg) com sy suficien-
temente préximo de ¢ afasta-se de ¢ com uma taza multiplicativa de aprozimadamente £
por iteracdo, até mover-se para longe de c. Isto pode ser visto pela expansao em série de

Taylor de f (sp) em torno de ¢:

f (s0) = f(c) + f'(c) (s0 — ¢) = f(s0) — f(c) = f'(c) (50— ¢) =
= |f(80) — C| = |S() — Cl . (25)
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Para um ponto periédico p de periodo k, essa informagio pode ser obtida olhando-se

a derivada da k-ésima iteragio de f(-) j4 que p é ponto fixo de f*(-). Pela regra da cadeia,

)= ’(f’“‘1 ®) - (FF2w) - F (2 w) - f o) =
7 (p H F (s (2.6)

ou seja, ¥ (p) é o produto das derivadas de f(-) calculadas nos k pontos distintos de
Sp. Suponha que o médulo desse produto seja £ > 1. Pelo mesmo raciocinio utilizado
para pontos fixos, uma 6rbita com condigdo inicial préxima de p separa-se de s(n;p) a
uma taxa de aproximadamente ¢ depois de k iteragbes. Faz sentido entdo descrever a
taza multiplicativa média de separag¢do por iteracdo entre as duas Jrbitas como sendo

L = (§)Y*,

O nimero de Lyapunov generaliza as taxas obtidas acima para o caso em que os

pontos nao sao necessariamente periddicos.

Definicao 2.11. Seja o mapa unidimensional (2.4). Se f(:) for diferencidvel nos pontos

da trajetéria da Grbita s (n; sg), o seu numero de Lyapunov é

1N
L(so) = lim <H If' (s ) (2.7)
se o limite existir. O ezpoente de Lyapunov h(sg) é definido como
h(so) = In(L(s0)), (2.8)
se L(sp) existir.
Segue da definigdo que o niimero de Lyapunov de um ponto fixo ¢ do mapa (2.4) é

|f'(c)| e o expoente de Lyapunov de um ponto periédico sy = p de perfodo k desse mesmo

mapa é

- "(5(m;

A Defini¢ao 2.11 permite algumas consideragoes sobre estabilidade:

e um ponto fixo ou uma drbita periédica que tenha expoente de Lyapunov negativo
serd assintoticamente estdvel pelo argumento apresentado em (2.5), j4 que nesse
caso ¢ < 1;

e também de (2.5), conclui-se que expoente de Lyapunov positivo indica que o ponto

fixo ou a 6rbita periddica é instdvel, pois nesse caso £ > 1.
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Esses fatos s@o relevantes por causa do seguinte teorema, cuja demonstragao é apre-

sentada em [1]:

Teorema 2.1. Seja o mapa (2.4). Se a 6rbita s(n;sg) satisfaz f' (s(n)) # 0 para todo
n € IN e é assintoticamente periddica tendo como limite a érbita periddica s(n; p), entao
as duas 6rbitas tém expoentes de Lyapunov idénticos, assumindo que ambos estejam
definidos.

Conclui-se assim que se uma Orbita limitada possui expoente de Lyapunov positivo
ela ndo pode ser assintoticamente periddica tendo como limite uma orbita periddica as-
sintoticamente estdvel ou convergir para um ponto fixo assintoticamente estavel. Assim,

restam duas possibilidades para esse tipo de érbita

e ou ela é assintoticamente periddica convergindo para uma érbita periddica instavel,

caso pouco provavel em geral; ou

e ela é aperiddica.

Essa conclusao ¢ fundamental para a classificacdo de uma érbita como “caética”, como

serd visto na Secao 2.3.

E comum um mapa ter um tnico atrator estdvel que atrai quase todas' as condigtes
iniciais. Nesse caso, quase todas as Orbitas terdo mesmo expoente de Lyapunov A que
é igual ao de uma 6rbita que se inicia dentro do atrator. Para esses mapas, toma-se a

liberdade de escrever que h é o expoente de Lyapunov do mapa, como € usual na literatura.

Finalmente, outro conceito que é conveniente definir neste ponto é o de mapas conju-
gados. O ndmero de Lyapunov é simples de ser calculado, por exemplo, para sinais gerados
por mapas lineares por partes, j& que esses apresentam derivada constante em cada tre-
cho. Porém para mapas mais genéricos, a determinacao desse niimero e das propriedades
associadas a ele tornam-se mais dificeis. A conjugacao permite deduzir propriedades das

érbitas de um mapa a partir da “parecenca” dele com outro eventualmente mais simples.

Definigao 2.12. Seja C(-) um mapa continuo e injetor. Os mapas f(-) e g(-) sdo
conjugados se eles estdo relacionados por uma mudanga de coordenadas C(:) tal que
Co f(:) = goC(-). A notagdo C o f(-) significa C (f(-)) e C(-) é chamado de mapa de

conjugacao.

O mapa C(:) indica uma correspondéncia entre pontos dos mapas f() e g(-). O
seguinte teorema, demonstrado em [1] resume a relevancia da conjugacdo no estudo de

sistemas dindmicos nao lineares.

10 termo quase toda(o)s neste texto é usado no sentido de que existe apenas um conjunto de medida
nula que n#o satisfaz a propriedade.
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Teorema 2.2. Considere os mapas f(-) e g(-) conjugados por C(-). Pode-se afirmar que:

1. se p é um ponto periddico de perfodo k de f(-), entdo C(p) é um ponto periddico
de periodo k de g(+);

2. se a derivada de C(-) é ndo nula em todos os pontos da dérbita s(n;sp) de f()
entdo existe uma Grbita correspondente C (s (n;sq)) de g(+) com mesmo niimero de

Lyapunov.

Esse teorema expressa que dados dois mapas conjugados, a cada érbita de um corres-

ponde uma érbita do outro com mesmo periodo € mesmo nidmero de Lyapunov.

2.2.2 Caso M-dimensional

Em sistemas discretos M-dimensionais, a cada érbita estdo associados M expoentes de

Lyapunov.

Seja o mapa (2.1) com f : U C R™ — RM diferencidvel e seja J; = Df*(sg) o
jacobiano de f*(-) calculado em sy. Param = 1,2,...,M, seja rl(gm) o comprimento do
m-ésimo maior semieixo do elipsoide JyF (8p) para uma 6rbita com condicdo inicial sg
em que E (8g) é uma hiperesfera de raio unitdrio centrada em 8. A notacio JiE (s)
representa o produto dos versores que descrevem a hiperesfera E (8q) pelo jacobiano Jj.

(m)
k

Entao ;" mede a contragdo ou expansdo préximo & érbita de sy durante as primeiras

k iteragoes na diregdo do m-ésimo maior eixo do elipsoide JxE, que é representada pelo

Versor u,(cm) g

A Figura 2.2 ilustra esses conceitos no caso bidimensional.

i)

E(so)

Figura 2.2: Evolucao de uma esfera centrada na condigéo inicial 8q quando submetida ao
mapa (2.1), com f(.) diferencidvel. Caso bidimensional. Fonte: [67].
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Definicao 2.13. O m-ésimo nimero de Lyapunov, m = 1,2,...,M, de s(n;8g) é dado
por
1/k
(m) _ ((mv
L™ (sp) klg{.lo i, , (2.10)

se o limite existir. Nesse caso, 0 m-ésimo expoente de Lyapunov de s (n; 89) é ™ (sy) =
In LM (sg).

Note que a definicdo assegura que, para uma certa érbita, os mimeros e expoentes de
Lyapunov obedecem LV (s0) > L™ (s0) > ... > L™ (s4) e b (89) > b (s0) > ... >

hM) (s,), respectivamente.

Pode-se demonstrar [1] que todas as consideracoes feitas no caso unidimensional con-
tinuam vélidas para o caso multidimensional, inclusive o Teorema 2.1 e as observagoes
que o seguem, devendo-se considerar nas anélises o sinal do maior expoente de Lyapunov
h®) (s0) da érbita. Ou seja, a existéncia de um tinico expoente de Lyapunov positivo j4
impede a érbita de convergir para um ponto fixo atrator ou para uma drbita periédica

atratora.

No restante do trabalho, para facilidade de notagao, o maior expoente de Lyapunov
de uma, érbita h() (sq) serd denotado por h(sg). Quando o mapa tem um tnico atrator
que atrai quase todas as drbitas, representa-se os expoentes de Lyapunov do atrator
simplesmente por ™, m = 1,2, ..., M, que sdo ditos expoentes de Lyapunov do mapa,

como é usual na literatura.

Fxistem diversas técnicas para o calculo numérico dos expoentes de Lyapunov para
os sinais gerados por um dado mapa. Nos experimentos numéricos descritos nos demais
capitulos desse trabalho, utilizou-se a cldssica abordagem do mapa tangente (veja, por
exemplo, [1, p. 199-203]). Outra técnica especialmente Gtil no caso de mapas nao suaves

é o das dinimicas clonadas, recentemente proposto em [68].

2.3 Sinais cadticos

A definigao de sinais cadticos utilizada aqui é a introduzida por [69] na forma como foi

expressa em [1].

Defini¢gao 2.14. Um sinal limitado em amplitude é cadtico se é aperiddico e apresenta
DSCI.

Uma érbita com DSCI, pela prépria Defini¢ao 2.10, é instavel ja que é sempre possivel
encontrar um ponto arbitrariamente préximo de sua condicgao inicial cuja érbita relacio-
nada estara distante apds algumas iteragbes. E exatamente ai que reside a “imprevisibi-

lidade” caracteristica dos GSCs. Como, numa situagao pratica, muitas vezes nao se sabe
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com toda a precisao a condigio inicial de uma drbita, é impossivel prever o valor assumido
pelo sinal gerado apds certo tempo (conhecido como tempo de horizonte) dependente da

incerteza na condicao inicial.

Como foi visto, os expoentes de Lyapunov funcionam como uma quantificacdo da

DSCI. O seguinte teorema garante esse fato [1].

Teorema 2.3. Suponha que um sinal s (n; 8g) tenha maior nimero de Lyapunov L (sg)
e maior expoente de Lyapunov h(sg). Esse sinal apresentard DSCI se L (sg) > 1 ou
h (So) > 0.

Esse teorema é bastante intuitivo considerando-se que os expoentes de Lyapunov me-
dem a divergéncia exponencial de érbitas préximas. Como existem algoritmos disponiveis
para o calculo numérico dos expoentes de Lyapunov [1, 68], tem-se uma forma quantitativa

para se determinar se uma érbita apresenta DSCI. Desse teorema, segue que

Corolario 2.1. Um sinal s(n;sp) limitado em amplitude, aperiédico e satisfazendo
h(sg) > 0 é cadtico.

A determinacdo da periodicidade ou nédo de um sinal ndo é simples. Nos procedi-
mentos numéricos nesse trabalho usa-se a condi¢do h (sp) > 0 como “suficiente” para
considerar um sinal como caético, como é adotado usualmente na literatura focada em
aplicacoes. Essa escolha é numericamente justificivel pelo fato de que apenas sinais
periddicos instéveis possuem h(8g) > 0, como visto na Secéo 2.3. Esses sinais tém, em

geral, probabilidade nula de serem obtidas num experimento numérico.

Outra definicdo usual na literatura é a de atrator cadtico [1].

Definicao 2.15. Seja o sistema dindmico s(n—+1) = f (8(n)) e um sinal cadtico s (n; so)
gerado por esse sistema. O conjunto §2(sg) dessa 6rbita é chamado de conjunto cadtico

se 8o € Q(sp). Um atrator cadtico é um conjunto cadtico que também é um atrator.

Em outras palavras, um conjunto cadtico é o conjunto limite de uma drbita cadtica
que esta contida no seu conjunto limite. A exigéncia de que a érbita cadtica esteja contida
no seu préprio conjunto limite garante que o conjunto cadtico tenha uma érbita densa e

que, portanto, seja irredutivel.

2.4 Alguns geradores de sinais cadticos

Nesta segao apresentam-se alguns mapas utilizados nos capitulos seguintes como GSCs.
Inicia-se com mapas unidimensionais, incluindo-se os mapas tenda, tenda inclinada e
quadratico. Em seguida, passa-se a mapas multidimensionais, especificamente os mapas

de Hénon, de Tkeda e uma versdo tridimensional do mapa de Hénon.
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2.4.1 Mapa tenda fr()

O mapa tenda unidimensional é dado por

fr(s) =1-—2[s|, (2.11)

definindo o sistema dinamico
s(n+1) = fa(s(n), (212)
com condi¢do inicial s(0) = sg € U = [—1,1]. Na Figura 2.3 mostram-se um gréfico de

fr(s) e uma drbita gerada a partir de (2.12).

1 ¥ 1 1 i T I ¥ i
(a)
0.5 |
-05+ |
_1 1 | L 1 1 | 1 ] I
- -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
S
(b) 1 ] i T T T T T T T
0.5 sl
Py
c 0 -
@
0.5} s
-1 I ! 1 ] | ! ! 1 L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
n

Figura 2.3: (a) Mapa tenda fr(s); (b) 6rbita com condigdo inicial sy = v/2/2. Fonte: [67].

Para s # 0, |f/-(s)| = 2 e portanto L (sg) = 2 e h(sp) = In2 para todas as érbitas
com condicdo inicial sg cuja trajetoria nao inclua s = 0. O fato de que A > 0 implica
no provavel aparecimento de érbitas cadticas nesse sistema. Na verdade, utilizando-se a
teoria de dindmica simbdlica, pode-se mostrar que existe uma quantidade nao enumeravel
de condigoes iniciais que geram érbitas cadticas para esse mapa, sendo seu atrator cadtico
o intervalo U [70].

E importante ressaltar que, para qualquer condigdo inicial so racional, a érbita s (n; s¢)
converge para o ponto fixo ¢ = —1. Assim, o comportamento cadtico das érbitas desse

mapa néo pode ser observado em simulagGes computacionais por meio de iteragbes de
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(2.12). Nos trabalhos descritos aqui, para simular a utilizacdo de condigoes iniciais irra-
cionais utilizou-se a abordagem de sistemas lineares alimentados por entradas aleatdrias
descrita em [71].

2.4.2 Mapa tenda inclinada f;(-)

O mapa tenda inclinada é definido por

s(n+1) = fi(s(n)) = { ?s(n) + o3 —1<s(n) <a

—2-s(n) — 2t o <s(n) <1

a—1 a—1?

(2.13)

com pardmetro —1 < @ < 1 e $(0) = s € U = [—1,1]. Um gréfico de f;(-) para a = 0,8
¢ mostrado na Figura 2.4(a) e a érbita s(n; 0) na Figura 2.4(b).

0.7

=Y e — o — s —_
05 > \
b1 0.6
& - \
Z o e 1
= 05
05} ,—//
-1 "0 | — s 0.4
-1 s =08 1
=
(b) P . o o —— — 0.3
o5t 02
S 0
N 01
05
e 1 . ) o . i
0 10 2 3 4 50 60 70 80 90 100 -1 -05 0
n o

Figura 2.4: (a) Mapa tenda inclinada f;(-); (b) trecho da drbita s(n;0) para o = 0,8; (c)
Expoente de Lyapunov do mapa f;(.) em fungéo do pardmetro «. Fonte: [67].

O niimero de Lyapunov L(sy) para quase todas as 6rbitas s(n; sq) é a média geométrica

do médulo da derivada dos dois trechos lineares do mapa, ponderada pelo comprimento

de cada um dos segmentos [72]. Assim, o expoente de Lyapunov de quase todas as drbitas

de fr(-) é
14+« 2 11—« 2
hy = ) ln<1+a)+ 5 hl(l—a)' (2.14)

Na Figura 2.4(c) mostra-se a variacdo de h; com . Observa-se que, para os valores

de o admissiveis h; > 0 e, portanto, os sinais aperiddicos gerados sao cadticos. O valor

maximo € Armqey = In2 e ocorre para a = 0, que corresponde ao mapa tenda fr(.) (2.11).

Um resultado interessante proveniente da teoria da dindmica simbdlica [1] é que para
qualquer —1 < o < 1, f7(.) apresenta érbitas cadticas densas em U sendo esse seu atrator
cadtico.
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2.4.3 Mapa de Bernoulli com r segmentos fp(-)

Seja r um inteiro com r > 2 e —1 = oy < a1 < g < ... < o = 1 uma partigao

do intervalo U = [-1,1]. O mapa de Bernoulli com r segmentos fg : [-1,1[— [—1,1] é

definido por

2 Oy + Q1
=2 4n)- L1 € [a;1,04]. 2.15
a3~ ST parn sfm) € fog ol (215)

s(n+1) = fp (s(n))
Na Figura 2.5(a) mostra-se um exemplo de fg(s) para r =7 e a partigdo definida por
a; = —0,5, ag = —0,3, a3 = —0,1, oy = 0,2, a5 = 0,7 ¢ ag = 0,8. Na Figura 2.5(b) sdo
mostrados trechos dos sinais s(n;0,3) e s(n;0,300000001). Nota-se claramente que esses

sinais sao aperiddicos e apresentam a DSCI caracteristica dos sinais cadticos.

(a) 1
0.5
S
-0.5 T
-1 o o o o o, o
= | 1 2 3 4 5 76
)
1 = T T =
(b) 1
"‘ ; 1 : i ‘l En ‘ B ‘
03 K |||l.‘l e L] )\ W lnl : \ l'
. vl n 0l it |
SN | Wt i g .l.'l \ ( Wall' n L o
& fule w g “li” 1 n i (Al
y ot “'l""'lf il 1 L' ] 1K
-0.5 | it B SR TEY W Y ! |
W ] 1] 1 "y \
v ll!' ' v i ' f
1 ) . ' : J
0 20 40 60 80 100
n

Figura 2.5: (a) Exemplo de mapa de Bernoulli, (b) trechos de s(n;0,3) (linha continua) e
s(n;0,300000001) (em tracejado). Fonte: [31].

Pode-se mostrar [63] que o expoente de Lyapunov para quase todas as érbitas de fz(-)

é dado por

r
a; — Qi1 2
hg = ) ( ) > 0, (2.16)
; 2 O — Q1

sendo U seu atrator.
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2.4.4 Mapa quadratico fg(-)
O mapa quadrdtico fg(.) e o sistema dindmico associado sdo definido por
s(n+1) = fols(n) = —25%(n) +1, (2.17)

para condigdes iniciais s € U = [—1,1].

Um gréfico de fo(.) é mostrado na Figura 2.6(a) € a 6rbita s(n; 0,7) na Figura 2.6(b).

Este mapa tem dois pontos fixos instaveis,

g =-1¢€ ¢y =0,5. (2.18)

1)

N o SN B S —

s(n)
o

e — 3 —l L — e

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 2.6: (a) Mapa quadratico fo(.); (b) trecho do sinal s(n;0,7). Fonte: [67].

A derivada de fg(.) varia ponto a ponto sendo mais diffcil o célculo do expoente de
Lyapunov e a consequente andlise da dindmica das érbitas desse mapa. Para resolver esse
problema, pode-se utilizar o conceito de mapa de conjugacgao, visto na Definicao 2.12,
pagina 10. Pode-se mostrar que os mapas fr(.) e fo(.) sdo conjugados com mapa de

conjugacao [1]

Cro(s) = —cos w (2.19)

Assim, usando o Teorema 2.2 pode-se afirmar que a cada uma das néo enumerdveis
érbitas cadticas de fr(.) corresponde uma drbita cadtica de fg(.) com expoente de Lya-
punov hg = hr =1n2. E interessante ressaltar que algumas condigoes iniciais irracionais
de fr(.) sdo mapeadas em condigdes iniciais racionais de fg(.). Dessa forma, nesse caso, o

comportamento cadtico pode ser observado diretamente por meio de iteragtes de (2.17).
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O conjunto atrator de todas as érbitas cadticas de fg(.) é novamente U.

A seguir, exemplificam-se dois mapas bidimensionais e um mapa tridimensional.

2.4.5 Mapa de Hénon fy(-)

O mapa de Hénon, proposto originalmente em [73|, é definido por

s(n+1) = fu(s(n)) = (2.20)

s1(n + 1)] _ [SQ(’”:) +1-— as%(n)}
sa(n+1) bsi(n)

sendo {a,b} C R parametros. Por exemplo, para a = 1,4 e b = 0,3 verifica-se que esse
sistema é um GSC.

Nos gréficos (a) e (b) da Figura 2.7 mostra-se um trecho da 6rbita obtida com condigéo
T

inicial s = [0 0} para esses valores dos pardmetros. O atrator, obtido desprezando-se

as primeiras 10° iteracoes, é mostrado no grafico (c).

O O ~
L e

Figura 2.7: Mapa de Hénon fy(-): (a) e (b) trecho da érbita com condigdo sg = [0 0]%;
(c) atrator da 6rbita. Fonte: [67].

Os expoentes de Lyapunov das érbitas que séo atraidas para o atrator na Figura 2.7(c)
podem ser obtidos numericamente resultando h() = 0,42 ¢ h® = —1,62 [1, p. 201]. Esses

expoentes e o aspecto aperidédico da dérbita observada levam a concluir que ela é cadtica.

2.4.6 Mapa de Ikeda fi;(-)

Usando algumas hipdteses simplificadoras, o mapa de Ikeda ¢ um modelo para um tipo de
célula que pode ser utilizado em computadores épticos [1, 74]. E um mapa, bidimensional

dado por
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+1 R+ C. n) — inT(n
s(n+1) = fre (s(n)) = si(n+1) _ 2(81(71? cosT(n) — s9(n) sin7(n)) (2.21)
sa(n + 1) Cy (s1(n) sin7(n) — sy(n) cos7(n))
sendo o
m(n) = Cy, — & (2.22)
O T + )
e R, C1, Cy e C3 pardmetros reais.
Considerando-se os pardmetros usuais [1, p. 202
Cr=04, C,=09 C3=6 ¢ R=1, (2.23)

o mapa de Ikeda apresenta um atrator cadtico com expoentes de Lyapunov h(D) = 0,51 e
h®) = —0,72 e um ponto fixo localizado em ¢ = [2,97 4,15} ’ com expoentes de Lyapunov
AW~ —0,11 e A ~ —0,10. Para esse conjunto de parametros, as érbitas de (2.21) podem
apresentar dois comportamentos distintos: (i) convergéncia para o ponto fixo ¢ ou (ii)

convergéncia para o atrator cadtico.

Na Figura 2.8 sao mostrados ambos os atratores no plano s;(n) x ss(n) assim como
trechos de suas bacias de atragdo. O atrator cadtico é mostrado em preto e o ponto fixo
atrator é indicado pela cruz. A drea em amarelo indica a bacia de atragao para o atrator
cadtico. Os pontos fora dessa drea levam a drbita para o ponto fixo. Na Figura 2.9, sdo

mostrados trechos de s;(n) ¢ sy(n) ao longo das iteragdes para so = [00]".

4 L
2f Ponto fixo atrator em [2,97 4,15]T
&
s 0f
-2
| :
-2 -1 0 1 2 3

Figura 2.8: Atratores de frx(-). A drea amarela indica a bacia de atragio para o atrator
cadtico mostrado em preto. Orbitas iniciadas fora da &rea amarela sdo levadas para o
ponto fixo indicado pela cruz. Fonte: [29].
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10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 2.9: Trechos de s,(n) e s3(n) do mapa frx(-) com os pardmetros (2.23), inicializado
com s(0) = [0 0]”. Fonte: [29].

2.4.7 Mapa de Hénon tridimensional frs(-)

Uma generalizacio para trés dimensdes do mapa de Hénon foi proposta em [75]. Ela é

dada por
si(n+1) —as?(n) + s3(n) +1
s(n+1)= fuz(8(n)) = [s2(n+1)| = —bs1(n) , (2.24)
s3(n+1) bs1(n) + s2(n)

sendo {a,b} C R parimetros. Para a = 1,07 e b = 0,3 verifica-se que quase todas as
condigoes iniciais dentro da esfera unitéria geram sinais cadticos cujo maior expoente de
Lyapunov é h ~ 0,23.
Nos gréficos (a)-(c) da Figura 2.10 mostra-se um trecho da drbita obtida com condigao
T
inicial 89 = [0 0 O] para esses valores dos pardmetros. O atrator é mostrado na Figura

2.7(d), desprezando-se as primeiras 10% iteragdes.
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Figura 2.10: Mapa de Hénon tridimensional fgs(+): (a), (b) e (¢) trecho da drbita com
condigéo so = [0 0 0]7; (d) atrator da érbita. Fonte: [67)].

2.5 Densidade invariante e o operador de Frobenius-

Perron

O estudo de dérbitas cadticas em sistemas discretos pode ser facilitado, analisando-se como
seus mapas atuam sobre conjuntos de pontos, descritos por densidades, ao invés de sobre
uma unica condigdo inicial [76, 77].

Quando um dado mapa opera sobre uma densidade como condigdo inicial ao invés de
sobre um 1nico ponto, entao as densidades sucessivas sdo dadas por um operador conhe-
cido como operador de Frobenius-Perron. O objetivo aqui é fornecer uma interpretacao
intuitiva desse operador, que é necesséria nos capitulos seguintes. Restringe-se a discussao

aos mapas unidimensionais.

Orbitas caéticas sao dificeis de serem caracterizadas individualmente. Considerando-
se, por exemplo, o mapa. fg(.), suas érbitas tém como atrator todo o intervalo U = [—1,1]
e, devido & DSCI, seu comportamento de longo termo é imprevisivel, caso néo se conheca

sua condigao inicial com precisdo absoluta.

Pode-se construir um histograma para mostrar a frequéncia com que os pontos ao
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longo de uma trajetéria caem em dadas regides do dominio U. Esse histograma é obtido
dividindo-se U em I intervalos disjuntos de forma que o é-ésimo intervalo, (negligenciando
o ponto +1) é dado por

26—1) 2% .
o[22 12 ) pe=,. L :
U; ; e ),z —_— (2.25)

A seguir, toma-se uma condi¢éo inicial sy e calcula-se uma longa trajetdria de comprimento
K > I. Assim, ¢ imediato estimar a probabilidade P(s(n) € U;) como a fragdo dos K

pontos, chamada aqui de P;, que estao no -ésimo intervalo

_ #{f*(s0) € Uik =0],... K -1}

i K

(2.26)

em que #A representa a cardinalidade do conjunto A.

Nos histogramas da Figura 2.11 mostram-se os resultados desse procedimento, toman-
do-se como condigoes iniciais s1(0) = 0,7 e s3(0) = 0,4, utilizando-se I = 40 intervalos
e K = 10* pontos. Nesses histogramas, a 4rea do retdngulo sobre o intervalo U; é a

aproximagao para P; de (2.26).

Existe uma simetria interessante no resultado ja que os pontos concentram-se clara-
mente préoximos de —1 e 1 com minimo préximo de s = 0, apesar das érbitas ponto a
ponto serem bastante diferentes. Repetindo o procedimento para outras condigoes iniciais
chega-se, em geral, ao mesmo resultado. Assim, apesar da DSCI das 6rbitas individuali-

zadas, essa sensibilidade nao se reflete na distribuigdo dos pontos ao longo da trajetdria.

Nota-se que para algumas condicoes iniciais selecionadas, comportamentos diferentes
podem ocorrer. Por exemplo, algumas condicOes iniciais geram sinais que séo atraidos
para um dos pontos fixos (2.18) de fo(.). Quando isso ocorre a 6rbita assume um va-
lor constante (c; ou ¢y) apds algumas amostras, como exemplificado na Figura 2.12(a).
Para outras condicGes iniciais, a 6rbita é eventualmente periddica e também nao exibe o
comportamento irregular das érbitas da Figura 2.11. Essa situacao é ilustrada na Figura
2.12(b).

O problema da descricdo dos comportamentos esperados para érbitas de um mapa
pode ser parcialmente resolvido abandonando-se o estudo de érbitas individuais em favor

do exame do fluxo de densidades.

Considere um mapa f(.) definido em U e tome-se um grande nimero ¢ de condigoes
iniciais so1, So2,- - -, Sog. A cada uma dessas condigbes iniciais aplica-se o mapa f(.),

obtendo-se @ novos pontos s (1;s01) = s11, 8 (1; 802) = 12, -, $(1; 0g) = s10-

Para definir a densidade inicial e final desses pontos, é interessante introduzir o con-
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(a) s1(0) =07
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(b) ,(0) =0.4
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\J.'lﬂ"{ H } '
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Figura 2.11: Orbitas e histogramas do mapa fo(.) obtidos com K = 10* pontos , I = 40
intervalos e condigoes iniciais (a) 51(0) = 0,7 e (b) s2(0) = 0,4. Fonte: [67].

ceito de fungdo indicadora de um conjunto A. Ela é simplesmente definida por

14(8) 1, ses€ A (2.27)
AlS) = .
0, caso contrario.

Considere-se um intervalo Aq C U e um conjunto de ¢ condigdes iniciais Sg1, Sz, -+«
sog- Pode-se estimar a fungéo densidade po(s) desses pontos para qualquer A pela relagao
[76]

1 Q
]A" po(u)du =~ 0 ; L4, (So)- (2.28)

Considere entao que a funcao densidade p;(s) dos pontos s11, S19, . . ., $1¢ satisfaz
1 Q
/ pr(w)du~ =3 Ia(sa,) (2.29)
4 Q<
para A C U.

Deseja-se obter uma relagdo entre p; e py. Para fazé-lo é necessério introduzir o
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Figura 2.12: Orbitas e histogramas de fg(.) sem comportamento cadtico. (a) sp = —\/%;
(b) so = 0,809016994. Foram usados K = 10* pontos e I = 40 intervalos. Fonte: (67].

conceito de contraimagem de um intervalo A ¢ U sob a operacdo do mapa f(.) ou
F(A) = {s € U/f(s) € A} (2:30)

Como ilustrado na Figura 2.13, para o mapa fo(.) a contraimagem de um intervalo é a

A

-1
-1

uniao de dois intervalos.

5(s)

S

Figura 2.13: Contraimagem do intervalo [—1,5] por fo(.) representada por linhas grossas
no eixo das abscissas com f§ = /=%, Fonte: [67].



2.5 Densidade invariante e o operador de Frobenius-Perron 25

Note que para qualquer A C U,

514 € A& s, € FH(A), (2.31)
para ¢ =1,2,...,Q). Assim, tem-se a seguinte relacdo 1til
T4(f(8)) = Ip-1ay(s). (2.32)

Com (2.32) pode-se reescrever (2.29) como
/p1 u)du ~ ZIf 1(A)(80q (233)

Tomando-se Ag = f~'(A), os membros direitos de (2.28) e (2.33) séo iguais e, portanto

1(u)du = o(u)du. .34
Jpein= [ (2.34)

Essa é a relacdo desejada entre po(.) e p1(.). Dela percebe-se como a densidade inicial

de estados po(.) é transformada por um dado mapa f(.) em uma nova densidade m(.).

Supondo A = [a,s] obtém-se uma representagio explicita para p1(.) reescrevendo-se

(2.34) como
/ p(u)du = / po(u)du. (2.35)
a fﬁl([aﬂs])

Diferenciando os dois membros em relacio a s, obtém-se

d
pis) =7 / po(u)du. (2.36)
§ Jf-1({as))

Fica claro que p;(.) depende de po(.). Na literatura, esse fato é usualmente indicado
por p; =P [py] [76], de forma que (2.36) torna-se

Pl = [ o 2.7

em que se retirou o subscrito de py. Essa expressio define explicitamente o operador de
Frobenius-Perron P [-] correspondente & transformagcio f(.); esse operador é ttil no estudo

da evolugdo de densidades.

Uma densidade p*(s) que seja ponto fixo do operador P[] para um dado f (-) é cha-

mada de densidade invariante para esse mapa. Em outras palavras, p*(s) é uma densidade
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invariante do mapa f(-) se e somente se
Pp*(s)] = p*(s). (2.38)

Exemplo 2.1 (Densidade invariante do mapa fg(:)). Para ilustrar o conceito do
operador de Frobenius-Perron retorna-se ao mapa quadratico fg(.), aplicando-se (2.37) a

uma férmula analitica da contraimagem do intervalo [—1,s].

Da Figura 2.13, nota-se que os pontos extremos dos dois intervalos constituintes de
fé ! ([-1,s]) podem ser calculados resolvendo-se uma equagdo quadritica. Procedendo

dessa forma, chega-se a

3t (~Ls)) = [—1, - 1?] U [ 1;5,1] . (2.39)

Com isto, (2.37) pode ser escrita como

Pfp(s)] = /_ : " p(u)du+ / __p(w)du. (2.40)

Realizando-se as diferenciacoes chega-se a

P[p(s)]:m[p<_ 1;s>+p< 1;s>]_ (2.41)

Essa equacéo é uma férmula explicita para o operador de Frobenius-Perron correspondente

ao mapa fo(.) e mostra como ele transforma uma dada densidade p(.) em outra PP [p(.)].

Por exemplo, tome-se uma densidade inicial

po(s) = % (2.42)

para s € [~1,1]. Entdo, como os termos dentro dos colchetes em (2.41) séo constantes,

um calculo simples fornece:
1

SRV s

Pode-se entdo substituir essa expressao para P [po(.)] no lugar de p(.) no segundo membro

(2.43)
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de (2.41) obtendo-se

1 1 1

P [P [po(s)]] = P* [po(s)] = 2v/2(1 = 5) 2\/2 (1 T \/g) ' Zm

1 1 !
= +
WAL=39) |\ o1 2T=9) [/2-20-9)

Na Figura 2.14(a) sdo mostrados graficos de po(s), P [po(s)] e P? [po(s)]. Nela vé-se que

essas densidades aproximam-se de uma densidade limite. Essa é dada por

(2.44)

it T =TS (2.45)
0, caso contrario

como pode ser verificado substituindo-se p.(s) em (2.38) para o P [p(s)] de (2.41). Sendo

assim, p,(s) é uma densidade invariante.

Evolucéo de densidades — Aplicagédo do operador de Frobenius—Perron

(a) Mapa fQ(.) {b) Mapa fT(.)

1.5

Densidade

Densidade
o
tn =
=

Figura 2.14: (a) Evolugdo da densidade constante po(s) = % por fo(.); (b) Evolugio da
densidade po(s) = $s* por fr(.). Em azul po(s), em verde P [py(s)], em vermelho P [po(s)]
e em preto a densidade invariante, p,(s). Fonte: [67].

Note-se a semelhanga entre o gréfico de p,(s) da Figura 2.14(a) com os histogramas
da Figura 2.11. Na verdade, pode-se mostrar que, para o mapa quadrético, a distribuicdo
dos pontos ao longo de uma érbita tipica aproxima-se de P:(s) da mesma forma que as

iteragoes de densidades [76], propriedade que pode ser reconhecida como uma forma de

ergodicidade desse mapa [4].
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Exemplo 2.2 (Densidade invariante do mapa f/(-)). Tome-se um intervalo [—1,s] C

[—1,1] cuja contraimagem sob f;(.) é dada por

fH([=1,8)) = [-1,6:] U [B2,1] (2.46)

_(a+1)s;—(a—1) e ﬁZ - (a—l).;—i—a—i—l

sendo §; = . Sendo assim, o operador de Frobenius-Perron

é

B1 1
Plo(o] = 5 ([ ptwdu+ [ ptaddn) = 5 e+ 1p(61) + (1 - ap(eall. 240

1!

Observa-se na Figura 2.14(b) que também nesse caso as densidades p(.) sao levadas
por P[] a uma densidade invariante. Nessa figura, tomou-se @ = 0 e considerou-se como
densidade inicial po(s) = 2s® que é levada a P [po(s)] = 2(s — 1)? e P [py(s)] = S(s? —

2
25+ 5).

Como P [%] = 1 em (2.47), é facil ver que a densidade invariante para o mapa fr(-) é
uniforme,

-1<s<1

pi(s) = (2.48)

i
29
0, caso contrario

A ergodicidade observada para o mapa quadratico também se verifica nesse exemplo.

A densidade invariante é um primeiro exemplo de como um sistema claramente de-
terministico pode ser tratado formalmente como um processo estocdstico, em que as
condicoOes iniciais definem as funcoes amostras, para se obter propriedades relevantes do
comportamento assintético das érbitas. Essa visao estd refletida no titulo da reconhe-
cida obra de A. Lasota and M. MacKey, Probabilistic properties of deterministic systems
[76]. Também é a base para se definir Sequéncias de AutoCorrelagdo (SAC) e Densidade
Espectral de Poténcia (DEP) de um GSC no Capitulo 3.

2.6 Conclusoes

Neste capitulo foram definidos e exemplificados conceitos fundamentais da teoria de sis-
temas dinamicos nao lineares de tempo discreto necessérios para o desenvolvimento dos
resultados nos capitulos subsequentes. Entre eles destacam-se os de dérbita caética, nimero

de Lyapunov, densidade invariante e o operador de Frobenius-Perron.

Essa rapida revisao pretendeu estabelecer uma notagao coerente tornando os resulta-

dos descritos acessiveis mesmo a leitores que néo sejam especialistas.

Além disso, com relacdo a caos, 6rbitas e sistemas cadticos, diversos autores usam de-
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finigoes levemente diferentes. Assim, o autor considerou relevante explicitar as defini¢oes

utilizadas no presente texto.
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Capitulo 3

Caracterizacao temporal e espectral

de sinais cadticos

O autor deste texto vem estudando hd vérios anos o problema da definicio e determinacéo
da DEP de sinais cadticos. Esse estudo foi instigado por pergunta que lhe foi dirigida,
quando da sua defesa de doutorado, em 2006, pelo Prof. José R. C. Piqueira, da EPUSP.
O Prof. Piqueira indagou ao autor sobre a banda necesséria para a transmissao dos sinais

caéticos dos SCBCs entao apresentados [67].

Era do conhecimento do autor que muitos trabalhos citavam “banda larga” como uma.
propriedade dos sinais caéticos [7, 78]. No entanto, essa caracterizacio estd longe do que
é necessario em sistemas de comunicagio praticos. Como os canais fisicos séo sempre de
banda limitada, é necessario conhecer exatamente qual a largura de banda ocupada por
um sinal cadtico transmitido e, preferencialmente, ser capaz de controlé-la. Dessa forma,

essa lacuna precisaria ser preenchida para viabilizar o emprego pratico dos SCBCs.

Utilizando sobretudo técnicas descritas no trabalho de Sakai e Tokumaru [79], o autor
juntamente com orientados e colaboradores vem conseguindo obter de forma analftica a

DEP associada com os sinais cadticos gerados por mapas lineares por partes.

Nesse capitulo resumem-se alguns desses resultados. Na Secao 3.1 fazem-se as de-
finigbes basicas necessdrias para a caracterizacao temporal e espectral de sinais caéticos.
Na Segao 3.2, trata-se das dérbitas do mapa fi(-), que foi definido na Secdo 2.4.2. Esse foi
o tema da dissertagdo de mestrado de Daniela M. Kato [60], orientada pelo autor e que
resultou nos artigos [22, 24]. Em seguida, na Segéo 3.3 trata-se da DEP do mapa f5(-),
definido na Segéo 2.4.2, que foi tema da dissertacdo de mestrado de Rafael A. da Costa

[63], também orientada pelo autor e que originou o artigo [31].

31
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3.1 Definicoes basicas

A defini¢do de DEP para sinais caticos ndo é evidente. Esses sinais sao determinfsticos,
por definigao, porém um mesmo mapa gera uma infinidade de sinais diferentes associados
com diferentes condigbes iniciais. Como entdo associar uma DEP ao conjunto de sinais

gerados por um dado mapa?

Uma solucgao eficaz para esse problema é aplicar a sinais cadticos a notacao formal-
mente utilizada para sinais e sistemas aleatérios, como expresso no titulo da obra de Lasota
e MacKey Probabilistic properties of deterministic systems [76]. A ideia bésica é simples:
da mesma forma como um processo estocéstico é um conjunto de fungées-amostras, cada
uma delas deterministica, um mapa é tratado como um conjunto de sinais, cada um
determinfstico, associado a condigbes iniciais diferentes. As médias amostrais sdo subs-
tituidas por médias sobre os sinais gerados por condigbes iniciais diferentes. Da mesma,
forma como nos processos aleatérios ergédicos, nos sistemas dindmicos ergddicos pode-se

substituir médias amostrais por médias no tempo.

Usando a analogia entre mapa e processo estocastico, define-se a SAC R(k) das 6rbitas

de um mapa f(-) ergddico como
R(k) 2 E[s(n)s(n + k)], (3.1)

sendo k£ um numero inteiro que representa o passo da correlagao e n qualquer. A esperanca
matemdtica E[-] é tomada sobre todas as condicBes iniciais que geram sinais cadticos.
Neste cdlculo, considera-se que s(n) = 0 para n < 0. Em particular, define-se a poténcia

média dos sinais cadticos gerados como

Prea = R(0) = E [s(n)"] . (3.2)

Para processos estocdsticos estaciondrios, a DEP S(w) é obtida calculando-se a Trans-
formada de Fourier de Tempo Discreto (TFTD) de R(k), considerando-se k a varidvel
temporal [80, p. 6]. Seguindo a analogia entre sinais cadticos definidos por um mapa e
sinais aleatorios definidos por um processo estocdsticos, utiliza-se a mesma definicdo aqui,
ou seja, o

Sw) =F[R(K)] £ Y R(k)e™*, (3.3)
k=—00

sendo F [-] o operador TFTD.

Como qualquer TFTD, S(w) é periddica com perfodo 27. Além disso, devido & si-

metria par de R(k), ela é real e par. Dessa forma, nos grificos desse texto, sempre
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apresenta-se S{w) no intervalo 0 < w < . Também, pode-se mostrar que (80, p. 5-7]
1 ™
—/ S(w) = Pred, (3.4)
T Jo

justificando assim S(w) ser uma densidade de poténcia.

Muitos sinais, apesar de terem DEP n&o nula sobre todo o intervalo 0 < w < m,
apresentam uma concentracao de sua poténcia numa certa faixa de frequéncias. A banda
essencial B é uma medida dessa faixa efetivamente ocupada pelo sinal. Existem diversas
definicoes formais possiveis para B [81]. Nessa tese, B serd definida como o comprimento
do intervalo de frequéncias em que p = 95% da poténcia do sinal estd concentrada [81].

Para um sinal passa-baixas,

B v
f S(w)dw = p [ S(w)dw = pr Ppeg- (3.5)
0 Jo
Usando essas defini¢oes, nas préximas segdes exploram-se as propriedades temporais

e espectrais das érbitas dos mapas tenda inclinada f;(-) e de Bernoulli fp().

3.2 Um estudo das dérbitas do mapa tenda inclinada

fr()

Escolheu-se inicialmente tratar dos sinais gerados por f;(-), definida na Secéo 2.4.2, pa-
gina 15, porque eles apresentam comportamento rico e variado, mas ainda assim de facil
esquematizacao. Pelo fato destes mapas serem lineares por partes e suas 6rbitas apre-
sentarem densidade invariante uniforme, as dedugdes tornam-se tratdveis analiticamente.
Além disso, nessa familia estd incluso o mapa fr(-) (2.11), cujos sinais gerados possuem

caracteristicas espectrais que jd eram bem conhecidas [82] quando se iniciou o estudo.

Usando o fato de que a densidade invariante p,(s) de f;(+) é uniforme no intervalo
U = [-1,1}], vide (2.48), conclui-se que quase todas as suas érbitas possuem média nula e
poténcia média
1
1
Prea =E [5(n)*] = / §%p,(s)ds = T (3.6)
-1

para qualquer valor de a.
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3.2.1 Sequéncia de autocorrelagao

A partir da definigdo (3.1), obtém-se a seguir a SAC das 6rbitas do mapa f;(:). Para

facilitar a notagao definem-se
z£s(n) e y = s(n+k)=ff(z). (3.7)
Como y é completamente determinado por z, a densidade conjunta p(x,y) é dada por

p(.’l?,y) e p*($)5 (y - flk(‘x)) ) (38)

em que p«(-) é a densidade invariante do mapa fr(-) e §(-) representa a funcdo impulso
unitdrio de tempo continuo [83, p. 22]. Dessa forma, usando-se (2.48) e (3.7) em (3.1),

tem-se
) == [ [ onisis= [ [ o3 (u- 1i6) iy

= %/lmf}“(:c)dx. (3.9)

Assim, para encontrar R(k) é necessério obter uma expressao para fF(-).

O mapa fi(-) é constituido de dois segmentos de reta de inclinagdes de sinais opostos.
A imagem de cada um desses segmentos é igual ao dominio U do mapa. Consequen-
temente, fF(-) consiste de 2 segmentos. Esse fato é ilustrado na Figura 3.1. Em (a)
mostra-se o mapa fr(z) para a = 0,1, em (b) f?(z) e em (c) f?(z). Em (d) é mostrado
um trecho do grafico de f¥(z) para um k genérico. Representa-se a m-ésima solugao da
equagio fF(-) = 1 por ax(m), em que 1 < m < 2571 ¢ a m-ésima solugdo da equagao
fE(-) = —1 por bg(m), com 0 < m < 2871,

As equacdes dos segmentos que constituem o mapa ff(z) sdo:

e segmento que passa por (by(m — 1), — 1) e (ag(m),1):

2 2z — ag(m) — bp(m — 1)

oy o o (2 —bp(m—1)) —1= ol — bl 1) (3.10)
e segmento que passa por (ax(m),1) e (bx(m), — 1):
2 (p—am)+1= oM okl g

Y7 bu(m) — a(m) ar(m) — bi(m)



3.2 Um estudo das érbitas do mapa tenda inclinada f;() 35
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Figura 3.1: IteragGes do mapa tenda inclinada para a = 0,1: (a) fi(); (b) fi(z); (c)
fi(x) e (d) ff(z). Fonte: [24].

Substituindo-se (3.10) e (3.11) em (3.9),

ok

R(k) =% ZI f“kf'“) T (h — ai(m) — by(m — 1)) dz +

1 Jbtm=1) ax(m) — by(m — 1)
1
by (m) —— .
f @ (zm ai(m) — by(m) ) de. (3.12)
ay(m) Gk(?n) - bk(?n)

T

Iz

"
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Calculando-se as integrais I; e I, em (3.12) separadamente, obtém-se

% = (ak(m') — bk(m — 1))2 el,= _(ak(?n) — hk(m))z. (313)
6 6
Assim,
2k—l
R(k) = 11—2 Z [(ak(m) — br(m —1))% = (ag(m) — bk(m))z] : (3.14)

Visando uma férmula mais simples para R(k), busca-se uma forma recursiva para
R(k+1) em funcao de R(k). Calculando-se R(k + 1) a partir de (3.14), obtém-se

R(k+1) = % > [(@ksa(m) = bega(m — 1))* = (arg(m) — brga (m))?]. (3.15)

Separando-se as parcelas de indices pares e impares, tem-se

gk—1

Rk +1) = % > [(@rs1(2m) = biga (2m — 1))* — (41 (2m) — besr(2m))* +  (3.16)

m=

(@kr(2m — 1) = bga (2m — 2))* = (@1 (2m — 1) = bpa (2m — 1))*] . (3.17)

Ao iterar uma vez o mapa, passa-se de ff(z) para ff!(z), o que pode ser visualizado

nas Figuras 3.2(a) e 3.2(b), em que w e z sio raizes da equagio ff(z) = a.

al(m) am(‘?m'U am(zm)
/ )

€ A B C D

_____________ l 8

| -

! &

! u—

I D

|

|

i

I

|

! ! 0

s b(m) bi(2m-2) b, (2m-1)  b,,(2m)

X X

Figura 3.2: (a) Trecho de f§(-) e (b) mesmo trecho apés uma iteragao. Fonte: [24].
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Dos gréficos da Figura 3.2, observa-se que

(b1 (@m —2) = bu(m— 1),
ap1(2m—1) =w,

§ b1 (2m —1) = ag(m), (3.18)
ak+1(2m) =2}

\bk+1(2m) = bx(m).

Para determinar w e z, substitui-se ¥ por o em (3.10) e (3.11), respectivamente e

isola-se . Desta forma, obtém-se

w = 4 (ax(m) — b(m — 1)) + be(m — 1)
z = 2 (ar(m) — bg(m)) + by (m).

(3.19)

Substituindo-se (3.18) e (3.19) em (3.17) e realizando-se algumas manipulagdes, chega-
se a

gk=1 2 2
Rk+1) == 3 {[“‘j ® (as{m) b)) + i) = auom)| [ 42 (antm) — b

m=1

a+1

2
(ax(m) = be(m — 1)) 4 bg(m — 1) — ak(m)] } .

(3.20)

[ ) - tuem )] - |

Expandindo-se os termos quadréticos do somatério e agrupando-se termos comuns, final-

mente obtém-se

ok—1

Rk +1) = % 3 [(ar(m) — b(m — 1))* — (ag(m) — b(m))?] . (3.21)

m=1

Comparando (3.14) e (3.21), observa-se que
R(k+1) = aR(k). (3.22)

De (3.6), a condigio inicial dessa equagdo de diferencas é R(0) = E[s(n)?] = %. Assim,

resolvendo-se (3.22), obtém-se

R(k) = %a'kl : (3.23)

Na Figura 3.3(a) mostram-se graficos de (3.23) para alguns valores de . Na Figura

3.3(b) é ilustrado o comportamento geral da SAC para os valores admissiveis de a.

Observa-se que para a > 0, R(k) decai monotonicamente com |k| e que para o < 0,
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Rk}

-8 -4 -2 2 4 6

Figura 3.3: (a) SAC para sinais gerados por fr(-) para alguns valores de ¢; (b) SAC para
sinais do mapa tenda inclinada para valores de o no intervalo (—1,1). Fontes: [24, 49].

R(k) alterna de sinal a cada k, indicando que, neste caso, para quase quaisquer 7n e sg, 08
pontos s (n; so) e s (n + 1,80) tém sinais diferentes. Nota-se que, se Ry, (k) é a SAC para

o mapa tenda com a = ay, Ra,(k) é SAC para o = ay € o = —an, entéo

Raz(k) = (_1)kRal (k) (324)

Estes resultados mostram que sinais cadticos nem sempre possuem SAC na forma im-
pulsiva. Neste caso, obtém-se esta forma apenas para a = 0, coincidindo com o resultado
obtido em [82] para 8 = 2.

3.2.2 Densidade espectral de poténcia

Aplicando-se a TFTD aos dois membros de (3.23) e usando a definigéo (3.3),

1 = k _—jwk - —k _—jwk _1 1 I
S(w):§[ZaeJ +Za e’ i 1—O{€_jw+1—a6jw_1 (3.25)

ou

1—a?

3(1+ a?—2acos(w))’

‘ S(w) = (3.26)

Na Figura 3.4(a) sdo mostrados gréficos de (3.26) para alguns valores de « e na Figura
3.4(b) é apresentado, de forma normalizada, o comportamento geral para todos os valores

de .

De (3.26) e pelos graficos apresentados, observa-se que o parametro da familia controla
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(a) (b)

Figura 3.4: (a) DEP para sinais gerados por fr(-) para alguns valores de «; (b) compor-
tamento geral da DEP normalizada para os valores admissiveis de .. Fontes: [24, 49).

a forma como a poténcia estd distribuida na frequéncia. Quanto maior o médulo de «,
menor a faixa de frequéncias em que esté concentrada a poténcia do sinal resultante. Além

disso, o sinal de « define se a poténcia estd concentrada nas altas ou baixas frequéncias.

Pode-se observar na Figura 3.4 que as DEPs de sinais gerados por mapas com valores
de a opostos apresentam simetria em relagdo a w = 7/2, ou seja, se a; = —ag, Sy, (W) =
Sap (W), em que Sy, (w) é a DEP das érbitas geradas quando oo = ay e Sy, (w) é a DEP
das érbitas geradas quando a = a,. Esse resultado é esperado devido A relagdo (3.24) e

a propriedade do deslocamento em frequéncia da TFTD [84, p. 59].

3.2.3 Banda essencial

Para valores de a opostos, devido as simetrias ilustradas na Figura 3.4 e justificadas na
secao anterior, as bandas essenciais dos sinais gerados sdo iguais. Assim, no desenvolvi-

mento seguinte, considera-se apenas valores positivos de a.

tan (?)J . (3.27)

Substituindo (3.6) e (3.27) na defini¢ao (3.5) e isolando-se B, obtém-se

De (3.26),
a+1
a—1

. 2
/ S(w)dw = < arctan [
0 3

B = 2arctan {tan (%)

Z;H . (3.28)

Na Figura 3.5 mostram-se gréficos de B em funcdo do médulo de o e do expoente

de Lyapunov h; dado por (2.14). Como B = prm para a = 0 e levando-se em conta a
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densidade invariante uniforme (2.48), obtém-se, neste caso, sinais que se comportam em
termos temporais e espectrais como um ruido branco uniforme. J4 para |a| & 1, as érbitas
comportam-se como fungdes-amostras de um processo com banda extremamente estreita.
E importante ressaltar que, em todos os casos, o expoente de Lyapunov é positivo e assim,

os sinais gerados sao cadticos para todos os valores de a.

@) e e :

(b)

Figura 3.5: B para o mapa fr(-) em funcdo (a) do pardmetro |a| e (b) do expoente de
Lyapunov h;. Fonte: [24]

3.2.4 Conclusoes

Os resultados obtidos mostram que, escolhendo-se um « adequado, pode-se utilizar o
mapa fr(-) para se obter um sinal cadtico banda larga ou estreita, com sua poténcia

concentrada nas frequéncias altas ou baixas e com a banda essencial bem definida.

E importante realgar, portanto, que sinais cadticos nado implicam, necessariamente,

banda larga e SAC impulsiva.

Em [39, 47] mostram-se resultados numéricos que concordam perfeitamente com os
resultados tedricos descritos aqui. Com a possibilidade de se gerar sinais caéticos banda
estreita, propGs-se em [22] a multiplexacdo e desmultiplexagdo de sinais cadticos em
frequéncia, de forma similar ao que se faz em sistemas de modulagao em frequéncia con-

vencionais.

Usando técnicas similares as apresentadas aqui, diversos autores propuseram resulta-
dos para diversas familias de mapas lineares por partes. Veja, por exemplo, [85, 86]. Em

particular, o autor juntamente com seu orientado de mestrado Rafael A. Costa e o cola-
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borador Murilo B. Loiola obtiveram recentemente resultados bastante interessantes para
o mapa de Bernoulli com r inclinagbes, f(-), descrito na Segao 2.4.3. Eles sdo detalhados

a seguir.,

3.3 Um estudo das érbitas do mapa de Bernoulli f5(-)

O mapa de Bernoulli com 7 inclinagdes fp(-) foi definido na Secdo 2.4.3, 16. Diferente-
mente do mapa f(-) que possui um dnico pardmetro c, o mapa de Bernoulli possui r — 1
pardmetros diferentes, o que torna o problema, em principio, bem mais desafiante. Por
outro lado, pode-se mostrar [31] que a densidade invariante para fg(-) é uniforme, dada
por

pe(s) = %, —-1<s<1, (3.29)

o que torna o problema tratdvel. Assim, escolheu-se determinar suas caracteristicas tem-
porais e espectrais como um segundo problema apés os resultados obtidos para fr(-),

mostrados na segdo anterior.

Da mesma forma que para f7(-), quase todas as suas érbitas possuem média nula e
poténcia média

Prea =E[s(n)"] = [ sp.(e)ds =3, (3.30)

para quaisquer valoresde r > 2ea;, 1 <j<r—1.

3.3.1 Sequéncia de autocorrelacao

O procedimento utilizado para o célculo da SAC para o mapa fg(-) segue de perto o

utilizado para o mapa fr(-) na Segao 3.2.1.

Para facilitar a notacéo, definem-se

>

s(n)
y = s(n+k) = fh(z).

: (3.31)

Como y é completamente determinado por z, a densidade invariante conjunta de z e

y, p(z,y), pode ser escrita como

p(zy) = p(2)8 (y — fh()). (3.32)



42 Capitulo 3

Substituindo (3.31) e (3.32) na definigdo (3.1) e usando-se (3.29) pode-se escrever

R() = Bley) = | 1 / 11 supla)dody = | / l 2yp(2)8 (y — F(2) dudy

1

= /_ @) (3.33)

Para obter uma férmula fechada para (3.33) é necesséria uma expressao para fE(z),

a k-ésima iteragdo de fp(-).

O mapa fg(-) é constituido de r segmentos de reta. A imagem de cada um desses
segmentos é igual ao dominio U = [—1,1[ do mapa. Consequentemente, f&(.) consiste de
¥ segmentos. Esse fato é ilustrado na Figura 3.6. Mostra-se um exemplo de fz(z), f2(x)
e fE(z), para um k genérico. Representa-se a m-ésima solu¢o da equacdo fE(-) = —1

por ag(m — 1), parak=1,2,...em=1,2, ...,r*. Define-se ay (r’“) =3

1 L . T g
(a) /
,.\ar—l_” ----------------------------------------------- "
G i = :
I ol S G 4
—Ta@ O] ' tag(r — 1)} [—
1 1 T ¥
(b) A/ N/
] ]
— 1 ]
s | /il /] vars
= A ViR
| 1 i ;.'
WV Y V .V
a2(0)  a2(l) ax(r—1) aa(r) az(r? —r +1) ay(r? — r + 2) ag(r® — 1) ag(r?)
1 :
(c)
ORI .
-EQ
/
_1a-k(0) T am = 2) ax(m—1) ak(m)I a(m+1) ap(m+ 2.) ax(r)
z

Figura 3.6: (a) Mapa fg(z) com r segmentos; (b) f(z); (c) f&(z). Fonte: [31].

Da Figura 3.6, nota-se que fE(z) no intervalo [ax(m — 1),ax(m)[ é dado por

fE(z) = 2$;j£gni);c$l(ill_) 1), ag(m — 1) <z < ag(m). (3.34)
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Substituindo (3.34) em (3.33),

R(k) = Z / w2 e(m) —a(m—1) ) (3.35)

& (m— 1) (m) - ak( )

s

Resolvendo-se a integral I,

[ 213 _ (ak(m) + ag(m — 1)) 2* a(m)

3(ax(m) —ax(m —1))  2(ak(m) — ax(m — 1)) ap(m—1)

ai(m) — 3a2(m)ar(m — 1) + 3ax(m)ai(m — 1) —ai(m — 1)
6 (ax(m) — ax(m — 1))

_ (ag(m) — aék(m - 1))2. (3.36)

I:

Em seguida, substituindo esse resultado em (3.35), obtém-se

ok

> _ (ax(m) — ax(m —1))*. (3:37)

m=1

R(F) = 75

Assim como foi feito no caso do mapa fi(-), pode-se buscar uma forma recursiva para
R(k+ 1) em fungdo de R(k). De (3.37), R(k + 1) é dada por

Rk+1) = 112 > (aks1(m) — agga(m — 1)), (3.38)

m=1

Pode-se reescrever (3.38) como um somatério de 7* somas de r parcelas, ou seja,

R(k+1) = Zmewmﬂ%mm—MHﬂw (3.39)

m—lj 1

E necessario entdo encontrar relagdes entre os valores de agy; e ar. O processo de

obter fit!(x) a partir de fE(z) é ilustrado na Figura 3.7, em que Wy, ; Satisfaz
f5(wmg) = ay (3.40)

no intervalo [ag(m — 1),ax(m)[, 0 < 5 <.

Da Figura 3.7,

ags1 (r(m — 1) + §) = Wi, (3.41)
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@l | ' -
e v i e e e s mimm s ‘
C'r~!_._______________________________70// -

f(z)

(b 1

75 @)

_alq(r{m = 1)) agpa (r(m— ;.} 1) gy (r(m — ;] +2) appa(rm — 2) ' agpy(rm— 1) .‘:1-”[!1!1)

T

Figura 3.7: (a) Gréficos de fE(z) e (b) fi™(x) no intervalo [ax(m — 1),ax(m)[. Fonte:
(31].

para 0 < j < r. Usando esse resultado em (3.39), tem-se

R(k' + 1) 12 z Z (wm‘J wnzj 1) (342)

m=1 J:l

Os valores de wy, ; podem ser obtidos substituindo-se (3.40) em (3.34). Obtém-se

g = (.5“~ ('nq,) — a,k — 1)) Cl; + @y (m) + ay (:m‘ — 1) (343)

Substituindo em (3.42),

R(k+1) = ZZ((aktm)wak(m—ln et 1)

m—l i=1
12 Z (ax(m) — ax(m — 1) ) Z ( 0:_;—1) D (3.44)

Assim, R(k + 1) pode ser escrita como

R(k+1) = iz (o)~ axlm = DY, (3.45)



3.3 Um estudo das 6rbitas do mapa de Bernoulli f5(-) 45

com
r

. (Olj . Oéj_l)z i (346)

1
v=1
Comparando (3.37) e (3.45), observa-se que

R(k+1) = YR(K). (3.47)

De (3.30), a condi¢do inicial para a equagao de diferengas (3.47) é R(0) = Ppeq = 1/3.

Resolvendo (3.47) com essa condigdo inicial, obtém-se a expressdo geral

R(k) = %w"“' ; (3.48)

para qualquer inteiro k. Chama a atengdo a forma compacta desse resultado e a seme-

lhanga com (3.23). Para o mapa fg(-), % substitui formalmente o parametro o do mapa

fr().

3.3.2 Densidade espectral de poténcia

Aplicando-se a TFTD a ambos os membros de (3.48) obtém-se

1?2

(14 4% —2¢cos (w)) | (3.49)

S(w) = 3

que tem a mesma forma de (3.26). No entanto, diferentemente do que ocorre com «
no mapa fr(-), o pardmetro ¢ é sempre positivo, como se conclui de (3.46). Conse-
quentemente, S(w) tem méximo em w = 0 e minimo em w = 7 para quaisquer r e a,

1 <j <r—1, resultando em sinais passa-baixas para todos os mapas da familia.

3.3.3 Banda essencial

Procedendo de forma anéloga ao que foi feito na Secao 3.2.3, obtém-se

% ) . (3.50)

B = 2arctan (tan (%)

De forma a ilustrar de forma mais concreta os resultados obtidos, a seguir consideram-

se dois casos particulares.
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3.3.4 Casos particulares

Consideram-se dois casos particulares: o caso r = 2 e o caso de r segmentos com in-

clinagoes iguais.

Caso r =2

Nesse caso, fg(-) é formado por apenas 2 segmentos com um tnico ponto de desconti-
nuidade o;. Esse caso foi estudado numericamente em detalhes no artigo [87]. Usando
(3.46),

1< 1 2 2
Zg ;i — Q1) 21((041—040) ‘l‘(aZ_O‘l))
1 2 O[% +1
=7+ D2+ (1—a)?) = T (3.51)
Assim, de (3.48), "
2 k
R(k) = % (0‘1; 1) . (3.52)

Substituindo (3.51) em (3.49), tem-se

3—at —2a2

3(5+at+2a2 —4(a2+41)cos(w))’ (3:53)

S(w) =

Finalmente, substituindo-se (3.51) em (3.50),

B = 2 arctan (tan (p27r)

o - 1 D . (3.54)

a?+3

Na Figura 3.8 mostram-se graficos de R(k), S(w) e B para diversos valores de ;. As
linhas tracejadas indicam os resultados analiticos de (3.52) e (3.53) e as linhas continuas
estimativas numéricas de R(k) a partir de um conjunto de sinais s(n), como detalhado
em [63].

Observa-se que para k positivo, R(k) decai monotonicamente de forma mais rdpida
para |ay| &~ 0 e mais lentamente para |os| = 1. A DEP estd sempre concentrada nas
baixas frequéncias e nunca chega a ser plana. Os resultados numéricos coincidem com o0s

tedricos.

Esses resultados estdo de acordo com o estudo realizado para esse caso particular

publicado em [87].
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(b) 10t

—0— |y =00

R(k)

‘—8 —6 —4 -2 0 2 4 6 & 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
k wlm

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
v

Figura 3.8: (a) SAC, (b) DEP e (c¢) B do sinais caéticos gerados por fp(:) parar =2 e
diferentes valores de |o;]. Os resultados analiticos sdo mostrados em linhas tracejadas e
simulagbes numéricas em linhas continuas. Fonte: [31].

Caso r segmentos com inclinagoes iguais

Nesse caso, a; = —1 + %j, para j =0,1,...,r. Assim,

2 AN
que substituido na (3.48) resulta

R(k) = % G)Jkl. (3.56)

Substituindo (3.55) em (3.49) e (3.50), obtém-se

rt—1

3{(1+7r2—2rcos(w))’ (850

S(w) =
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1—1r
1+7r

B = 2 arctan (tan (q%r)

> , (3.58)

respectivamente.

Na Figura 3.9 mostram-se curvas de R(k), S{w) e B/m para diferentes valores de r.
Nota-se que com o aumento de r, S(w) aproxima-se de um espectro plano. Novamente
sao mostrados resultados analiticos em tracejado e estimativas espectrais baseadas em
um conjunto de érbitas de fp(-) sdo mostrados em linha cheia. Os detalhes da simulacao
numérica estdo descritos em [63]. Claramente, os resultados numéricos coincidem com os

célculos tedricos.

0.4
—_— =2 —

0.36/ (b)

S()

= (106!
~8 ] —4 -2

0.8 L : i : ! i i ! i i :
2 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
I

Figura 3.9: (a) SAC, (b) DEP e (c) B dos sinais cadticos gerados por fg(-) para r seg-
mentos de mesma inclinagao. Os resultados analiticos sdo mostrados em linhas tracejadas
e simula¢bes numéricas em linhas continuas. Fonte: [31].

Os resultados apresentados aqui a partir do mapa geral corroboram os deduzidos para
esse caso particular em [57)].
3.3.5 Conclusoes

Os resultados fechados obtidos para o mapa fg(-), expressos em (3.48), (3.49) e (3.50) fo-

ram possiveis pela estrutura linear por partes desses mapas e pela sua densidade invariante
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uniforme.

Para esse mapa, diferentemente do que ocorre com f;(-), todos os conjuntos de
parametros levam a DEPs concentradas nas baixas frequéncias. FEssa diferenca ocorre
basicamente porque todos os segmentos de fg(-), da forma como ele foi definido, apresen-

tam inclinacao positiva.

Estd em fase de finalizacdo um trabalho em colaboragdo com o aluno de doutorado
Rafael A. Costa em que se estuda a DEP de um mapa semelhante a fg(-), mas que
também permita inclinagGes negativas. Esse novo mapa é uma generalizacdo que inclui

fB(:) e f1(-) e os resultados deverdo ser publicados em breve.

3.4 Conclusoes, pesquisas em andamento e trabalhos

futuros associados

Nesse capitulo apresentou-se resultados associados a determinacdo da SAC e DEP para
sinais cadticos. Inspirando-se em técnica utilizada por [79], obteve-se férmulas fechadas

para a DEP das érbitas dos mapas fr(+) e fg(-) em funcao de seus pardmetros.

Esses resultados, além da relevdncia matemdtica, tem um interesse pratico impor-
tante. Como discutido na introdugdo do capitulo, ndo se pode projetar um sistema de
comunicagao sem se conhecer a banda essencial dos sinais envolvidos. Assim, a viabilidade
de qualquer SCBC passa necessariamente pela precisa definicdo ¢ determinacio da DEP

de sinais cadticos.

Os trabalhos de pesquisa seguem nessa drea, em vérias frentes, resumidas a seguir.

1. Generalizagoes para mapas lineares por partes mais gerais

Desde o inicio das pesquisas envolvendo o mapa fr(+), tem-se buscado caminhar no sentido
de generalizar os resultados para mapas lineares por parte quaisquer. O préximo passo,
que estd atualmente em fase de finalizacdo, é propor um mapa que admita f;(-) e fz(-)
como casos particulares. Dessa forma, ele tem um nimero arbitrario de segmentos que se
estendem por toda a imagem do mapa, com inclinagoes positivas ou negativas. Novamente,

a densidade invariante uniforme torna o problema tratdvel.

O préximo passo seria passar a mapas lineares por parte gerais no intervalo [—1,1].
Nesse caso, a situacdo parece mais delicada j& que as 6rbitas nao tem necessariamente
densidade invariante uniforme. Na verdade, podem nem ter uma densidade invariante
bem definida.
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Esses estudos fazem parte da tese de doutorado de Rafael A. Costa que o autor estd

orientando no Programa de Pés-graduagao em Engenharia Elétrica da EPUSP.

2. Uso da representagao linear de caos

Drake e Williams [71] propuseram uma representagio alternativa para sinais cadticos de
tempo discreto. Ao invés de utilizar mapas nao lineares, eles mostraram que é possivel
gerar sinais caéticos a partir de filtros lineares ndo causais alimentados por sequéncias
aleatérias. Esse resultado surpreendente pode ser 1til na determinacao da DEP desses
sinais. Conhecendo-se o sistema linear equivalente a um dado mapa, é possivel utilizar a
resposta em frequéncia do filtro e a DEP da sequéncia aleatéria de entrada juntamente

com a teoria de sistemas lineares [88, Cap. 8] para se obter a DEP do sinal cadtico gerado.

Essa abordagem, que parece inédita, pode gerar resultados interessantes. Por exem-
plo, utilizando os filtros propostos em [71], j& obteve-se uma expressdo para a DEP do
mapa fp(-) com r segmentos de inclinagbes iguais, equivalente a (3.57). A exploragao das
possibilidades envolvidas estd apenas no inicio e também devem fazer parte do doutora-
mento de Rafael A. Costa.

3. Mapas com outras nao linearidades e multidimensionais

Uma vez que se tenha conseguido obter expressoes fechadas para familias de mapas lineares
unidimensionais, o préximo alvo sdo os mapas com néo linearidades mais gerais e mapas

multidimensionais.

O autor em conjunto com seus orientados e colegas explorou numericamente alguns

casos, como o mapa de Maneville [51], o mapa quadrético [63] e o mapa de Hénon [89].

Uma possibilidade que estd em estudo para se obter resultados analiticos é usar apro-
ximagoes lineares por trechos para mapas gerais. Em particular, algumas experiéncias
numéricas iniciais com mapas quadraticos mostraram que essas aproximagoes, no limite,

mantém propriedades temporais e espectrais das érbitas geradas [63].

5. Aplicagoes

Uma vez bem definida e determinada a DEP de sinais cadticos, pode-se passar ao pro-
blema de determinar analiticamente a banda ocupada pelos sinais transmitidos por di-
versos SCBCs. Em sistemas que transmitem trechos de sinais caéticos associados a cada,
simbolo, como a comutagdo cadtica (CSK - Chaos-Shift Keying) e a CSK diferencial
(DCSK -Differential CSK) [90], sabendo-se a DEP do GSC, pode-se utilizar a teoria

de comunicacOes para obter a banda do sinal transmitido, como se faz usualmente em
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sistemas de comunicagio digital convencionais [81, Cap. T7|.

Além disso, pode-se pensar o problema no outro sentido: dado uma banda essencial
que o sistema deverd ocupar, projetar os mapas a serem utilizados de forma a se garantir
que a DEP dos sinais transmitidos nao ultrapassem essa banda.

Séao problemas ainda em estudo e que, como ja escrito, fundamentais quando se pensa
em possiveis implementagoes préiticas de SCBCs.

Uma outra possibilidade de aplicagio pratica da obtengao da DEP de sinais cadticos
é utilizar sua medida na estimacao de uma grandeza associada com o mapa ou com 0
modelo que ele representa. Por exemplo, em [51] usa-se a banda essencial para estimar o
intervalo entre intermiténcias e o pardmetro do mapa de Mannevile [91].

Espera-se que todas essas possibilidades gerem resultados relevantes nos préximos

anos.
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Capitulo 4

Um sistema de comunicacao baseado

no sincronismo caotico

O autor iniciou seus estudos sobre sincronismo de GSCs ainda no mestrado, em 1998.
Nessa fase, estudou sobretudo sistemas de tempo continuo, motivado pelo trabalho seminal
de Pecora e Carroll [2] e suas promessas de interessantes aplicagbes em Telecomunicagdes.
Estudou detalhadamente as técnicas de sincronizagdo propostas em [2] e também as ideias
de Wu e Chua [92]. Com o objetivo sempre de verificar a viabilidade de SCBCs que
utilizam o sincronismo cadtico em canais préticos, estudou a robustez do sincronismo em
relacao a ruido aditivo e limitacao de banda pelo canal de comunicagdo. Os principais

resultados dessa fase estdo resumidos em [93].

Apés dedicar-se a SCBCs que nao utilizam o sincronismo na recuperagao da in-
formacao durante o doutorado, retomou o assunto do sincronismo cadtico em 2009,
dedicando-se a versoes em tempo discreto dos sistemas estudados no mestrado. A partir
do sistema de Wu e Chua [92], propds sua versio em tempo discreto no artigo [23] que
representaria um equivalente passa-baixas de tempo discreto [18] do sistema de comu-

nicagao.

A partir dai, comega a analisar formas de adaptar esse SCBCs de tempo discreto para,

canais praticos, tendo em mente principalmente os seguintes pontos:

1. Desempenho em canal com ruido branco gaussiano aditivo (AWGN - Additive White
Gaussian Noise) e a influéncia dos mapas e fungoes de codificacao nesse desempenho.
Nesse contexto orientou a dissertagao de mestrado de Greta A. Abib [62] e relatou
os principais resultados em [35, 43, 46, 54, 55, 94-96).

2. Formatacao do espectro do sinal transmitido para que esse possa ser enviado em
canal limitado em banda. Nesse cotexto orientou a tese de doutorado de Rodrigo T.

Fontes, que serd defendida no primeiro semestre de 2017. Os principais resultados
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foram publicados em [23, 30, 34, 45, 52, 59, 97-100].

3. Desempenho em canais dispersivos e equalizacgo. Nesse contexto coorientou a tese
de doutorado de Renato Candido [64] juntamente com o Prof. Magno T. M. Silva,
especialista na édrea de equalizagdo. Os principais resultados foram publicados em
[28, 29, 37, 44, 53, 56, 101].

Nesse capitulo resumem-se os principais resultados associados com essas pesquisas.
Na Secao 4.1 descreve-se o método de sincronizacdo e o SCBC estudado. Resultados
associados ao desempenho desse sistema em canal AWGN sdo relatados na Secao 4.2. O
problema da formatacéo do sinal transmitido para canais de banda limitada é tratada na
Secao 4.3. A questdo da equalizagdo em canais dispersivos é abordada na Secéo 4.4 e, por

fim, discutem-se conclusdes e possiveis trabalhos futuros na Secéo 4.5.

4.1 Sincronismo mestre-escravo em tempo discreto e
o SCBC estudado

Nesta secdo descreve-se a adaptago para tempo discreto do SCBC proposto em [92] e que
serve de base para os estudos desse capitulo. Esse SCBC foi apresentado originalmente
em [23].

Considere dois sistemas de tempo discretos que podem ser escritos como

z(n+1) = Az(n) + b+ f(x(n)) (4.1)
y(n+1) = Ay(n) + b+ f(x(n)). (4.2)

A matriz quadrada Ay € 0 vetor coluna by sdo constantes.

O sistema descrito por (4.1) é auténomo e, portanto, chamado de mestre; o sistema

descrito por (4.2) depende de @(n) e é chamado de escravo.

O erro de sincronizagao é definido por
e(n) £ y(n) — (n). (4.3)
Subtraindo-se (4.2) de (4.1), obtém-se

e(n+1) = Ae(n). (4.4)

Os sistemas estao completamente sincronizados [102] se e(n) — 0 quando n cresce.
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De (4.4), uma condigdo necessdria e suficiente para que isso ocorra é [103]
Pl <11 < m< M, (45)

em que A, sdo os autovalores de A. Dado que os autovalores da matriz A determinam

se os sistemas (4.1) e (4.2) sincronizam, A é chamada de matriz de sincronismo.

Esse esquema de sincronizagdo pode ser facilmente adaptado para transmissao uni-
direcional de uma mensagem m(n), tomando-se o mestre como sistema transmissor e o
escravo como receptor. Para tanto, considera-se que f(-) depende apenas da componente

z1 de @ e pode ser escrita como

T
F@) = [f@m) o .. of . (46)

O sinal transmitido s(n) é gerado misturando-se a mensagem m(n) com z;(n) por meio

de uma funcéo de codificaco invertivel c(-); isto é
() = c(z1(n);m(n)) (47)

Além de ser transmitido, s(n) também é realimentado no GSC como argumento de f(-).

Seja r(n) o sinal que chega ao receptor que, em geral, difere de s(n). Nesse SCBC, os

dois nds sao entdo dados por

x(n+1) = Az(n) + b+ f(s(n)) (4.8)
y(n+1) = Ay(n)+ b+ f(r(n)). (4.9)

As tnicas diferencas entre (4.1)-(4.2) e (4.8)-(4.9) séo os argumentos de f(-).

Para um canal ideal, isto é, s(n) = r(n), (4.8)-(4.9) tornam-se

x(n+1) = Az(n) + b+ f(s(n)) (4.10)
y(n+1) = Ay(n) + b+ f(s(n)). (4.11)

Assim, a dindmica do erro é ainda governada por (4.4). Dessa forma, se a condicio (4.5)

é valida, y(n) — x(n) e, em particular, y;(n) — z;(n).

No receptor, estima-se a mensagem enviada como

m(n) = d(y:(n)r(n)), (4.12)

em que d(:,-) = ¢ !(,+), é a inversa de c(+,-) com relagdo & primeira varidvel. Assim, de
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(4.12)
m(n) = d (y1(n),r(n)) = d(z:(n),s(n)) = m(n). (4.13)

Portanto, quando os valores dos pardmetros de mestre e escravo estdo perfeitamente
casados e o canal é ideal, a mensagem é recuperada sem degradagdo no escravo, exceto

durante um transitério necessario para a sincronizagao.

O diagrama do SCBC de tempo discreto descrito é mostrado na Figura 4.1. O ope-

rador 27! é o atraso unitdrio, ou seja, 2~ 'x(n) £ x(n — 1).
w(n)
s(n) ft\r{ﬂ') A
* h(n) N —| c(y,,r) p——smfn)
|
s cfx; , m) » () canal
f()
x,(n) yi(n)
b b
x(n+1) y(n+1)
P Z‘I -* A q z'l * A 1
Transmissor (Mestre) Receptor (Escravo)

Figura 4.1: SCBC de tempo discreto (4.8)-(4.9). Fonte: [23].

Vale ressaltar que, com a inclusdo da mensagem, nao se tem nenhuma garantia sobre
a natureza dos sinais transmitidos. Em outras palavras, a inclusédo da mensagem pode
fazer com que o sinal transmitido deixe de ser caético, tornando-se peridédico ou mesmo
divergir. Essa situagio é mostrada em [29] para o mapa fr(-). Garante-se apenas que
os sistemas mestre e escravo sincronizam e, portanto, a mensagem ¢ recuperada em um

canal ideal apés um transitério.

Exemplo 4.1 (SCBC com o mapa fg(-)). Um GSC que pode ser escrito na forma (4.1)
com f(-) no formato (4.6) é o mapa fg(-) (2.20). Nesse caso, M =2 ¢

o1 R | —az}(n)
A-[(} Ol,b—lol ef(zr:(n))—[ 5 ] (4.14)

Como os autovalores da matriz A, sio A = —\; = /b, (4.1) e (4.2) sincronizam para

b < 1.
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Como func¢ao de codificagdo considera-se
c¢(z1(n),m(n)) = z1(n) + 0,001m(n), (4.15)

toma-se m(n) uma sequéncia aleatéria equiprovével de +1s, a = 1,4 ¢ b = 0,3. Nesse
caso, como sabe-se que a mensagem ¢ bindria, utiliza-se um limiar de decisdo no receptor

de modo que
m(n) = sign(d (y1(n),r(n))), (4.16)

sendo sign(-) a funcdo que retorna 1 se o argumento é positivo ou —1 se o argumento é

negativo.

Na Figura 4.2 mostram-se exemplos dos sinais do SCBC da Figura 4.1 para essas

escolhas e para a condi¢do de canal ideal, ou seja, r(n) = s(n).
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Figura 4.2: Exemplos de sinais do SCBC da Figura 4.1 para a condi¢do de canal ideal:
(a) m(n), (b) s(n), (¢) 7(n), (d) M(n). A mensagem é recuperada no receptor, apés um
transitério. Fonte: [52].

Nota-se claramente que a mensagem m(n) é recuperada no receptor apés um tran-

sitério, como o esperado.
Quando o canal é ndo ideal, ou seja, 7(n) # s(n), a dindmica do erro torna-se mais
complicada e, em geral, ndo se garante que 7 (n) — m(n).

Como mostrado na Figura 4.1, modela-se o canal de comunicacdo como sendo um

sistema, linear com resposta ao impulso ho(n) causal e resposta em frequéncia He(w).
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Além disso, considera-se que um AWGN w(n) corrompe o sinal na entrada do receptor.
Assim,
r(n) = s(n) * he(n) + w(n), (4.17)

[13R2

sendo “+” o simbolo da operagao de soma de convolugao [84].

Nas segbes seguintes estuda-se o comportamento do SCBC da Figura 4.1 em condigoes
nao ideais, procurando-se formas de tornar seu desempenho ainda aceitavel. Comega-se
considerando um canal AWGN, ou seja, com Hg(w) = 1, na Segéo 4.2. Depois considera-
se o0 caso de um canal ideal, mas de banda limitada, na Segao 4.3. Por fim, considera-se

canais dispersivos e equalizagdo na Segao 4.4.

4.2 Desempenho em AWGN

Junto com a aluna de mestrado Greta A. Abib [62] e outros colaboradores, o autor estudou

o comportamento do SCBC da Figura 4.1 em canal AWGN. Ou seja, toma-se

1, n=0
) = (4.18)
0, n#0
de modo que (4.17) torna-se
r(n) = s(n) +w(n). (4.19)

Os principais resultados dessa se¢ao foram publicados em [35, 43, 54, 55, 94-96].

4.2.1 Parametros das simulacgoes

Na andlise numérica relatada aqui, considera-se como fungoes de codificacdo e decodi-
ficagao (4.7) e (4.12), o par

s(n) = ¢(z1(n),m(n)) = (1 —7)a:(n) +ym(n)

T?L(TL) = d(yl(n),fr(n)) = w

; (4.20)

em que 0 < v < 1 é uma constante. Essa escolha é um refinamento da mistura (4.15)
usualmente utilizada em trabalhos anteriores, em que se considera o sinal transmitido
como uma soma de uma das varidveis de estado do transmissor com uma versao atenuada
da mensagem [23, 104, 105]. O pardmetro «y permite controlar as intensidades relativas

da mensagem e do sinal cadtico no sinal transmitido.

Como mensagem, toma-se o sinal digital bindrio m(n) = %1 para cada n de forma
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equiprovavel. Esse sinal pode ser interpretado como o equivalente passa-baixas de tempo
discreto de um cédigo de linha polar [81]. Como sabe-se que a mensagem enviada é
bindria, adiciona-se um limiar na estimac¢do da mensagem transmitida, como feito em
(4.16), de modo que

i(n) = sign (r(n) — (1 — () . (4.21)

Para efeito de comparagfo com sistemas convencionais, considera-se também a trans-
misséo direta do sinal m(n) através do canal, i.e. s(n) = m(n). Esse caso é chamado
aqui de sem caos. Definindo-se a relagdo sinal-ruido (SNR - Signal to Noise Ratio) como
a poténcia média do sinal transmitido pela poténcia de w(n), o2, pode-se mostrar [81, p.

649] que, quando se utiliza o receptor étimo, a BER é dada por
BER,. = Q (\/SNR) (4.22)

em que

_ L [T ey,
Qly) = Vo /y dz. (4.23)

E usual representar a SNR em decibels (dB),

SNR(dB) = 101log(SNR). (4.24)

GSCs avaliados

Escolheram-se mapas bem conhecidos na literatura e de diferentes dimensées, de forma a
se testar a influéncia desta escolha no desempenho em termos de BER. Os mapas utilizados

devem satisfazer os seguintes pré-requisitos:

1. devem gerar sinais cadticos. Os mapas escolhidos satisfazem essa condicao, como

mostram os expoentes de Lyapunov calculados na Secao 2.4;
2. deve ser possivel reescrevé-los como (4.1) com f(-) na forma (4.6);

3. devem levar ao sincronismo mestre-escravo entre (4.1) e (4.2). Para isso, os autova-

lores da matriz de sincronismo devem satisfazer (4.5).
Dessa forma, considerou-se os seguintes mapas:

A. Mapa tenda inclinada f;(-)

Descrito na Sec¢do 2.4.2, o mapa fi(-) pode ser escritos na forma (4.1) com M = 1,

A = [O}, b= [0} e f(x(n)) = [f; (ml(n))] Assim, Ay = 0 e a condicdo (4.5) é
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satisfeita. Portanto, um sistema mestre-escravo formado usando este mapa atinge o

sincronismo. Para as simulages apresentadas foi considerado o pardmetro a = 0,1.

Mapa quadrético fg(-)

Descrito na Secao 2.4.4, esse mapa pode ser colocado na forma (4.1) com M = 1,
A= [0}, b= [1} e f(x(n)) = [—Zm%(n)} Para esse sistema, o autovalor da matriz
é novamente \; = 0 e, assim, a condigdo (4.5) é satisfeita. Portanto, um sistema

mestre-escravo formado usando esse mapa, atinge o sincronismo.

Cabe observar que, de fato, qualquer mapa unidimensional na forma (2.4), pode ser

utilizado no esquema proposto com M =1, A = [O] e Ay = 0. Para esses mapas, o sin-

cronismo é trivial j4 que a Unica varidvel de estado € transmitida e, portanto, diretamente

recuperada no escravo.

C.

Mapa de Hénon fg(-)

Descrito na Segao 2.4.5, mostrou-se no Exemplo 4.1, pagina 56, que ele pode ser
utilizado no sincronismo mestre-escravo estudado para |b] < 1. Em particular, para

as simulagoes dessa se¢do, utiliza-se os pardmetros a = 1,4 e b = 0,3.

Mapa de Hénon tridimensional f3(-)

O mapa de Hénon tridimensional fg3(-), descrito na Segdo 2.4.7 foi utilizado no artigo
[23] em que se propds o SCBC da Secao 4.1 e também no artigo [26] sobre sincronismo

baseado em mapas acoplados em rede.

Ele pode ser escrito na forma (4.1) com M = 3,

0 0
A= |-b 0 0}, (4.25)
b
T T

b= [1 0 0| ef(z(n)=0b= [—ax%(n) 0 0] . Para as simulagdes foram utiliza-
dos os valores a = 1,07 e b = 0,3 [23, 26]. Com esses valores de pardmetros, os auto-
valores de A séo A\; = 0,4084 £ 50,4477 e A3 = —0,8169. Como |A,| < 1,m =1,2,3,
(4.5) é satisfeita.

Nos graficos (b) a (e) da Figura 4.3 sdo mostrados exemplos de trechos de sinais

transmitidos s(n) para os mapas testados. Em cada caso, a mensagem m(n) é a mesma

sequéncia mostrada no grafico (a).
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Figura 4.3: Sinais no transmissor do sistema da Figura 4.1 utilizando-se a funcdo de
codificacdo (4.20) com v = 0,4. Em todos os casos, considerou-se condicées iniciais g
nulas: (a) mensagem m(n) e sinais s(n) transmitidos usando (b) fo(-), (¢) f1(+), (d) fx(*)
e (e) fus(:). Fonte: [46].

4.2,2 Resultados de simulacoes

Utilizando-se o sistema de comunicacao com os mapas e as fungoes de codificacio e de-
codificagao descritos na Secdo 4.2.1, foram realizadas diversas simulagoes apresentadas

resumidamente aqui.

Para exemplificar a influéncia do pardmetro v na “seguranca” do sinal transmitido,



62 Capitulo 4

mostra-se na Figura 4.4 uma mesma mensagem codificada utilizando fo(-) para diferentes
valores do parametro de codificagao . E possivel notar que, para os valores de y préximos
de 1, o sinal codificado ¢ similar & mensagem enviada. Para valores de «y préximos de 0

existe uma influéncia maior da componente cadtica e o sinal codificado distancia-se da

mensagem.

{a) m(n)

(b) y=0.9

(c)y=0.7

(d) y=0.5
S

(e)y=0.4
[

(Hy=0.2

(g)y=0.1

(i) ¥=0.001  (h)y=0.01

200 220 240 260 280 300
n

Figura 4.4: Sinais s(n) gerados utilizando-se fg() e diversos valores de v em (4.20): (a)
mensagem m(n); sinais s(n) com (b) v = 0,9, (¢) v = 0,7, (d) v = 0,5, (e) v = 0,4, (f)
v=0,2, (g) v=0,1, (h) y=0,01 e (i) v = 0,001. Fonte: [46].

Ja na Figura 4.5 sdo mostradas as curvas de BER em fungdo da SNR no canal para o
GSC fo(-) e diversos valores de vy. Para cada valor de SNR simulou-se a transmissao de

108 bits. Para eliminar o efeito de transitdrio, os primeiros 200 bits foram descartados.

Analisando-se essa figura, é possivel notar como os valores de «y influenciam na ro-

bustez do sincronismo caédtico em relagdo ao ruido no canal. Quando 7 assume valores
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Figura 4.5: BER em fungéo da SNR. para o SCBC da Figura 4.1 usando fg(-) e os valores
de 7y da Figura 4.4.

préximos de 0, a BER s6 atinge valores razodveis em canais praticamente ideais. Em
contrapartida, para v préximo de 1, obtém-se melhores resultados em termos de BER,

préximos do caso 6timo sem caos.

Assim, das Figuras 4.4 e 4.5, observa-se que o valor de 7y representa um compromisso
entre o quanto o sinal transmitido é parecido com a mensagem e a BER. O valor ideal de
~ é 0 mais préximo da unidade possivel, para se obter menor BER, mas de forma que a

mensagem nao fique evidente no sinal transmitido s(n).

Como forma inicial de mensurar o quio aparente estd a mensagem m(n) em s(n),
utiliza-se como parametro a BER que é obtida aplicando-se um limiar de decisao dire-
tamente sobre o sinal que sai do transmissor s(n), sem decodificacdo. Se s(n) ~ m(n),
como nos primeiros graficos da Figura 4.4, espera-se uma BER préxima de zero ¢ pode-se
concluir que a mensagem é completamente aparente em s(n), i.e., ndo hé qualquer tipo
de “seguranca” embutida. Porém, se m(n) néo é aparente em s(n), como nos ultimos

graficos da Figura 4.4, espera-se uma BER préxima de 0,5.

Na Figura 4.6 mostram-se os valores de BER obtidos dessa forma, em fungao de v,
para os diversos mapas testados aqui. Para a realizagio dessa simulagao foram utilizados
10° bits para cada valor de 7, condigdes iniciais aleatdrias e os primeiros 200 bits foram
descartados. Note-se que para o mapa fga(-), para 0 < v < 0,01 e 0,05 < v < 0,35, os

sinais gerados divergem, o que inviabiliza a escolha desses intervalos de -y para esse mapa
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em particular.
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Figura 4.6: BER obtida com limiar aplicado diretamente a s(n) em funcdo de . Os sinais
gerados pelo mapa fy3(-) divergem para alguns valores de . Nesses pontos a curva nio
é mostrada.

Da Figura 4.6, v = 0,4, é um valor interessante a ser considerado, j4 que a BER
obtida apenas com um limiar sobre s(n) é superior a 30% para todos os mapas conside-
rados. Assim, tem-se m(n) suficientemente “escondida” e ainda assim, desempenho em
canal AWGN razodvel, como mostrado na Figura 4.5. E interessante notar que trabalhos
anteriores que tratam de SCBCs similares, por exemplo [23, 104, 105], tendem a conside-
rar valores menores para <y. Isso justifica-se pelo fato de que, em geral, hd preocupacéo
apenas com a “seguranca” do sistema, sem se levar em conta a robustez do SCBC em

relagdo ao ruido no canal.

Na Figura 4.7 sdo mostradas as curvas de BER para os diferentes mapas conside-
rados para v = 0,4. Para essa simulagdo foram utilizados 10® bits para cada valor de
SNR, desprezou-se um transitério de 200 amostras e foram utilizadas condicdes iniciais

aleatérias.

Por essa figura, nota-se que, para v = 0,4, o uso do mapa fr(-) resulta em valores de
BER inferior ao dos demais mapas para SNR elevada. Usando a func¢do de codificacio

com um valor adequado de v, as curvas ficam bem mais préximas do resultado étimo sem
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Figura 4.7: BER em funcao da SNR para v = 0,4.

caos do que os descritos anteriormente na literatura, que usam valores de -y mais baixos,
e.g. [106].

4.2.3 Conclusoes

Nessa secio, faz-se uma analise numérica do desempenho em termos de BER do SCBC
da Figura 4.1 em canal AWGN.

Foram testados quatro GSCs diferentes e uma fungéo de codificacao-decodificacao
que permite dosar a intensidade da mensagem e do sinal provindo do GSC. Dessa forma é
possivel controlar o compromisso entre o quao aparente é a mensagem no sinal transmitido
e a BER. Verificou-se numericamente que é possivel escolher um valor para o parametro
~ da funcdo de codificagao de forma que a mensagem nao seja aparente e o valor de BER

em canal AWGN seja adequado.

Os resultados ainda estdo aquém dos sistemas convencionais, pelo menos em termos
de BER em canal AWGN. Como alternativas para melhorar a robustez ao ruido da sin-
cronizagdo cadtica face a ruido e, consequentemente, melhorar as taxas de erro, tem-se
estudado o uso de algoritmos bioinspirados [43], reservoir dynamics [107] e redes de mapas
[26].

Outro tema que parece fundamental aqui é definir em termos mais precisos os ganhos

de seguranca em se utilizar uma técnica baseada em caos. A forma usada aqui para
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mensurar esse ganho, ou seja, a BER obtida ao se aplicar um limiar diretamente em s(n)
¢ um tanto rudimentar e precisa ser aperfeicoada. Apesar de diversos artigos citarem o
aumento da seguranca na camada fisica pelo uso de sinais cadticos, e.g. [19], esse aumento

ainda necessita de melhor fundamentagéo.

4.3 Formatacao do espectro do sinal transmitido

O SCBC da Figura 4.1 é um equivalente passa-baixas de tempo discreto [18]. Assume-
se que, numa implementagao pratica, o sinal de tempo continuo a ser transmitido sers
interpolado a partir das amostras de s(n). Caso utilize-se um meio cabeado, esse sinal
de tempo continuo poderd ser diretamente transmitido. Caso se utilize um meio sem fio,
ainda sera necessario um processo de modulagao para transformé-lo em um sinal na banda

adequada.

De qualquer forma, como os canais préticos sao limitados em frequéncia, é relevante
analisar o que ocorre com os sinais cadticos transmitidos por um canal com essa carac-
teristica. No modelo passa-baixas de tempo discreto da Figura 4.1, essa limitacdo em

frequéncia é modelada tomando-se Hg(w) como um filtro passa-baixas.

Como os sistemas sao nao lineares, uma modificacdo em qualquer componente es-
pectral de s(n) pode provocar mudancas em todas as componentes de 7i(n). Simulacoes
mostradas em diversos trabalhos, e.g. [30, 34, 52] confirmam que o desempenho do sistema
da Figura 4.1 é extremamente sensivel a eliminagdo mesmo de pequenas porcentagens do

espectro do sinal transmitido.

Uma forma de contornar essas dificuldades é ajustar o espectro de s(n) a largura de
banda do canal. Essa ideia, proposta para sistemas de tempo continuo em [93, 108] foi
estendida para o caso de tempo discreto em [23]. Um diagrama de blocos do sistema

proposto é mostrado na Figura 4.8.

A ideia bésica é incluir um filtro Hg(w) no transmissor de forma que o espectro dos
sinais do GSC tenham uma conformagédo espectral que nao seja afetada significativamente
pelo canal. Para que o sincronismo cadtico ainda possa ser obtido no receptor, um filtro

idéntico é acrescentado a esse.

Na presente secdo discute-se o funcionamento e diversos aspectos desse SCBC de
banda limitada. Os principais resultados relatados aqui foram publicados em [23, 25, 27,
30, 34, 45, 52, 59, 97-100].

Considera-se que Hg(w) é um filtro causal de resposta ao impulso finita (FIR - Finite
Impulse Response), ou seja, sua resposta ao impulso hg(n) tem um ntimero finito Ng

de amostras ndo nulas [84] ¢y, c1, ..., cng—1. Além disso, considera-se que Hg(w) tem
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Figura 4.8: SCBC de tempo discreto com a inclusdo de filtros Hg(w) no transmissor e
receptor. Fonte: [23].

fase linear de modo que apenas a amplitude das componentes em frequéncia dos sinais

transmitidos sofrem alteragdes [84].

A vantagem de se considerar filtros FIR aqui é a possibilidade de se obter filtros
com fase exatamente linear, o que nédo é possivel com filtros com resposta ao impulso de
duragdo infinita (IIR - Infinite Impulse Response), ou com realimentacao [84]. A nao ser
que se faga menc¢ao em contrario, todos os filtros foram projetados utilizando-se a técnica
do janelamento por uma janela de Hamming [84, Cap. 7], por meio da rotina fir1 do
Matlab® [109, Cap. 7).

A entrada do filtro Hg(w) no transmissor é z1(n). Assim, sua saida z;.1(n) é expressa

como
Ng—1

zpa(n) = > emi(n— j). (4.26)
=0
No SCBC da Figura 4.8, o sinal transmitido s(n) passa a ser
s(n) = c(zpr1(n),m(n)). (4.27)

ao invés de (4.7).
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O mesmo filtro é colocado no receptor, tendo como entrada y;(n). Assim, a saida

desse outro filtro é
Ng—1

ym+1(n Z ¢jya(n — J) (4.28)

e a mensagem transmitida ¢ estimada como

m(n) = d (Ys+1(n),r(n)) . (4.29)

Exemplo 4.2 (Transmissdo de mensagem digital em canal limitado em frequéncia). Na
Figura 4.9 considera-se a mesma mensagem e transmissor do Exemplo 4.1, pigina 56.
Porém agora o canal filtra as altas frequéncias de s(n). Mais precisamente, Ho(w) é um
filtro FIR passa-baixas com Ng = 50 coeficientes e frequéncia de corte we = 0,87. Em
outras palavras, cerca de 20% do espectro do sinal foi afetado. Note que a mensagem é

completamente perdida no receptor.
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E " oqmmmmmm
0 100 150 200
1 | T T T
0
(b) ! -1 i 1 | i
0 50 100 150 200

/51
g o ' .

;L ot L s 1 N A A g i ¥ LR SR S G R L))
| 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

n

Figura 4.9: Exemplos de sinais do SCBC da Figura 4.1 para a condicdo de canal passa-
baixas ideal com we = 0,87: (a) m(n), (b) s(n), (¢) r(n), (d) Mm(n). A mensagem nao é
recuperada no receptor. Fonte: [52].

Na Figura 4.10 repete-se a simulagéo da Figura 4.9, com a introdugéo de filtro Hg(w)

de ordem Ng = 30 e frequéncia de corte wg = 0,47. Como o canal é passa-baixas com
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frequéncia de corte wg = 0,87, s(n) é pouco afetado e a mensagem ¢é recuperada com um
atraso de Ng/2 = 25 amostras. Alguns erros ainda ocorrem porque, como seréd discutido
na Seclo 4.3, é necessdrio formatar o espectro de m(n) e nao sé do GSC para que s(n)

tenha banda efetivamente limitada e nao seja afetado pelo canal.
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Figura 4.10: Exemplos de sinais do SCBC da Figura 4.8 com wg = 0,47 para a condigdo de
canal passa-baixas com we = 0,871 (a) m(n), (b) s(n), (¢) r(n), (d) M(n). A mensagem
é recuperada com atraso. Fonte: [52].

Exemplo 4.3 (Transmissdo de mensagem senoidal em canal limitado em frequéncia). Um
outro exemplo de operagao do sistema é mostrado na Figura 4.11, agora na transmissao
do sinal analégico m(n) = sin(0,27n) e utilizando-se o mapa fr3(-) como GSC [23]. Nos
graficos (A) e (B), mostram-se a m(n), s(n), r(n) e m(n) e suas respectivas DEPs, no caso
em que ndo se usa os filtros Hg(w) e o canal é passa-baixas com we = 0,87. Claramente
a mensagem perde-se e ndo é recuperada no receptor. Nos graficos (C) e (D) mostram-
se os sinais associados quando Hg(w) é passa-baixas com wg = 0,77, de forma que o
sinal transmitido néo é afetado significativamente pelo canal. Nesse caso, a menos de um

transitério m(n) = m(n) .

Para verificar como a introducao dos filtros altera a condigdo para o sincronismo,

€ necessdrio reescrever o sistema da Figura 4.8 na forma (4.8)-(4.9) e verificar quais



70

Capitulo 4

100

150

200

0 50 100 150 200 250 300 350 400 % 0.2 04 08 08
o T WAVEVANaVAWaWRNAVE VAT BEW s e vesyverworsvig %
Lo —} F10-2 2% ASELNT IS
7y & RASNY A,
-1 : i A . ) : 1 104 [ ) ] ] |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 0.2 0.4 0.6 0.8
e ; . v . ) . o ; : :
£ 3107
=~
-1t : , ; ; _ig z - | = 10— . )
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 0.2 04 0.6 0.8
= 3 . : ; . 1 ' 1 . ' .
~ 0 =05
€ = JL
_1 1 A i i i ' 0 A i i
) 50 100 150 200 250 300 350 400 0 02 0.4 0.6 0.8 1
n w/m

Figura 4.11: Exemplos de sinais do SCBC da Figura 4.8 e respectivas DEPs para we =
0,87 (A) e (B) sem filtro na realimentagao;(C) e (D) filtro Hg(w) com ws = 0,77. O
modulo da resposta em frequéncia do canal é mostrado em linha tracejada em (B) e (D).
Fonte: [23].

condigdes os coeficientes dos filtros devem satisfazer de forma que (4.5) seja valida. Essa

analise para um mapa genérico foi publicada em [30, 59] e é apresentada na Secao 4.3.1.

Quando se pensa em m(n) digital e canal AWGN algumas questoes relevantes precisam
ser consideradas para se empregar de forma eficiente 0 SCBC da Figura 4.8. Do lado
transmissor, m(n) precisa ser formatada de forma a manter o sinal s(n) dentro da faixa
de passagem do canal. Caso contrario, havers erros na recep¢ao mesmo no caso sem ruido,
como mostrado no Exemplo 4.2. Do lado receptor, dado que o sinal transmitido é limitado
em banda, pode-se utilizar um filtro sintonizador de forma a eliminar as componentes do
ruido fora da faixa do sinal, melhorando-se assim a SNR e reduzindo a BER. Essas anélises

foram apresentadas em [30, 45] e sdo resumidas na Secao 4.3.2.

Por fim, a introdugao dos filtros na realimentagdo do sistema transmissor afeta sig-

nificativamente o GSC original. Os sinais transmitidos podem deixar de ser cadticos,
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tornando-se peridédicos, ou mesmo divergirem. Uma andlise numérica inicial desse pro-
blema, considerando-se como GSC o mapa. fg(-) foi apresentada nos trabalhos [25, 34, 100]

e é resumida na Secao 4.3.3.

4.3.1 Condicoes de sincronismo

Para se obter as condigbes sobre os coeficientes dos filtros para que o sistema mestre-
escravo da Figura 4.8 sincronize, é necessdrio obter a nova matriz de sincronismo A’

associada ao sistema com os filtros, de forma que ele possa ser descrito como

z{n+1) = A'z(n) + b+ f(s(n)) (4.30)
y(n+1) = A'y(n) + b+ f(r(n)). (4.31)

A vpartir dai, basta verificar as condi¢bes para que os autovalores de A’ satisfacam
(4.5).
Considere o sistema mestre original, ou seja, sem a presenca dos filtros. Ele é expresso

pelo sistema de M equagdes (4.8). Seja A = {a;;}, 1 < 4,5 < M a matriz de sincronismo
do GSC original, ou seja, sem os filtros. O filtro Hg(w) é FIR com Ng coeficientes.

A seguir demonstra-se o seguinte teorema que foi enunciado originalmente em [30]:

Teorema 4.1. O sistema representado na Figura 4.8 pode ser representado na forma
(4.30)-(4.31). Além disso, a matriz de sincronismo A’ tem M autovalores iguais aos da

matriz A do GSC original. Todos 0s seus demais autovalores sao nulos.

Demonstragdo. A introducio do filtro Hg(w) acrescenta (4.26) ao sistema (4.8) que passa
a ter M + 1 equagbes. O sistema transmissor completo é representado pelo sistema de

equagoes

s

z1(n +1) = anz1(n) + apz2(n) + -+ + arxzk(n) + by + f(s(n))
LEQ(TL + 1) = a21m1(n) -+ a22$2(n) = @ aZKa:K(n) + bg
{: L (432)

:vM(n + 1) = aMlxl(n) + CLMQCUQ(TL) +- aMMa:M(n) + bM

ka:MJrl(n +1)=czi(n+1)+cazi(n)+- -+ eng_121(n — Ng + 2)

com s(n) dado por (4.27).

O problema de encontrar a matriz de sincronismo A’ para esse novo sistema e deter-
minar seus autovalores é tratado a seguir separadamente para Ng =1, Ng =2, Ng=3e
Ng > 3.
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Caso Ng =1

Nesse caso, o filtro Hg(w) é um simples ganho e (4.26) torna-se

Tyr(n+ 1) = cozy(n+ 1). (4.33)
Assim, (4.32) é dada por
r~"-‘"1(?‘1 +1) = anz1(n) + azze(n) + ... + arzm(n) + by + f(s(n))

:'82(??, + 1) = 91 (?1) + (1223-‘2(‘7?.) o R o GQM(IJM(TL) - bg

Ty (n+ 1) = a1 (n) + anpews(n) + ... + aparear(n) + by

\:BM+1(’.'L + 1) = coanz1(n) + coaraza(n) + . .. + coarnrar (n) + coby + cof(s(n))
(4.34)

e, portanto, pode ser escrita na forma (4.30) com matriz de sincronismo de dimensdo
M+1xM+1

an aiz o a0
an  azx -+ agy 0
A= | ST B | (4.35)
Gy Gye v amym O
| Co11 Cotr2 -+ CoaM U_

Os autovalores A, 1 <i < M + 1, de A, sio as rafzes da equacio em \

(-)\ E 0»11) 12 v am 0
gy (A—agp) - agn 0
det(\I — A}) = : : . : =0, (4.36)
apry e oo (A=amm) 0
Cod11 Coll12 s Cot1m A

sendo I a matriz identidade de dimensao M + 1.

Calculando o determinante a partir da expansao por cofatores [110, Cap. 3] da dltima

coluna, (4.36) torna-se

('}"_all) a2 e i m
A —a e a;
det(M[ - A =A| ™ ( .“"’2) 2 = Adet(AT — A) = 0. (4.37)
an ape o (A —amm)

Portanto, os M + 1 autovalores de A} sdo A, = Ay, 1 < i < M, e Ny = 0. Assim,
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o Teorema 4.1 estd demonstrado para Ng = 1.

Caso N3=2

Nesse caso, (4.32) é dada por

Ty (n+1) = comy(n + 1) + 1z (n)

e assim (4.32) torna-se

A matriz de sincronismo associada, de dimensio M + 1 x M + 1 é dada por

a1
21

ann

a2

Qg2

a2

(coary +¢1) comna

z2(n + 1) = agiz1(n) + agea(n) + ... + asy@ar (n) + bz

xp(n+ 1) = apner (n) + amaza(n) + . .. + apsrzar(n) + by

(GEY]
aspy

QM M
Collar

(21(n + 1) = ag121(n) + asawa(n) + ... + aipwar(n) + by + f(s(n))

r
0
0
0

(4.38)

[ Tar41 (-ﬂ -+ 1) = (egary + ¢1)xy (n) + cott129 (n) + ...+ oMM (n) + eoby + C{)f(&‘('ﬂ.})

(4.39)

(4.40)

Procedendo de forma andloga ao que foi feito no caso Ng = 1, conclui-se que os M + 1

autovalores de Aj sdo novamente X, = Ay, 1 <4< M, e Ny, = 0. Assim, o Teorema

4.1 estd demonstrado para Ng = 2.

Caso Ng = 3

Para Ng = 3, o filtro é dado por

Zaa(n+1) = cozi(n + 1) + iz (n) + caaa (n — 1).

Definindo-se a varidvel de estado auxiliar

Tap2(n + 1) = a1 (n),

(4.41)

(4.42)
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pode-se reescrever (4.32) como

A

(Zpmy2(n+ 1) = z1(n)

i
z1(n+ 1) = ana(n) + apzs(n) +

xa(n+ 1) = ag1z1(n) + agewa(n) +

p(n+ 1) = apnz1(n) + apeza(n) + ..+ appep(n) + by

vt arpap(n) + by + f(s(n))

ot agM:EM(ﬂ.) + by

Zyr1(n+ 1) = (coan + e1)zi(n) + coaraa(n) + ... + coarpzar(n) + cazpria(n) + cobr+

cof(s(n))

(4.43)

A matriz de sincronismo Aj de dimensao M + 2 x M + 2 associada a (4.43) é dada

por

ag

(3]

Qi

1

(457

g2

Gpr2

(Cg(ﬂn - Cl) Cotl1o

0

ar 0
apg 0
apm 0
coarpy 0
0 0

0
0

0
Ca

0

(4.44)

Os autovalores A, 1 <m < M + 2, de Aj, sdo as raizes da equagao em A

det(AT — Af) =

(/\ — an)

21

ann

(eoayy + 1)

1

a2

(A — ag)

anre
Coyz
0

@y
Qg

(/\ = CIMM)

Cotanm

0

0
0 0
0 0
A e
0 A

Calculando o determinante a partir da expansao por cofatores da peniiltima coluna

da matriz, (4.45) torna-se

det(AI — A%) = A

(A= ﬂru)

031

apr
1

a2 a1y 0
(A—ag) - apm 0
apmz 0 (A—amm) 0

0 0 A

=0. (4.46)



4.3 Formatacao do espectro do sinal transmitido

75

Usando novamente a expansao por cofatores, agora pela iiltima coluna,

()\—0111) 30 QAL
det(AI— Al = 2| @ (A-oem) oo
—Az) = . . )
anr apre cor (A= annm)

= Adet(\ — A) = 0.

(4.47)

Portanto, os M + 2 autovalores de A5 sdo A; = A;;, 1 <4< M, e Ny = Nyp = 0.

Assim, o Teorema 4.1 estd demonstrado para Ng = 3.

Caso Ng > 3

Finalmente, considera-se o caso Ng > 3, generaliza¢ao do caso anterior. Agora, o filtro é

dado por (4.26), ou seja,

123M+1(?1+1) = Coml(ﬂ-i' 1) 412 (?1)+62$1 (ﬂ—l)-]—Cg.'L'] (n—2)+ . .+CNS_1.‘I}1(1?-_ (NS - 2))

e o sistema com a inclusdo do filtro é dado por (4.32).
Definem-se as Ng — 2 varidveis de estado auxiliares

)
Tpp2(n+ 1) = xy(n)

Tysa(n+1) = zpp0(n) = a1 (n— 1)

4 $M+4('JI + 1) = $M+3(-‘n) = I (?l e 2)

kxAH-Ns—I(?'-" + 1) = Tprpng—2(n) =z (n — (Ng — 3))

(4.48)

(4.49)

Substituindo-se z;(n + 1) em (4.48) e utilizando-se (4.49), pode-se reescreve-se o sistema
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mestre como

-

Zaraa(n + 1)

Tasa(n + 1)

€Ty (n = 1) = 117 (?'&) + (ngmg(ﬂ) + .o aMTMp ('ﬂ-) + bl =} f(s(n))

Ta(n+ 1) = an @y (n) + agpwe(n) + ... + aayzy(n) + by

:BM(?I =y 1) = Gp,n&.'](n) + {I.Mz.'t.'g(n) oo ﬂ.M,\.;.’EM(ﬂ) - {}M

+esarya(n) + ..+ Cng—1Z K4 Ns—1 (1) + cobi + cofi(s(n))

= xy(n)

= Tar42(n)

kxM+Ns—1(n + 1) = Zarpng—2(n)

A matriz de sincronismo associada a (4.50) tem dimensdo M’ x M’ com

e é dada por
[
A=
ou -
sendo

V=S [(Cnﬂru +e1) coapz

euz[l 00

aq1 a2

(3] az
pn Qpre
(coary +¢1) cotrz

1 0

0 0

0 0
A

A =

O(vg—3)x(M+1)  L(Ns—3)x(Ns—3)

0].

M' = (M + Ng—1)

apr 00
agyy 00
apmmM 0 0
oo 0 ¢
0 0 0
0 0 1
0 0 0
Vixm:
Wy A

coarg 0 e

0 0
0 0
0 0
' CNg-2 CNg—1
0 0
0 0
1 0 ]
Oarx(vg—1)
H
O(ns—3)x1

CNg-2 CNgs—1 ]

; Zars1(n+ 1) = (coan + 1)z (n) + coarzwa(n) + ... + coarprzar(n) + Co yry2(n)+

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)
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Os autovalores A, 1 < m < M + Ng — 1, de A}, sio as rafzes da equagao em A

(A—an) a2 ain 0 0 0 0
as (A—ag) - azsm 0 0 0 0
ayn apz o (A—apmy) 0 0 oo 0 0
det(Al — A}) = | (coan1 +¢1) ez -+ eam A € o eNg—3 cNg—1 | =0.
1 0 e 0 0o x - 0 0
0 0 e 0 0o 1 - 0 0
0 0 0 0 0 1 A

(4.55)

Calculando o determinante a partir da expansio por cofatores da coluna M + 1 da
matriz, (4.55) torna-se

(/\ — CL11) 12 we iy aypg 0 <00
iy (A—ag) - aam 0 ««« 00
det(\[ — A)) =A| M1 az o A=) 0 e 000 (4.56)
4 1 0 0 Yo renm 1 G B
0 0 0 1 -+« 00
0 0 0 0 1 A

Usando a expansao por cofatores mais Ng—2 vezes, sempre a partir da tiltima coluna,

a equagao (4.56) torna-se

(/\ = ﬂn) a1z Yy an
(1 A — ay v lars
det(AL — Ap) = AWs-n | @n (A-an) =
: A—=--)
an an e (A — apm)
= AWs=Ndet (A — A) = 0. (4.57)

Portanto, os M + Ng — 1 autovalores de A} sdo Aj, = Ay, 1 < m < M, e My =
Mygn = 5: 0= /\1&1+N3—1 = 0. Assim, o Teorema 4.1 estd demonstrado para Ns > 3 e
conclui-se sua demonstracao. O
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Como importante corolério do Teorema 4.1, tem-se

Corolério 4.1. O sistema mestre-escravo (4.30)-(4.31) sincroniza completamente inde-
pendentemente dos filtros utilizados, desde que os autovalores da matriz A satisfacam
(4.5).

Concluindo, se o sistema mestre-escravo original sincroniza, os filtros nao afetam esse
sincronismo, dado que os autovalores ndo nulos da nova matriz de sincronismo sao os
mesmos do GSC original. Esse coroldrio generaliza o resultado obtido em [25] para o

mapa de Hénon fg(-).

Note-se que nada estd se afirmando sobre a natureza do sinal transmitido s(n): ele
pode deixar de ser caético, tornando-se periédico, ou mesmo divergir dependendo dos
filtros utilizados, mas o sincronismo e o funcionamento do SCBC da Figura 4.8 estdo

garantidos, independentemente dos filtros Hg(w)

4.3.2 Formatagdo da mensagem e noise filtering

Uma vez demonstrado o funcionamento do SCBC da Figura 4.8, sdo necessarias algumas
consideracoes levando-se em conta a transmissao de mensagens digitais utilizando-se sinais
de banda limitada. Do lado transmissor m(n) tem que ser formatado de forma a ter
o espectro contido dentro da faixa de frequéncias desejada para o sinal cadtico. Do
lado do receptor, dado que o sinal transmitido é limitado em banda, pode-se utilizar um
filtro sintonizador de forma a eliminar as componentes do ruido fora da faixa do sinal,

melhorando-se assim a SNR e reduzindo a BER.

Essas questdes sao tratadas de forma resumida nessa segdo. Os principais resultados
foram detalhados em [65].

Considera-se

+o0
m(n) = Z dip(n — Li) (4.58)
=0
sendo
1, 0<n<L-1
p(n) = ;

0, caso contrario

um pulso retangular de L amostras e d; uma sequéncia bindria formada por valores +1.
Na Figura 4.12(a)-(d) mostram-se alguns exemplos da mensagem m(n) formatada pelo

pulso retangular p(n) para uma sequéncia d; formada por +1s e —1s alternados.
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Figura 4.12: Mensagem m(n) (4.58)
alternados com: (a) L=1,(b) L =5, (c) L=10e(d) L

= 20. Fonte: [65].

Pode-se mostrar [65] que, para d; equiprovével, a DEP de m(n) é dada por

M(w) =

l[bll]( )r
L 5111(

)

para uma sequéncia d; formada por +1s e —1s

(4.59)

Alguns exemplos de M (w), para diferentes valores de L, sdo mostrados na Figura 4.13(a).
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Figura 4.13: (a) DEP M(w) de m(n) e
no intervalo [0,B)] em fungdo de L. Fonte: [65].
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(b) Fragéo da poténcia de m(n), P,,, concentrada

Considera-se a banda essencial de M(w) , By, como sendo a frequéncia em que ocorre
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o segundo nulo de M(w). De (4.59),

47
By = T (4.60)

Na Figura 4.13(b) mostra-se que a fragio da poténcia de m(n), concentrada entre 0 e By,

1 [Bum
P,=- M (w)dw (4.61)
T Jo
¢ superior a 95%, para todo L, coerente com a definicio de banda essencial utilizada no

Capitulo 3, (3.5). Com essa escolha, para que m(n) tenha certa banda essencial, By,

L= [;—ﬂ (4.62)

deve-se tomar

Com m(n) formato dessa maneira e utilizando-se 0 SCBC da Figura 4.8 com a funcio
de codificagao linear
s(n) = (1 = 7) a1 (n) +ym(n), (4.63)

que é a mesma utilizada na Secdo 4.2.1, (4.20), pode-se de fato limitar a banda do sinal
transmitido s(n) fazendo-se com que m(n) tenha banda essencial menor ou igual a wg, a

frequéncia de corte do filtro inserido na realimentacao do sistema. Assim, faz-se

= [‘iq (4.64)

Para se obter a sequéncia binaria estimada, d; no receptor a partir da mensagem
recuperada 7m(n), utiliza-se o decisor étimo pelo critério maximo a posterior: [18], que

nesse caso, consiste em calcular

(i+1)L—1
Si= Y. n) (4.65)
n=ilL
e decidir
= 1, S; >0
d; = (4.66)
-1, S;<0.

Como s(n) é limitado em banda e o ruido no canal w(n), tem sua poténcia igual-
mente distribuida em todas as frequéncias, é interessante utilizar-se um filtro sintoniza-
dor, Hr(w), na entrada do receptor de forma a eliminar as componentes do ruido nas

frequéncias acima da banda essencial de s(n).

Para ilustrar o processo de sintonizagao, mostra-se na Figura 4.14 o médulo da res-

posta em frequéncia de um sintonizador, Hr(w), com frequéncia de corte wr = 0,387 e as
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DEPs normalizadas do ruido no canal W (w) e do sinal transmitido S(w) para wg = 0,27,

L =20 e SNR = 20 dB. Nota-se que na faixa de rejeigdo do filtro a poténcia do ruido é
dominante.

—

—5(w)
— (W)
- - - |Hplw)| |

=
[{w]

e i
o 3 o

o o o ) o
(o]

o O
= o G e

Amplitude normalizada

| "
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01 02 03 04 05 06 0,7 08 09 1

w;‘ﬂ
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Figura 4.14: Exemplo de atuacao do filtro sintonizador, eliminando componentes fora da
banda de s(n). Fonte: [65].

Os acréscimos ao SCBC da Figura 4.8 descritos nessa se¢io sao mostrados na Figura,

4.15.
A &
s(n) r(n) r'(n) fn) 5, :
m(n) h(n) Hy{w) ™ iy, r) o 2, :F b
by et PL) | c(xg,,  m) -L () \%nal .
» ()
Xgpg(n) Yri(n)
Hef w) Hy{w)
x(n) yi(n)
b
x(n+1) y(n+1)

Transmissor (Mestre) Receptor (Escravo)

Figura 4.15: SCBC de banda limitada da Figura 4.8 adaptado para mensagens bindrias.
Fonte: [65].

Uma questao relevante é a escolha da frequéncia de corte wr do filtro sintonizador
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Hp(w). Trata-se dessa questdo, de forma numérica, para um caso particular em [65].
Especificamente, considerou-se canal AWGN fixando-se a frequéncia de corte dos filtros
Hs(w) em wg = 0,27. Para garantir-se uma transicdo abrupta entre a faixa de passagem
e de rejeicao tomou-se o nimero de coeficientes de Hg(w) e Hy(w) igual a 200. Utiliza-se
a funcao de codificagdo (4.63) com v = 0,3 ¢ fy(-) como GSC com a=0,9e b= 0,3

Na Figura 4.16(a) mostram-se os valores de BER obtidos como funcao de wy para
SNR = 10 dB. Por um lado, dado que a frequéncia de corte dos filtros Hs(w) é wg = 0,2,
verifica-se que para wr < 0,27 os valores da BER aumentam abruptamente, visto que
componentes relevantes de 7(n) sdo atenuadas pelo sintonizador. A partir de wyp ~ 0,47
a BER aumenta suavemente com wr, o que indica que ndo hd componente relevante de
r(n) acima dessa frequéncia e aumentar a banda do sinal recebido apenas acrescenta rufdo.
Assim, a frequéncia de corte 6timo, wr,, para o filtro sintonizador deve estar entre 0,27 e
0,4m. Numericamente, determina-se que o valor de wr, que leva & menor BER para essa
situacao especifica é

wre ~ 0,38, (4.67)

que ¢é indicado na Figura 4.16(a).

(a) (b)

100 . 10
I ! o — =
' . oy ——wp =0,8m
\ ' -1 e "o, I =N
\ | 10 : i Mo —6—sem onos ||
107 | | ‘
I ! 10
& \ { e
= \ i =
m Jua]

i :
0 wg 0,4 0,6 0,8 1 _5
wr/mT

Figura 4.16: (a) BER em funcido de wr para uma SNR de 10 dB; (b) BER em funcao da
SNR para wr = 7 (sem sintonizador) e para wr = 0,3w. A curva para o caso étimo sem
caos (4.22) também é mostrada. Fonte: [65].

Na Figura 4.16(b) compara-se o desempenho em termos de BER para os casos com
sintonizador étimo, wr, = 0,387, e sem o filtro sintonizador, ou seja, wr = 7. Observa-
se que ha vantagem na utilizacdo do sintonizador para valores de SNR menores do que
aproximadamente SNR = 12 dB. Desta forma, o filtro sintonizador estd eliminando de
fato o ruido acima da banda do sinal transmitido. Para efeito de comparacio, o resultado

6timo do caso sem caos, (4.22) também é mostrado.
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4.3.3 Condicoes para manutengao do caos

Um problema relevante, porém raramente abordada na literatura de sistemas dindmicos
aplicados a problemas de comunicagoes, diz respeito a influéncia da introdugdo da men-
sagem na caracteristica caédtica do sinal transmitido. Para SCBCs em que ocorre a reali-
mentacao da mensagem no transmissor, como o analisado aqui, esse problema é especial-
mente importante. Por exemplo, mostrou-se em [29] que, sob certas condigoes, o sistema
da Figura 4.1, quando se utiliza como GSC o mapa de Tkeda frx(-) deixa de gerar sinais

caoticos.

No SCBC de banda limitada discutido nessa se¢éo, o problema torna-se ainda mais
complicado porque, além da introducao da mensagem m(n), um filtro FIR, Hg(w) é inse-
rido na malha de realimentagao do transmissor. O Teorema 4.1 e o Corolério 4.1 garantem
apenas que havera sincronizacao entre o transmissor e o receptor, independentemente da,
escolha de Hg(w) e da mensagem enviada. Porém, ndo hd nenhuma garantia de que
0s ginais continuam cadticos, podendo perder a DSCI, tornarem-se periddicos ou mesmo

divergir.

Como visto nas Segoes 2.2 e 2.3, para verificar se os sinais transmitidos sdo cadticos,
é necessério calcular o maior expoente de Lyapunov do sistema transmissor da Figura
4.15, o que parece desafiante analiticamente pelo fato da ordem do sistema depender do

comprimento de Hg{w) e da caracteristica, em geral aleatdria, da mensagem m(n).

Nos dltimos anos, o autor e seus colaboradores obtiveram alguns resultados numéricos
interessantes para esse problema, que foram publicados nos artigos [25, 100] e na tese [65].
Alguns desses resultados sdo apresentados a seguir, no intuito de ilustrar o problema e sua,
complexidade. Preferiu-se ndo entrar em detalhes nos algoritmos envolvidos no célculo

do maior expoente de Lyapunov, que estao descritos nas referéncias citadas.

Considera-se como GSC o mapa de Hénon fy(-) (2.20) com b = 0,3, a funcio de
codificagdo (4.20) e m(n) na forma (4.58).

Com essas escolhas, o sistema analisado aqui pode ser escrito como [100]

z1(n +1) a — s%(n) + 0,3zq(n)
zn+1)= |z(n+1)| = z1(n) (4.68)
zs(n+1)] [T em(n+1-j)
com s(n) dado por
s(n) = c(xz3(n),m(n)) = (L = 7)zs(n) +ym(n). (4.69)

Para v = 0, o sistema ndo depende da mensagem aleatéria m(n), sendo portanto
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determinista. Dessa forma, k pode ser calculado utilizando-se a técnica do mapa tangente

[1, p.199-203]. Aborda-se primeiramente esse caso.

Para a estimac@o do maior expoente de Lyapunov utilizou-se 10* pontos da érbita

com condi¢oes iniciais aleatérias.

Caso Ng=1ley=0

Nesse caso, hg(n) é um simples ganho ¢ e a mensagem nao influencia o sinal transmitido.

Na Figura 4.17(a) mostra-se o maior expoente de Lyapunov, h, e o diagrama de
bifurcagéo de (4.68) para 0 < a < 1,4 e ¢g = 1, isto é, o sistema sem a presenca do filtro, o
mapa de Hénon “puro”. Nota-se que, apds um intervalo de bifurcacoes periédicas hd uma
faixa de valores, 1,1 < a < 1,2 e 1,25 < a < 1,4, para os quais observa-se a geraciao de
sinais cadticos, dado que A > 0. Em particular, para a = 1,4, como usualmente utilizado

na literatura [1, p. 201], obtém-se caos.

0.5 . - (2) - 05 . - (b)
0 0
-2 <2
0,54 0,5.
|
-1 - = = [y [ SN S i .
0 0,2 04 0.6 0.8 1 1,2 14 o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

-20 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
[&1]

Figura 4.17: Major expoente de Lyapunov h e diagrama de bifurcacdo para o mapa (4.68)
com Ng =1evy=0: (a) em fungdo de a com ¢y = 1 e (b) em fungdo de ¢y com a = 1,4.
Fonte: [100].

Na Figura 4.17(b), fixa-se a = 1,4, que para o mapa “puro” gera drbitas cadticas
e varia-se o coeficiente do filtro ¢g. Ambos os gréficos da Figura 4.17(b) séo versoes
distorcidas daqueles apresentados na Figura 4.17(a). Claramente observa-se que o valor do
coeficiente do filtro, cq, altera as propriedades caéticas do sistema de Hénon original. Nesse
caso é possivel obter caos para 0,87 < ¢y < 0,92 e ¢ > 0,97, regices em que h > 0. Note-
se que mesmo nesse caso simples, a inclusao do filtro Hg(w) ja afeta significativamente
as propriedades dindmicas dos sinais gerados. Pode-se obter um sinal peridédico, com

qualquer periodo desejado escolhendo-se o valor de ¢y adequado.
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Caso Ng=2ev=0

No caso Ng = 2, hg(n) possui dois coeficientes, ¢y e ¢;. Na Figura 4.18 mostram-se regies
em que o maior expoente de Lyapunov h do sistema (4.68) é positivo ou negativo no plano
co X ¢1, para a = 1,4. As regides azuis (mais escuras) representam h < 0, ou seja 6rbitas
nao-cadticas, enquanto as regides amarelas (mais claras) tém h > 0, ou seja, geram-se

sinais cadticos. As regides brancas representam Orbitas divergentes.

Co

&]

Figura 4.18: Maior expoente de Lyapunov h para (4.68) com Ns =2,y =0e a = 1,4.
As regides roxas (escuras) representam h > 0 e as regides amarelas (claras) representam
h < 0. Nas regides brancas as érbitas divergem Fonte: [100].

Para ¢y < 0,6 e ¢; < 0,6 o sistema gera sinais periddicos, enquanto que, para ¢g > 0,7
e ¢; > 0,7 é possivel obter sinais cadticos, em funcao dos coeficientes do filtro, para
combinagoes especificas de ¢y e ¢;. Entretanto, se ¢g > 0,85 e ¢ > 0,85 as Orbitas

divergem como mostra a drea branca da Figura 4.18.

Observando-se a drea da Figura 4.18 em que 0,6 < ¢; < 1, notam-se alguns padrées
complicados entre as regioes que apresentam caos e aquelas que nao apresentam essa
condicéo, parecendo haver ai uma estrutura fractal [1, Cap. 4]. Nessa regido, pequenas
variagoes nos valores de cada coeficiente podem mudar completamente a dindmica dos

sinais gerados.
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Esses resultados, sem ddvida, merecem uma anélise mais detalhada néo s6 numérica,
mas também analitica, sendo assunto de trabalho presente do autor e de seus colabora-

dores.

Caso Ng>3e~v=0

Esse caso foi apresentado em [25].

Como o nimero de coeficientes aumenta, fica invidvel uma andlise em funcao da va-
riacao individual deles. Opta-se por uma abordagem em termos da resposta em frequéncia.
Considera-se que Hg(w) é um filtro FIR passa-baixas com Ng coeficientes e frequéncia de

corte wg € faz-se a anélise em funcdo desses pardmetros.

Nas Figuras 4.19(a) e 4.19(b) mostram-se graficos de h em funcao de wg e de Ng, res-
pectivamente. Nesse tltimo toma-se a média dos expoentes obtidos usando-se 10 condigées
iniciais para cada Ns e wg. As barras verticais em cada ponto do grifico medem o desvio

padrao em torno da média do valor do expoente de Lyapunov.

0.04
0,03

01 02 03 04 05 06 07 08 09 | 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
wg/m Ng

Figura 4.19: Maior expoente de Lyapunov h para o sistema (4.68) em fungdo (a) da
frequéncia de corte wg e (b) do nimero de coeficientes Ng do filtro. Pontos ndo marcados
indicam que as 6rbitas divergem para o par Ng, ws.

Da Figura 4.19(a) nota-se que para Ng > 10 hd um intervalo maior de we para as
quais os sinais gerados sao cadticos. Em contrapartida, para Ng < 10, h < 0 para quase

todos os valores de w,.

Dos gréficos da Figura 4.19(b) conclui-se que para Ng > 45 e wg > 0,25, os sinais
gerados sao cadticos. Nota-se também a convergéncia dos valores de h para os valores de

wg simulados.

De modo geral, os resultados mostrados na Figura 4.19 permitem inferir que o sistema

transmite sinais cadticos para filtros com Ng alto e wg ndo muito baixa.

Para ilustrar esses resultados, mostram-se na Figura 4.20 exemplos de gréficos de
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z1(n) para casos em que (a) h < 0, (b) h = 0, (¢c) h > 0 e (d) as drbitas divergem.
Os resultados claramente coincidem com o esperado, obtendo-se aperiodicidade e DSCI

apenas no caso (c).

(a) z1(n)

200

120 140 160 180

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

() z1(n)

(d) z1(n)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

Figura 4.20: Gréficos de x1(n) do sistema (4.68) para duas condigoes iniciais diferentes e
(a) Ns =5, ws = 0,257 (h = —0,02); (b) Ng = 10, ws = 0,257 (h = 0); (c) Ng = 20,
wg = 0,251 (h ~ 0,03); e (d) Ns = 25, wg = 0,997 (6rbitas divergentes).

Caso v # 0

Para v # 0, a mensagem m(n) afeta os sinais gerados. Claramente esse é o caso de maior
interesse pratico, mas também o mais complicado j4 que insere um componente aleatério
no sistema (4.68). Para se definir e calcular h é necessério recorrer  teoria de sistemas
dindmicos aleatérios [111]. Devido & ergodicidade do sistema dindmico, as propriedades
dindmicas podem ser deduzidas a partir de uma tnica realiza¢do de m(n) suficientemente
longa [111]. Utiliza-se novamente a técnica do mapa tangente, tratando-se m(n) como se

fosse um pardmetro do sistema que varia amostra a amostra [29, 56, 64].

Nas Figuras 4.21(a) e (b), mostram-se os valores de h calculados para o sistema (4.68)
para Ng = 1 e ¢y = 1, ou seja, no caso sem filtro, em fungao de v. Considera-se (a) a = 1,4

e (b) a = 0,9. Para cada 7 é mostrada uma média de h calculada para 10 condicdes iniciais
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e realizagoes de m(n) diferentes juntamente com barras de erro.
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Figura 4.21: Maior expoente de Lyapunov para o sistema (4.68) em fungéo de v para: (a)
a=14¢e (b) a=0,9. Fonte: [65].

Os resultados mostram que, para a = 1,4, somente hd geracao de sinais cadticos
quando vy < 0,22. J4 para a = 0,9, para todos os valores de v os sinais gerados nao sao
cabticos. Nota-se entdo a relevancia de se verificar se uma dada proposta de SCBC de

fato transmite sinais cadticos, como foi apontado, para um sistema diferente, em [29].

Gréficos de z1(n) nas condigoes da Figura 4.21(a) sdo mostrados na Figura 4.22, para
(a) y=0,2 (h=~0,02) e (b) y=0,3 (h = —0,08).

Os sinais na Figura 4.22 apresentam o comportamento esperado: apenas o caso (a)
apresenta DSCI. A aperiodicidade presente no grafico (b) é devida simplesmente & aperi-
odicidade de m(n). A DSCI néo estd presente, o que nao é evidente observando-se apenas

uma realizacdo de z;(n).

Essa questao do “caos aparente” em SCBCs foi explorada pelos autor e seus colabo-
radores em [29]. O fato de que a fungdo de codificagio (4.69) gera sinais cadticos apenas
para valores baixos de 7 foi analisada em detalhes em [56]. Nesse tltimo artigo propoe-se
uma func@io de codificagio alternativa que gera sinais cadticos para um conjunto maior

de parametros.

Nas Figuras 4.23(a) e (b), mostram-se os expoentes de Lyapunov, para o sistema
(4.68) com a = 0,9, em funcdo de vy, para diversos valores de Ng. Em (a) wg = 0,57 e
L =8; em (b) ws = 0,2r e L = 20. O valor de L, ¢ escolhido de acordo com (4.64) de

modo que s(n) tenha banda essencial wg.

Pelas curvas das Figuras 4.23(a) e (b) nota-se novamente que um valor de v > 0,3 faz

com que o comportamento cadtico desaparega.

De forma geral, simulagbes mostram que o SCBC da Figura 4.15, com a funcao de

codificacdo (4.69) transmite sinais cadticos quando se utiliza o mapa fg(-) para a = 0,9,
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(a) z1(n)

(b) 1 (n)

Figura 4.22: Gréficos de z;(n) nas condigtes da Figura 4.21(a) para duas condicdes iniciais
diferentes: (a) v=10,2 (h~0,02) e (b) v =0,3 (h =~ —0,08). Fonte: [65].
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Figura 4.23: Maior expoentes de Lyapunov de (4.68), em funcio de vy, para a = 0,9 e
diversos valores de Ng: (a) wg = 0,57 ¢ L =8; (b) ws = 0,2 e M = 20. Fonte: [65].

v < 0,2, Ng > 45 e wg > 0,1 [65].

Os resultados apresentados nessa segdo, a respeito da natureza cadtica dos sinais
transmitidos, ainda sao preliminares e necessitam de melhor sistematizacéo e analise. Sao

assuntos de pesquisa atual do autor e de seus colaboradores e deverdo gerar publicacoes
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relevantes nos préximos anos.

4.3.4 Conclusoes

Na Segao 4.3 apresentou-se uma discussao sobre a adaptacao do SCBC mostrado na Fi-
gura 4.1 para a transmissao de sinais com banda essencial bem determinada. Limitar a
banda dos sinais transmitidos é fundamental em aplicagbes praticas. Para sistemas sem
fio em geral, apenas uma faixa de frequéncias estd disponivel para um dado sistema de
comunicacao. Mesmo em sistemas cabeados, em que ndo héa necessidade de particiona-
mento do canal, trabalhar com sinais limitados em frequéncia é essencial, jd que os canais

transmitem bem apenas determinadas faixas [81].

Esse problema comegou a ser estudado pelo autor ainda em seu mestrado, para siste-
mas de tempo continuo [93] por sugestdo de seu orientador, Prof. Max Gerken. O assunto

foi retomado ja em 2009 tendo gerado diversos resultados relevantes, discutidos aqui.

A solucao proposta para a geragdo de sinais cadticos com banda essencial bem defi-
nida, utilizando-se filtros FIR no transmissor e receptor é inicialmente apresentada e na
Subsecao 4.3.1 mostrou-se que o sincronismo caéticos nos sistemas transmissor e receptor

independe dos coeficientes dos filtros utilizados.

Pensando na transmissdo de mensagens bindrias, m(n) precisa ser formatado adequa-
damente para que o espectro do sinal transmitido tenha a banda essencial desejada. Além
disso, pensando-se em canal AWGN ¢é possivel utilizar um filtro sintonizador na entrada
do receptor de forma a eliminar o ruido fora de banda. Esses aspectos foram tratados na
Subsegao 4.3.2.

Por fim, na Subsec¢do 4.3.3 tratou-se de como a incluséo dos filtros e da mensagem afe-
tam as propriedades dindmicas do GSC. Pelos resultados numéricos apresentados, pode-se
notar que o problema parece bastante complicado. A inclusdo da mensagem e dos filtros

pode fazer com que desapareca a caracteristica DSCI dos sinais transmitidos.

Em resumo, mostrou-se a viabilidade de se transmitir sinais caéticos em canais de
banda limitada. H4 uma série de problemas ainda em aberto, especialmente em relagio a

dependéncia do expoente de Lyapunov com os coeficientes dos filtros e com a mensagem.

Outra questao relevante é a realizacdo em hardware desses sistemas e a forma como
as imprecisoes inerentes a essas realizagOes afetarao a sincronizagdo. Nesse sentido, nos
préximos anos, pretende-se implementar o SCBC da Figura 4.15 utilizando-se eletrénica,
definida por software [112, 113].
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4.4 Desempenho em canais dispersivos e equalizacao

Até aqui, considerou-se apenas canais AWGN. Pensando-se em aplicacdes priticas, é
fundamental analisar também o desempenho do SCBC da Figura 4.1 em canais dispersivos

e variantes no tempo.

Para estudar essa questao, o autor juntou-se a Magno T. M. Silva, professor do La-
boratério de Processamento de Sinais (LPS) da EPUSP, especialista em processamento
digital de sinais e filtragem adaptativa. Juntos, orientaram a tese de doutoramento de Re-
nato Candido [64] que versa sobre a equalizacio para o SCBC da Figura 4.1. Atualmente,
o Renato Candido esta realizando estagio pés-doutoral no LPS com o Prof. Magno e os

estudos continuam.

Os resultados obtidos até o momento foram publicado nos artigos [28, 29, 37, 44, 53,

101]. Alguns desses resultados sdo descritos de forma resumida nessa secdo.

4.4.1 Formulagao do problema de equalizacao

Em sistemas de comunicagao convencionais, é usual considerar-se um equalizador no re-
ceptor de forma a mitigar a interferéncia intersimbélica (ISI - Intersymbol Interference)
introduzida pelo canal [18, 114, 115]. Esquemas de equalizagdo aplicados a SCBCs tém
sido propostos na literatura para diferentes abordagens de codificagdo de mensagens [116—
120]. Porém, nenhum desses trabalhos aborda casos semelhantes ao SCBC da Figura 4.1,

em que a mensagem codificada é realimentada no GSC.

Em [28], propde-se um equalizador adaptativo para o SCBC da Figura 4.1 usando-se
o mapa de Hénon fy(-) como GSC e m(n) bindrio, m(n) € {—1, +1}. Na Figura 4.24

mostra-se o esquema de equalizacao proposto.

Assume-se um equalizador adaptativo com N, coeficientes, com vetor regressor de

entrada :
r(n) = [r(n) r(n—1) -+ 7(n— Ny + 1)} (4.70)
e saida
3(n) = rf(n)v(n — 1) (4.71)
sendo .,
v(m) = [v(n) vi(n) - v ()] (472)

o vetor de coeficientes do equalizador no instante n.

O objetivo do equalizador é eliminar a ISI introduzida pelo canal e recuperar o sinal

transmitido s(n) admitindo-se um atraso fixo de A amostras. Como critério de equalizacéo
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—?—Ib canal ———p|equalizador
|

| | fey(n) |

| Transmissor (mestre) | | Receptor (escravo)

i e e (— ST R =T |

Figura 4.24: Esquema de equalizacdo proposto para o sistema da Figura 4.1. Fonte: [28].

utiliza-se o erro de estimacéao

eeq(n) £ m(n — A) — m(n). (4.73)

Assume-se que hd uma sequéncia de treinamento m(n — A) conhecida de antemao
no receptor. Nesse caso, o equalizador trabalha no modo de treinamento e atualiza seus
coeficientes de modo supervisionado, usando e.,(n) em conjunto com o algoritmo adap-
tativo. Durante o funcionamento em regime, quando se estd de fato transmitindo uma
mensagem por meio de m(n), o receptor obviamente nio tem acesso prévio a m(n — A) e
essa sequéncia é substituida pela saida de um dispositivo de decisdo. Nesse caso, o equa-
lizador trabalha no modo conhecido como decisdo direta. Devido & varidncia no tempo
do canal de comunicagdo, uma comutagao entre esse dois modos é necessiria sempre que
o erro quadratico médio atinge um limiar pré-determinado [18, 114, 115]. Apesar dessa
comutacao ocorrer constantemente na pratica, aqui sé serd considerado o modo de treina-
mento. A comutacao entre modo de treinamento e decisdo direta para o SCBC em estudo

¢ abordada de forma preliminar em [101] e ainda estd em estudo.

Como funcéo de codificagdo, considera-se [44, 121]
s(n) = c(z1(n),m(n)) = z1(n) - m(n) (4.74)
que leva a fungao de decodificagao

m(n) = ¢! (11(n),8(n)) = (4.75)
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supondo y;(n) # 0 para todo n.

Essa escolha leva a uma interessante propriedade quando se utiliza fg(-) como GSC:

para uma mensagem polar bindria (m(n) = £1), de (4.74),
§*(n)=x3(n). (4.76)

Assim, de (4.10) e (4.14), (n + 1) ndo depende de m(n) e, portanto, a mensagem nao
perturba o GSC. Assim, o sinal transmitido é de fato cadtico desde que os sinais gerados
pelo GSC sejam cadticos. Como foi visto na Subsegio 4.3.3, esse ndo é sempre o caso

quando se utiliza, por exemplo, a funcdo de codifica¢o linear (4.20).

4.4.2 O algoritmo NLMS cadético

Algoritmos de gradiente estocdstico atualizam os coeficientes de um equalizador adapta-
tivo pela relagdo
v(n) =v(n—1) — pV,J(n), (4.77)

—~

sendo p o passo de adaptagéo e V,,J(n) o vetor gradiente da funcao de custo instantanea

a ser minimizada.

Usando (4.77), o vetor de coeficientes v(n — 1) é atualizado na direcdo oposta a do
gradiente de J (n), que é uma funcdo do erro de estimacao. Diferentes funcoes levam a
algoritmos com diferentes propriedades como taxa de convergéncia, custo computacional

e capacidade de rastreamento, entre outras [114, 115].

Para se obter uma versao do algoritmo de minimos quadrados (LMS - Least Mean
Squares) para adaptar o equalizador no esquema da Figura 4.24, define-se a seguinte
fungao custo instantanea

J(n) = e2,(n) = [m(n — A) — w(n)]?. (4.78)

-~

Calculando o gradiente de J(n) em relagdo ao vetor v(n — 1), obtém-se

V., J(n) = 266"(n)82?+(—n)1) = —2ec,(n)

om(n)
— 4.
dv(n —1) (4.79)
Levando-se em conta o equalizador (4.71) no esquema da Figura 4.24, (4.75) pode ser

reescrita como N
s(n) rT(n)v(n-1)

N y1(n) B yi(n) (4.80)
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Usando (4.80) e assumindo que y;(n) ndo depende de v(n — 1), obtém-se

N €e (n) 9s(n) €e (n)

J(n) = 2 g 2 1 4.81
Assim, substituindo (4.81) em (4.77) e tomando u = 2p como passo de adaptagdo, chega-se
a equagdo de atualizagéo do algoritmo LMS cadtico' (cLMS - chaotic LMS) dada por

v(n) =v(n—1)+ u%%)r(n). (4.82)

Um problema bem conhecido do algoritmo LMS diz respeito & escolha do passo de
adaptacao p de forma a permitir um erro médio quadratico em regime aceitdvel e ainda
garantir sua estabilidade [114, 115]. Usar algoritmos de passo varidvel torna essa escolha
mais simples. Além disso, esses algoritmos podem superar em desempenho seus equivalen-
tes nao normalizados, principalmente quando as estatisticas do sinal de entrada mudam
rapidamente. Esse é o caso do algoritmo LMS normalizado (NLMS - Normalized LMS)
[114, 115].

Para obter uma versao normalizada do cLMS, define-se primeiramente o erro a pos-

teriori

m(n — A) — ’"—% (4.83)

Usando (4.82), e,(n) pode ser reescrita como

rT(n) |v(n —1) +ueeq( ))

yi(n

r(n)
() = m(n— A) - ] — cualr) { ol } . (48)

(1) )

Para forgar e,(n) = 0 a cada iteragdo n, seleciona-se

_ yin)
K = &2

Introduzido um passo de adaptacdo fixo 1 para controlar a taxa de convergéncia e um

fator de regularizagéo ¢ para prevenir a divisdo por zero no célculo de p(n) e substituindo
o passo de adaptagdo resultante em (4.82), obtém-se o algoritmo NLMS cadtico (cNLMS
- chaotic NLMS):

-~

= . L N )€Eeq\ T nj. o
o) = vln = 1) + 5 )eanir (o (4.86)

1Usa-se o termo cadtico para os algoritmos deduzidos nos trabalhos publicados para distingui-los das
versdes originais dos algoritmos LMS e LMS normalizado (NLMS - Normalized LMS) [114, 115]. O uso
do termo ndo implica comportamento cadtico por parte dos algoritmos.
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Pode-se mostrar [28] que o cNLMS é estavel se zi for escolhido no intervalo
0<n<2, (4.87)

ou seja, para esses valores de ji, o algoritmo nao diverge.

Note que o cNLMS depende ndo apenas do erro de estimago ee,(n), mas também
de y1(n). Como y;(n) depende nao linearmente de $(n — 1), o cNLMS é uma versdo nao
linear do NLMS.

Para evitar a divisao por um valor préximo de zero no célculo de 7 (n), substitui-se
(4.75) por
m(n) = sign [5(n)y:(n) ] (4.88)

quando |y1(n)| < g, sendo € uma constante positiva pequena.

De forma a garantir a estabilidade do algoritmo e evitar grandes erros quando y;(n)
é grande, introduz-se um limite superior para |y;(n)|, isto é, se |y1(n)| > Y, faz-se

y1(n) < Ysign [y1(n)] sendo Y uma constante positiva. Em [28] utiliza-se Y = 100.

O algoritmo cNLMS descrito é resumido na Tabela 4.1.

4.4.3 Resultados de simulacoes

Para ilustrar o comportamento do algoritmo ¢NLMS, mostram-se algumas simulagoes re-
alizadas assumindo a = 1,4 ¢ b = 0,3. Os vetores de estado dos sistemas transmissor
e receptor foram inicializados com a(0) = [0 O}T e y(0) = [0,1 —O,1}T, respectiva-
mente. Qutras inicializa¢Ges também possibilitam bons resultados em termos de sincro-
nismo quando o equalizador é capaz de eliminar razoavelmente bem a ISI. Além disso,
o equalizador foi inicializado com v(0) = 0 e, para comparagao, também se considera o

sistema da Figura 4.24 sem o equalizador, para o qual 5(n) = r(n).

Como medida de desempenho, considera-se o erro médio quadritico em excesso
(EMSE - Ezcess Mean-Square Error) [114, 115] definido como

EMSE £ E [e2(n)] (4.89)
com o erro a priori e,(n) definido como
ea(n) = v (n)w, — v(n — 1)), (4.90)
sendo v, a solugdo de Wiener [114, 115], dada por

v, = R'g, (4.91)
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Tabela 4.1: Algoritmo ¢cNLMS. Fonte: [28].
Inicializar o algoritmo com:
v(=1)=0, y(0)=1[0,1 —0,1]"
a,b: pardAmetros do mapa fg(-)

-y o-f

J,€: constantes positivas pequenas
Y: constante positiva grande
0 < 1t < 2: passo de adaptacgo
Paran=0,1,2,3 ..., calcule:
3(n) = rT(n)v(n —1)
se [y1(n)| > Y
y1(n) < Ysign [y (n)]

fim
se [y1(n)| < e
_(n) = sign[s(n) 1 (n))
.\ 8(n)
m(n) = ()
fim
eeg(n) = mln — A) — fi(n)
=v(n— Z 1(n)egs(n)r(n
o) = vl = 1) + s (eaan)r ()

em que R = E [r(n)rT(n)] é a matriz de autocorrelagdo do sinal na entrada do equalizador
e g = E{s(n— A)r(n)} é a correlagio cruzada entre o vetor regressor de entrada e o sinal
de treinamento transmitido. Como a maioria dos filtros adaptativos convergem na média
para a solugdo de Wiener (4.91), ela é considerada como uma referéncia para a medida de
desempenho do cNLMS. O EMSE mede o quanto E{J(n)} excede o seu minimo devido &
adaptagdo. Se o algoritmo convergir para a solu¢do de Wiener, o EMSE sera nulo. Como

é usual na drea, costuma-se representar o EMSE em decibels (dB),

EMSE(dB) = 10 log(EMSE). (4.92)

Também considera-se a BER como outra medida de desempenho. Nesse caso, despre-
zam-se os primeiros 3 x 10° bits para aguardar a convergéncia do equalizador e utilizam-se

10° bits no seu célculo. A BER obtida com a solugao de Wiener é considerada como limite
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inferior para o esquema, proposto.

Na Tabela 4.2 [64] listam-se os canais utilizados nas simulagoes relatadas aqui.

Tabela 4.2: Canais de comunicacéo utilizados nas simulagoes. Fonte: [64].
Canal 1: canal IIR

r(n) = s(n) — 0,6r(n—1)

1
Horl®) = 15561

Canal 2: parte real do canal telefénico de [122]

r(n) = —0,005s(n) + 0,009s(n — 1) — 0,024s(n — 2) + 0,850s(n — 3)
—0,218s(n — 4) + 0,050s(n — 5) — 0,016s(n — 6)

Hgo(2) = —0,005 + 0,009z~ — 0,02422 + 0,8502~3
—0,2182"* 4 0,0502° — 0,016z~
Canal 3: parte imaginaria do canal telefonico de [122]

r(n) = —0,004s(n) + 0,030s(n — 1) — 0,104s(n — 2) + 0,520s(n — 3)
+0,273s(n — 4) — 0,074s(n — 5) + 0,0208(r — 6)

Hes(z) = —0,004 + 0,030271 — 0,104272 + 0,5202~3
+0,27327% — 0,074275 + 0,020z~
Canal 4: canal variante no tempo

r(n) = ho(n)s(n) + s(n — 1) + ho(n)s(n — 2)
Hey(2) = ho(n) + 271 + ho(n)z2

com ho(n) variando linearmente de 0,1 em n = 0 até 0,3 em n = 3000
Canal 5: canal fixo, funcao de hg

r(n) = hos(n) + s(n — 1) + hos{n — 2)

Hc5(z) =ho+ 27t + hoz—z com 0 < Ry £0,5

Primeiramente assume-se que m(n) = 1 e, consequentemente, de (4.74), s(n) = z;,(n).
Considera-se o canal IIR He(2). Como esse canal é um filtro IIR sé-polos [84], é possivel

a equalizacao perfeita na auséncia de ruido. Nesse caso simples,
T
v, =1 06] . (4.93)

Apesar de néo haver transmissio de informagio entre transmissor e receptor nessa si-



98 Capitulo 4

tuagao, com essa simulagdo mostra-se que o equalizador tem um papel essencial em per-

mitir a sincronizacgao cadtica.

O efeito do canal H¢ (#) pode ser observado comparando-se os atratores reconstruidos
utilizando-se s(n) e r(n). Devido & agdo do canal, as caracteristicas dinimicas do sinal
s(n) = xz1(n) sdo perdidas, como pode-se observar comparando-se os atratores dos graficos
(a) e (b) da Figura 4.25. No gréfico (c), é possivel notar que o equalizador foi capaz de

eliminar o efeito do canal, recuperando um atrator similar ao original.

2['

(a) s(n+1)

(b) r(n+ 1)

(c) s(n+1)

Figura 4.25: Atrator no sistema receptor reconstruido utilizando o sinal: (a) transmitido
s(n), (b) recebido r(n) (c) recuperado com o equalizador cNLMS §(n) no caso m(n) = 1;
Neq = 2; A = 0; canal Hgy(z). Fonte: [28].

A sequéncia m(n) estimada com o equalizador cNLMS é mostrada na Figura 4.26(b).
O valor médio dos dois coeficientes e 0 EMSE ao longo das iteragoes, estimado a partir

de 10 realizacoes sdo mostrados, respectivamente, nos gréaficos (c) e (e) da mesma figura.
¢
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Figura 4.26: Mensagem recuperada (a) sem equalizador; (b) com o ¢cNLMS (f = 0,005,
§ = 1075 & =0,1); (c) Média dos coeficientes do cNLMS e solugio de Wiener (linhas
tracejadas); (d) y1(n) x z1(n): pontos em vermelho para 0 < n < 2000 e pontos azuis
para n > 2000 (e) EMSE Estimado; média de 103 realizagdes; Neg = 2; A = 0; canal
Heq(z). Fonte: [28].

Pode-se observar que os coeficientes do equalizador tendem a v, de (4.93), como
mostrado pelas linhas tracejadas na Figura 4.26(c). Além disso, o equalizador estd funci-
onando como esperado ja que a solugao elimina a ISI permitindo a sincronizacédo dos siste-
mas transmissor e receptor, como confirmado pela Figura 4.26(d), j4 que para n > 2000,
o grafico de y1(n) x z1(n) torna-se préximo & reta diagonal do 1° e 3° quadrantes. Néo
ha sincronizacéo e a mensagem nao pode ser recuperada sem equalizador, como pode ser

visto na Figura 4.26(a).

Nas simulagoes seguintes, assume-se a transmissao de sequéncias aleatdrias equi-
provéveis m(n) € {—1,1}. Considera-se novamente o canal Hey(2) com A = 0 e auséncia
de ruido. A sequéncia estimada pelo equalizador ¢NLMS e o erro depois do dispositivo
de decisdo, ambos para uma realizacdo, sdo mostrados nos graficos (b) e (c) da Figura
4.27. A média dos dois coeficientes e o EMSE ao longo das iteracoes, estimado a partir

da média amostral sobre 103 realizacdes sdo mostrados, respectivamente, nos graficos (d)
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Figura 4.27: Mensagem recuperada (a) sem equalizador e (b) usando ¢cNLMS (z = 0,005,
§ = 1075 & = 0,1); (c) Erro depois da decisdo; (d) Média dos coeficientes do ¢cNLMS
e solugdo de Wiener (linhas tracejadas); (e) EMSE estimado; média de 10° realizagoes;
Neg = 2; A = 0; canal Heq(2). Fonte: [28].

Novamente, os coeficientes do equalizador se aproximam de v, (4.93) e o equaliza-
dor recupera de forma apropriada a sequéncia transmitida, o que pode ser confirmado
pelos erros depois do dispositivo de decisdo mostrados no gréafico (¢). A comunicagio é

completamente perdida no caso sem equalizador, como mostrado na Figura 4.27(a).

O efeito do canal de comunicagdo também pode ser observado por meio dos atratores
reconstruidos usando os sinais transmitidos e recebidos. Eles sdo mostrados nos graficos
(a) e (b) da Figura 4.28. Devido ao efeito do canal, as caracteristicas da dinamica do sinal
transmitido sao bastante modificadas, como pode ser observado no grafico (b). No grafico
(c), é possivel notar que o equalizador foi capaz de eliminar o efeito do canal, recuperando

novamente um atrator similar ao original.

Em seguida, verifica-se o comportamento do equalizador no caso em que a uma va-
riagao abrupta no canal. Para isso, considera-se o seguinte cenirio na auséncia de ruido:
inicialmente, s(n) é transmitido pelo canal Hgo(2). Entao, em n = 30 x 103, esse canal é

mudado de forma abrupta para Hes(z). Para ambos os canais, utiliza-se um equalizador
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Figura 4.28: Atrator reconstruido usando o sinal: (a) transmitido; (b) recebido e (c) recu-
perado com o equalizador quando m(n) é uma sequéncia binéria aleatéria. Os pardmetros
sao os mesmos da Figura 4.25. Fonte: [28].

com N, = 25 coeficientes e um atraso de A = 12 amostras.
Os resultados para esse cendrio sdo mostrados na Figura 4.29.

Como pode-se notar, os coeficientes do equalizador cNLMS convergem para a solucao
de Wiener [115], cujos coeficientes sdo mostrados em linhas tracejadas na Figura 4.29(d).
E relevante notar que o ¢cNLMS é capaz de acompanhar a variacdo abrupta no canal, al-
cangando o regime permanente novamente. O equalizador desempenha o importante papel
de mitigar a ISI j4 que o desempenho do sistema sem o equalizador é consideravelmente

pior, como pode ser observado na Figura 4.29(a).

Para verificar o comportamento do equalizador em um canal variante no tempo,
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Figura 4.29: Mensagem recuperada (a) sem equalizador e (b) com o equalizador cNLMS
(B = 10,25 6 = 107°% € = 0,1; Ng, = 25; A = 12); (c) Erro apds decisio; (d) Média dos
coeficientes do equalizador e solugdo de Wiener (linhas tracejadas); (e¢) EMSE estimado;
média de 10° realizagdes; variagao abrupta do Canal Hgo(2) para o Hes(z) em n =
30 x 10°. Fonte: [28].

considerou-se a transmissdo de s(n) pelo canal Hgy(z). Os resultados para esse cenério

sao mostrados na Figura 4.30.

Nota-se que o equalizador é capaz de se adaptar conforme o canal varia, obtendo-se
boas estimacoes da solugdo de Wiener instantanea, mostrada pelas linhas tracejadas na

Figura 4.30(d).

Para avaliar a robustez da sincronizagao cadtica com relagdo a ISI, obtém-se curvas
de BER do SCBC para o canal Hes(2) na auséncia de ruido com N, =21 e A = 11. Eles
sao mostrados na Figura 4.31. Note-se que no caso sem equalizador, o atraso deve-se
somente ao canal. Assim, comparou-se a sequéncia recuperada com m(n—A), para A = 1

nesse caso. Quanto menor o valor de hg, menor a ISI introduzida pelo canal.

Pode-se observar que o ¢cNLMS elimina praticamente os efeitos do canal, obtendo-se
uma equalizacdo quase perfeita (BER < 1075) para 0 < ho < 0,2. Além disso, atinge-se a
solucdo de Wiener para todos os valores de hg, superando de longe o caso sem equalizador

para todos os valores de hy considerados. Note que mesmo uma minima imperfeicao do
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(a) Msempq(n)

(c) Erro apos
decisdo

(e) EMSE (dB)
S

-40 i - '
0 05 1 15 2 25 3

n (x103)

Figura 4.30: Mensagem recuperada (a) sem equalizador e (b) com o equalizador cNLMS
(r=01,6=10"°% e=0,1; Ny = 5; A = 3); (c) Erro apés decisdo; (d) Média dos
coeficientes do equalizador e solugdo de Wiener (linhas tracejadas); (¢) EMSE estimado;
média de 10° realizagdes; Canal Hcy(2), variante no tempo. Fonte: [28].
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Figura 4.31: BER para o canal Hes(2) em funcio de hg na auséncia de ruido; cNLMS
com 1=0,05; §=10"7; e=0,1; N, = 21; A = 11. Fonte: [28].

canal (por exemplo, hg = 0,05) é suficiente para se perder completamente a mensagem
transmitida. Assim, o equalizador é de fato essencial para permitir a comunicacio. No
caso hg = 0,5, o canal apresenta um nulo espectral profundo e, ao invés de um equalizador

linear transversal, deve ser empregado um equalizador com realimentacao de decisao para
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se eliminar os efeitos do canal [114, 115].

Para ilustrar a sensibilidade ao ruido da sincronizagéo caédtica e do esquema de equa-
lizacao, acrescenta-se AWGN ao sinal na safda do canal Hes(z) de foma a se obter uma

SNR de 60 dB. As curvas de BER para esse caso sdo mostradas na Figura 4.32.
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Figura 4.32: BER para o canal Hgs(2) em funcgéo de hy com SNR = 60 dB; cNLMS com
I =0,05; 6 =107°% & = 0,1; Nog = 21; A = 11. Fonte: [28].

Como o equalizador tenta eliminar apenas ISI, ndo tendo nenhum influéncia sobre o
rufdo introduzido, os valores de BER s@o maiores do que os da Figura 4.31, principalmente
quando a ISI é pequena. Mesmo para o canal ideal (hg = 0), ndo é possivel recuperar
perfeitamente a mensagem e tem-se uma BER de aproximadamente 8 x 107%. Nesse caso,

como esperado, os casos com e sem equalizador fornecem o mesmo resultado.

Assumindo-se novamente o canal Hes(z) com ho(n) = 0,25, obtém-se curvas de BER

em funcao da SNR, que s@o mostradas na Figura 4.33.

~[3 - Sem Equalizador - AWGN
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Figura 4.33: BER para o canal AWGN nao dispersivo e para o Canal Hes(z) com hy =
0,25, em fungdo da SNR; cNLMS com 1 = 0,05; § = 107% ¢ = 0,1; Negg = 21;A = 11,
Fonte: [28].
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Para efeito de comparagao, incluiu-se também a curva de BER para um canal AWGN
nao dispersivo, obtido com o sistema da Figura 4.24 sem equalizador. Essa curva de BER
funciona como limite de desempenho para a equalizacdo em um canal ruidoso e dispersivo.
Pode-se observar que a BER obtida com o algoritmo ¢cNLMS estd préxima da solucao
de Wiener e ambas préximas da BER para canal AWGN. Novamente, a auséncia do
equalizador em canal dispersivo leva a valores de BER proibitivos. E importante enfatizar
que, para que o SCBC da Figura 4.24 seja vidvel na presenca de ruido é necessdrio que o
transmissor codifique o sinal s(n) usando um cédigo corretor de erros antes da transmissao
[18].

4.4.4 Conclusoes e outros trabalhos envolvendo equalizacao

Nessa segao, expds-se a proposta de um esquema de equalizagio supervisionada, baseada
no algoritmo NLMS, para o SCBC da Figura 4.1. Simulacdes em diferentes cendrios
mostram que o algoritmo proposto permite a sincronizacao cadtica e a transmissao de
mensagens mesmo em canais nao ideais. Os resultados apresentados aqui foram publicados

originalmente em [28].

Desde entao, o autor juntamente com o Prof. Magno T. M. Silva e o pés-doutorando

Renato Candido obtiveram outros resultados relevantes. Entre eles pode-se destacar:

1. Em [44], os autores usam esquema similar ao apresentado aqui, mas agora utilizando
o mapa de Ikeda fr(-) (2.21) como GSC. A motivacao inicial para essa escolha é o
fato de que esse mapa poder servir de modelo em problemas de cavidade em lasers
[1, 74]. Como uma das principais possibilidades praticas de SCBCs é em comu-
nicagoes 6ticas [19], pensou-se ser relevante essa investigacido. Obteve-se resultados

interessantes, mostrando a viabilidade do esquema do ¢cNLMS nesse cenério.

2. Em [29] mostra-se que, para o mapa f(-), a funcdo de codificagio (4.74) pode
levar & perda das propriedades caéticas dos sinais transmitidos. Isso ocorre devido
ao ponto fixo atrator desse mapa, mostrado na Figura 2.8. Mostra-se também que
uma, versao modificada da funcao de codificagéo linear (4.69) permite a geracao de

sinais cadticos para alguns valores de 7.

3. Em [56] propoe-se uma nova fungao de codificagao que permite, usando o mapa de
Hénon como GSC, obter melhores valores de BER e uma maior faixa de parametros

em que se obtém s(n) cadtico.

4. Em [101] esboga-se um esquema que permite a comutacdo entre a transmissao de
sinais convencionais e cadticos e também entre equalizagdo assistida ou cega, de-

pendendo das condigoes do canal de comunicacao. Simulagoes iniciais mostraram a



106 Capitulo 4

viabilidade do sistema. Esse estudo estd em andamento e deverad gerar um artigo a

ser publicado em periédico ao longo de 2017.

4.5 Conclusoes, pesquisas em andamento e trabalhos

futuros associados

Nas ultimas décadas apareceram inumeras propostas de SCBCs na literatura. Porém,
depois de mais de 25 anos das primeiras propostas [2, 3, 92, 105], o autor desconhece sis-
temas praticos que usem as propriedades dos sinais cadticos. Uma explicacgo para tanto,
detectada pelo autor no inicio dos anos 2000, é o fato de que boa parte dessas propostas
se limitar a situacoes ideais, sem se preocupar em como esses sistemas se comportariam

em situagdes realfsticas, ou seja, na presenga de ruido, limitacdo em banda, atrasos, etc.

Assim, iniciou o seu interesse em estudar SCBCs nessas condigoes. Particularmente,
nos ultimos 10 anos escolheu sistemas que utilizam o sincronismo caético, conhecidos como
coerentes. Nesses sistemas, as propriedades dos GSCs sao de fato utilizadas na codificacao
de informacao. Essa situagdo contrasta com os sistemas ditos nao coerentes como o CSK e
o DCSK [90], em que néo é necessdrio o sincronismo caético. A informagao é codificada na
energia de trechos do sinal transmitido ou na correlagao entre esses trechos. Uma critica
que o autor comumente faz a esses sistemas é que eles teriam desempenho virtualmente

idéntico caso os sinais cadticos fossem substituidos por trechos de sinais aleatdrios.

Nesse capitulo, descreveu-se uma versao em tempo discreto do SCBC proposto por Wu
e Chua e estudou-se separadamente diversos aspectos do comportamento desse sistema
perante condigoes nao ideais do canal. O SCBC foi apresentado na Secao 4.1. A seguir,
na Secdo 4.2 estuda-se seu desempenho em canal AWGN para uma particular funcéo de
codificagao e diversos mapas diferentes. A questao de tornar o SCBC passivel de utilizagao
em canais de banda limitada é discutida em diversos aspectos ao longo da Segéo 4.3. Por

fim, a questao da equalizagio para canais dispersivos é abordada na Secao 4.4.

Os trabalhos apresentados nesse capitulo fazem parte de uma dissertagao de mestrado
[62] e duas teses de doutorado [64, 65] e foram publicados em 4 artigos de periédicos [28—

30, 95] e em diversos artigos em anais de congressos.

O tema continua sendo assunto de pesquisa do orientador, em colaboragao com seus
colegas e alunos. Diversas possibilidades de trabalhos presentes e futuros foram colocadas

ao longo do capitulo. De forma geral, trés topicos gerais parecem ser bastante relevantes.
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SCBCs e sistemas de comunicagao convencionais

Um pré-requisito fundamental para a continuidade das pesquisas com os SCBCs é des-
cobrir e demonstrar numericamente aplicagdes em que os SCBCs superem as solugdes

atualmente em uso ou em desenvolvimento.

Claramente, o uso de sinais caéticos da forma como discutida nesse capitulo impede,
em principio, o uso do receptor étimo em sistemas de comunicacoes digitais, o filtro casado
[81]. Assim, seu desempenho em termos de BER em canal AWGN serd sempre inferior
ao dos sistemas convencionais. E necessdrio encontrar entio alguma outra vantagem dos
SCBCs de forma que justifique seu uso, mesmo com o desempenho em termos de BER

desfavoravel.

E usual afirmar que a transmissao de sinais caéticos acrescenta seguranca ao sistema,
na camada fisica, veja por exemplo [19, 121]. Mas o autor desconhece qualquer demons-

tragao quantitativa desse aumento tdo apregoado.

O fato de os sinais cadticos poderem ser de banda larga, torna os SCBCs candidatos
a sistemas de espalhamento espectral, como indica, por exemplo, [4, 7, 123]. Assim,
eles poderiam apresentar as vantagens desses ultimos como, por exemplo, resisténcia a
Jjamming e bom desempenho em canais com multipercurso [81]. Mas, novamente, ndo ha
nenhuma situagao do conhecimento do autor, em que se possa apontar os sinais caéticos

como tendo desempenho melhor do que as alternativas jd em uso na prética.

Resultados mais recentes, como [124, 125 mostram a robustez das propriedades
dindmicas dos sinais caéticos transmitidos, mais especificamente dos expoentes de Lya-
punov, em canais com multipercurso. Usando-se dessa invaridncia poderia se transmitir
informacgdo a taxas baixas em situacoes de baixa SNR. Mais estudos precisam ser feitos
no sentido de propor SCBC digitais que utilizem de forma eficiente essa propriedade e de

se mostrar que poderiam ser uma alternativa valida em algumas situagoes.

O sentimento do autor é que, enquanto ndo se conseguir de fato demonstrar quanti-
tativamente situagoes efetivas em que vale a pena utilizar-se os SCBCs, esse assunto serd

apenas um problema matemadtico interessante.

SCBCs usando sincronismo de rede de osciladores e sincronismo de fase

Uma possibilidade de melhorar a robustez do sincronismo cadtico na presenga de AWGN
¢ utilizar redes de mapas no transmissor e no receptor, no lugar de um tnico mapa
como feito nesse capitulo. Estudos nesse sentido foram inicializados pelo autor em co-
laboragao com o Prof. Antonio M. Baptista da Universidade Estadual de Ponta Grossa

[126]. Nesse trabalho detectou-se numericamente um aumento na robustez do sincronismo
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com o nimero de mapas acoplados utilizados no transmissor e no receptor.

Nos estudos relatados no capitulo, sempre se considerou o sincronismo completo ou
idéntico [102] entre sistemas mestre-escravo. Uma alternativa que pode ser relevante
para sistemas de comunicagao, é considerar-se apenas a sincronizagéo de fase [127] entre
osciladores cadtico, como forma de transmitir informagées. Outra possibilidade, é estudar
esse tipo de sincronismo como forma de armazenamento dindmico de informacéo, como

proposto em [127].

Nessa linha, um assunto que tem atraido a atencdo de pesquisadores de miltiplas
dreas é a propagacao de informagbes e a sincronizacdo em redes complexas [128, 129)].
Como muitos dos sistemas de comunica¢do modernos podem ser modelados como redes
desse tipo, analisar questoes envolvendo esse tema pode ter relevancia pritica. Alguns
dos assuntos que pretende-se pesquisar nos préximos anos visando aplicacoes em SCBC
sao: sincronia seletiva [130], computing reservoir [131] e a propagacgao de informacio em

redes complexas [132].

Implementacao em hardware dos SCBCs estudados

Apesar da quantidade de resultados obtidos, eles baseiam-se sobretudo em anélises tedricas
e simulagoes numéricas. A falta de resultados experimentais e ndo apenas numéricos, tem

sido uma critica constante ao trabalho desse autor.

Nos préximos anos, tem-se a intengao de pesquisar com mais énfase a implementacio
pratica em hardware dos SCBCs descritos nesse capitulo principalmente por meio de
software defined electronics [112, 113]. Essa implementacdo deve ajudar a responder
uma série de perguntas de natureza pratica. Por exemplo, qual o comportamento dos
transmissores descritos e da sincronizacao caética quando utiliza-se precisdo finita nos

calculos.



Capitulo 5
Notas finais

Nesse texto procurou-se fazer um recorte dos principais resultados de pesquisa alcancados
pelo autor nos ltimos 10 anos, ou seja, no periodo que vai do final do seu doutoramento

em 2006 até o presente.

Em todas as pesquisas relatadas, busca-se fundir recursos de duas 4reas do conheci-
mento geralmente tratadas de forma isolada: Processamento Digital de Sinais (PDS) e
Sistemas de Comunicacéo de um lado e Sistemas Dinamicos e Teoria do Caos de outro.
Com sua formagdo bésica associada & primeira drea e seu grande interesse na segunda,
o autor buscou aplicar as técnicas de uma em outra desde sua graduacao. Assim, sur-
giram resultados que pensa-se serem contribui¢des relevantes para ambas. Tanto é que
foram publicados em periddicos tanto da drea de PDS e comunicagdes (por exemplo,
IEEE Communication Letters, Signal Processing) quanto da drea de Sistemas Dinamicos
(por exemplo, Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation, Chaos,
Solitons & Fractals).

Apdés uma, breve introdugao no Capitulo 1, faz-se uma revisao sobre sinais cadticos em
tempo discreto no Capitulo 2. Nessa revisao estabeleceu-se boa parte da notacao utilizada

no restante do texto além de ter o objetivo de tornar o texto autocontido.

Os resultados de pesquisa sio apresentados nos dois capitulos seguintes. Buscando-
se adotar uma notagao unificada e consistente, sistematizam-se criticamente resultados
apresentados em 4 dissertagoes de mestrado [40, 60, 62, 63 ¢ 2 teses de doutorado [64, 65]
e publicados em 12 artigos de periédicos listados no JCR [13, 21-31], em 6 capitulos de

livro [32-37] e em 22 artigos completos em anais de congressos.

No Capitulo 3, deduz-se a DEP para os sinais cadticos gerados pelos mapas tenda
inclinada f7(-) e de Bernoulli fg(-). Obtém-se também a banda essencial para as érbitas
em fungdo dos pardmetros dos mapas. Os resultados sao obtidos usando formalmente

definicoes utilizadas para processos estocédsticos. Vale destacar que diversos autores utili-
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zaram as técnicas apresentadas para obter a DEP de outros mapas, por exemplo [85, 86].
Trabalhos atuais e futuros sdo descritos na Segdo 3.4.

No Capitulo 4 estudam-se diversos aspectos priticos do SCBC de tempo discreto
definido na Se¢ao 4.1. Analisa-se seu desempenho em canal AWGN, propoe-se o uso de
filtros FIR para adapta-lo a canais limitados em banda e o uso de equalizadores. Trabalhos

atuais e futuros sao descritos na Segao 4.5.

Espera-se que o presente texto tenha apresentado de forma consistente as pesquisas
realizadas no perfodo e o rumo que se pretende tomar nos proximos anos. Tem-se a
expectativa de continuar avancando nos estudos desses temas, buscando aplicacoes de

fato prética para os SCBCs.

Ressalta-se que os trabalhos apresentados nao esgotam a produgao do autor no pe-
riodo, que também realizou pesquisas envolvendo, entre outros assuntos, sinais neuronais
[133-135] e redes complexas [136-138].
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