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Capitulo 1

Introducao

Filtros adaptativos IIR podem, em principio, representar uma alternativa vantajosa em
relacdo a filtros adaptativos FIR, devido a sua capacidade de fornecer longas respostas
impulsivas com um nimero pequeno de parametros [1]—[4]. No entanto, certos problemas.
ausentes em filtros adaptativos FIR, tendem a desencorajar a sua utilizacdo: 1) a superficie
de erro pode apresentar minimos locais; 2) os filtros podem se tornar instveis e 3) sua
convergéncia pode ser bastante lenta mesmo com sinais de entrada bem condicionados. Estes
problemas tém sido atacados ao longo do tempo por vérios pesquisadores (por exemplo,

[5]—[22]). como discutido sucintamente a seguir.

1.1 Abordagens de filtragem adaptativa IIR

Pode-se buscar contornar o problema de minimos locais usando algoritmos adaptativos cujo
comportamento nao é ditado pelo gradiente da superficie de erro (ver [12, 4] e as referéncias
af contidas), tentando fazer a inicializagdo de algoritmos do gradiente em pontos suficien-
temente préximos do minimo global [17] ou, de forma semelhante, utilizando algoritmos
distintos em cada etapa da adaptacdo ([10, 13], e, do autor desta tese, [18]). A instabili-
dade do filtro adaptativo pode ser evitada usando estruturas cujo controle de estabilidade
é computacionalmente simples [4, 15, 16]. A dependéncia da velocidade de convergéencia na
vizinhanga de pontos de minimo em relacio & posicdo dos pdlos do sistema sendo identifi-
cado é analisada em [9]. No caso de pontos afastados do ponto de minimo, esta dependéncia
é analisada pelo autor em [19]—[21]. Pode-se aumentar a velocidade de convergencia em

certos casos com o uso de estruturas nio-diretas de filiragem [4] e com o uso da estrutura



polifdsica proposta pelo autor [19]— 22].

Algoritmos simples. de baixa complexidade computacional. devem ser preferencialmente
considerados para filtros adaptativos [IR. Do contrério. estariam-se minando desde o inicio
suas vantagens em relagao aos filtros adaptativos FIR. Neste ambito. um aspecto pouco
abordado no comportamento de filtros adaptativos IR ¢ a rapida degradacao da velocidade
de convergeéncia de algoritmos simples com o aumento da ordem do filtro. E facilmente ver-
ificado por meio de simulagdes que. mesmo na auséncia de minimos locais na superficie de
erro, filtros com ordem acima de 2 podem ficar praticamente estacionados em certas regioes
do espago de parametros nas quais o erro quadratico estd longe de ser satisfatério. Algo-
ritmos que buscam usar a inversa da matriz Hessiana [2] (genericamente denominados aqui
de algoritmos do tipo Newton) sdo menos suscetiveis a esse efeito mas sao mais complexos
computacionalmente.

Um avanco considerdvel na compreensio deste aspecto foi obtido pelo autor em [23]—[25]*:
a partir de uma andlise baseada na teoria de realizagao balanceada, mostrou-se a relagao
da velocidade de convergéncia de algoritmos baseados no gradiente com o espalhamento dos
valores singulares de Hankel do sistema sendo identificado e com a parametrizagao usada
para os pdlos do filtro adaptativo. Além disto, com base nesta anélise, um novo algoritmo
adaptativo IIR foi proposto. Andlises preliminares indicaram que sua velocidade de con-
vergéncia pode ser muito superior & de algoritmos mais convencionais. as custas de um

aumento relativamente pequeno de complexidade computacional.

1.2 Organizacao do trabalho

O método de anglise introduzido em [23]—[25]. assim como o algoritmo adaptativo proposto,
constituem uma abordagem bastante distinta da adotada até entdo na literatura sobre filtros
adaptativos ITIR. O instrumental mateméatico usado segue [4], mas ndo havia sido utilizado
para a andlise da velocidade de convergéncia. Devido a isto, acreditamos que é de interesse
uma exposicao mais diddtica desta nova abordagem, incluindo os aspectos daquele instru-
mental que sejam mais relevantes, assim como exemplos praticos que sirvam de motivagao.
A isto estd dedicada entdo uma parte dos topicos abordados nesta tese. Na outra parte,

aspectos tedricos do algoritmo proposto sao aprofundados e se discute a perspectiva de sua

10s artigos do autor mais relevantes para esta tese estdo anexados ao final do documento.



utilizagao no lugar de filtros adaptativos FIR. Isto exige. para fins de comparacao. um de-
talhamento prévio da complexidade computacional dos filtros adaptivos IIR considerados.
Devido a necessidades deste tipo. as duas partes mencionadas nao siao totalmente separadas
na apresentagao.

A organizacao do plano é como segue: no item final deste capitulo o problema de fil-
tragem adaptativa IIR em questao é definido e sua relacao com o problema de aproximagao
racional L, é discutida: no Capitulo 2 é feita uma revisao de aspectos relevantes da teoria de
sistemas e de aproximagao racional Ly; no Capitulo 3 sao revistos algoritmos de filtragem
adaptativa baseados no gradiente, para as estruturas direta e em trelica normalizada; é feita
também uma extensdao para a estrutura em trelica desnormalizada; no Capitulo 4, como
motivacao para a andlise do problema, sdo mostrados exemplos numéricos da ocorréncia de
convergéncia lenta destes filtros adaptativos; no Capitulo 5. com base na teoria da realizacao
balanceada, uma nova parametrizacao para os pélos do filtro adaptativo é apresentada; esta
nova parametrizacao nao é usada para obter uma nova estrutura de filtragem adaptativa.
mas, como apresentado no Capitulo 6, para analisar a velocidade de convergéncia das es-
truturas consideradas anteriormente (forma direta ¢ em treliga): finalmente, no Capitulo 7

o algoritmo proposto em [23] é abordado.

1.3 Definicao do problema de filtragem adaptativa

Consideremos a saida y(n) = H(z)u(n) + n(n) produzida por um sistema H(z) quando
sua entrada é u(n), sendo n(n) ruido independente de u(n). Nesta notacdo mista, z é o
operador de atraso unitdrio, tal que zu(n) = u{n — 1). A escolha da nota¢do mista e de z
como o atraso unitério (em vez de 27!, a escolha mais usual) proporciona uma notagéo mais
compacta e visualmente agraddvel. Além disto, hd a conveniéncia dos sinais dos indices da
resposta impulsiva e dos correspondentes expoentes de z serem iguais.

Conhecendo apenas u(n) e y(n), deseja-se adaptar H (2) para que o erro quadrético médio
E[(y(n) — ¥(n))?] seja minimizado, onde F(n) = H(2)u(n) é a saida do filtro adaptativo.
Nota-se que quando u(n) é branco esta minimizagao corresponde a minimizacdo do quadrado
da norma Ly ||H(z) — H(2)||?, denominada de erro quadrdtico no que segue. Sendo o filtro

adaptativo do tipo IIR, sua fungao de transferéncia H (z) é racional. Assumindo um filtro



de ordem /. temos
=« bptbhz+.. + by

H(z) = :
( ) 1+ﬂ13+‘...+(1_\;;'”

Na estrutura direta de implementacdo. como detalhado no Capitulo 3, os parametros
adaptados sao os proprios coeficientes ay e br. Consideraremos também estruturas em trelica
4]. A entrada u(n) serd considerada sempre branca, sendo o caso de entrada nao-branca
deixado para trabalho futuro.

O problema assim definido tem forte conexido com o problema de aproximagao racional
Lo, no qual tamhém se busca minimizar ||H(z) — i (2)||* mas conhecendo H(z). Notamos
que, a menos do caso trivial em que H(z) também é racional e tem grau menor ou igual a

M, este problema nao tem solucao analitica.

o



Capitulo 2

Aspectos de aproximacao racional L9

A seguir revemos algumas propriedades do problema de aproximagao racional L,. Elas sao
de interesse para o problema de filtragem adaptativa IIR devido & forte conexao entre ambos

os problemas. A exposicao segue a exposigao feita em [4].

2.1 Espacos de funcgoes Ly e Hy

2.1.1 Definicoes

Consideremos inicialmente o espaco Ly das fungdes f(z) que tém norma L finita:

1/2

ToE / F(E)Pdofor| <o

Uma funcio que pertence a Ly pode ser expandida em uma série de Fourier » oo frz®.
|z| = 1, de modo que
=0, |¢]=1L

lim
Nooo

N
f(z) - Z fu2®
k=N

Esta convergéncia em norma Lj é sub-entendida ao se escrever simplesmente

flay= > fedt, Iz =1

k=—c0
Notar que, de modo geral, a regido de convergéncia de expansoes como a acima nao se limita
ao cfrculo unitério |z| = 1. Na maioria dos casos, porém, néo serd necessdrio considerar
explicitamente as regides de convergéncia das expansbes utilizadas, sendo suficiente que a

circunferéncia unitéria faca parte destas regioes.



Ser4 conveniente em certos casos separar uma funcéo qualquer f(z) = S_po . frz" em

suas projecdes estritamente causal [f(z)], £ Y i, fr=" e anti-causal [f(2)]_ & 22:‘00 N

Empregaremos ainda a notagdo [f (:)]( +) = Pl 8 frz* para representar a projecdo causal
de f(2) e f(2)] 251 fuz* para a sua projeqao estritamente anti-causal.

Um sub-espaco das funcoes Ly em z particularmente importante é o sub-espago de Hardy
H,. definido como o conjunto das fungdes f(z) de norma L, finita e cuja expansdao em

somatoria é causal:
Ho = {£(2) | f(2) € Lo, f(2) =3 fih. |2l =1} (21)
k=0

(em outros termos, f(z) é a funcéo de transferéncia de um sistema linear de tempo discreto

estdvel e causal). Se f(z) for uma fungao racional

B(Z) . b() + blz + ...+ b‘/uZ‘”
Az)  l1+az+...+ayz¥’

f(z) =

entdo f(z) € H, se as rafzes de A(z) estiverem fora do circulo unitdrio. Notar que neste

caso B(z™1)/A(z71) = f(z71) tem os pdlos dentro do circulo unitdrio e sua expansao ¢ dada

por

B(z7} > _
AEz—li = z::Oka b = k;xf—kzk, (2.2)

k

ou seja, se B(z)/A(z) € H, entdo B(z7')/A(z™!) é uma funcdo estdvel (tem norma L,

finita) e anti-causal. Analogamente se B(z)/A(z) € H, e for estritamente causal (by = 0)
entdo B(z71)/A(z71) é uma fungéo estével e estritamente anti-causal.

Consideraremos sempre que a funcdo H(z) que se deseja aproximar pertence a Hs e que

se busca uma aproximagao q (z) que também esteja neste espago.

2.1.2 Produto interno

Dadas duas fungoes f(z) e g (z) de Ly define-se o seu produto interno como



(subentende-se que a integral de linha é feita no sentido anti-hordrio). Pode-se verificar
diretamente que para quaisquer f(z). h(z) e g(=) de Ly o produto interno possui as seguintes

propriedades:
(PR g0 = (F2) Az Ng(2)) e (f(=)gl=)) = (g(=). (D). (2.)

Uma operacao de interesse € a derivada de um produto interno em relacao a um deter-
minado parametro w pode ser escrita como:

%(f(z),g(z»:a% i Je g = i (%f’“>g’“+f’“ <%g’°>

k=—20 k=—o00

- (g0t )+ (1), 559 (25)

2.2 Formulacao no ambito da teoria de sistemas

Ao analisar problemas de aproximagao racional, isto é, a aproxima¢ao de uma funcao H(z)
por uma funcdo racional H (2), podemos considerar H (2) como a fungdo de transferéncia
de um sistema linear de tempo discreto. Esta abordagem permite formular e deduzir pro-
priedades do problema em um contexto mais concreto. o que ¢ de interesse particular no

campo da Engenharia.

2.2.1 Produto interno e correlagao

O produto interno pode ser usado para exprimir a correlagio entre dois sinais v(n) =
F(z)u(n) e y(n) = G(2)u(n) obtidos pela passagem de um mesmo sinal de entrada u(n) por

dois sistemas diferentes:

= (F(2)5u(2),G(2)) . (2.6)
onde S,(z) = S,(z7!) é a Transformada z da autocorrelacio da entrada u(n):

Suz) = > Efu(n)u(n + k)], (2.7)

k=—00



2.2.2 Matriz e gramiano de controlabilidade
Consideremos a descrigdo em espaco de estados de um sistema linear com entrada u(n) e
saida §(n) = H(z)u(n):

x(n—1) = Ax(n) + bu(n)

y(n) = c'x(n) + du(n). (2.8)
onde o vetor de estados x(n) tem A/ elementos. De forma mais compacta podemos escrever

x(n+1) _Q x(n)

y(n) u(n)
onde a matriz de sistema Q é dada por

A b
Q= ; (2.9)
c d
A matriz de controlabilidade de horizonte infinito do sistema é definida por:

C=2b Ab A’ .., (2.10)

e o par (A,b) é dito completamente controldvel se C tiver posto Af, ou seja, se tiver M

colunas linearmente independentes.
Consideremos que A tem todos os autovalores dentro do circulo unitdrio. O gramiano

de controlabilidade formado a partir de C segundo K =CC"? satisfaz portanto a equacao de

Lyanpunov [4]:

A*b (A*b)!

i
WK

&
Il
=)

A*b (A*b)* + bb

NE

b
I

1

AK A’ + bb'. (2.11)

Se um par (A,b) é completamente controldvel segue diretamente que o seu gramiano de
controlabilidade K é uma matriz positiva definida.
Tomando agora uma raiz quadrada simétrica de K=!, temos que ela ¢ uma transformacéo

de similaridade T que leva (A,b,K)2a (A =TAT ', b=Tb.K=TKT!) talque K = 1.



Considerando que A tem todos os autovalores dentro do circulo unitdrio e usando (2.11)
temos entao que

AR +bb =1 (2.12)
Desta igualdade decorre diretamente que [A b] tem A/ linha ortonormais. Portanto. exis-

tem. um vetor u e um escalar vy Unicos de tal modo que a matriz de sistema

seja ortogonai [4]. Além disso. pode-se mostrar que a funcdo de transferéncia V(z) do

sistema (A. b, u,vp). dada por

V() =w+ Y ut A bk = v+ 2ut(I-2A) 7D, (2.13)

k=1

é uma funcao passa-tudo, ou seja, V(z)V(271) = 1, para todo =.

2.2.3 Vetor de controlabilidade e complemento passa-tudo

Cada linha da matriz de controlabilidade C contém os termos da expansdo em série de
poténcias da funcao de transferéncia da entrada u(n) para um dos elementos do estado
x(n+1):

x(n+1) = C(2)u(n), (2.14)

com C(z) = [C1(2) ... Cum(2)]t dado por
C(z) £ A*b 2F = (I-zA)™'b. (2.15)
k=0
Como veremos a seguir, C(z) e V(z) definido no item anterior tém uma relago de ortogo-

nalidade importante. Antes porém, definimos a nomenclatura utilizada:

Definigao 2.1 Dado um par (A,b) completamente controldvel, o vetor de fungées de trans-
Jeréncia C(z) = [C1(2) ... Cy(2)]* dado por (2.15) é denominado de vetor de controlabili-
dade de (A.b). A fungdo de transferéncia V(z) dada por (2.18) é denominada de comple-

mento passa-tudo de C(z).

Pode-se ver que, como A e A tem os mesmos autovalores, cada linha de C(z) tem os

mesmos pélos que V(z). Por outro lado, para ser uma funcéo passa-tudo, os zeros de V(z)

10



devem ser reciprocos de seus pélos. Portanto. se cada funcao de C(z) é da forma cx(2)/A(z),
com A(z) =1+a1z+ ... +ay z¥. entdo V(z) é dado por

O vetor de controlabilidade de um sistema linear, por sua vez, depende da realizacao
especifica. No caso em que o par (A,b) tem a forma de uma realizagdo direta (canénica

controlavel), temos b =[1 00 ...0]* e o vetor de controlabilidade ¢ dado por

1 P SM—1 t
&= \2m 1w AD) (2.17)

2.3 Teorema de Beurling-Lax

Conforme mostrado em [4], pelo Teorema de Beurling-Lax uma funcéo f(z) € Hs, é ortogonal
a um vetor de controlabilidade C(z) se, e somente se, f(z) for causalmente divisivel pelo

complemento passa-tudo de C(z) :

Propriedade 2.1 Se C(z) é um vetor de controlabilidade e f(z) € Ha entdo
(C(2),f(2)) =0 = [(2) = g(2)V(2), g¢(2) € Hy,

onde V(z) € o complemento passa-tudo de C(2).

Este Teorema é de grande importéncia, sendo usado em vérias passagens neste trabalho.

2.4 Base para H,

A seguinte propriedade também serd de interesse:

Propriedade 2.2 Dado um par (A,b) completamente controldvel tal que A A* +bb’ =1,
as M fungées do seu vetor de controlabilidade C(2) mais o conjunto {z*V(2)}, , onde
V(z) € o complemento passa-tudo de C(z), formam uma base ortonormal completa para o

espaco Hs.

Para demonstrar esta propriedade, usando (2.3), (2.11) e (2.15) o gramiano de controla-

bilidade pode ser escrito como

K =CC' = (C(2),C(2)). (2.18)

11



Portanto, quando K = I = A A*+bb' as M funcdes de C(z) sido ortonormais. Se observar-
mos ainda que

i Beq

0, k1,

a propriedade em questdao decorre desta igualdade e da Propriedade 2.1.

(Z*V(2). 2V (2)) = (X VRV = (5,2 =

2.5 Pontos estacionarios do erro quadratico

Um ponto estaciondrio do erro quadrético ¢ definido como segue:

Definigio 2.2 H(z) é um ponto estaciondrio de |H(z) — H(2)||* se para qualquer w; do
conjunto de pardmetros de H (2) valer

0

e COR ﬁ(z)|[2 _ 0. (2.19)

Notar que uma condigdo necessdria para que H(z) seja um ponto de minimo do erro
quadrético é que seja um ponto estaciondrio do mesmo. Pontos de méximo e pontos de sela,

porém, também sdo pontos estaciondrios.

Utilizando a Propriedade 2.1, as seguintes propriedades do erro quadrético podem ser

deduzidas [4]:

Propriedade 2.3 Quando os pdlos de H (z) sdo fizados e o0s seus zeros sdo escolhidos de

modo a minimizar ||H(z) — ﬁ[(z)Hz , 0erro H(z) — f[(z) tem a forma:
H(z) - H(2) = V(2)g(2), 2z '9(2) € Ha, (2.20)
para algum g (z), com V(z) dado por (2.16).

Notar que z7'g(z) € H; significa que g(z) é estritamente causal.
A seguir usamos deg|f(z)] para denotar o grau de f(z), entendido como o menor niimero

de retardos necessérios para implementar f(z).

Propriedade 2.4 (Teorema de Walsh) Se deg[H(z)] = M entdo H(z) é um ponto esta-

ctondrio de ||H(z) — ﬁ(z)”z se e somente se
H(z) - H(z) = 2[V (2)*Q(), (2.21)

para algum Q(z) € Ha.
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2.6 Superficie de erro reduzida

Uma forma util de exprimir a fungdo g (z) em (2.20) é obtida [4] re-escrevendo inicialmente

esta expressao como
V(" VH() - V(Y H(Z) = V(Z)WV(2)g(z) = 9(2).  =7'g(2) € Ha (2.22)

onde V(271)V(z) = 1 pois V(z) é passa-tudo. Consideremos a parcela

e MA(z) B(z) 7 MB(z) by + bar—1z 4.+ bpz ™

Az Alz)  AlY) A(z71) P22)

V(z)H(z) =

Como discutido em relagdo a (2.2), se H(z) é estavel 1/A(z7") é estdvel e anti-causal.
Portanto a parcela V(2"1)H(z) = z~MB(2)/A(z™") também ¢é anti-causal pois zMB(z)
néo tem poténcias positivas de z. Agora. como g(z) é estritamente causal. segue que g(z) é

dado apenas pela projegao estritamente causal de V(z"YH(z) [4):
Propriedade 2.5 A fun¢do g(z) na Propriedade 2.3 pode ser escrita como
g(z) = [V(z"HH(z)], (2.24)

Da Propriedade 2.3 decorre que quando os zeros de H (2) sdo otimizados em fungdo dos

seus pélos temos

1H(z) - BRI = [V(2)gI* = lg(2)II (2.25)

* pois V() é passa-tudo. Neste caso, B(z) é determinado como segue:

[V(z‘l)H(z) - V(z‘l)ﬁ(z)} o= [V(z‘l)H(z) — %Ez; =0,
portanto, o
Z B(z—l) _ -1
A [V(2)H(z™")], -

A partir deste caso ainda, podemos fazer a definicao:

Definigio 2.3 A superficie de erro reduzida de H(z) — H(z) é dada por lg(2)||* como
funcdo dos pardmetros de A(z), com g(z) dado pela Propriedade 2.5.

13



Uma outra forma ttil de exprimir g(z) 4] pode ser obtida notando que com g(z) =

Y2 gkt V() = ue ™ e H(z) = 1kl hyz* temos:

1=0 k=—I

Portanto os coeficientes gi de g(z) sdo dados por

oc
9k=zvlhk+1, k=100

=0

o que pode ser expresso matricialmente por

0 hy hy hy hg - Vo
92 hy hs hy ... vy
gs | = | hs ha Vs
94 hy U3

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Na expressio acima, a forma matricial dos Ay, € a forma de Hankel do sistema H(z), denotada

por I'y. Portanto, uma expressao equivalente a (2.24) é

g =I'gv,

e uma expressao para a superficie de erro reduzida, equivalente a (2.25), é

lg(2)I* = g'g = v'Tv

14
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Capitulo 3

Filtros adaptativos IIR baseados no

gradiente

Retornamos agora ao problema de filtragem adaptativa formulado na Secdo 1.3: conhecendo
apenas u(n) e y(n) = H(z)u(n)+n(n), sendo u(n) branco e independente de n(n), queremos

adaptar H(z) para minimizar E[(y(n) — §(n))?], onde §(n) = H(2)u(n).

3.1 Forma direta

A forma direta de implementagdo considerada é representada na Figura 3.1, para o caso de

ordem 2. Os pardmetros adaptados sao os préprios coeficientes da funcao de transferéncia

B(Z) B bo -+ blz +...+ bl\.[ZA'I
Alz)  l4az+... +ayzM’

H(z) =

3.1.1 Obtencao do algoritmo adaptativo

Consideremos inicialmente que os pardmetros sao fixados no tempo. Usando 2.5, a derivada

do erro quadratico em relacdo aos coeficientes do numerador &

0

ot 210 ~dE)| = o (HG) - A@.HE) - BE)
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u(n)

y <=

ba(n) lbl(”) bo(n)
Y (n)
@ =) '

Figura 3.1: Forma direta de implementacao

Usando (2.6). podemos escrever ent&o,

2

a% HH(z) = Er(z)Hz — 9F [A(z) u(n)e(n)J ,

onde u(n) é um sinal aleatério branco e e(n) = [H(z) — H(z)]u(n) é o erro de saida. Para

os coeficientes do denominador temos:

a%- H(z) —ﬁ(z)ﬂ2 = 5%<H(z) - (), H(z) - H()
= —2<8%f1(z),ﬂ(z) —ﬁ(z)>
= 2<Z;€?(S),H(z) —Er(z)>
_ 2<A_Z(15f1(z),ﬂ(z) —ﬁ(z)>
= 2F {%ﬁ(z)u(n)e(n)} .

Para a obtencao de um algoritmo prético, dois passos sdo tomados agora: 1) as operagoes
de esperanca acima sdo abandonadas, resultando em sinais aleatérios que se igualam as
derivadas correspondentes apenas na média do conjunto das realizagdes e 2) os parametros
passam a ser variantes no tempo, de modo que mesmo esta igualdade em média é aprox-

imadamente correta apenas para variacoes lentas dos pardmetros. Com isto, definindo os

Tegressores
V() & Fsuln) (3.1)
Vo (n) 2 —%ﬁ(z)u(n), (3.2)



Y
—)
Y
®

A

A
&

Vi, (n) — Vi, (n) Ty (1)

ba(n) bi(n) bo(n)

Y y(n)
- T w
-1
i >+
vaz(n) vﬂl(n)
z < v/ -

Figura 3.2: Sinais usados na adaptaggo, forma direta de implementagao

os produtos V,, (n)e(n) e Vq,(n)e(n) fornecem, a cada instante, uma estimativa do negativo
das derivadas do erro quadrético considerando os valores assumidos no instante n pelos
parametros. Os sinais Vy, (n) j4 estao disponiveis na estrutura de implementagao, ao passo
que os sinais V,,(n) exigem um filtro adicional, como indicado na Figura 3.2.

A adaptagcdo dos pardmetros na direcdo contraria do gradiente é dada entéo por
bi(n+1) = bi(n)+ Vs (n)e(n)
aj(n+1) = aj(n)+sVy, (n)e(n).

Nao foi incluido aqui um teste para verificar se os pardmetros a; produzem um sistema
estivel. Para a forma direta de implementacdo, um teste com esta finalidade teria uma

complexidade computacional consideravel.

3.1.2 Autocorrelagao dos regressores

De (3.1) e (3.2) podemos ver que mesmo quando o sinal de entrada u(n) é branco os re-
gressores podem ser fortemente coloridos. Esta situagdo € mais favordavel quando o sis-

tema sendo identificado é passa-tudo e a adaptagdo levou a H(z) ~ H(z), caso em que
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Vo, (e?)] = (ﬁHﬁ[(eﬂ")\ o \A(el]w,){. Ainda assim hé o efeito do termo 1/A(z) nos re-
gressores e a autocorrelacdo de cada regressor poderd ter componentes importantes fora
da origem. Da experiéncia de filtros adaptativos FIR [26]. isto sugere que a velocidade de
convergéncia do filtro seré pequena nestes casos. Este andlise ¢ ainda parcial, pois nao estd
sendo levada em conta a relacdo entre o erro e(n) e os parametros, relacao que ¢ mais com-

plexa no caso de filtros IIR. Como serd visto nos capitulos 5 e 6, a introducao de uma nova

parametrizacao dos pélos do filtro adaptativo facilitard a inclusdo deste aspecto na andlise.

3.1.3 Complexidade computacional

Neste trabalho usaremos como medida da complexidade computacional dos filtros adapta-
tivos os nimeros de multiplicacdes e de somas exigidos a cada instante de tempo.

Os passos do filtro adaptativo na forma direta séo explicitados na Tabela 3.1. Deve-se
observar que foi admitido que no instante n, de inicio, os termos V,,(n) ainda ndo foram
determinados mas que os termos V,,(n) (que s6 dependem de u(n — 1), u(n — 2), etc.) ja
foram determinados. Na tabela estdo indicados também os nimeros de multiplicagdes e

somas de cada passo e os totais.

Passo + X
Vio(n) = u(n) — Y12, a;(n) Vs, (n — 1) M M
Vo,(n) = Vo, ,(n—1),j=1,....M - -
(n) = 3010 b;(n) Vi, (n) M | M+1
Hape(n) = pap[y(n) — Y(n)] 1 2
bi(n+ 1) = bj(n) + pe(n) Vs, (n) M+1 | M+1
a;j(n+ 1) = aj(n) + pae(n)Vq,(n) M M
Va(n+1)==f(n) = S a(n+1)Ve(n) | M M
Vo, (n+1) =V, (n),j=2,..., M ; i
Total SM+2 | 5M+4

Tabela 3.1: Passos do filtro adaptativo na forma direta. O nimero de somas e de multi-

plicagdes de cada passo é indicado nas colunas '+’ e 'x’, respectivamente.
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u(n) n)
=/—;—\' "—“/-?
N o/
sin @ (n) T— sinfs(n) sinf;(n) T— sinf(n)
Y ]
{\4}4 ! AR /-i-\ + =
cos fa(n) (n+1 cos€1 ]—ml(n + 1%
va(n) t vo(n)
4

GE,

Figura 3.3: Forma em trelica normalizada
3.2 Forma em trelica normalizada

A forma em trelica normalizada estd representada na Figura 3.3. para o caso de ordem 2

Uma discussdo detalhada de suas propriedades pode ser encontrada em [4].

3.2.1 Algoritmo adaptativo

O algoritmo que consideramos é o descrito em [4, p. 332] . A dedugéo é bastante longa e

nao serd reproduzida aqui. O algoritmo é dado por

vitn+1) = vs(n)+ Vo, (n)e(n)
Gi(n+1) = 6(n) + sV, (n)e(n) (3.3)
Se |6;(n+1)| > 125 entio 0;(n + 1) = 6;(n).

O teste |0;(n +1)| > £ é um teste de estabilidade: como pode ser provado, se a estrutura
é estvel (supondo pardmetros fixos) entdo |6;(n + 1)| < . Esta simplicidade do teste de
estabilidade é um dos atrativos desta estrutura.

Os regressores sao indicados na Figura 3.4, onde vy =1e
M
£ J cost:, j=1,2,... M~ 1.
i=j+1

E interessante observar a semelhanca com a forma como sdo obtidos os regressores para &
forma direta (Figura 3.2). Neste caso, porém, devido as simplificacdes realizadas ao longo

da deducdo, mesmo assumindo pardmetros fixados e tomando médias, os regressores Ve, (n)
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—~
~—

cosf(n

Y
+)

sin 61 (n) —sinf;(n)

~—

cosfi(n
Y2

v02 (TL)

Figura 3.4: Sinais usados na adaptagéo, forma em trelica normalizada

néo correspondem exatamente as derivadas do erro quadratico em relagdo a 6;. Ainda assim,
pode-se mostrar que os pontos onde E[V,, (n)] = 0 e E[Vy,(n)] = 0 sdo pontos estaciondrios
do erro quadrdtico ||H(z) — H(z)||?. Isto sugere que pontos de minimo do erro quadratico,
sejam, como desejado, pontos de convergéncia do algoritmo. Isto é, de fato, corroborado

por simulagoes numéricas.

3.2.2 Complexidade computacional

Podemos observar pela Figura 3.4 e por (3.3) que adaptam-se os parametros §; enquanto
que na geracio dos sinais sio necessarios os valores de sinf; e cos;, [0;] < 5. E necessaria
portanto a computacdo de funcdes trigonométricas. Para tanto. consideremos a expansao
em série

g 6 o
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Quando a série é truncada podemos computa-la de modo eficiente como

62 1 . 1 .

Para uma maior precisdo. os coeficientes da série truncada podem ainda ser ajustados cal-
culando o erro de aproximacéo, determinando para este erro uma aproximacao polinomial
de mesma ordem (usando por exemplo a fungdo polyfit no Octave ou Matlab) e somando
os coeficientes desta nova série aos coeficientes originais da série truncada. Na Tabela 3.2
temos, em funcdo do grau da série truncada, o valores maximos absolutos do erro de aprox-
imagéo (fazendo 0 < z =k x 107* < §, k = 1,2,...) para a série truncada original e a
série corrigida e a complexidade computacional. Notamos que para § < § < 7 pode ser
usado sinf = cos(§ — ) e a computagao pode ser feita com uma expansdo em série para o

cosseno. Além disto. para —g < 6 < 0 pode ser usado o fato de que sin(—6) = —sinf. A

implementacao destes testes ndo foi incluida na complexidade computacional.

Grau | Original | Corrigida | + | X

2,5x1072 | 3,1x 107

3,6 x107% | 1,3 x 1078

3,1x1077 | 3,2x107°
1,8 x107° | 5,0 x 10712
11 |6,9%x10712|5,4x 1071

O | 3| O | W

Ot | = | W | N | —
~N | & | OV | = | W

Tabela 3.2: Precisao e complexidade computacional da computagdo do seno.

Os passos do filtro adaptativo e sua complexidade computacional estdo explicitados na
Tabela 3.3, onde foram consideradas expansdes de ordem 5 para sinf e cosf. Na tabela, os

estados do filtro adicional sdo denotados por &;(n). Pode-se ver que, considerando conjun-

tamente somas e multiplicacdes, a complexidade computacional total é aproximadamente

3,2 vezes maior do que para a estrutura direta.
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Passo + X
sin 8;, cos 0; 4M 8M
Com gy =un)ej=MM-1,...,1
- 0. —Eine
g; _ | cos ;(n) —sinf;(n) Ok —-— -
V,.(n) sinf;(n) cosf;(n) Vi, (n—1)
Com V,,(n) = go, y(n) = Z;”O vj(n)V,,(n) M M+1
pape(n) = pply(n) — J(n)) 1 2
Comyy=1lej=M,M-1,....1
Vo, = 73€j-1(n) _ oM
pp—
vi(n+1) =v;(n) + pe(n)V,,(n) M+1 M+1
0;(n+1) = 0;(n) + poe(n) Ve, (n) M M
Se [0,(n+ 1)| 2 3, 8;(n+ 1) = b(n).
Comz=-gn)ej=M,M-1,...,1
6; 1) —sinb; 1
T _ | cos (n+1) —sinf;(n+1) T . Y,
&(n+1) sinfj(n+1) cosfj(n+1) €;_1(n)
Total 11M+2 | 2IM + 4

Tabela 3.3: Passos do filtro adaptativo na forma em trelica normalizada.

somas e de multiplicacdes de cada passo é indicado nas colunas '+’ e ’X’,

22
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3.3 Forma em trelica desnormalizada

Com a motivagdo de obter uma estrutura com menor complexidade computacional que a
trelica normalizada, consideramos agora a trelica desnormalizada. representada na Figura
3.5. Como pode ser visto, sdo necessdrias apenas 2 multiplicacdes por coeficiente do de-

nominador (contra 4 da trelica normalizada) e nao é necessdria a computagdo de fungoes

trigonométricas.
u(n)
() ¥
A
k1(n) K2(n)
_ f1(n) = k2(n)
O3 P () . [
vo(n) vi(n) v2(n)
W, gy ™)
~() >

Figura 3.5: Forma em trelica desnormalizada

3.3.1 Relacao dos sinais com os da trelica normalizada

Veremos a seguir que os sinais de interesse na trelica desnormalizada podem ser obtidos a
partir dos da forma em trelica normalizada. O elemento bésico em cada caso estd repre-
sentado na Figura 3.6, onde adotamos uma notagéo simplificada para as varidveis. Temos.

para o caso normalizado,

y = usinf <+ wcosf

v = wucosf — wsinb, B
e para o caso desnormalizado

y = us+w(l- k) (3.5)

v o= u—uwk (3.6)
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cosf 7

Figura 3.6: Elementos bésicos das trelicas normalizada e desnormalizada

Consideremos que ao elemento da trelica norrmalizada sao adicionados os blocos indica-

dos na Figura 3.7. Para os novos sinais definidos temos entao

y = usinf 4w cos®f

v\ = u—wsind.
Comparando estas expressoes com (3.5) e (3.6), concluimos que se
Kk =siné

entdo y = 1 e o elemento basico da trelica desnormalizada pode ser substituido pelo ele-

mento da Figura 3.7.

cosf =

cosf

Figura 3.7: Modifica¢do do elemento bésico das treliga normalizada

Consideremos agora a estrutura completa do filtro, exemplificada para ordem 3 na Figura
3.8, onde cada bloco “4;” incorpora o elemento basico da trelica normalizada mais o bloco
de retardo unitério.

Comecando do dltimo bloco & direita da trelia desnormalizada, vemos que o efeitos
dos blocos “cosf,” e “1/cosf;” se cancelam e, portanto, as fun¢bes de transferéncia de u
para ¥, (na trelica desnormalizada) e de u; para y; (na trelica normalizada) sdo iguais.
Retrocedendo, isto implica em que as func¢des de transferéncia de u, para yh e de uy para
yptambém sdo iguais e assim sucessivamente até o primeiro bloco.

Consideremos agora a relagdo entre os sinais y; e y;, comegando do primeiro bloco a

esquerda. Como deduzido acima, y3 = y3, 0 que exige que w; = ws. Consequentemente.
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u3 A . uh % . uf i )
—_— > > 2 > »
cos 83 cos 67 cos 6
G3 B 0,
/ / ! !
Y3 Wy Ya Wy %51 uh
e < €08 f3 [« < cos 0 |« < cosfy (=
us (% Un (2] U1 (%1
b= B> -
03 o 6,
Y3 w3 Y2 wa Y1 w1
e E— < = <

Figura 3.8: Formas em trelica desnormalizada (acima) e normalizada (abaixo)

. ~ by . +
vh = vse u, = —L—uy. Uma vez que, como deduzido, as fun¢des de transferéncia de u, para
3 2 cos B3 2 : o 2
vy € de up para yiguais, temos que yp = 1-yo = o 5-ws. Aplicando o mesmo raciocinio

para os blocos subsequentes chegamos a expressao geral

i 1
77 cosOprcosfyy...cosb;

+1- (3.7)

Esta relacdo serd usada para obter os regressores utilizados na adaptagdo da estrutura

desnormalizada.

3.3.2 Obtencao do algoritmo

Aplicando a regra da cadeia da derivacdo, temos a seguinte relagdo entre as derivadas do
erro quadrédtico em relagio aos parametros k; = sind; da trelica desnormalizada e 6; da

trelica normalizada:

0, = e _ 915 0K
a_ej||H(z)—H(z)H = 8—%IIH(2)—H(z)H 5,

8 -
= COS@J’%HHM—H(Z)W-
i

Admitindo que no caso da trelica normalizada os produtos Vg, (n)e(n) usados no algo-
ritmo visto na secdo anterior sejam aproximacoes estocésticas satisfatérias das derivadas
B%Hf?(z) — H(z2)||?, é razoével supor que com

i
6.
cosf;

Ve, (n) = (n) (38)
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™
/\‘s

os produtos V. (n)e(n)também sejam aproximagoes satisafatorias de Ea%”ﬁ (z) — H(2)||%.
Agora. associando a trelica normalizada da Figuras 3.8 com o filtro adicional da Figura

3.4 vemos que

1
Vi.(R) = \Y
U ) cos 0 A
= ! w;(n—1)
B cca_sé‘jﬁ{:f !
cosfyycosby_1...cos6,.
_ M M~1 J.le(n_l)
cos Hj
o0 que, com (3.7), resulta em
Vi, (n) = cos® Oy cos® Oy . . . cOS® Hj,,.;y_:-_! (n—1)

= (1- "54211)(1 . ’{.2\!—1) o malfile = "‘?4-1)9_;4(“ =1).

Estes regressores, assim como os regressores V,.(n) estao indicados na Figura 3.9.

»(1+)
K1 (n)
—K1(n)

- z

)

1 vo(n)

vm (ﬂ)

Figura 3.9: Sinais usados na adaptacéao, forma em trelica desnormalizada
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3.3.3 Complexidade computacional

Os passos do algoritmo derivado para a forma de implementagao em trelica desnormalizada
estdao na Tabela 3.4. juntamente com a complexidade computacional. Esta € aproximada-

mente 1.8 vezes maior do que a da forma direta de implementagao.

Passo + X

Comgy =u{n)ej=MM-1,...,1
gi-1=9j — KV, (n—1)
Vo, (n) = K3gi-1 + Vo, (n — 1)
Com V,,(n) = go, Y(n) = z;\iﬂ v;(n)V,,(n) M M+1
prpe(n) = pinuly(n) — J(n)] 1 2
Comyy=1ej=MM-1,...,1

2M 2M

Ve, = vi€i_

s =24t (n) M 3M
-1 =1 — K5(n))

vi(n+1) = v;(n) + ppe(n) Vo, (n) M+1 | M+1

ki(n+1) = kj(n) + pee(n) Vg, (n) M M

Se k;(n+1) > 1, k;(n+1) = &;(n).
Comz=-yn)ej=MM-1,...,1

=1z — Ki&i_1(n)
i(n+1) = kiz +&-1(n)
Total M +2 | 10M +4

2M 2M

Tabela 3.4: Passos do filtro adaptativo na forma em trelica desnormalizada. O nimero de

somas e de multiplicaces de cada passo ¢ indicado nas colunas '+’ e "x’, respectivamente.
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Capitulo 4

Convergéncia lenta de filtros

adaptativos IIR

Apresentamos agora alguns exemplos numéricos de situagées de convergéncia lenta de filtros
adaptativos IIR, como motivacao para a analise apresentada nos capitulos subsequentes.
Quando o sistema sendo identificado H(z) tem pélos muito préximos ao circulo unitério.
em pontos distantes do minimo global a superficie de erro tende a possuir regices planas
[19]. Para algoritmos adaptativos de passo constante isto resulta em uma baixa velocidade
de convergéncia. Quando a ordem de H(z) aumenta, uma baixa velocidade de convergéncia
pode ocorrer mesmo quando seus pélos nao estdo muito préximos ao circulo unitdrio, como

visto a seguir.

4.1 Dependéncia em relagdo a posicao dos zeros

Consideremos inicialmente H;(z) de quarta ordem, sendo que H;(z™') tem pélos em 0.7£+
60° e 0.7/ =+ 100°. zeros em 0.9Z +5° e 0.8/ £ 10° e norma L, unitdria. como representado
na Figura 4.1

Neste caso e nos demais casos apresentados, foi considerado um sinal de entrada gaus-
siano e branco. A adaptacio dos parametros da estrutura direta de um filtro adaptativo
também de quarta ordem. usando o algoritmo do gradiente da Tabela 3.1 com um passo de
adaptacdo de u = 4 x 1072, é mostrada na Figura 4.2. O erro quadrético instantaneo de

safda [y(n) — §(n)12 ¢ a adaptacio dos pélos sdo mostradas na Figura +.3 . O valor de y é
! ptag
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Figura 4.1: Pélos (+) e zeros (*) de Hi(z™1).

préximo ao seu valor maximo, sendo que p = 8 X 102 resulta em divergéncia da adaptacao
(para um numero maior de iteragdes). Pode ser visto que a adaptacio praticamente para

ap0s aproximadamente 200 iteragoes, embora o erro de saida seja consideravelmente elevado.
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Figura 4.2: Identificagéo de Hy(2): coeficientes do numerador (esquerda) e do denominador

(direita). As linhas pontilhadas sao os valores verdadeiros dos coeficientes.

Como neste caso ha modelamento suficiente e o sinal de entrada é branco, néo hd minimos
locais na superficie de erro [4]. Portanto, a adaptacéo termina por alcangar o minimo global,
como mostrado nas Figuras 4.4 e 4.5. Pode ser visto que um erro de —60 dB s6 é atingido
ap6s 75000 iteragoes.

Consideremos agora Hy(z) passa-tudo com os mesmos pélos que Hi(z). Os zeros sao
reciprocos dos pélos. Os resultados usando um passo de adaptagdo de p = 4 x 1072 sdo
mostrados nas Figuras 4.6 e 4.7 . Como no caso anterior. aumentando y para 8 X 1072
também resultou em divergéncia. Pode ser visto que um erro de —60 dB. por exemplo, €
atingido apés aproximadamente 750 iteragdes, o que ¢ 100 vezes mais rapido do que o caso

anterior.
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Figura 4.3: Identificacio de H;(z): erro (dB) e adaptacao dos pélos ('+'s enquadrados sao

os polos de Hy(z)).
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Figura 4.4: Identificacdo de H;(z): coeficientes do numerador (esquerda) e do denominador

(direita).

Neste caso, resultados semelhantes sido obtidos para a adaptagdo dos pardmetros de

trelica, ao invés dos parametros da estrutura direta.
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Figura 4.5: Identificacdo de Hi(z): erro (dB) e adaptagdo dos pélos .
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Figura 4.6: Identificacio de Hy(z) (passa-tudo): coeficientes do numerador (esquerda) e do

* denominador (direita).
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Figura 4.7: Identificacdo de Hy(z) (passa-tudo): erro (dB) e adaptagéo dos polos.
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4.2 Dependéncia em relagao a parametrizagao e & posigao
dos pdlos

Consideremos agora Hz(z~!) com pdlos em 0.7£ £ 48° ¢ 0.79£ £ 5.9°. zeros em 1.6/ = 83°
e 0.814 + 94° e norma L, unitdria. como representado na Figura 4.8. O erro quadratico
instantaneo de saida [y(n) — 7(n)]* usando o algoritmo do gradiente para os parametros
da estrutura direta, iniciando a adaptacao com os parametros em 0.8 vezes seus valores
verdadeiros e com um passo de adaptacdo de u = 1 x 107*. é mostrado na Figura 4.9. O
valor de p é préximo ao seu valor méximo. sendo que p = 2 x 107 resulta em divergéncia
da adaptacdo. Na mesma figura é mostrado o resultado para os parametros da estrutura em
trelica normalizada, adaptados com o algoritmo da Tabela 3.3, com a mesma inicializacao e
com p = 1072, Pode-se ver que a adaptacdo dos pardmetros de trelica é consideravelmente
mais rdpida do que os da forma direta. Ainda assim, porém, é mais lenta do que seria
desejavel.

Como no item anterior, consideremos agora Hy(z), o correspondente passa-tudo de Hj(z).
Os resultados estdo na Figura 4.10, tendo sido usado u = 2 x 10~* para a forma direta e
1 = 4 x 1072 para a trelica. Pode-se ver que neste caso a trelica converge muito mais

rapidamente do que nos demais casos deste item.

-
L

Figura 4.8: Polos (+) e zeros (o) de Hz(z™').
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Figura 4.9: Identificacdo de H3(z): erro (dB) para forma direta (esquerda) e trelica (direita).
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Figura 4.10: Identificacio de Hy(z): erro (dB) para forma direta (esquerda) e trelica (dire-

ita).
4.3 Adaptacao na superficie de erro reduzida

Pode ser observado que nas situagoes de convergéncia lenta apresentadas acima, a adaptagao
recai rapidamente nas proximidades da superficie reduzida de erro definida na Segao 2.6.
Ou seja, os zeros do filtro adaptativo acompanham rapidamente a lenta variacdo dos pdlos e
estdo sempre préximos aos seus valores 6timos (dados os pélos). Isto é mostrado na Figura
4.11 para o caso do sistema H;(z) visto acima. Quando a convergéncia é répida. hd um

desvio considerdvel em relacdo & superficie de erro reduzida, como mostrado na Figura 4.12.
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Figura 4.11: Adaptacdo dos parametros dos zeros (linhas continuas) e seus valores 6timos

dados os pdlos (pontos e linhas pontilhadas), sistema H;(z)
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Figura 4.12: Adaptacio dos parametros dos zeros (linhas continuas) e seus valores 6timos

dados os pélos (pontos e linhas pontilhadas), sistema Hy(z)

4.4 Motivacao para a analise

Uma interpretagdo de resultados como os apresentados acima néo era encontrada na liter-
atura sobre filtragem adaptativa IIR. Ela é desejdvel, porém. dado que uma maior com-.
preensdo do problema poderia viabilizar a utilizagdo prética destes filtros, com possiveis

ganhos de complexidade computacional sobre filtros adaptativos FIR.
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Capitulo 5

Analise da superficie reduzida e

parametrizacao dos polos

Neste capitulo, introduzimos uma parametrizacao dos pdlos de H (z) que serd util para a

andlise do problema da velocidade de convergéncia de filtros adaptativos IIR.

5.1 Realizacao balanceada e a superficie de erro re-
duzida

Consideremos a forma de Hankel I'y; de um sistema H(2):

~ -

hi ho hsy hy

hy hs hy
Fg=1| hs hg

hy

Os valores singulares de Hankel de H(z) sdo as raizes quadradas dos autovetores de I'y'g:

Ok = \/ )\k(F%FH)

Se H(z) tem grau N, o que indicamos por deg[H (z)] = N, querendo dizer que este € menor
nimero de retardos necessarios para implementar H(z), entdo H(z) tem -V valores singulares

de Hankel ndo nulos. A forma de Hankel pode ser escrita em termos destes valores singulares
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como [27]

N
WSS ZCkUWi, (5.1)

onde oy > 0 e {m,} e {¢,} sdo ortonormais ( nim, = ¢;.¢, = d,). Em particular, cada vetor
¢, contém os termos da expansao da funcao de transferéncia de controlabilidade normalizada

(x(z) associada a um dos estados de uma realizagao balanceada de H(z).

Ck(z) = 03 2Coi(2).
Notamos que em uma realizacio balanceada [28] os gramianos de controlabilidade K = CyCi
e de observabilidade sao diagonais e dados pelos valores singulares oy.
Vejamos agora como podemos usar as fungdes (i(z) para escrever a superficie de erro
reduzida no problema de aproximagao racional considerado no Capitulo 2. O interesse por
isso vem do fato de que, como visto no Capitulo 4, é usual em situacoes de convergéncia

lenta que a adaptacao recaia na superficie de erro reduzida.

Reunindo (5.1) e (2.30) , resulta

N N
l9(2)] ZZV CkakmmmCzV
I=1

k=1 5k,l

N
=Y vioichv, (5.2)

k=1
onde o vetor v é formado pelos coeficientes da expansao de V(z) e depende dos pélos do filtro

adaptativo H(z). Notando que podemos escrever v*¢, = ((x(z). V(2)), resulta a seguinte
proposicao:

Proposicao 5.1 Na aprozimagdo racional pela norma Ly |[H(z) — H(2)||, a superficie de
erro reduzida € dada por

l9(2) Zakak’ (5.3)

onde definimos

ar £ (G(2), V(2)) - (5.4)

Notar que, como (x(z) e V(2) tém norma unitaria, entdo |oy| < 1.
Veremos a seguir que os termos oy assim definidos constituem uma parametrizagao dos

pdlos do filtro adaptativo.
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5.2 Parametrizacao dos pdlos

Dado H(z) € Hy de ordem N,

G . Coxtlers frmm. +en2

D(z)  14+diz+...+dyz""

H(z)=

segue da Propriedade 2.2 que o conjunto formado pelas N funcées de transferéncia de
controlabilidade (,(z) e pelas funcoes z*D(z)/D(z), k = 1,2...., constituem uma base
ortonormal para H,. Considerando ﬁ(z) = B(z)/A(z) € H, entdo V(z) = A(2)/A(z) € Ha.

Portanto V/(z) pode ser escrito em termos daquela base como

< P(z) D(z)

V(z) = ;:1: (G2 V @ 6@ + 5D (5.6)
< P(2)D(z)  P(z) _
= kgzl akfk(z) + Q(Z) D(Z), Q(Z) e H (5()

Nesta expressdo. sempre podemos fazer Q(z) = A(z), sendo que raizes comuns de A(z)
e D(z) sdo supérfluas em Q(z) mas serdo canceladas por P(z). Da expressao geral para

fungdes de transferéncia de controlabilidade (2.15) resulta que as funcGes (x(z) tém a forma
o) = 3, deg[Rulz)] < N
k - D(Z) ) g k .
Podemos entao re-escrever (5.6) como
A(2)D(z) = R(2)A(z) + P(2)D(z), (5.8)

onde R(z) = .1, axRi(2) = o + 11z + ... + rnv_12" 1. Temos também deg[A(z)] = M,
deg[D(z)] < N. deg[R(2)] < N, deg[A(2)] < M e deg D(z) = N. Segue que deg[P(z)] <
M.

5.2.1 Conversao a partir dos parametros da forma direta

Dado A(z), obtemos os pardmetros oy diretamente de sua definicio na Proposicao 5.1.

Alternativamente, (5.8) d4 o sistema com N + M + 1 equagdes e incognitas

[ . O | z —c,
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onde

1 0 0
(#5] 1 - b
Ry Rop ... R
1y (} P P R
, 1,1 Ta,1 Al
Ous= | ay 1 |, $r= . . o .
0 aar y
I Rinr-t Rani-r oo Rarar- |
0 0 anrr
day 0 0
dy—1 dur - 1
84
dpr-1 0
; A | @2
Op=- 1 ; duy |+ @=| . |
0 1 - '
. apn
0 0 0 1 |

e p e c tém os coeficientes de P(z) e A(z)D(z), respectivamente. Notamos que se H(z) =

H(z) entao a = 0.

5.2.2 Conversao para os parametros da forma direta

Dado que A(z) tem a forma 1+ a(z), A(z) tem a forma 2" +zMa(z7") = 2 +a(z), e segue

de (5.8) que

a(2)D(z) — a(z)R(z) — P(2)D(2) = R(z) — 2" D(=2). (5.9)
Isto da o sistema de N + M + 1 equagoes e 2M + 1 incogintas

[ep— s —05 | Z = b,
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onde

IT ¢ a matriz anti-diagonal de permutacio e a e b contém os coeficientes de a(z) e R(z) —

zM D(z), respectivamente. Pode nao haver uma solugéo para o sistema quando M < N. A

1 0
d 1
d
dar
0 duy
0 0

] I 0 0
rO
0 r
br=| o
™ Far—1
T"M—1 0

existéncia de um numero infinito de solugoes é discutido adiante.

5.2.3 Exemplo numérico

Consideremos H(z~1) com polos em 0.7££60° e 0.7£+100°, zeros em 0.8£+£10° e 0.9£45°
e norma L, unitdria. Os quadrados dos seus valores singulares de Hankel séolaf = k45
0} = 0.54, 02 = 0.00759 e 07 = 0.00468. Fazendo a = [0.1 0 0 0]* d4 A(2™') com raizes em
0.73£ £57° e 0.77/ £ 103°. Fazendo o = [0 0 0 0.1]* d4 A(2™!) com raizes em 0.74Z & 58°

e 0.71£ £ 99.6°.

5.2.4 Unicidade

Os parametros oy sao unicamente determinados a partir de A(z). Colocamos o problema

Iy

1

-1

0

inverso como: existe X (z) = z& + 212571 + ... + o # A(z) tal que, com X (z) = 2EX(z71)

epara k = 1,2,... N, (((2),X(2)/X(2)) = (Ck(z), A(2)/A(2)) 7 Isto equivale a obter as

solugoes de

Solugdes ndo-tinicas podem de fato existir: se A(z) tem raizes no circulo unitario elas tambem

<Ck(2)

A(2)
FA(2)

X

X(2)

>:0, k=12 N

(5.10)

serdo raizes de A(z), cancelando-se em A(z)/A(z). Estamos interessados. porém, na pos-

sibilidade de solucdes para sistemas estéveis, isto é, para os quais as raizes de A(z) estéao

dentro do circulo unitdrio. Neste ambito, temos:
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Proposicao 5.2 Dados oy e H(z) € Hy com deg[H(z)] = N > M, cxiste no mdzimo um

A(2), deg[A(z)] = M, com todas as raizes dentro do circulo unitdrio. tal que

Az
<C(z),ﬁ> =, k=1.2.....\.

Prova: Um vetor de funcoes de transferéncia de controlabilidade pode ser formado agru-
pando as fungdes (x(z) = Ry(z)/D(z). Da Propriedade 2.1 e de (5.10) resulta entao a

condigao o
~ o2 o)
A(z) D(z) D(z)’

com q(z2), A(2)/A(z), D(z)/D(2)€ Hy. O lado direito desta expressio tem ao menos N

(5.11)

raizes dentro do circulo unitario, enquanto que o lado esquerdo tem no maximo um total de
M + L raizes. Agora:

1)SeL<M < NouL< M < N,entdo M +L < N e (5.11) implica em ¢(z) = 0,
o que dd A(2)X(z) = A(2)X(z). Se A(z) néo tem rafzes no circulo unitdrio entéo, para
L = M, a tinica solucdo é X(z) = A(z), enquanto que para L < M nao ha solugao. Se A(2)
tem raizes no circulo unitdrio, estas também serdo raizes de A(z) e poderd existir um X (z),
ou possivelmente um numero infinito deles, tais que A(2)X (z) = A(2)X(2).

2)Se M < L < NouM < L < N, também resulta ¢(z) = 0e A(2) X (2) = A(2)X (z). Se
restringirmos X (z) a ndo ter rafzes no circulo unitario entdo a tinica solugdo ¢ X (z) = A(2).

3)Se L = M = N, entdo A(2)X(z) — A(2)X(2) tem 2N raizes. Devido & simetria da
expressio, cada raiz zo com |z| < 1 forma um par com outra raiz 1/z. Além disto, como
os coeficientes sdo reais, cada raiz complexa zo com |zp| = 1 forma um par com uma raiz
conjugada z. Agora, z = 1 ¢ sempre uma raiz de A(z)X(2) — A(z)X(z) e ndo recai em
nenhum destes casos. Para completar as 2NNV raizes, entdo, deve formar um par com uma
raiz em z = 1 ou em z = —1. Isto significa que A(2)X (z) — A(z)X(z) tem no maximo N —1
raizes dentro do circulo unitdrio. Portanto, se g(z) # 0, das N raizes de D(z) ao menos

uma est4 fora ou sobre o circulo unitdrio, o que contradiz o pressuposto inicial H(z) € Ha.

Devemos ter, portanto, g(z) = 0, o que nos traz de volta ao caso 1). [

5.3 Aplicacao da parametrizagao

A parametrizagao dos pélos de H (z) apresentada acima néo seré usada para, de fato, imple-

mentar um filtro adaptativo, apesar de eventualmente haver algum interesse neste sentido.
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Como serd visto no capitulo seguinte. ela serd usada como forma de descrever e analisar a

adaptacao dos parametros das estruturas direta e em trelica consideradas no Capitulo 3.
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Capitulo 6

Anilise da velocidade de convergéncia

Neste capitulo, usamos a parametrizagido dos pélos introduzida no capitulo anterior para a
analise da velocidade de convergéncia de métodos de gradiente para aproximagao racional Ly.
A motivacdo para isto é a expectativa de que as propriedades obtidas sejam relevantes para
o problema de filtragem adaptativa IIR, como, por exemplo. na relagdo entre os algoritmos
“steepest-descent” e LMS, no ambito de filtragem adaptativa FIR [26].

E de interesse explicitar a terminologia adotada: dado que sdo considerados métodos
iterativos de aproximacao racional, dizemos que os pardmetros de H (z) sdo “adaptados”.

Isto ndo significa que se trata de um problema de filtragem adaptativa.

6.1 Adaptacao na superficie de erro reduzida

A adaptacdo dos parametros dos zeros e dos pdlos pelo gradiente do erro quadratico tem a

forma
u 0

pe(n+1) = pe(n) — S [|H(2) — H(2)

6.1
2 o (6.1)

2
I p(n)
onde p contém os parametros dos zeros e dos poélos de H (z). Se consideramos que a
adaptagcdo dos zeros é tornada implicita e adaptarmos os pélos usando o gradiente do erro
quadrético na superficie de erro reduzida (ver Segdo 2.6), a adaptacdo tem a forma

_p Ollg(2)]”

6.2
2 awk ( )

wi(n + 1) = we(n)

wi(n)

onde w = [w; ... wy)¢ contém os pardmetros dos polos.

Notamos que se os zeros de H(z) estiverem em seus valores Gtimos dados os pélos de
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H(z), entéo a adaptacao dos p6los dada por (6.1) é igual & dada por (6.2). Isto é formalizado

na seguinte proposicao:

Proposicao 6.1 Quando os zeros de f[(z) estdo em seus valores otimos dados os polos
de H(z), as derivadas de ||g(2)||? e ||H(z) — H(2)||> em relagdo aos pardmetros dos pdlos

cotncidem. isto é:

2

0
0’[1)1'

—~

og(2)]1 H - Al

8wi

onde r(w) contém os pardmetros dtimos dos zeros dados os pardmetros dos pélos w.

w.,r(w)

Prova: Escrevemos ||H(z) — H(2)||> = e(q, w) e ||g(2)||? = (W), onde q and w contém.
respectivamente, os pardmetros dos zeros e dos pélos. Como definido, quando q = r(w) os

parametros dos zeros sdo otimizados dados os pdlos. Notamos de inicio que embora
e(w+ Aw) = e(r(w + Aw), w + Aw)

em geral temos

e(w+ Aw) # e(r(w), w + Aw)

e, portanto a validade da proposi¢ao nao é imediata.
Quando q = r(w), de(q,w)/dg; = 0 e as derivadas de interésse sao

de(q, w)

Bwi

Por simplicidade de notac&o, consideramos parametros escalares, sem perda de generalidade

q=r(w)

A

na conclusdo. Escrevemos inicialmente Oe(w)/Ow = lima,—o Ae(w)/Aw, onde Ag(w) =
e(w+ Aw) — e(w). Definindo Ae(r(w),w) £ e(r(w + Aw),w + Aw) — e(r(w), w), e como,

por defini¢do, e(w) = e(r(w), w), segue que

Ae(w) = Ae(r(w), w) (6.3)

Escrevendo agora 7(w + Aw) = r(w) + Ar e assumindo que €(g, w) é uma fungao suave,

Ae pode ser expandido em série de Taylor como

Ae = e(r(w) + Ar,w + Aw) — e(r(w), w)

_ df(;,u;) Aw 4+ 36(;&”) Ar + Z dp m AW AP™. (6.4)
w w_q:'r('u]) “ q w.q=1‘(w_)l n,m=0
~~ n+m>1
=0
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Assumindo que r(w) também é uma funcio suave temos Ar = Y, H('r(w)/0w')Au’.

Usando isto. a somatéria dupla em (6.4) pode ser escrita como

i dpy m AW AT = id’HAw”.
n=2

n.m=0
n+m>1

que combinado com (6.3) e (6.4) leva finalmente a

Oe(w) im Ae(w)
ow — Aws0 Aw
o 1| Oe(gw) A
AI«EEOE 7/ 1IN PR Aw+;dnAu
Oe(q, w)
Ow g=r(w)

6.2 Reparametrizacio da adaptagao baseada no gradi-
ente

No que segue, usamos termos que dependem de certos parametros, que, por sua vez podem
ser variantes no tempo. Poderemos referirmo-nos a eles como em J(a(n)), J(a) ou J(n)
e, para simplicidade notacional, poderemos também omitir o argumento, como em J. Em
todos os casos, porém, a cadeia completa de dependéncias é admitida implicitamente.

12

Retornamos agora a (6.2). Para maior conveniéncia, usamos € = [|g(2)||* no que segue.

Aplicando a lei da cadeia temos

o =

o 6.5
ow) 5o~ ba (6.5)

Ot (604 > b e , O
onde /0w 2 J é uma matriz Jacobiana N x M de derivadas parciais, com Oc;/0w; na
linha 7 e coluna j. Nos referimos a ela como a “matriz de sensitividade™. Notamos que, por

enquanto, a forma especifica de parametrizar os pélos néo foi definida, sendo que os termos

w; empregados sdo uma designagdo genérica dos parametros.

Proposicao 6.2 Para um conjunto adequado de parametrizagies dos pdlos, se H(z) € Ha

entdo J tem posto M.
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Prova: Para os parametros da forma direta de implementacao, os elementos de J sao

da; 3 2 3
o _ (o, 2.

a . 2M-iA(z) — 2 A(2)
B = sl
a; A?(2)

onde

Definindo X (2) £ Z}Vil 120, X(2) £ 2 X(z71) e x = [z 29 ... zpm]'. 0s elementos de Jx

sao dados por

[, = (Gdah =LA

Com a Propriedade 2.1 se Jx = 0 temos entao

X(2)A(z) — X(2)Al2) _ q(z)@
A2(z) D(z)’

(6.6)

para algum q(z) € H,. Isto tem, essencialmente, a mesma forma da equagdo (5.11). Pe-

los argumentos apresentados em relagao aquela equagdo se H(z) € Hy e M < N entao

X(2)A(z) — X(2)A(z) = 0. Agora, para satisfazer isto ndo podemos ter X(z) = A(z),

uma vez que X (z) é estritamente causal e A(z) ndo é. Devemos ter, portanto,' X(z) =0.

Concluimos que Jx = 0 exige x = 0, isto é, J tem posto A/. Isto se estende para outras

parametrizacoes que dao uma matrix [Jy,)i; = Ow;/0a; nado-singular.

Prosseguindo, de (5.3), temos dg/0c; = 2 Zszl oay. Em notagdo matricial isto pode

ser escrito como

O¢
— =2%?
da %

(6.7)

onde ¥ é diagonal. com os valores singulares o, Combinando (6.5) e (6.7), podemos escrever

o gradiente em termos dos parametros aj como

Oe
—_—= —9 tZZ
- JY a,

o que serd usado em seguida.

Consideremos agora a aproximacdo de primeira ordem para o(n + 1),

0
a(n+1) ~ a(n) + ke w(n+1) —w(n)].
ow an)
——
—3(0¢(n))

Combinando isto com (6.2) e (6.8) leva a:
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Proposicao 6.3 Uma descricao local da adaptacdo (6.2). inteiramente em termos dos

parametros «y, €

a(n+1) ~ [I - pJ(a(n)I (a(n)=?] aln). (6.10)

Isto se aplica para qualquer a(n). ndo tendo sido adotado nenhum pressuposto de que
a(n) seja um ponto estaciondrio da adaptacao.

A equagao (6.10) é similar ao que ¢é obtido para a adaptacao pelo gradiente deterministico
no caso FIR, sendo que autovalores de JJ'X%, que sdo sempre ndo-negativos, fazem o papel
dos autovalores da matriz de correlagido da entrada.

A principal caracteristica de (6.10) é a separacdo parcial do efeito do sistema sendo
identificado, que afeta X e J, e o efeito da parametrizacdo da adaptacdo, que afeta apenas

J. Como sugerido por (6.10) também, temos:

Proposicao 6.4 Em pontos estaciondrios da superficie de erro, o estd no espago nulo de
JJ'32,

Prova: Da Proposigdo 6.2, J tem posto M, assumindo H(z) € H,. Portanto, os espagos
nulos de J*2? e JJ*3? sdo iguais. Em pontos estacionarios temos, por definicdo, 0e/dw = 0.
Com (6.8). entdo, o estd naquele espaco nulo. n

Notamos que na aproximagio de primeira ordem dada por (6.10), as componentes de
a(n) que estdo no espago nulo de J(a(n))J*(a(n))E? nao contribuem para a(n+1). Desta
. forma, a andlise da velocidade de convergéncia, em uma aproximacao de primeira ordem,

diz respeito apenas aos autovalores nao-nulos de J(a(n))J*(c(n)) T2

6.3 Velocidade local de convergéncia

Uma medida conveniente da velocidade local de convergéncia ¢ dada pela relagaoe(n)/e(n +

1), sendo que, de (5.3) temos que
g(n) at(n)X?a(n)
en+1)  at(n+1)Za(n+1)

Com (6.10), portanto, se a(n) estd na diregdo de um certo autovetor q, de JJt2?, temos,

abandonando o indice de tempo no lado direito da expressao,
en) o'l

~ — = (1 - p\) 7,
en+1)  ot¥lo - uiatlo + plat Yo (1= nd)
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onde )\, é 0 autovalor associado a qi. Se g\ < 1. entdo a velocidade de convergéncia local
sera pequena, isto é. préxima de 1.

Em relacdo a isto, mostramos em [24] que se a adaptagao levar os parametros para uma
regido do tipo “fundo de vale” do espaco dos pardmetros adaptados (como tende a ocorrer.
quando a adaptacao é pelo gradiente), entdo a(n) estard essencialmente no subespaco dos
autovetores de JJ‘X? associados aos seus menores (nao-nulos) autovalores.

Dado o passo de adaptacéo p, portanto. a velocidade de convergéncia local é diretamente
relacionada com os menores (ndo-nulos) autovalores de JJ*X?. Seus maiores autovalores,
por outro lado, tém um efeito no maximo passo de adaptagao permitido para a estabilidade.

Uma grandeza importante, portanto, é o espalhamento dos autovalores

max{\(JJ'=?)}
min{A\(JJ*EH}

onde A(.) indica o autovalor do argumento e min{.} leva em conta somente os autovalores

X(JI'3%) £

nao-nulos. Um limite superior 1til para a andlise deste espalhamento ¢é

X(JTE2) < x(ITHX(Z?).

6.4 Efeito dos valores singulares de H(z)

O efeito dos valores singulares de Hankel de H(z) em x(JJ')x(%?) é imediato. Se tém um
grande espalhamento, entdo x(E?) > 1, assim como x(JJ*)x(E?) > 1 e a velocidade de
convergéncia local provavelmente serd pequena. Ela nao sera pequena apenas se o valor
elevado de y(X?) for compensado por x(JJ*), como o que ocorreria se JJ* = (£%)7!. Se os
valores singulares tém um pequeno espalhamento, que assumird seu valor minimo quando
H(z) é passa-tudo, entdo »2 ~ I e a velocidade local de convergéncia dependera essencial-

mente de x(JJ*).

6.5 Propriedades relacionadas 4 matriz de sensibili-

dade J

Para analisar x(JJ*), fazemos uso das funcoes de controlabilidade

é‘k: (Z ) = DE_(IZ()Z)
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de uma realizacio em trelica de H(z) = C(z)/D(z). ao invés das fungoes ¢, (z). De maneira

analoga a «y definimos
e 2 ((2), V(2)),
e estendemos nossa notacio para incluir mais possibilidades:

ooy
Jaw = : J wl; 5 — .
[ ]’L,] aw] € [ Y ]1,,7 aLL'J

onde w; serd substituido pelo simbolo associado a uma parametrizagao especifica.

As proposicdes a seguir sdo demonstradas em [24].
Proposigao 6.5 x(Jawdhy,) = X(Jywdl,,) depende dos pdlos de H(z) e nao de seus zeros.

Notamos que esta propriedade nido depende da parametrizagéo adotada. E também, que
hé af uma complementaridade interessante: x(X?) depende. em um certo sentido, somente
da posicdo relativa dos pdlos e zeros, uma vez que se os zeros forem reciprocos dos polos,
entdo x(2?) = 1.

As proposictes restantes se aplicam apenas ao caso de modelamento suficiente, isto é,
quando H(z) é racional de ordem M, e ainda, apenas para ponto de minimo do espago de
pardmetros, isto é, no qual H (z) = H(z). Notamos que embora a solugdo do problema de
aproximacao racional Ly no caso de modelamento suficiente seja trivial (H\' (z) = H(z)), hd
interesse em analisar o comportamento de métodos baseados no gradiente neste caso devido
4 utilidade dos resultados analiticos para filtragem adaptativa IIR.

A extensao das propriedades deduzidas ao caso mais geral de submodelamento € discutida

por nés em [25].

Proposicao 6.6 Para os pardmetros da estrutura direta, temos, no ponto de minimo H (2)
H(z),
I = 118G, (6.11)

onde I1 ¢ a matriz anti-diagonal de permutacdo e Sb = { dy d; ... dy_ |, onde a

k—ésima coluna tem os coeficientes de Dy_1(2).
Disto segue um caso particular de interesse:

Proposicdo 6.7 Se D(z) = 1+ pMz™ entdo x(J,eJt,) = 1.
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No caso geral. uma vez que as fungées &;.(z) = ﬁk(z)/D(:) formam um conjunto ortonor-
mal, escrevendo a expressao para (§;(z),€,(z)) no dominio da frequéncia, podemos ver que
se 1/ |D(ej“’)|'2 é quase constante entdo as funcdes ﬁk(z) sdo quase um conjunto ortogonal
e X(Jyadl,) ~ 1. Isto acontece, por exemplo, quando os pélos de H(z) sdo mais uniforme-
mente separados, ao invés de concentrados em um certo ponto. Acontece também quando
os reciprocos dos pélos estdo mais préximos a origem ao invés do circulo unitario.

No caso dos pardmetros da trelica normalizada. podemos escrever J.y = Jy,Jq6, com

[Jasl; ; £ Oa;/09;. Em [24] mostramos entdo que
X(Jvﬁ‘ﬁro) == x(JZJSZzSdzJ;J), (6.12)
e também:

Proposicao 6.8 No ponto de minimo [Tl(z) = H(z),

X owww X CJ[M_LO
: L day
Jos = MR © (6.13)
X ... X :
i 0 ... 0 C‘l\J\/I—l,M—l ]

onde a dltima linha e a dltima coluna sdo iguais ds de Sk,

Se esta forma da tltima coluna se aplicasse as outras colunas, entdo J,9 = S e, de
(6.12). x(J6J%9) = 1. Embora este ndo seja, em geral, o caso, constatamos que € mais
provavel que x(J,sJ%,) < X(J1aJe) do que o oposto, especialmente para valores maiores

de M.

6.6 Casos especiais e limites para o espalhamento dos-
autovalores de JJ*

No caso de segunda ordem, escrevemos D(z) = 1 + vz + sp?2%, com s =+1e0 < p < 1.
Para ordens maiores, consideramos dois casos: D(z) = (1 + spz)™, que tem M raizes
concentradas em —sp~! e D(z) = 1 + spMzM, que tem M raizes de raio p~*, uniformente
separadas. Como sera visto, estes dois casos tém propriedades limitantes em relacao a um

D(z) qualquer. Expressdes obtidas para o espalhamento dos autovalores de JJ* nestes casos
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14+ vz + sp?z? 1+ spt s (1+sp2)Y, p=1 VD(z)

=~ A[HD.\I—I(Z)HQ

5 [Do(2)|[?
Direct mpjﬂ 1 < A/[H_DZKII(—)H
1+ sp® — |I/’ A[v (M 1)2 = HDO(z)Hz
i 1L 00529

M\ *
Lattice i—“‘% G - £M> M > 2 : -

Tabela 6.1: Espalhamento dos autovalores em alguns casos especiais de D(z), s

+1,

0<p<l1

especiais estao na Tabela 6.1. Para alguns casos. a forma do espalhamento quando p = 1
estd na Tabela 6.2. Pode-se ver que é sempre C(M)(1 — p)~%, onde C(M) depende de M

mas nao depende de p.

1+ spMzM (14 spz)M
Direct 1 C(M)(1 — p)~2M-D)
CIM)1—-p)y ', M =2
Lattice (M) =) C(M)(1 —p)!
CM)1—-p)2 M>2

Tabela 6.2: Forma do espalhamento dos autovalores para 0 < p =1, s = £1

Para a forma direta, se D(2) = 1+ sp™z" entdo x(J,.J!,) = 1, que ¢ o limite inferior
. para o espalhamento. No caso de segunda ordem (ainda para forma direta), se D(z) =
(1 £ pz)? entdo, da Tabela 6.1, x(J1J%,) = (1 + p)2/(1 = p)?, o que, dado p > 0. é um
limite superior para o espalhamento resultante de outros D(z). Verificamos que, mesmo
para M > 2, o caso D(z) = (1 + spz)™ fornece um limite superior para o espalhamento.
Para a treliga normalizada de segunda ordem, diferentemente da forma direta, podemos
ver na Tabela 6.1 que o espalhamento sé depende de p. Para D(z) = 1 + sp®z%, nunca serd
menor do que para a forma direta, caso em que € igual a 1. Por outro lado, como visto na
Tabela 6.2, para D(z) = (1 + spz)? o espalhamento cresce mais lentamente do que para a
forma direta, quando p tende a 1. Para D(z) = 1+ sp™z™ | M > 2, o expoente E néo
cresce com M. O mesmo ocorre para D(z) = (1+ spz)™, diferentemente da forma direta,

para a qﬁal E=2(M-1).
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6.7 Aplicagao a filtragem adaptativa e resumo das pro-
priedades

Nos algoritmos de filtragem adaptativa considerados nos capitulos anteriores. os parametros
dos zeros e dos polos sdo adaptados. E necessario. portanto. justificar o uso para filtragem
adaptativa dos resultados deste capitulo, que se referem a adaptacao (no dmbito de aprox-
imacao racional) apenas dos parametros dos pélos. sendo implicita a otimizacdo analitica
dos zeros.

Neste sentido, notamos que quando a adaptacdo geral é lenta, a adaptacao dos zeros do
filtro adaptativo é, localmente, quase como a adaptacio para uma entrada ﬁu(n), com
A(z) fixo. Para u(n) branco, portanto, os zeros convergem rapidamente aos seus valores
6timos dados os pélos do filtro adaptativo se a matriz de autocorrelacao de ﬁu(n) for bem
condicionada [26], o que exige que estes pélos nao estejam muito préximos & circunferéncia
unitdria. Agora. na pratica (por exemplo, as simulacoes no Capitulo 4), vemos que em
pontos de convergéncia lenta os pélos ndo estdo necessariamente préximos & circunferéncia
unitaria. Portanto, a adaptagao dos zeros é em geral rapida. levando-os para as proximidades
de seus valores 6timos dados os pdlos, como exemplificado na Secao 4.3.

Com esta justificativa em mente, podemos entdo, com base na andlise da velocidade
local de convergéncia (em aproximacao racional L,) apresentada neste capitulo, interpretar
os resultados dos exemplos numéricos de filtragem adaptativa IIR do Capitulo 4.

A matriz 3 de valores singulares de Hankel depende essencialmente da posicao relativa
dos pdlos e zeros de H(z) e nado depende da parametrizacao escolhida. Com pélos e zeros
distribuidos genericamente (como os exemplos numéricos Hi(z) e H3(z) do Capitulo 4),
o espalhamento dos valores singulares tende a crescer com a ordem de H(z). Por outro
lado, quando os zeros sao reciprocos dos pdlos, H(z) é passa-tudo (como em Hz(z) e Hy(z))
e todos seus valores singulares sdo iguais. Neste caso, a velocidade local de convergéncia
depende apenas do espalhamento dos autovalores do gramiano JJ*.

Este espalhamento, por sua vez, depende da parametrizacao escolhida, dos valores es-
pecificos assumidos por estes pardmetros e dos pélos de H(z), nao dos seus zeros. No que
segue assumimos que os parametros estao proximos ao minimo global. Para os parametros
da forma direta, o espalhamento dos autovalores de JJ' é pequeno quando os pélos estao

pouco concentrados (como em Hi(z) ¢ Hy(z)). Em particular. quando os pdlos sao as raizes
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de D(z) = 14pV " temos JJ* = I. Por outro lado. quando os pélos estdo mais concentrados
(como em Hj(z) e Hy(z)) o espalhamento cresce rapidamente. Para os parametros da estru-
tura em treliga normalizada, o espalhamento de JJ* nio é tao sensivel ao posicionamento
dos pdlos. podendo ser relativamente pequeno mesmo para pélos mais concentrados.

Estas propriedades estdo sintetizadas na Tabela 6.3. Como sera visto no capitulo
seguinte. o algoritmo adaptativo proposto em [23] é baseado nelas: de modo a alcangar
maior velocidade de convergéncia, usa-se a estrutura em trelica em conjunto com um bloco

auxiliar que busca tornar H(z) um sistema passa-tudo.

H(z) =~ passa-tudo H(z) # passa-tudo

: Rapida se polos espalhados
Forma direta Lenta
Lenta se pdlos concentrados

Trelica Répida Lenta

Tabela 6.3: Velocidade de convergéncia. No caso passa-tudo, valido préximo ao minimo

global.
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Capitulo 7

Algoritmos de aproximacoes

sucessivas

Na primeira parte deste capitulo, apresentamos um aprofundamento dos aspectos mais
tedricos do algoritmo de filtragem adaptativa IIR proposto em [23]. Na segunda parte.
abordamos a perspectiva de sua utiliza¢do no lugar de filtros adaptativos FIR.

Os aspectos discutidos neste capitulo fazem parte da pesquisa em andamento do autor.
Ha, portanto, mais pontos em aberto do que em relacao aos tépicos discutidos nos capitulos

anteriores.

7.1 Aproximacao racional sucessiva

De inicio, consideremos novamente o problema de aproximacéo racional Ly. Métodos basea-
dos no gradiente do erro quadritico podem convergir lentamente, como visto no Capitulo
6. Como uma tentativa de acelerar a convergéncia, um procedimento alternativo a buscar
diretamente f[(z) de grau M que minimiza |[H(z) — ﬁ(z)”z seria:

1. Buscar Hy(z) de que minimiza ||H(z) — Ho(z) — Hy(2)||?, onde H,(z) é uma funcdo

auxiliar escolhida em funcéo de uma estimativa inicial H (z) de H(z).

2. Com f]b(z) obtido no passo anterior, buscar f[’(z) que minimiza HI,-\I’(Z) — Hy(2) —

ﬁb(z)HQ. Com este ﬁ’(z) obter um novo H,(z) e retornar ao passo 1.

Assume-se que deg[H,(z)] = deg[H,(z)] = M. O objetivo é que ||H(z) — H()|? > ||H(z) -

H(2)|)? > ||H(z) = B"(2)||* > ..., e que o decaimento do erro seja mais rapido do que ao
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buscar minimizar diretamente ||H(z) — ﬁ(z)ll2

7.1.1 Pontos estacionarios

Antes de considerar a obtencdo deste objetivo. uma questdo que se coloca é: um ponto
estacionario do erro quadrético ||H(z) — H(z)||*> é um ponto estacionério deste algoritmo ?
Isto é, se f[(z) é um ponto estacionério do erro quadratico. entdo H'(z) = ﬁ(z)?

Podemos responder esta pergunta para o caso ideal em que em cada etapa definida
acima sejam encontrados pontos estaciondrios dos erros quadraticos correspondentes, o que

denominaremos de “aproximacéio racional sucessiva ideal”:

Proposicao 7.1 Se fI(z) € um ponto estaciondrio de ||H(z) — ﬁ[(z)HQ, H,(z) € escolhido
com os mesmos pdlos que H(z) e Hy(z) € inicializado com f[(z) — H,(2). entdo H(z) é um

ponto estaciondrio da aproximacao racional sucessiva ideal.

Prova: Notamos de inicio que com as hipdteses assumidas, no inicio do Passo 1 temos
|H(2) — Ho(z) — Hy(2)||* = [|H(2) = H(2)||%, ou seja, o erro quadrético que se deseja
minimizar neste passo tem, no inicio da adaptagdo, o mesmo valor que o fornecido pela
estimativa inicial H (2). Porém, por si s6 isto néo significa que este ponto seja um ponto
estaciondrio de || H (z) —H,(z)— Hy(2)||?, 0 que exige as consideragdes adicionais que seguem.
Se a estimativa inicial H(z) = B(z)/A(z) é um ponto estacionério de || H(z)— ﬁ(z)|l2, entao

pela Propriedade 2.4 temos

1(z) - 28— 2 (1)

para algum Q(z) € Hy. Por sua vez, se no Passo 1 do algoritmo for determinado um
ponto estaciondrio Hy(z) = By(2)/Ay(2) de ||H(z) — Ho(z) — Hy(2)||?, entdo pela mesma

propriedade, o
As(2)
Ay(2)

para algum ¢(z) € H,. Pela hipStese assumida temos que H,(z) tem a forma E(z)/A(z).

H(z) — Hy(2) — Hy(2) = 2[ = 1*a(2) (7.2)

Reunindo isto com (7.1) e (7.2) temos entdo que

A(z), B(z) - E(z) 5, ,_ %)
Z[A(Z)] Q(Z) A(Z) - Hb(z) - Z[Ab(z)

Com Q(z) = ¢(z), uma solugdo para esta condicao é A,(z) = A(z), By(2) = B(z) — E(2),

que é a mesma condigdo imposta pela hipétese de que ﬁb(z) é inicializado em ﬁ(z) —H,(2).
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Temos entdo que no Passo 1. Hy(z) ¢ inicializado em um ponto estacionario de ||H(z) —

H,(2)— Hy(2)||?, e que, portanto, ai permanece. No Passo 2. busca-se um ponto estaciondrio
%

)

'(2) de ]|ﬁ'(z) —H,(2) —ﬁb(z)llz, com .FAIb(z) dado pelo Passo 1. Como este valor de ﬁb(z)
¢ H(z) — H,(z), busca-se um ponto estaciondrio de |H'(2) = H(2)||?, cuja tnica solugdo é
H'(z) = H(z2). |
Notamos que esta propriedade, com as condigGes nela definidas, significa que o compor-
tamento da aproximagdo racional sucessiva atende a um “requisito minimo” exigido. Ela
nao garante porém que nao existam pontos estaciondrios do algoritmo que néo sejam pontos
estacionarios do erro quadratico.
A seguir analisamos o comportamento do algoritmo na proximidades de um ponto esta-

ciondrio do erro quadratico.

7.1.2 Passo 1: ajuste para passa-tudo

Consideremos agora o passo 1 do algoritmo. De inicio, notamos que mesmo no caso de mo-
delamento suficiente de H(z) em relagao a H(z), a minimizaco de ||H (z)~ Hqy(2) —Hy(2)|]?
recai, em geral, no caso de submodelamento. Desta forma é mais econémico considerar este
caso desde o inicio. Agora, dado que nosso objetivo final é que os resultados obtidos no
ambito de aproximagdo racional sejam usados para filtragem adaptativa IIR, justifica-se

adotar aqui o pressuposto adotado em [25] de que o sistema sendo identificado tem a forma
H(z) = H,(2) + 6Hy(2),
onde H,,(z) é racional de ordem M, ||[Ha(2)]+]|o = 1 € 6 é pequeno. Isto significa que H(z)

tem uma boa aproximacao racional de ordem M, e que, portanto, o problema especifico em

questao tem maior interesse pratico.
Consideremos agora que no passo 1 acima, a partir da estimativa inicial & (2) = B(2)/A(2),

seja adotado

Definindo

Hy(z) = H(z) = Ha(2),
temos que se H(z) ~ H (2) = Hp,(z) entdo Hy(z) é préximo a um sistema passa-tudo de
ordem M, que denominamos Hp,(2). O objetivo da funcao auxiliar H,(z) é, portanto,

ajustar H(z) para uma funcio passa-tudo.
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Agora. conforme visto em [25], o espalhamento dos 1/ autovalores do produto Jt£2J
associado & minimizacéo de ||H,(z) — Hy(2)|2 no passo 1 do algoritmo é préximo ao es-
palhamento dos M autovalores do produto J¢ £2 J, que seria associado & minimizacao de
| Hom(2) — Hy(2)|[2:

5528 [0 LA YL
Como Hym(z) é passa-tudo, X2 =1, e
JFX T = JE 32T, = T,

Portanto, no caso de uma boa estimativa inicial H(z). dado que H(z) foi aproximada-
mente ajustado para uma funcdo passa-tudo, a velocidade de convergéncia no passo 1 do
algoritmo dependerd essencialmente do espalhamento dos autovalores de J¢ J,,. Conforme
visto no Capitulo 6, este espalhamento tende a ser menor para os parametros da estrutura

em trelica normalizada do que para os da forma direta.

7.1.3 Reducao do erro apds o passo 1

Com base na discusséo acima, consideremos que a minimizacéo de |le(z)—lf\Ib(z)]|2 converge
rapidamente e que, portanto, apés um nimero nao muito grande de iteracdes, na descrigdo
local dada por (6.10) o vetor de pardmetros « esteja quase que inteiramente no espago nulo
de JJ*X?,

Nos interessa saber agora qual é o erro quadrético ||H,(z) — Hy(2)||? nesta situacio e

|* associado & estimativa inicial

como ele se relaciona com o erro quadrético ||H(z) — H(z)

d (z). Para tanto, faremos as particdes

J= JM 22 _ Ei[ 0 o — (8373
Ja | 0 2 an

onde Jyré uma matriz M x M, 2?\4 é uma matriz diagonal M x M e ar é um vetor de
dimensao A. Podemos escrever entéo
135 — Indi Ehon +IuJEXhan

JrI4 3 an + IrI4S5an

. . . A NAE 2
Como o sistema H,(z) sendo identificado é préximo a um passa-tudo, temos X3, ~ Ips e

32 ~ 0 x I. Portanto,
1tgta s | T Eucr
JRJRIE%/[O:M
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e se. como assumido. o estd no espago nulo de JJ*S? entdo ay; &~ 0. Com 5.3, segue que o

erro quadrético apds a otimizacdo de ﬁ[b(z) é dado por

N
1Ho(2) = Bu(2)IIP =~ Y otad.
k

=M+1

A pergunta colocada ¢ entdo: dada uma estimativa f[(z) de ordem A/ de H(z), em que
condiges temos para os valores singulares de Hankel de Hy(z) que o2 < ||H(z) — H(2)|[%,
k=M+1,M+2,...7 Se estas condicoes puderem ser atendidas entdo abre-se a perspectiva
de que a cada ciclo da aproximacao racional sucessiva possa ocorrer uma reducao do erro
quadrético ||H(z) — H (2)|[>. Teste numéricos preliminares indicam que a relacio o? <

|H(z) = H)|? , k=M +1,M+2,... tende a ser verdadeira.

7.1.4 Passo 2: solucao analitica para aproximacao

No passo 2 do algoritmo deseja-se H'(z) que minimiza ||H'(z) — H'(2)||?, onde definimos
H'(2) & Hy(z) — Hy(2),

com ﬁb(z) obtido no passo anterior. Neste caso, diferentemente do que ocorre no passo 1,
H'(z) ndo é préximo a um sistema passa-tudo e ndo podemos esperar convergéncia rapida
com a utilizagdo do gradiente.

Porém, como visto acima, em um ponto estaciondrio H (2) de grau M do erro quadratico
-+ temos, nesta fase do algoritmo, H'(z) = H (2). Nas proximidades de um ponto estaciondrio
H(z), portanto, a minimizacdo de |H'(2) — H'(2)|]? aproxima—lse de um problema de mode-
lamento suficiente. Neste caso, solugoes analiticas sub-6timas, como a minimizacéo do erro
de equagao ou da norma de Hankel do erro [4], sdo préximas da solucdo da minimizacdo do
erro quadratico, o que néo ocorre no caso geral de submodelamento. Podem, portanto, ser
usadas ao invés da otimizacao iterativa pelo gradiente.

Notamos que na discussdo acima ndo foi necesséria a suposicdo de que o ponto esta-
cionério é uma boa aproximagéo de H(z) e de que o algoritmo estd na proximidade deste
ponto estaciondrio, como assumido na discussdo do passo 1. Foi necessiria apenas a su-

posicao de que o algoritmo est4 na proximidade do ponto estaciondrio.
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7.2 Filtragem adaptativa com aproximacoes sucessivas

7.2.1 Descrigao do algoritmo

O algoritmo de filtragem adaptativa IIR proposto em [23]. denominado “algoritmo de aprox-
imagoes sucessivas” (SA), pode ser considerado como uma transposi¢ao para o ambito da
filtragem adaptativa da aproximagao racional sucessiva vista na Secdo anterior. Seus passos
estao descritos a seguir, onde podem ser notadas certas providéncias quando nao se estd
lidando diretamente com as fungdes de transferéncia em questdo mas com sistemas lineares

associados a elas:

1. A partir de uma estimativa H(z) = B(z)/A(z) do sistema H(z), a func¢do de trans-

feréncia de um bloco auxiliar H,(z) é colocada em

B(z) —E(z)‘

Hlo) = =15

2. Um filtro adaptativo em trelica I:Tb(z) faz a identificagdo de H(z) — H,(z), durante

um numero estabelecido de amostras n,.

3. A partir do valor resultante de I?b(z), determina-se H'(z) = Hy(2) + H,(z) (notar que
as funcoes envolvidas sdo conhecidas) e uma nova estimativa H "(z) = B'(2)/A'(z) é
obtida pela solu¢do numérica da minimizacdo do erro quadrdtico de equagio
||A'(2)H'(z) — B(z)||>. Um ntimero estabelecido de amostras n, ¢ usado para este
procedimento computacional. Com n, suficientemente grande, a carga computacional
por amostra é pequena. Durante estas amostras, a adaptagao dos coeficientes de ﬁb(z)

é congelada.

4. De forma a reduzir transitérios intensos. os parametros do bloco auxiliar e do filtro
adaptativo sofrem uma transigdo suave, durante n, amostras, para os parametros

decorrentes da nova estimativa A’ (2). A adaptagdo continua congelada.

5. A adaptagao continua congelada por mais n,, amostras, de modo a néo ser influenciada

por transitério residuais.

+ Um diagrama de blocos do algoritmo estd na Figura 7.1,
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Figura 7.1: Diagrama de blocos do algoritmo de aproximacoes sucessivas

7.2.2 Complexidade computacional

Designando as etapas do filtro adaptativo SA associadas aos ntimeros de amostras n4, ng, 7
en, por NA, NX, NT e NW, respectivamente, a complexidade computacional em cada etapa

estd indicada na Tabela 7.1, supondo o uso da trelica desnormalizada.

7.2.3 Comparacao com filtragem adaptativa FIR

.. Foi considerado H(z™!) com pdlos em 0,95/ 4 48 e 0,79/ + 6, zeros em 1,6/ & 83 e
0,84+94 e |[|H(2)]| = 1. O ntmero de coeficientes NV e o passo de adaptacdo u de um filtro
FIR adaptado pelo algoritmo LMS foram ajustados de modo a que um erro de —60 dB fosse
atingido no menor nimero possivel de amostras. Isto resultou em N = 112 e u = 0.075.
Dado que a complexidade computacional do LMS é 2M + 1 somas e 2/ 4+ 1 multiplicacoes
por amostra, isto leva a 225 somas e 225 multiplicagdes por amostra. O erro quadratico
instantaneo estd na Figura 7.2, onde podemos ver que um erro de —60 dB é atingido.em
3000 amostras.

Para o filtro adaptativo SA, a estimativa inicial H (z) foi obtida rodando um filtro adapta-
tivo FIR/LMS de 30 coeficientes durante 2000 amostras e aplicando o bloco de aproximagao
sobre estes coeficientes. Notamos que com n, = 200, por exemplo. a complexidade computa-

cional deste bloco, para M = 4, é desprezivel: QME =0, 21. A complexidade computacional

99



NR NX NT NW
Agao | - X 3+ X + X + X
Ho(2u(n) | 2M oM +1 oM oM + 1 oM M 4+1|2M 2M+1
Hy(z)u(n) | 3M  3M+1 3M 3M + 1 3M  3M+1|3M 3M+1
£a(n)] oM oM oM oM oM oM |2M oM
Adapt. | 3M+2 5M+3 n ) ) ) ) ]
Aprox. = - 231?”1[; % . . - .
Trans. . - - ” AM + 9 ) . )
Totais | 10M+2 12M+5 |TM +2L 7 + 2L 49 | 1M +2 TM+2 | 7TM TM +2

desta fase é. portanto

Tabela 7.1: Filtro adaptativo SA: complexidade computacional

30

? 112

= 27% da do filtro FIR/LMS sendo comparado.

O erro quadratico instantaneo, incluindo o trecho do FIR/LMS, é mostrado na Figura

7.3. Podemos ver que um erro de —60 dB ¢ atingido apés aproximadamente 3000 amostras,

como o FIR. Neste caso, mesmo sem o calculo de novas aproximacdes. o erro atinge um

patamar de —90 dB. Pela Tabela 7.1 |, podemos ver que o pico de complexidade computa-

cional do SA é na fase NR, com 10M + 2 somas e 12M + 5 multiplicagdes por amostra. Com

M =4, isto da 42 somas e 53 multiplicagbes por amostra, ou seja, 24 % da complexidade

do filtro FIR sendo comparado.

Neste caso, portanto, o filtro adaptativo SA poderia substituir com vantagens um filtro

adaptativo FIR/LMS.
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Figura 7.2: Erro quadratico instantaneo (dB), FIR/LMS.
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Figura 7.3: Erro quadrético instantineo (dB), SA.
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Capitulo 8

Conclusao

O método de andlise da velocidade de convergéncia de filtros adaptativos IIR apresentado se
mostrou bastante poderoso para interpretar resultados praticos cuja explicacio era, anterior-
mente, algo obscura. Uma das implicacées prdticas desta andlise é que sob certas condicoes,
ainda que restritivas, estes filtros podem ser usados com considerdvel seguranca quanto a sua
velocidade de convergéncia. Outra consequéncia desta andlise. possivelmente de aplicacio
pratica mais ampla, € o algoritmo de adaptagao inspirado nas propriedades de convergéncia
deduzidas. A andlise do seu comportamento é um trabalho em andamento, mas, como pode

ser visto pelos resultados apresentados aqui, as perspectivas sdo promissoras.
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A NEW FRAMEWORK FOR CONVERGENCE ANALYSIS AND ALGORITHM
DEVELOPMENT OF ADAPTIVE IIR FILTERS

Phallip M. S. Burt*

Dept. PTC
Escola Politécnica
Universidade de Sao Paulo
CEP 05508-900 Sao Paulo SP Brazil

ABSTRACT

A parameterization of an adaptive IIR filter’s poles
is developed, based on balanced realization theory. From
this we develop a local approximation of the actual
adapted pole parameters, in which convergence speed
is related to a certain eigenvalue spread. This, in turn,
is shown to relate to the Hankel singular values of the
system to be identified, as well as certain coefficient
sensitivity functions of the adapted filter. Based on
these properties, a new adaptive IIR algorithm is pro-
posed. In order to achieve faster convergence, it com-
bines an adaptive lattice with function approximation.

1. INTRODUCTION

Adaptive IIR filters can in principle represent an ad-
vantageous alternative in relation to adaptive FIR fil-
ters, due to their capacity of providing long impulse
responses with a small number of coefficients. Prob-
lems related to local minima, stability and the effect of
poles close to the unit circle have been tackled, over the
years, by several authors, leading to different adaptive
algorithms and realization structures. In most cases,
the numerical examples that are given are second or-
der cases.

One aspect of adaptive IIR filters that hasn’t re-
ceived much attention is that the perfomance of simple
constant gain algorithms can rapidly degrade as the
order of the filter grows. It can easily be verified by
simulations [1] that, even in the absence of local min-
ima, the adaptation of filters with order greater than 2
(4, for instance) can remain almost stopped in regions
were the mean square error is far from being acceptable.
While other adaptive algorithms, such as the Newton
kind, are less susceptible to this effect, their greater
computational complexity undermines the main moti-
vation of adaptive IIR filters, which is low computa-
tional complexity. More insight into this aspect of the
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11 - 441
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convergence of adaptive IIR filters is, therefore, desir-
able. This is the problem we address here.

2. ANALYTICAL FRAMEWORK

2.1. True gradient adaptation on the reduced
error surface

We consider, initially, that a rational function H(z)
is adapted so as to minimize the mean square error
between the output g{n) = H(z)u(n) produced for a
known white input u(n) and the output of a system
H(z) to the same input, y(n) = H(z)u(n) + n(n). In
this mixed notation, z is the unit-delay operator, with
zu(n) = u(n — 1). Assuming additive noise n(n) is
independent of u(n) makes the problemAequivalent to
the minimization of the norm ||H(z) — H(z)||.

A less general problem, now, is to assume H(z)
is known. If the order imposed on H(z) is smaller
than the order of H(z), this problem doesn’t have a
closed-form solution and is still an optimization prob-
lem of interest. One possible procedure for solving it
would be as follows. 1) Choose an initial value for the
poles of f[(z) 2) Given these poles, obtain the zeros
of H(z) that minimize ||H(z) — H(2)||?(this problem
has a closed-form solution). The error thus achieved,
denoted by ||g(2)|[* = ||H(z) — H(2)||%, depends only

on the poles of H(z) and is termed the reduced error
surface. 3) Adapt whatever are the pole parameters

wy, by the gradient, so that at iteration n + 1 we have
2
wi(n +1) = wk(n) — 55— llg(2)l", (1)

and go back to step 2. The fact that H(z) is known
here by no means makes the aforementioned problem
of very slow convergence disappear. For our purposes
this is good: as will be seen, when (1) is cast in a
different parameterization a powerful insight is gained
in relation to the origin of this convergence problem.
Moreover, this extends to our original problem, where
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H(z) is not known and stochastic gradient adaptation
is erAnployed, and where the assumption that the orders
of H(z) and H(z) are equal doesn’t make the problem
trivial.

2.2. SVD analysis of the reduced error surface

We consider that in H(z) we can vary M zeros. M
poles and a gain. e say, therefore, that fI(z) is “of
order M” . It can be shown that, in this case, on the
reduce error surface we have H(z) — H(z) = g(2)V(2),
where g(z) is strictly causal and V(z) is the unit-norm
all-pass function that has the same poles as H(z) [1].
From this it also follows that

llg(2)|1? = v*T%v, (2)

where 'y is the Hankel form of system H (z) and vector
v contains the coefficients of the expansion of V' (z). It

should be noted that ||g(2)||* = ||H(z) — H(2)||?, since
V(2) is all-pass.

Now, if H{z) has order N then I'y can be written
as a function of its singular values o and Schmidt pairs
(Croni) as Ty = Z,ICV:l ¢xokmt 2], where sets 1, and
¢, are orthonormal. From this and (2) it results that
lg(2)|I> = ZszlvtCko,%Cfcv. We can then return to
polynomial form and write

N N
lg(2)1? =D o (Gu(2), V(2))* =D ofai,  (3)
k=1 k=1

where a = (C(2),V(z)) < 1. Functions (x(z) are
scaled (to unit norm) controllability functions of a bal-
anced realization of H(z). As can be seen, the error is
a quadratic function of the terms . In the following,
we consider N = M and show that the terms oy can
also be used to parameterize the poles of H(z).

2.3. Balanced form linked parameterization

We consider initially a function H(z) = C(z)/D(z),
of order M as H (z). H(z) is not necessarily equal
to the system H(z) considered above. In the follow-
ing, also, the notation F(z) = zMF(z71) is used, for
any F(z). It can be shown that the M scaled control-
lability functions C-k(z) of a balanced implementation
of H(z) and the functions {U(z), 2U(z),2*U(2), ...},
U(z) = D(z)/D(z), constitute an orthonormal basis
for the space Ho of causal and stable functions of z {1].

From the denominator of ﬁ(z) = B(z)/A(z) we form
the all-pass function V(z) = A(z)/A(z), which belongs
to Hy. Therefore, with P(z)/Q(z) € Haz, V(z) can
always be written in function of that basis as

Al2) _~, 74 P D)
A —kz::l kCr(2) + =) D)’ (4)

V(z) = 2 oG

If the ay are given. then it can be shown that (4)
leads to a svstem of linear equations, where the ./
coefficients of monic 4(z) and the M + 1 coefficients
of P(z) make up a total of 24/ + 1 unknowns, for the
same number of equations. We have, then,

[ 0p —rT —0p | { ky } =b,
p

where, for any F(z), §F is a convolution matrix com-
posed of the coefficients of F(z). T is the anti-diagonal
permutation matrix. and a, p and b contain the coeffi-
cients of A(z), P(z) and R(z) — 2™ D(z), respectively.

If, otherwise, the coefficients of A(z) are given, the
parameters oy can be obtained directly from o, =
(Ce(2),V(2)). Alternatively, (4) gives a system of 2M +
1 linear equations and the same number of unknowns,

[ 642 95]{3}=c,

where « contains the parameters ay, ¢ has the coeffi-
cients of A(z)D(z) and ®g is composed of the coeffi-
cients of the numerators of C(2).

As seen, then, we can go back and forth between
the coefficients of A(z) and parameters oy, which con-
stitute, therefore, a different parameterization of the
poles of H(z) = B(z)/A(z). This parameterization is
linked to the function H(z) adopted in the beginning.

It may be possible that an adaptive method can be
developed where parameters aj are, themselves, the
adapted parameters. In this scheme, the linked func-
tion H(z) would play the role of an initial estimate of
H(z). The motivation for this would be the fact that if
H(z) ~ H(z) then the error surface would be close to
quadratic and, as follows from (3), the problem of slow
convergence could be overcome by simply using a dif-
ferent adaptation gain uy = pu/of for each parameter.
This idea is not pursued here, however. Otherwise, in
the following we will use parameters ay, to describe the
adaptation process of a given set of parameters wy by
the gradient. Besides the greater understanding of the
convergence of gradient algorithms this wil provide, it
will also lead to an algorithm that attempts to over-
come the problem of slow convergence.

2.4, Local approximation

We are now in a position to return to the adaptation
given by (1). As follows from the previous discussion,
the poles of ﬁ(z) can be parameterized by the bal-
anced form linked parameters ay, which we group in
o = [ ...ap]t. Moreover, when the linked function
satisfies H(z) = H(z), the error is entirely determined
by « as given by (3). Therefore, the adaptation of
the parameters w = [w; . ..wys]" used for the poles,
and the resulting error, are entirely described by the
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sequence a(n). Of course. for this to be useful it is
necessary in the first place to be able to write a(n +1)
in function of a(n). To this end, a first-order approxi-
mation of a(n + 1) is given by

9
aén+1)=aln) - a—a [w(n+1) —w(n)], (5)
A w(n)
where 2% = J(a(n)) is the Jacobian matrix of

w lw(n)
derivatives ( Oc;/0w; at row i and column j) at point
w(n). Now, considering adaptation of w by the gradi-

ent, from (1) we have w(n+1) —w(n) = =& gv% w(n)’
where we use £ = ||g(2)||?, for notational simplicity.
With (5) this leads to
- i Oa Oe
1) = s e
a(n+1) =a(n) 5 Bw i

w(n)

Applying the chain law of differentiation, we can always
write g—i S (g—g)t g—&. Also, from (3), we have aa—& =
23 %, where X is the diagonal matrix with singular

values 0. We arrive, finally, at
&(n+1) = [I- pI(a(n))I(a(n))'=*] a(n).  (6)

This expression applies at any point a(n), no assump-
tion that a(n) is a stationary point of the adaptation
having been made. As can be seen, there is a par-
tial separation of the effect of the system to be iden-
tified, which affects 3 and J, and the effect of the
parameterization of the adaptation, which affects only
J. The expression is also similar to what is obtained
for the steepest-descent algorithm in adaptive FIR fil-
tering, the eigenvalues of J(c(n))J(a(n))tE? playing
the part of the eigenvalues of the input correlation ma-
trix. These eigenvalues are non-negative, which can be
seen noting that the non-null eigenvalues of JJ t52 and
Jt¥2J = (2J)!(EJ) are always equal. The larger of
them will tend to limit the value of the gain y. Conver-
gence will be slow then at a point a(n) if the minimum
eigenvalue of J(a(n))J(a(n))*%? is small and a(n) is
in the direction of the associated eigenvector.

2.5. Relation with Hessian approximation

Usually, convergence analysis of adaptive IIR filters is
carried out directly in terms of the adapted parame-
ters and local approximation is restricted to station-
ary points w,. Writing the Hessian matrix as a func-
tion of the parameters oy, it can be shown for gradi-
ent adaptation that at a stationary point w, we have
wn +1) — wy = [I— pdt(w,)Z?I(w,)] [w(n) — w.].
As in the local approximation (6), the use of the bal-
anced form linked parameterization leads to a partial
separation of the effects of the system to be identified
and the choice of the adapted parameters. The local
approximation, though, is more useful since it is not
restricted to stationary points.

3. JACOBIAN GRAMMIAN PROPERTIES

For analyzing the eigenvalue spread of JJ'$?, denoted
Xy, it can be verified that the product upper bound
X X5 is often useful. Xs depends on the relative po-
sition of the poles and zeros of H(z), being equal to
1 when H(z) is all-pass. To deal with X, we call
upon the orthonormal controllability functions & (z) =
Dy (2)/D(z) of a lattice realization of H(z) and define
e = (€x(2).V(2)). We have Jg = QJ for the as-
sociated Jacobian, with Q orthogonal, and, therefore,
Xs = XJp. This shows that X, depends only on the
poles of H(z). When the adapted parameters are the
direct form parameters, it can be also be shown that
9595 = (Di(2), D;(2)) at the global minimum.
Using subscript o in association with the global mini-
mum, it follows that X, is closer to one when the poles
of H(z) are away from the unit circle and/or uniformly
distributed in angle. A trivial caseis D(z) = 1—a™ 2,
which gives X, = 1. For the lattice form only partial
analytical properties have been obtained so far. How-
ever, it has been observed numerically that, in relation
to the direct form case, X, tends to be closer to one.

4. SUCESSIVE APPROXIMATIONS

An adaptive ITR algorithm that makes use of the prop-
erties of matrices JJ* and X seen in the previous sec-
tion is presented in the following. Due to space lim-
itation, the algorithm is not described in a more for-
mal manner and some details are left out. A block
diagram of the algorithm is at the end of this para-
graph. From an initial estimate C(2)/D.(z) of sys-
tem H(z) = C(z)/D(z) (estimate that in some cases
may be the origin of the coefficient space), the transfer
function of a fixed auxiliary block is set at H,(z) =
[C.(2) — D.(2)]/Dx«(2) and an M order lattice adap-
tive filter is initialized with H(z) = D.(z)/Da(z). The
simplified partial (stochastic) gradient algorithm (1] is
employed. Assuming H(z) and H,(z) also have order
M, the overall system H(z) — Hq(z) to be identified
by the lattice has order 2M. Depending on the ini-
tial estimate, the overall system will be close to all-
pass and the first M eigenvalues of X will be close_to
one. We assume that in this case the adaptive lattice
H(z) will converge rapidly, say in n, iterations, to a
point were the first M error terms in (3) are close to
zero. (This assumption is based on the analysis pre-
sented in the previous sections, though the analysis
has yet to be extended to the undermodelled case,)
After n, iterations, then, the function now given by
H(z) + H,(z), which is of order 2M, is approximated
by a new M order function C.(z)/D.(z) and the whole
process starts again. Different closed-form approxima-
tion methods can be employed for the last step, which
is directly related to model reduction problems (e.g.,
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[3]). Here, we have used minimization of the equation
error [|H(z)D,(z) — C.(2)||>. An important point is
that the approximation procedure is not performed at
each iteration. In particular, we consider that after
the n, adaptation iterations, n, iterations are used to
compute the approximation, period during which the
adapted parameters are frozen. If n, is large enough,
the per-iteration computational load of the approxi-
mation will be small. Another important point is that
after introducing the new approximation the adapted
parameters remain frozen still for n,, iterations. so that
the error transient can decay.

u(n) Heg y(n) 5 e(ln)
:Eha,=<’-‘5 oE |
bl | |
=

S B
I ,
: D. i—*Ha-i-I-AIz%'-

5. NUMERICAL RESULTS

One H(z7') was selected from of a set of 100 ran-
domly generated fourth-order unit-norm transfer func-
tions. Its zeros are at 0.20 £ 1.605 and —0.051 +0.817,
and its poles are at 0.4740.527 and 0.78 +0.081;5. The
sucessive approximations (SA) algorithm, with n, =
300, ny = 200 and n, = 50 was compared with the
more conventional direct form (stochastic gradient) and
lattice (simplified partial stochastic gradient) cases. As
equation error approximation was used in the SA al-
gorithm, an LMS/equation error algorithm was also
considered for comparison. For each algorithm the em-
ployed step u was within a factor of 2 of its maximum
value. Adaptation started from the origin in all cases.
No output noise was considered in order to highlight
the previously analyzed convergence properties. The
results for one realization of the white input are in the
first figure that follows. Smoothing was emploved for
better visualization. It can be seen that the proposed
algorithm converges much faster than the other cases.

Results of a longer simulation are in the second fig-
ure. For the direct form, the stochastic gradient algo-
rithm is closely approximated by the true gradient al-
gorithm given by (1) and the local approximation given

by &(n+ L) = [I - pJ(&@n))I(&(r))'=?]" &(n), with
L =10* (&(n) is only shown every 2 x 10° iterations).

For the lattice. a true gradient algorithm was not im-
plemented. due to its complexity. The local approxima-
tion, with L = 103, initially follows closely but then de-
viates from the partial gradient algorithm. This is not
unexpected, as the latter employs a biased approxima-
tion of the gradient in order to reduce computational

complexity.
50 i L] L} 1 L T L] L] L}
LMS/eq.error (--) X
0 W}_N:mr“_ Direct form -
50 | \‘k Lattice Il
o tﬂl\
S -100 \ |
E 0} .
[ .
Sucessive approx.
-200 | -
-250 | UWNLMJ\J\ }
_300 L il i i L i ] 1 1
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
iteration / 1e4
oF “Direct Torm gradient: stochasiic (-
20 Hairsy 7 }a’pprox.[n]_
S ﬁﬁ-ﬂl..Ib..—‘.v-lavﬂll“a“"-__\_'l' i -
40 ", 3 -
% -60 [ Lattice: partial stoch.grad., () " g
grad. local approx. (a)
S 80 J
A
4
-100 F "N .
-120 - .
&
_140 1 i i 1 1 i L L 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
iteration / 1e4

For the considered H(z), the eigenvalue spread of
%2 is 36 dB. The other eigenvalue spreads (in dB) and
the product bound are in the table below, calculated
at the global minimum H(z) = H(z) and at the points
reached after 5 x 10* iterations. It can be seen that
at these points the eigenvalue spread is considerably
higher than at the global minimum, which exemplifies
the greater utility of the local approximation in com-
parison with the Hessian approximation.

H=H n=5x10*
Form [ X; [ XsXs [ Xus [ Xu | XuXz | Xus
Direct | 36 72 67 | 49 85 79
Lattice | 7 43 36 | 29 64 62
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A New Framework for Convergence Analysis and
Algorithm Development of Adaptive 1IR Filters

Phillip M. S. Burt, Member, IEEE, Phillip A. Regalia, Fellow, [EEE

Abstract— A parameterization of an adaptive IIR filter’s poles
is developed, based on balanced realization theory. From this
we develop a local approximation of the actual adapted pole
parameters, in which convergence speed is related to a certain
eigenvalue spread. This, in turn, is shown to relate to the Hankel
singular values of the system to be identified, as well as certain
coefficient sensitivity functions of the adapted filter. The local
approximation is not restricted to stationary points. At these
points, however, it is equivalent to a Hessian approximation,
with the benefit of decomposing the Hessian matrix into terms
related to the aforementioned singular values and sensitivity
functions. The description of the adaptation process by means of
the developed approximation leads to a greater understanding of
the effects on convergence speed of factors such as the Hankel
singular values of the system, its order, the distribution of its
poles and the choice of adapted parameters. In particular, the
use of direct form and lattice parameters are compared in detail.
Based on these properties, a new adaptive IIR algorithm with
faster convergence and relatively low computational complexity
has recently been proposed, which is briefly mentioned. Results
also indicate a potential for variable gain algorithms.

Index Terms— Adaptive IIR filtering, Convergence speed, Bal-
anced realization

I. INTRODUCTION

DAPTIVE IIR filters can in principle represent an advan-
A tageous alternative in relation to adaptive FIR filters, due
o their capacity of providing long impulse responses with a
small number of coefficients [1]—[3]. Problems related to local
minima, stability and the effect of poles close to the unit circle
have been tackled, over the years, by several authors, leading
(o different adaptive algorithms and realization structures (for
instance, [4]—[9]).

One aspect of adaptive IIR filters that hasn’t received
much attention is that the perfomance of simple constant gain
algorithms can rapidly degrade as the order of the filter grows.
It can easily be verified by simulations [3] that, even in the
absence of local minima, the adaptation of filters with order
greater than 2 can remain almost stopped in regions where
the mean square error is far from being acceptable. While
other adaptive algorithms, such as the Newton kind [10],
are less susceptible to this effect, their greater computational
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complexity undermines the main motivation of adaptive IIR
filters, which is low computational complexity. More insight
into this aspect of the convergence of adaptive IIR filters is,
therefore, desirable.

In this work we apply balanced realization theory to obtain
a new parameterization of the adaptive filter’s poles, which is
then used to analyze the effect on convergence speed of the
Hankel singular values of the system being identified and the
choice of actually adapted parameters. Direct form and lattice
parameters are considered. As will be seen, when the system
is far from being all-pass (that is, has a large Hankel singular
value spread) convergence is slow for both parameterizations.
On the other hand, when it is all-pass, at least close to the
global minimum convergence is fast, provided the poles of
the system being identified are not too close to each other.
Otherwise, it will be fast only for the lattice case. Partial results
of this work have been presented in [11] and are developed
here in more detail. '

The organization of the paper is as follows. In Section
11, initial assumptions are presented. In Section III a new
parameterization of an adaptive IIR filter’s poles is developed
and in sections IV and V it is applied to the convergence
analysis of gradient-based adaptive IIR filters. Convergence
speed is shown to relate to the Hankel singular values of the
system to be identified, as well as certain coefficient sensitivity
functions of the adapted filter. In Section VI, numerical exam-
ples related to these singular values are given. In Section VII
and VIII an analysis of the coefficient sensitivity functions is
carried out for the cases of direct form and lattice parameters,
numerical examples being given in Section IX. Convergence
speed results are summarized in Section X, where we also
mention the adaptive algorithm proposed in [11], which is
based on the concepts and results presented here. In Section
X1, perspectives for the presented approach are discussed.

II. INITIAL ASSUMPTIONS

A. Problem statement

A rational function H(z) = B(z)/A(z) is adapted o min-
imize the mean square error between y(n) = H(z)u(n) and
the noisy output of a system, y(n) = H(z)u(n)+n(n), where
u(n) is a known white signal. In this mixed notation, zu(n) =
u(n—1). The choice of z as the unit-delay operator implies that
the signs of the impulsive response indexes and corresponding
exponents of z are equal, which is convenient. Assuming, now,
independent 7(n) and u(n) makes the problem equivalent Lo

the minimization of the squared norm [|H(=) —I?(z‘:l 2 which

0000-0000/00$00.00 © 2002 IEEE
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we call the “squared error”’. Implications of a non-white input
are briefly discussed in Appendix A.

We assume that B(z) = bo + b1z +...byz™ and A(2) =
1+ ajz+...apm2z™. Therefore, in H( ) we can adapt M
zeros, A poles and a gain (there will be zeros or poles at
infinity if deg[B(z)] < M or deg[A(z)] < M, respectively).
There are different choices of parameterization of these zeros,
poles and gain, as well as of how to adapt the parameters.
In this work, we’re concerned with the convergence speed
of stochastic gradient-based adaptive algorithms, applied, in
particular, to direct form and lattice parameters.

For greater simplicity, in what follows we refer to the zero
and gain parameters as the “zero parameters”.

B. True gradient adaptation on the reduced error surface

We take now two approximation steps in order to obtain
an adaptation equation more suitable for analysis. Initially,
we consider that the true (instead of the stochastic) gradient
of the squared error is used. Grouping the parameters in
p. but without defining yet which parameterization is used,
deterministic adaptation of the pole and zero parameters has
then the form p(n +1) = p(n) = § 55 |1H(2) = H(2)I[|p(n),
as further elaborated in Appendix B. This has limited practical
interest in most adaptive filtering applications, since H(z)
must be known. However, as it approximates well stochastic
gradient-based adaptive algorithms in the aforementioned slow
convergence situations, it is of interest for analytical purposes.

To go further in this direction, we consider now the use of
the squared error obtained when the zeros of H (z) are opti-
mized given its poles, which we denote by €. An expression
for £ and its derivatives will be seen in in Subsection IV-A.
Here, it is sufficient to note that by construction £ depends only
on the poles of H (z). Adaptation of the zeros is, therefore,
bypassed. Using w for the pole parameters, we have then,

u Oe

(-5 =

2 ow o

win+1)=w
W(n)

Willi this, we say that the adaptation is restricted to the
“reduced error surface.”

Two observations can be made to justify this second step.
One is that when the overall adaptation is slow, adaptation
of the zeros would take place, locally, almost as if the input
were ﬁu(n), with a fixed A(z). For white u(n), therefore,
lhe zeros would converge rapidly if the correlation matrix of
i )u(n) were well-conditioned [12], which would require
poles to be not too close to the unit circle. Now, in practice
we see that at points where convergence is slow it is not
necessary that the poles be close to the unit circle. Therefore,
the adaptation of the zeros would most often be fast, taking
them close to their optimal values given the poles, as assumed

(1.

The second observation is that if the zeros were also being
adapted and were at their optimal values given the poles, then
the pole parameters would adapt exactly as in (1). Indeed, as
shown in Appendix C, under mild assumptions,

Oe
el 2
o, g (2)

w,r{w)

-

= 5 |#

[N}

where r(w) contains the optimal zero parameters, given the
pole parameters w.

Finally, we note that although two approximation steps have
been taken (from stochastic gradient to true gradient and then
to reduced error gradient), this approach will lead to useful
analytical results, due to the mathematical structure imposed
on the problem by the reduced error surface restriction.

III. BALANCED FORM LINKED PARAMETERIZATION

The analytical utility of the approach described above
appears once we use a new parameterization of the adaptive
filter’s poles, which now will be introduced.

A. SVD analysis of the reduced error surface

From I;T(z) = B(z)/A(z), the unit-norm all-pass function
V(z) is defined as V(z) = A(2)/A(z), A(z) = zMA(z™1).
We note that deg[A(z)] = M. We consider also a rational
H(z) = C(2)/D(z), with C(z) and D(z) mutually prime and
deg[H(z)] = N > M, given by max{deg[C(z)], deg[D(z)]}.
Functions H(z) and H (z) are assumed to belong to the Hardy
subspace Hy of causal and stable functions.

In a balanced realization [13] of H(z), the controllability
and observability Grammians obtained from the “infinite hori-
zon” controllability and observability matrices {3, p.33] are
diagonal and equal. Let ((2) then be the normalized transfer
function between the input u(n) and the k—th state variable
zr{n + 1) in a balanced realization of H(z). We refer to it as
a “normalized controllability transfer function”.

Proposition 1: Defining o = ((x(2),V(2)) £ 1, a =
[a1...an]! and X as the diagonal matrix of Hankel singular
values of H(z), on the reduced error surface we have

e = a'Yla. 3)
Proposition 2: Parameters o defined in Proposition 1 are
related to A(z) b

N
2))_akRi(2) + P(z)D(z). @
k=1

A(2)D(z) =

where Ry (z) are the numerators of (.(z), deg[Rk(z)] < IV,
deg[P(z)] < M and D(2) = 2V D(z71).

These propositions are shown in Appendixes D and E,
respectively. In the following, we show that the terms o can

also be used to parameterize the poles of H(z).

B. Conversion from direct form

Given A(z), we obtain parameters oy from their definition.
Alternatively, (4) gives the system of N +M +1 equations and
unknowns [ ©,%r Op e p ] = ¢, where © 4 and
©7 are convolution matrices, p and c have the coefficients of
P(z) and A(z)D(z), respectively, and the k—thcolumn of ® 5
has the coefficients of Ry (z). We note that if H(z) = H(z).
then o = 0.
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C. Conversion to direct form

_ Writing A(z) = 1 + a(z), with strictly causal a(z), and
A(z) = 2 +a(z), we have, from (4),

a(2)D(z) — a(z)R(z) — P(2)D(z) = R(z) — 2™ D(2), (5)

where R(z) = E{;j:l arRi(z). This gives the sys-
tem of N + M + 1 equations and 2 + 1 unknowns
[@p-©rIl -©5 ][ a p]" = b, where IT is the
anti-diagonal permutation matrix and a and b contain the
coefficients of @(z) and R(z) — 2™ D(z), respectively. There
may not be a solution when M < N. The existence of an
infinite number of solutions is discussed in the next sub-
section.

As a numerical example, we consider H(z~!) with poles at
0.7££60° and 0.7/1100°, zeros at 0.82410° and 0.9/ 4:5°
and Lo norm. Its squared Hankel singular values are 0% =
1.45, 02 = 0.54, 0% = 0.00759 and o7 = 0.00468. Making
o =[0.100 0]t gives A(z~*) with roots at 0.73Z + 57° and
0.77/ £+ 103°. Making o = [0 0 0 0.1]* gives A(z™!) with
roots at 0.74/ £ 58° and 0.71/ £ 99.6°.

D. Uniqueness

Parameters oy are uniquely defined from A(z). We pose
the inverse problem as: does X (z) = zX 4+ z12t7 1 4+ ... +
€y # A(z) exist such that, with X (z) = ZLYQ*I) and for
k=12,...N, (¢(2), X (2)/ X (2)) = {Ck(2), A(2) [A(2)) ?
This amounts to obtaining the solutions to

A(z)
(001 55 -
Non-unique solutions may indeed exist: if A(2) has roots on
the unit circle they will also be roots of A(z), cancelling out
in A(z)/A(z). We’re concerned, though, with the possibility
of solutions with stable roots, that is, roots of A(z) inside the
unit circle. In Appendix F we prove the following:
Proposition 3: Given o«p and H(z) € Hp with
deg[H(z)] = N > M, there exists at most one A(z), with all
roots inside the unit circle, such that ((x(z), A(2)/A(z)) =
Q. k= 1.2....,N.

X(2)

>=0, k=1,2,...N. (6)

E. Application of the new parameterization

As seen above, we can go back and forth from the co-
efficients of A(z) to parameters oy, which constitute a new
parameterization of the adaptive filter’s poles, linked to H(z).

It may be possible to develop a method in which parameters
. are, themselves, adapted. The linked function would then
be an initial estimate of the system being identified. If it
were good, then the error surface would be close to quadratic
and slow convergence could be overcome simply by using a
different adaptation gain uy = p/oZ for each parameter. This
idea is not pursued here, however. Otherwise, we will use
parameters cv. to describe the adaptation-process of a- given
set of parameters wy, by the gradient, when identifying H(z).

IV. REPARAMETERIZATION OF GRADIENT ADAPTATION

We will use quantities that depend on certain parameters
which in turn may be time-varying. We may refer to them
as in J(a(n)), J(a) or J(n) and, for notational simplicity.
we may also ommit the argument, as in J. The full chain of
dependencies is always assumed implicitly, though.

A. Gradient in terms of the new parameters

We return now to (1). Applying the chain law of differen-
. Of

tiation gives
o _(0a)' e .
dw  \dw/) da ° da’

where O /0w = J is a N x M Jacobian matrix of derivatives,
with elements [Go/0w];; = Ba;/dw;. We refer to it as the
“sensitivity matrix”.

Proposition 4: For a suitable set of parameterizations, if
H(z) € H, then J has rank M.

This is shown in Appendix G and is used ahead. Now, from
(3), we have

(7N

g—; = 232%q. (8)

Combining (7) and (8), the gradient can be written in terms
of the new parameters oy as

% _oytsta, (9)
ow )

For an actual implementation of (1), in the direct form case
we have 8oy /0a; = ((k(z2), %V(z)), where %V(z) =
[2M~7 A(z) — 27°A(2)]/A?(2). Residue calculation is used for
inner products.

B. Local description in terms of the new parameters
Turning to the adaptation of the parameters, a first-order
approximation of a(n + 1) is

9«

a(n+1) = a(n) + [w(n+1)—=w(n). (10

ow Q(n)
N —
=J(0(n))

Combining this with (1) and (9) leads to:
Proposition 5: A local description of adaptation on the
reduced error surface (1) is

a(n+1) = [1-pJ(a(n)I (am)E] ar). (D

2

where the eigenvalues of J(a(n))J*(a(n))X* are non-

negative.

This description applies at any c(n), no assumption that
a(n) is a stationary point of the adaptation having been made.
Its main feature is the partial separation of the effect of the
system to be identified, which affects 3 and J, and the effect
of the parameterization of the adaptation, which affects only J.
This is at the heart of the convergence speed analysis presented
in the following sections.

Some useful properties can be shown. As suggested by (11),
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Proposition 6: Al stationary points, « is in the null space
of JJ'2%.

Proof: From Proposition 4, J has rank Af, assuming
H(z) € H,. Therefore, the null spaces of J!3? and JJt%?
are equal. At stationary points, 9 /8w = 0. With (9), then,
« is in that null space.

We note that the projection of a(n + 1) in the null space
of J(ae(n + 1))J*(a(n + 1))2 is not directly accounted for
in (11).

Proposition 7: The eigenvectors of JI*X? are linearly in-
dependent.

Proof: From the spectral theorem [14], the symmetric
matrix JJ* can always be diagonalized: JJ* UTU.
Denoting by Q the eigenvector matrix of JJ!X?, we have
SUTU'ZEQ = TQA, where A is the diagonal matrix of its
eigenvalues. P = XQ is, therefore, the eigenvector matrix of
Y UT'U'Y, which is Hermitian and can also be diagonalized.
Eigenvectors in P are therefore linearly independent and, since
the diagonal elements of X are not null, the same applies to

Q.

C. Relation to Hessian approximation

Usually, convergence analysis of adaptive IIR filters is
carried out in terms of the adapted parameters, around sta-

tionary points w,. From g—; w, = 0 follows the first-
. . ; 2
order approximation %|w(n) ~ 5‘9‘-;—‘,[ [w(n) — w,], where
Wo

is the Hessian matrix at w,. Now, from (9) follows

9%

owr |,

de/Ow; = 2 (8a/dw;)" T2 a, where dax/Hw; is a vector with
rows day/0w;. We have then

2 t 2
S =2(—aﬁ> 2 (aO‘) +oats? 2
awiawj a’UJj 6wi Bwjawi
If the absolute values of all elements of a3 are sufficiently
small. the second term of the right side of the equation above
can be discarded. With (3), this means the squared error is
small at w,. From this assumption follows

% i

i > 2J'34],
which is exact in the case of sufficient modelling. With (1) we
have then w(n + 1) — w, = [I - y..]t22.]] [w(n) — w,]. As
in (11), the new parameterization leads to a partial separation
of the effects of the system to be identified and the choice
of the adapted parameters. However, (11) is more useful: 1)
it is not restricted to stationary points; 2) parameters a;. are
related to the squared error in a simple way and by means of
meaningful quantities, the Hankel singular values of H(z).

(12)

V. LOCAL CONVERGENCE SPEED
A. Adaptation matrix eigenvalues and convergence speed

In the following, we refer to JJ*3? in (11) as the “adap-
tation matrix”.

A convenient measure of local convergence speed is
z(n)/e(n + 1). From (3) we have e(n)/e(n + 1) =
(@' (n)22a(n)]/[at(n + 1)Z2a(n + 1)]. With (11), then, if

a(n) is in the direction of a certain eigenvector qi of the
adaptation matrix, we have, dropping the time index in a,

N atXia

T R0 - uhatSla + priatEia

= (1= phe)™?

where Ak is the eigenvalue associated to qx. If uAx < 1, local
convergence will be slow. As the larger eigenvalues have a
direct effect on the maximum adaptation step for stability, an
important quantity is then the eigenvalue spread x(JJ'3?) of
the adaptation matrix, excluding its null eigenvalues.

A numerical example may be of interest: H(z~!) has poles
at 0.7/+£60°, zeros at 0.9/ 5° and unit L, norm. Adaptation
of the direct form parameters acording to (1) with u = 0.05
and starting at w(0) = [0 — 0.8]" is showed in Fig. 1. The
corresponding path of a(n) is in Fig. 2, where are also shown
the adaptation matrix eigenvectors for some values of n. The
eigenvalues are shown in Fig. 3. It can be seen that, after
an initial phase of higher convergence speed (up to around
n = 200), a(n) is mostly in the direction of the eigenvector
associated to the smaller eigenvalue of the adaptation matrix
and convergence is slower.

e(n)
e(n+1)

1F
08}

Fig. 1. True gradient adaptation on the reduced eror surface. second order
H(z): parameter path, constant squared error contours and stability region:
markers at n = 1, 200. 400 and 1200. starting at the bottom.

0.8 l

0.6 -

04 |

ag(n)

0.2

0

-02 A

-04 -02

o (n)
Fig. 2. True gradient adaptation on the reduced error surface, second order
H(z): parameter path and eigenvector directions of the adaptation matrix
(dashed arrow for eigenvector related to maximum eigenvalue). markers at
n = 1, 200, 400 and 1200, starting at the left.

-1 08 -06
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[Ak(n)] (dB)

0 200 400 600 1000 1200

n
Fig. 3. True gradient adaptation on the reduced error surface, second order
H (z): eigenvalues of the adaptation matrix.

800

B. Asymptotic behaviour

Since J(c) depends on @, it could be that no o =~ a,
existed in the subspace of the eigenvectors of J(at,)J ()52
associated to its smaller eigenvalues. There would be then little
use for (11) in convergence speed analysis. Now, at least when
a, is a stationary point, this is not the case: from Proposition
6, writing & = a,+Aa, Aa = 0, then J(a,)Jt () X% =
J(a,)Jt (o) X% Acx, where the only constraint on Ac is
orthogonality to the null space of J(cx,)J*(a,) %2 Vector Aax
can be, for instance, in a direction for which convergence is
slow.

Our interest, however, is not restricted to stationary points.
We consider then a second order approximation of the squared
error around a generic point w(n):

O¢

e(wln+ 1)) ~ e(w(n)) + Aw' ==

w(n)

Aw,

w(n)

. 0%

1
YA
+2 N ow?

where Aw(n) = w(n+1)—w(n) and 8% /0w? is the Hessian
matrix at w(n). Noting that the non-null eigenvalues of JJ*3?
and J'=2J are equal, we show the following in Appendix H:

Proposition 8: 1If, as derived from (12), the Hessian matrix
at w(n) is given by 2J*32J, when a subset of its eigenvalues
tends to zero and the gradient g—; is in the subspace of the
corresponding eigenvectors, then o tends to be in the union
of the subspace of the corresponding eigenvectors of JJ' 52
and its null space.

The assumptions mean that w(n) is at the bottom of a “steep
valley” of the reduced error surface, as for n > 200 in the
example above. Gradient adaptation (when out of the attraction
domain of local minima) will most likely lead the parameters
to such regions, if they exist. At this point, local convergence
will be slow and (11) will be useful as an analytical tool.

C. Upper bound for eigenvalue spread

Using the upper bound x(JJ*)x(2?) > x(JJ*=?) has lead
to useful results in practice and makes the analytical treatment
much easier. This is carried out in Section VI, for x(22), and
in Sections VII to IX, for x(JJ?).

VI. EFFECT OF THE ORDER AND RELATIVE ZERO/POLE
POSITION

The eigenvalue spread x(ZQ) is equal to the square of the
Hankel singular value spread. In a sense, it depends on the
relative position of the zeros and poles of H(z). If they are
reciprocal, then H(z) is all-pass and x(3X?) = 1, for any order
N. (This property is exploited in the adaptation algorithm
proposed in [11] and mentioned in Section X). If they are
far from being reciprocal then we tend to have x(X?) > 1 as
N grows.

As an example, we consider the second-order system used in
Subsection V-A, a fourth-order H(z~!) with additional poles
at 0.7/ 4+ 100° and zeros at 0.8/ 4 10° and a sixth-order
H(z~!) with other additional poles at 0.5/ + 130° and zeros
at 0.3/ £ 20°, all having unit Ly norm. Some of their squared
Hankel singular values o7 are in Table 1.

Adaptation given by (1) was carried out for direct form
parameters, with M = N, starting at the origin and with u,
indicated in Table II, close to the maximum admitted by the
stochastic gradient algorithm. As can be seen, the squared
error until certain time instants is still too high for many
applications. As N grows, local convergence speed decreases
sharply: for N = 6 an error level of —100 dB is only
reached after nyoo = 5,4 million iterations. Results for the
stochastic algorithm are also indicated (nfgy ). As expected,
approximation by the true gradient is better as convergence
speed decreases. A segment of (n) and €(n) = [y(n)—7(n)]?
(for the stochastic case) is in Fig. 4. '

Quantities related to the proposed framework are in Table
I. Components Bi(ns) of a(ns) are small in the directions
associated to the larger eigenvalues, as discussed in Subsec-
tion V-B. Comparing £(n,)/e(ns + 1) from Table 1I with
[1 — pAk(ns)])~2, shows that convergence speed is determined
mainly by the smaller eigenvalues, as discussed in Subsection
IV-B. Also shown are the eigenvalues A} at the point of
minimum H(z) = H(z), which in this case are close to the
corresponding Ax(n;).

Finally, we consider three all-pass systems, each one with
the same poles as one of the previous systems. As seen in
Table III, convergence is much faster.

VII. SENSITIVITY GRAMMIAN PROPERTIES

Ideally, we should analyze x(JJ') for any point in the
parameter space and adaptive filter order, which is yet to
be accomplished. The following results are for sufficient
order (M = N) and concern mostly the global minimum
fI(z) = H{z). Direct form and lattice adapted parameters
are considered.

A. Use of lattice controllability transfer functions

The functions (i (z) are now replaced by the controllability
transfer functions &x(z) = Di_1(z)/D(z) of the lattice
realization of H(z) = C(z)/D(z). The functions D can be
obtained from the classical Schur algorithm, as summarized in
Appendix J. Since both sets are orthonormal sets of functions
with the same poles, there is an orthogonal transformation Q
from one to the other.
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TABLE I
ANALYSIS OF LOCAL CONVERGENCE SPEED

k ai | dns) [ Be(ne) [1— pAk(ns)]~2 (dB) AL
1| 83x10°? 1.4 4.7%x107° 1.0 1.3
2] 1.7x107! | 21x1071 | —4.1x 1072 1.5 x 101 2.3 x 10~
1 1.5 1.9 1.0 x 10—8 6.9 x 107! 2.1
3| 76x107% | 1.1x1072 | —-5.4x10"2 3.7 x 1073 1.1 x 102
4| 47%x107% | 1.2x107% | -6.4x10"1 4.3 x 1074 3.6 x10-3
il 1.6 1.8 -2.2x 10711 6.6 x 101 2.4
5| 7.7x107% | 6.1 x 10~8 2.0x 10" 2.1 x 1073 6.0 x 10—%
6 | 28x107% | 2.0 x10°° 6.0 x 10~1 7.1x 1078 2.9 x 105
TABLE II
-20 ; T T T T

SIMULATION PARAMETERS AND RESULTS (e(ns) AND E(if:'j_)]) INDB)

N w I ns | e(ns) E(Erfcli}n 7100 I 100

2 | 008 | 300 | —=85.2 | 1.5x107! | 7.0x 102 | 2.0 x 107

1 | 004300 ]| —27.0 | 47x107* | 6.7x10% | 1.6 x 10°

6 | 0.04 | 105 | —47.8 | 86 x10~°% | 5.4 x 10% | 8.0 x 10°
TABLE TII

SIMULATION RESULTS, ALL-PASS SYSTEMS

N [ oo | A1 | An [ nieo
2 | 172 | 2.5 | 0.90 | 350
4 | 671 | 3.3 0.41 | 900
6 | 791 | 3.3 | 0.32 | 1000

Similarly to ok in Proposition 1, we define v, =
(€x(2).V(2)), and extend our notation as in [‘]‘Y“’]i.j e
Oi/Ow;. Subscript w denotes generic parameterization, while
a and 6 will be used for the direct and lattice forms, respec-
tively. We have, then, Jyy = QJ 4y

Two matrix properties will be repeatedly used in the fol-
lowing: for any A and B such that AB is square, we have,
for the non-null eigenvalues, A(AB) = A(BA). Also, for
any non-singular A we have x(A) = x(A™1). With J,,, =
QJM, we have, then, AM(Jywdiy) = AMQJ,, 5, Q1) =

AMIawd!,Q'Q) = MJawdh,), and, as a consequence,

V(Jowdh ) = x(J4wdt,,)- Based on this equality, from now
on we will analyze J,, instead of Jqqy.

Proposition 9: x(Jawdtew) = X(Tywl’,,) depends on the
poles of H(z), not on its zeros.

This follows from the fact that the functions Dy (z) depend
only on the poles of H(z). It wasn’t immediate with (i (z),
since they change with the zeros of H(z). Regarding the upper
bound y(JJ'E?) < x(JT4)x(X?), there is an interesting
complementarity here, since, as seen, x(22) depends on the
relative position of the poles and zeros.

B. Direct form
Denoting by II the anti-diagonal permutation matrix, the

following is proved in Appendix I:
Proposition 10: At the global minimum H (2) =

J;; = Hsdla

H(z),
(13)

e(nl), e(n) (dB)

0 500 1000 1500 2500 3000

n
Fig. 4. True gradient adaptation on the reduced error surface (solid line) and
stochastic gradient adaptation (dashed line. smoothed for better visualization).
sixth-order H(z).

2000

where the k—th column of S¥, has the coefficients of Di_q (z).
(Sgiis a submatrix of f Ta deﬁned in (3, p.45]).
It follows that at H(z) = H(z),

X(Jradhe) = x(T340372) = x(SaTIISY) = X(SaSYy).
(14)
Since [SaiSYy];; = (D;(2), Dj(z)), if the functions Dy(z)
form an orthogonal set, then x(J,.J!,) = 1. A case of
interest, which attains the lower bound for the eigenvalue
spread is:

Proposition 11: 1f D(z) = 1+p™ 2™ then x(J,,J%,) =
at fI(z) = H(z).

In this case, Di(2) = ||1/D(z)[ " 2* and S, =
l1/D(z)||”" 1. The roots of D(z) are uniformly separated.
In the more general case, since the functions £, (z) form an
orthonormal set, writing out (£;(2),£;(z)) in the frequency
domain, we can see that if 1/ |D(e"“)|2 is almost constant
then the functions bk(z) are almost an orthogonal set and
x(Ja,anw) =~ 1 . This happens, for instance, when the
poles of H(z) are more uniformly separated, instead of more
concentrated. It happens also when the reciprocal of the poles
are closer to the origin instead of the unit circle.

C. Lattice

We write J,9 = JyqJq6, Where [Jao] . = Ja;/00; relates
direct form to lattice parameters. Therefore x(J1ed'9) =
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J ) IZ1J2ET ), and, with (13),

( aff YvyaYvya“ al
X(J103%4) = X (I 39 ISy STl 7).

Now, S!,Sq is the inverse of a Toeplitz matrix ([3, p. 74]),
so TISY, Sy Il = St, Sy and we arrive at
dl dl

X(T403%9) = x(I 75 SuuSard 7). (15)
Proposition 12: At the global minimum H(z) = H(2), Jqg
has the form
X X ch-Lo
Jag =\ S (16)
X ... X ;
0 ... 0 dm-1.m-1

its last row and column being equal to those of SY,.
Proof Column & of J,.e¢ contains the M last coefficients
3o 2-D(z), which is given by the backward recursion

a(e' D(z) = 2[Dk-1(2)Tk(2) + Dy_1(2)Sk(2)], starting at
5\1( ) =1 and Twnm(z) = 0 [3, p.320]. From this follows
39” D(z) = zDp-1(2) and, for k < M, deg[a‘z D(z)] <
A,

If the form of its last column applied to its other columns,
then Joe = S&, and, from (15), x(J46d%) = 1) at H(z) =
H (z). The lattice would then be an optimal parameterization,
from this point of view. Although, in general, Jq¢ is only a
rough approximation of S%,;, it will be seen, comparing the
direct and lattices forms, that x(J,ed%,) < x(Jvad%,) is
more likely than the opposite, especially for larger values of
Al

VIII. SENSITIVITY GRAMMIAN SPECIAL CASES AND
BOUNDS

Throughout this section we assume that H (z) is at the
global minimum H(z) = H(z). The second order case is of
interest as it gives a clue for bounds in the higher order cases.
Calculation of eigenvalue spreads is in Appendix K and results
are given in Table IV. For some cases, the form of the spread
for p = 1 is in Table V. The results are discussed in the

following.

A. Direct form

As seen in Proposition 11, D(z) =1+ pM 2™ attains the
lower bound of the spread. For an upper bound, if D(z) =
(1+p=)? then, from Table IV, x(J1aJ,) = (1+0)%/(1-p)%
Given p, this is an upper bound for the spread resulting from
D(z) = 1+ vz + p?2? with other values of v. In this case the
poles are concentrated at p™ .

Conjecture 1: Given D(z) of order M, an upper bound for
x(Jy4J%,) is obtained replacing D(z) with (1 £ pz)M, with
p~1 being the maximum radius of its roots.

To test this, 1000 random fourth-order D(z) were produced,
with two pairs of conjugate roots. The reciprocal of the
radius of each pair was uniformly distributed between 0.1
and 0.99 and the absolute value of its angle was uniformly
distributed between O and 7. For each D(z), the exact value

of x(JyaJ%,) was computed and plotted against (1 — p).
Making D(z) = (1+pz)™, the exact value of x{J~aJ’,) and
the approximation x(JyoJ%,) = M||Dps_1(2)||2/]|Do(2)ii
were also computed.

The results are in Fig. 5, corroborating the conjecture. They
also show that, remarkably, the approximation in question is
good even away from the condition p = 1 for which it was
obtained.

Analogous procedures were carried out for M = 3, 4 and 5,
for all combinations of real and conjugate poles. The results
were exactly equivalent to those presented for M = 4.

100

80

60

40

x(J1aJt,) (dB)

20

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
—101log(1 — p)

Fig. 5. Eigenvalue spread M = 4. Case D(z) = (1% pz)M: exact spread

(solid line); M||Das—1(2)]]? /||Do(z)||2 approximation (dash, close to exact

value); C(M)(1— p)~2(M~1) asymptote (dash-dot). Random D(z): (points

"+,

B. Lattice

If D(z) = 14+ pM2zM the spread will never be smaller than
for the direct form. On the other hand, as seen in Table V, if
D(z) = (1£pz)™ the spread grows slower than for the direct
form, as p approaches 1. Similarly to the direct form case.
numerical evaluations were carried out. The results are in Fig.
6 and Fig. 7, for A = 4 and A = 6, respectively. For M/ = 4
the worst case among the spreads associated to D(z) = (1 +
pz)M and D(z) =14 pMzM | for each p, provides an upper
bound for the spread. For Af = 6 a reasonable approximation
of an upper bound is obtained.

In Fig. 8 we have the value of x(J,¢J%)/x(Jvad%,) for
the randomly generated D(z), in the case M = 4. It is clear
that with no a priori knowledge about the position of the poles
of the system, the lattice parameterization is likely to lead to
a considerably smaller eigenvalue spread, as suggested by the
results in Table V. For M = 6 the results are similar, with
a slight increase in the performance of the lattice case. This
property is exploited in [11], which is mentioned ahead, in
Section X.

IX. POLE DISTRIBUTION, ADAPTED PARAMETERS AND
CONVERGENCE SPEED .

We give now an example of the effect of x(JJ') on
convergence speed. Unit-norm all-pass systems are considered.
so JJ'®? = JJ%
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TABLE IV
x(JJ*) FOR SPECIAL CASES OF D(z)

[[1+vz+p%? | 14 pMM [ (1xpx)™ p~1 ] VD(z)
2
B FEYED : D CIE | IDuaGIIP
p* — vl : [[Do(2)]] IIDu(ZJI12
2
Lattice 1+p (1"'/’ ) M >2 .
1—p~ 1-
TABLE V
FORM OF x(JJ!) FORp = 1
| 1+ pMzM | (1+pz)™
Direct 1 C(M)(1 - p)~3M-1)
= C(M)(1—-p)~t M =2 _ -1
Lattice cona —p)—2. M>2 C(M)(1-p)

1 L L 1

-5 ot | 1 1 L 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
—101log(1 — p)
Fig. 6. Eigenvalue spread, lattice, M = 4. a) case D(z) = 1 £ pM M

(solid line), C(M)(1 — p)~2 asymptote (dash-dot); b) case D(z) = (1 +
pz)M(solid line). C(M)(1 — p)~! asymptote (dash-dot); random D(z):
(points "+").

We consider two cases for H(z™'), one with uniformly
separated poles at 0.7/ £45° and 0.7£ £135° , and the other
with more closely placed poles, at 0.7/4+45° and 0.7/+50°.
Stochastic gradient adaptive algorithms for direct form and
lattice parameters were applied, starting at the origin and with
adaptation steps p within a factor of 2 from the max1mum
value for stability. Local convergence speed §' = (1—puA M) 2
of true gradient algorithms were also calculated, using the
smaller eigenvalues. Results are in Tabie VI, for the global
minimum H(z) = H(z) and for the origin of the parameter
space (denoted by superscript “0”). At the origin, Jo, = I and
the spreads are equal for both parameterizations.

With uniform pole separation the error reached —100 dB
after 287 and 380 iterations, for direct form and lattice param-
eters, respectively. As discussed in the previous section, for the
direct form the eigenvalue spread at the point of minimum is 1
in this case, so it can’t be better for the lattice. The decrease in
convergence speed is small, though. For more closely placed
poles the situation is largely reversed and convergence speed
of the lattice is 68 times higher (in dB per iteration). To this
contribute the facts that the spread is 29 times smaller and that
the product uAp is 2.2 times higher than for the direct form.

-5 [ PCoa | | 1 i | 1 iy I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
—10log(1l - p)
Fig. 7. Eigenvalue spread, lattice, M = 6. a) case D(z) = 1 £ pz

(solid line), C(M)(1 — p)~2 asymptote (dash-dot); b) case D(z) = (1 £
pz)M(solid line), C(M)(1 — p)~! asymptote (dash-dot); random D(z):
(points '+’ ).

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
—101og(1 — p)

Fig. 8. Relation of the eigenvalue spreads for the lattice and direct forms.
M = 4, random D(z).

The squared errors e(n) = [y(n) — §(n))? are in Fig. 9.

As the eigenvalue spread at the origin is equal for both
parameterizations, an effort to better initialize the adaptation
can pay off much more in the lattice case. In the presented
case, starting the adaptation with the poles at 0.5/ 4 30° and
0.5/4100° (which is not unreasonably close to the true values
0.7/ +45° and 0.7/ £ 50°) and the zeros at the reciprocals
of the poles, makes the squared error reach —100 dB in 1,100
iterations in the lattice case against 91,000 iterations in the
direct form case. This also suggests that a variable adaptation
gain p could be of interest. In the example, a higher value
of i could, in principle, be used close to the origin, since the
maximum eigenvalue is smaller than at the point of minimum,
for both parameterizations.
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TABLE VI
CONVERGENCE PROPERTIES: UNIFORMLY SEPARATED (U) AND CLOSE (C) POLES, DIRECT FORM (D) AND LATTICE (L)

[ & A [ Am [ SWB)Y [ AT [ X%, 57 (dB)
UD 008 [ 1.1 1.1 077 | 1.4 0.54 0.39
UL | 008 | 1.6 | 0.61 | 0.44 1.4 0.54 0.39
C/D | 0.005 | 23 [ 012 | 0.0051 | 1.8 | 3.6 x 107 % | 1.6 x 10~7
C/L | 004 | 6.5 1 0.35 1.8 | 3.6 x10~4 | 1.3 x 10—

50 -

-100

-200 | .

e(n) (dB)

-250 -

-300 |

D S AR P L

0 20 40 60 80 100 120 140
n/1000

Fig. Y. Squared error resulting from the adaptation of the direct form (solid
lined) and lattice (dashed line) parameters.

-350

X. SUMMARY OF CONVERGENCE SPEED PROPERTIES

From the preceeding results, the convergence speed of
gradient-based adaptive IIR algorithms, with white input and
sufficient modelling, tends to be as showed in Table VII. For
the all-pass case, close to the global minimum H(z) = H(2),
if the poles of H(z) are not too close to each other then
convergence will be fast for either direct form or lattice
parameters; otherwise, it will be fast only for the lattice.
When the system is far from being all-pass (large Hankel
singular value spread) convergence will be slow for both
paramelerizations.

An adaptive IIR algorithm that makes use of these properties
is presented in [11]. Lattice parameterization is used as well
as an auxiliary block to make the system to be identified
approximately all-pass. It can exhibit much faster convergence
than more conventional direct form or lattice constant gain
adaptive algorithms, while keeping a relatively low computa-
tional complexity.

TABLE VII
CONVERGENCE SPEED TENDENCY

H{z) ~ ah-pass H(z) #& all-pass

A (z) = H(z)
: Fast for separated poles
Direct form Slow for concentrated poles Sloy)
Lattice Fast Slow

XI. CONCLUSION

The presented framework for convergence analysis of adap-
tive IIR filters leads to a greater understanding of the effects
on convergence speed of factors such as the Hankel singular

values of the system, its order, the distribution of its poles and
the choice of adapted parameters. It also is at the base of a new
adaptive IIR algorithm with faster convergence and relatively
low computation complexity. One desirable extension is in
respect to the more general undermodelled case. Though
reparameterization discussed in Sections III and IV applies to
the undermodelled case, sufficient modelling is assumed in the
sensitivity grammian analysis. Also, it would be of interest to
extend this analysis to points other than the point of minimum.

APPENDIX
A. Implications of non-white input

Extension to the case of non-white input, that is, S, (z) #
o2, isn’t immediate. Our results depend on the causality of
certain functions, which, in turn, depend on the causality of
Su(z). However, in the special case where u(n) = F(z)v(n),
with v(n) white and F'(z) known, if the input of the adaptive
filter is equalized by G(z), such that F(2)G(z) ~ z¢ and y(n)
is delayed by d samples, then our results apply to the modified
system F(z2)H(z).

B. True gradient and stochastic gradient equarions

The elements of the gradient vector are a ||H(z
For dlrecl

H@I? = -2H(z) - H(z),55H(2)).

form denominator parameters, for instance, a—i_—fl (z) =
—2*H(z)/A(z). For actual implementation, the inner products
are obtained by residue calculation. Now, since the input is
white, (H(z) — H(z), 2kH(2)/A(2)) = Ele(n)§s(n — R
where e(n) = y(n) — y(n), Jr(n) = A(:)y(n) and H(z)
is fixed. In the stochastic case, the e:-:pectauon is dropped
and H(z) is time-varying, giving 6‘a 2 ||H(z) - B@)|? =~
2e(n)Ps(n — k). The complete descrxpuons of the stochastic
algorithms that are used are in [3, p.271] and [3, p.332], for
the direct form and lattice cases, respectively.

C. Proof of (2)

We write ||H(z) — H(z)||? = e(q,w), where q and w
contain, respectively, the zero and the pole parameters. As
defined, when q = r(w) the zero parameters are optimized.
given the poles. We note that even though e(w + Aw) =
e(r(w + Aw), w + Aw), in general we have e(w + Aw) #
e(r(w),w + Aw) and, therefore the validity of (2) is not
immediate. )

When q = r(w), de(q,w)/0q; = 0 and the deriva-
tives of interest are Oe(q, )/c'?w,lq —r(w)* For notational
simplicity, we consider scalar parameters, without loss of
generality in the conclusion. We write initially 0e(w)/0w =
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limaw—o Ac(w)/Aw, where Ae(w) = e(w + Aw) — e(w).
Defining Ae(r(w), w) = e(r(w+Aw), w+ Aw) —e(r(w), w),
and since, by definition, e(w) = e(r(w),w) it follows that
Ac(w) = Ae(r(w), w).

Writing now r(w+Aw) = r(w)+ Ar and assuming e(g, w)
is a smooth function, Ae can be expanded in a Taylor series
as

Ae = e(r(w) + Ar,w + Aw) — e(r(w), w)

a

= __eg],w) Aw + __Be(g,w) Ar+
cv w,g=7(w) q w,q=r(wl
=0

+ Z dp m AW Ar™

n.m=0

n+m>1

(17)

Assuming r(w) is also a smooth function we have Ar =
i %(8'r(w)/0w')Awt. Using this, the double sum term
in (17) can be written as Y. % ,—o dnmAW"Ar™ =

n+m>1
S, dnAw™ , which combined with Zs(w) = Ae(r(w),w)
and (17) leads ﬁna]ly to
Os(w) ; Ae(w)
ow  Aw—0 Aw
1 n=00
Aw—0 w w q=r(w) n=2
_ O¢(g,w)
Ow g=r(w)

D. Proof of Proposition 1

Optimizing the M + 1 direct form parameters by, of the
numerator of H(z) leads to the condition (C(z),H(z) —
H(z)) = 0, where C(2) is a controllability transfer vector
with elements 2'/A(z), i = 0,..., M, and (.,.) denotes the
standard inner product. This applles also to parameterizations
of the zeros of H (z) that give a non-singular Jacobian matrix
with elements [Jyb)i; = Ow;/0b;. Now, more generally, if
Clz) = Ype,A¥bz* for a completely controllable state-
space pair (A, b) then, for f(2) € Hs (where H; is the Hardy
subspace of causal and stable functions),

(C(2), f(z)) = 0 == [(z) = q(2)5(2), (18)

where q(z) € Ho and S(z) is the unit-norm all-pass function
whose zeros are the eigenvalues of A {3, p.90]. Applying this
to our case, in which A has dimension M +1 {3, p.125], gives
S(z) = 2V(z). We have, therefore, H(z)— H(z) = g(2)V (2),
where g(z) is stable and strictly causal. Since V' (z) is all-pass,
the error on the reduced error surface is £ = ||g(2)||2.

From this it can be shown [3, p.126] that g(z) is the strictly
causal projection of V{(2~!)H(z). Grouping the coefficients
of V(z) in v, leads then to [|g(2)||? = v!T'% T yv, where I'y
is the Hankel form of system H(z). Now, it can be shown
that Ty = ZkN=1 ¢oknt, where o are the Hankel singular
values and {, groups the coefficients of the expansion of
Cx(z) [15]. As vectors 71, and ¢, form orthonormal sets,

we have, returning to polynomlal form, ¢ = [|g(2)||*> =
Sorer OF (G (2), V(2))%. With e = (G(), V() this gives
(3).

E. Proof of Proposition 2

It can be shown [3, p. 92] that functions (x(2), k = 1.... N,
and the all-pass functions 2™ D(z)/D(z), D(z) = 2N D(z™}),
m = 0,1,..., form a complete orthonormal basis for Hs.
With it, all-pass V(i) = A(z)/A(z) € Mz can be written
as A(2)/Az) = Lo, antu(2) + [P(2)/Q(2)D(2)/D(z)
P(z)/Q(z) € Ha. Noting that (x(z) has always the form
Ri(2)/D(z), deg[Rk(z)] < N, we can make Q(z) = A(z).
Roots shared by A(z)-and D(z) are superfluous, but can be
cancelled by P(z). From this follows (4), where deg[P(z)] <
M is obtained comparing the orders on both sides.

F. Proof of proposition 3

A controllability transfer vector is formed grouping func-
tions (x(2) = Rk(z)/D(z). From (18) and (6) results then
the condition A(z)/A(z) — X (2)/X(z) = q(2)D(z)/D(z)
with q(z), A(z)/A(z), D(z)/D(z)€ Hz. The right side of
this condition has at least IV zeros inside the unit circle, while
the left side has at most a total of M + L zeros. Now:

DIfL<M<NorL<M<N,then M+L<N
and the condition implies g(z) = 0, which gives A(2)X(z) =
A(2)X(z). If A(z) has no roots on the unit circle then, for
L = M, the only solution is X (z) = A(z), while for L < M
there is no solution. If A(z) has roots on the unit circle, these
will also be roots of A(z) and there may be a X (z), possibly
an infinite number of them, such that A(z)X (z) = A(2)X(z).

2D If M <L <NorM<L < N, then we also must have
q(z) = 0 and A(2)X(z) = A(2)X(z). If we restrict X(z)
to have no roots on the unit circle then the only solution is
X(z) = A(2).

3) If L = M = N, then A(2)X(z) — A(2)X(z) has
2N roots. Due to its symmetry, each root zg with |40| <1
is paired with a root 1/zp. Also, since the coefficients are
real, each complex root zy with |29] = 1 is paired with a
complex conjugate root z5. Now, z = 1 is always a root of
A(2)X(2) — A(2)X(2), and doesn’t fall under any of these
cases. To complete the 2NN roots, then, it must be paired
with a root either at z = 1 or at z = —1. This means that
A(2)X (2) - A(2) X (2) has at most N — 1 roots inside the unit
circle. Therefore, if g(z) # 0, of the N roots of D(z) at least
one is outside or on the unit circle, which would contradict our
initial assumption that H(z) € H,. We must have, therefore,
q(z) = 0, which brings us back to case 1).

G. Proof of proposition 4
For direct form parameters the elements of J are 8a;/da; =
<(,( ), Ba; (z)>, where a%jV(z) = |z M=jA(z) —

Az ]/A2 . Defining X(z) = Zj\ll r2), X(z) =
MX( ) and X = [z1 T2 ;.:cM]‘, the elements of Jx are
given by [Jx]; = (Gi(2), [X(2)A(z) - X (2)A(2)]/A%(2)).
With (18), then, if Jx = 0 we have
X(2)A(z) = X(2)A(z) _ . D(2)
A2(2) ~i@pgy U2
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for some g(z) € H,. This has, essentially, the same form as
the equation considered in Appendix F. From the arguments
presented there, if H(z) € H and M < N then X (2)A(z) —
X(z)A(z) = 0. Now, to satisfy this we cannot have X (z) =
A(z), since X (z) is strictly causal and A(z) is not. We must
have, then, X (z) = 0. We conclude that Jx = 0 requires x =
0. that is, J has rank M. This extends to parameterizations
of the poles of H( ) that give a non-singular matrix with
[Jwa)iy = Owi/Ba;.

H. Proof of Proposition 8

J'%%J is symmetric, having orthogonal eigenvectors [14].
If the gradient is in the subspace of eigenvectors associated
lo eigenvalues Ap,,..., Ay, which are in descending order,
we have, with (9), o!X?JI'T2IJIS%a < /\mIIJ‘22a||2
Using the linearly independent e 4genvectors of JI'X? (see
Proposition 7) we write & = Yot frqr + S0 M1 Prdk
where qps41,-..,Qn are assoc1ated to null eigenvalues. We
have then JJ'3%aq = Zk_ AkBrqk. Usmg this in the first
equation leads to || 37 'y "MeBeve + S0 MeBeviell? <

,,,IIJ’Z2a|| where v = Xqy are also linearly mdepen-
dent, since the elements of diagonal X are strlctly positive.
When Ap, ..., Ap tend to zero then [| Y0, Y AkBrvi||? must
also tend to zero, which, in tum, means coefficients G, k =
1....m —1, tend to zero, since v are linearly independent.
Thus, a tends to the space of qp, ..., qu, as claimed.

1. Proof of Proposition 10

The elements of J,, are 0v;/0a; = <§i(z),-£—jV(z)>.
With (19), the elements of the product J,,x at the global
minimum, where A(z) = D(z), are given by

(z) _ X(z) D(z )>
) D(2
(z

X
[‘]’Yﬂx]i = <£.,;(Z), D(Z) D( )

2{11 7() 11 )
0, X(z)=Ds_1(2), k#i

The last equality is due to functions £ (2) forming an or-
thonormal set and being orthogonal to any q(z)D(z)/D(z),
q(z) € Ha [3, p.60]. From (20) then, follows (13).

(20)

J. Lattice recursions

Functions ]:?k(z) are obtained from the Schur recursion

Dy1(z) | 1 1 — sinfy Di(2)
[ :Di1(2) ] ~ cosbi [ —sin b 1 ] [ Dy(2) }’
21)
for k=M. M-1...., . 1, where DM( ) D( ) Dk( )
2FDy(z71) are of degree k and sin 6y = Dy (0)/Dk(0) [3].
In the ascending order the recursion is
Dp(2) ] 1 1 sin 6 Di_1(2)
[ Di(z) } " cosfy [ sinf, 1 J [ zDy_1(2) J’

.. M, with Dg(z

fork=1,2.. Hk 1 €08 .

K. Eigenvalue spread formulas

1) Second order direct form: From the Schur recursion
(21) we obtain Dy(2) = /1~ p*(~pu + z) and Dy(z) =
V1-pty/1—p2, with p = v/(1 £ p?). We have then
S4Sa = (1 — p*)(I — wIT). With (14) it follows, then, that

X(Jvad2,) = [L+|ull/[1=[pl] = [1£sp?+(v|)/ 12502~ |v]].

2) Higher-order direct form, D(z) = (1 £ pz)M
If p =~ 1 then from the Schur recursion (21) we have
O =~ (—1) Carrymg out now the reversed Schur re-

cursion (22) leads to dp; ~ (=1)7~ ( )d() o/ I'L_l cos ;,

with doo = Hk 1 cosbg. From this and 8, =~ (— 1)’”2r
it results that the coefficients of Dy(z) are much greater
in modulus than the corresponding coefficients of Di_1(2),
that is, |dx;| > |de— 1,7l One consequence of this is
that max{\(SuS4)} =~ [|Dap-1(2)|]% for which we
use the fact that for a symmetric matrix A we have

x*Ax < max{\(A)}x’x, for any x. Also, it can be
verified numerically that, in this case, min{A(S4S%)} =
[|Do(2)||2/M. Combining these eigenvalue results w1th (14),
we have that x(J.,aJ.m)A M||Das_1(2)|[2/]|1Do(2)] |2 With
the dpproximation for di;, we have, finally x(J,.J!,) =
M Z;_u (M‘l)zj [T1¥ 7" cos? 6;. The exponent —2(Af — 1)
in Table V is due to the term I—[“ eos?d; .

3) Second-order lattice : From (13), (15) and (16) we have
that J_, Sd, is diagonal and X(J.,gJ 0) = Jo 0/[Ja6)1.1)?
With the expression for Jor 9_D(z) in Section VII-C we arrive
at x(Jyedt,) = 14 p%/1 — p? The exponent —1 in Table V
follows from the fact that 1 — p? = (1 + p)(1 — p).

4) Higher-order lattice : For D(z) = 1+ pMzM, we
have Dy(z) = ||1/D(z)||~ 2. With (15) it follows that
x(Jvodkg) = x(Japdlg). It is rather straightforward, then.
to show that the result in Table IV holds. Since 1 — p =
(1 — p)P(p), with P(1) # 0, the exponent in Table V is —2.
For the case D(z) = (1+p2)™, the dependency of x(J~63%)
on p is more involved and we have limited ourselves to a
numerical evaluation.
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ADAPTIVE IIR FILTERING: CONVERGENCE SPEED PROPERTIES IN THE
UNDERMODELLED CASE
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ABSTRACT

Previous results based on balanced realization the-
ory and concerning the local convergence speed of adap-
tive IIR filters apply to the sufficient order case. In
the undermodelled case, situations of greater practi-
cal interest are those in which the order chosen for the
adaptive filter provides a good approximation of the
system being modelled. A relevant question is then if
the existence of a good approximation of the system
implies a good approximation of the sufficient order
convergence speed properties. We address this prob-
lem here, based on the same balanced realization the-
ory framework. Our results suggest a positive answer
to the question.

1. INTRODUCTION

Several aspects of adaptive IIR filters have been tackled
over the years, leading to different adaptive algorithms
and realization structures. We can mention, for in-
stance. problems related to local minima, stability and
the effect of poles close to the unit circle. Many refer-
ences can be found in [1]—[3]. In [4, 5], we presented an
analysis of the local convergence speed of adaptive IIR
filters, based on balanced realization theory. From it,
followed a new adaptive IIR algorithm. These results
applied mostly to the sufficient order case.

In practice, however, the undermodelled case is more
common. Not because the order of the adaptive filter
is wronlgy chosen, but because the underlying physical
system being modelled has a very high order, possi-
bly infinite (meaning its transfer function is not ratio-
nal). It is also true, though, that situations of greater
practical interest are those in which the order chosen
for the adaptive filter provides a good approximation
of the system being modelled. A relevant question in

*Supported by FAPESP and CAPES.

Phillip A. Regalia

Dept. of Electrical Eng. and Computer Sci.
Catholic University of America
Washington, D.C., 20064

these cases, then. is whether convergence speed prop-
erties derived for sufficient order can be applied with
any confidence. In other words, does the existence of a
good approximation of the system (according to a suit-
able criterion) imply a good approximation of the suffi-
cient order convergence speed properties 7 We address
this problem here. based on the framework presented
in (4, 5].

2. INITIAL ASSUMPTIONS

We consider an adaptive IR filtering identification prob-
lem: a rational function H(z) is adapted so as to mini-
mize the mean square error between the output 7(n) =
ﬁ(z)u(n) produced for a known white input u(n) and
the noisy output of a system H(z) to the same input,
y(n) = H(z)u(n) + n(n). In this mixed notation. z is
the unit-delay operator, with zu(n) = u(n—1). Assum-
ing additive noise n(n) is independent of u(n) makes the
problem equivalent to the minimization of the L» norm
||H(z)— H(z)|]. We consider that in H(z) we can vary
M zeros, M poles and a gain. We say, therefore. that
H(z) is “of order A" .

The system being identified H(z) is assumed to
have order N > A/ and to have the form

H(Z) :Hm(z)',_(;Hd(z)v (1)

where Hp,(z) has order Al. Undermodelling is due to
the discrepancy dH4(z), for which we assume

H[Hd(z)]+”oc =1

with [|[[Ha(2)]4+|lc = supy | Yoo ) hd(n)e_i“’”|. These
assumptions imply that ming,,, [|H(z) — H(z)|| is up-
per bounded, as we now verify.

A norm inequality true for any F'(z) is

IE(2)]4lf < T eIl < [F(2)]+ oo (2)



where ||T p|| is the Hankel norm of F(z). With F(z) =
H(z) = Hp(2), it follows that

NFE] < HE @)l = dlI[Ha(2))4]loc = 0.

Now, the minimization of ||H(z) — ﬁ(z)ﬂ always
leads to h(0) = A(0) [3]. Making then h(0) = h(0)
)

and h(n) = hm(n). n > 0, we obtain ||H(z) — H(z)|| <

[|H(z)—H(z )||OC = 0. Therefore, under the adopted as-

bumptlons ming, (z2)-H(2)|] < ming, ) 1H (2) -
H(z)|loo < 6.

Properties of the convergence speed of IIR adaptive
filters were obtained in {4, 5], mostly for the case of
sufficient modelling (N = Af). In the setting described
above, this is achieved with ¢ = 0, leading to H(z) =
H,,(z). Our aim here is to analyze how these properties
extend to the undemodelled case for small values of 4.

3. REVIEW OF CONVERGENCE SPEED
PROPERTIES

We review here the convergence speed properties of
adaptive IIR filters obtained in [4, 5]. A new parame-
terization of the adaptive filter’s poles was introduced:
ar = {Ck(2),V(2)), k=1,2,..., N where (.,.) denotes
the standard inner product, (x(z) is the normalized
transfer function between the input u(n) and the k—th
state variable zx(n + 1) in a balanced realization of
H(z) and V(2) is the M-order all-pass function with
the same poles as the adaptive filter H (z). The adap-
tation process of a chosen set of pole parameters w;,
j=1,2,..., M (for instance, direct form parameters or
lattice parameters) can be locally described in terms of
these new parameters as

a(n+1) ~ [I-pJI'E?| a(n),

where a(n) = [a1 ... an]t, ¥ is the diagonal matrix
of Hankel singular values of H(z) and the elements of
sensitivity matrix J are [J]y; = Oax/0w;. We note that
J depends on «(n). which is not explicitely indicated
for greater simplicity of the notation.

Local convergence speed depends on the eigenvalue
spread x(JJX?) of the M non-null eigenvalues of the
N x N matrix JI%2. In summary its properties are:

1) When H(z) is far from being all-pass (x(XZ) >
1), convergence tends to be slow, irrespective of param-
eterization.

2.1) When H(z) is close to all-pass (x(3) = 1) and
H(z) =~ H(z) (sufficient order assumed), convergence
for direct form parameters is fast if the poles of H(z)
are uniformly distributed and slow if they are concen-
trated.

2.2) Under the same conditions, convergence of lat-
tice parameters is fast and less dependent on the pole
distribution.

4. UNDERMODELLED CASE

On the assumptions made in Section 2 and based on
the convergence speed properties discussed in Section
3, our aim is to analyze how the eigenvalue spread
x(JIEL?) for the undermodelled case (6 > 0 in (1)) re-
lates to the eigenvalue spread x(J,, 3¢, £2) for the asso-
ciated sufficient order case (¢ = 0). We will in fact ana-
lyze the eigenvalues of the AL x M matrix J t332J. which
are the same as the non-null eigenvalues of x(JI*X?).
We note that for any X and Y such that XY is square,
for the non-null eigenvalues we have A(XY) = A(YX).
This matrix property is repeatedly used in the follow-

ing.
4.1. Discrepancy of controllability functions

Asseen in Section 3, let (x(2) = >, Gnz™ k=1...., N
be the normalized controllablhty functions of a bal-
anced realization of H(z). Let now (p, x(2) be the ones
related to H,,(z), with k£ = ., M. We define
then the discrepancy functions Ag(z) = (k(2) = (m k(2),
k=12,..., M.

The norms ||Ag(2)|| and |[[H(2) — Hm(2)]+|l can
be related, as described in the following. Defining the
normalized infinite horizon controllability matrix Cpy =
(€1 ¢y - Cult, where ¢ = [Cko Ck1 - .]%, and like-
wise Crmy = [Cn1 Conz -+ Comupg]’s We can write

ngnkHAk Zamk”Ck

= trace X (Crr — Cm)(Crt — Cin)' S
S ]V[Amax[(cl\fl - Cm)(cl\/l - Cm)tz-?n] (3)

where ¥,, = diag(om,1 Omz2 ... Om,ar] contains the
Hankel singular values of Hp,(z) and Anax[.] denotes
the maximum eigenvalue of the argument.

Now, the Hankel form of H(z) is given by I'y =
OXC (3, p. 150], where C = [¢; ¢y ... {p]t and O
is an infinite horizon observability matrix. Likewise,
Ty, = On32,Cr. At this point we make a necessary
approximation, which is good for small values of 4:

=~ Om 2mcl\/l-

ka )“2

From this, Iy g, & O X (Cayr — Cin). We have then

/\max(l—‘H—H"1 F?{—Hm )

Col[Crt = Cin) T O},)

ITh-m. I =

~ /\max(om 2m [CI\I .



= Amax([Ch7 — Cm](Cr — Ci]'B2)), (4)

where we used 0%, 0,, = I. Combining (2), (3) and (4)

we arrive at

M
fofn,kHAk(Z
k:_

< MI|[H(2) = Hm(2)]+115 (5)

where < indicates an approximate upper bound.

W2 < M|Ty—m,, |7

4.2, Sensitivity matrix partition

We make the partition J* = [J4, J%], where Jps is M x
Mand Jgis Rx M, R = N — M. We have, then
J523 = 34, 23,3y + IS5 r. For Jyr we also have

Tatl = <3%V<z>,<k<z>> = Tes + Dale; (6)

[Jm]k.j = <%V(z)aCm,k(z)> and
Palks = (55-V (2), Ax(2))-

For greater notational simplicity, we define K,, =
Ypdm and Ka = ZpJa. An approximation for the
upper bound of the norm of K is obtained as follows.
For a unit-norm x we have

where

M 9 M
x'KaKhx = Z(TV(z),z:mko;cAk(z))2

j=1 Wi k=1
Mo g

< la— 2)|f? I|ZIk0kAk 2
j=1
Mo g

< Slizvi ||22crk||m @I,
j=1

where we used

M M
I3 zkBr(@)IP = 1Y 2 Y Arad]? =
k=1 k=1 !
M M
=||Z Z kAkl Z” —Z(Z.’EkAk|[)2<

M M
Zzwi ZAH ZEA}H:
k=1 k=1 [ k=1

M

M
=3 N AL =Y A
1 ! k=1

Now. since Amax(KaK4)
with (5) and assuming ox & ok, k= 1....,
rive at

. t ¢
= max|,jj=1 (X' KaKj,x),
M, we ar-

M (KoK <J\IZHa‘LE)|| ()~ Hn (o) I

7j=1

(7)

4.3. Eigenvalue bounds
From the partition of the sensitivity matrix follows
Amax (T E2T) < Amox (Thy Bhe I me)+
FAmax (T 2T R). (8)
The second term of this sum is
Amax(T5 BRI R) = Amex (T RT3 TR)
< Amax(TRIR)oRr41.
AAK theory gives 03, < |[Tr—m,,|[*. With (2). then,
Amax (T4 ERTR) < Amax (TrI%) x

I[H (2) = Han(2)) 426 9)

In [5] it is shown that A(JJ*) depends only on the poles
of H(z). The same can be shown for an upper bound
for A(JrJ%), bound which is therefore constant with é.
Due to its growth with the square of the norm, when o
is small we can then discard Amax (JEZ%JR).

Using (6) now in the first term of (8) gives

Amax(Thy 3, T0) =

= max (x'K! K. x + 2x"K4y Knx + x' KL Kax)

[Ix]|=1
< Rl (x'K! Kopnx + 2[x K4 Kinx| + x' K\ Kax)
x 1
S max (1K x]| + [IKax|])
2
< V )\max(KmK%q) k= \f )\max(KAKtA)J .

For the minimum eigenvalue,

Amin(JE22T) > Anin(J4, B3, m) =

= ||I>3|m1(x K Kinx 4 2 K4 Kpx + x' K4 Kax)

>  min (x*K! Knx — 2)x' KL K x| + x' KL Kax)

lix||=1
> min (||[Knx|| - [|Kax|])2
[Ix}j=1

Assuming Apax(KaK4) < Amin(KmKE,) gives then

)\min(Jﬁ\fzi\IJl\ﬂl) Z

W /\min(Kmen) Y /\max(KAKtA)]

Proceeding similarly. we obtain also the bounds

Amax (T 22T) > Anax (T4 23, T00) >



2
2 {\," )\max(KmKin) - \.I' /\ma.x(KAKtA)

and )\min(JtzzJ) S /\min (J?\[E?\.[JNI)‘F/\max(JEQE%{JR) S

Amin(Tir B3y Iar) | with

/\min(Jf\[E;Z\rIJM) <

2
< [V Amin(KmKE,) + /\maX(KAKtAJ] .

Combining these expressions with (7) and using G =
\/M Z;‘il ||5%;V(z) [|2, we obtain the following bounds

for the eigenvalue spread of J*%2J:

Amax (JTD2T)
Amin (J¥E2J)

§ [ Ve R Key) + GlI[H(2) Hm(emumr
~ | VA KonKs,) — GII[H(2) = Hn(#)]llos

X(J'22) = S

(10)
and
X(J*L2T) 2

N [\/—Amu(xmxm - Gll[H(z) - Hm<z>1+||ooJ 3

TV Awin(KmKS,) + Gl [H(2) = Hi(2)] 4 lloo

(11)
Provided G is itself bounded, as |{[H(2) — Hm(2)]+||o0
tends to zero these bounds tend uniformly to the eigen-

value spread of the sufficient modelling case. In rela-

tion to our initial problem, then, this means that a
good approximation of the sufficient order convergence
speed properties is obtained for sufficiently small val-
ues of ||[[H(z) — Him(2)]+|lx. We note that, in these
expressions, G is a constant, since it depends only on
the poles of H(z). An analytical assessment of this
dependency is a matter for future work.

5. NUMERICAL EXAMPLE

In (1) we consider that H,,(z7!) is all-pass with uni-
formly distributed poles at 0.8/£445 and 0.8£+135. In
this case, for direct form parameters, x(J%, 22 J,,) = 1
at H(z) = H,,(z) and convergence is fast for sufficient
order. Function Hg(z7") is also all-pass but with more
concentrated poles, at 0.8/45 and 0, 82£+20. For a suf-
ficiently large ¢, therefore, convergence would be slow.
The true value of the eigenvalue spread x(JEE2T) at
H(z) = Hmm(2) as well as the bounds (10) and (11) were
calculated for different values of 4. The results are in
Figure 1, where the fact that ||[H(2) — Hp(2)]4]|ee = 0
is used.
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I[H(2) = Hm(2)]+lw (dB)

Fig. 1. True eigenvalue spread, lower and upper

bounds.

6. CONCLUSION

Approximate upper and lower bounds were obtained
for the eigenvalue spread that determines local conver-
gence speed of adaptive 1IR filters in the identification
of a system H(z), assuming an undermodelled setting.
These bounds tend uniformly to the eigenvalue spread
of the sufficient order identification of a system H,,(z),
as the norm ||[H(2) — Hn(2)]+||co tends to zero. This
result suggests that when there is a good undemod-
elled approximation of a system, as is the case in sit-
uations of greater practical interest, then convergence
speed properties are close to those derived under the
sufficient order assumption.
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