
Medidas de dependência entre séries temporais:
Estudo comparativo, análise estatística e aplicações em

neurociências

Carlos Stein Naves de Brito

Dissertação apresentada
ao

Programa Interunidades em Bioinformática
da

Universidade de São Paulo
para

obtenção do título
de

Mestre em Ciências

Programa: Mestrado Interunidades em Bioinformática

Orientador: Prof. Dr. Koichi Sameshima

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxílio �nanceiro da CAPES

São Paulo, julho de 2010



Agradecimentos

Agradeço a todas as pessoas que me apoiaram neste projeto. Precisei de muitos conse-

lhos pelo caminho até encontrar minha possível contribuição para essa promissora área de

neurociências.

Agradeço ao Prof. Koichi Sameshima que me orientou e ajudou em todas as horas,

fornecendo apoio cientí�co e pessoal para cada etapa.

Agradeço aos colaboradores, Prof. Luiz Baccalá, Prof. João Sato, Prof. Edson Amaro,

Daniel Takahashi, Luiz Lana, Eduardo Schenberg, Edgard Morya, Taisa Miranda, entre

muitos outros que �guram nesta lista de pessoas fabulosas com as quais pude trabalhar e

principalmente aprender.

Reconheço o quanto o apoio de uma família de veias cientí�cas contribui no meu pro-

gresso, em especial meus queridos pais So�a e Adriano, que sempre apoiaram todas as minhas

escolhas, dando todo suporte e carinho imagináveis.

Agradeço à minha querida avó Suzana, revisora do texto, sábia e afetuosa conselheira e

amiga.

Agradeço à minha querida irmã Elissa e todos meus amigos, presentes de uma forma ou de

outra, em especial ao Glauber, com sua preciosa revisão gramatical, e à Gleyce, protagonistas

nesta importante época.

E à Paula, minha companheira em absolutamente todos momentos deste projeto.

ii



Resumo

Medidas de dependência entre séries temporais são estudadas com a perspectiva de evi-

denciar como diferentes regiões do cérebro interagem, por meio da aplicação a sinais eletro-

�siológicos. Baseado na representação auto-regressiva e espectral de séries temporais, dife-

rentes medidas são comparadas entre si, incluindo coerência espectral e a coerência parcial

direcionada, e introduz-se uma nova medida, denominada transferência parcial direcionada.

As medidas são analisadas pelas propriedades de parcialização, relações diretas ou indire-

tas e direcionalidade temporal, e são mostradas suas relações com a correlação quadrática.

Conclui-se que, entre as medidas analisadas, a coerência parcial direcionada e a transferência

parcial direcionada possuem o maior número de características desejáveis, fundamentadas

no conceito de causalidade de Granger. A estatística assintótica é desenvolvida para todas as

medidas, incluindo intervalo de con�ança e teste de hipótese nula, assim como sua implemen-

tação computacional. A aplicação a séries simuladas e a análise de dados eletro�siológicos

reais ilustram o estudo comparativo e a aplicabilidade das novas estatísticas apresentadas.

Palavras-chave: Eletro�siologia, Neurociência computacional, Conectividade funcional, Sé-

ries temporais, Inferência estatística, Medidas de dependência
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Abstract

Measures of dependence between temporal series are studied in the context of revealing

how di�erent brain regions interact, through their application to electrophysiology. Based

on the spectral and autoregressive model of time series, di�erent measures are compared,

including coherence and partial directed coherence, and a new measure is introduced, named

partial directed transfer. The measures are analyzed through the properties of partialization,

direct or indirect relations and temporal directionality, and their relation to quadratic corre-

lation is shown. It results that among the presented measures, partial directed coherence and

partial directed transfer reveal the highest number of desirable properties, being grounded on

the concept of Granger causality. The asymptotic statistics for all measures are developed,

including con�dence intervals and null hypothesis testing, as well as their computational

implementation. The application to simulated series and the analysis of electrophysiological

data illustrate the comparative study and the applicability of the newly presented statistics.

Keywords: Electrophysiology, Computational neuroscience, Functional connectivity, Time

series, Statistical inference, Measure of dependence
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Capítulo 1

Introdução

Nas neurociências, assim como em diversas outras áreas cientí�cas incluindo a bioinfor-

mática, meteorologia e economia, observam-se rápido desenvolvimento de instrumentos e

técnicas de aquisição de dados e, em consequência, uma crescente quantidade de informação

a ser processada (Brown et al. (2004)).

Nas últimas duas décadas foram realizados enormes avanços na análise e interpretação

destes dados, principalmente para relações entre uma tarefa cognitiva e quando, como, onde

uma atividade neural acontece. Grande parte dessas análises se constituem de estatísticas

descritivas de medidas univariadas, relacionando independentemente cada sinal, relativo a

uma região do cérebro, a uma tarefa cognitiva (Cox e Savoy (2003)).

É sabido que o cérebro não é organizado em módulos independentes, mas sim composto

de estruturas em rede, que interagem entre si. Nos últimos anos, tem havido um esforço

da comunidade cientí�ca em ir além da análise univariada e lidar simultaneamente com vá-

rias áreas e inferir como elas interagem ao realizar uma tarefa cognitiva. Nessa perspectiva,

avançam projetos de conectomas, interactomas e estudos de circuitos e redes, que tentam ma-

pear e estudar as conexões entre regiões nas diferentes escalas espaciais e durante diferentes

estados cognitivos (Greicius et al. (2003), Babiloni et al. (2005)).

Uma forma de analisar a interação de diversas áreas é empregar métodos multivariados.

Esta dissertação contribui para o desenvolvimento e aplicação de modelos multivariados line-

ares que detectam dependência entre séries temporais. As medidas de dependência estudadas

neste trabalho evidenciam, pela análise de dados coletados simultaneamente, se estes apre-

1



1.0 2

sentam interações lineares, se há interferência temporalmente direcionada ou realimentação,

no domínio da frequência.

Pressupõe-se que a detecção de dependência entre sinais coletados em diferentes regiões

seja evidência para a existência de conectividade funcional entre estas. A conectividade

funcional tem de�nição ainda sob debate, referindo-se de forma abrangente a interações

entre as atividades neuronais de cada região (Horwitz (2003)).

Causalidade será de�nida num sentido operacional e estará no cerne da discussão, pois

estudaremos métodos que decompõem a simples correlação linear em uma correlação dire-

cionada temporalmente.

Os métodos aqui estudados se baseiam na teoria de séries temporais estacionárias e suas

representações na forma de regressão linear auto-regressiva (AR) e de médias móveis (MA).

A partir da estimação destas representações multivariadas lineares, podemos criar medidas

de dependência entre as séries, que têm relação direta com correlação linear entre variáveis

aleatórias.

As medidas estudadas incluem a coerência (Coh), coerência parcial (PC), coerência par-

cial direcionada (PDC) e função de transferência direcionada (DTF), incluindo formulações

alternativas.1

Estas medidas estão sendo utilizadas de forma crescente em estudos de eletro�siologia

neural, caracterizando como diferentes regiões cerebrais se relacionam dependendo do con-

texto cognitivo e em que frequência do espectro as interações ocorrem. O resultado destas

análises pode ser representado como uma rede de conexões direcionadas (conhecida como

grafo direcionado).

Há certa confusão na literatura sobre a interpretação de cada medida de dependên-

cia, suas fundamentações teóricas e limitações práticas. Iremos analisar e comparar cada

medida, e espera-se contribuir para a resolução deste debate, principalmente por meio da

fundamentação em diferentes conceitos de causalidade e formulação matemática em forma

de correlações quadráticas.

Ao aplicar estes métodos em dados experimentais, surge a necessidade de um instrumento

1As abreviações por sigla deste trabalho estão de acordo com a nomenclatura inglesa encontrada na
literatura de referência.
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estatístico que forneça intervalos de con�ança, p-valores e testes de hipóteses, validando os

resultados encontrados. Obter estas estatísticas a partir da formulação dessas medidas não

é uma tarefa trivial.

Uma contribuição central deste trabalho é a derivação teórica e implementação com-

putacional das estatísticas assintóticas dos estimadores das quatro medidas de dependência

citadas acima. O trabalho cobre tanto o caso geral, calculando intervalos de con�ança, quanto

o caso particular da hipótese nula, fornecendo testes de hipótese.

Por meio de simulação computacional, a estatística assintótica é comparada à distribuição

amostral por simulação de Monte-Carlo. Exemplos para modelos com séries temporais �nitas

são apresentados, e aplicações em dados reais de eletro�siologia ilustram a relevância do

estudo.

Para a implementação computacional foi utilizada a plataforma código aberto Python.

Com desenho amigável para a análise interativa de dados cientí�cos, as rotinas foram proje-

tadas para serem distribuídas para a comunidade cientí�ca e diretamente aplicadas a estudos

metodológicos e análise de dados eletro�siológicos.

Com uma implementação acessível possibilita-se um estudo computacional sistemático

dos diferentes métodos, não acessível até então.

Espera-se que a disponibilidade das medidas, com intervalos de con�ança e p-valores,

implementadas em software de fácil uso, estimule o uso de medidas de conectividade em

problemas relevantes em neurociências da comunidade cientí�ca nacional e internacional.



Capítulo 2

Séries temporais

As séries temporais são conjuntos de dados ubíquos encontrados em protocolos de pes-

quisas que coletam dados ao longo do tempo.

O desenvolvimento do estudos de séries temporais foi fortemente motivado pelo interesse

em áreas aplicadas, como econometria e previsão de séries econômicas (Granger (1969)),

engenharia e processamento de sinais em telecomunicações e biologia (Box e Jenkins (1994)),

análises climáticas e geológicas (Mann e Lees (1996)).

Uma série temporal é um conjunto de variáveis aleatórias com indexação (normalmente

indexada pelo tempo t), em que o índice assume valores inteiros (série discreta)

x = (. . . , x(t− 1), x(t), x(t+ 1), . . . ). (2.1)

Uma série temporal multivariada X é de�nida da mesma forma, sendo cada X(t) um

conjunto de n variáveis aleatórias

X(t) =



x1(t)

x2(t)

...

xn(t)


. (2.2)

Séries temporais contínuas no tempo podem ser igualmente de�nidas, tendo análise teó-

rica semelhante ao caso discreto, mas não serão estudadas neste trabalho. Consideraremos

4
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apenas séries temporais reais, com espaçamento temporal discreto e constante entre elemen-

tos.

Ao estudar séries temporais coletadas por experimentos, assumimos que esta série é uma

realização de um processo gerador desconhecido. Supõe-se que exista um processo implícito,

descrito probabilisticamente, que pode gerar diferentes séries temporais. Destes possíveis

valores observamos uma amostra, �nita, denominada realização.

Assumindo a existência desse processo subjacente, podemos de�nir e estimar suas pro-

priedades, como estacionariedade, estabilidade, variância e média. Para que a estimação de

propriedades como média e variância faça sentido, é necessário supor que os dados tenham

propriedades que sejam atemporais, o que chamamos de estacionariedade.

Cada elemento da série é de�nido como uma variável aleatória, e o conjunto de elementos

é de�nido por um conjunto de variáveis aleatórias com uma certa distribuição conjunta. A

partir desta distribuição podemos inferir todas as propriedades desejadas.

Estamos interessados em dois problemas: de�nir propriedades relevantes de um processo

estacionário e estimar tais propriedades a partir de realizações coletadas.

Neste trabalho estamos interessados nos seguintes conceitos: estacionariedade, estabi-

lidade, média, covariância, representações lineares, representações espectrais e medidas de

dependência.

Por meio de medidas de dependência desejamos inferir, no caso de séries multivariadas,

como o comportamento de uma série depende das outras. Para isso, daremos destaque ao

estudo de métodos lineares multivariados e conceitos de dependência.

A motivação desta pesquisa é o estudo de sinais neurais eletro�siológicos, tendo como

características recorrentes:

• grande número de séries temporais (sinais) registradas simultâneamente,

• sinais de duração variada,

• estacionariedade apenas local,

• ausência de um modelo realista do processo gerador dos dados,

• propriedades relevantes no domínio da frequência,
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• interação desconhecida entre canais .

O estudo leva em consideração essas características.

O conceito de estacionariedade é importante para estudar sinais longos, com propriedades

possivelmente apenas locais. Modelos lineares são gerais o su�ciente para extrair caracte-

rísticas relevantes de um processo implícito desconhecido. Propriedades e dependência no

domínio da frequência explicitam características relevantes dos sinais e de suas interações

em diferentes faixas do espectro.

2.1 Séries temporais estacionárias

Séries temporais são interpretadas como um conjunto de variáveis, com distribuição con-

junta de�nida. Esta de�nição é excessivamente abrangente, de forma que não é possível

extrair propriedades gerais de interesse para toda série temporal.

Como o elemento especial neste conjunto de variáveis é o tempo, é razoável assumirmos

que a distribuição conjunta tem relação com o tempo. Uma propriedade que nos interessa,

sem a qual torna-se difícil seguir adiante, é a estacionariedade, na qual as propriedades

estatísticas não mudam com o tempo.

Em uma série temporal estacionária, quaisquer subconjuntos ordenados da série, com

mesmas relações temporais, terão mesma distribuição estatística. Numa série estacionária,

as variáveis x(1), x(2) e x(999) têm a mesma distribuição, e os seguintes conjuntos ordenados

também:

{x(−10), x(−9), x(−7)}, {x(1), x(2), x(4)}, {x(10), x(11), x(13)}. (2.3)

Uma série temporal é de�nida como estacionária de segunda ordem, ou estacionária

em sentido amplo, se sua média e função de autocovariância existem e não dependem do

tempo (dois primeiros momentos estacionários). Uma grande parte de processos estáveis na

natureza satisfazem essa propriedade.

Ao nos referirmos a séries estacionárias neste trabalho, será entendido estacionariedade

de segunda ordem.
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A função de autocovariância, com atraso τ , de uma série temporal x é de�nida por

Γx(t, τ) = Cov(x(t), x(t− τ)),∀t, τ ∈ Z. (2.4)

Em particular Γx(t, 0) = V ar(x(t)) = σ2
x e Γx(t, τ) = Γx(t,−τ).

Para uma série estacionária temos Γx(τ) = Γx(0, τ) = Γx(t, τ),∀t, τ ∈ Z, dependendo

apenas do atraso τ . Em todos resultados teóricos deste trabalho assumimos séries estacioná-

rias de segunda ordem, o que nos permite representar as séries por propriedades atemporais.

No caso de séries temporais multivariadas, uma série n-dimensional X é conjuntamente

estacionária se a matriz de autocovariância Cov(X(t), X(t− τ)) não depende de t, isto é,

ΓX(τ) = Cov(X(t), X(t− τ)) (2.5)

=


Cov(x1(t), x1(t− τ)) · · · Cov(x1(t), xn(t− τ))

...
. . .

...

Cov(xn(t), x1(t− τ)) · · · Cov(xn(t), xn(t− τ))

 , ∀t, τ ∈ Z.

A função de autocovariância pode ser utilizada para de�nir um processo estacionário de

segunda ordem, incluindo suas propriedades espectrais.

Daqui em diante consideraremos apenas o caso multivariado, com X(t) n-dimensional.

Simpli�caremos as análises considerando processos com média nula: X
′
(t) = X(t) −

E[X(t)]. Para dados �nitos, com N amostras no tempo, assumiremos a estimação usual para

a média: Ê[X(t)] = 1
N

∑N
t=1 X(t).

Observe que processos gaussianos, de�nidos por satisfazerem que qualquer subconjunto

da série tem distribuição normal multivariada, são completamente de�nidos por sua média

e covariância. Logo, séries estacionárias de segunda ordem gaussianas são estacionárias de

modo completo (estacionariedade de estatística de qualquer ordem).

2.2 Processos lineares

Neste momento desejamos inferir propriedades mais interessantes que estacionariedade e

primeiros momentos. Podemos lembrar que os dados que desejamos analisar estão na natu-
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reza, logo possivelmente re�etem relações causais entre elementos temporalmente próximos

da série.

Um exemplo simples é o processo estocástico de�nido por

X(t) = AX(t− 1) + ε(t), (2.6)

em que há uma relação determinística entre elementos sequenciais da série e uma elemento

estocástico ε(t).

Podemos considerar ε(t) como um ruído branco, que denota uma série estacionária de

média zero e autocovariância zero para atraso não nulo: Γε(τ) = 0,∀τ 6= 0. O ruído branco

não é correlacionado com seu passado (nem futuro), podendo ser interpretado nesse modelo

como uma inovação, que não pode ser explicada pelo passado de X(t).

A é uma matriz n× n, que indica a relação linear determinística de cada X(t) com seu

passado.

Supondo que X(t) seja 3-dimensional, podemos ilustrar as relações entre as séries unidi-

mensionais 
x1(t)

x2(t)

x3(t)

 =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




x1(t− 1)

x2(t− 1)

x3(t− 1)

+


ε1(t)

ε2(t)

ε3(t)

 . (2.7)

Temos, por exemplo, x1(t) = a11x1(t− 1) + a12x2(t− 1) + a13x3(t− 1) + ε1(t). O termo

a12 de�ne, na representação AR, como x2 in�uencia o futuro de x1. Isso ilustra como a

representação AR expõe relações lineares entre as séries que compõem a série multivariada.

De�niremos Σ = V ar(ε(t)). Em condições gerais, ε(t) pode não ser gaussiano, quando

essas representações decompõem o processo em relações lineares, mas elementos não corre-

lacionados não são necessariamente independentes. Neste caso, análises não lineares podem

revelar propriedades adicionais.

Estudaremos apenas representações lineares, sendo que inferência de relações não-lineares

não serão abordadas.

A motivação de (2.6) é que a série só dependa de seu passado imediato, somado a uma

variável não correlacionada. Essa classe de processos é conhecida como auto-regressiva de
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ordem 1, AR(1), ou processos de Markov lineares.

Observe que X(t) não tem relação direta com X(t− 2), apenas através de X(t− 1), ou

seja, Cov(X(t), X(t− 2)|X(t− 1)) = 0. Mas sem condicionar em X(t− 1), a correlação não

é nula.

Para calcular os momentos de X(t), devemos escrevê-lo em função das inovações, que

são os elementos com distribuição conhecida. Temos que

X(t) = ε(t) + Aε(t− 1) + A2ε(t− 2) + . . . =
+∞∑
k=0

Akε(t− k). (2.8)

Essa representação de X(t) em função das inovações passadas é denominada representa-

ção por médias móveis (MA), nesse caso de ordem in�nita.

Temos E[X(t)] = 0 e E[X(t)X(t)T ] =
∑+∞

k=0 A
kΣ(Ak)T .

Podemos reescrever (2.6) com o operador de atraso D (DkX(t) = X(t− k)),

X(t) = ADX(t) + ε(t) =⇒ (I − AD)X(t) = ε(t), (2.9)

em que I é a matriz identidade n× n. A representação por médias móveis se torna

X(t) =
+∞∑
k=0

AkDkε(t) = (I − AD)−1ε(t). (2.10)

A condição de estabilidade é de�nida como

det(Ā(z)) = det(I − Az) 6= 0, ∀|z| ≤ 1, (2.11)

ou para representação MA

det(H(z)) = det((I − Az)−1) 6= 0,∀|z| ≥ 1. (2.12)
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2.3 Representação auto-regressiva

Vimos um exemplo na seção anterior de um processo linear simples, em que um elemento

depende apenas do elemento anterior e de um termo de inovação, que não tem relação com

elementos passados.

Podemos gerar processos de ordens maiores AR(p), para qualquer p, em que um elemento

depende de p elementos passados,

X(t) =

p∑
k=1

AkX(t− k) + ε(t), (2.13)

tendo Cov(xi(t), xj(t− p− 1)|X(t− 1), X(t− 2), . . . X(t− p)) = 0, ∀i, j ∈ {1, . . . , n}.

O interessante é que processos dessa forma já podem representar séries temporais esta-

cionárias de forma satisfatória. Isso pode ser testado empiricamente, ajustando um modelo

AR(p) a dados reais e testando o ajuste. Adicionalmente podemos provar que, sob condições

gerais, esse processo pode representar qualquer processo estacionário, com qualquer grau de

aproximação.

Satisfeitas as condições de limitação, de�nidas à frente em (2.25), uma série temporal

estacionária X pode ser representada de forma única por AR de ordem in�nita (Priestley

(1994)),

X(t) =
∞∑
k=1

AkX(t− k) + ε(t), (2.14)

sendo que
∑∞

k=1 |Ak| < ∞.

Inversamente, uma série AR in�nita será estacionária se for estável,

det(Ā(D)) = det(I −
∞∑
k=1

AkD
k) 6= 0,∀|D| ≤ 1. (2.15)

Como uma série estacionária com representação AR satisfaz
∑∞

k=1 |Ak| < ∞, as matrizes

Ak convergem rapidamente para zero. Dessa forma podemos ignorar termos a partir de certo

k e ainda assim obter uma boa aproximação para o modelo.

Dada uma série AR, e a representação AR(p) dessa série com erro quadrático σ2(p)
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mínimo, temos a aproximação assintótica por erros quadráticos,

p → ∞ =⇒ |σ2(p)− σ2| → 0. (2.16)

Erro quadrático é a denominação para a variância da inovação no contexto de previsão

ótima de X(t) em função dos termos passados. Nesse caso, a inovação não é necessariamente

branca, pois a representação AR(p) é uma aproximação.

Este é um resultado importante, que torna o AR(p) uma representação su�cientemente

geral, e útil por ter número �nito de parâmetros.

Observe que ao representar um processo desconhecido em uma representação linear, por

exemplo AR, não a�rmamos que este seja seu processo gerador na natureza. Por exemplo, em

grande parte dos fenômenos estacionários reais, o processo gerador é contínuo e não-linear.

Mas com essa representação (discreta e linear) podemos estimar relações lineares que

podem ser úteis para uma análise exploratória do mecanismo e para calcular propriedades

implícitas de interesse, na ausência de conhecimento sobre o processo gerador real. Dife-

rentemente de modelos que necessitam especi�car parâmetros a priori, o AR(p) é uma útil

ferramenta exploratória para evidenciar relações entre séries com o mínimo de pressupostos.

2.4 Representação por médias móveis

Na representação de médias móveis, X(t) depende diretamente das inovações passadas, e

não dos valores passados de X(t). Igualmente ao AR(p), podemos de�nir MA(p), de ordem

p,

X(t) =

p∑
k=0

Hkε(t− k). (2.17)

Assim X(t) pode ser interpretado como um �ltro causal sobre um ruído branco.

Novamente temos o importante resultado de que, dadas as condições de limitação de�-

nidas em (2.25), toda série estacionária pode ser representada de forma única por médias

móveis de ordem in�nita (Priestley (1994)),

X(t) =
∞∑
k=0

Hkε(t− k), (2.18)
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em que H0 = I.

Observe que existe uma relação entre as representações AR e MA, se ambas existem,

dada por

(I −
∞∑
k=1

AkD
k)(

∞∑
k=0

DkHk) = I. (2.19)

Dada a existência da representação AR, sempre existirá a representação MA. Dada uma

representação MM, existirá a representação AR se H(D) for inversível.

De modo geral, um processo AR(p), de ordem �nita, terá representação MA de ordem

in�nita. E, inversamente, um processo MM(p), de ordem �nita, terá representação AR de

ordem in�nita.

Outra representação relevante é a mistura do AR e MA, chamado auto-regressivo de

médias móveis (ARMA), mas que em geral não possui representação única

X(t) =
∞∑
k=1

AkX(t− k) +
∞∑
k=0

Hkε(t− k). (2.20)

2.5 Representação espectral

A representação espectral é útil em várias situações por ser uma técnica conhecida para

revelar propriedades implícitas de funções e variáveis, especialmente propriedades de pe-

riodicidade. Também podemos representar séries estacionárias por suas propriedades na

frequência, sendo uma ferramenta para de�nir de forma única qualquer série estacionária e

compará-las entre si.

Adicionalmente, no caso de estudo em Neurociências, propriedades espectrais são centrais

na caracterização de estados cognitivos, codi�cação de informação e comunicação entre áreas.

Seja X(t) um processo estacionário, existe um processo estocástico contínuo ortogonal

Z(λ), no intervalo (−π, π), tal que (Priestley (1994))

X(t) =

∫ π

−π

eitλdZ(λ), ∀t ∈ Z, (2.21)

conhecida como transformada de Fourier-Stieltjes.

Neste caso, de�nimos a ortogonalidade por meio da covariância, sendo que para todos



2.5 REPRESENTAÇÃO ESPECTRAL 13

conjuntos S e T , tal que S ∩ T = ∅, Cov(Z(S), Z(T )) = 0. A igualdade é válida por média

quadrática.

Da mesma forma, podemos representar a função de autocovariância de um processo

estacionário espectralmente

Γ(τ) =

∫ π

−π

eiτλdF (λ), ∀τ ∈ Z, (2.22)

sendo F (λ) uma função de distribuição de probabilidades (logo, não-decrescente, F (−π) =

0, F (π) = 1), satisfazendo

V ar(dZ(λ)) = dF (λ). (2.23)

Se F (λ) é absolutamente contínua em relação à medida de Lebesgue, podemos de�nir a

densidade espectral f(λ) = ∂F (λ)
∂λ

.

Para X multivariado, f(λ) é uma matriz n× n, incluindo a densidade espectral de cada

série univariada e a denominada densidade espectral cruzada entre cada par. A densidade

espectral cruzada é a representação espectral da covariância entre duas séries. Por exemplo,

para X(t) 3-dimensional, temos

fX(λ) =


f11(λ) f12(λ) f13(λ)

f21(λ) f22(λ) f23(λ)

f31(λ) f32(λ) f33(λ)

 . (2.24)

A densidade espectral de séries com valores reais, como estudadas nesta dissertação, satis-

fazem as propriedades fij(λ) = fji(λ)
∗, fii(−λ) = fii(λ)

∗ e fij(λ) = Cov(dZxi
(λ), dZxj

(λ)).

Denotaremos livremente dZX(λ) por X(λ) e Cov(dZX(λ), dZY (λ)) por (X(λ)Y (λ)∗).

Ao apresentar as representações AR e MA, nos referimos a condições a serem satisfeitas

para sua existência. Agora podemos de�nir uma condição para uma série estacionária que

garante ambas representações.

Uma série estacionária n-variada X(t) satisfaz a condição de limitação se sua densidade

espectral fX satisfaz

c1In ≤ fX(λ) ≤ c2In, (2.25)
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para 0 < c1 < c2 < ∞ e quase todo λ ∈ [−π, π). Note que A ≤ B se A − B é negativa

semi-de�nida.

Na representação MA, vimos queX(t) pode ser representado como um �ltro (convolução)

sobre uma série de inovações (processo com elementos ortogonais). Em termos espectrais,

isso pode ser reescrito por

X(t) =

∫ π

−π

eitλH(λ)dZε(λ), (2.26)

com H(λ) sendo a transformada de Fourier de H(t), série formada pelas matrizes Hk na

representação MA, calculada por

H(λ) =
∞∑
k=0

Hke
ikλ. (2.27)

Referiremos à forma espectral da MA pela igualdade

X(λ) = H(λ)ε(λ). (2.28)

Essa relação justi�ca H(λ) ser conhecida como função de transferência.

De forma geral, podemos representar convoluções pela covariância da multiplicação es-

pectral, de onde tiramos a versão espectral da representação AR,

X(λ) = A(λ)X(λ) + ε(λ), (2.29)

em que A(λ) é a transformada de Fourier da série A(t), formada pelas matrizes Ak na

representação AR.

A relação entre representações MA e AR pode ser descrita pela igualdade:

H(λ) = Ā(λ)−1, (2.30)

em que Ā(λ) = I − A(λ), denominação utilizada doravante.

A existência das representações espectrais de A(t) e H(t) é garantida para séries estaci-

onárias satisfazendo a condição de limitação (2.25).
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2.6 Representação inversa

Uma representação adicional será de interesse, onde tanto o conhecimento do passado

quanto o futuro são descontados das séries. Denominaremos de representação inversa (tam-

bém garantida pela condição de limitação (2.25)),

X(t) =
∞∑
k=1

AkX(t− k) +
∞∑
k=1

BkX(t+ k) +W (t). (2.31)

Esta representação é interpretada como representação de X(t) parcializada pelo passado

e futuro de todas as séries.

Observe que neste caso, o processo não explicado W não é branco, não sendo equivalente

ao processo não explicado ε das representações AR e MA. O processo W , normalizado por

sua variância, V ar(W (0)), tem como matriz espectral a inversa da matriz espectral de X.

De�nimos então o espectro inverso de X por

g(λ) = fW (λ) = fX(λ)
−1, λ ∈ [−π, π) (2.32)

e o processo inverso associado a X,

iX(t) =
W (t)

V ar(W (0))
. (2.33)

O processo inverso está diretamente associado à parcialização de uma série por todas

as outras, retirando suas in�uências, como veremos adiante. Temos que o espectro parcial é

dado por

fii|xi(λ) = g−1
ii (λ), (2.34)

em que xi denota o conjunto de todas as séries, exceto xi. O espectro parcial cruzado é dado

por

fij|Xi,j(λ) = gij(λ). (2.35)

A representação MA de iX(t) está diretamente relacionada à representação AR (2.14)
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de X(t):

iX(t) =
∞∑
k=0

AT
k η(t+ k), (2.36)

com η(t) = Σ−1ε(t), relação que pode ser ilustrada pelo seguinte fato no plano espectral

fX(λ) = H(λ)ΣH(λ)H =⇒ fw(λ) = fx(λ)
−1 = ĀH(λ)Σ−1Ā(λ), (2.37)

em que (.)H denota a matriz hermitiana.



Capítulo 3

Medidas de dependência linear

Neste capítulo analisaremos diferentes formas de abordar a dependência entre séries tem-

porais. Apresentaremos diferentes medidas de dependência, discutindo os conceitos pressu-

postos por cada medida, suas formulações para séries temporais e as propriedades e limitações

de cada medida.

Em particular, séries temporais apresentam características temporais, o que justi�ca a

presença de conceitos e medidas de dependência baseadas em de�nições de causalidade e

precedência temporal.

No caso de séries multivariadas, com mais de duas séries, desejamos abordar a depen-

dência bivariada na presença de in�uência de outras variáveis, o que introduz o conceito de

parcialização.

Dados temporais provenientes de ativação cerebral são conhecidos por apresentarem pro-

priedades espectrais. Essa característica motivou o desenvolvimento na comunidade de neu-

rociências de medidas de dependência fundamentadas na representação espectral.

Faremos uso do seguinte modelo AR 5-dimensional para discutir as diferenças qualitativas

entre as medidas de dependência daqui em diante. O modelo é uma variação do exemplo 3

17
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de Baccalá e Sameshima (2001)



x1(t) = 0, 95
√
2x1(t− 1)− 0, 9025x1(t− 2) + e1(t)

x2(t) = 0, 5x2(t− 1) + e2(t)

x3(t) = −0, 4x1(t− 3) + e3(t)

x4(t) = −0, 5x1(t− 2) + 0, 8x2(t− 1) + 0, 25
√
2x4(t− 1) + 0, 25

√
2x5(t− 1) + e4(t)

x5(t) = −0, 25
√
2x4(t− 1) + 0, 25

√
2x5(t− 1) + e5(t)

(3.1)

com Σ = I5. Podemos representar as dependências diretas existentes neste modelo pelo grafo

direcionado da Figura 3.1. Cada vértice é uma série temporal, cada aresta representa uma

in�uência direcionada direta entre pares de séries.

1
3

2
4 5

Figura 3.1: Grafo direcionado que representa as dependências diretas do modelo AR de (3.1).

3.1 Dependência e correlação

A ideia de dependência está fundamentada na distribuição de probabilidade conjunta.

Duas variáveis aleatórias são (estatisticamente) dependentes se e somente se

P (X = x, Y = y) 6= P (X = x)P (Y = y) (3.2)

Essa de�nição exige o conhecimento da distribuição conjunta das séries, que em geral não

é conhecida ou não é satisfatoriamente estimável. Estatísticas mais simples, como momentos

de primeira e segunda ordem (de�nindo a média e covariância), são utilizadas para uma

de�nição de dependência mais fraca, porém amplamente aplicável.

Duas variáveis aleatórias A e B são correlacionadas se e somente se Cov(A,B) 6= 0. A
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correlação é o fundamento das medidas de dependência estudadas neste trabalho.

Observe que, no caso de variáveis gaussianas, os processos são totalmente de�nidos por

seus dois primeiros momentos. Neste caso as de�nições de dependência probabilística e cor-

relação se equivalem.

Para quanti�car a correlação entre duas variáveis, de�nimos o coe�ciente de correlação

de Pearson entre duas variáveis aleatórias,

ρ(A,B) =
Cov(A,B)

σAσB

, (3.3)

em que σX =
√

V ar(X). Esta medida satisfaz |ρ(A,B)| ≤ 1, sendo um índice para a força

da relação linear entre as duas variáveis. Para variáveis reais, ρ(A,B) assume tanto valores

positivos quanto negativos, indicando correlação positiva ou negativa.

De�nimos adicionalmente a correlação quadrática,

ρ2(A,B) = |ρ(A,B)|2, (3.4)

que é real e positiva, satisfazendo 0 ≤ ρ2(A,B) ≤ 1.

Neste trabalho iremos analisar medidas quadráticas, baseadas em ρ2(A,B). Embora se

perca informação sobre o sinal da relação, a correlação quadrática é útil por quanti�car a

proporção da variância de A explicada linearmente por B,

V ar

(
A− Cov(A,B)

V ar(B)
B

)
= (1− ρ2(A,B))V ar(A). (3.5)

3.2 Coerência Espectral

Para séries estacionárias, podemos de�nir suas estatísticas independentemente do tempo,

permitindo de�nições de dependência e correlação.

Duas séries estacionárias, X e Y , são não-correlacionadas se e somente se

Cov(X(t), Y (t− τ)) = 0,∀τ ∈ Z. (3.6)
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Na representação MA, a matriz de covariância pode ser calculada por

Γ(τ) = Cov(
∞∑
k=0

Hkε(t− k),
∞∑
k=0

Hkε(t− τ − k)) =
∞∑
k=0

Hk+τΣH
T
k , (3.7)

em que Σ = Cov(ε(t)).

Como vimos em (2.5), a covariância Γ tem sua decomposição em frequência fX(λ), a

partir da qual de�nimos uma medida de dependência na frequência,

Cohij(λ) =
|fij(λ)|2

fii(λ)fjj(λ)
, (3.8)

denominada coerência espectral. A coerência espectral é simétrica e normalizada entre 0 e

1 e, com índices iguais, é trivialmente igual a 1.

Como fij = Cov(dZxi
, dZxj

), observamos a importante relação

Cohij(λ) =
|Cov(dZxi

, dZxj
)|2

V ar(dZxi
, dZxi

)V ar(dZxj
, dZxj

)
= ρ2(dZxi

, dZxj
), (3.9)

implicando que a coerência é a correlação quadrática entre as componentes espectrais de

cada sinal, justi�cando ser interpretada como acoplamento linear entre as suas séries em

cada frequência.

Na representação MA, fij é calculada por

fij = xi(λ)xj(λ)
∗ = hiΣh

H
j , (3.10)

em que hi denota a i-ésima linha de H(λ). Calculamos então a coerência espectral,

Cohij(λ) =
|hiΣh

H
j |2

(hiΣhH
i )(hjΣhH

j )
. (3.11)

A coerência espectral e a correlação são medidas amplamente aplicadas, principalmente

por sua interpretação intuitiva como acoplamento linear entre variáveis.

Uma limitação óbvia destas medidas é supor relações lineares, de forma que relações não-

lineares não serão apropriadamente quanti�cadas. Como neste trabalho não iremos analisar
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medidas não-lineares, essa limitação estará presente em todas as medidas apresentadas.

A Figura 3.2 mostra o grafo correspondente às coerências espectrais não-nulas entre as

séries para o modelo (3.1). Observe como todo par de séries que tem alguma in�uência

comum, mesmo que indireta, possui coerência espectral não nula.

1
3

2
4 5

Figura 3.2: Grafo representa as coerências espectrais não nulas para o modelo (3.1). Dependências

não existentes diretamente no modelo gerador estão em cinza.

A coerência espectral apresenta uma limitação adicional por não considerar a in�uência

de outras variáveis. Tampouco permitem extrair conclusões sobre a direcionalidade da in-

�uência. O grafo direcionado mostrado na Figura 3.3 ilustra como uma variável oculta pode

criar correlação entre duas variáveis sem que exista in�uência direta. Os vértices representam

variáveis (possivelmente séries temporais) e as arestas, a dependência bivariada.

A

C

B

Figura 3.3: A variável oculta C in�uencia ambas as variáveis A e B. Ao considerar apenas a depen-

dência entre A e B, desconsiderando a variável oculta C, haverá uma correlação não correspondente

a uma interação direta no processo real.

Esse problema, conhecido como variável oculta, é recorrente no estudo de causalidade e

em geral não pode ser evitado, a não ser por uma melhor inspeção do modelo suposto.

No caso em que se têm as medidas de três variáveis, podemos evidenciar que a correlação

é espúria com a probabilidade condicional, como discutido a seguir.
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3.3 Coerência Parcial

A coerência espectral e a correlação se baseiam na dependência linear entre duas variáveis.

Na presença de variáveis adicionais, é possível que conclusões incorretas sejam obtidas, pois

a dependência pode ser resultado de uma terceira variável in�uenciando a ambas.

A probabilidade condicional pode ser utilizada para eliminar a in�uência da outra variá-

vel. De�nimos que X e Y são independentes, condicionadas a Z, se P (X = x, Y = y|Z =

z) = P (X = x|Z = z)P (Y = y|Z = z).

No contexto de relações lineares, podemos imaginar um exemplo em queX e Y dependem

linearmente de Z:  X = aZ + t

Y = bZ + u
(3.12)

em que Cov(t, u) = Cov(Z, t) = Cov(Z, u) = 0. Temos que Cov(X, Y ) = abV ar(Z), mas

Cov(X − aZ, Y − bZ) = 0.

De�nimos a covariância linearmente parcial,

Cov(X,Y |Z) = Cov(X − Cov(X,Z)

V ar(Z)
Z, Y − Cov(Y, Z)

V ar(Z)
Z), (3.13)

e o correspondente coe�ciente de correlação parcial,

ρ(A,B|C) =
Cov(A,B|C)√

V ar(A|C)V ar(B|C)
. (3.14)

Para séries estacionárias, torna-se relevante a representação inversa, de�nida em (2.31),

que retira a dependência linear de X(t) do passado e futuro das séries. A partir da de�nição

(2.32) de g(λ), espectro do processo inverso iX, de�nimos fii|Xi e fij|Xi,j , os espectros e

espectros cruzados das séries parcializadas, satisfazendo as seguintes relações

fii|Xi(λ) = g−1
ii (λ) = fii(λ)− fxiXi(λ)fXi(λ)−1fXixi

(λ) (3.15)

e

fij|Xi,j(λ) = gij(λ) = fij(λ)− fxiXi,j(λ)fXi,j(λ)−1fXi,jxi
(λ). (3.16)
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Denominaremos a coerência espectral baseada no espectro inverso iX de coerência parcial

(PC),

PCij(λ) =
|gij(λ)|2

gii(λ)gjj(λ)
, (3.17)

que na representação AR pode ser de�nida por

PCij(λ) =
|aHi Σ−1aj|2

(aHi Σ
−1ai)(aHj Σ

−1aj)
, (3.18)

em que ai denota a i-ésima coluna de Ā(λ). Assim como a coerência espectral, a coerência

parcial é simétrica. A coerência parcial com índices iguais, PCii, é trivialmente igual a 1.

Pela sua de�nição, podemos interpretar a coerência parcial como uma medida de corre-

lação para o processo inverso iX,

PCij(λ) =
|Cov(dZixi

, dZixj
)|2

V ar(dZixi
, dZixi

)V ar(dZixj
, dZixj

)
= ρ2(dZixi

, dZixj
). (3.19)

A coerência parcial tem a importante propriedade de retirar in�uências do passado de

outras séries. O grafo de dependências no modelo (3.1) para a coerência parcial é mostrado

na Figura 3.4. Observe que a coerência parcial entre x3 e x4 é nula, pois a coerência espec-

tral entre estes, devido à in�uência comum x1, é subtraída. Este tipo de situação justi�ca

argumentos em favor de sua utilização em vez da coerência espectral em dados multivariados.

1
3

2
4 5

Figura 3.4: Grafo representa as coerências parciais não nulas para o modelo (3.1). Note a depen-

dência entre 1 e 2, não existente no grafo de coerências.

Entretanto esse argumento não é inteiramente convincente. Ao nos referirmos à coerência

parcial, dissemos que esta retira a in�uência das outras séries (parcialização). O detalhe

importante é que ela retira in�uência do passado, mas também do futuro. Assim mesmo
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que duas séries não tenham correlação nenhuma, a coerência parcial pode ser positiva, pois

ambas in�uenciam uma mesma terceira série no futuro.

Na Figura 3.4, essa correlação espúria é ilustrada pela existência da coerência parcial

entre x1 e x2. Ambas as séries são não correlacionadas e sem nenhuma relação causal, mas

apresentam coerência parcial por ambas in�uenciarem a série x4. O mesmo ocorre com os

pares (x1, x5) e (x2, x5), pois estes in�uenciam x4.

Esses exemplos ilustram como o uso da coerência parcial, aplicada sem conhecimento do

processo gerador, fará inserir dependências não existentes na coerência espectral. Esse é o

efeito oposto ao esperado de retirar dependências não relativas a relações causais.

Esta propriedade limita sua utilidade para situações em que não se tem informação a

priori sobre a direcionalidade das dependências.

Para tentar contornar esta limitação, necessitamos de uma medida que tenha parcializa-

ção apenas em relação ao passado das séries.

3.4 Conceitos de Causalidade

Introduziremos medidas que considerem a ordem temporal, motivados pela suposição

de que os dados foram gerados por modelos causais, em que o estado presente depende do

passado. Para isso, torna-se necessário ter de�nições de causalidade que fundamentem as

interpretações.

Adotam-se diversas de�nições de causalidade nas ciências, sem um consenso universal,

gerando debates em áreas como �loso�a, física, direito, saúde, ciências sociais e metodologia

cientí�ca. Pearl (2000) traz uma extensa análise de modelos e inferências de causalidade.

Muitos argumentos teóricos envolvem condições de necessidade e su�ciência (B só acon-

tece se A ocorrer), que são muito restritivos, de forma que temos interesse na interpretação

que utiliza condicionalidade probabilística.

Entre propriedades esperadas para determinação de causalidade de A em B, podemos

citar algumas, estreitamente relacionadas entre si:

1. Ação direta de A em B dado o modelo assumido: bola de bilhar encosta em outra bola

de bilhar, causando seu movimento, segundo modelo de física de corpos rígidos.
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2. Condicionalidade do estado de B em relação ao estado de A: a probabilidade de ter

câncer de pulmão é maior se fumar.

3. Mudanças em A acompanham mudanças em B: emissão de gases poluentes na atmos-

fera acompanha aumento da temperatura global.

4. Mudanças em A precedem temporalmente (prevêm) mudanças em B: diminuição do

desemprego aumenta índice de bem estar.

5. Possibilidade de manipulação do estado de A e simultânea medição do estado de B, a

�m de comprovar a dependência.

Vemos como o conceito de causalidade pode ser aplicado a diversas situações, muito

distintas entre si, o que di�culta de�nições universais. Observe que o item 3 tem relação com

o conceito de correlação, de forma que sozinho, não é possível inferir se A in�uencia B ou

B que in�uencia A, a menos que um modelo plausível seja assumido. É muito comum uso

inadequado dos termos, referindo-se à causalidade no lugar da correlação, sem explicitar um

modelo plausível para justi�cação.

3.4.1 Causalidade de Granger

Para séries temporais, a representação AR sugere relações causais, pois eventos do pre-

sente dependem deterministicamente de eventos do passado. Por exemplo, considere um

processo bivariado AR(1):

 x1(t) = 0, 5x1(t− 1) + 0, 3x2(t− 1) + ε1(t)

x2(t) = 0, 4x2(t− 1) + ε2(t),
(3.20)

com Σ = I2.

Vemos que nesta representação x1 depende de valores do passado de x2, mas x2 depende

apenas do seu próprio passado e não depende de valores do passado de x1. Essas propriedades

assimétricas inspiraram a de�nição de uma causalidade operacional, introduzida por Granger

(1969), por isso conhecida por causalidade de Granger (GC ).
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A causalidade de Granger se inspira na previsão e ordem temporal. Para duas séries

temporais x(t) e y(t), x(t) Granger-causa y(t) se o conhecimento dos valores passados de

x(t) melhoram a predição do valor presente de y(t), isto é,

V ar(y(t)|xt−, yt−) < V ar(y(t)|yt−) ⇒ (x(t)
GC−−→ y(t)). (3.21)

Nesta de�nição, a variância da previsão de y(t) é menor quando, além dos valores passados

de y(t) (descrito por yt−), usa-se informação do passado de x(t) (xt−).

Note que a causalidade de Granger não é recíproca, o que �ca claramente ilustrado no

exemplo (3.20), evidenciando sua interpretação como uma relação direcionada.

Esta de�nição desconsidera um modelo implícito às séries. Exige apenas uma ordem

temporal e condicionalidade, de forma que os valores passados de um in�uenciem na previsão

do valor presente de outro.

Em relação às características de um modelo causal citadas anteriormente, estaria inspi-

rada nos itens 2) e 4). Não assume itens 1) e 5) (ação direta e possibilidade de intervenção),

sendo útil para casos em que não se assume um conhecimento do processo gerador, e lida-se

com dados já coletados �xos, não passíveis de manipulação.

O conceito de causalidade de Granger pode ser aplicado imediatamente ao modelo AR,

pois as relações lineares utilizam dados passados para reduzir a variância do componente

estocástico do presente. Isso equivale a minimizar o erro quadrático (variância) do preditor

linear do valor presente.

No exemplo (3.20), temos que a12 6= 0. No caso de não termos conhecimento sobre o

passado de x2, é equivalente a modelarmos x1 de forma univariada, ou seja, com a12 = 0,

x1(t) = b1x1(t− 1) + b2x1(t− 2) + ...+ ν1(t). (3.22)

É sabido que o modelo original é equivalente ao melhor preditor de x1, tendo σ11 mínimo.

Teremos que V ar(ν1) > V ar(ε1), o que satisfaz a condição para causalidade de Granger,

concluindo que x2 Granger-causa x1.

No entanto x2 depende apenas de seu próprio passado (x
t−
2 ), de forma que, condicionado a

xt−
2 , não é correlacionado ao passado de x1. Teremos que V ar(y(t)|xt−, yt−) = V ar(y(t)|yt−),
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não havendo causalidade de Granger, x1 6→GC x2.

3.4.2 Causalidade de Granger condicionada

Para um modelo com mais de duas séries necessitamos de maior cuidado. Como discutido

anteriormente, é possível que a suposta causalidade seja devida a uma terceira variável oculta.

No caso da GC, devemos incluir o conhecimento de todas séries do sistema, o que em nossa

interpretação probabilística implica calcular relações condicionadas ao passado de todas as

séries.

Dadas n séries temporais, x1(t), x2(t), ..., xn(t), expandimos o conceito de GC para

V ar(xi(t)|X t−) < V ar(xi(t)|X t−\xt−
j ) ⇒ (xj(t)

GC−−→ xi(t)), (3.23)

em que X t− é o passado de todas as n séries. Assim, o conhecimento de xt−
j , quando acres-

centado ao conhecimento dos valores passados de todas as outras séries, ajuda na previsão

de x1(t).

Esta de�nição é um caso particular da de�nição geral de GC,

V ar(xi(t)|Ωt−) < V ar(xi(t)|Ωt−\xt−
j ) ⇒ (xj(t)

GC−−→ xi(t)), (3.24)

em que Ωt− representa toda informação disponível do universo sobre o passado. Como no

nosso caso temos apenas a informações de nossas séries, contentamo-nos com a de�nição

(3.23).

Para nossa representação AR multivariada, novamente temos uma interpretação direta de

causalidade de Granger. Como a representação AR já considera todas as séries, se (Ak)ij = 0

para todo k, quer dizer que xi(t) não é correlacionado a xj(t−k), para todo k, condicionado

ao passado das outras séries.

É importante notar como o condicionamento é em relação apenas ao passado das séries,

diferentemente da coerência parcial.

Inversamente, se (Ak)ij 6= 0, para algum k, se representarmos as séries por um modelo

reduzido, sem a série xj, teremos uma variância maior no erro de predição de xi.
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De�nimos então a causalidade de Granger para representações AR como

∃k ∈ Z+, (Ak)ij 6= 0 ⇔ (xj(t)
GC−−→ xi(t)). (3.25)

O conceito de causalidade de Granger para AR satisfaz o primeiro quesito de causalidade

listado anteriormente, pois de acordo com o modelo assumido (AR), há relação direta entre

os processos. Mas, mais rigorosamente, sabemos que o modelo assumido pode não ter relação

com o processo real, de forma que interpretações devem ser feitas com cautela.

A causalidade de Granger se mostra então uma de�nição útil, pois respeita condiciona-

lidade, temporalidade e ação direta na representação AR.

No caso do estudo de �siologia do cérebro, é extremamente difícil de�nir um conceito de

causalidade entre os sinais neurais. Além de ser uma rede complexa de numerosos neurônios

interconectados, têm-se em geral apenas informações de parte deles e muitas vezes de forma

indireta. Resultados devem ser interpretados com precaução e pensados como uma evidência

exploratória.

De todo modo, qualquer outro método de análise irá sofrer dos mesmos problemas, não

sendo uma característica própria deste conceito ou das representações lineares. Assim sendo,

considera-se que o conceito de causalidade é útil, e até necessário, para substituir análises

fundamentadas em correlações, que não consideram relações temporais.

3.4.3 Causalidade indireta de Akaike

Iniciamos aqui uma discussão sobre de�nições alternativas de causalidade.

A questão central é diferença entre ação direta e indireta. Suponha um modelo de três

séries (Figura 3.5), em que x3 in�uencia x2, que por sua vez incluencia x1. Podemos a�rmar

que x3 causa x1?

3 2 1

?

Figura 3.5: Causalidade indireta e direta. De�nição de causalidade deve de�nir se há causalidade

de 3 para 1.
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Essa é uma pergunta conceitual, e dependerá apenas da de�nição de causalidade esco-

lhida. A de�nição de causalidade de Granger estabelece que devemos condicionar a relação

de x3 e x1 a x2. Dessa forma não haverá GC de x3 para x1. Isso está relacionado à ação

direta, assim mesmo que a in�uência de x3 altere o futuro de x1, será de forma indireta,

através de x2.

Uma de�nição alternativa, que de�ne causalidade indireta, surge ao analisarmos a repre-

sentação MA. Suponha o modelo simples com representação AR:


x1(t) = x2(t− 1) + ε1(t)

x2(t) = x3(t− 1) + ε2(t)

x3(t) = ε3(t).

(3.26)

Claramente ele satisfaz o grafo de causalidade da Figura 3.5. Teremos a seguinte repre-

sentação MA correspondente:


x1(t) = ε1(t) + ε2(t− 1) + ε3(t− 2)

x2(t) = ε2(t) + ε3(t− 1)

x3(t) = ε3(t).

(3.27)

Na representação MA, temos a dependência sobre inovações passadas de série. Nesta

perspectiva, sabemos a origem de cada alteração nas variáveis. No sentido de causalidade

que aceita ações indiretas, de forma a saber a origem das alterações, deveríamos a�rmar que

x3 causa x1, pois uma alteração em x3 irá in�uenciar x1.

Esta de�nição está relacionada à resposta ao impulso da função de transferência de xi

para xj, e iremos denominá-la causalidade de Akaike (AC), por ter relação com a medida

de�nida em Akaike (1968) como contribuição relativa em potência. Hosoya (2001) sugeriu

esta alternativa como o conceito recomendado para de�nir dependências. Um argumento é

exposto a seguir.

Considere o seguinte modelo, sugerido por Hosoya (2001) e comentado por Takahashi
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(2008), com a representação AR dada por


X(t) = −0, 25Y (t− 2) + 0, 5Z(t− 1) + ε(t)

Y (t) = ξ(t)

Z(t) = 0, 5Y (t− 1) + ν(t)

(3.28)

e representação MA por 
X(t) = ε(t) + 0, 5ν(t)

Y (t) = ξ(t)

Z(t) = ν(t) + 0, 5ξ(t).

(3.29)

Observamos a peculiar situação em que, embora Y tenha ação direta em X (causalidade

de Granger), não há causalidade de Akaike. A ação das inovações de Y sobre X são canceladas

com a ação indireta através de Z, assim X e Y são não correlacionados. Logo um impulso

em Y (εY ) não tem in�uência sobre X.

Hosoya argumenta que esse caso torna a causalidade de Granger falha, pois identi�ca

uma causalidade que não ocorre. Como foi notado em Takahashi (2008), a diferença não

está na representação AR ou MA, mas na escolha do condicionamento. Assim a causalidade

de Granger estuda a relação de X(t) e o passado de Y(t), condicionado ao passado de

Z(t), enquanto a causalidade de Akaike estuda a relação de X(t) e a inovação ξ(t), sem

condicionamento a outras séries.

Como argumento adicional, este exemplo de Hosoya é um caso extremamente particular, e

em geral a causalidade de Granger implica a causalidade de Akaike. Nesse modelo particular,

há relação indireta de Y para X, mas não há AC, assim formalmente a de�nição de AC é

da correlação entre uma série e a inovação de outra. Em geral, relações indiretas (e diretas)

implicam a presença de AC.

Podemos de�nir a causalidade de Akaike, para uma representação MA, como

∃k ∈ Zk, (Hk)ij 6= 0 ⇔ (xj(t)
AC−−→ xi(t)). (3.30)

Baseadas na de�nição de GC e AC, diversas medidas de in�uência causal foram de�nidas,

com muitas controvérsias sobre qual seria a medida que estaria mais de acordo com a de�ni-
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ção de causalidade; e circularmente qual seria a melhor de�nição de causalidade. Takahashi

(2008) estuda o fundamento dessas medidas e a surpreendente relação com medidas de cor-

relação e informação mútua.

3.5 Coerência Direcionada

A causalidade de Akaike motiva uma medida de dependência direcionada, que relacione

uma série à inovação de outra. Podemos de�nir uma medida como a correlação entre essas

duas quantidades, ou seja, ρ2(dZxi
(λ), dZεj(λ)).

Apesar de ser uma medida válida, observamos que, se existe correlação entre as inovações

(Σ não diagonal), por exemplo entre εj e εk (σjk 6= 0), essa medida estará considerando uma

correlação que está presente também em ρ2(dZxi
(λ), dZεk(λ)). Isso motiva uma parcialização

da inovação εj pelas outras inovações, que denotaremos ηj. Calculamos que

V ar(ηj(t)) = V ar(εj(t)|εj(t)) = σjj − Cov(εjε
j)V ar(εj)−1Cov(εjεj). (3.31)

Observe que ηj(t) = εj(t) para Σ diagonal.

De�nimos assim a coerência direcionada (DC) como

DCij(λ) = ρ2(dZxi
(λ), dZηj(λ)). (3.32)

Notamos na representação MA que o espectro de xi é uma função linear das inovações,

xi(λ) = hi1(λ)ε1(λ) + hi2(λ)ε2(λ) + . . .+ hin(λ)εn(λ), (3.33)

o que implica

DCij(λ) =
|hij|2V ar(ηj)

fxi

=
|hij|2V ar(ηj)

hiΣhH
i

. (3.34)

Na decomposição acima, �ca clara a interpretação de DC como proporção do espectro

de xi explicada exclusivamente por εj, sendo hij a função de transferência entre as duas

variáveis. Essa decomposição motiva de�nições de medidas alternativas.
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Podemos decompor fii(λ) = XX∗ em

fii(λ) = |hi1|2σ11 + |hi2|2σ22 + . . .+ |hin|2σnn +
∑
j 6=k

hijh
∗
ikσjk. (3.35)

Vemos nessa decomposição como o termo |hij|2σjj é a contribuição de εj, desconsiderando

sua interação com a contribuição de outras inovações. Podemos assim de�nir a transferência

direcionada espectral (SDT), sendo a contribuição em potência espectral, normalizada por

todas contribuições,

SDTij(λ) =
|hij|2σjj∑
k |hik|2σkk

. (3.36)

Outra medida espectral para séries multivariadas, relacionada à causalidade de Akaike,

foi apresentada por Kaminski e Blinowska (1991) como função de transferência direcionada

quadrática (DTF),

DTFij(λ) =
hij

hihH
i

. (3.37)

A DTF equivale à DC quando Σ = kIn, k ∈ R. Apesar de evitar consideração sobre a

correlação entre inovações, é sensível à diferença de escala entre as séries por não considerar

Σ.

A DTF e SDT têm a propriedade de serem normalizadas pelo espectro do in�uenciado

xi, satisfazendo
∑

j DTFij = 1 e
∑

j SDTij = 1.

Podemos ver a DC como uma decomposição da coerência espectral em duas direções,

evidenciada pela representação MA. Considerando Σ diagonal, e a coerência espectral e DC

não-quadráticas, temos

Cohij =
fij√
fiifjj

=
hi

√
Σ√

fii

√
ΣhH

j√
fjj

= DCi DCH
j , (3.38)

em que DCi = [DCi1DCi2 . . . DCin].

Todas essas medidas, DC, SDT e DTF, têm correspondência com a causalidade de Akaike,

tendo a existência de dependência condicionada ao termo hij. Essas medidas detectam depen-

dência direcionadas indiretas, de forma que o grafo para a DTF para o modelo de referência

(3.1) é mostrado na Figura 3.6. Observe como a in�uência indireta entre de x1 para x4 e
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x2 para x4 são detectadas. Em comparação com a coerência espectral, correlações devido à

in�uência comum, como entre x3 e x4, são nulas.

A medida para índice iguais (p.ex. DCii) é a proporção explicada pela própria inovação.

1
3

2
4 5

Figura 3.6: Grafo representa as coerências direcionadas não nulas para o modelo (3.1).

3.6 Coerência Parcial Direcionada

Podemos de�nir uma medida semelhante à coerência direcionada para o conceito de

causalidade de Granger. De modo análogo, iremos de�nir a depedência entre as séries

parcializadas, derivadas do processo inverso iX, e sua inovação ν(t) = Σ−1ε(t), parciali-

zada pelas outras inovações. De�nimos assim a coerência parcial direcionada informacional

(Takahashi et al. (2010)),

iPDCij(λ) = ρ2(dZixi
, dZiηj), (3.39)

em que iηj é a inovação parcializada do processo inverso. Temos que V ar(iηj) = σ−1
jj

(Takahashi (2008)) e que o espectro inverso é o inverso do espectro parcializado, gi(λ) =

f−1
ii|xi(λ).

Dada a relação entre a representação AR de X e a MA de iX (2.36), concluímos que

iPDCij(λ) =
|aij|2σ−1

jj

gii(λ)
=

|aij|2σ−1
ii

aHj Σ
−1aj

, (3.40)

em que aj é a j-ésima coluna de Ā(λ). A denominação informacional é usada para diferenciar

da PDC originalmente proposta, e se justi�ca pelo fato de, sendo uma relação de correlação

ρ, tem uma justi�cativa na Teoria da Informação quando as séries são gaussianas (Takahashi

(2008)).
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Novamente, temos de�nições alternativas na literatura, incluindo a PDC originalmente

proposto (Baccalá e Sameshima (2001)),

PDCij =
|aij|2

aHj aj
, (3.41)

e a PDC generalizada (gPDC), que utiliza apenas a diagonal de Σ (Baccala et al. (2007)),

gPDCij =
|aij|2σ−1

ii

aHj Σ
−1
d aj

, (3.42)

em que Σ−1
d = (Σ�In)

−1, sendo a inversa da diagonal da matriz de covariâncias.� representa

o produto de Hadamard.

Tanto PDC quanto gPDC satisfazem
∑

i PDCij = 1. Observe que a normalização do

PDC é pela série fonte xj, diferentemente das medidas DC e DTF. iPDC pode ser interpre-

tada como o acoplamento linear direto entre as séries (termo aij), normalizado por todos

acoplamentos que têm xj como fonte.

Assim como a DTF, a PDC original é sensível a mudanças de escala entre as séries, o

que motivou a de�nição da gPDC em Baccala et al. (2007).

A medida para índices iguais (p.ex. PDCii) é a proporção do espectro inverso não expli-

cada pelas outras séries.

A PDC, em todas suas formulações, detecta dependência baseada em aij, de forma que

tem correspondência direta com a causalidade de Granger. Essas medidas detectam depen-

dência direcionadas diretas, de forma que o grafo para a PDC para o modelo de referência

(3.1) é mostrado na Figura 3.7. As dependências detectadas pelo PDC são as mesmas que as

representadas na descrição original do modelo (Figura 3.1). Isso é imediato, pois assumimos

o modelo AR como modelo gerador.

A PDC pode ser interpretada como uma decomposição em duas direções da coerência

parcial, em suas representações não quadráticas. Para a PDC informacional, com Σ diagonal,

temos

PCij =
gij√
giigjj

=
aHj

√
Σ−1

√
gjj

√
Σ−1ai√
gii

= iPDCj iPDCH
i , (3.43)

em que iPDCj = [iPDC1jiPDC2j . . . iPDCnj].
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1
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Figura 3.7: Grafo representa as coerências parciais direcionadas não nulas para o modelo (3.1).

As relações de dependências são as mesmas que as dependências diretas no processo gerador.

Na literatura há a discussão sobre a relação entre causalidades de Granger e de Akaike, e

em particular sobre qual das medidas, PDC ou DTF, seria a mais apropriada para aplicações

em neurociências.

Para sistemas de apenas duas variáveis, em que não há parcialização por outras séries,

as duas de�nições são equivalentes, valendo

n = 2 =⇒ iPDCij = DCij. (3.44)

Por apresentarem fundamento em de�nições de causalidade diferentes, nenhuma é incor-

reta, sendo alternativas dependendo do que se deseja inferir. A normalização diferenciada

(por fonte ou alvo) torna seus valores bastante distintos.

Desconsiderando a diferença de normalização, a PDC se mostra uma medida mais útil em

comparação ao DTF por detectar apenas as dependências diretas, juntando as características

de direcionalidade e parcialização. Mesmo contendo a mesma informação, a PDC apresenta

as dependências de forma mais explícita, para imediata interpretação.

No estudo funcional do cérebro, por exemplo, é possível imaginar que todas áreas apre-

sentem conexões indiretas com todas outras, tornando a existência de causalidade de Akaike

trivial, logo irrelevante. A PDC pode inferir evidências de regiões que têm conexão direta,

podendo ser a evidência funcional correspondente a conexões estruturais.

Para a PDC detectar dependências diretas, assumimos que o modelo AR de fato é um

bom modelo para o processo gerador das séries. Mas a mesma condição vale para o DTF

e todas outras medidas lineares deste trabalho, não sendo um argumento diferencial nesta
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comparação.

3.6.1 Transferência Parcial Direcionada

A PDC apresenta propriedades de parcialidade e direcionalidade, tendo condições de

existência equivalente à existência da causalidade de Granger. Essas propriedades sustentam

a PDC como a medida linear, entre as apresentadas, com maior informação sobre a estrutura

geradora do processo.

A PDC pode ser vista como decomposição da coerência parcial, que retira a in�uência

do passado e futuro das outras séries na equação (3.43). Essa decomposição fundamenta a

normalização pela fonte xj. Essa normalização gera casos em que a medida pode contrariar

a expectativa e causar problemas de interpretação sobre o valor quantitativo da PDC.

Considere o seguinte processo AR:


x1(t) = 0, 5x1(t− 1) + 1, 0x2(t− 1) + ε1(t)

x2(t) = ε2(t)

x3(t) = βx2(t− 1) + ε3(t)

(3.45)

com Σ = I3.

Observamos como x2 tem grande in�uência sobre x1. Podemos quanti�car esse fato pela

coerência direcionada, que mede a proporção do espectro de x1 explicada pela inovação ε2,

calculando DC12(λ = 0) = 0, 5. Para β = 0, a PDC será equivalente, PDC12(λ = 0) = 0, 5.

No entanto, ao introduzirmos uma interação de x2 para x3, poderíamos esperar que a

dependência entre x1 e x2 não fosse alterada. Por exemplo, x3 pode ser uma segunda medição,

com ampli�cação e atraso, do sinal x2. Mas para β = 10, temos PDC12(0) < 0, 01, podendo

ser interpretada como conexão espúria.

Notamos que, com o auxílio das estatísticas calculadas adiante, pode-se inferir que

PDC12(0) é estatisticamente signi�cativa em qualquer dos casos. Mas seu valor baixo pode

di�cultar a interpretação acerca da força de dependência.

Com essa motivação, introduzimos aqui uma nova medida de dependência. Desejamos

preservar a parcialização e direcionalidade, condicionando a dependência nos termos aij.



3.6 COERÊNCIA PARCIAL DIRECIONADA 37

Por outro lado, desejamos ser possível uma normalização pelo alvo da dependência, com a

interpretação como proporção do espectro explicado pela dependência.

Temos a decomposição espectral de x1(t) na representação AR

xi(λ) = ai1x1(λ) + ai2x2(λ) + . . .+ ainxn(λ) + εi(λ), (3.46)

da qual podemos calcular sua densidade espectral

fii(λ) = xix
∗
i = |ai1|2f11+|ai2|2f22+. . .+|ain|2fnn+σii+

∑
j 6=k

aija
∗
ikfjk+

∑
j

(εia
∗
ijx

∗
j + aijxjε

∗
i ).

(3.47)

As duas somas ao �nal consideram as interações entre as séries, e entre séries e a inovação,

que estão in�uenciando xi. O mesmo efeito ocorre na decomposição do espectro em termo de

inovações na representação MA na expressão (3.35), quando há correlação entre as inovações.

Considerando apenas o que é transmitido em potência espectral por xj para xi, antes de

sua interação com as outras séries, de�nimos a transferência parcial direcionada (PDT),

PDTij =
|aij|2fjj∑

k |aik|2fkk + σii

, (3.48)

observando que aij é a representação espectral da sequência (Ak)ij, para k > 0, desconside-

rando a matriz A0 = I, presente na de�nição da PC e PDC.

Por completeza, de�niremos a contribuição instantânea da inovação como transferência

parcial instantânea: IPT = σii∑
k |aik|2fkk+σii

. A PDT satisfaz
∑

j PDTij + IPTi = 1.

A PDT pode ser interpretada como potência espectral medida no canal de transmissão

de xj para xi, normalizada por todas transmissões. A PDT é normalizada pelo alvo e não

tem o mesmo efeito que a PDC no modelo acima, em que PDT12(0) = 0.25 para qualquer

β.

Para índices iguais (PDTii), a PDT releva a potência espectral do sinal de realimentação

de xi.

Tendo interpretação como potência espetral transmitida, sua versão sem normalização

pode ser útil quando se deseja saber a transmissão total, sem depender das outras transmis-
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sões. De�nimos a transferência parcial direcionada total (TPDT),

TPDTij = |aij|2fjj. (3.49)

A PDT não pode ser representada trivialmente como uma correlação de variáveis. O

motivo é que sua de�nição não se baseia na parcialização das séries. A PDT usa a decompo-

sição de uma série como combinação das outras (representação AR). Apesar de relevante, a

decomposição em séries não ortogonais di�culta a interpretação por correlação, assim como

a decomposição de vetores em bases não ortogonais di�culta sua representação por produto

interno.

3.7 Comparação entre medidas de dependência

Sumarizamos na Tabela 3.1 as propriedades de cada uma das medidas apresentadas, para

facilitar o entendimento e a escolha da medida mais adequada para cada necessidade.

A coerência espectral, medida mais conhecida e amplamente usada, baseia-se simples-

mente no espectro cruzado bivariado, não utilizando informações de outras séries. Essa res-

trição implica não apresentar nenhuma das propriedades citadas. Podemos apresentá-la pela

correlação ρ2(xi(λ), xj(λ)).

A coerência parcial retira a in�uência comum das outras séries, sendo formulada a partir

do espectro inverso das séries, a qual é diretamente relacionada ao espectro parcializado. Esta

é útil quando se tem informação a priori de quais séries exercem tal in�uência comum. Caso

contrário, por retirar também informações futuras, irá, em geral, inserir dependências não

existentes. Essa característica faz da coerência parcial uma escolha duvidosa para análises

exploratórias. Podemos apresentá-la pela correlação ρ2(ixi(λ),
ixj(λ)).

A coerência parcial direcionada (e suas variantes, gPDC e iPDC) tem condição equiva-

lente à existência de causalidade de Granger. Este conceito de causalidade considera apenas

relações com direcionalidade temporal e parcializadas por todas outras séries, resultando em

dependências direcionadas e diretas, desconsiderando relações indiretas. A PDC pode ser

interpretada como uma decomposição da coerência parcial nas duas direções de in�uência,
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podendo ser apresentada pela correlação entre inovação e série parciais, ρ2(iηi(λ)), ixj(λ).

Foi introduzida uma nova medida de dependência, a transferência parcial direcionada

(PDT), que também se fundamenta sobre a representação AR e causalidade de Granger.

A PDT se diferencia da PDC por não utilizar o espectro inverso, mas sim uma decompo-

sição do espectro direto. A PDT pode ser interpretada como a potência espectral medida

na transmissão do canal xj para o canal xi, ignorando como esta interfere com as outras

transmissões. Desta forma adiciona a importante propriedade de ser normalizada pelo alvo,

enquanto a PDC é normalizada pela fonte, gerando resultados possivelmente não desejados.

Notamos como entre os diferentes conceitos de dependência, a causalidade de Granger

apresenta o maior conjunto de propriedades desejáveis discutidas. Entre suas formulações

como medida, destacamos a iPDC por ser fundamentada na correlação quadrática entre

variáveis, sendo invariante à escala, e a gPDC por apresentar a interessante propriedade∑
i gPDCij = 1.

Também destacamos como a nova medida proposta, PDT, apresenta a propriedade adi-

cional importante de ser normalizada por o que recebe, sendo uma medida para a proporção

do espectro total explicado por cada dependência.
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Capítulo 4

Estimação e estatística assintótica

Para a aplicação das medidas de dependência propostas, enunciaremos fórmulas para sua

estimação. É fundamental também um estudo para o comportamento desses estimadores.

Com a estatística assintótica para os estimadores, desenvolvida neste capítulo, podemos

testar hipóteses e ter intervalos de con�ança com dados �nitos su�cientemente grandes.

No próximo capítulo ilustramos com exemplos os cálculos desenvolvidos e a comparação

com estatísticas amostrais.

Espera-se que com a disponibilidade da estatística assintótica, aumente a utilização e a

con�abilidade de resultados experimentais baseados nestas medidas de dependência.

4.1 Estimação

Por motivos de estimação, desejamos um número �nito de parâmetros no modelo. Utiliza-

remos assim modelos de ordem �nita a partir deste momento, mais especi�camente modelos

AR(p).

Consideramos dados com N pontos de uma realização, a partir da qual desejamos inferir

as medidas de dependência propostas. Esta seção utiliza resultados diversos de Lutkepohl

(2005).

41
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4.1.1 Estimação de AR(p)

Reescrevemos os parâmetros em uma forma vetorial:

A = [A1 . . . Ap] , (4.1)

α = vec(A), (4.2)

ε = vec(Σ). (4.3)

O estimador de mínimos quadrados (LSE), conhecido como estimador de Yule-Walker, é

dado por

Â =
[
Γ̂(1)...Γ̂(p)

]
Γ̂X(0)

−1, (4.4)

Σ̂ = Γ̂(0)−
[
Γ̂(1)...Γ̂(p)

]
Γ̂X(0)

−1
[
Γ̂(1)...Γ̂(p)

]T
, (4.5)

onde

Γ̂X(0) =



Γ̂(0) Γ̂(1) · · · Γ̂(p− 1)

Γ̂(1) Γ̂(0) · · · Γ̂(p− 2)

...
...

. . .
...

Γ̂(p− 1) Γ̂(p− 2) · · · Γ̂(0)


, (4.6)

e cada Γ̂(τ) é a função de covariância amostral, estimada por

Γ̂(τ) =
1

N

N−τ∑
t=0

X(t)X(t− τ)T . (4.7)

Ao inferirmos os parâmetros do modelo AR(p), teremos uma distribuição assintótica para

o estimador, que será a base para o cálculo da distribuição assintótica de cada medida de

dependência.

Ambos estimadores de α e ε são não viesados e assintoticamente normais. O estimador

LSE de α satisfaz a seguinte convergência em distribuição,

√
N(α̂− α)

d−→ N(0,Ωα), (4.8)
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sendo Ωα = Γx(0)
−1 ⊗ Σ, em que ⊗ representa o produto de Kronecker.

Se Σ é desconhecido, teremos que estimá-lo também. Tem-se a variância assintótica deste

estimador dada por:

√
N(ε̂− ε)

d−→ N(0,Ωε) (4.9)

Ωε = 2DnD
+
n (Σ⊗ Σ)D+T

n DT
n (4.10)

sendo Dn é a matriz de duplicação tal que Dnvech(A) = vec(A), e D+ é a pseudo-inversa

generalizada de Moore-Penrose de D.

Os estimadores α̂ e ε̂ são assintoticamente independentes.

Na implementação computacional dos resultados, um algoritmo de estimação alternativo

foi utilizado, chamado de Nuttall-Strand ou Burg multivariado. Em Schlögl (2006) é feito

um estudo comparativo entre os estimadores e este apresenta os melhores resultados. É

importante notar que o estimador de Nuttall-Strand tem mesma convergência assintótica do

estimador de mínimos quadrados (Hainz (1994)).

4.1.2 Estimação da ordem p

Supondo que o modelo é AR(p) �nito, mas de ordem p desconhecida, devemos estimar

p. Para isso de�niremos um dos muitos possíveis estimadores, o critério de informação de

Akaike (AIC), baseado em teoria da informação.

O AIC estima a ordem pesando entre a variância e o viés do estimador. Quanto maior p,

menor a variância Σ, mas maior a variância na estimação. O AIC tenta evitar sobreajuste,

penalizando o número de parâmetros enquanto minimiza Σ.

O valor estimado de p será o valor que minimize a função

AIC(p) = Nlog(det(Σ)) + 2n2p, ∀p ∈ Z+. (4.11)
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4.2 Estatística assintótica

Com base nos estimadores de�nidos em (4.1), temos os parâmetros do modelo e, inserindo

estes parâmetros nas de�nições das medidas, teremos as medidas estimadas.

Um resultado inédito deste trabalho é a derivação teórica, e respectiva implementação

computacional, das distribuições assintóticas dos estimadores da PDC (PDC original, gPDC,

iPDC), PDT (apenas sob hipotese nula), DTF, coerência parcial, coerência espectral.

Estatísticas assintóticas para estas medidas restaram ausentes por anos e valores sub-

jetivos para limiares de signi�cância eram adotados. Entre as estatísticas já publicadas,

Schelter et al. (2006) mostrou a estatística para a PDC original sob a hipótese nula, e

Takahashi et al. (2007) apresenta uma derivação alternativa, onde introduziu a notação e

método utilizado neste trabalho, incluindo o caso da hipótese alternativa, calculando inter-

valos de con�ança.

Hrafnkelsson e Newton (2000) calcularam a estatística para a coerência espectral a partir

da representação auto-regressiva, mas com o descuido de não considerar o caso particular

com coerência espectral nula. Em Eichler (2006), a estatística apenas para o caso nulo da

DTF é mostrada.

Uma pequena parte dos resultados a seguir, incluindo a derivação da estatística para a

gPDC, foi publicada em forma de artigo em Brito et al. (2010).

Para facilitar a compreensão do método utilizado, demonstraremos primeiramente as

estatísticas para a PDC em maiores detalhes. Em seguida, demonstraremos as demais esta-

tísticas mais sucintamente.

O método adotado reescreve cada medida em forma matricial, facilitando a derivação

de cada medida por um mesmo método. Adicionalmente, simpli�ca a implementação em

linguagens de programação com sintaxe vetorial.

Os cálculos propostos não são computacionalmente ótimos se implementados direta-

mente. Por exemplo, certas matrizes nos cálculos são esparsas, e sua manipulação termo

a termo é recomendável quando for necessária e�ciência.

Nos referiremos à hipótese nula por H0 : Mij(λ) = 0, sendo M a medida em estudo. A

hipótese alternativa será denotada por H1 : Mij(λ) 6= 0. A diferenciação nestes dois casos
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será necessária, pois sob H0 teremos uma distribuição assintótica diferente do que sob H1.

4.2.1 Método delta

O procedimento utilizado faz uso extensivo do método delta para estatísticas assintóticas,

descritos em van der Vaart (2000).

Dados um estimador ŷ para y, com variância assintótica Ω/N , e uma função g = g(ŷ).

Se G = ∂g(z)
∂z

∣∣
z=y

existe e é contínua, temos

√
N(g(ŷ)− g(y))

d−→ N(0, GΩGT ). (4.12)

O método delta está relacionado à aproximação de primeira ordem da série de Taylor de

g(y).

Em nosso contexto, a variável y representa nossos parâmetros do AR(p) ((̄A) e Σ), e a

função g(y), uma medida de dependência.

Como já possuímos a variância assintótica dos estimadores dos parâmetros do AR(p),

resta-nos calcular G = ∂g(y)
∂y

, a derivada da medida por estes parâmetros. A partir da vari-

ância assintótica podemos calcular intervalos de con�ança e p-valores.

É importante notar que, se a primeira derivada é nula (∂g(y)
∂y

6= 0), precisamos utilizar

derivadas de ordens maiores. Este caso ocorre sob H0 para todas medidas. Enunciamos o

método delta de segunda ordem.

Dados um estimador ŷ para y, com variância assintótica Ω, e uma função g = g(ŷ) que

satisfaz ∂g(z)
∂z

∣∣
z=y

= 0. Se G2 =
∂g(z)
∂z∂zT

∣∣
z=y

existe e é contínua, temos

N(g(ŷ)− g(y))
d−→ 1

2
xTG2x, (4.13)

em que x
d−→ N(0,Ω).

Podemos fazer uma transformação de variáveis que transforma este limite, que é uma

forma quadrática de variáveis gaussianas, em uma soma de chi-quadrados. Seja Ω = LLT

a decomposição de Choleski de Ω, com L matriz triangular inferior. De�na x = Lz, logo

z = (LTL)−1LTx. Temos que E[zzT ] = I.
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Se D = LTG2L e D = UΛUT sua diagonalização, temos

xTG2x = zTLTG2Lz = zTDz = zTUΛUT z =
∑
k

lkz
Tuku

T
k z =

∑
k

lkν
2
k , (4.14)

pois uku
T
k = I, sendo lk os autovalores de D e ν2

k chi-quadrados com 1 grau de liberdade,

independentes entre si.

Logo N(g(ŷ)− g(y))
d−→ 1

2

∑
k lkν

2
k .

4.2.2 Estatística para PDC

Iniciaremos com a obtenção do teste contra a hipótese nula e dos intervalos de con�ança

para a PDC nas suas três variantes: iPDC, gPDC e PDC original.

A PDC é de�nida por

PDCij(λ) =
S−1
nii

aija
∗
ij

(aHj S
−1
d aj)

, (4.15)

em que Sn e Sd são as devidas normalizações para cada variante:

• iPDC: Sn = Σd, Sd = Σ;

• gPDC: Sn = Σd, Sd = Σd;

• PDC: Sn = In, Sd = In;

sendo que Σd = Σ � In considera apenas a diagonal de Σ, anulando os outros termos. �

denota o produto de Hadamard e In a matriz identidade de ordem n.

Inicialmente reescreveremos o AR(p) e a PDC em uma forma matricial que facilite as

derivações seguintes. Em seguida derivaremos a estatística assintótica.

Formulação matricial

Na fórmula do gPDC dependência sobre a(λ), no domínio da frequência. Elas foram

de�nidas (na forma matricial) por

ac(λ) = vec(In −
p∑

k=1

Ak · e−j2πλk). (4.16)
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Como ac(λ) é um vetor complexo, iremos decompô-lo em sua parte real e imaginária,

mantendo todas derivações restantes no domínio dos reais,

a(λ) =

 Re(ac(λ))

Im(ac(λ))

 . (4.17)

Assim, reescreveremos a(λ) como uma derivação matricial de α = [A0 . . . Ap],

a(λ) = vec([InOn])− C · α, (4.18)

em que C é a matriz relativa à transformada de Fourier, separando a parte real e imaginária

(cos e sin) e pode ser construída por

C = [cos(−2πλ · 1) cos(−2πλ · 2) . . . cos(−2πλ · p)] (4.19)

S = [sin(−2πλ · 1) sin(−2πλ · 2) . . . sin(−2πλ · p)] (4.20)

C∗ =

 C

S

 (4.21)

C = C∗ ⊗ In2 . (4.22)

Como ∂a
∂α

= −C, utilizando o método delta (4.12), temos a seguinte distribuição assintó-

tica para a:
√
N(â− a)

d−→ N(0, CΩαCT ) (4.23)

de forma que de�nimos Ωa = CΩαCT .

Reescrevemos a PDC em sua forma matricial,

PDCij =
numPDC

denPDC

=
aT IijS̄

−1
d Iija

aT Icj S̄
−1
n Icja

. (4.24)

Nesta segunda formulação, Iij serve para selecionar os termos a(λ)ij (tanto a parte real

quanto imaginária), pois aija
∗
ij = <aij2 + =aij2, de forma que Iija mantém apenas estes

elementos e zera os outros. Icj serve de forma semelhante para selecionar toda a coluna j de
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a, zerando os outros termos. Eles podem ser de�nidos por

Iij = diag([0 . . . 010 . . . 0]), (4.25)

com apenas termo i+ n · j não nulo;

Iij = I2 ⊗ Iij (4.26)

I∗j = diag([0 . . . 010 . . . 0]) (4.27)

com apenas termo j não nulo;

Ij = I∗j ⊗ In (4.28)

Icj = I2 ⊗ Ij. (4.29)

As matrizes S̄(.) são formuladas convenientemente para manter a normalização desejada,

S̄(.) = I2n ⊗ S(.). (4.30)

O interessante é podermos representar a PDC por uma razão de formas quadráticas, o

que facilitará as derivações seguintes.

Derivada de PDC pelos parâmetros

Calculando a derivada do gPDC por a, obtemos

Ga =
∂PDC

∂a
= 2PDC

(
aT IijS̄

−1
n Iij

numPDC

−
aT Icj S̄

−1
d Icj

denPDC

)
. (4.31)

Assim, se Σ for conhecido, a variância assintótica de ˆPDC é dada por

√
N( ˆPDC − PDC)

d−→ N(0, GaΩaG
T
a ). (4.32)

Se Σ não for conhecido, teremos que estimá-lo. Como ele aparece na formulação da PDC,

sua estimação in�uirá na variância assintótica do estimador. Assim desejamos encontrar
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Ge =
∂PDC

∂ε
.

Novamente, após uma sequência de regras da cadeia, temos

Ge = PDC

(
(Iija)

T ⊗ (aT Iij)

numPDC

ξn −
(Icja)

T ⊗ (aT Icj)

denPDC

ξd

)
Θn, (4.33)

em que ξ(.) =
∂S−1

(.)

∂Σ̄
, sendo

iPDC :ξn = −diag(vec(Σ̄−2
d )), ξd = −Σ̄−1T ⊗ Σ̄−1; (4.34)

gPDC :ξn = −diag(vec(Σ̄−2
d )), ξd = −diag(vec(Σ̄−2

d ));

PDC :ξn = 0n, ξd = 0n.

e

Θn = (T2n,n ⊗ I2n2)(In ⊗ vec(I2n ⊗ In)), (4.35)

sendo TL,M a matriz de comutação (Lutkepohl (2005)).

A variância assintótica da PDC é a soma da variância em relação a estimação do α e do

ε,
√
N( ˆPDC − PDC)

d−→ N(0, GaΩaG
T
a +GeΩεG

T
e ). (4.36)

Para os intervalos de con�ança basta pegar os respectivos quantis da distribuição normal

assintótica.

Observe que para o PDC original Ge = 0.

Teste contra a hipótese nula

Para a distribuição sob H0 : PDCij(λ) = 0, temos que a primeira derivada será nula.

Logo utilizaremos o método delta de segunda ordem. O mesmo será feito para todas medidas

subsequentes.

Para ter a distribuição assintótica de segunda ordem necessitamos a segunda derivada

Ga2, dada por

Ga2 =
∂PDC

∂a∂aT
=

2IijS̄
−1
n Iij

numPDC

. (4.37)

As segundas derivadas da PDC em relação Σ são nulas, pois os termos Iija não desapa-
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recem.

Com Ga2, basta decompor Ωa, calcular D e achar seus autovalores. Para o teste de

hipótese, calculamos o quantil superior da soma de chi-quadrados
∑

k lkν
2
k ,

N( ˆPDC − PDC)
d−→ 1

2
xTGa2x =

∑
k

lkν
2
k , (4.38)

em que x
d−→ N(0,Ωa), lk são autovalores de LTGa2L, L fator de Choleski de Ωa e ν2

k ∼ χ2
1.

Temos rank(D) ≤ rank(G2) ≤ rank(Iij) = 2, logo rank(D) = 2, exceto quando λ ∈

{−0.5, 0, 0.5} ou p = 1, onde temos rank(D) = 1.

Dessa forma, convergirá para uma soma ponderada de uma ou duas variáveis chi-quadrados.

Para calcular computacionalmente os quantis de uma soma ponderada chi-quadrados, foi uti-

lizada a aproximação de Patnaik, que aproxima a soma por uma chi-quadrado (Takahashi

(2008)),

∑
k

lkν
2
k ∼ cχ2

d (4.39)

c =

∑
k l

2
k∑

k lk
, d =

(
∑

k lk)
2∑

k l
2
k

. (4.40)

4.2.3 Estatística para DC, SDT e DTF

Similarmente, escreveremos as três medidas alternativas de forma uni�cada, a qual de-

notaremos por DC,

DCij(λ) =
Snjj

hijh
∗
ij

(hiSdhH
i )

, (4.41)

em que Sn e Sd são as devidas normalizações para cada variante,

• DC: Sn = ((Σ−1)d)
−1, Sd = Σ;

• SDT: Sn = Σd, Sd = Σd;

• DTF: Sn = In, Sd = In;
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em que Sn = ((Σ−1)d)
−1 calcula a matriz diagonal com η's. De�nimos então a forma matri-

cial,

DCij =
numDC

denDC

=
hT IijS̄

−1
d Iijh

hT I li S̄
−1
n I lih

, (4.42)

em que h = vec(

[
Re(H(λ)) Im(H(λ))

]
). A matriz I li seleciona a linha i (diferentemente

de Icj que seleciona a coluna j)

I∗i = diag([0 . . . 010 . . . 0]), (4.43)

com apenas termo i não nulo;

Ii = In ⊗ I∗i (4.44)

I li = I2 ⊗ Ii. (4.45)

As matrizes S̄(.) são formuladas convenientemente para manter a normalização desejada

(observe que há diferença em relação à normalização da PDC),

S̄(.) = S(.) ⊗ I2n. (4.46)

Para o cálculo de ha =
∂h
∂a

temos a relação H = A−1, assim a derivada complexa será

B =
∂vec(H)

∂vec(A)
= −HT ⊗H. (4.47)

De forma que a derivada decompondo as partes reais e imaginárias é dada por

ha =

 Re(B) −Im(B)

Im(B) Re(B)

 , (4.48)

de onde chegamos à sua convergência assintótica,

√
N(ĥ− h)

d−→ N(0,Ωh), (4.49)
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em que Ωh = haCΩαCThT
a .

Vemos que a formulação da DC é análoga à PDC, substituindo h ao a e I li no lugar de

Icj . Desta forma recalcularemos as derivadas de acordo.

Fazendo a derivada do DC por h, obtemos

dcGh =
∂DC

∂h
= 2DC

(
hT IijS̄nIij
numDC

− hT I li S̄dI
l
i

denDC

)
(4.50)

e adicionalmente calculamos dcGe =
∂DC
∂ε

,

dcGe = DC

(
(Iijh)

T ⊗ (hT Iij)

numDC

ξn −
(Ilih)

T ⊗ (hT Ili)

denDC

ξd

)
Θn, (4.51)

em que ξ(.) =
∂S(.)

∂Σ̄
, respeitando cada variante,

DC : ξn = diag(vec(Σ̄−2
d ))(Σ̄−1T ⊗ Σ̄−1), ξd = I2n2 ; (4.52)

SDT : ξn = diag(vec(I2n2)), ξd = diag(vec(I2n2));

DTF : ξn = 0n, ξd = 0n.

Assim a variância assintótica da PDC é a soma da variância em relação a estimação do

α e do ε,
√
N(D̂C −DC)

d−→ N(0, dcGhΩhdcG
T
h + dcGeΩεdcG

T
e ). (4.53)

Observe que para a DTF original dcGe = 0.

Assim para ter a distribuição assintótica de segunda ordem necessitamos a segunda de-

rivada Ga2, dada por

dcGh2 =
∂DC

∂h∂hT
=

2IijS̄nIij
numDC

. (4.54)

As segundas derivadas da DC em relação Σ são nulas, pois os termos Iija não desapare-

cem, logo temos sob H0

N(D̂C −DC)
d−→ 1

2
xTdcGh2x =

∑
k

lkν
2
k , (4.55)

em que x
d−→ N(0,Ωh), lk são autovalores de LTdcGh2L, L fator de Choleski de Ωh e ν2

k ∼ χ2
1.
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Temos rank(D) = 2, exceto quando λ ∈ {−0.5, 0, 0.5} ou p = 1, onde temos rank(D) =

1.

4.2.4 Estatística para Coerência Parcial

A coerência parcial pode ser reescrita matricialmente como

PCij =
Re(gij)

2 + Im(gij)
2

giigjj
, (4.56)

em que gij é a densidade espectral cruzada parcial, e

Re(gij) = (aT Ici Σ̄
−1Icja) (4.57)

Im(gij) = (aT Ici Σ̄
−1Ic

∗

j a) (4.58)

em que Σ̄ = I2n ⊗ Σ e

Ic
∗

j =

 0 −1

1 0

⊗ Ij. (4.59)

Calculamos as derivadas em relação a a e e,

RGa =
∂Re(gij)

∂a
= aT (Ici Σ̄

−1Icj + Icj Σ̄
−1Ici ) (4.60)

RGe =
∂Re(gij)

∂e
=
(
(Icja)

T ⊗ aT Ici
)
ξΘK (4.61)

IGa =
∂Im(gij)

∂a
= aT (Ici Σ̄

−1Ic
∗

j + Ic
∗T

j Σ̄−1Ici ) (4.62)

IGe =
∂Im(gij)

∂e
=
(
(Ic

∗

j a)T ⊗ aT Ici
)
ξΘK , (4.63)

em que ξ = −Σ̄−1T ⊗ Σ̄−1 e Θn como de�nido em (4.35), e os limites assintóticos

√
N( ˆRe(gij)−Re(gij))

d−→ N(0, RGaΩaRGT
a +RGeΩeRGT

e )

√
N( ˆIm(gij)− Im(gij))

d−→ N(0, IGaΩaIG
T
a + IGeΩeIG

T
e ). (4.64)

Assim temos as derivadas da PC em relação a Re(gij), Im(gij), gii = Re(gii) e gjj =
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Re(gjj),

pcG =

[
2Re(gij)

giigjj

2Im(gij)

giigjj

−PC
gii

−PC
gjj

]
(4.65)

√
N(P̂C − PC)

d−→ N(0, pcGΩpcGT ), (4.66)

em que Ω é a matriz de covariâncias assintóticas de Re(gij), Im(gij), Re(gii) e Re(gjj).

Observando que sob H0 temos Re(gij) = Im(gij) = 0, as únicas derivadas de segunda

ordem não nulas são em relação a Re(gij) e Im(gij),

pcG2 =

 2
giigjj

0

0 2
giigjj

 (4.67)

N(P̂C − PC)
d−→ 1

2
xTpcG2x =

∑
k

lkν
2
k , (4.68)

em que E[xxT ] = Ω é a matriz de covariâncias assintóticas de Re(gij) e Im(gij), lk são

autovalores de LTpcG2L, L fator de Choleski de Ωa e ν2
k ∼ χ2

1.

Temos rank(D) = rank(pcG2) = 2, exceto quando λ ∈ {−0.5, 0, 0.5} ou p = 1, onde

temos rank(D) = 1.

4.2.5 Estatística para Coerência Espectral

A derivação para a coerência espectral é análoga à PC, com as devidas adaptações. A

coerência espectral pode ser de�nida por

Cohij =
Re(fij)

2 + Im(fij)
2

fiifjj
, (4.69)

em que fij é a densidade espectral cruzada,

Re(fij) = (hT I liΣ̄I
l
jh) (4.70)

Im(fij) = (hT I liΣ̄I
l∗

j h), (4.71)
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em que Σ̄ = Σ⊗ I2n e

I l
∗

j =

 0 −1

1 0

⊗ Ii. (4.72)

Temos as derivadas em relação a h e e,

RGh =
∂Re(fij)

∂h
= hT (I liΣ̄I

l
j + I ljΣ̄I

l
i) (4.73)

RGe =
∂Re(fij)

∂e
=
(
(I ljh)

T ⊗ hT I li
)
Θn (4.74)

IGh =
∂Im(fij)

∂h
= hT (I liΣ̄I

l∗

j + I l
∗T

j Σ̄I li) (4.75)

IGe =
∂Im(fij)

∂e
=
(
(I l

∗

j h)
T ⊗ hT I li

)
Θn, (4.76)

de onde calculamos os limites assintóticos,

√
N( ˆRe(fij)−Re(fij))

d−→ N(0, RGhΩhRGT
h +RGeΩeRGT

e ) (4.77)
√
N( ˆIm(fij)− Im(fij))

d−→ N(0, IGhΩhIG
T
h + IGeΩeIG

T
e ). (4.78)

Finalmente, temos as derivadas da coerência espectral em relação a Re(fij), Im(fij),

fii = Re(fii) e fjj = Re(fjj) dadas por

cohG =

[
2Re(fij)

fiifjj

2Im(fij)

fiifjj

−Coh
fii

−Coh
fjj

]
(4.79)

√
N( ˆCoh− Coh)

d−→ N(0, cohGΩcohGT ), (4.80)

em que Ω é a matriz de covariâncias assintóticas de Re(fij), Im(fij), Re(fii) e Re(fjj).

Observando que sob H0 temos Re(fij) = Im(fij) = 0, as únicas derivadas de segunda

ordem não nulas são em relação a Re(fij) e Im(fij),

cohG2 =

 2
fiifjj

0

0 2
fiifjj

 (4.81)
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N( ˆCoh− Coh)
d−→ 1

2
xT cohG2x =

∑
k

lkν
2
k , (4.82)

em que E[xxT ] = Ω é a matriz de covariâncias assintóticas de Re(fij) e Im(fij), lk são

autovalores de LT cohG2L, L fator de Choleski de Ωa e ν2
k ∼ χ2

1.

Temos rank(D) = rank(cohG2) = 2, exceto quando λ ∈ {−0.5, 0, 0.5} ou p = 1, onde

temos rank(D) = 1.

4.2.6 Estatística para PDT

Para a PDT derivaremos apenas a estatística sob H0, quando aij = 0.

Temos a formulação matricial da PDT,

PDTij =
aT Iijafjj

fjj
(4.83)

e a derivada segunda dada por

pdtGa2 =
∂PDT

∂a∂aT
=

2Iijfjj
fjj

. (4.84)

A apartir das derivadas obtemos a estatística assintótica sob a hipótese nula,

N( ˆPDT − PDT )
d−→ 1

2
xTpdtGa2x =

∑
k

lkν
2
k , (4.85)

em que x
d−→ N(0,Ωa), lk são autovalores de LTGa2L, L fator de Choleski de Ωa e ν2

k ∼ χ2
1.

Temos rank(D) = 2, exceto quando λ ∈ {−0.5, 0, 0.5} ou p = 1, onde temos rank(D) =

1.



Capítulo 5

Análise com exemplos

Para ilustrar as medidas de dependência, e respectivas estatísticas, estas foram implemen-

tadas computacionalmente. Neste capítulo apresentamos exemplos que ilustram as estatísti-

cas assintóticas e analisam seu comportamento para amostras �nitas, de forma a comparar

com as distribuições amostrais por Monte-Carlo. Com isso teremos um estudo da aplicabi-

lidade dessas estatísticas limites sobre dados �nitos.

Em seguida, mostramos o resultado de cada medida para um modelo simulado e a dados

reais de Potencial de Campo Local (LFP) em ratos.

5.1 Implementação computacional em Python

Um resultado substancial deste trabalho foi a implementação das medidas de dependência

apresentadas, incluindo as estatísticas assintóticas desenvolvidas.

As formulações foram implementadas como rotinas na linguagem Python, com auxílio do

pacote de distribuição Python(x,y)1. Python(x,y) inclui um conjunto completo de pacotes

cientí�cos, fundamentados na biblioteca vetorial Numpy (Oliphant (2007)). Python cresce

nos anos recentes com uma excelente plataforma para computação cientí�ca, sendo gratuita,

código aberto e com crescente número de pacotes distribuídos pela comunidade cientí�ca.

O software desenvolvido inclui diversas rotinas, muitas não discutidas neste texto, entre

as quais:

1http://www.pythonxy.com/
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• Medidas de dependência

� Coerência, Coerência Parcial, PDC (PDC, gPDC, iPDC), PDT, DTF

� Índice de Causalidade de Granger, Causalidade de Granger Instantânea

• Estatística assintótica

� Coerência, Coerência Parcial, PDC (PDC, gPDC, iPDC), DTF

� Estatística amostral por bootstrap

• Apresentação grá�ca de resultados

� Grá�cos de dependência para cada par e frequência (ver Figura 5.1)

� Grá�cos de tempo-frequência (ver Figura 5.7)

• Simulação Monte-Carlo de modelos AR(p)

• Estimação de modelo AR(p)

� Algoritmos Nuttall-Strand e Yule-Walker

• Dependência para potencial relativo a eventos (ERP)

� Estimação AR(p) para pequenos trechos repetidos

� Janelamento de dados por eventos

� Janelamento de dados e estatística por estados

• Exemplos ilustrativos retirados da literatura

O software foi desenvolvido de forma modular para chamada por comandos simples.

Uma série de parâmetros são acessíveis para escolha entre as rotinas e parâmetros (p.ex.

resolução na frequência, método estatístico, opções grá�cas, ordem do AR(p)). O código

seguinte ilustra algumas chamadas para análise de dependência em uma sessão interativa de

Python:
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1 # Importa b i b l i o t e c a PDC−Python de s envo l v i da .

2 from pdc import ∗

3 # Importa dados do usuár io .

4 dados = loadtxt ( 'meus_dados . txt ' )

5 # Rotina completa : est ima AR(p) , c a l c u l a PDC, c a l c u l a e s t a t í s t i c a

a s s i n t ó t i c a e apresenta r e s u l t a d o s g r á f i c o s .

6 pdc_ful l ( dados )

7 # Retorna dados s imulados para um modelo AR(p ) fornec ido , com 10000

amostras .

8 dados_sim = ar_data (model = 1 , nd = 10000)

9 # Rotina completa para a coerência , u t i l i z a n d o e s t a t í s t i c a por boo t s t r ap

e ordem AR(p) máxima 3 .

10 coh_fu l l ( dados_sim , s t a t = ' boot ' , maxp = 3)

Espera-se que este pacote de ferramentas incentive o estudo e aplicação dos métodos

apresentados.

5.2 Análise grá�ca para dados simulados

Nas Figuras 5.1 a 5.3 mostramos gra�camente o valor de cada medida de dependência

para o modelo (3.1), para simulações com 500 pontos e limiar de signi�cância de 1%. Cada

subgrá�co representa o valor da dependência para um par de séries, para cada frequência

(eixo x). Os subgrá�cos da diagonal apresentam a densidade espectral logarítmica de cada

série.

Nota-se como todas conexões previstas foram detectadas, estando em conformidade com

os respectivos grafos de dependência.

Fica ilustrada como a coerência e coerência parcial são simétricas e apresentam dependên-

cia entre muitos pares, di�cultando a interpretação sobre as interações. As medidas baseadas

na decomposição destas, DTF, gPDC e PDT, mostram-se mais informativas, revelando as

interações direcionadas entre os pares.

A DTF apresenta dependência signi�cativa nos pares 1 → 5 e 2 → 5, não detectadas

pela gPDC. Apesar de conter a mesma informação, �ca evidente a di�culdade de inferir
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Figura 5.1: Resultado grá�co da coerência espectral para simulação com 500 pontos do modelo (3.1).

Cada subgrá�co representa a força da dependência para um par, para cada frequência. A diagonal

apresenta a potência espectral de cada série na escala logarítmica. O limiar para 1%, calculado por

meio da estatística assintótica, é mostrado em vermelho pontilhado. Valores da coerência abaixo do

limiar são mostrados em vermelho; valores acima, em azul. O grafo é mostrado para referência das

dependências esperadas para esta medida.
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Figura 5.2: Resultado grá�co da coerência parcial e DTF para o modelo (3.1). Ver legenda da

Figura 5.1 para maiores explicações.
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Figura 5.3: Resultado grá�co da PDC e PDT para o modelo (3.1). Ver legenda da Figura 5.1 para

maiores explicações.
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as interações diretas do processo AR gerador a partir da DTF. Por outro lado, pode-se

observar a origem das in�uências. Vê-se como x1 não recebe in�uência de nenhuma série

e tem um pico em seu espectro em torno de 0, 13Hz. Essa potência é transferida para as

séries in�uenciadas, x3, x4 e x5, direta ou indiretamente. Deste modo a alta potência para

estas séries nesta frequência tem origem em x1, o que é ilustrado pelo alto DTF para estas

dependências.

A gPDC mostra como signi�cativas as dependências que são relações diretas no modelo

AR. Pode-se inferir com facilidade o grafo direcionado equivalente ao gerador dos dados,

incluindo a realimentação entre x4 e x5, sendo possivelmente mais informativa que as me-

dida anteriores. A gPDC apresenta os menores limiares entre as medidas (menor viés do

estimador), devido à sua formulação direta sobre os parâmetros do AR.

A PDT apresenta as mesmas dependências da gPDC. A diferença fundamental é ser

normalizada pelo alvo, sendo formulada sobre o espectro não parcializado. Isso �ca claro

na dependência 2 → 4, na qual há um vale em 0, 13Hz. Podemos assim interpretar que

nesta frequência a potência de x4 é devida à in�uência direta de x1, sendo a in�uência de

x2 desprezível. A exposição da origem da potência em cada frequência não é mostrada pela

gPDC e suas variantes. A PDT tem estimador com maior viés (maior limiar) que a gPDC,

pois necessita a inversão da matriz A(λ).

Os pequenos trechos com falsos positivos na DTF, gPDC e PDT de 5 → 1 estão dentro

do previsto devido aos múltiplos testes feitos. A correção de Bonferroni, ajustando o limiar

de acordo com o número de testes feitos, pode ser utilizada, mas é di�cultada pelo fato dos

testes não serem independentes.

Os testes mostrados são pontuais, sendo que testes para faixas de frequência, incluindo

a faixa com todo o espectro, não têm formulação trivial.

Fica claro como, em faixas do espectro em que uma medida é numericamente maior, há

maior poder do teste. Já dependências mais fracas necessitam maior número de amostras

para adquirir signi�cância, como se vê na coerência parcial do par 1 → 5, que quase não é

detectada.

Em alguns casos nota-se um maior viés e limiar do estimador na faixa do espectro com

maior potência, como na DTF no par 1 → 2. Esta relação parece ser recorrente e é um
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possível tópico de investigação teórica.

As medidas baseadas no espectro direto, coerência espectral, DTF e PDT, apresentam

picos no limiar em algumas dependências por volta de 0, 13HZ, que é a frequência de maior

potência da série x1. O alto limiar deve-se a variância do estimador, elevada por este basear-

se na matriz H(λ), que é calculada por uma inversão da matriz A(λ). A dependência sobre a

matriz A(λ) torna-se uma vantagem para a coerência parcial e gPDC, tendo maior robustez

no cálculo de seu valor e estatística.

Devemos notar que no cálculo dos limiares, utilizamos valor estimados para os parâmetros

do modelo AR. Uma possível contestação é de que, por exemplo, no caso do gPDC, o teste

é equivalente ao teste de nulidade de aij, sendo que o valor de aij utilizado no teste não é

nulo. Isto pode gerar distorções no limiar estimado.

Uma alternativa seria estimar o modelo AR restito, com aij = 0 �xo. O problema é que

a restrição pode ocasionar modelos estimados muito diferentes do original. Adicionalmente,

outras medidas como a coerência espectral e DTF não são testes diretos de aij = 0, não

havendo uma forma de restringir o modelo AR trivialmente.

5.2.1 Exemplo comparativo entre PDC e PDT

Para ilustrar a motivação da nova medida PDT, analisaremos uma alteração do modelo

(3.1), no qual alteramos a conexão 1 → 3:



x1(t) = 0, 95
√
2x1(t− 1)− 0, 9025x1(t− 2) + e1(t)

x2(t) = 0, 5x2(t− 1) + e2(t)

x3(t) = αx1(t− 3) + e3(t)

x4(t) = −0, 5x1(t− 2) + 0, 8x2(t− 1) + 0, 25
√
2x4(t− 1) + 0, 25

√
2x5(t− 1) + e4(t)

x5(t) = −0, 25
√
2x4(t− 1) + 0, 25

√
2x5(t− 1) + e5(t)

(5.1)

sendo Σ = I5.

Na Figura 5.4 vemos o resultado da gPDC e PDT para α = 10, para uma simulação de

10.000 pontos e limiar de 1%.

Como a gPDC é normalizada pela fonte, ao aumentar a in�uência de 1 → 3, irá ocorrer
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uma diminuição na gPDC 1 → 4. De fato, vemos como a gPDC 1 → 4 resulta perto de zero,

sendo apenas signi�cante devido à estatística calculada, sendo que di�cilmente seria interpre-

tada como uma in�uência relevante. Para o modelo original tínhamos PDC41(0, 13) = 0, 60,

sendo que com α = 10 temos PDC41(0, 13) = 0, 002. Isso pode ser indesejável, pois a única

alteração no modelo foi na relação entre 1 → 3, que não deveria in�uenciar na medida da

relação 1 → 4.

Por outro lado, a PDT é normalizada pela fonte, e como o espectro de x4 continua sendo

explicado em grande parte por x1, não há nenhuma alteração na PDT de 1 → 4, sendo

PDT41(0, 13) = 0, 41 para qualquer α. Nota-se apenas o aumento na in�uência 1 → 3, como

esperado. Um contraponto é o maior viés no estimador da PDT, ilustrado pelos picos em

0, 13Hz em dependências não existentes. Para dados com menos amostras o viés será maior

e esta limitação pode ser um problema para a aplicação do método.

Um efeito similar ao ilustrado neste exemplo seria encontrado ao reduzir a variância de

x3, aumentando assim a in�uência de x1 sobre este.

5.3 Estatística assintótica para dados �nitos

Por meio de simulações de Monte-Carlo, analisamos o comportamento das estatísticas as-

sintóticas para diferentes tamanhos amostrais. Mostraremos o resultado para as estatísticas

da Coerência, Coerência Parcial, DTF e gPDC. As outras variantes resultam em comporta-

mentos similares.

Para comparar com a estatística amostral, simulamos 10.000 realizações do modelo (3.1)

para 10.000 pontos, calculamos cada medida e a distribuição amostral do conjunto de reali-

zações.

Na Figura 5.5, mostramos o grá�co de quantis para cada medida em relação à respectiva

estatística assintótica. A linha de simetria é mostrada em azul nos grá�cos em que a medida

exata é não nula (quantis da normal assintótica) e em vermelho onde a medida é nula

(quantis das chi-quadrados ponderadas). É mostrada a distribuição para frequência 0, 2Hz

(considerando uma resolução temporal �ctícia de 1s) das relações 1 → 2, 3 → 4, 1 → 4 e

1 → 5.
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Figura 5.4: Resultado grá�co para a gPDC e PDT para o modelo 5.1, com α = 10. Por ser

normalizado por quem recebe, na gPDC a forte conexão 1 → 3 reduz muito o valor da in�uência

1 → 4, mesmo sendo signi�cativa. O mesmo não acontece com a PDT, normalizada pelo alvo.
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Há uma boa aproximação para ambos casos, sob H0 e H1, ilustrando como a estatística

está de acordo com a distribuição amostral dos respectivos casos, para todas as medidas.

Para a relação 1 → 5 temos medidas não nulas, porém, próximas de zero, para a coerência

espectral, DTF e gPDC. Isso justi�ca a leve distorção nesse caso em relação à reta de simetria,

pois a aproximação de primeira ordem tem valor pequeno, tornando signi�cativos os termos

de segunda ordem.

A distorção na extremidade das curvas relativas à hipótese nula é relativa aos quantis

limítrofes, não interferindo em estatísticas a partir de 1% de signi�cância. A distorção pode

ser justi�cada pela substituição da soma de chi-quadrados pela aproximação de Patnaik.

Figura 5.5: Grá�co de quantis para cada medida (por coluna) para as relações 1 → 2, 1 → 4,
1 → 5 e 2 → 3 (por linha), para 10.000 simulações. Os grá�cos comparam quantis da distribuição

assintótica teórica (eixo y) com a distribuição amostral (eixo x). Os grá�cos com linha de simetria

em vermelho correspondem à distribuição sob H0 (soma ponderada de χ2) e com linhas de simetria

em azul correspondem à distribuição sob H1 (normal).

Para ilustrar a densidade amostral e assintótica, mostramos na Figura 5.6 o histograma

da coerência espectral para 0,2 Hz para as relações 1 → 2 e 1 → 4, sobrepostos pela
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distribuição teórica assintótica, mostrando a adequação da distribuição normal e da soma

de chi-quadrados.

Figura 5.6: Histograma da amostragem para coerência espectral entre 1 → 2 e 1 → 4, sobreposto
pela distribuição teórica (em vermelho), para λ = 0.2Hz.

Para analisar o comportamento das estatísticas para dados �nitos, estimamos os tama-

nhos dos intervalos de con�ança e limiares para testes de hipótese em relação, comparando

com os valores nominais esperados. Na Tabela 5.1 mostramos, para cada medida, os falsos

positivos para a relação 2 → 3 para um erro do tipo I de 1% e 5%, e o tamanho amostral

dos intervalos de con�ança para a relação 1 → 4, para a frequência 0, 2Hz. O modelo foi

simulado 10.000 vezes, para tamanhos amostrais de 100, 500, 1.000 e 10.000 pontos.

Observa-se como para todas as medidas a estatística converge para o valor nominal com

o aumento do tamanho da amostra, como esperado. Para amostras curtas, de 100 ou 500

pontos, a estatística tende a ser conservadora, com taxa de erro menor que o valor nominal.

O desvio para essas amostras curtas é esperado, pois a distribuição assintótica não é uma

boa aproximação para estes casos. Entretanto, não se observa grandes desvios em relação

ao valor nominal, de forma que a estatística pode ainda sim ser aplicada, com a devida

precaução na escolha dos valores nominais.
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Tabela 5.1: Erro tipo I (em %) para cada medida, sob um valor nominal de 1% e 5%, para 0, 2Hz.
O modelo (3.1) foi simulado 10.000 vezes, para amostras de 100, 500, 1.000 e 10.000 pontos. A

dependência 1 → 4 é não nula para todas medidas, logo estima erro do intervalo de con�ança. A

dependência 2 → 3 é nula, estimando erro do limiar. Vemos uma boa aproximação da estatística em

relação ao valor nominal com 10.000 pontos e tendência a ser conservadora para amostras menores.

N
Coh 100 500 1.000 10.000

1 → 4
1% 0.5 0.72 0.83 1.04
5% 4.66 4.49 4.62 5.19

2 → 3
1% 1.44 1.15 1.04 1.14
5% 5.94 4.91 4.69 5.19

PC

1 → 4
1% 0.55 0.74 0.92 1.07
5% 4.6 4.41 4.85 5.15

2 → 3
1% 0.58 1.01 1.01 1.07
5% 3.49 5.05 4.88 5.31

DTF

1 → 4
1% 0.8 0.7 0.72 1.03
5% 5.11 3.72 4.3 5.37

2 → 3
1% 1.63 0.95 1.16 1.16
5% 5.08 4.95 5.33 5.13

gPDC

1 → 4
1% 0.55 0.57 0.81 0.88
5% 3.4 3.22 4.42 4.92

2 → 3
1% 0.6 1.05 0.98 1.21
5% 3.42 5.09 4.85 5.34

5.4 Aplicação em Potencial de Campo Local em ratos

O registro de atividade neural por implante de microeletrodos tornou-se uma técnica

central na área de eletro�siologia neural (Buzsaki et al. (1992)). Eletrodos isolados eletri-

camente são inseridos no cérebro de forma a ter sua ponta exposta na região de interesse,

medindo o potencial elétrico local.

O sinal medido detecta simultaneamente dois padrões elétricos de interesse. A compo-

nente de baixa frequência do sinal está relacionada à atividade elétrica média da região.

Este sinal, obtido por �ltros passa-baixa, é denominado potencial de campo local (LFP), e

acredita-se medir a resultante das atividades elétricas devidas a potenciais de ação que che-

gam à região medida. Desta forma, estaria relacionada ao potencial elétrico sub-limiar dos

neurônios de um raio de aproximadamente 3 milímetros do local de medição (Juergens et al.
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(1999)).

Observa-se também uma atividade de alta frequência, resultante de potenciais de ação em

neurônios próximos do eletrodo (até ∼ 300µm), medindo a atividade de saída de neurônios

individuais (Gray et al. (1995)).

Em colaboração com o trabalho de doutorado de Eduardo Schenberg (Schenberg et al.

(2010)), analisamos atividades de LFP de ratos Wistar machos com as medidas de depen-

dência estudadas.

Duas matrizes com 32 eletrodos, de tungstênio revestidos com te�on, foram implantadas

na região do hipocampo, nos hemisférios direito e esquerdo. A atividade elétrica foi registrada

durante ciclos de sono-vigília e atividade LFP foi �ltrada por �ltro passa-baixa. Por meio de

análise simultânea do LFP e suas propriedades espectrais, e vídeo comportamental, diferentes

estados de sono e vigília foram determinadas.

O hipocampo é implicado no processo de memorização, tanto em ratos quanto em huma-

nos, sendo intensamente investigado. Adicionalmente, acredita-se que ciclos do sono estejam

diretamente relacionados a processos mnemônicos. Ilustramos as medidas em dados respecti-

vos às fases de ondas lentas (SWS) e REM do sono, a �m de diferenciar padrões de atividade

no hipocampo em cada estado cognitivo.

Os estágios do sono são caracterizados por signi�cantes diferenças no potencial espectral

de seus sinais LFP. No sono REM apresenta-se uma alta atividade em toda faixa de baixa

frequência, entre 0 e 20 Hz. Por outro lado, no sono de ondas lentas observa-se uma atividade

signi�cante apenas na faixa entre 6 e 12 Hz, denominado ritmo teta (Gervasoni et al. (2004)).

Utilizamos nesta análise quatro eletrodos, das regiões CA1 e CA3 do hipocampo de

cada hemisfério, selecionados por qualidade do sinal, exame de histologia e coordenadas

estereotáxicas do implante.

O sinal LFP foi coletado a 1KHz e decimado para 500Hz. Por meio do critério de Akaike

4.11 aplicado à análise de alguns trechos, �xamos a ordem do modelo VAR em 25 pontos de

atraso. Os dados foram divididos em janelas de 10 segundos para cálculo das medidas.

Na Figura 5.7 observa-se o resultado grá�co das medidas gPDC e coerência espectral

ao longo do tempo, para um intervalo de 600 segundos. As cores correspondem ao valor da

medida, observando que as escalas da gPDC e coerência são distintas, para facilitar a análise
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da gPDC que apresenta em geral valores reduzidos em relação à coerência.

As cores da barra horizontal superior indicam a fase do sono do animal, REM (verde)

ou SWS (vermelho). A cor negra representa que estágio do sono não foi apropriadamente

caracterizado ou representa transição entre estágios.

Os subgrá�cos na diagonal apresentam a potência espectral ao longo do tempo (espec-

trograma). Observamos como as características respectivas a cada estágio do sono (ritmo

teta ou baixas frequência) �cam evidentes.

Os resultados da coerência mostram um forte acoplamento entre as estruturas CA1 de

cada hemisfério ("CA1d"e "CA1e") e entre as estruturas CA3 de cada hemisfério ("CA3d"e

"CA3e"), nas faixa espectrais de maior potência de cada estágio do sono. Com base em

conhecimento anatômicos, esperava-se uma dependência maior entre as duas regiões CA3,

e entre regiões CA3 e CA1 de um mesmo hemisférios. Os resultados indicam que mesmo

sem uma forte conexão anatômica, as regiões CA1 de cada hemisfério estão funcionalmente

acopladas.

A gPDC mostra dependência fundamentada em deslocamento temporal. Seu baixo valor

em muitos pares de conexões indica que grande parte da coerência é devida à atividade aco-

plada simultânea. A atividade simultânea pode signi�car que há uma fonte comum atuando

instantaneamente sobre ambos sinais.

No SWS, a gPDC apresenta alta dependência na direção CA3e → CA3d entre 0 e 20 Hz,

com uma dependência mais fraca no sentido inverso. Há uma dependência em CA1e → CA1d

entre 0 e 10Hz, com uma dependência no sentido oposto entre 8 e 20 Hz.

Na fase REM, a dependência CA3e → CA3d decai drasticamente, havendo maior depen-

dência no sentido oposto CA3d → CA3e entre 0 e 20 Hz. Já entre as estruturas Ca1 ocorre

o efeito contrário, havendo forte dependência nas duas direções, sendo CA1e → CA1d mais

evidente entre 0 e 10 Hz, e sentido CA1d → CA1e mais evidente entre 8 e 20 Hz.

Estes resultados mostram como a análise espectral releva propriedades bem de�nidas

e diferenciadas dos estágios do sono. O resultado evidencia acoplamentos funcionais que

podem ser distintos das conexões anatômicas.

A gPDC retira dependências instantâneas, identi�cando se há uma relação de atraso

temporal no acoplamento. Mostra-se como em alguns casos há dependência em diferentes
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faixas do espectro para cada direção da dependência, como em REM entre as regiões CA1.

Estudos adicionais são necessários para analisar a reprodutibilidade destas medidas, pos-

sivelmente dependentes do local exato do implante na região.
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Figura 5.7: Progressão temporal da coerência espectral e gPDC. Mostra-se o valor da medida para

cada frequência ao longo do tempo. Trecho de 600s foi divido em janelas de 10s para estimação do

modelo AR. A cor representa a intensidade da medida, observando a diferença entre as escalas. Os

subgrá�cos na diagonal mostram o potencial espectral de cada sinal. A barra superior representa o

estágio do sono (REM ou SWS) em cada momento do trecho.



Capítulo 6

Conclusão

Medidas de dependência entre séries temporais com o intuito de evidenciarem conexões

reais entre os processos que as geraram foram estudadas e comparadas. Com as proprieda-

des das medidas e respectivos resultados, espera-se obter informações sobre se, e como, as

interações acontecem.

O estudo de dados multivariados se fundamentou na teoria de séries temporais. Foram

apresentadas as suposições necessárias sobre séries, incluindo estacionariedade, estabilidade

e invertibilidade. Representações lineares auto-regressiva e médias móveis, e respectivas re-

presentações espectrais, foram de�nidas como base para interpretação de relações lineares e

medidas de dependência.

Estudamos as propriedades de algumas medidas lineares no domínio da frequência, que

medem o acoplamento entre séries, tendo sua potência decomposta no domínio espectral.

Entre as propriedades estudadas se destacam a capacidade de retirar a in�uência comum

de uma terceira série (parcialização), a capacidade de detectar apenas relações diretas, e a

fundamentação em conceitos de causalidade, sendo capaz de de�nir direcionalidade temporal

na dependência entre as séries.

O método desenvolvido para análise das diferentes medidas de dependência possibilita

uma comparação sistemática entre estas, incluindo propriedades possuídas, formulações al-

tervativas, de�nições como correlação quadrática e conceitos de dependência que as funda-

mentam. A Tabela 3.1 sumariza o resultado deste estudo.

A coerência espectral, amplamente utilizada, é a medida menos informativa, não apre-
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sentando nenhuma destas propriedades. Ao contrário, as medidas baseadas na causalidade

de Granger (PDC e PDT) satisfazem todas estas condições, sendo recomendável como subs-

tituta para a Coerência em análises multivariadas.

Foi introduzida uma nova medida, a transferência parcial direcionada, também funda-

mentada na causalidade de Granger, mas baseada no processo direto (e não inverso ou

parcial). A PDT pode ser interpretada como decomposição do espectro direto pelas depen-

dências diretas direcionadas, tendo a importante propriedade de normalização pelo alvo.

Como contribuição para a aplicabilidade destas medidas, a estatística assintótica para

estas foi desenvolvida e implementada computacionalmente. O cálculo destas estatísticas se-

guiu uma metodologia sistemática, possibilitando o desenvolvimento de todas as estatísticas

por uma mesma técnica.

Tem-se com isso intervalos de con�ança e p-valores, sendo possível validar estatistica-

mente resultados obtidos com essas medidas. Possíveis trabalhos futuros podem dar conti-

nuidade a este estudo estatístico abordando estatísticas de grupos e múltiplas realizações,

além de estatísticas para faixas do espectro.

As estatísticas demonstradas foram ilustradas com simulações para grandes amostras,

por meio das quais ilustrou-se a convergência esperada. Também mostramos como estas

se comportam com amostras menores. As estatísticas mostraram-se robustas para tama-

nhos amostrais su�cientemente limitados, logo podem e devem ser utilizadas para estudo de

signi�cância de resultados.

O exemplo de aplicação a dados de potencial de campo local mostrou como as medidas

apresentadas podem revelar propriedades não inferidas pela coerência espectral. A PDC e

PDT mostram como diferentes regiões interagem direcionalmente em cada frequência, para

diferentes estados cognitivos.

Este método pode ser aplicado em dados de quaisquer regiões para diferentes atividades

cognitivas, sendo uma ferramenta exploratória importante do mapeamento de interações

funcionais no cérebro.
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