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Resumo

Medidas de dependéncia entre séries temporais sao estudadas com a perspectiva de evi-
denciar como diferentes regioes do cérebro interagem, por meio da aplicacao a sinais eletro-
fisiologicos. Baseado na representacao auto-regressiva e espectral de séries temporais, dife-
rentes medidas sao comparadas entre si, incluindo coeréncia espectral e a coeréncia parcial
direcionada, e introduz-se uma nova medida, denominada transferéncia parcial direcionada.
As medidas sao analisadas pelas propriedades de parcializacao, relagoes diretas ou indire-
tas e direcionalidade temporal, e sao mostradas suas relagoes com a correlacao quadratica.
Conclui-se que, entre as medidas analisadas, a coeréncia parcial direcionada e a transferéncia
parcial direcionada possuem o maior nimero de caracteristicas desejaveis, fundamentadas
no conceito de causalidade de Granger. A estatistica assintotica é desenvolvida para todas as
medidas, incluindo intervalo de confianca e teste de hipdtese nula, assim como sua implemen-
tacao computacional. A aplicacao a séries simuladas e a analise de dados eletrofisiologicos
reais ilustram o estudo comparativo e a aplicabilidade das novas estatisticas apresentadas.
Palavras-chave: Eletrofisiologia, Neurociéncia computacional, Conectividade funcional, Sé-

ries temporais, Inferéncia estatistica, Medidas de dependéncia
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Abstract

Measures of dependence between temporal series are studied in the context of revealing
how different brain regions interact, through their application to electrophysiology. Based
on the spectral and autoregressive model of time series, different measures are compared,
including coherence and partial directed coherence, and a new measure is introduced, named
partial directed transfer. The measures are analyzed through the properties of partialization,
direct or indirect relations and temporal directionality, and their relation to quadratic corre-
lation is shown. It results that among the presented measures, partial directed coherence and
partial directed transfer reveal the highest number of desirable properties, being grounded on
the concept of Granger causality. The asymptotic statistics for all measures are developed,
including confidence intervals and null hypothesis testing, as well as their computational
implementation. The application to simulated series and the analysis of electrophysiological
data illustrate the comparative study and the applicability of the newly presented statistics.
Keywords: Electrophysiology, Computational neuroscience, Functional connectivity, Time

series, Statistical inference, Measure of dependence
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Capitulo 1

Introducao

Nas neurociéncias, assim como em diversas outras areas cientificas incluindo a bioinfor-
maética, meteorologia e economia, observam-se rapido desenvolvimento de instrumentos e
técnicas de aquisicao de dados e, em consequéncia, uma crescente quantidade de informacao
a ser processada (Brown et al. (2004)).

Nas tltimas duas décadas foram realizados enormes avangos na analise e interpretacao
destes dados, principalmente para relagoes entre uma tarefa cognitiva e quando, como, onde
uma atividade neural acontece. Grande parte dessas andlises se constituem de estatisticas
descritivas de medidas univariadas, relacionando independentemente cada sinal, relativo a
uma regidao do cérebro, a uma tarefa cognitiva (Cox e Savoy (2003)).

E sabido que o cérebro nio é organizado em modulos independentes, mas sim composto
de estruturas em rede, que interagem entre si. Nos tltimos anos, tem havido um esforco
da comunidade cientifica em ir além da andlise univariada e lidar simultaneamente com véa-
rias areas e inferir como elas interagem ao realizar uma tarefa cognitiva. Nessa perspectiva,
avancam projetos de conectomas, interactomas e estudos de circuitos e redes, que tentam ma-
pear e estudar as conexoes entre regioes nas diferentes escalas espaciais e durante diferentes
estados cognitivos (Greicius et al. (2003), Babiloni et al. (2005)).

Uma forma de analisar a interagao de diversas areas é empregar métodos multivariados.
Esta dissertacao contribui para o desenvolvimento e aplicacao de modelos multivariados line-
ares que detectam dependéncia entre séries temporais. As medidas de dependéncia estudadas

neste trabalho evidenciam, pela analise de dados coletados simultaneamente, se estes apre-
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sentam interagoes lineares, se ha interferéncia temporalmente direcionada ou realimentagao,
no dominio da frequéncia.

Pressupoe-se que a deteccao de dependéncia entre sinais coletados em diferentes regioes
seja evidéncia para a existéncia de conectividade funcional entre estas. A conectividade
funcional tem definicao ainda sob debate, referindo-se de forma abrangente a interacoes
entre as atividades neuronais de cada regiao (Horwitz (2003)).

Causalidade seré definida num sentido operacional e estard no cerne da discussao, pois
estudaremos métodos que decompoem a simples correlacao linear em uma correlacao dire-
cionada temporalmente.

Os métodos aqui estudados se baseiam na teoria de séries temporais estacionarias e suas
representagoes na forma de regressao linear auto-regressiva (AR) e de médias moveis (MA).
A partir da estimacao destas representacoes multivariadas lineares, podemos criar medidas
de dependéncia entre as séries, que tém relacao direta com correlacao linear entre variaveis
aleatorias.

As medidas estudadas incluem a coeréncia (Coh), coeréncia parcial (PC), coeréncia par-
cial direcionada (PDC) e fun¢ao de transferéncia direcionada (DTF), incluindo formulagoes
alternativas.’

Estas medidas estao sendo utilizadas de forma crescente em estudos de eletrofisiologia
neural, caracterizando como diferentes regioes cerebrais se relacionam dependendo do con-
texto cognitivo e em que frequéncia do espectro as interagoes ocorrem. O resultado destas
analises pode ser representado como uma rede de conexdes direcionadas (conhecida como
grafo direcionado).

H& certa confusao na literatura sobre a interpretacao de cada medida de dependén-
cia, suas fundamentacoes tedricas e limitacoes préticas. Iremos analisar e comparar cada
medida, e espera-se contribuir para a resolucao deste debate, principalmente por meio da
fundamentacao em diferentes conceitos de causalidade e formulacao matemaética em forma
de correlagoes quadraticas.

Ao aplicar estes métodos em dados experimentais, surge a necessidade de um instrumento

1As abreviagoes por sigla deste trabalho estdo de acordo com a nomenclatura inglesa encontrada na
literatura de referéncia.
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estatistico que fornega intervalos de confianca, p-valores e testes de hipoteses, validando os
resultados encontrados. Obter estas estatisticas a partir da formulacao dessas medidas nao
¢ uma tarefa trivial.

Uma contribuicao central deste trabalho é a derivacao tedrica e implementagao com-
putacional das estatisticas assintoticas dos estimadores das quatro medidas de dependéncia
citadas acima. O trabalho cobre tanto o caso geral, calculando intervalos de confianca, quanto
o caso particular da hipotese nula, fornecendo testes de hipotese.

Por meio de simula¢ao computacional, a estatistica assintdtica é comparada a distribuicao
amostral por simulacao de Monte-Carlo. Exemplos para modelos com séries temporais finitas
sao apresentados, e aplicacoes em dados reais de eletrofisiologia ilustram a relevancia do
estudo.

Para a implementacao computacional foi utilizada a plataforma cédigo aberto Python.
Com desenho amigavel para a analise interativa de dados cientificos, as rotinas foram proje-
tadas para serem distribuidas para a comunidade cientifica e diretamente aplicadas a estudos
metodologicos e anélise de dados eletrofisiologicos.

Com uma implementacao acessivel possibilita-se um estudo computacional sistemético
dos diferentes métodos, nao acessivel até entao.

Espera-se que a disponibilidade das medidas, com intervalos de confianca e p-valores,
implementadas em software de facil uso, estimule o uso de medidas de conectividade em

problemas relevantes em neurociéncias da comunidade cientifica nacional e internacional.



Capitulo 2

Séries temporais

As séries temporais sao conjuntos de dados ubiquos encontrados em protocolos de pes-
quisas que coletam dados ao longo do tempo.

O desenvolvimento do estudos de séries temporais foi fortemente motivado pelo interesse
em areas aplicadas, como econometria e previsao de séries econdomicas (Granger (1969)),
engenharia e processamento de sinais em telecomunicagoes e biologia (Box e Jenkins (1994)),
analises climaticas e geologicas (Mann e Lees (1996)).

Uma série temporal é um conjunto de variaveis aleatorias com indexacao (normalmente

indexada pelo tempo t), em que o indice assume valores inteiros (série discreta)
x=(..,z(t—=1),z(t),z(t+1),...). (2.1)

Uma série temporal multivariada X é definida da mesma forma, sendo cada X (t) um

conjunto de n variaveis aleatorias

.Z'l(t)

i) (t)

T (t)

Séries temporais continuas no tempo podem ser igualmente definidas, tendo analise teo-

rica semelhante ao caso discreto, mas nao serao estudadas neste trabalho. Consideraremos
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apenas séries temporais reais, com espagamento temporal discreto e constante entre elemen-
tos.

Ao estudar séries temporais coletadas por experimentos, assumimos que esta série é uma
realizagao de um processo gerador desconhecido. Supoe-se que exista um processo implicito,
descrito probabilisticamente, que pode gerar diferentes séries temporais. Destes possiveis
valores observamos uma amostra, finita, denominada realizacao.

Assumindo a existéncia desse processo subjacente, podemos definir e estimar suas pro-
priedades, como estacionariedade, estabilidade, variancia e média. Para que a estimacao de
propriedades como média e variancia faca sentido, é necessario supor que os dados tenham
propriedades que sejam atemporais, o que chamamos de estacionariedade.

Cada elemento da série é definido como uma variavel aleatoria, e o conjunto de elementos
é definido por um conjunto de varidveis aleatoérias com uma certa distribuicao conjunta. A
partir desta distribuicao podemos inferir todas as propriedades desejadas.

Estamos interessados em dois problemas: definir propriedades relevantes de um processo
estacionario e estimar tais propriedades a partir de realizacoes coletadas.

Neste trabalho estamos interessados nos seguintes conceitos: estacionariedade, estabi-
lidade, média, covariancia, representacoes lineares, representagoes espectrais e medidas de
dependéncia.

Por meio de medidas de dependéncia desejamos inferir, no caso de séries multivariadas,
como o comportamento de uma série depende das outras. Para isso, daremos destaque ao
estudo de métodos lineares multivariados e conceitos de dependéncia.

A motivacao desta pesquisa é o estudo de sinais neurais eletrofisiologicos, tendo como

caracteristicas recorrentes:

e grande nimero de séries temporais (sinais) registradas simultaneamente,

sinais de duracao variada,

e estacionariedade apenas local,

e auséncia de um modelo realista do processo gerador dos dados,

propriedades relevantes no dominio da frequéncia,
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e interacao desconhecida entre canais .

O estudo leva em consideracao essas caracteristicas.

O conceito de estacionariedade é importante para estudar sinais longos, com propriedades
possivelmente apenas locais. Modelos lineares sao gerais o suficiente para extrair caracte-
risticas relevantes de um processo implicito desconhecido. Propriedades e dependéncia no
dominio da frequéncia explicitam caracteristicas relevantes dos sinais e de suas interacoes

em diferentes faixas do espectro.

2.1 Séries temporais estacionarias

Séries temporais sao interpretadas como um conjunto de varidveis, com distribuicao con-
junta definida. Esta definicao é excessivamente abrangente, de forma que nao é possivel
extrair propriedades gerais de interesse para toda série temporal.

Como o elemento especial neste conjunto de variaveis é o tempo, é razoavel assumirmos
que a distribuicao conjunta tem relacao com o tempo. Uma propriedade que nos interessa,
sem a qual torna-se dificil seguir adiante, é a estacionariedade, na qual as propriedades
estatisticas nao mudam com o tempo.

Em uma série temporal estacionéria, quaisquer subconjuntos ordenados da série, com
mesmas relagoes temporais, terao mesma distribuicao estatistica. Numa série estacionaria,
as variaveis z(1), x(2) e £(999) tém a mesma distribuigao, e os seguintes conjuntos ordenados

também:

{z(—-10),2(—9),2(=7)},{z(1),2(2), x(4) }, {=(10), z(11),2(13) }. (2.3)

Uma série temporal é definida como estaciondria de segunda ordem, ou estaciondaria
em sentido amplo, se sua média e funcao de autocovariancia existem e nao dependem do
tempo (dois primeiros momentos estacionarios). Uma grande parte de processos estaveis na
natureza satisfazem essa propriedade.

Ao nos referirmos a séries estacionarias neste trabalho, serd entendido estacionariedade

de segunda ordem.
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A funcao de autocovariancia, com atraso 7, de uma série temporal = é definida por

L.(t,7) = Cov(z(t),z(t — 1)), Vt, T € Z. (2.4)

Em particular T, (¢,0) = Var(x(t)) = 02 e T, (t,7) = T (t, —7).

Para uma série estacionaria temos I',(7) = I'.(0,7) = T'.(¢,7),Vt, 7 € Z, dependendo
apenas do atraso 7. Em todos resultados teoricos deste trabalho assumimos séries estaciona-
rias de segunda ordem, o que nos permite representar as séries por propriedades atemporais.

No caso de séries temporais multivariadas, uma série n-dimensional X é conjuntamente

estacionaria se a matriz de autocovariancia Cov(X (t), X (t — 7)) nao depende de t, isto é,

Lx(r)=Cov(X(t), X(t—17)) (2.5)
Cov(zi(t),z1(t — 7)) -+ Cov(z1(t), z,(t — 7))
= : : Vit T € Z.
Cov(z,(t),z1(t —71)) -+ Cov(z,(t), x,(t — 7))

A funcao de autocovariancia pode ser utilizada para definir um processo estacionario de
segunda ordem, incluindo suas propriedades espectrais.

Daqui em diante consideraremos apenas o caso multivariado, com X () n-dimensional.

Simplificaremos as andlises considerando processos com média nula: X' (t) = X(t) —
E[X(t)]. Para dados finitos, com N amostras no tempo, assumiremos a estimagao usual para
a média: B[X (1)) = & S0 X(4).

Observe que processos gaussianos, definidos por satisfazerem que qualquer subconjunto
da série tem distribuicao normal multivariada, sao completamente definidos por sua média
e covariancia. Logo, séries estacionarias de segunda ordem gaussianas sao estacionarias de

modo completo (estacionariedade de estatistica de qualquer ordem).

2.2 Processos lineares

Neste momento desejamos inferir propriedades mais interessantes que estacionariedade e

primeiros momentos. Podemos lembrar que os dados que desejamos analisar estao na natu-
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reza, logo possivelmente refletem relagoes causais entre elementos temporalmente proximos
da série.

Um exemplo simples é o processo estocéstico definido por

X(t) = AX(t — 1) +=(t), (2.6)

em que ha uma relagao deterministica entre elementos sequenciais da série e uma elemento
estocastico e(t).

Podemos considerar £(¢) como um ruido branco, que denota uma série estacionaria de
média zero e autocovariancia zero para atraso nao nulo: I'.(7) = 0,¥7 # 0. O ruido branco
nao é correlacionado com seu passado (nem futuro), podendo ser interpretado nesse modelo
como uma inova¢ao, que nao pode ser explicada pelo passado de X (¢).

A é uma matriz n X n, que indica a relacao linear deterministica de cada X (t) com seu
passado.

Supondo que X () seja 3-dimensional, podemos ilustrar as relagoes entre as séries unidi-

mensionais
l‘l(t) ai;r a1 ai13 Il'l(t — ].) &1 (t)
a(t) | = | a1 as ass To(t—1) | + | eaft) |- (2.7)
5133<t> a31 Qg ass Ili'g(t — 1) €3<t>

Temos, por exemplo, x1(t) = ap121(t — 1) + ajpza(t — 1) + apzxs(t — 1) +&1(¢). O termo
a1o define, na representacao AR, como x, influencia o futuro de z;. Isso ilustra como a
representacao AR expoe relagoes lineares entre as séries que compoem a série multivariada.

Definiremos ¥ = Var(e(t)). Em condigbes gerais, €(t) pode nao ser gaussiano, quando
essas representacoes decompoem o processo em relagoes lineares, mas elementos nao corre-
lacionados nao sao necessariamente independentes. Neste caso, analises nao lineares podem
revelar propriedades adicionais.

Estudaremos apenas representacoes lineares, sendo que inferéncia de relagoes nao-lineares
nao serao abordadas.

A motivagao de (2.6) é que a série s6 dependa de seu passado imediato, somado a uma

variavel nao correlacionada. Essa classe de processos é conhecida como auto-regressiva de
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ordem 1, AR(1), ou processos de Markov lineares.

Observe que X (t) nao tem relagao direta com X (¢t — 2), apenas através de X (¢ — 1), ou
seja, Cov(X (t), X(t —2)|X(t — 1)) = 0. Mas sem condicionar em X (¢ — 1), a correla¢ao nao
é nula.

Para calcular os momentos de X (t), devemos escrevé-lo em funcao das inovagoes, que

sao os elementos com distribui¢ao conhecida. Temos que
“+o0o
X(t)=c(t)+ Ac(t — 1) + A’(t —2) +...= > _ Abe(t — k). (2.8)
k=0

Essa representagao de X (¢) em funcao das inovagoes passadas é denominada representa-

¢ao por médias moveis (MA), nesse caso de ordem infinita.
Temos E[X(t)] =0 e E[X(H)X(#)T] = Y755 AFS(AR)T.
Podemos reescrever (2.6) com o operador de atraso D (D*X (t) = X (t — k)),
X(t)=ADX(t)+e(t) = (I — AD)X(t) = e(t), (2.9)
em que I é a matriz identidade n x n. A representacao por médias moveis se torna
+oo
X(t) =) A*D*e(t) = (I — AD) 'e(1). (2.10)
k=0
A condicao de estabilidade é definida como
det(A(z)) = det(I — Az) # 0,V|z| <1, (2.11)

ou para representacao MA

det(H(2)) = det((I — Az)™") #0,V|z| > 1. (2.12)
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2.3 Representacao auto-regressiva

Vimos um exemplo na secao anterior de um processo linear simples, em que um elemento
depende apenas do elemento anterior e de um termo de inovacao, que nao tem relacao com
elementos passados.

Podemos gerar processos de ordens maiores AR(p), para qualquer p, em que um elemento

depende de p elementos passados,
p
X(t) =Y AX(t—k)+e(t), (2.13)
k=1

tendo Cov(z;(t),z;(t —p—1)|X(t —1),X(t—2),...X(t—p)) =0,Vi,j € {1,...,n}.

O interessante é que processos dessa forma ja podem representar séries temporais esta-
cionarias de forma satisfatoria. Isso pode ser testado empiricamente, ajustando um modelo
AR(p) a dados reais e testando o ajuste. Adicionalmente podemos provar que, sob condi¢oes
gerais, esse processo pode representar qualquer processo estacionario, com qualquer grau de
aproximacao.

Satisfeitas as condigoes de limitacao, definidas a frente em (2.25), uma série temporal
estacionaria X pode ser representada de forma tnica por AR de ordem infinita (Priestley
(1994)),

X(t) =) AX(t—Fk)+e(t), (2.14)
k=1

sendo que Y o |Ax| < .

Inversamente, uma série AR infinita serd estacionaria se for estével,

o
det(A(D)) = det(I — Y~ A,D¥) #0,V|D| < 1. (2.15)
k=1

Como uma série estacionaria com representacao AR satisfaz > ;- | |Ax| < 0o, as matrizes
Ay convergem rapidamente para zero. Dessa forma podemos ignorar termos a partir de certo
k e ainda assim obter uma boa aproximagao para o modelo.

Dada uma série AR, e a representacio AR(p) dessa série com erro quadratico o?(p)
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minimo, temos a aproximacao assintotica por erros quadraticos,
p— o0 = |o*(p) —*| = 0. (2.16)

Erro quadratico é a denominacao para a variancia da inovagao no contexto de previsao
otima de X(t) em fungao dos termos passados. Nesse caso, a inovagao nao é necessariamente
branca, pois a representagdo AR(p) é uma aproximagao.

Este & um resultado importante, que torna o AR(p) uma representacao suficientemente
geral, e 1til por ter nimero finito de parametros.

Observe que ao representar um processo desconhecido em uma representagao linear, por
exemplo AR, nao afirmamos que este seja seu processo gerador na natureza. Por exemplo, em
grande parte dos fenO6menos estacionarios reais, o processo gerador é continuo e nao-linear.

Mas com essa representacao (discreta e linear) podemos estimar relagoes lineares que
podem ser tteis para uma andalise exploratéria do mecanismo e para calcular propriedades
implicitas de interesse, na auséncia de conhecimento sobre o processo gerador real. Dife-
rentemente de modelos que necessitam especificar parametros a priori, o AR(p) é uma ttil

ferramenta exploratoria para evidenciar relagoes entre séries com o minimo de pressupostos.

2.4 Representacao por médias moveis

Na representacao de médias moveis, X (t) depende diretamente das inovagoes passadas, e

nao dos valores passados de X (t). Igualmente ao AR(p), podemos definir MA(p), de ordem

b,
X(t) =Y He(t— k). (2.17)

Assim X (t) pode ser interpretado como um filtro causal sobre um ruido branco.
Novamente temos o importante resultado de que, dadas as condicoes de limitacao defi-
nidas em (2.25), toda série estacionaria pode ser representada de forma unica por médias

moveis de ordem infinita (Priestley (1994)),

X(t) = i Hye(t — k), (2.18)
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em que Hy = 1.
Observe que existe uma relacao entre as representacoes AR e MA, se ambas existem,

dada por

(I — i AkD’f)(f: DFH,) =1. (2.19)

Dada a existéncia da representacao AR, sempre existira a representacao MA. Dada uma
representacdo MM, existira a representacdo AR se H(D) for inversivel.

De modo geral, um processo AR(p), de ordem finita, tera representacdo MA de ordem
infinita. E, inversamente, um processo MM(p), de ordem finita, terd representacao AR de
ordem infinita.

Outra representacao relevante é a mistura do AR e MA, chamado auto-regressivo de

médias moveis (ARMA), mas que em geral nao possui representagao tnica

X(t) = f: AuX(t— )+ f: Hye(t — k). (2.20)

2.5 Representacao espectral

A representagao espectral é Gtil em varias situagoes por ser uma técnica conhecida para
revelar propriedades implicitas de fungoes e varidveis, especialmente propriedades de pe-
riodicidade. Também podemos representar séries estacionarias por suas propriedades na
frequéncia, sendo uma ferramenta para definir de forma tnica qualquer série estacionaria e
comparéa-las entre si.

Adicionalmente, no caso de estudo em Neurociéncias, propriedades espectrais sao centrais
na caracterizagao de estados cognitivos, codificacao de informacao e comunicagao entre areas.

Seja X (t) um processo estacionério, existe um processo estocastico continuo ortogonal

Z()\), no intervalo (—m, ), tal que (Priestley (1994))

X(t) = /W e dZ(\),Vt € Z, (2.21)

—T

conhecida como transformada de Fourier-Stieltjes.

Neste caso, definimos a ortogonalidade por meio da covariancia, sendo que para todos
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conjuntos S e T, tal que SNT =0, Cov(Z(S),Z(T)) = 0. A igualdade é valida por média
quadratica.
Da mesma forma, podemos representar a funcao de autocovariancia de um processo

estacionario espectralmente

I(7) = / ' e dF(\),VT € Z, (2.22)

—Tr

sendo F'(A) uma fungao de distribui¢ao de probabilidades (logo, nao-decrescente, F'(—m) =
0, F(m) = 1), satisfazendo
Var(dZ(X\)) = dF(N). (2.23)

Se F()\) é absolutamente continua em relacao a medida de Lebesgue, podemos definir a

densidade espectral f(\) = 82—9).
Para X multivariado, f(\) é uma matriz n x n, incluindo a densidade espectral de cada
série univariada e a denominada densidade espectral cruzada entre cada par. A densidade

espectral cruzada é a representacao espectral da covariancia entre duas séries. Por exemplo,

para X (t) 3-dimensional, temos

fit(A)  fiz(A)  fis(N)
SxQ) = | fa(A) faaN) fas(N) | - (2.24)
fa1(A)  faa(A)  faz(N)

A densidade espectral de séries com valores reais, como estudadas nesta dissertacao, satis-
fazem as propriedades fi;(A) = f;i(A)*, fi(=A) = fu(A)* e fi;(A) = Cov(dZ,,(N), dZ,;(N)).

Denotaremos livremente dZx () por X(A) e Cov(dZx(N),dZy (X)) por (X(A)Y (A)*).

Ao apresentar as representacoes AR e MA, nos referimos a condicoes a serem satisfeitas
para sua existéncia. Agora podemos definir uma condicao para uma série estacionaria que
garante ambas representacoes.

Uma série estacionaria n-variada X (t) satisfaz a condigao de limitagao se sua densidade
espectral fx satisfaz

Clln S fx<)\> S CQIn, (225)
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para 0 < ¢; < ¢a < o0 e quase todo A € [—m, 7). Note que A < B se A — B é negativa
semi-definida.

Na representagao MA, vimos que X (t) pode ser representado como um filtro (convolugao)
sobre uma série de inovagoes (processo com elementos ortogonais). Em termos espectrais,

isso pode ser reescrito por
™

X(t) = /_ e H(N)dZ(N), (2.26)

com H()) sendo a transformada de Fourier de H(t), série formada pelas matrizes Hy na

representacao MA, calculada por
H(X) =) Hie™ (2.27)
k=0
Referiremos a forma espectral da MA pela igualdade
X(A\)=H(MN)e(A). (2.28)

Essa relagao justifica H(\) ser conhecida como fungao de transferéncia.
De forma geral, podemos representar convolucoes pela covariancia da multiplicacao es-

pectral, de onde tiramos a versao espectral da representacao AR,
X(A) =ANX(A) +e(N), (2.29)

em que A(\) é a transformada de Fourier da série A(t), formada pelas matrizes Ay na
representacao AR.

A relagao entre representacoes MA e AR pode ser descrita pela igualdade:
H(\) = AN, (2.30)

em que A(\) = I — A()\), denominacio utilizada doravante.
A existéncia das representagoes espectrais de A(t) e H(t) é garantida para séries estaci-

onarias satisfazendo a condic¢ao de limitagao (2.25).
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2.6 Representacao inversa

Uma representacao adicional serd de interesse, onde tanto o conhecimento do passado
quanto o futuro sdo descontados das séries. Denominaremos de representacao inversa (tam-

bém garantida pela condigao de limitagao (2.25)),

X(t) = i AR X (t—k) + i B X(t+k)+W(t). (2.31)

Esta representacao é interpretada como representagao de X (t) parcializada pelo passado
e futuro de todas as séries.

Observe que neste caso, o processo nao explicado W nao é branco, nao sendo equivalente
ao processo nao explicado ¢ das representacoes AR e MA. O processo W, normalizado por
sua variancia, Var(W(0)), tem como matriz espectral a inversa da matriz espectral de X.

Definimos entao o espectro inverso de X por

g ) = fwA) = fx(A\) " H N € [-7,7) (2.32)

e 0 processo inverso associado a X,

W(t)

B0

(2.33)

O processo inverso esta diretamente associado a parcializacao de uma série por todas
as outras, retirando suas influéncias, como veremos adiante. Temos que o espectro parcial é

dado por

em que z' denota o conjunto de todas as séries, exceto x;. O espectro parcial cruzado é dado
por

A representacio MA de "X () estd diretamente relacionada a representacio AR (2.14)
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de X (t):

X(t) = i Aln(t + k), (2.36)

com 7(t) = ¥7e(t), relacdo que pode ser ilustrada pelo seguinte fato no plano espectral
fx(N)=HNZHN! = fu(N) = (07 = AT(N)ETAW), (2.37)

em que (.) denota a matriz hermitiana.



Capitulo 3

Medidas de dependéncia linear

Neste capitulo analisaremos diferentes formas de abordar a dependéncia entre séries tem-
porais. Apresentaremos diferentes medidas de dependéncia, discutindo os conceitos pressu-
postos por cada medida, suas formulagoes para séries temporais e as propriedades e limitagoes
de cada medida.

Em particular, séries temporais apresentam caracteristicas temporais, o que justifica a
presenca de conceitos e medidas de dependéncia baseadas em definicoes de causalidade e
precedéncia temporal.

No caso de séries multivariadas, com mais de duas séries, desejamos abordar a depen-
déncia bivariada na presenca de influéncia de outras variaveis, o que introduz o conceito de
parcializacao.

Dados temporais provenientes de ativacao cerebral sao conhecidos por apresentarem pro-
priedades espectrais. Essa caracteristica motivou o desenvolvimento na comunidade de neu-
rociéncias de medidas de dependéncia fundamentadas na representacao espectral.

Faremos uso do seguinte modelo AR 5-dimensional para discutir as diferencas qualitativas

entre as medidas de dependéncia daqui em diante. O modelo é uma variacao do exemplo 3

17
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de Baccala e Sameshima (2001)

r1(t) = 0,95v2z1(t — 1) — 0,902521 (t — 2) + e1(t)

2a(t) = 0, 5aa(t — 1) + ea(t)
§ z3(t) = —0,4x1(t — 3) + e3(t)

z4(t) = —0,521(t — 2) + 0,875(t — 1) + 0,25v2z4(t — 1) + 0,25v/2x5(t — 1) + eq(t)
| 25(t) = —0,25v2x4(t — 1) 4 0,25v/2a5(t — 1) + e5(t)

(3.1)
com Y = I5. Podemos representar as dependéncias diretas existentes neste modelo pelo grafo
direcionado da Figura 3.1. Cada vértice é uma série temporal, cada aresta representa uma

influéncia direcionada direta entre pares de séries.

Figura 3.1: Grafo direcionado que representa as dependéncias diretas do modelo AR de (3.1).

3.1 Dependéncia e correlacgao

A ideia de dependéncia estd fundamentada na distribuicao de probabilidade conjunta.

Duas variaveis aleatorias sdo (estatisticamente) dependentes se e somente se
P(X =2,Y =y) # P(X =2)P(Y =y (3:2)

Essa definicao exige o conhecimento da distribuicao conjunta das séries, que em geral nao
é conhecida ou nao é satisfatoriamente estimavel. Estatisticas mais simples, como momentos
de primeira e segunda ordem (definindo a média e covariancia), sdo utilizadas para uma
definicao de dependéncia mais fraca, porém amplamente aplicavel.

Duas variaveis aleatorias A e B sao correlacionadas se e somente se Cov(A, B) # 0. A
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correlacao é o fundamento das medidas de dependéncia estudadas neste trabalho.

Observe que, no caso de variaveis gaussianas, os processos sao totalmente definidos por
seus dois primeiros momentos. Neste caso as definicoes de dependéncia probabilistica e cor-
relacao se equivalem.

Para quantificar a correlacao entre duas variaveis, definimos o coeficiente de correlacao

de Pearson entre duas variaveis aleatoérias,

Couv(A, B)

0A0B

p(A,B) = (3.3)

em que ox = /Var(X). Esta medida satisfaz |p(A, B)| < 1, sendo um indice para a forca
da relacao linear entre as duas variaveis. Para variaveis reais, p(A, B) assume tanto valores
positivos quanto negativos, indicando correlagao positiva ou negativa.

Definimos adicionalmente a correlacao quadréatica,
#(A,B) = p(A, B)P, (3.4)

que é real e positiva, satisfazendo 0 < p*(4, B) < 1.

Neste trabalho iremos analisar medidas quadraticas, baseadas em p*(A, B). Embora se
perca informacao sobre o sinal da relagao, a correlacao quadratica é tutil por quantificar a
proporcao da variancia de A explicada linearmente por B,

Cov(A, B)

Var (A - Vald]

B) = (1-p*(4, B))Var(A). (3.5)

3.2 Coeréncia Espectral

Para séries estacionarias, podemos definir suas estatisticas independentemente do tempo,
permitindo definicoes de dependéncia e correlagao.

Duas séries estacionarias, X e Y, sao nao-correlacionadas se e somente se

Cov(X(1),Y (t — 7)) = 0,Yr € Z. (3.6)
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Na representacao MA, a matriz de covariancia pode ser calculada por

I'(r) = Cov(i Hie(t — k), ina(t —7—k)) = i Hyp S HE, (3.7)

k=0 k=0
em que X = Cov(e(t)).

Como vimos em (2.5), a covariancia I' tem sua decomposi¢ao em frequéncia fx(\), a
partir da qual definimos uma medida de dependéncia na frequéncia,

i, (V)[?

Cohi;(\) = m’

(3.8)

denominada coeréncia espectral. A coeréncia espectral é simétrica e normalizada entre 0 e
1 e, com indices iguais, ¢ trivialmente igual a 1.

Como f;; = Cov(dZ,,,dZ,,), observamos a importante relagao

_ \Cov(dZ,,,dZ,,)|?
- Var(dZ,,,dZ,,)Var(dZ,;,dZ,,)

Cohij(\) = p2(dZy,, A7), (3.9)

implicando que a coeréncia é a correlacao quadratica entre as componentes espectrais de
cada sinal, justificando ser interpretada como acoplamento linear entre as suas séries em
cada frequéncia.

Na representacao MA, f;; é calculada por

em que h; denota a i-ésima linha de H(\). Calculamos entao a coeréncia espectral,

|hShH|?

Cohy) = TSty (o, ShTTy

(3.11)

A coeréncia espectral e a correlagao sao medidas amplamente aplicadas, principalmente
por sua interpretacao intuitiva como acoplamento linear entre variaveis.
Uma limitagao 6bvia destas medidas é supor relacoes lineares, de forma que relagoes nao-

lineares nao serao apropriadamente quantificadas. Como neste trabalho nao iremos analisar
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medidas nao-lineares, essa limitacao estara presente em todas as medidas apresentadas.
A Figura 3.2 mostra o grafo correspondente as coeréncias espectrais nao-nulas entre as
séries para o modelo (3.1). Observe como todo par de séries que tem alguma influéncia

comum, mesmo que indireta, possui coeréncia espectral nao nula.

Figura 3.2: Grafo representa as coeréncias espectrais nao nulas para o modelo (3.1). Dependéncias
nao existentes diretamente no modelo gerador estao em cinza.

A coeréncia espectral apresenta uma limitacao adicional por nao considerar a influéncia
de outras variaveis. Tampouco permitem extrair conclusoes sobre a direcionalidade da in-
fluéncia. O grafo direcionado mostrado na Figura 3.3 ilustra como uma variavel oculta pode
criar correlacao entre duas varidveis sem que exista influéncia direta. Os vértices representam

variaveis (possivelmente séries temporais) e as arestas, a dependéncia bivariada.

Figura 3.3: A varidvel oculta Cinfluencia ambas as varidveis A e B. Ao considerar apenas a depen-
déncia entre A e B, desconsiderando a varidvel oculta C, haverd uma correlagao nao correspondente
a uma interacao direta mo processo real.

Esse problema, conhecido como variavel oculta, é recorrente no estudo de causalidade e
em geral nao pode ser evitado, a nao ser por uma melhor inspecao do modelo suposto.
No caso em que se tém as medidas de trés varidveis, podemos evidenciar que a correlacao

é esptria com a probabilidade condicional, como discutido a seguir.
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3.3 Coeréncia Parcial

A coeréncia espectral e a correlacao se baseiam na dependéncia linear entre duas variaveis.
Na presenca de varidveis adicionais, é possivel que conclusoes incorretas sejam obtidas, pois
a dependéncia pode ser resultado de uma terceira variavel influenciando a ambas.

A probabilidade condicional pode ser utilizada para eliminar a influéncia da outra varia-
vel. Definimos que X e Y sdo independentes, condicionadas a Z, se P(X = z,Y = y|Z =
2)=P(X =2x|Z=2)PY =y|Z =2).

No contexto de relacoes lineares, podemos imaginar um exemplo em que X e Y dependem

linearmente de Z:

X =aZ+t
(3.12)

Y =bZ4+u

em que Cov(t,u) = Cov(Z,t) = Cov(Z,u) = 0. Temos que Cov(X,Y) = abVar(Z), mas
Cov(X —aZ,Y —bZ) = 0.

Definimos a covariancia linearmente parcial,

Cov(X, Z) Cov(Y, Z)
X, Y|Z) = X—-— - )
COU( Y | ) COU( V(M’(Z) Y VCLT(Z) )7 (3 ]‘3)
e o correspondente coeficiente de correlacao parcial,
oA BIC) = — A BIO) (3.14)
VVar(A|C)Var(B|C)

Para séries estacionarias, torna-se relevante a representacao inversa, definida em (2.31),
que retira a dependéncia linear de X (¢) do passado e futuro das séries. A partir da defini¢ao
(2.32) de g(\), espectro do processo inverso ‘X, definimos Jiixi € fijjxii, 08 espectros e

espectros cruzados das séries parcializadas, satisfazendo as seguintes relagoes

Jitxi(A) = g5 (N) = [ii(A) = Lo, xiN) fxi(N) ™ fxin, (A) (3.15)

fileivj (>‘) = Gij ()\) = fzgo\) - fxixi,j ()\)fxu (A)_lfxi,jxi()\). (3.16)
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Denominaremos a coeréncia espectral baseada no espectro inverso ‘X de coeréncia parcial

(PC),

|8 (M)I?
PC(\) = —1—— (3.17)
gi(A)gji(A)
que na representacao AR pode ser definida por
Hzfl 12
PO\ = — 1924 (3.18)

(af'¥~ta;) (a2 1ay)’

em que a; denota a i-ésima coluna de A()). Assim como a coeréncia espectral, a coeréncia
parcial é simétrica. A coeréncia parcial com indices iguais, PC;, é trivialmente igual a 1.

Pela sua definicao, podemos interpretar a coeréncia parcial como uma medida de corre-
lacao para o processo inverso ‘X,

_ |Cov(dZ:y,, dZiy,)|?
- Var(dZiy,, dZiy,)Var(dZiy,,, dZ:,,)

PC;(N) = p*(dZiy,, dZ:y,). (3.19)

A coeréncia parcial tem a importante propriedade de retirar influéncias do passado de
outras séries. O grafo de dependéncias no modelo (3.1) para a coeréncia parcial é mostrado
na Figura 3.4. Observe que a coeréncia parcial entre x3 e x4 é nula, pois a coeréncia espec-
tral entre estes, devido & influéncia comum x,, é subtraida. Este tipo de situacao justifica

argumentos em favor de sua utilizagao em vez da coeréncia espectral em dados multivariados.

N

Figura 3.4: Grafo representa as coeréncias parciais nao nulas para o modelo (3.1). Note a depen-
déncia entre 1 e 2, ndo existente no grafo de coeréncias.

Entretanto esse argumento nao é inteiramente convincente. Ao nos referirmos a coeréncia
parcial, dissemos que esta retira a influéncia das outras séries (parcializacao). O detalhe

importante é que ela retira influéncia do passado, mas também do futuro. Assim mesmo
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que duas séries nao tenham correlacao nenhuma, a coeréncia parcial pode ser positiva, pois
ambas influenciam uma mesma terceira série no futuro.

Na Figura 3.4, essa correlacao espuria é ilustrada pela existéncia da coeréncia parcial
entre 1 e ro. Ambas as séries sao nao correlacionadas e sem nenhuma relacao causal, mas
apresentam coeréncia parcial por ambas influenciarem a série z,. O mesmo ocorre com 0s
pares (x1, x5) e (xq, x5), pois estes influenciam xy.

Esses exemplos ilustram como o uso da coeréncia parcial, aplicada sem conhecimento do
processo gerador, fard inserir dependéncias nao existentes na coeréncia espectral. Esse é o
efeito oposto ao esperado de retirar dependéncias nao relativas a relacoes causais.

Esta propriedade limita sua utilidade para situacoes em que nao se tem informacao a
priori sobre a direcionalidade das dependéncias.

Para tentar contornar esta limitacao, necessitamos de uma medida que tenha parcializa-

cao apenas em relacao ao passado das séries.

3.4 Conceitos de Causalidade

Introduziremos medidas que considerem a ordem temporal, motivados pela suposicao
de que os dados foram gerados por modelos causais, em que o estado presente depende do
passado. Para isso, torna-se necessario ter definicoes de causalidade que fundamentem as
interpretacoes.

Adotam-se diversas defini¢oes de causalidade nas ciéncias, sem um consenso universal,
gerando debates em areas como filosofia, fisica, direito, saide, ciéncias sociais e metodologia
cientifica. Pearl (2000) traz uma extensa analise de modelos e inferéncias de causalidade.

Muitos argumentos teoricos envolvem condigoes de necessidade e suficiéncia (B s6 acon-
tece se A ocorrer), que sdo muito restritivos, de forma que temos interesse na interpretacao
que utiliza condicionalidade probabilistica.

Entre propriedades esperadas para determinacao de causalidade de A em B, podemos

citar algumas, estreitamente relacionadas entre si:

1. Acao direta de A em B dado o modelo assumido: bola de bilhar encosta em outra bola

de bilhar, causando seu movimento, segundo modelo de fisica de corpos rigidos.
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2. Condicionalidade do estado de B em relagao ao estado de A: a probabilidade de ter

cancer de pulmao é maior se fumar.

3. Mudancas em A acompanham mudancas em B: emissao de gases poluentes na atmos-

fera acompanha aumento da temperatura global.

4. Mudangas em A precedem temporalmente (prevém) mudangas em B: diminui¢do do

desemprego aumenta indice de bem estar.

5. Possibilidade de manipulagao do estado de A e simultianea medi¢ao do estado de B, a

fim de comprovar a dependéncia.

Vemos como o conceito de causalidade pode ser aplicado a diversas situacoes, muito
distintas entre si, o que dificulta defini¢oes universais. Observe que o item 3 tem relacao com
o conceito de correlacao, de forma que sozinho, nao é possivel inferir se A influencia B ou
B que influencia A, a menos que um modelo plausivel seja assumido. E muito comum uso
inadequado dos termos, referindo-se a causalidade no lugar da correlagao, sem explicitar um

modelo plausivel para justificacao.

3.4.1 Causalidade de Granger

Para séries temporais, a representacao AR sugere relacoes causais, pois eventos do pre-
sente dependem deterministicamente de eventos do passado. Por exemplo, considere um

processo bivariado AR(1):

21(t) = 0,521 (t — 1) +0,325(t — 1) + &1 (1) (3.20)

l'z(t) = 0, 4$2(t — 1) + 52('[;),
com X = Io.
Vemos que nesta representagao x; depende de valores do passado de z2, mas xo depende
apenas do seu proprio passado e nao depende de valores do passado de x;. Essas propriedades

assimétricas inspiraram a definicao de uma causalidade operacional, introduzida por Granger

(1969), por isso conhecida por causalidade de Granger (GC).
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A causalidade de Granger se inspira na previsao e ordem temporal. Para duas séries
temporais z(t) e y(t), z(t) Granger-causa y(t) se o conhecimento dos valores passados de

z(t) melhoram a predigao do valor presente de y(t), isto é,

Var(y(t)a'=,y'") < Var(y(t)y'") = ((t) <5 y(1)). (3.21)

Nesta defini¢ao, a variancia da previsao de y(t) € menor quando, além dos valores passados
de y(t) (descrito por y'~), usa-se informagao do passado de x(t) (7).

Note que a causalidade de Granger nao é reciproca, o que fica claramente ilustrado no
exemplo (3.20), evidenciando sua interpretagao como uma relagao direcionada.

Esta definicao desconsidera um modelo implicito as séries. Exige apenas uma ordem
temporal e condicionalidade, de forma que os valores passados de um influenciem na previsao
do valor presente de outro.

Em relagao as caracteristicas de um modelo causal citadas anteriormente, estaria inspi-
rada nos itens 2) e 4). Nao assume itens 1) e 5) (acao direta e possibilidade de intervengao),
sendo 1til para casos em que nao se assume um conhecimento do processo gerador, e lida-se
com dados ja coletados fixos, nao passiveis de manipulacao.

O conceito de causalidade de Granger pode ser aplicado imediatamente ao modelo AR,
pois as relagoes lineares utilizam dados passados para reduzir a variancia do componente
estocastico do presente. Isso equivale a minimizar o erro quadratico (variancia) do preditor
linear do valor presente.

No exemplo (3.20), temos que a12 # 0. No caso de ndo termos conhecimento sobre o

passado de x, é equivalente a modelarmos z; de forma univariada, ou seja, com a2 = 0,

l‘l(t) = bll'l(t — 1) + b2$1(t — 2) 4+ ...+ Vl(t). (3.22)

E sabido que o modelo original é equivalente ao melhor preditor de z1, tendo 1, minimo.
Teremos que Var(vy) > Var(ey), o que satisfaz a condi¢ao para causalidade de Granger,
concluindo que xy Granger-causa x;.

No entanto x5 depende apenas de seu proprio passado (4 ), de forma que, condicionado a

x4, ndo é correlacionado ao passado de ;. Teremos que Var(y(t)|zt=,y') = Var(y(t)|y' "),
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nao havendo causalidade de Granger, z; A% z,.

3.4.2 Causalidade de Granger condicionada

Para um modelo com mais de duas séries necessitamos de maior cuidado. Como discutido
anteriormente, é possivel que a suposta causalidade seja devida a uma terceira variavel oculta.

No caso da GC, devemos incluir o conhecimento de todas séries do sistema, o que em nossa
interpretacao probabilistica implica calcular relagoes condicionadas ao passado de todas as
séries.

Dadas n séries temporais, x1(t), z2(t), ..., z,(t), expandimos o conceito de GC para
Var(z;(t)|X"7) < Var(xi(t)]Xt’\x;’) = (z(t) — x;(t)), (3.23)

em que X'~ é o passado de todas as n séries. Assim, o conhecimento de xzf, quando acres-
centado ao conhecimento dos valores passados de todas as outras séries, ajuda na previsao
de C(]l(t)

Esta definicao é um caso particular da definicao geral de GC,
Var(z;(t)|Q7) < Var(:ci(t)]Qt’\x;’) = (x;(t) — x4(t)), (3.24)

em que 2~ representa toda informacao disponivel do universo sobre o passado. Como no
nosso caso temos apenas a informacoes de nossas séries, contentamo-nos com a defini¢ao
(3.23).

Para nossa representacao AR multivariada, novamente temos uma interpretacao direta de
causalidade de Granger. Como a representacao AR ja considera todas as séries, se (Ay);; =0
para todo k, quer dizer que z;(t) ndo é correlacionado a z;(t — k), para todo k, condicionado
ao passado das outras séries.

E importante notar como o condicionamento ¢ em relacio apenas ao passado das séries,
diferentemente da coeréncia parcial.

Inversamente, se (Ay);; # 0, para algum k, se representarmos as séries por um modelo

reduzido, sem a série x;, teremos uma variancia maior no erro de predi¢ao de x;.
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Definimos entao a causalidade de Granger para representagoes AR como
3k € ZT, (Ap)i # 0 & (2;(t) =5 a4(t)). (3.25)

O conceito de causalidade de Granger para AR satisfaz o primeiro quesito de causalidade
listado anteriormente, pois de acordo com o modelo assumido (AR), hé relagio direta entre
os processos. Mas, mais rigorosamente, sabemos que o modelo assumido pode nao ter relagao
com o processo real, de forma que interpretagoes devem ser feitas com cautela.

A causalidade de Granger se mostra entao uma defini¢ao 1til, pois respeita condiciona-
lidade, temporalidade e acao direta na representacao AR.

No caso do estudo de fisiologia do cérebro, ¢ extremamente dificil definir um conceito de
causalidade entre os sinais neurais. Além de ser uma rede complexa de numerosos neurénios
interconectados, tém-se em geral apenas informacoes de parte deles e muitas vezes de forma
indireta. Resultados devem ser interpretados com precaucao e pensados como uma evidéncia
exploratoria.

De todo modo, qualquer outro método de analise ira sofrer dos mesmos problemas, nao
sendo uma caracteristica propria deste conceito ou das representacoes lineares. Assim sendo,
considera-se que o conceito de causalidade é ttil, e até necessario, para substituir analises

fundamentadas em correlagoes, que nao consideram relacoes temporais.

3.4.3 Causalidade indireta de Akaike

Iniciamos aqui uma discussao sobre defini¢oes alternativas de causalidade.
A questao central é diferenca entre acao direta e indireta. Suponha um modelo de trés
séries (Figura 3.5), em que x3 influencia xq, que por sua vez incluencia x1. Podemos afirmar

que x3 causa xp?

Figura 3.5: Causalidade indireta e direta. Definicao de causalidade deve definir se hd causalidade
de 8 para 1.
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Essa é uma pergunta conceitual, e dependerd apenas da definicao de causalidade esco-
lhida. A definicao de causalidade de Granger estabelece que devemos condicionar a relagao
de z3 e 1 a x9. Dessa forma nao havera GC de z3 para x;. Isso esta relacionado a agao
direta, assim mesmo que a influéncia de z3 altere o futuro de z, sera de forma indireta,
através de x,.

Uma definicao alternativa, que define causalidade indireta, surge ao analisarmos a repre-

sentacao MA. Suponha o modelo simples com representacao AR:

21 (t) = 2ot — 1) + £4(t)
2o(t) = x3(t — 1) 4 £5(t) (3.26)

Z’g(t) = 83(t).

Claramente ele satisfaz o grafo de causalidade da Figura 3.5. Teremos a seguinte repre-

sentacao MA correspondente:

w1(t) = e1(t) + a2t — 1) +e3(t — 2)
xo(t) = eo(t) +e3(t — 1) (3.27)

Jfg(t) = €3<t).

Na representacao MA, temos a dependéncia sobre inovagoes passadas de série. Nesta
perspectiva, sabemos a origem de cada alteracao nas variaveis. No sentido de causalidade
que aceita ac¢oes indiretas, de forma a saber a origem das alteracoes, deveriamos afirmar que
x3 causa ry, pois uma alteracao em x3 ird influenciar ;.

Esta definicao esta relacionada a resposta ao impulso da fungao de transferéncia de x;
para x;, e iremos denomina-la causalidade de Akaike (AC), por ter relagdo com a medida
definida em Akaike (1968) como contribuigao relativa em poténcia. Hosoya (2001) sugeriu
esta alternativa como o conceito recomendado para definir dependéncias. Um argumento é
exposto a seguir.

Considere o seguinte modelo, sugerido por Hosoya (2001) e comentado por Takahashi



3.4 CONCEITOS DE CAUSALIDADE 30

(2008), com a representagao AR dada por

X(t) = —0,25Y (t — 2) + 0,5Z(t — 1) + £(t)
Y(t) =£(t) (3.28)

e representacao MA por

Y(t) = () (3.29)

Observamos a peculiar situacao em que, embora Y tenha acdo direta em X (causalidade
de Granger), ndo ha causalidade de Akaike. A agao das inovagdes de Y sobre X sao canceladas
com a acao indireta através de Z, assim X e Y sao nao correlacionados. Logo um impulso
em Y (¢y) ndo tem influéncia sobre X.

Hosoya argumenta que esse caso torna a causalidade de Granger falha, pois identifica
uma causalidade que ndo ocorre. Como foi notado em Takahashi (2008), a diferenca nao
estd na representacao AR ou MA, mas na escolha do condicionamento. Assim a causalidade
de Granger estuda a relacao de X(t) e o passado de Y(t), condicionado ao passado de
Z(t), enquanto a causalidade de Akaike estuda a relacdo de X(t) e a inovagao &(t), sem
condicionamento a outras séries.

Como argumento adicional, este exemplo de Hosoya é um caso extremamente particular, e
em geral a causalidade de Granger implica a causalidade de Akaike. Nesse modelo particular,
ha relacao indireta de Y para X, mas nao ha AC, assim formalmente a definicao de AC é
da correlagao entre uma série e a inovacao de outra. Em geral, relacoes indiretas (e diretas)
implicam a presenca de AC.

Podemos definir a causalidade de Akaike, para uma representacao MA, como
Ik € ZF, (Hy)i; # 0 & (x;(t) =5 wi(t)). (3.30)

Baseadas na definicao de GC e AC, diversas medidas de influéncia causal foram definidas,

com muitas controvérsias sobre qual seria a medida que estaria mais de acordo com a defini-
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cao de causalidade; e circularmente qual seria a melhor definicao de causalidade. Takahashi
(2008) estuda o fundamento dessas medidas e a surpreendente relacdo com medidas de cor-

relacao e informacgao mutua.

3.5 Coeréncia Direcionada

A causalidade de Akaike motiva uma medida de dependéncia direcionada, que relacione
uma série a inovacao de outra. Podemos definir uma medida como a correlacao entre essas
duas quantidades, ou seja, p*(dZ;, (), dZ.,(N)).

Apesar de ser uma medida valida, observamos que, se existe correlacao entre as inovagoes
(X nao diagonal), por exemplo entre ¢; e €5 (0 7 0), essa medida estara considerando uma
correlagdo que esta presente também em p*(dZ,,(\),dZ., ()\)). Isso motiva uma parcializagio

da inovagao €; pelas outras inovagoes, que denotaremos n;. Calculamos que
Var(n;(t)) = Var(g;(t)|e? () = oj; — Cov(g;e?)Var(e)) " Cov(eley). (3.31)

Observe que 7;(t) = ¢,(t) para ¥ diagonal.

Definimos assim a coeréncia direcionada (DC) como
DCy;(\) = p*(dZ,,(N), dZy;(N)). (3.32)
Notamos na representacao MA que o espectro de x; é uma funcao linear das inovacoes,
zi(A) = ha(N)er(A) + hia(N)ea(A) + ... 4+ hin(N)en (), (3.33)

o que implica
_ |higPVar(ny) _ [hy*Var(n;)

DCy(N\) A S

(3.34)

Na decomposigao acima, fica clara a interpretacao de DC como proporcao do espectro
de z; explicada exclusivamente por ¢;, sendo h;; a funcao de transferéncia entre as duas

variaveis. Essa decomposicao motiva definicoes de medidas alternativas.
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Podemos decompor f;(A) = X X* em

2 2 2 E : *
fZ,L()\) = |h11’ 011 + ‘h12| J9292 4+ ...+ |hzn| Onn + hijhikajk- (335)
i#k
Vemos nessa decomposigao como o termo |h;;|%0; é a contribuigdo de £, desconsiderando
sua interagao com a contribui¢ao de outras inovagoes. Podemos assim definir a transferéncia
direcionada espectral (SDT), sendo a contribui¢do em poténcia espectral, normalizada por
todas contribuicgoes,
2
|hijl "o

DT;(\) = =21 .
SDT;(N) S Thalom (3.36)

Outra medida espectral para séries multivariadas, relacionada a causalidade de Akaike,
foi apresentada por Kaminski e Blinowska (1991) como funcao de transferéncia direcionada

quadratica (DTF),

DTF;(\) = =7

(3.37)

A DTF equivale & DC quando ¥ = kI, k € R. Apesar de evitar consideracao sobre a
correlagao entre inovacoes, é sensivel a diferenca de escala entre as séries por nao considerar
3.

A DTF e SDT tém a propriedade de serem normalizadas pelo espectro do influenciado
x;, satisfazendo Zj DTF,;=1e Zj SDT;; = 1.

Podemos ver a DC como uma decomposicao da coeréncia espectral em duas direcoes,
evidenciada pela representacao MA. Considerando > diagonal, e a coeréncia espectral e DC

nao-quadraticas, temos

i :hi\/i\/ihf

em que DCZ = [DOZlDOZQ PN Dczn]

Coh;; = = DC; DCT, (3.38)

Todas essas medidas, DC, SDT e DTF, tém correspondéncia com a causalidade de Akaike,
tendo a existéncia de dependéncia condicionada ao termo h;;. Essas medidas detectam depen-
déncia direcionadas indiretas, de forma que o grafo para a DTF para o modelo de referéncia

(3.1) & mostrado na Figura 3.6. Observe como a influéncia indireta entre de z; para x4 e
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xo para x4 sao detectadas. Em comparacao com a coeréncia espectral, correlagoes devido a
influéncia comum, como entre x3 e x4, sao nulas.

A medida para indice iguais (p.ex. DC};) é a proporgao explicada pela propria inovagao.

Figura 3.6: Grafo representa as coeréncias direcionadas nao nulas para o modelo (3.1).

3.6 Coeréncia Parcial Direcionada

Podemos definir uma medida semelhante & coeréncia direcionada para o conceito de
causalidade de Granger. De modo andlogo, iremos definir a depedéncia entre as séries
parcializadas, derivadas do processo inverso ‘X, e sua inovagiao v(t) = X7 'e(t), parciali-
zada pelas outras inovagoes. Definimos assim a coeréncia parcial direcionada informacional
(Takahashi et al. (2010)),

iPDCy;(N) = p*(dZiy,;, dZiy,), (3.39)

em que 'n; é a inovacdo parcializada do processo inverso. Temos que Var('n;) = aj_jl
(Takahashi (2008)) e que o espectro inverso é o inverso do espectro parcializado, g;(\) =
Dada a relagio entre a representacao AR de X e a MA de ‘X (2.36), concluimos que

_alPogt  aiPoy!

PDCi;(\) = = )
7 J( ) gu()\> a;’{E_laj

(3.40)

em que a; é a j-ésima coluna de A(\). A denominacio informacional é usada para diferenciar
da PDC originalmente proposta, e se justifica pelo fato de, sendo uma relacao de correlagao
p, tem uma justificativa na Teoria da Informacao quando as séries sao gaussianas (Takahashi

(2008)).
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Novamente, temos defini¢oes alternativas na literatura, incluindo a PDC originalmente

proposto (Baccala e Sameshima (2001)),

PDCy; = =4 (3.41)

e a PDC generalizada (gPDC), que utiliza apenas a diagonal de ¥ (Baccala et al. (2007)),

_ag oyt

alf ¥ita;’
em que Z;l = (X®1,)7!, sendo a inversa da diagonal da matriz de covariancias. @ representa
o produto de Hadamard.

Tanto PDC quanto gPDC satisfazem ), PDC;; = 1. Observe que a normalizagao do
PDC ¢é pela série fonte x;, diferentemente das medidas DC e DTF. iPDC pode ser interpre-
tada como o acoplamento linear direto entre as séries (termo a;;), normalizado por todos
acoplamentos que tém x; como fonte.

Assim como a DTF, a PDC original é sensivel a mudancas de escala entre as séries, o
que motivou a definicdo da gPDC em Baccala et al. (2007).

A medida para indices iguais (p.ex. PDC};) é a proporgao do espectro inverso nao expli-
cada pelas outras séries.

A PDC, em todas suas formulagoes, detecta dependéncia baseada em a;;, de forma que
tem correspondéncia direta com a causalidade de Granger. Essas medidas detectam depen-
déncia direcionadas diretas, de forma que o grafo para a PDC para o modelo de referéncia
(3.1) é mostrado na Figura 3.7. As dependéncias detectadas pelo PDC sao as mesmas que as
representadas na descri¢do original do modelo (Figura 3.1). Isso é imediato, pois assumimos
o modelo AR como modelo gerador.

A PDC pode ser interpretada como uma decomposicao em duas direcoes da coeréncia
parcial, em suas representacoes nao quadraticas. Para a PDC informacional, com X diagonal,

temos

95 afv YV
v Yii9jj vV 9jj \/ Gii
em que iPDCj = [iPDCljz'PDng .. .z'PDan].

PCy; = =iPDC; iPDCH, (3.43)
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Figura 3.7: Grafo representa as coeréncias parciais direcionadas nao nulas para o modelo (3.1).
As relagoes de dependéncias sao as mesmas que as dependéncias diretas no processo gerador.

Na literatura hé a discussao sobre a relagao entre causalidades de Granger e de Akaike, e
em particular sobre qual das medidas, PDC ou DTF, seria a mais apropriada para aplicagoes
em neurociéncias.

Para sistemas de apenas duas variaveis, em que nao h& parcializagao por outras séries,

as duas definicoes sao equivalentes, valendo

Por apresentarem fundamento em definicoes de causalidade diferentes, nenhuma é incor-
reta, sendo alternativas dependendo do que se deseja inferir. A normalizacao diferenciada
(por fonte ou alvo) torna seus valores bastante distintos.

Desconsiderando a diferenca de normalizacao, a PDC se mostra uma medida mais til em
comparacao ao DTF por detectar apenas as dependéncias diretas, juntando as caracteristicas
de direcionalidade e parcializagao. Mesmo contendo a mesma informacao, a PDC apresenta
as dependéncias de forma mais explicita, para imediata interpretacao.

No estudo funcional do cérebro, por exemplo, é possivel imaginar que todas areas apre-
sentem conexoes indiretas com todas outras, tornando a existéncia de causalidade de Akaike
trivial, logo irrelevante. A PDC pode inferir evidéncias de regides que tém conexao direta,
podendo ser a evidéncia funcional correspondente a conexoes estruturais.

Para a PDC detectar dependéncias diretas, assumimos que o modelo AR de fato é um
bom modelo para o processo gerador das séries. Mas a mesma condicao vale para o DTF

e todas outras medidas lineares deste trabalho, nao sendo um argumento diferencial nesta
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comparagao.

3.6.1 Transferéncia Parcial Direcionada

A PDC apresenta propriedades de parcialidade e direcionalidade, tendo condigoes de
existéncia equivalente & existéncia da causalidade de Granger. Essas propriedades sustentam
a PDC como a medida linear, entre as apresentadas, com maior informacao sobre a estrutura
geradora do processo.

A PDC pode ser vista como decomposicao da coeréncia parcial, que retira a influéncia
do passado e futuro das outras séries na equagao (3.43). Essa decomposicao fundamenta a
normaliza¢ao pela fonte z;. Essa normaliza¢ao gera casos em que a medida pode contrariar
a expectativa e causar problemas de interpretacao sobre o valor quantitativo da PDC.

Considere o seguinte processo AR:

21(t) = 0,521 (t — 1) + 1,0z2(t — 1) +&1(2)
To(t) = e5(1) (3.45)

$3(t) = 5:172@ — 1) + 53(t>

com ¥ = Is.

Observamos como x5 tem grande influéncia sobre x;. Podemos quantificar esse fato pela
coeréncia direcionada, que mede a proporcao do espectro de z; explicada pela inovacao eo,
calculando DC13(A = 0) = 0,5. Para 8 = 0, a PDC sera equivalente, PDC13(A = 0) =0, 5.

No entanto, ao introduzirmos uma interacao de x, para x3, poderiamos esperar que a
dependéncia entre x; e 2 nao fosse alterada. Por exemplo, 3 pode ser uma segunda medigao,
com amplifica¢do e atraso, do sinal xo. Mas para 8 = 10, temos PDC15(0) < 0,01, podendo
ser interpretada como conexao esptria.

Notamos que, com o auxilio das estatisticas calculadas adiante, pode-se inferir que
PDC15(0) é estatisticamente significativa em qualquer dos casos. Mas seu valor baixo pode
dificultar a interpretacao acerca da forca de dependéncia.

Com essa motivacao, introduzimos aqui uma nova medida de dependéncia. Desejamos

preservar a parcializacao e direcionalidade, condicionando a dependéncia nos termos a;;.
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Por outro lado, desejamos ser possivel uma normalizacao pelo alvo da dependéncia, com a
interpretacao como proporcao do espectro explicado pela dependéncia.

Temos a decomposicao espectral de z1(t) na representagio AR
$z()\> = (]JﬂIl(}\) + a/iQ.TQ()\> + ...+ amxn()\) + 81()\), (346)
da qual podemos calcular sua densidade espectral

* 2 2 2 * x ok *
fn()\) = T;r; = |CL¢1| f11‘|‘|(lz'2’ f22+. . +|am| fnn‘i‘O'ii—i‘ E a,»jaikfjk—i- E (éiaijxj +az’jxj5i)'
J#k J
(3.47)
As duas somas ao final consideram as interacoes entre as séries, e entre séries e a inovacao,
que estao influenciando z;. O mesmo efeito ocorre na decomposicao do espectro em termo de
inovagoes na representacgao MA na expressao (3.35), quando ha correlacao entre as inovagoes.

Considerando apenas o que é transmitido em poténcia espectral por z; para z;, antes de

sua interagao com as outras séries, definimos a transferéncia parcial direcionada (PDT),

PDT, — |aij|* £ | (3.48)
Yok i) frr + 0
observando que a;; é a representagao espectral da sequéncia (Ag);;, para k > 0, desconside-
rando a matriz Ay = I, presente na definicdo da PC e PDC.

Por completeza, definiremos a contribuicao instantanea da inovacao como transferéncia
parcial instantanea: I PT = W\’W A PDT satisfaz Zj PDT;; + IPT;, = 1.

A PDT pode ser interpretada como poténcia espectral medida no canal de transmissao
de x; para z;, normalizada por todas transmissoes. A PDT é normalizada pelo alvo e nao
tem o mesmo efeito que a PDC no modelo acima, em que PDTi5(0) = 0.25 para qualquer
s.

Para indices iguais (PDT};), a PDT releva a poténcia espectral do sinal de realimentagao
de z;.

Tendo interpretacao como poténcia espetral transmitida, sua versao sem normalizacao

pode ser 1til quando se deseja saber a transmissao total, sem depender das outras transmis-
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soes. Definimos a transferéncia parcial direcionada total (TPDT),

A PDT nao pode ser representada trivialmente como uma correlacao de variaveis. O
motivo é que sua definicao nao se baseia na parcializacao das séries. A PDT usa a decompo-
si¢do de uma série como combinag¢ao das outras (representacao AR). Apesar de relevante, a
decomposicao em séries nao ortogonais dificulta a interpretacao por correlagao, assim como
a decomposicao de vetores em bases nao ortogonais dificulta sua representacao por produto

interno.

3.7 Comparacao entre medidas de dependéncia

Sumarizamos na Tabela 3.1 as propriedades de cada uma das medidas apresentadas, para
facilitar o entendimento e a escolha da medida mais adequada para cada necessidade.

A coeréncia espectral, medida mais conhecida e amplamente usada, baseia-se simples-
mente no espectro cruzado bivariado, nao utilizando informacoes de outras séries. Essa res-
tricao implica nao apresentar nenhuma das propriedades citadas. Podemos apresentéi-la pela
correlagao p?(z;(\), z;(N)).

A coeréncia parcial retira a influéncia comum das outras séries, sendo formulada a partir
do espectro inverso das séries, a qual é diretamente relacionada ao espectro parcializado. Esta
é 1util quando se tem informagao a priori de quais séries exercem tal influéncia comum. Caso
contrario, por retirar também informagoes futuras, ir&, em geral, inserir dependéncias nao
existentes. Essa caracteristica faz da coeréncia parcial uma escolha duvidosa para analises
exploratorias. Podemos apresenta-la pela correlagao p?(“z;(\), ‘a;(N)).

A coeréncia parcial direcionada (e suas variantes, gPDC e iPDC) tem condi¢ao equiva-
lente a existéncia de causalidade de Granger. Este conceito de causalidade considera apenas
relacoes com direcionalidade temporal e parcializadas por todas outras séries, resultando em
dependéncias direcionadas e diretas, desconsiderando relacoes indiretas. A PDC pode ser

interpretada como uma decomposicao da coeréncia parcial nas duas direcoes de influéncia,



3.7 COMPARACAO ENTRE MEDIDAS DE DEPENDENCIA 39

podendo ser apresentada pela correlagio entre inovagao e série parciais, p*(‘n;(\)), ‘a;(A).

Foi introduzida uma nova medida de dependéncia, a transferéncia parcial direcionada
(PDT), que também se fundamenta sobre a representacao AR e causalidade de Granger.
A PDT se diferencia da PDC por nao utilizar o espectro inverso, mas sim uma decompo-
sicao do espectro direto. A PDT pode ser interpretada como a poténcia espectral medida
na transmissao do canal z; para o canal x;, ignorando como esta interfere com as outras
transmissoes. Desta forma adiciona a importante propriedade de ser normalizada pelo alvo,
enquanto a PDC é normalizada pela fonte, gerando resultados possivelmente nao desejados.

Notamos como entre os diferentes conceitos de dependéncia, a causalidade de Granger
apresenta o maior conjunto de propriedades desejaveis discutidas. Entre suas formulagoes
como medida, destacamos a iPDC' por ser fundamentada na correlacdo quadratica entre
variaveis, sendo invariante & escala, e a gPDC por apresentar a interessante propriedade
>, 9PDC;; = 1.

Também destacamos como a nova medida proposta, PDT, apresenta a propriedade adi-
cional importante de ser normalizada por o que recebe, sendo uma medida para a proporc¢ao

do espectro total explicado por cada dependéncia.
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Capitulo 4

Estimacao e estatistica assintotica

Para a aplicacao das medidas de dependéncia propostas, enunciaremos formulas para sua
estimacdo. E fundamental também um estudo para o comportamento desses estimadores.
Com a estatistica assintOtica para os estimadores, desenvolvida neste capitulo, podemos
testar hipoteses e ter intervalos de confianca com dados finitos suficientemente grandes.

No préximo capitulo ilustramos com exemplos os célculos desenvolvidos e a comparacao
com estatisticas amostrais.

Espera-se que com a disponibilidade da estatistica assintotica, aumente a utilizacao e a

confiabilidade de resultados experimentais baseados nestas medidas de dependéncia.

4.1 Estimacao

Por motivos de estimagao, desejamos um niimero finito de parametros no modelo. Utiliza-
remos assim modelos de ordem finita a partir deste momento, mais especificamente modelos
AR(p).

Consideramos dados com N pontos de uma realizacao, a partir da qual desejamos inferir
as medidas de dependéncia propostas. Esta secao utiliza resultados diversos de Lutkepohl

(2005).

41
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4.1.1 Estimacao de AR(p)

Reescrevemos os parametros em uma forma vetorial:

A=[A.. A, (4.1)
a = vec(A), (4.2)
e = vec(X). (4.3)

O estimador de minimos quadrados (LSE), conhecido como estimador de Yule-Walker, é

dado por
A= [D1)..I(p)Tx(0) Y, (4.4)
S =1(0) — [P(1)..0(p)] Tx (0) 7 [D(1)..L(p)] ", (4.5)
onde ~ .
I'(0) I'(1) I'(p—1)
F(0) = I'(1) 1'(0) I'(p—2) | (4.6)
| T(p—1) T(p-2) -~ T(0)

e cada I'(7) é a funcao de covariancia amostral, estimada por

1 N-—1
— Y XX(t—1). (4.7)
N

Ao inferirmos os parametros do modelo AR(p), teremos uma distribuigao assintotica para
o estimador, que serd a base para o céalculo da distribuicao assintética de cada medida de
dependéncia.

Ambos estimadores de « e € sdo nao viesados e assintoticamente normais. O estimador

LSE de « satisfaz a seguinte convergéncia em distribuicao,

VN —a) S N(0,Q,), (4.8)
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sendo Q, =T',(0)™' ® &, em que ® representa o produto de Kronecker.
Se ¥ é desconhecido, teremos que estima-lo também. Tem-se a variancia assintotica deste

estimador dada por:

VN(E—2) S N(0,9.) (4.9)

Q. =2D,D} (S 2)DF DT (4.10)

sendo D,, é a matriz de duplicacao tal que D,vech(A) = vec(A), e DT & a pseudo-inversa
generalizada de Moore-Penrose de D.

Os estimadores & e € sao assintoticamente independentes.

Na implementacao computacional dos resultados, um algoritmo de estimacao alternativo
foi utilizado, chamado de Nuttall-Strand ou Burg multivariado. Em Schlégl (2006) é feito
um estudo comparativo entre os estimadores e este apresenta os melhores resultados. E
importante notar que o estimador de Nuttall-Strand tem mesma convergéncia assintotica do

estimador de minimos quadrados (Hainz (1994)).

4.1.2 Estimacao da ordem p

Supondo que o modelo é AR(p) finito, mas de ordem p desconhecida, devemos estimar
p. Para isso definiremos um dos muitos possiveis estimadores, o critério de informacao de
Akaike (AIC), baseado em teoria da informagao.

O AIC estima a ordem pesando entre a variancia e o viés do estimador. Quanto maior p,
menor a variancia Y, mas maior a variancia na estimac¢ao. O AIC tenta evitar sobreajuste,
penalizando o ntimero de parametros enquanto minimiza .

O valor estimado de p serd o valor que minimize a funcao

AIC(p) = Nlog(det(X)) + 2n*p,Vp € Z*. (4.11)
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4.2 Estatistica assintotica

Com base nos estimadores definidos em (4.1), temos os parametros do modelo e, inserindo
estes parametros nas definicoes das medidas, teremos as medidas estimadas.

Um resultado inédito deste trabalho é a derivacao teorica, e respectiva implementacao
computacional, das distribui¢des assintoticas dos estimadores da PDC (PDC original, gPDC,
iPDC), PDT (apenas sob hipotese nula), DTF, coeréncia parcial, coeréncia espectral.

Estatisticas assintoticas para estas medidas restaram ausentes por anos e valores sub-
jetivos para limiares de significincia eram adotados. Entre as estatisticas ja publicadas,
Schelter et al. (2006) mostrou a estatistica para a PDC original sob a hipotese nula, e
Takahashi et al. (2007) apresenta uma derivacao alternativa, onde introduziu a notagao e
método utilizado neste trabalho, incluindo o caso da hipo6tese alternativa, calculando inter-
valos de confianca.

Hrafnkelsson e Newton (2000) calcularam a estatistica para a coeréncia espectral a partir
da representacao auto-regressiva, mas com o descuido de nao considerar o caso particular
com coeréncia espectral nula. Em Eichler (2006), a estatistica apenas para o caso nulo da
DTF é mostrada.

Uma pequena parte dos resultados a seguir, incluindo a derivacao da estatistica para a
gPDC, foi publicada em forma de artigo em Brito et al. (2010).

Para facilitar a compreensao do método utilizado, demonstraremos primeiramente as
estatisticas para a PDC em maiores detalhes. Em seguida, demonstraremos as demais esta-
tisticas mais sucintamente.

O método adotado reescreve cada medida em forma matricial, facilitando a derivacao
de cada medida por um mesmo método. Adicionalmente, simplifica a implementacao em
linguagens de programacao com sintaxe vetorial.

Os célculos propostos nao sao computacionalmente 6timos se implementados direta-
mente. Por exemplo, certas matrizes nos calculos sao esparsas, e sua manipulacao termo
a termo é recomendavel quando for necessaria eficiéncia.

Nos referiremos a hipotese nula por Hy : M;;(A\) = 0, sendo M a medida em estudo. A

hipotese alternativa serd denotada por Hy : M;;(\) # 0. A diferenciagiao nestes dois casos
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serd necessaria, pois sob Hy teremos uma distribuicao assintotica diferente do que sob H;.

4.2.1 Meétodo delta

O procedimento utilizado faz uso extensivo do método delta para estatisticas assintoticas,
descritos em van der Vaart (2000).
Dados um estimador ¢ para y, com variancia assintotica /N, e uma func¢ao g = g(7).

Se G = 8%—(;)|z:y existe e é continua, temos
. d
VN(g(9) — 9(y)) = N(0,GQG"). (4.12)

O método delta esta relacionado a aproximacao de primeira ordem da série de Taylor de

9(y)-

Em nosso contexto, a variavel y representa nossos parametros do AR(p) ((A) e X), e a
fungao ¢g(y), uma medida de dependéncia.

Como ja possuimos a variancia assintotica dos estimadores dos parametros do AR(p),
resta-nos calcular G = 6%—(;’), a derivada da medida por estes parametros. A partir da vari-
ancia assintotica podemos calcular intervalos de confianca e p-valores.

E importante notar que, se a primeira derivada é nula (aga—(yy) # 0), precisamos utilizar
derivadas de ordens maiores. Este caso ocorre sob H, para todas medidas. Enunciamos o

método delta de segunda ordem.

Dados um estimador § para y, com variancia assintotica €2, e uma fungao g = g(9) que

. o o . 4 -
satisfaz %‘ =0.Se Gy = aga(Z)T‘ existe e é continua, temos
2z lz=y 2021 | 2=y

. a 1
N(g(@) = 9(y)) = 52" Gar, (4.13)
em que z N(0,Q).
Podemos fazer uma transformacao de variaveis que transforma este limite, que é uma
forma quadratica de variaveis gaussianas, em uma soma de chi-quadrados. Seja Q = LLT

a decomposicao de Choleski de €2, com L matriz triangular inferior. Defina * = Lz, logo

z=(LTL)"'L"z. Temos que E[z2"] = I.
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Se D = LTGyL e D = UAU?T sua diagonalizacao, temos
2 ' Gox = 2T LTGoLz = 2" Dz = 2TUANUT 2 = Z Lz ugul 2 = Z vz, (4.14)
k k

pois uxuj = I, sendo I, os autovalores de D e v} chi-quadrados com 1 grau de liberdade,

independentes entre si.

Logo N(g(9) — g(y)) % 1 30, L.

4.2.2 Estatistica para PDC

Iniciaremos com a obtencao do teste contra a hipotese nula e dos intervalos de confianca
para a PDC nas suas trés variantes: iPDC, gPDC e PDC original.
A PDC é definida por

-1

Sy layal;
PDCy() = o

i W Tt 4.15
(af'5;7a,) )

em que S, e Sy sao as devidas normalizagoes para cada variante:
e iPDC: S, =%y, Sq=13;
e gPDC: S, =34, Sq = Xg;
e PDC: S, = I, Sq = I;

sendo que X3 = X ® [, considera apenas a diagonal de X, anulando os outros termos. ©®
denota o produto de Hadamard e [,, a matriz identidade de ordem n.
Inicialmente reescreveremos o AR(p) e a PDC em uma forma matricial que facilite as

derivagoes seguintes. Em seguida derivaremos a estatistica assintotica.

Formulacao matricial

Na formula do gPDC dependéncia sobre a()), no dominio da frequéncia. Elas foram

definidas (na forma matricial) por

a’(\) = vec(l,, — zp: Ay - e7IFY, (4.16)

k=1
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Como a®(\) é um vetor complexo, iremos decompd-lo em sua parte real e imaginaria,

mantendo todas derivagoes restantes no dominio dos reais,

oy = | T (4.17)
Im(a“(\))

Assim, reescreveremos a(A) como uma deriva¢ao matricial de o = [Ay ... Ay],

a(X) = vec([1,0,]) — C - (4.18)

em que C é a matriz relativa a transformada de Fourier, separando a parte real e imaginaria

(cosesin) e pode ser construida por

C = [cos(—27mA - 1) cos(—2mA\ - 2) ... cos(—27A\ - p)] (4.19)
S = [sin(—27\ - 1)sin(—27A - 2) ...sin(—27\ - p)] (4.20)
i (4.21)
S
C=C"® I (4.22)
Como 9% = —C, utilizando o método delta (4.12), temos a seguinte distribuiao assinto-
tica para a:
VN(a —a) S N(0,CQ,C7) (4.23)

de forma que definimos Q, = CQ,CT.

Reescrevemos a PDC em sua forma matricial,

PDC, — numppc _ aT[ide—ljija. (4.24)

denppc aT[;S;l_f;a

Nesta segunda formulagao, I;; serve para selecionar os termos a(\);; (tanto a parte real
quanto imaginéria), pois aija;; = Rai;? + Sa;?, de forma que I;;a mantém apenas estes

elementos e zera os outros. I5 serve de forma semelhante para selecionar toda a coluna j de
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a, zerando os outros termos. Eles podem ser definidos por

I = diag([0...010...0]), (4.25)

com apenas termo ¢ 4+ n - 7 nao nulo;

[; = diag([0...010...0]) (4.27)

com apenas termo j nao nulo;
I; = I; ® I, (4.28)
];:.[2®Ij. (4.29)

As matrizes S() sao formuladas convenientemente para manter a normalizacao desejada,

Sy =T ® 5. (4.30)

O interessante é podermos representar a PDC por uma razao de formas quadréaticas, o

que facilitara as derivacoes seguintes.

Derivada de PDC pelos parametros

Calculando a derivada do gPDC por a, obtemos

OPDC TS L, o' ISS S
G, = —oppC( L0 T T % ) (4.31)
da numppc denppc
Assim, se X for conhecido, a variancia assintotica de PDC ¢ dada por
VN(PDC — PDC) % N(0, G,Q.GT). (4.32)

Se ¥ nao for conhecido, teremos que estimé-lo. Como ele aparece na formulacao da PDC,

sua estimacao influird na variancia assintotica do estimador. Assim desejamos encontrar
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oPDC
Ge R

Novamente, ap6s uma sequéncia de regras da cadeia, temos

Ia)” Ty, Ita)” @ (aTI¢
Ge:PDC<( @ e@ly), L) J)gd)@n, (4.33)
nuMmppc denppc
a5
em que § ) = —55-, sendo
iPDC €, = —diag(vec(X3?)), &, = s ool (4.34)
gPDC :¢, = —diag(vec(£3?)), €, = —diag(vec(X3?));
PDC :gn = On7€d = OTL
e
O, = (Tonn @ Iny2)(I, ® vee(Io, @ 1)), (4.35)

sendo Ty p a matriz de comutagao (Lutkepohl (2005)).

A variancia assintotica da PDC é a soma da variancia em relagao a estimacgao do « e do

VN(PDC — PDC) % N (0, G,Q.GT + G.Q.GT). (4.36)

Para os intervalos de confianca basta pegar os respectivos quantis da distribuicao normal
assintotica.

Observe que para o PDC original G, = 0.

Teste contra a hip6tese nula

Para a distribui¢ao sob Hy : PDC;;(\) = 0, temos que a primeira derivada sera nula.
Logo utilizaremos o método delta de segunda ordem. O mesmo seré feito para todas medidas
subsequentes.

Para ter a distribui¢ao assintotica de segunda ordem necessitamos a segunda derivada

G2, dada por

dPDC  21;5;'1;

Gy = -
“ dada™ numMppc

(4.37)

As segundas derivadas da PDC em relacao X sao nulas, pois os termos [;;a nao desapa-



4.2 ESTATISTICA ASSINTOTICA 50

recem.
Com (9, basta decompor €),, calcular D e achar seus autovalores. Para o teste de

hipotese, calculamos o quantil superior da soma de chi-quadrados Y, l,v/2,

. 1
N(PDC - PDC) & 5t Gart = > i, (4.38)
k

em que 4, N(0,€,), Iy sdo autovalores de LT G, L, L fator de Choleski de €, e v2 ~ x3.
Temos rank(D) < rank(Gs) < rank(l;;) = 2, logo rank(D) = 2, exceto quando \ €
{=0.5,0,0.5} ou p = 1, onde temos rank(D) = 1.
Dessa forma, convergiré para uma soma ponderada de uma ou duas variaveis chi-quadrados.
Para calcular computacionalmente os quantis de uma soma ponderada chi-quadrados, foi uti-
lizada a aproximagao de Patnaik, que aproxima a soma por uma chi-quadrado (Takahashi

(2008)),

Z v ~ ex3 (4.39)

c— Zk ll% _ (Zk; lk)2
Zk lk’d Zk l,% . (4.40)

4.2.3 Estatistica para DC, SDT e DTF

Similarmente, escreveremos as trés medidas alternativas de forma unificada, a qual de-

notaremos por DC,

S, haih;
DCy;(\) = —(h,-SdijH)]’ (4.41)

em que S, e Sy sao as devidas normalizagoes para cada variante,
e DC: S, = (X9, Sa=3;
e SDT: Sn = Zd, Sd = Zd,

e DTF: S, = I, Sy = I,
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em que S, = ((X71)4)7! calcula a matriz diagonal com 7’s. Definimos entao a forma matri-

cial,

DCZ-]- . numpc . hTIZ'jgd_llijh

= = — 4.42
denDC hT]ZlSEIIZlh ’ ( )

em que h = vec( Re(H(N\)) Im(H(N)) ). A matriz I! seleciona a linha i (diferentemente

de I que seleciona a coluna j)

I} = diag([0...010...0]), (4.43)

com apenas termo ¢ nao nulo;
Li=1,&I (4.44)
I'=1L®I,. (4.45)

As matrizes S sao formuladas convenientemente para manter a normalizacao desejada

(observe que ha diferenca em relagdo a normalizacao da PDC),

S0 =50 ® Ian. (4.46)

Para o célculo de h, = % temos a relacao H = A~!, assim a derivada complexa sera

_ Ovec(H)

B= ")
Jvec(A)

=-H"® H. (4.47)
De forma que a derivada decompondo as partes reais e imaginarias ¢ dada por

B — Re(B) —Im(B) | (4.48)
Im(B) Re(B)

de onde chegamos a sua convergéncia assintdtica,

VN(h —h) S N(0,), (4.49)
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em que Qj, = h,CQ,CThT.
Vemos que a formulacio da DC é analoga & PDC, substituindo h ao a e I! no lugar de
I7. Desta forma recalcularemos as derivadas de acordo.

Fazendo a derivada do DC por h, obtemos

oDC hTI.S,I;  hTILS,I!
deGy, = —— =2DC YERTY Uit 4.
h oh ( numpc denpc ) (4.50)
e adicionalmente calculamos deG, = 86D€ C,
Lh7" ® (h'L, I'h)” @ (WL
chFDC(( )T My, (Lh)T o Z>£d>@m (4.51)
numpc denpc
em que §) = %, respeitando cada variante,
DC: ¢, = diag(vec(i;Q))(i_lT R X, €,y = Lhpe; (4.52)

SDT : €, = diag(vec(ly,2)), &, = diag(vec(Iay2));

DTF: £n :Onasd = On

Assim a variancia assintotica da PDC é a soma da variancia em relacao a estimagao do

a e do e,

VN(DC — DC) % N(0,deGpQdeGT + deGoQ.deGT). (4.53)

Observe que para a DTF original deG, = 0.
Assim para ter a distribuicao assintética de segunda ordem necessitamos a segunda de-

rivada G40, dada por
oDC o 2]ij5njij
ORORT — numpe

deGhy = (4.54)

As segundas derivadas da DC em relagao X sao nulas, pois os termos /;;a nao desapare-

cem, logo temos sob Hy

A 1
N(DC — DC) % gt deGhar = > U, (4.55)
k

em que T > N(0,94), Iy sao autovalores de LT dcG) L, L fator de Choleski de €, e v2 ~ x2.
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Temos rank(D) = 2, exceto quando A € {—0.5,0,0.5} ou p = 1, onde temos rank(D) =

4.2.4 Estatistica para Coeréncia Parcial

A coeréncia parcial pode ser reescrita matricialmente como

Re(gi)?>+ 1 )2
PCy = Aoy) + Tmlgy)” (4.56)
9iigjj

em que g;; ¢ a densidade espectral cruzada parcial, e

Re(gij) = (" IFS " fa) (4.57)
Im(gi;) = (" I;S7'I a) (4.58)
emque ¥ =1, ®% e
- 0 —1
I; = ® 1. (4.59)
10

Calculamos as derivadas em relacao a a e e,

aRe(gZ) ey —1 e ey —17e

RG, = —5 2 = a (IFS7' I + [27I) (4.60)

RG, = 2B) (107 71 g0 (a5
8[771(91) ey —1 re* T e e

IG, = TJ =a ([[X75 + IS ST (4.62)
oIm(g;; .

G, — % = (I 0)" ® a"IY) £O, (4.63)

em que £ = -2 @ 7 e ©,, como definido em (4.35), e os limites assintoticos

VN(Re(gi;) — Re(gi;)) < N(0, RG,Q,RGT + RG.Q.RGT)

VN(Im(gi;) — Im(g;)) > N(0, IGQ,IGT + IG.Q.IGT). (4.64)

Assim temos as derivadas da PC em relacao a Re(gij), Im(gi;), 9 = Re(gii) e g;; =
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Re(gjj)a
pcG = 2Re(gij) 2Im(g:j) —PC —PC (4.65)
9ii9j535 9ii9j535 Gii 955
VN(PC — PC) % N(0, peGQpeGT), (4.66)

em que ) é a matriz de covariancias assintoticas de Re(g;;), Im(gi;), Re(gii) e Re(gj;).
Observando que sob Hy temos Re(g;;) = Im(g;;) = 0, as tnicas derivadas de segunda

ordem nao nulas sao em relacao a Re(g;;) e Im(g;;),

2 0
pcGy = | 9199 (4.67)

0 2

9iiGj5
. 1
N(PC — PC) 4 §a:TpcG2x = Z ki, (4.68)
k

em que E[zz’] = Q ¢ a matriz de covariancias assintoticas de Re(gi;) e Im(gi;), I sdo

autovalores de LT pcGoL, L fator de Choleski de Q, e v ~ 3.
Temos rank(D) = rank(pcGy) = 2, exceto quando A € {—0.5,0,0.5} ou p = 1, onde

temos rank(D) = 1.

4.2.5 Estatistica para Coeréncia Espectral

A derivacao para a coeréncia espectral é andloga & PC, com as devidas adaptacoes. A

coeréncia espectral pode ser definida por

N2 T )2
Cohi; = Relfy) + Imlfy)” (4.69)
i fjj
em que f;; é a densidade espectral cruzada,
Re(f;;) = (W' IISI0h) (4.70)

Im(f;;) = (W"IISIT D), (4.71)
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emque L =Y ® Iy, €

- 0 —1
"= ® I (4.72)
1 0
Temos as derivadas em relagao a h e e,
ORe(fij) - S
RG), = TJ =h"(I}SI + ISI) (4.73)
RG,. = 832_%) = ((I'n)" @ h"I}) Oy (4.74)
€
8Im(fz ) = 7% * T =
1G), = TJ =h"(I/SIF + I 51) (4.75)
Im(f; )
IG, = a”;—iff) — ((I"'h)" @ 1"'T!) ®n, (4.76)
de onde calculamos os limites assintoticos,
VN(Re(fi;) — Re(fi;)) < N(0, RGyQRGE + RG.Q.RGT) (4.77)
VNIm(fy;) — Im(fi3)) S N(0, IG QU IGE + 1G.QIGT). (4.78)

Finalmente, temos as derivadas da coeréncia espectral em relacao a Re(f;;), Im(fi;),

fii = Re(fi) e f;; = Re(f;;) dadas por

hG = | 2Relfi) 2Im(fij) —Coh —Coh 4.
o fiifij fiifij fii fis ( 79)

VN(Coh — Coh) % N(0, cohGQeohGT), (4.80)

em que €2 é a matriz de covariancias assintoticas de Re(fi;), Im(fi;), Re(fi) e Re(fj;)-
Observando que sob Hy temos Re(fi;) = Im(f;;) = 0, as tnicas derivadas de segunda

ordem nao nulas sao em relagao a Re(f;;) e Im(fi;),

2
20
cohGy = | 1713 (4.81)

2
0 fiifi5
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~ 1
N(Coh — Coh) N §xTcth2x = E i, (4.82)
k

em que E[rz’] = Q é a matriz de covariancias assintoticas de Re(fi;) e Im(f;), I sdo
autovalores de LT cohGyL, L fator de Choleski de €, e v ~ x3.
Temos rank(D) = rank(cohGy) = 2, exceto quando A € {—0.5,0,0.5} ou p = 1, onde

temos rank(D) = 1.

4.2.6 Estatistica para PDT

Para a PDT derivaremos apenas a estatistica sob Hy, quando a;; = 0.

Temos a formulagao matricial da PDT,

T
Laf:
ppT, — “ Lt (4.83)
Jii
e a derivada segunda dada por
OPDT 21 f:;
dtG oo = = L 4.84
b 2 dada™ fjj ( )
A apartir das derivadas obtemos a estatistica assintética sob a hipotese nula,
. 1
N(PDT — PDT) % 5t pdiGurr = > i, (4.85)
k

em que T 4, N(0,9,), lx sao autovalores de LTG 4L, L fator de Choleski de €, e 1/,% ~ X%-

Temos rank(D) = 2, exceto quando A € {—0.5,0,0.5} ou p = 1, onde temos rank(D) =



Capitulo 5

Analise com exemplos

Para ilustrar as medidas de dependéncia, e respectivas estatisticas, estas foram implemen-
tadas computacionalmente. Neste capitulo apresentamos exemplos que ilustram as estatisti-
cas assintoOticas e analisam seu comportamento para amostras finitas, de forma a comparar
com as distribuicoes amostrais por Monte-Carlo. Com isso teremos um estudo da aplicabi-
lidade dessas estatisticas limites sobre dados finitos.

Em seguida, mostramos o resultado de cada medida para um modelo simulado e a dados

reais de Potencial de Campo Local (LFP) em ratos.

5.1 Implementacao computacional em Python

Um resultado substancial deste trabalho foi a implementacao das medidas de dependéncia
apresentadas, incluindo as estatisticas assintoticas desenvolvidas.

As formulagoes foram implementadas como rotinas na linguagem Python, com auxilio do
pacote de distribui¢ao Python(x,y)!. Python(x,y) inclui um conjunto completo de pacotes
cientificos, fundamentados na biblioteca vetorial Numpy (Oliphant (2007)). Python cresce
nos anos recentes com uma excelente plataforma para computacao cientifica, sendo gratuita,
codigo aberto e com crescente niimero de pacotes distribuidos pela comunidade cientifica.

O software desenvolvido inclui diversas rotinas, muitas nao discutidas neste texto, entre

as quais:

Yhttp:/ /www.pythonxy.com /

o7
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Medidas de dependéncia

— Coeréncia, Coeréncia Parcial, PDC (PDC, gPDC, iPDC), PDT, DTF

— Indice de Causalidade de Granger, Causalidade de Granger Instantanea

Estatistica assintotica

— Coeréncia, Coeréncia Parcial, PDC (PDC, gPDC, iPDC), DTF

— Estatistica amostral por bootstrap

Apresentacao grafica de resultados

— Graficos de dependéncia para cada par e frequéncia (ver Figura 5.1)

— Gréficos de tempo-frequéncia (ver Figura 5.7)

Simulagao Monte-Carlo de modelos AR(p)

Estimagiao de modelo AR(p)

— Algoritmos Nuttall-Strand e Yule-Walker

Dependéncia para potencial relativo a eventos (ERP)

— Estimagao AR(p) para pequenos trechos repetidos
— Janelamento de dados por eventos

— Janelamento de dados e estatistica por estados
e Exemplos ilustrativos retirados da literatura

O software foi desenvolvido de forma modular para chamada por comandos simples.
Uma série de parametros sao acessiveis para escolha entre as rotinas e parametros (p.ex.
resolucdo na frequéncia, método estatistico, opcoes gréficas, ordem do AR(p)). O codigo
seguinte ilustra algumas chamadas para anélise de dependéncia em uma sessao interativa de

Python:
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1 # Importa biblioteca PDG-Python desenvolvida .

2 from pdc import =

3 # Importa dados do usudrio.

4 dados = loadtxt (’meus_dados.txt’)

5 # Rotina completa: estima AR(p), calcula PDC, calcula estatistica
assintdtica e apresenta resultados grdficos.

6 pdc_full(dados)

7 # Retorna dados simulados para um modelo AR(p) fornecido, com 10000
amostras.

8 dados_sim = ar_ data(model = 1, nd = 10000)

9 # Rotina completa para a coeréncia, utilizando estatistica por bootstrap

e ordem AR(p) mdzima 3.

10 coh full(dados sim, stat = ’boot’, maxp = 3)

Espera-se que este pacote de ferramentas incentive o estudo e aplicacao dos métodos

apresentados.

5.2 Analise grafica para dados simulados

Nas Figuras 5.1 a 5.3 mostramos graficamente o valor de cada medida de dependéncia
para o modelo (3.1), para simulagoes com 500 pontos e limiar de significancia de 1%. Cada
subgrafico representa o valor da dependéncia para um par de séries, para cada frequéncia
(eixo x). Os subgraficos da diagonal apresentam a densidade espectral logaritmica de cada
série.

Nota-se como todas conexoes previstas foram detectadas, estando em conformidade com
os respectivos grafos de dependéncia.

Fica ilustrada como a coeréncia e coeréncia parcial sao simétricas e apresentam dependén-
cia entre muitos pares, dificultando a interpretacao sobre as interagoes. As medidas baseadas
na decomposicao destas, DTF, gPDC e PDT, mostram-se mais informativas, revelando as
interacoes direcionadas entre os pares.

A DTF apresenta dependéncia significativa nos pares 1 — 5 e 2 — 5, nao detectadas

pela gPDC. Apesar de conter a mesma informacao, fica evidente a dificuldade de inferir
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Figura 5.1: Resultado grifico da coeréncia espectral para simula¢ao com 500 pontos do modelo (3.1).
Cada subgrdfico representa a for¢a da dependéncia para um par, para cada frequéncia. A diagonal
apresenta a poténcia espectral de cada série na escala logaritmica. O limiar para 1%, calculado por
meto da estatistica assintdtica, € mostrado em vermelho pontilhado. Valores da coeréncia abaizo do
limiar sao mostrados em vermelho; valores acima, em azul. O grafo é mostrado para referéncia das
dependéncias esperadas para esta medida.
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Figura 5.2: Resultado grdfico da coeréncia parcial e DTF para o modelo (3.1). Ver legenda da
Figura 5.1 para maiores explicagoes.
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Figura 5.3: Resultado grifico da PDC e PDT para o modelo (3.1). Ver legenda da Figura 5.1 para
maztores explicagoes.
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as interacoes diretas do processo AR gerador a partir da DTF. Por outro lado, pode-se
observar a origem das influéncias. Vé-se como x; nao recebe influéncia de nenhuma série
e tem um pico em seu espectro em torno de 0, 13Hz. Essa poténcia é transferida para as
séries influenciadas, x3, x4 e 5, direta ou indiretamente. Deste modo a alta poténcia para
estas séries nesta frequéncia tem origem em z1, o que é ilustrado pelo alto DTF para estas
dependéncias.

A gPDC mostra como significativas as dependéncias que sao relagoes diretas no modelo
AR. Pode-se inferir com facilidade o grafo direcionado equivalente ao gerador dos dados,
incluindo a realimentacao entre z4 e 5, sendo possivelmente mais informativa que as me-
dida anteriores. A gPDC apresenta os menores limiares entre as medidas (menor viés do
estimador), devido a sua formulagao direta sobre os parametros do AR.

A PDT apresenta as mesmas dependéncias da gPDC. A diferenca fundamental é ser
normalizada pelo alvo, sendo formulada sobre o espectro nao parcializado. Isso fica claro
na dependéncia 2 — 4, na qual ha um vale em 0,13Hz. Podemos assim interpretar que
nesta frequéncia a poténcia de x; é devida a influéncia direta de x1, sendo a influéncia de
x9 desprezivel. A exposicao da origem da poténcia em cada frequéncia nao é mostrada pela
gPDC e suas variantes. A PDT tem estimador com maior viés (maior limiar) que a gPDC,
pois necessita a inversao da matriz A(\).

Os pequenos trechos com falsos positivos na DTF, gPDC e PDT de 5 — 1 estao dentro
do previsto devido aos multiplos testes feitos. A correcao de Bonferroni, ajustando o limiar
de acordo com o nimero de testes feitos, pode ser utilizada, mas é dificultada pelo fato dos
testes nao serem independentes.

Os testes mostrados sao pontuais, sendo que testes para faixas de frequéncia, incluindo
a faixa com todo o espectro, nao tém formulagao trivial.

Fica claro como, em faixas do espectro em que uma medida é numericamente maior, ha
maior poder do teste. J& dependéncias mais fracas necessitam maior nimero de amostras
para adquirir significancia, como se vé na coeréncia parcial do par 1 — 5, que quase nao é
detectada.

Em alguns casos nota-se um maior viés e limiar do estimador na faixa do espectro com

maior poténcia, como na DTF no par 1 — 2. Esta relacao parece ser recorrente e ¢ um



5.2 ANALISE GRAFICA PARA DADOS SIMULADOS 64

possivel topico de investigacao tedrica.

As medidas baseadas no espectro direto, coeréncia espectral, DTF e PDT, apresentam
picos no limiar em algumas dependéncias por volta de 0, 13H Z, que é a frequéncia de maior
poténcia da série z1. O alto limiar deve-se a variancia do estimador, elevada por este basear-
se na matriz H()), que é calculada por uma inversao da matriz A(\). A dependéncia sobre a
matriz A(\) torna-se uma vantagem para a coeréncia parcial e gPDC, tendo maior robustez
no célculo de seu valor e estatistica.

Devemos notar que no calculo dos limiares, utilizamos valor estimados para os parametros
do modelo AR. Uma possivel contestacao é de que, por exemplo, no caso do gPDC, o teste
¢ equivalente ao teste de nulidade de a;;, sendo que o valor de a;; utilizado no teste nao é
nulo. Isto pode gerar distor¢oes no limiar estimado.

Uma alternativa seria estimar o modelo AR restito, com a;; = 0 fixo. O problema é que
a restricao pode ocasionar modelos estimados muito diferentes do original. Adicionalmente,
outras medidas como a coeréncia espectral e DTF nao sao testes diretos de a;; = 0, nao

havendo uma forma de restringir o modelo AR trivialmente.

5.2.1 Exemplo comparativo entre PDC e PDT

Para ilustrar a motivacao da nova medida PDT, analisaremos uma alteracao do modelo

(3.1), no qual alteramos a conexao 1 — 3:

= 0,95v22,(t — 1) — 0,90252 (t — 2) + e (1)
= 0, 52L‘2(t — 1) + GQ(t)

= —0,521(t —2) +0,8z5(t — 1) + 0,25v2x4(t — 1) + 0,25v2x5(t — 1) + ey(t)

)
)
) = azy(t — 3) + es(t)
)
)

= —0,25v224(t — 1) + 0,25y 225 (t — 1) + e5()
(5.1)

sendo X = I5.
Na Figura 5.4 vemos o resultado da gPDC e PDT para a = 10, para uma simulacao de
10.000 pontos e limiar de 1%.

Como a gPDC é normalizada pela fonte, ao aumentar a influéncia de 1 — 3, ir& ocorrer
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uma diminuicao na gPDC 1 — 4. De fato, vemos como a gPDC 1 — 4 resulta perto de zero,
sendo apenas significante devido a estatistica calculada, sendo que dificilmente seria interpre-
tada como uma influéncia relevante. Para o modelo original tinhamos PDCy; (0, 13) = 0, 60,
sendo que com « = 10 temos PDCy;(0,13) = 0,002. Isso pode ser indesejavel, pois a tnica
alteracao no modelo foi na relacao entre 1 — 3, que nao deveria influenciar na medida da
relacao 1 — 4.

Por outro lado, a PDT é normalizada pela fonte, e como o espectro de x4 continua sendo
explicado em grande parte por z;, nao ha nenhuma alteracao na PDT de 1 — 4, sendo
PDTy(0,13) = 0,41 para qualquer . Nota-se apenas o aumento na influéncia 1 — 3, como
esperado. Um contraponto é o maior viés no estimador da PDT, ilustrado pelos picos em
0,13Hz em dependéncias nao existentes. Para dados com menos amostras o viés serd maior
e esta limitacao pode ser um problema para a aplicacao do método.

Um efeito similar ao ilustrado neste exemplo seria encontrado ao reduzir a variancia de

x3, aumentando assim a influéncia de x; sobre este.

5.3 [Estatistica assintoética para dados finitos

Por meio de simulagoes de Monte-Carlo, analisamos o comportamento das estatisticas as-
sintOticas para diferentes tamanhos amostrais. Mostraremos o resultado para as estatisticas
da Coeréncia, Coeréncia Parcial, DTF e gPDC. As outras variantes resultam em comporta-
mentos similares.

Para comparar com a estatistica amostral, simulamos 10.000 realizag¢oes do modelo (3.1)
para 10.000 pontos, calculamos cada medida e a distribuicao amostral do conjunto de reali-
zacoes.

Na Figura 5.5, mostramos o grafico de quantis para cada medida em relagao a respectiva
estatistica assintotica. A linha de simetria é mostrada em azul nos graficos em que a medida
exata é nao nula (quantis da normal assintotica) e em vermelho onde a medida é nula
(quantis das chi-quadrados ponderadas). E mostrada a distribuicio para frequéncia 0,2H z
(considerando uma resolugao temporal ficticia de 1s) das relagoes 1 — 2,3 - 4, 1 — 4 e

1 —b.
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normalizado por quem recebe, na gPDC a forte conerdo 1 — 3 reduz muito o valor da influéncia
1 — 4, mesmo sendo significativa. O mesmo nao acontece com a PDT, normalizada pelo alvo.
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H& uma boa aproximacao para ambos casos, sob Hy e Hy, ilustrando como a estatistica
estd de acordo com a distribuicao amostral dos respectivos casos, para todas as medidas.

Para a relacao 1 — 5 temos medidas nao nulas, porém, proximas de zero, para a coeréncia
espectral, DTF e gPDC. Isso justifica a leve distor¢ao nesse caso em relacao a reta de simetria,
pois a aproximagcao de primeira ordem tem valor pequeno, tornando significativos os termos
de segunda ordem.

A distorcao na extremidade das curvas relativas a hipotese nula é relativa aos quantis
limitrofes, nao interferindo em estatisticas a partir de 1% de significancia. A distor¢ao pode

ser justificada pela substituicao da soma de chi-quadrados pela aproximacao de Patnaik.
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Figura 5.5: Grdfico de quantis para cada medida (por coluna) para as relagoes 1 — 2, 1 — 4,
1 =5 e2— 3 (por linha), para 10.000 simulagoes. Os grificos comparam quantis da distribui¢cao
assintdtica tedrica (eizo y) com a distribuicao amostral (eizo x). Os grdficos com linha de simetria
em vermelho correspondem & distribui¢ao sob Hy (soma ponderada de x?) e com linhas de simetria
em azul correspondem & distribui¢ao sob Hy (normal).

Para ilustrar a densidade amostral e assintotica, mostramos na Figura 5.6 o histograma

da coeréncia espectral para 0,2 Hz para as relacoes 1 — 2 e 1 — 4, sobrepostos pela
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distribuicao teorica assintotica, mostrando a adequagao da distribuicao normal e da soma
de chi-quadrados.

1—2 (weigthed x°) 1—4 (Normal)

1600 30
1400 i
25
1200 B
20
1000 B
B 15
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5
(.)000 .001 .002 .003 .004 .005 .006 .007 0.14 .16 .18 .20 .22 .24 .26

Figura 5.6: Histograma da amostragem para coeréncia espectral entre 1 — 2 e 1 — 4, sobreposto
pela distribui¢ao tedrica (em vermelho), para A = 0.2H z.

Para analisar o comportamento das estatisticas para dados finitos, estimamos os tama-
nhos dos intervalos de confianca e limiares para testes de hipotese em relacao, comparando
com os valores nominais esperados. Na Tabela 5.1 mostramos, para cada medida, os falsos
positivos para a relacao 2 — 3 para um erro do tipo I de 1% e 5%, e o tamanho amostral
dos intervalos de confianca para a relacao 1 — 4, para a frequéncia 0,2Hz. O modelo foi
simulado 10.000 vezes, para tamanhos amostrais de 100, 500, 1.000 e 10.000 pontos.

Observa-se como para todas as medidas a estatistica converge para o valor nominal com
o aumento do tamanho da amostra, como esperado. Para amostras curtas, de 100 ou 500
pontos, a estatistica tende a ser conservadora, com taxa de erro menor que o valor nominal.
O desvio para essas amostras curtas é esperado, pois a distribuicao assintotica nao é uma
boa aproximacao para estes casos. Entretanto, nao se observa grandes desvios em relagao
ao valor nominal, de forma que a estatistica pode ainda sim ser aplicada, com a devida

precaucao na escolha dos valores nominais.
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Tabela 5.1: Erro tipo I (em %) para cada medida, sob um valor nominal de 1% e 5%, para 0,2H z.
O modelo (3.1) foi simulado 10.000 vezes, para amostras de 100, 500, 1.000 e 10.000 pontos. A
dependéncia 1 — 4 € nao nula para todas medidas, logo estima erro do intervalo de confianga. A
dependéncia 2 — 3 € nula, estimando erro do limiar. Vemos uma boa aprozimagao da estatistica em
relagao ao valor nominal com 10.000 pontos e tendéncia a ser conservadora para amostras menores.

N

Coh 100 | 500 | 1.000 | 10.000
14 1% | 0.5 | 0.72 | 0.83 1.04
5% | 4.66 | 4.49 | 4.62 5.19
93 1% | 1.44 | 1.15 | 1.04 1.14
5% | 5.94 | 4.91 | 4.69 5.19

PC
154 1% 1 0.55 | 0.74 | 0.92 1.07
5% | 4.6 | 4.41 | 4.85 5.15
943 1% | 0.58 | 1.01 | 1.01 1.07
5% | 3.49 | 5.05 | 4.88 5.31

DTF
14 1% | 0.8 | 0.7 | 0.72 1.03
5% | 5.11 | 3.72 | 4.3 5.37
943 1% | 1.63 | 0.95 | 1.16 1.16
5% | 5.08 | 4.95 | 5.33 5.13

gPDC
14 1% | 0.55 | 0.57 | 0.81 0.88
5% | 3.4 | 3.22 | 4.42 4.92
943 1% | 0.6 | 1.05 | 0.98 1.21
5% | 3.42 | 5.09 | 4.85 5.34

5.4 Aplicacao em Potencial de Campo Local em ratos

O registro de atividade neural por implante de microeletrodos tornou-se uma técnica
central na area de eletrofisiologia neural (Buzsaki et al. (1992)). Eletrodos isolados eletri-
camente sao inseridos no cérebro de forma a ter sua ponta exposta na regiao de interesse,
medindo o potencial elétrico local.

O sinal medido detecta simultaneamente dois padroes elétricos de interesse. A compo-
nente de baixa frequéncia do sinal esta relacionada a atividade elétrica média da regiao.
Este sinal, obtido por filtros passa-baixa, é denominado potencial de campo local (LFP), e
acredita-se medir a resultante das atividades elétricas devidas a potenciais de acao que che-
gam a regiao medida. Desta forma, estaria relacionada ao potencial elétrico sub-limiar dos

neuronios de um raio de aproximadamente 3 milimetros do local de medicao (Juergens et al.
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(1999)).

Observa-se também uma atividade de alta frequéncia, resultante de potenciais de acao em
neuronios proximos do eletrodo (até ~ 300um), medindo a atividade de saida de neurénios
individuais (Gray et al. (1995)).

Em colaboragdo com o trabalho de doutorado de Eduardo Schenberg (Schenberg et al.
(2010)), analisamos atividades de LFP de ratos Wistar machos com as medidas de depen-
déncia estudadas.

Duas matrizes com 32 eletrodos, de tungsténio revestidos com teflon, foram implantadas
na regiao do hipocampo, nos hemisférios direito e esquerdo. A atividade elétrica foi registrada
durante ciclos de sono-vigilia e atividade LFP foi filtrada por filtro passa-baixa. Por meio de
analise simultanea do LF'P e suas propriedades espectrais, e video comportamental, diferentes
estados de sono e vigilia foram determinadas.

O hipocampo é implicado no processo de memorizacao, tanto em ratos quanto em huma-
nos, sendo intensamente investigado. Adicionalmente, acredita-se que ciclos do sono estejam
diretamente relacionados a processos mnemonicos. [lustramos as medidas em dados respecti-
vos as fases de ondas lentas (SWS) e REM do sono, a fim de diferenciar padroes de atividade
no hipocampo em cada estado cognitivo.

Os estagios do sono sao caracterizados por significantes diferencas no potencial espectral
de seus sinais LFP. No sono REM apresenta-se uma alta atividade em toda faixa de baixa
frequéncia, entre 0 e 20 Hz. Por outro lado, no sono de ondas lentas observa-se uma atividade
significante apenas na faixa entre 6 e 12 Hz, denominado ritmo teta (Gervasoni et al. (2004)).

Utilizamos nesta analise quatro eletrodos, das regioes CAl e CA3 do hipocampo de
cada hemisfério, selecionados por qualidade do sinal, exame de histologia e coordenadas
estereotaxicas do implante.

O sinal LFP foi coletado a 1K Hz e decimado para 500H z. Por meio do critério de Akaike
4.11 aplicado a andlise de alguns trechos, fixamos a ordem do modelo VAR em 25 pontos de
atraso. Os dados foram divididos em janelas de 10 segundos para cédlculo das medidas.

Na Figura 5.7 observa-se o resultado grafico das medidas gPDC e coeréncia espectral
ao longo do tempo, para um intervalo de 600 segundos. As cores correspondem ao valor da

medida, observando que as escalas da gPDC e coeréncia sao distintas, para facilitar a anélise
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da gPDC que apresenta em geral valores reduzidos em relacao a coeréncia.

As cores da barra horizontal superior indicam a fase do sono do animal, REM (verde)
ou SWS (vermelho). A cor negra representa que estagio do sono nao foi apropriadamente
caracterizado ou representa transicao entre estagios.

Os subgraficos na diagonal apresentam a poténcia espectral ao longo do tempo (espec-
trograma). Observamos como as caracteristicas respectivas a cada estagio do sono (ritmo
teta ou baixas frequéncia) ficam evidentes.

Os resultados da coeréncia mostram um forte acoplamento entre as estruturas CA1l de
cada hemisfério ("CA1ld"e "CAle") e entre as estruturas CA3 de cada hemisfério ("CA3d"e
"CA3e"), nas faixa espectrais de maior poténcia de cada estagio do sono. Com base em
conhecimento anatomicos, esperava-se uma dependéncia maior entre as duas regices CA3,
e entre regioes CA3 e CA1l de um mesmo hemisférios. Os resultados indicam que mesmo
sem uma forte conexao anatomica, as regioes CA1 de cada hemisfério estao funcionalmente
acopladas.

A gPDC mostra dependéncia fundamentada em deslocamento temporal. Seu baixo valor
em muitos pares de conexoes indica que grande parte da coeréncia é devida a atividade aco-
plada simultanea. A atividade simultanea pode significar que ha uma fonte comum atuando
instantaneamente sobre ambos sinais.

No SWS, a gPDC apresenta alta dependéncia na direcao C' A3e — C'A3d entre 0 e 20 Hz,
com uma dependéncia mais fraca no sentido inverso. H4 uma dependéncia em C'Ale — C' Ald
entre 0 e 10Hz, com uma dependéncia no sentido oposto entre 8 e 20 Hz.

Na fase REM, a dependéncia C A3e — C'A3d decai drasticamente, havendo maior depen-
déncia no sentido oposto C'A3d — C'A3e entre 0 e 20 Hz. J4 entre as estruturas Cal ocorre
o efeito contrario, havendo forte dependéncia nas duas direcoes, sendo C'Ale — C'Ald mais
evidente entre 0 e 10 Hz, e sentido CAld — C'Ale mais evidente entre 8 e 20 Hz.

Estes resultados mostram como a anélise espectral releva propriedades bem definidas
e diferenciadas dos estagios do sono. O resultado evidencia acoplamentos funcionais que
podem ser distintos das conexdes anatdmicas.

A gPDC retira dependéncias instantaneas, identificando se ha uma relacao de atraso

temporal no acoplamento. Mostra-se como em alguns casos ha dependéncia em diferentes
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faixas do espectro para cada direcao da dependéncia, como em REM entre as regices CAl.
Estudos adicionais sao necessarios para analisar a reprodutibilidade destas medidas, pos-

sivelmente dependentes do local exato do implante na regiao.
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Figura 5.7: Progressao temporal da coeréncia espectral e gPDC. Mostra-se o valor da medida para
cada frequéncia ao longo do tempo. Trecho de 600s foi divido em janelas de 10s para estimagdo do
modelo AR. A cor representa a intensidade da medida, observando a diferenca entre as escalas. Os
subgrdficos na diagonal mostram o potencial espectral de cada sinal. A barra superior representa o
estdgio do sono (REM ou SWS) em cada momento do trecho.



Capitulo 6

Conclusao

Medidas de dependéncia entre séries temporais com o intuito de evidenciarem conexoes
reais entre os processos que as geraram foram estudadas e comparadas. Com as proprieda-
des das medidas e respectivos resultados, espera-se obter informacoes sobre se, e como, as
interacoes acontecem.

O estudo de dados multivariados se fundamentou na teoria de séries temporais. Foram
apresentadas as suposicoes necessarias sobre séries, incluindo estacionariedade, estabilidade
e invertibilidade. Representacoes lineares auto-regressiva e médias moveis, e respectivas re-
presentacoes espectrais, foram definidas como base para interpretacao de relagoes lineares e
medidas de dependéncia.

Estudamos as propriedades de algumas medidas lineares no dominio da frequéncia, que
medem o acoplamento entre séries, tendo sua poténcia decomposta no dominio espectral.
Entre as propriedades estudadas se destacam a capacidade de retirar a influéncia comum
de uma terceira série (parcializagdo), a capacidade de detectar apenas relacoes diretas, e a
fundamentacao em conceitos de causalidade, sendo capaz de definir direcionalidade temporal
na dependéncia entre as séries.

O método desenvolvido para andlise das diferentes medidas de dependéncia possibilita
uma comparacao sistematica entre estas, incluindo propriedades possuidas, formulagoes al-
tervativas, definicoes como correlacao quadratica e conceitos de dependéncia que as funda-
mentam. A Tabela 3.1 sumariza o resultado deste estudo.

A coeréncia espectral, amplamente utilizada, é a medida menos informativa, nao apre-
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sentando nenhuma destas propriedades. Ao contrario, as medidas baseadas na causalidade
de Granger (PDC e PDT) satisfazem todas estas condi¢oes, sendo recomendével como subs-
tituta para a Coeréncia em anélises multivariadas.

Foi introduzida uma nova medida, a transferéncia parcial direcionada, também funda-
mentada na causalidade de Granger, mas baseada no processo direto (e ndo inverso ou
parcial). A PDT pode ser interpretada como decomposi¢ao do espectro direto pelas depen-
déncias diretas direcionadas, tendo a importante propriedade de normalizacao pelo alvo.

Como contribuicao para a aplicabilidade destas medidas, a estatistica assintotica para
estas foi desenvolvida e implementada computacionalmente. O calculo destas estatisticas se-
guiu uma metodologia sistematica, possibilitando o desenvolvimento de todas as estatisticas
por uma mesma técnica.

Tem-se com isso intervalos de confianca e p-valores, sendo possivel validar estatistica-
mente resultados obtidos com essas medidas. Possiveis trabalhos futuros podem dar conti-
nuidade a este estudo estatistico abordando estatisticas de grupos e miultiplas realizagoes,
além de estatisticas para faixas do espectro.

As estatisticas demonstradas foram ilustradas com simulacées para grandes amostras,
por meio das quais ilustrou-se a convergéncia esperada. Também mostramos como estas
se comportam com amostras menores. As estatisticas mostraram-se robustas para tama-
nhos amostrais suficientemente limitados, logo podem e devem ser utilizadas para estudo de
significancia de resultados.

O exemplo de aplicacao a dados de potencial de campo local mostrou como as medidas
apresentadas podem revelar propriedades nao inferidas pela coeréncia espectral. A PDC e
PDT mostram como diferentes regides interagem direcionalmente em cada frequéncia, para
diferentes estados cognitivos.

Este método pode ser aplicado em dados de quaisquer regides para diferentes atividades
cognitivas, sendo uma ferramenta exploratoéria importante do mapeamento de interacoes

funcionais no cérebro.
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