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RESUMO

Este trabalho apresenta uma solucdo analitica obtida pelo método de expansdo para cinética
espacial usando o modelo de difusdo e considerando meios homogéneos multiplicativos
subcriticos acionados por fonte externa. Em particular, partindo de modelos mais simples e
aumentando a complexidade do sistema, resultados foram obtidos para diferentes tipos de
transientes. Inicialmente, uma solugdo analitica foi obtida considerando um grupo de energia
sem néutrons atrasados, em seguida considerou-se um sistema de um grupo de energia e uma
familia de precursores. A solucdo para o caso G grupos de energia e R familias de precursores
em forma fechada é obtida, apesar do fato que ndo possa ser resolvido analiticamente, uma
vez que ndo existe forma explicita para os autovalores e métodos numéricos devem ser
utilizados para resolver tal problema. Para ilustrar a solucdo geral um problema de multigrupo
(trés grupos de energia) dependente do tempo sem precursores € apresentada e 0s resultados
numericos obtidos usando um codigo de diferencas finitas sdo comparados com o0s resultados

exatos para diferentes tipos de transientes.



ABSTRACT

This work describes an analytical solution obtained by the expansion method for the spatial
kinetics using the diffusion model with delayed emission for source transients in
homogeneous media. In particular, starting from simple models, and increasing the
complexity, numerical results were obtained for different types of source transients. An
analytical solution of the one group without precursors was solved, followed by considering
one precursors family. The general case of G-groups with R families of precursor although
having a closed form solution, cannot be solved analytically, since there are no explicit
formulae for the eigenvalues, and numerical methods must be used to solve such problem. To
illustrate the general solution, the multi-group (three groups) time-dependent problem without
precursors was solved and the numerical results of a finite difference code were compared

with the exact results for different transients.
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1. INTRODUCAO

1.1 Modelo de Difusao-Fisica de Reatores

Os processos bésicos que governam o comportamento de um nucleo de um reator
incluem variacBes na distribuicdo de néutrons no reator. A descricdo matematica de uma
distribuicdo neutronica é baseada na equacdo de balanco neutrénico chamada equacdo de
transporte dos néutrons. Trata-se de uma forma linearizada da equacgédo de Boltzmann utilizada
nos estudos dos gases. De fato, a equacéo de transporte é tdo complicada que solucGes exatas
sdo encontradas apenas para modelos fisicos simplificados, por isso usa-se uma aproximacao

da equacéo de transporte conhecida como equacéo de difuséo.

A equacdo de Boltzmann expressa o principio de conservagdo neutrénica, estudando-
se a variagdo da densidade angular num elemento de volume no espago de fase, que nos da
uma equacdo de balango, considerando-se as perdas e ganhos de néutrons no elemento de
volume. Considerando que o numero liquido de néutrons que atravessam a superficie do
volume no tempo, o nimero de néutrons que sofrem colisdes no intervalo de tempo, os
néutrons secundarios provenientes de espalhamentos no intervalo de tempo e os néutrons
adicionados produzidos por fontes. A equacdo de transporte, incluindo néutrons atrasados é
dada por [1]:

( on(r,E,0,t) - Xi(E)
= = B(On(r E 0,0 + Z M0 + S E,0,0),
4 -
d <)%7f) Ci(r, t)) .(E)
| ot = Ml-(t)n(r,E,Q,t) —Ai?Ci(r, t), (11)

onde B(t) = L(t) + M(t) é o operador balanco , que é a soma dos operadores fuga e
multiplicacdo pronta, o operador M; é o operador multiplicacdo dos néutrons atrasados e 0

operador multiplicacdo total é dado por M(t) = M,(t) + »o_ M;(t).
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A solucdo exata deste problema é complexa, a fim de se obter solugdo analitica para o
problema neutronico considerando-se néutrons atrasados e fonte externa algumas
simplificacbes devem ser feitas no modelo (multigrupo ou difuséo, por exemplo), baseando-se
em hipoteses fisicas adequadas, a partir das quais € possivel desenvolver algoritmos
numericos. A equacdo de difusdo obtida a partir da equacao de transporte (1.1) considerando
0 modelo de difusdo multigrupo é obtida por diferentes autores, tais como Zweifel [2],
Akcasu [3] e Henry [4]:

([1 9 c
lv—& — DgV2 + Zgl Dy (1, t) =S, ) + xag Z/le]- (r,t) +

g j

G
) Z Sgng + Xpg (L= BIWVE, [@y (1, 1) g =1,.0G (1.2)

g

P G
[%"‘A]]C}(r,t): ﬁj ZvEf’g'd)g’(r,t) , ]=1,,R

\ g

onde @, (r,t) ¢ o fluxo no grupo g, e G (r,t) ¢é a concentracido de precursores na familia j, e
as demais constantes sao definidas de acordo com as defini¢des classicas encontradas na

literatura[5].

Algumas observacdes devem ser feitas em relacdo a validade do modelo de difuséo,
primeiramente 0 meio é considerado isotrépico na deducdo destas equacbes, o que significa
que para meios altamente anisotropicos deve-se esperar que a aproximacdo de difusdo nao
descreva o sistema adequadamente, isto ocorre em um meio em que a secdo de choque é
altamente absorvedora. Se as se¢des de choque variam rapidamente com a posicao, também se
deve esperar que o0 modelo de difusdo ndo descreva corretamente o sistema. Estas hipdteses de
validacdo do modelo de difusdo foram verificadas pela comparacéo de resultados numéricos
da equacéo de difusdo com resultados obtidos a partir da equacdo de transporte por Case e
Zweifel [6].
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1.2 Revisdo da literatura - Cinética de sistemas multiplicativos

Um dos primeiros trabalhos a se dedicarem & cinética de reatores € o livro classico de
Keepin [7], onde além de aspectos experimentais, discute-se a solucdo das equacOes de
cinética pontual. Para o estudo da cinética de reatores, as equacdes de cinética pontual foram
derivadas assumindo-se meio infinito e fungdo forma independente do tempo, particularmente
neste livro, levantou-se as primeiras observacdes sobre a estabilidade de problemas de Fisica

de reatores, considerando néutrons atrasados.

Os métodos de solucdo do problema de difusdo multigrupo estdo divididos em dois
tipos fundamentais: modais e nodais. A estratégia fundamental destes métodos consiste em se
tratar a parte espacial separadamente e entdo trabalhar a parte temporal pelas amplitudes
modais (solugdo geral pela funcdo temporal da separacdo de variaveis- método modal), ou
pelas constantes de acoplamento nodais (método nodal): reduzindo-se o fluxo forma de um
reator para uma geometria qualquer a uma representacdo nodal em trés dimensoes, sendo cada
valor do fluxo, o valor médio do fluxo em cada pequena regido (nés) do reator, para o limite

de muitos nos, 0 esquema se aproxima ao de um sistema tridimensional.

Apobs a publicacdo do trabalho de Henry em 1958 [8], apresentando a aplicacdo da
teoria de cinética de reatores para se resolver o problema de difusdo em fisica de reatores para
experimentos pulsados, novas pesquisas a respeito do formalismo no modelo de difusédo

considerando fonte externa foram realizados.

A fim de se resolver problema de reator homogéneo tipo placa, sem refletor, para
néutrons monoenergéticos em sistemas multiplicativos subcriticos é necessario se
compreender com exatiddo os conceitos de funcdo adjunta e dos métodos de expansdo em
autofuncdes, considerando o problema de autovalores. Em 1960, Lewins [9] publicou um
trabalho sobre o conceito de funcdo adjunta estendida & dependéncia temporal, considerando
a importancia dos néutrons e precursores, definindo as equagdes de difusdo e as condicGes de

fronteira para a importancia neutrénica, em particular para um sistema ndo-critico.
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O problema de difusdo multigrupo foi resolvido para sistemas homogéneos e
heterogéneos, sem dependéncia do nimero de grupos de energia por Garabedian e Foderaro

em 1960, porém para sistemas criticos [10].

Em se tratando do problema de cinética de reatores, a reducdo das equacdes de difusdo
para equacdes diferenciais ordindrias foi feita por Lewins [11], iniciando uma discussdo sobre
o significado fisico dos parametros que surgem nesta reducdo, considerando fonte externa.
Em 1968, Becker [12] apresentou uma formulacdo geral da cinética pontual considerando
uma funcdo forma dependente do tempo, os termos adicionais decorrentes da expressao
explicita temporal da funcdo forma sdo considerados e implicaram em novas condicfes de
normalizacdo, apesar de diferencas surgirem em relacdo a proposta da cinética convencional,

estes resultados se mostraram negligenciaveis na maioria dos casos de interesse pratico.

Uma solucdo independente das condic¢des de contorno foi obtida para o problema de
difusdo neutrénica considerando reator tipo placa, pela expansdo em series de Fourier.
Derivando-se inicialmente as equacdes para os fluxos na fronteira, e aplicando-se as
condigdes de contorno obtiveram-se as solugdes das equacgdes do fluxo, o que resultou numa
outra maneira de se resolver o problema de difusdo sem considerar a expansdo em

autofuncBes da matriz caracteristica do sistema fisico [13].

Considerando reatores térmicos, onde os efeitos da migracdo neutrdnica durante o
processo de moderacdo é levado em conta, da fissdo a néutrons térmicos, uma solucéo
analitica foi obtida por Corno e Ravetto [14] utilizando a técnica de Transformada de Laplace,
utilizando-se um kernel que leva a uma integral na equacdo de balan¢o neutrbnico
correspondente a razdo de néutrons térmicos dentro do espaco de fase, devido as fissdes
térmicas. A resolucdo destas integrais se fez pelo uso da aproximacao assintética, ou seja, pela
extensdo das fronteiras fisicas de um volume finito para todo o espaco, considerando-se entdo
um meio multiplicativo isotrépico infinito, sendo desnecessaria a condigdo de fronteira o que

levou ao uso do teorema da convolugéo nas integrais do fluxo.

Solucdes analiticas para o problema de difusdo multigrupo foram propostas por Lee e
Rottler (1986) [15], considerando-se reatores tipo placa e esférico com ou sem refletores, com
condigdo de fluxo nulo nas fronteiras. Foram considerados termos fonte dependentes

espacialmente e o sistema de equacOes diferenciais parciais foi reduzido a um conjunto de
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equacdes diferencias ordinarias pelo método de Transformada de Laplace, estas equacdes
foram resolvidas gerando uma solucéo matricial geral para o fluxo neutrénico, que permitiram

resultados benchmark para calculos numéricos.

Recentemente, surgiu um interesse no estudo da cinética de sistemas multiplicativos
subcriticos, motivado pelo estudo da viabilidade fisica dos ADS (Accelerator Driven
Systems), ou seja, sistemas multiplicativos acionados por fonte, a partir dai, importantes
inovacOes conceituais referentes & cinética de reatores foram suscitadas, particularmente por
ocasido do trabalho de 2001 de Gandini [16], que apresentou uma teoria da perturbagéo
generalizada “Heuristically-based generalized perturbation theory (HGPT)”, levando em
conta o conceito de funcdo importancia e o conceito de reatividade generalizada, fundamental
para o estudo de sistemas proximos da criticalidade, ainda neste trabalho uma cinética pontual
foi derivada e novos termos que aparecem a partir da reducdo da cinética espacial para a
pontual foram definidos.

Em 2004, Cacuci [17] propos uma formulacdo da Fisica de ADS considerando fonte
e nucleo separadamente, ainda que estejam conectados por condi¢fes de interface, com o
intuito de examinar a influéncia da fonte sobre um ndcleo subcritico, mostrando que o estudo
dos efeitos dos néutrons de fonte no sistema subcritico ndo podem ser estudados plenamente
apenas importando-se as ferramentas da teoria de perturbacdo tradicional que foram
desenvolvidas para sistemas criticos, uma vez que trata-se de um controle de criticalidade

provocado por uma fonte externa a um meio anteriormente subcritico.

Entre os métodos desenvolvidos para se estudar os sistemas acionados por fonte
externa esta 0 método quase-estatico [18], que tem se mostrado uma ferramenta eficiente para
0 estudo de problemas dependentes do tempo, estd baseado na fatorizacdo da densidade
neutronica no produto de uma fungdo forma e uma funcdo amplitude, sua particularidade esta
nas diferentes magnitudes de escalas no tempo de integracdo, introduzindo-se uma escala
répida para o a amplitude e uma escala lenta para a fungdo forma, uma vez que nos célculos
numericos o tempo referente aos calculos da funcdo forma é consideravel, isto leva a uma

evidente reducdo no tempo de calculo dos computadores.

Um trabalho sobre a importancia teorica espacial e temporal da fonte externa para

modelos simplificados foi apresentado por Dulla [19], considerando sistemas subcriticos



16

dominados por fonte, resolvendo as equacfes de cinética espacial pelo método de expansdo e
considerando sistemas inicialmente em estado estacionario, obteve-se uma solugdo em forma

fechada para um grupo de energia e uma familia de precursores.

Em relagdo as diferencas de resultados no comportamento do sistema fisico
decorrentes das diferencas de modelos, Dulla e Ganapol [20] apresentaram a teoria assintotica
do espaco, como um modelo adequado para se estudar experimentos pulsados em sistemas
neutronicos multiplicativos, este modelo mostrou-se Gtil como ferramenta para se obter uma
solucdo analitica para problemas de propagacdo neutrbnica, estas solugdes permitiram
identificar os efeitos nos fendmenos decorrentes da escolha de modelo, mostrando as

limitacGes do modelo de difusao.

Em 2007, um trabalho foi publicado [21] apresentando uma metodologia para se obter
solucbes exatas em forma fechada para problemas de difusdo multigrupo para sistemas
multiplicativos subcriticos, a filosofia de benchmarks analiticos foi apresentada, solucfes
foram apresentadas considerando-se um sistema tipico do experimento Yalina Booster,
resultados numéricos foram comparados com resultados estes resultados exatos, apresentou-se
um estudo de convergéncia dos esquemas discretizados e discutindo-se os limites de
aplicabilidade para as anélises dos experimentos de ADS. No mesmo ano, um trabalho do
autor foi apresentado [22] com solucBes exatas para diferentes sistemas fisicos, de
complexidade variada, supondo-se fonte externa e sistema multiplicativo, solucdes exatas em
forma fechada foram obtidas para 1 grupo de energia sem precursores, 1 grupo de energia
com uma familia de precursores e 3 grupos de energia sem precursores considerando-se
diferentes transientes de fonte, uma analise comparativa da poténcia para estes casos foi
apresentada com o intuito de se estudar a influéncia dinamica do meio no comportamento

qualitativo da poténcia do sistema.
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1.3 BENCHMARKINGS ANALITICOS E A FiSICA DE REATORES

O estudo de problemas dependentes do tempo para meios multiplicativos subcriticos é
usualmente feito por computadores de alta capacidade por meio de codigos numéricos que
podem tratar adequadamente as grandes complicacOes fisicas associadas a simulacdo de
reatores reais. As ferramentas computacionais usam algoritmos que reduzem as equacdes do
modelo a problemas algébricos que séo entdo resolvidos numericamente. Quando as
ferramentas sdo usadas para simulacdo real a primeira questdo a ser respondida é se 0 modelo
adotado é adequado a situacdo a ser estudada, o que normalmente inclui alguma simplificacao
com respeito ao modelo de referéncia (por exemplo, difusdéo em vez de equagdo de

Boltzmann). Além disso, os procedimentos numéricos mostram duas desvantagens inerentes:

e Operadores integrais e diferenciais sdo tratados por esquemas de discretizacédo

e Processos iterativos sdo usados para se obter a solugdo completa

As seguintes questdes fundamentais devem ser respondidas:

e O modelo é adequado para descrever a situacao fisica de interesse?

e O algoritmo esta construido de maneira correta?

e O algoritmo é capaz de obter resultados numéricos com um nivel de exatidao
satisfatorio?

e Para quais sistemas fisicos o cddigo pode ser aplicado como uma ferramenta
computacional?

e O algoritmo é estavel para qualquer transiente?

Para se responder a estas perguntas satisfatoriamente, varias etapas precisam ser
realizadas para a validacdo de um codigo numérico. Um processo de validagdo deve garantir
que o modelo adotado abrange o fenémeno fisico de interesse (validacdo do modelo) e que as
técnicas numéricas garantem a necessaria exatiddo dos resultados numéricos (validacdo do
método numérico). Estas etapas também devem focar na determinacdo de requisitos
numericos (tamanho dos meshs, critério de convergéncia, numero de iteragcBes) que sdo

necessarios para se obter certos niveis de exatiddo. Ao fim, o codigo devera ser testado para
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verificar a sua capacidade de descrever situac@es especificas, definindo-se os seus limites de
validade (qualificacdo do cddigo).

Os passos acima constituem um processo de benchmarking e pode ser conduzido por
diferentes abordagens: analitica, numérica e experimental. Este trabalho se limitard na
discussdo de benchmarks analiticos. A necessidade de procedimentos de benchmarking
confiaveis é observada particularmente quando se procura desenvolver codigos para o estudo
da dindmica de sistemas acionados por fonte, uma vez que os métodos desenvolvidos
anteriormente consideravam sistemas muito préximos da criticalidade ou partindo do estado
critico, de fato, para a andlise de sistemas dirigidos por fonte, situacdes fisicas diferentes
devem ser tratadas: néutrons de alta energia tém enorme importancia no desenvolvimento da
dindmica do sistema, e o dominio da fonte pode ter importantes conseqléncias nas

caracteristicas dinamicas do sistema.

Um benchmark analitico pode ser definido como uma solugcdo em forma fechada para
alguns problemas referéncia que séo significativos para a situacdo fisica de interesse [23]. A
solucdo deve ser obtida usando técnicas puramente analiticas tanto quanto for possivel, com
um controle de erro em todos os passos. Naturalmente, sendo os métodos puramente
analiticos, apenas modelos altamente simplificados e configuracfes idealizadas podem ser

tratadas. O benchmark analitico deve servir aos seguintes objetivos:

e Verificar se as equacdes sdo adequadamente resolvidas por esquemas
nuMericos

e Separar efeitos induzidos pelo modelo dos efeitos induzidos numericamente

e Determinar as limitacdes dos modelos aproximados (difusdo x transporte,

efeitos de anisotropia, definicdo de pardmetros cinéticos)

Um aspecto importante é o controle de erro. Uma formula analitica deve ser
numericamente calculada. Esta operagéo inevitavelmente introduz um tipo de erro, que deve
ser controlado e limitado. Por exemplo, o truncamento de uma série deve ser acompanhado
por um calculo do erro de truncamento, que deve ser apresentado junto com os resultados do

benchmark.
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Uma regra geral para a validacdo de modelos e de algoritmos deve ser seguida [21]:
uma técnica numérica que dd maus resultados para um sistema simples ndo pode dar

resultados confiaveis para sistemas complicados.

Historicamente, no campo da Fisica de Reatores e Teoria de Transporte de Néutrons, o
trabalho feito por Case, Hoffmann e Paczek [24] pode ser considerado o primeiro benchmark
analitico. A equacdo de transporte é resolvida analiticamente, formulas fechadas sdo obtidas
para sua solucdo e os calculos numéricos sdo realizados. Diferentes situacdes fisicas sdo
estudadas e os resultados sdo apresentados e discutidos. Mais tarde, 0 método de Case deu a
oportunidade para se derivar novos benchmarks para transporte de néutrons, o trabalho
realizado por Barry Ganapol levou a importantes inovac@es na metodologia em se derivar e

organizar solucdes exatas [23].

No campo da cinética de reatores, o principio de benchmarking analitico foi usado
com sucesso no passado para a validacdo de codigos numeéricos [25]. Mais recentemente, uma

primeira tentativa também foi feita no campo de sistemas acionados por fonte [26].

Um Projeto Coordenado de Pesquisa (em inglés CRP) sob os auspicios da Agéncia
Internacional de Energia Atdmica IAEA esta sendo desenvolvido sob o titulo Analytical and
Experimental Benchmark Analyses of Accelerator Driven Systems (ADS) [27,28]. Uma das
principais tarefas deste projeto envolve o desenvolvimento de benchmarks analiticos
adequados para o estudo de ADS e a qualificacdo de codigos e a validacdo de modelos de
Fisica de Reatores para a analise temporal de sistemas multiplicativos acionados por fonte
externa. Dentro deste projeto, uma colaboragdo estd sendo realizada entre o Politecnico di
Torino (Italia), IPEN e IEN (Brasil).
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1.4 Objetivos e divisdo do trabalho

Este trabalho tem como objetivo obter solucdes exatas em forma fechada para
problemas de difusdo com fonte externa, e a partir destas solugdes realizar a validacdo de
solucBes numéricas a partir da analise de convergéncia da solu¢do numérica para a solucao

exata por meio do controle do erro relativo e do erro de truncamento da série.

O método de expansdo em autofungdes do problema caracteristico € utilizado para se
obter solugdes analiticas para problemas de transientes rapidos no modelo de difusdo
multigrupo, supondo-se fontes externas aplicadas em sistemas subcriticos sem realimentacéo
termoidraulica. Resultados numéricos obtidos por um programa de diferencas finitas
(CINESP-ADS) foram comparados com os resultados exatos obtidos pelo método de

expansao.

Um estudo da cinética pontual é realizado partindo-se da equacao de cinética pontual
com fonte externa e levando-se em conta os parametros cinéticos tipicos de um sistema

rapido.

Considerou-se um meio multiplicativo subcritico e homogéneo, acionado por fonte
externa, para diferentes transientes e fonte arbitraria. O termo fonte sempre foi considerado no
grupo rapido de energia e ainda que a solucdo geral para G grupos e R precursores para
geometria regular foi obtida, foram apresentados resultados numéricos correspondentes ao
problema de condicdo de fronteira de fluxo nulo e geometria plana, para os trés sistemas
particulares: 1 grupo de energia sem familia de precursores, 1 grupo de energia com uma

familia de precursores e 3 grupos de energia sem familia de precursores.

Os fundamentos tedricos do problema sdo apresentados nos capitulos 2 e 3
correspondentes & cinética espacial e capitulo 4 correspondente & cinética pontual, ambos os
modelos apresentaram solucGes exatas para as equacles caracteristicas de um sistema

multiplicativo subcritico com fonte externa.

Os resultados exatos sdo apresentados nas secOes 5.3 e 5.4 e uma comparagdo dos

resultados obtidos pela cinética pontual para os diferentes transientes e os resultados obtidos
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pelo modelo de cinética proposto no capitulo 4, sdo apresentados na sec¢éo 5.5. No capitulo 6
sdo apresentados os resultados comparativos entre as solugdes de cinética espacial exatas e 0s
resultados obtidos independentemente por um programa de diferencas finitas (CINESP-ADS),
além disso, uma andlise de sensibilidade tanto na discretizagdo do tempo quanto na
discretizacdo do espaco é feita e apresentada comparando-se 0s resultados exatos com 0s

resultados numéricos em um mesmo grafico para o transiente de aumento de fonte.

No capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes e discussdes referentes aos resultados
apresentados e novas propostas de trabalho sdo discutidas, sendo que no anexo A e nos
apéndices A, B e C apresentam-se, respectivamente, uma descri¢cdo do programa de cinética
utilizado para se obter os resultados numéricos, o calculo de criticalidade, uma descricdo do
método de calculo de erro de truncamento da série e uma deducdo das equacBes de cinética

pontual.
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2. SOLUCAO GERAL DO PROBLEMA DE DIFUSAO MULTIGRUPO

O modelo de difusdo é usado para se estudar a cinética de néutrons, sendo o meio
homogéneo, considerado numa geometria regular (plana, cilindrica ou esférica) com
condicdes de fronteira nula ou de distancia extrapolada. As se¢des de choque escolhidas para

0 meio séo tipicas de um sistema rapido.

A equacdo de difusdo multigrupo geral considerando a emissdo de néutrons atrasados

pode ser escrita, a partir de (1.2):

(1 09,(r,t) ) ¢
v ot [DgV* = 2|9y (1) + Z[Zgﬁg’ﬂp,g(l —BvZpg | @, (1)
9
g
R
1 *tXpyg zliCj(r, t) + S(r,t), g=1,..G (2.1)
j=1
ac (r,t) . .
ot —A,G(r,t) + B; Z vip g @y (1,1), j=1..R
\ g =1

as condicdes iniciais sdo dadas por:

@y (1,0) = @g,0(1)
g o 2.2
{c;(r,m = G o(r) (22)
As condigdes de contorno para o fluxo séo dadas por [29]:
{aw(o) +bg' (0) =0 2.3)
cp(r)+de (r)=20 '

O método de expansdo consiste em se expandir a variavel desconhecida em funcao das
autofuncdes base solu¢do do problema de autovalores. Estas autofungdes solucdo da equagao

de Helmholtz dependem da geometria regular de acordo com a expressao:
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(2.4)

e sdo obtidas resolvendo-se o problema de autovalor. Na tabela [1] sdo apresentadas as

autofungdes de acordo com alguns tipos de geometria regular:

Tabela 1. Relacéo de autofuncBes correspondentes a algumas geometrias regulares, em

funcdo do autovalor

Geometria Autofungao Autovalor
2n—-Dm
Plana A cos(Byx) " a
sin(B, 1) _ nhm
Esférica A r o= R
Ao (B B, ="
Cilindro infinito Jo(Bn) "R

Considerando o método de expansdo, a solucdo espacial ¢ obtida separadamente da

solucao temporal, uma vez que a solugdo espacial ¢ determinada pela geometria, o estudo do

comportamento temporal do sistema torna-se independente do espacial.

Expandindo as fun¢des desconhecidas em termos das autofungdes, ou seja, do fluxo

neutronico:

e para as concentragdes de precursores:

9y(1,0) = ) A,y (g, @),
n=1

(2.5)
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G0 = ) Buy(®) g, () 2.6)
n=1

A fonte pode ser tratada da mesma forma:

Ss(r,0 = ) Sug(©) 0u(0), .
n=1 .

kS"'g (t) = ng (r,t)p, (r)dr;

Introduzindo uma formulac¢ao matricial podemos expressar as fungdes desconhecidas e
os vetores fonte como uma superposi¢ao das autofungdes de Helmholtz, uma vez que estas

autofung¢des formam um conjunto completo [2]:

(12000 = Y @),
! n=l 2.8)
lk'S(r’ £) = ;w(t)) on(T);

Desta forma o problema na sua forma matricial € escrito por:

0|EZ(r, t))

5t = MalE(r0) +1S(r 1) (2.9)

A matriz caracteristica M, associada 4 equacdo de balango ¢ uma matriz (G x R) x (G

x R), sendo definida por:

M, M,
¢ ¢ “’}, (2.10)

M, = {quc M.

onde M, descreve o acoplamento entre a distribuigdo de né€utrons com diferentes
energias, M¢ ¢ uma matriz diagonal levando em conta os processos de decaimento,
Mc_, descreve a contribuigdo de néutrons atrasados para a distribui¢do de fluxo neutronico e

My_¢ aprodugdo de precursores devido a efeitos de fissdo.
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Para se obter a contribuicdo para cada autofuncdo de Helmholtz, basta substituir os

resultados (2.8), na equacéo (2.9) e o seguinte problema deve ser resolvido:

d| X, (t))

2 = My, (0) + 15, () (211)

O problema de autovalores e autovetores associados a matriz caracteristica M,, deve

ser resolvido, analogamente para o problema adjunto da seguinte forma:

MnlUnl) = Wln|UnI>
2.12
{aUnIMn = Wln(lUnI ( )
onde
det(M,, — w;,, 1) = 0 (2.13)

Escolhendo os autovetores normalizados substituem-se as expressdes a seguir na

equagao (2.11):
G+R

(
Xa () = ) ans(O) U]
GiR (2.14)
[15:0 =) 5@ 10,0
=1

Projetando-se a equacdo (2.11) no espaco adjunto e aplicando as condigdes de

ortonormalidade tem-se:

dan,l(t)
dt

=Wl ) + Sn,l(t) (2.15)

cuja solucdo é dada por:

t
ap 1 (t) = ay (0)e™int + f s (t) evin(t=t)qe’ (2.16)
0
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Desta forma, a solugdo geral para os fluxos neutrénicos e as concentragdes de precursores €

obtida:

o G+R

E@,0) =) ) an@IUDen), 217)

n=1 [=1

onde cada linha do vetor solugdo ¢ uma solucdo do fluxo para cada grupo de energia ou a
concentragdo de precursores para cada familia. Desta forma a solucdo geral para G grupos e R

precursores pode ser obtida em forma fechada.
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3. PROBLEMAS DE TRANSIENTES NO MODELO DE
DIFUSAO

A equacdo de balango da populacdo neutrdnica para se calcular o fluxo espacial para
um reator critico € homogénea, enquanto a equacdo correspondente para se calcular um fluxo
em um sistema acionado por fonte é ndo-homogénea devido a presenca da fonte externa.
Consequientemente, os métodos que usam autovalores e autofungdes da equacdo de balango
homogénea para um sistema critico podem se tornar inadequados para um calculo da
distribuicdo do fluxo em um sistema com fonte externa, dependendo do nivel de
subcriticalidade do sistema. Com o intuito de se obter resultados numéricos e se ilustrar a
metodologia geral de resolugdo proposta neste trabalho, casos particulares foram estudados

supondo-se geometria plana.
Foram assumidas as condig¢des particulares de fluxo nulo nas fronteiras:

d(rp,t) =0 (3.1)

onde r, é a posigdo de fronteira.

Para a solucao pelo método de expansao, as autofungdes de Helmholtz constituem um

sistema completo e ortogonal:

d*@, (x)
#"‘an%(x) =0

e (-0

Particularmente, no caso da geometria plana, as autofung¢des sdao dadas por:

(3.2)

2 2n—1
P (x) = j;cos( o nx>, (3.3)

com o autovalor:

B? = (Zn 1 nx) (3.4)
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Neste trabalho trés casos particulares foram estudados e resolvidos para um transiente

qualquer:

3.1Caso1l

Considerando apenas um grupo de energia sem emissdo de precursores, a equacao de

difusdo pode ser escrita a partir da equacao geral (2.1):

100 (x,t %P (x,t
— (gt ) =S, t) + 2k @(x,t) — 2, P(x, t) + D%,

(3.5)

Expandindo-se o fluxo e o termo fonte nas autofungdes de Helmholtz, obtemos;

dA, ()
= a,A,(t) +vSs, (3.6)
dt
Os parametros sdo definidos por:
( erf —1
n =T
"= ! 3.7
< - vX,(1+12B2)’ (37)
koo
klef = ———=.
LT T (1 + 12B)

A solucdo para o fluxo é dada por:

t

®(x,t) = Z A, (0)e™t + J S, (t) e t=t)at | o, (x). (3.8)
n=1

0
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3.2 Caso 2

Considerando um grupo de energia e uma familia de precursores, em geometria plana,

partindo das equacdes (2.1), teremos:

100 (x,t d2d(x,t
— .t =S, t) + 2k (1 — B)P(x,t) — 2, D(x,t) + AC(x,t) + DL),
v ot 02%x
aC(x,t
g; ) = —AC(x,t) + X ko, BP(x, 1). (3.9)
De acordo com as defini¢des (2.11), a matriz caracteristica é dada por:
— vza[(l_ﬁ)koo _(1+LZB€)] UA)
M, = ( kB ) (3.10)

Os autovalores sdo calculados impondo a condicdo (2.13), que resulta na expressao:

w2 —egw, — 1, =0, (3.11)

cujas raizes sdo dadas por:

!{ &, + /&% + 41,
Win = ’

2
(3.12)
&, — &2 + 4T,
sz’n = ) .
onde as constantes sdo dadas por:
{gn = vza [(1 - ﬁ)koo - (1 + LzBr%)] - A; (3 13)
7, = vI,[(1 = Bke — (1 + L?BH)]A + vAZ, ko, f5. '



Os autovetores solucao do problema de autovalor sao:

( 1
U, 1) = | Z,kof |
A W1in
< :
1
Un2) = | Z,kof
\ A Won

( T
(v, | 1 1
n = _1 17/1 )
Nn A+ Win
< , T
1 1
<2Un| = m vA
k n A + WZ,n
Sendo N, o fator de normalizagéo definido:
VAY ke
Ni=1+ “—ﬁz > 0.
(/1 + Wl,n)

Deste resultado o fluxo solucédo € dado por:

(1) = i i a1 ()0 (3),
n=1

=1
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(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Onde a;,,(t) = a;,(0)e"int + fot sua(t) e"n =t dt e q;,(0) é a projecio do vetor fluxo

inicial no espago das autofuncdes adjuntas.
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3.3Caso 3

Este caso considera o sistema homogéneo com trés grupos de energia (térmico,
intermediario e rapido) desconsiderando-se a emissdo de néutrons atrasados. Partindo-se da

equacéo (2.1), teremos o sistema de equagdes acopladas para os trés grupos de energia:

(1 0d;(x,t) 9%, (x,t)

v_l—at = S(x,t) + D, —57 21P:(x,t) + [21_>1 + Xl(vff)l] D, (x, 1)

+x1 (vZ’f)ZCDz(x, t) + Xl(vZf)3<D3(x, t),

1 0D, (x,t) 0%d,(x, t)

< U_ZT = S(x, t) + I:Zl_)z + X2 (UZ'f)l] <I51(x, t) — chpz(x, t) + Dz T (318)
+ [21_>2 + XZ(UZ]C)Z] CDZ (X, t) + X2 (vZf)3¢3(x, t),

1 0d5(x, t) 0%d5(x, t)

ET = S(x, t) + [21_)3 + Xg(Uz'f)l] <I51(x, t) — Z3<1§3(x, t) + D3 T
\ + [22_)3 + X3(U2f)2] d)z(x, t) + 23_)3 + )(3(U2'f)3<153(x, t)

A matriz caracteristica para esse problema é dada por:
A v (UZf)z X1V1 (UZf)3
Mn = /11_>2 AZ X2V (UZf)3 . (319)

A1—>3 A2—>3 A3

As constantes dos elementos da matriz sdo definidas por:

A =61+ [21_)1 +)(1(v2f)1]

Ay =8, + v, [22_,2 + )(Z(vZf)z]

A3 =83+ 3 [23—>3 +)(3(v2f)3]

Moy = v |1+ 02 (v3f) | (3.20)
A3 =3 [21—>3 + X3(U2f)1]
Ay3 = V3 [22—>3 +X3(U2f)2]

Onde §; = —D,;B2v; — X,v;-, parai = 1,2, 3.
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A partir da matriz M,, e aplicando a condi¢do (2.13), obtemos a equacao caracteristica:

—w3 + Aw? + A,w + Typ3 = 0, (3.21)

onde as constantes sdo dadas por:

Al = /11 + Az + /13
{Az = (=243 — N4 + A 32002 (sz)g + A1—>2U1X1(U2f)2 + A1—>3U1X1(U2f)3
Tip3 = A A A3 — A Ay 305, (sz)g - A3A1—>2U1X1(U2f)2 - Ule(UZf)3A1—>3A2 +

{ U1X1(U2f)zvz)(2 (Uz'f)3/11—>3 + lel(UZf)3A1—>2.
(3.22)

Manipulando a equagéo (3.21) algebricamente e introduzindo as simplifica¢Oes citadas

em [30], obtém-se a equacao:
w3 +aw+b =0 (3.23)

As constantes séo dadas por:
1 2
a=3zQBq-p%),

1
b= 57 (2p3 — 9pq + 27r) (3.24)

com

P el 3.25
Lz= 12— |a " 27 (3.25)
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Tem-se as raizes solucéo do problema de autovalor:

( W1:H1+H2,
_ Hy+H; H;—Hy,
Wp= -t V3 (3.26)
H, + H H, — H
Wy = — 12 2_ 12 23\/—_3.

A condigdo para se garantir que todas as raizes sao reais é dada pela expressdo obtida em [30]:
b
z=—+-—<0 (3.27)

O procedimento padrdo explicitado na secdo 3.2 é utilizado para se obter os
autovetores a partir dos autovalores levando-se em conta os resultados (2.12), (2.13), e
considerando autovetores normalizados tem-se a expansao das solugdes temporais em funcgéo

destes autovalores e autovetores dadas pelas seguintes expressoes:

Ap () = A, (0)ewnit + fot s (t) enit=t gt paral = 1,2,3. (3.28)

onde se considera s,, t) = <Un,l |Sn,l(t')), a projecdo da fonte sobre a autofuncdo de enésima

ordem da expansdo da solucéo de autovetor.

De acordo com as defini¢des gerais a solucdo vetorial do problema geral é dada por:

[oe]

) 3
26660) = ) (X O} o) = Z{ Ana(® |Unz>} 0n (). (3:29)
n=1 1

n=1 \[=
Logo, teremos a solucdo para 3 grupos de energia em geometria plana:

o) 3 t

2660) = D 1D | Ana(@erni + j S () " )dt” U1 (). (3:30)

n=1 \l=1 0
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4. CINETICAPONTUAL

O modelo mais simples para o estudo da populacdo neutrénica é o0 modelo de cinética
pontual [2]. A distribuicdo neutrbnica é suposta evoluir como um ponto, no sentido em que
cada ponto é representativo de todo o sistema. Para um sistema sem fontes externas €
equivalente a se afirmar que uma Unica autofuncdo fundamental aparece na distribuicédo
neutrdnica em todos os instantes. Esta afirmativa ndo é valida quando o sistema é injetado por
uma fonte externa, neste caso a distribuicdo é dominada pela injecdo de néutrons da fonte, o
que envolve a superposicdo de varias autofuncdes. Neste caso o comportamento pontual
equivale a dizer que a distribuicdo neutrdnica pode ser fatorada num produto de uma funcgéo

amplitude (dependente apenas do tempo) e uma funcéo forma (independente do tempo).

A partir das equacBes de cinética espacial (3.9), considerando as definicdes

. Keo kepf —1 - A o
classicas para k,;f = —2—e p = -2L— e definindo os pardmetros cinéticos de acordo
eff T (1+L2B2) Kef

com k.¢r, tem-se a equacdo de cinética pontual com fonte externa [Apéndice CJ:

dp — p
dgt) = S(6) + [perr — Berr] # +C),
dc (o) Boss i (4.1)
k T —AC(t) + Ep(t).

4.1 Aplicacdo do método de expansao na solucédo das equacdes de

cinética pontual com fonte externa

As equacOes de cinética pontual constituem-se em um sistema de equacdes nao
homogéneas lineares e acopladas (4.1), para resolvé-lo usaremos o metodo apresentado nos

capitulos 2 e 3, utilizando a expansdo em série das autofun¢des do problema de autovalor.



Definiram-se os termos:

x01=(19)

—~ (4.2)
S(t)
k'S(t”:( . )
Tem-se a equacdo vetorial ndo-homogénea:
d|X(t))
- = MIX(®) +IS®), (43)
Onde:
loesr —Perrl
A
M = i 4.4
o, (4.4)
Acff

O vetor solucéo da equacéo (4.3) pode ser expandido em termos da solugéo do

problema de autovalor relacionado & matriz caracteristica do problema de autovalores.

2

X@©) =) a® v,

. (4.5)

SOy = s 1)

=1

Estas expressdes sdo substituidas na equacdo (4.3), e usando-se a propriedade de

autovalor, teremos as equacoes:

dt
s1(t) = (U,1S (D))

{dq(t) = wici(t) + 5,(t), (4.6)
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A solucdo para a equacao (4.6) é obtida em termos da condicao inicial:

t
c;(t) = c;(0)e"t + f s () er(t‘t')dt', 4.7)
0

A solucdo para cada linha é dada por:

{ P(t) = ci(Dugq + c2(Duyy (4.8)
C(t) = c1(Ougz + c2(Duy, '
Onde se aplica a definicéo:
u
o= ()
12 (4.9)

|Uy) = (Zi;)

36

Os autovetores correspondentes aos autovalores do problema caracteristico sdo dados

por:

{M|U1) = wy|Uy)

M|U;) = w,|U3) (4.10)

A equacdo caracteristica € obtida impondo-se a condi¢do de solucdo ndo-trivial:
det(M — AI) = 0, (4.11)

que € equivalente & expressao, dada por:

lpesr = Bers] "

A
eff =0 (4.12)

Beff
Aef
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que tem como equacao reduzida:
W2 —ew—g; = 0, (413)

cujas constantes sdo dadas por:

[Peff Besr | _a

Aetr
J (4.14)
|k g1 = [er — :Beff]

Aefy

Os autovalores sdo as solucdes da equacéo (4.13), que sdo dados explicitamente por:

2

[oerr = Berr] 5 j <[Peff —Begr| _ A) _ 4<[peff —Beyy | /1)

Aerr Aerr ety
2

W1,2 = (415)

Os autovetores correspondentes aos autovalores sao obtidos resolvendo-se 0s sistemas

de equac0es indeterminados para cada autovalor:

)
1
wy=| PBer \\
Aers

(A+W1)
1
V) = | Letr

eff
\ A+wy)

(4.16)

Para se calcular a constante de normalizacdo resolveu-se o problema adjunto, que

resultou nos seguintes autovetores linha:



‘ T
(1] 1 1
= —_— A ,
1
N A+W1
< T
U] 1 1
=Nz A
2
\ N /1+W2

Assim os coeficientes de normalizacdo sdo dados por:

O vetor solucéo é obtido:

2

=1

2
X@©) =) a®1U) =) lcl e + [ sy e ar |1y,
=1

onde:

( 'Bell

A
N =14+ _
(A+W1)2

Befr P
2 Acrr
NV =1 o w2

t

0

( 1 A |P(0)
¢ (0) = < A +NVIV1 C(O)>
NG
<1 A+ wy ((; )>
ksl(o) = Nl
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(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

A partir da equacao (4.19), temos a solucdo para a populacdo neutrdnica e a concentracao de

precursores:

2
P(O) = ) (e +1)
=1

2
_NB( a@ L. I
C“)—Zz<u+wl)e +(/1+wl)>'

=1

(4.21)
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Com [, dadas por:
t
1 ’ ! ’
Il — ﬁf Sl(t )er(t_t )dt ’l =1,2. (422)
l
0

A fim de se estudar problemas com transientes que tém como condic¢do inicial o
estado estacionario é preciso se calcular a solucdo estaciondria das equacdes de cinética

pontual, o que é obtido impondo-se a condi¢do de derivada temporal nula no instante t = t.

A partir das equacg0es (4.1), impondo-se a condicdo de estado estacionario teremos:

( P— P(0O
0 =5(0) + [pesr — Besr] # + A€ (0),
ff (4.23)

Pe
' 0 =—1C(0) + 4L p(o).
k © +52P©

Assim temos o sistema de equac¢des cujo determinante da matriz caracteristica é dado por

)
detM = P11 (4.24)
Aesy

Portanto, a solucdo estacionaria para o problema de cinética pontual com fonte externa é dada

por:
P(0) = SWeff
S%;’):% (4.25)
eff
kC(O)— Apefy
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5. Resultados

A solucdo para os trés casos permite o estudo do comportamento da populacdo
neutronica para diferentes tipos de fonte no espago e no tempo, considerando a distribuicéo

temporal da fonte um pulso de duragdo 10 ps.

As figuras 1, 2, 3 e 4 sdo apresentadas para se ilustrar os transientes seguindo uma
funcdo delta ou uma injecdo retangular de néutrons no sistema pulso retangular no espaco.

Para os trés casos estudados foram usadas as constantes fisicas dispostas na Tabelas 2 e 3.

O fator de multiplicacdo do sistema é sempre considerado 0.98, em particular para 0s
casos 1 e 2 foi admitido pulso de largura 10° s e a dimens&o subcritica H= 22.89416192 [cm].
Para 0 caso 2 foram assumidas as constantes p =0.0045, 1=0.08 [s*] de acordo com a
literatura [7]. Para o caso 3, a dimenséo subcritica para k=0.98 usando-se as se¢fes de choque
da Tabela 2 foi calculada H=23.06264580 [cm]. O célculo das dimensdes subcriticas foi
realizado de acordo com as técnicas padrdes da Fisica de Reatores [5], 0 apéndice A descreve

este procedimento.

Tabela 2. Constantes macroscopicas para um sistema homogéneo 1D para um grupo de
energia

iy, [s.cm™] ]0.90621E-7
>tot [cm?] |3.45987E-1
Ya [cm?] |1.58430E-2
Vaf [cm?] |3.33029E-2
S [Cm'l] 3.30178E-1
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Tabela 3. Constantes macroscdpicas para um sistema homogéneo 1D para trés
grupos de energia

g =1 g:2 g:3

1/vg [s.em™] |5.35994E-8 [1.47756E-7 |1.33310E-6

Ttot, g [cm™] 2.83110E-1 |3.65360E-1 |6.65500E-1

Za, g [cm™] 1.40280E-2 |1.63760E-2 |6.98540E-2

Vvt g [cm™] 3.45310E-2 |3.28690E-2 |1.20020E-1

X9 - 0.7112 0.2886 0.0002

29 —>g [cm™] 2.36040E-1 |3.48954E-1 |5.95640E-1
¥g—>g+1 [[emT] 3.31803E-2 |3.45000E-5 |-
¥g—>g+2 |[em7] 1.16620E-5 |- -

A solucdo estacionaria nos sistemas criticos é a autofuncdo fundamental. Os sistemas
subcriticos com fontes tém distribuicGes neutronicas estacionarias que sdo dirigidas por fonte
externa. Quando os sistemas subcriticos estdo proximos da criticalidade ocorre pouco desvio
entre a distribuicdo dirigida por fonte e a correspondente autofuncdo fundamental para o caso

critico.

Quando os sistemas subcriticos acionados por fonte estdo longe da criticalidade suas
distribuicbes neutrdnicas podem diferir significantemente da correspondente autofuncéo
fundamental, e dependerdo fortemente da posicdo da fonte, espera-se que a teoria de

perturbacdo homogénea seja ineficaz para sistemas subcriticos acionados por fontes externas.

Um exemplo util seria 0o estudo de um sistema homogéneo monoenergético em
geometria plana. A distribuicdo da densidade neutrdnica tem a forma de cosseno que €
simétrica, é bvio que uma mudanca nas propriedades do meio perto da fronteira esquerda do
slab terd precisamente 0 mesmo efeito sobre a densidade neutronica como o de uma variagdo

equivalente feita simetricamente sobre o lado direito do slab.

A perturbacdo homogénea supde uma variacdo de reatividade associada a uma
perturbacdo no sistema (na fonte, por exemplo) e também exibe esta simetria. Ao se introduzir
uma fonte externa no lado esquerdo do slab, conforme o meio se torna mais subcritico a
assimetria na densidade neutrbnica torna-se mais pronunciada e sua forma desviara mais

fortemente da forma cossenoidal da correspondente autofungéo fundamental.
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Estes pares de variagOes nas propriedades do meio ndo mais terdo o mesmo efeito na
densidade neutronica, uma perturbacdo perto do lado esquerdo da fonte causard um efeito
muito maior no sistema. Entretanto, a perturbacdo homogénea dara resultados equivalentes
para perturbaces em ambos os lados do slab. Este exemplo simples ilustra as impropriedades
de se utilizar indiscriminadamente os métodos de perturbacdo homogénea para resolver

problemas de difusdo em sistemas subcriticos acionados por fonte externa [17].

Uma vez definidas as complexidades dos problemas referentes a Fisica de ADS,
procuramos resolver o problema geral de difusdo supondo uma expansdo em autofungdes
fundamentais do problema homogéneo, porém considerando fonte externa simétrica, ndo
incorrendo assim em falhas conceituais de acordo com as novas definicdes da cinética de

ADS [26], obtendo-se resultados satisfatorios nos calculos das densidades neutrénicas.

5.1 Fonte Externa

A fonte externa é descrita pela expressao:

S,(x,£) = S(OS(L), (5.1)

Definindo-se S, ,(t) a fonte S,(x,t) projetada no espaco das autofunces de Helmholtz de

enésima ordem.

A disposicdo da fonte e dos detectores para os célculos de fluxos neutrénicos € dada
pela Figura 1, a fonte espacial é quadrada de largura H/10, simétrica na placa, a fonte
temporal tem duragdo de 10 ps. Os detectores 1 e 2 sdo dispostos respectivamente no centro
da placa e a um décimo da dimensdo total, a partir da fronteira da placa, em posicGes
relativamente separadas com o intuito de se observar a dispersdo do fluxo espacial e

temporalmente para diferentes tipos de transientes.
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Detectar | Detector 2
x=0.0 x=2ZH/5

-H/2 -H/20  H/20 H/2

Figura 1. Posi¢do da fonte externa e detectores.

5.2 Transientes

Os resultados analiticos obtidos neste trabalho permitem a solucdo do problema de
transientes no modelo de difusdo para qualquer tipo de transiente, entretanto para ilustrar o

método de solucdo exata, foram escolhidos trés tipos de transientes:

e Transiente de desligamento: sistema ligado com S=1 ¢ desligado em t=10 ps.
(Transiente 1)

e Transiente de um pulso: sistema desligado (fluxo inicial nulo) e ligado a t=0 e
desligado apds o periodo de 10 ps. (Transiente 2)

e Transiente de aumento de fonte: sistema ligado com S=1 e um pulso de S=5 é

injetado no sistema a t=0 e desligado a t=10 ps. (Transiente 3)



A N(ua)

10-5s t(s)

Figura 2. Transiente 1, desligamento.

I(u.a)

10-5s t(s)

Figura 3. Transiente 2, condicéo inicial e fluxo nulo e pulso.
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[(u.a)

10-5s t(s)

Figura 4. Transiente 3, condi¢do inicial estacionario, aumento da intensidade da fonte de
1 para5.

Para um estudo adequado da influéncia de fontes externas em sistemas subcriticos
multiplicativos € preciso se estudar a dispersdo espacial e temporal dos néutrons de fonte na
simulacdo de experimentos pulsados. O comportamento qualitativo da dispersdo de néutrons
no tempo depende da posicdo do detector e da fonte no sistema considerado, principalmente

se a fonte externa atua no grupo rapido de energia.

5.3 Resultados exatos da cinética espacial

A distribuicdo neutrdnica em sistemas descritos por equacdes homogéneas apresenta a
solucdo fundamental, entretanto as distribui¢cGes neutrdnicas que dependem da fonte externa
sdo descritas por equacOes diferenciais ndo-homogéneas. No caso de estes sistemas estarem
proximos da criticalidade h& pouca disparidade entre os resultados, entretanto, quando estes
sistemas estdo relativamente longe da criticalidade, as distribuicdes neutrénicas dependem

fortemente da posicédo da fonte.

Na Figura 5 estdo apresentadas a dispersdo dos fluxos para o caso 1 e o transiente 2,
variando-se a largura dos pulsos e observando-se a distribuicdo do fluxo tanto no espaco
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quanto no tempo, para o pulsos de largura H/20 a distribuicdo do fluxo ja é da ordem de um

pulso instantéaneo localizado (delta de Dirac).

w=2HMA t=10-B)
4 oﬂo
. )
0.5 ODDOD o o
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0.1 0‘3 $$° °g$ LR
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0 2e-05 Ae-05 Ge-05 Be-05  0.0001 -1ID _15 Dl 5! 1-0
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Figura 5. Dispersao dos fluxos para o caso 1, considerando uma posic¢éo e tempo fixos
para diferentes larguras de pulso: “°” H/10, “x” H/20 e “0” pulso de Dirac.

A disperséo dos fluxos para a posicdo no detector 2, considerando o caso 2 de um
sistema de equac0es acopladas ndo apresenta diferencas notaveis com o problema sem grupos
de precursores, naturalmente pela duragdo do pulso que ndo permite a influéncia dos

precursores na distribuicdo neutrénica, a poténcia para o caso 2 € reportada na Figura 6.

0

i 1e06 2605  3eD5  4e05  Ge05
t[=]

Figura 6. Poténcia para o caso 1, para diferentes larguras de pulso: “°” H/10, “x” H/20 e
“(” pulso de Dirac.
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Nas Figuras 7 e 8, a dispersdao dos fluxos, para as posi¢Oes respectivas x1=0.0 e
x2=2H/5, sdo apresentadas para cada grupo de energia, mostrando-se que a natureza
qualitativa da distribuicdo do fluxo depende da multiplicacéo e posicdo da fonte no sistema.

¥=2H/5 t=10-6)
4 Y
06 £, £
o DOOO =] o
059 o %o o o
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o ‘3000 o ]
0.4_ ° DDDDO 00 OO
o 0000 o
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<>°°<>:+++++ ODOOQO o fr w0
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s ey S
<. +. g L=} +4 et =)
01 e °°¢¢oo$$$+3¢$¢$$ 1 e $$¢ ¢$¢ 3
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0 ; T T T T -4 wwuﬂeeg‘*’** ¢¢*32999000
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Figura 7. Fluxos para o caso 2, para diferentes larguras de pulso: “°” H/10, “x” H/20 e
“{” pulso de Dirac.
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Figura 8. Poténcia para o caso 1, para diferentes larguras de pulso: “°” H/10, “x* H/20 e
“(” pulso de Dirac.
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Os resultados exatos dos fluxos para o caso 3 (trés grupos de energia sem precursores)

para cada grupo de energia séo apresentados para o detector no centro do slab:
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100{ § 100]  F e,
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804 232 80
o ° : *‘*‘+++,.~'_++‘+
Phipcl f)  BO4S L Phipl f) 607 +
(=3 0000000000 +
40F Ooo°°°°°°°°00m000mooo° 409 ;
P +
204 204,
00 2005 4eD5 6Ge05 Be05 0.0001 00" 2005 4e05 6GeD5 8eD5 0.0001
t(s) t(s)
0.06
(00O R0000
0.05 o 00
oo © 004,
0.041 =
<
Phi(x11) 0.031 °
s
0o ¢
<
0014 o
$
05 4e05 Bel5 BeD5 0.0001

0pg

2e

ts)

Figura 9. Dispersao dos fluxos no caso 3, Para uma posicao fixa (x1=0.0) considerando um pulso

de largura H/10.

Os resultados exatos dos fluxos para o caso 3 (trés grupos de energia sem precursores)

para cada grupo de energia sdo apresentados para o detector na posicdo 2H/5, as diferencas
nas respostas dos fluxos devidas & perturbacdo da fonte, indicam a natureza da disperséo

espacial e o comportamento do sinal que depende da posic¢éo do detector:
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Figura 10. Disperséao dos fluxos no caso 3, Para uma posic¢ao fixa (x2=2H/5) considerando um
pulso de largura H/10.

A poténcia para o0 caso 3 € apresentada na Figura 11. Estes resultados foram

apresentados em trabalho publicado no INAC 2007 [22].

100

Se-05  0.0001

4605  Be05
t(s)

00" " " 2e05
Figura 11. Poténcia para o transiente 1, considerando um pulso de largura H/10.
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Na figura 12 a solucdo estacionaria para o caso 3 € apresentada junto & poténcia,

também calculada analiticamente.
delta t=104(-5)
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Figura 12. Fluxo para o caso 3 no espacgo no regime estacionario e poténcia para

transiente 2

Na figura 13 as solugdes exatas para o caso 3, e transiente 2 (considerando-se
condicdo inicial estacionaria) sdo apresentadas para cada grupo de energia, considerando-se 0

detector no centro do slab:
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Figura 13. Fluxos para o caso 3 para cada grupo de energia, na posicdo (x=0.0),
transiente 1.
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5.4 Resultados exatos da cinética pontual

Para o estudo do modelo de cinética pontual foi resolvido o problema de cinética para
diferentes larguras de fonte externa, de acordo com as definigdes que foram estabelecidas no
capitulo 4 (Figura 14). Foram obtidas as poténcias para os trés tipos de transientes

considerados neste trabalho (desligamento, pulso e aumento de fonte) com um pulso de

duracdo 10°s.
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Figura 14. Poténcia para o caso 2, transiente 1, considerando o modelo de cinética
pontual para diferentes larguras de pulso: “°” H/10, “x” H/20 e “0” pulso de Dirac.

Considerando o transiente de desligamento no tempo t=10"s, teremos a soluco exata
do problema de cinética pontual:

=
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Figura 15. Poténcia para o caso 2, considerando o modelo de cinética pontual no
transiente 2 para um pulso de largura H/10.
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Da mesma forma, considerando o transiente de aumento de fonte teremos a solucéo
para a poténcia do sistema:

1.064
1.044
1.024
Poténcia I
0.984
.95
0.944
0.924

0 Zel5 4006 GelF Bel5 1e05
t(s)

Figura 16. Poténcia para o caso 2, considerando o modelo de cinética pontual no
transiente 3, para um pulso de largura H/10.

5.5 Comparac0es entre resultados da cinética espacial e da cinética
pontual

Neste capitulo os resultados da cinética espacial obtidos para o caso 2 sdo comparados
com os resultados obtidos para o transiente 2, considerando o modelo de cinética pontual

apresentado no capitulo 4, considerando o resultado (4.21).

De acordo com os resultados da Figura 17, observa-se que o modelo de cinética
pontual apresenta uma solucdo sobreestimada em relacdo a solucdo da cinética espacial para
n=16, por outro lado, percebe-se pelo grafico que o modelo de cinética pontual aproxima-se
para 0 modelo de cinética espacial exato para n=5, ou seja, 0 modelo de cinética pontual pode
ser considerado uma aproximagdo do modelo de cinética espacial exato para 0 modelo de

difusao.
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keft=0.558

Poténcia 1
0.4
0.2
i
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Figura 17. Poténcia para o caso 2, considerando o modelo de cinética pontual no
transiente 1, para um pulso de largura H/10. Resultado em linha vermelha representa a
solucdo em cinética espacial para n=16 e “°” cinética espacial para n =5,¢ linha preta é o
modelo de cinética pontual.

De fato, a solucdo para n=5 é aproximadamente a mesma solucao para n=16, o que
indica a velocidade de convergéncia desta série, as razbes matematicas para este fato sdo

indicadas no Apéndice B.

O uso da técnica da expansdo em série das autofuncdes para a obtencdo da solucédo
exata da cinética pontual de acordo com o capitulo 4 e as respectivas defini¢des a respeito dos
parametros cinéticos, levam a constatacdo que o modelo de cinética pontual ¢ uma

aproximacdo de primeira ordem na expansdo em série da solugdo exata.
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O modelo que assume o0s pardmetros cinéticos como constantes € erréneo, uma vez

que os consideram independentes da perturbagdo na fonte, assim o modelo ndo descreve as

caracteristicas dinamicas do sistema com generalidade. A partir das defini¢des dos parametros

cinéticos efetivos definidos no capitulo 4, e da aplicacdo do método de expansdo na solugdo

das equacOes de cinética com fonte externa, temos os resultados para diferentes niveis de

subcriticalidade:
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Figura 18. Poténcia para o caso 2, para k=0,98, k=0,88, k=0,78 e k=0.68, considerando o

7

modelo de cinética pontual no transiente 1, para uma fonte simétrica . Resultado “°” é a
solucdo da cinética espacial para n =16, linha preta representa a solu¢gdo do modelo de
cinética pontual.
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A cinética pontual sobreestima a solucdo da cinética espacial que depende do nivel de
subcriticalidade do sistema. Na medida em que o nivel de subcriticalidade do sistema se
aproxima da criticalidade a estimativa da poténcia no modelo de cinética pontual torna-se

maior em relacéo ao resultado da cinética espacial.

Estes resultados demonstram que se deve considerar uma reformulacdo dos parametros
cinéticos em funcdo das perturbacdes no sistema. Uma dedugdo exata dos parédmetros
cinéticos considerando perturbacfes gerais (tanto no meio quanto na fonte) a partir das
equacOes de cinética espacial com fonte externa foi apresentada em trabalho recente [31], 0

que levantou novas questdes sobre a definicdo dos parametros cinéticos.



56

6. COMPARACAO ENTRE RESULTADOS EXATOS E
NUMERICOS

Um dos objetivos deste trabalho que esta associado ao CRP é validar codigos para
ADS (Accelerator Driven Systems). Para isso foram utilizados resultados do programa
CINESP-ADS [Anexo A], que realiza a discretizacdo das equacGes de cinética espacial (2.1)
em linguagem FORTRAN e fornece a distribuicdo de fluxos espacial, assim como as
concentracdes de precursores de néutrons atrasados a partir de uma distribuicdo de fluxos
calculada tomando por base a pesquisa de criticalidade, ou com uma distribuicdo calculada a
priori junto com o k¢ .

Para se ilustrar a natureza das solugdes e a compatibilidade das solugdes numéricas e
exatas foram calculadas independentemente a poténcia para o caso 3, supondo o transiente 1 e
comparou-se 0s resultados numéricos obtidos pelo CINESP-ADS com o resultado obtido
analiticamente (Figura 19). Com o objetivo de se estudar o comportamento das distribui¢des
neutrénicas, reportou-se o fluxo rapido em posicdes diferentes da placa (detector 1 e 2),
considerando o transiente 3 comparou-se 0s resultados numéricos e exatos (Figura 20 e 21),
assim como a poténcia que também foi reportada. Nas figuras 20 a 24 sdo apresentados 0s
resultados numeéricos e exatos para o fluxo rapido, considerando o transiente de aumento de
fonte. De acordo com os graficos, os resultados mostraram um acordo razoavel da solugédo
numérica com a solucdo exata, considerando-se n=16 na expansao das autofun¢des da solucao

analitica.
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Para o transiente 2 (desligamento), os resultados exatos e numéricos para as poténcias

normalizadas sdo comparados logo abaixo:

0 2el5

4005

Be-05 Be-05

0.0001

Figura 19. Poténcia para o caso 3, transiente 1

Para os fluxos em posi¢Oes diferentes do detector, os resultados para os fluxos exatos e

numeéricos sdo calculados e comparados, as magnitudes e as distribui¢fes do fluxo no tempo,

se apresentam nos graficos para diferentes posicdes do detector:
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Figura 20. Fluxo rapido para x= 0.0 e x= 2H/5.
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Considerando o transiente 3 (aumento de fonte), o grafico comparativo para a poténcia

é apresentado, considerando poténcia normalizada:

Pt)

0.7

0 2e05 4e05 Bel5 8e05 0.0001

t{s)
¢ oo 000 CINESP
Exact

Figura 18. Poténcia para o caso 3, transiente 3.

A fim de se obter uma validacdo da solu¢do numérica para o problema é preciso se
fazer uma analise quantitativa da solugdo numeérica, calculando-se o erro relativo em relacéo a
solucdo obtida analiticamente com o intuito de se obter uma anélise de convergéncia da

solucdo numérica para a solugdo exata.

Para se realizar este estudo foi escolhido o transiente 3 (aumento de fonte), onde se
considera como condicdo inicial a solugdo para o caso estacionario. A viabilidade deste estudo
depende também da convergéncia da solu¢do numérica para a solucdo exata na medida em se
aumenta a exatiddo do método numérico (discretizacdo espacial e temporal), os resultados
numéricos foram obtidos para diferentes discretizacfes espaciais (Nx9, Nx19, Nx29, Nx39) e
temporais (At1=10"'s, At2=5.10"%s, At3=10"®s, At4 =5.10%).

Com o intuito de se ilustrar a metodologia do estudo de convergéncia da solugdo
numerica escolheram-se, para efeito de comparacéo, as discretizagBes espaciais (Nx9 e Nx39)
e as discretizacdes temporais (At1=10"s e At4 =5.10"%). A convergéncia dos erros relativos é
dada pela expresséo:

lexato — num|
ERR = (6.1)
exato




Os resultados deste estudo sdo apresentados logo abaixo:
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Tabela 4. Comparacéo dos erros relativos para diferentes discretiza¢des no tempo.

0s8

06+

Phil (x=0.1)

0.5

0.4

074/

EXATO AT1=10-7 | AT2=5.10-9 | ERR1 ERR2
5,5950E-01 | 5,594E-01 5,594E-01 | 1,787E-04 | 1,7873E-04
5,9690E-01 | 5,872E-01 5,972E-01 | 1,625E-02 | 5,0260E-04
6,1480E-01 | 6,077E-01 6,163E-01 | 1,155E-02 | 2,4398E-03
6,2770E-01 | 6,229E-01 6,300E-01 | 7,647E-03 | 3,6642E-03
6,3790E-01 | 6,349E-01 6,409E-01 | 4,703E-03 | 4,7029E-03
6,7530E-01 | 6,772E-01 6,809E-01 | 2,814E-03 | 8,2926E-03
7,3400E-01 | 7,403E-01 7,435E-01 | 8,583E-03 | 1,2943E-02
7,8210E-01 | 7,909E-01 7,947E-01 | 1,125E-02 | 1,6110E-02
6,4290E-01 | 6,479E-01 6,485E-01 | 7,777E-03 | 8,7105E-03
6,2620E-01 | 6,298E-01 6,306E-01 | 5,749E-03 | 7,0265E-03
6,1160E-01 | 6,143E-01 6,149E-01 | 4,415E-03 | 5,3957E-03
5,9730E-01 | 5,993E-01 5,996E-01 | 3,348E-03 | 3,8507E-03
5,8340E-01 | 5,846E-01 5,847E-01 | 2,057E-03 | 2,2283E-03
Phit(x=0) . .
Discretizagéo temporal
0.0164
0.014
0.012

erro relativo

0

Zel5 4eD5 BeD5 Ge05 0.0001

tis)

0.014
0.005 4
0.006 5
0.004 4
0.0024

1]

0 5e06

1e-05 1.5e-05 2e-052 5e-05 Je-05
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—— BEME,

Figura 22. Fluxo rapido na posi¢do x=0 para o caso 3, transiente 3.Em vermelho esta
representada a solucdo numérica para a discretizagdo no tempo de At=5.10"s e em azul
para At=10"'s, e erro relativo 4 direita.

O fluxo rapido no centro do slab é calculado numericamente e analiticamente, os

resultados sdo reportados para a discretizacdo espacial e o erro relativo é calculado, a

convergéncia dos resultados numéricos para os resultados exatos € observada, observando-se

que o erro relativo tende a zero com 0 aumento do tempo.



Tabela 5. Comparacéo dos erros relativos para diferentes discretiza¢es no espaco.

EXATO

NX9

NX39

ERR1

ERR2

5,5950E-01

5,5360E-01

5,594E-01

1,0545E-02

1,7873E-04

5,9690E-01

5,7530E-01

5,872E-01

3,6187E-02

1,6251E-02

6,1480E-01

5,9110E-01

6,077E-01

3,8549E-02

1,1548E-02

6,2770E-01

6,0250E-01

6,229E-01

4,0147E-02

7,6470E-03

6,3790E-01

6,1160E-01

6,349E-01

4,1229E-02

4,7029E-03

6,7530E-01

6,4430E-01

6,772E-01

4,5906E-02

2,8136E-03

7,3400E-01

6,9510E-01

7,403E-01

5,2997E-02

8,5831E-03
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4,4147E-03
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Phil (x=0)

0.7

Phitpe=0g UE7]

0.5

erro relativo

0.051
0.04 4
0.0313
0.02 1
0.01

04 T T T T T
0 Sel5 1e-051.5e-052e-052.5e-053e-05
t(s)

N

0.4
0 Zel5

4605 BelD5 8eD5 0.0001

ti=)

Figura 19. Fluxo rapido na posicdo x=0 para o caso 3, transiente 3. Em azul esta
representada a solugdo numérica para a discretizacdo espacial de NX9 e em vermelho
para NX39 e erro relativo & direita.

A comparacdo entre os resultados exatos e numéricos para a dispersdo temporal do fluxo

rapido, para diferentes posicdes € apresentada:
Phi1(x1),Phi1(x2) Phil (x3)

Phil (x)

4905 Bel5  Be05  0.0001
(s}

Figura 20. Fluxo rapido nas posi¢cdes x=0 “+”, x=0.2 H “0”e x=0.4H “°” para o caso 3,

transiente 3 .Em vermelho estdo representadas as respectivas solu¢bes numéricas para a

discretizacao espacial de NX39.

0 2605



61

7. CONCLUSOES

O trabalho apresentado salienta alguns aspectos fundamentais da cinética de reatores
para sistemas multiplicativos subcriticos. Alguns resultados importantes para diferentes
sistemas foram apresentados. Particularmente, o estudo da influéncia de néutrons atrasados
mostrou que estes podem ser descartados quando se estuda inserc¢Ges rapidas de fonte externa
como pode ser visto na Figura 6. As dispersdes para 0s caso 1 e 2 para diferentes larguras de

fonte demonstraram em que medida a forma da fonte influencia a distribuicao neutrdnica.

A metodologia de solugdo mostrou-se correta uma vez que 0s resultados para um
grupo de energia e trés grupos de energia concordaram bem com resultados analiticos obtidos
independentemente [19,21]. Os resultados numéricos concordaram bem com os resultados
analiticos para trés grupos de energia usando as sec¢Ges de choque da Tabela 2. Foram obtidos
independentemente (CINESP-ADS) vérios resultados numericos para as discretizacbes no
tempo e no espaco (no tempo: de 107 a 5.10%, no espaco: NX9 a NX39), estes resultados
foram comparados com os resultados exatos (Figuras 21 a 26). A poténcia é reportada para
diferentes transientes e os resultados numéricos concordaram com os resultados analiticos

obtidos neste estudo, apresentando um erro relativo de 0,2 % para 39 discretizagdes espaciais.

A solugdo geral para G grupos e R precursores foi obtida em forma fechada, no caso
G+ R <4 o erro introduzido na solu¢do ¢ procedente apenas do truncamento da série,
contudo no caso geral considerando G + R > 4 ndo se tem uma féormula analitica para os
autovalores e deve-se usar métodos numéricos para obté-los, levando-se em conta os erros

associados.

Em trabalho posterior pretende-se resolver o mais analiticamente possivel problemas
de cinética de reatores mais complicados, considerando-se sistemas heterogéneos em
geometrias regulares, sendo 0os meios materiais subcriticos acionados por fontes externas. A
vantagem do uso do método de expansdo utilizado neste trabalho estd no fato que o erro do
procedimento de calculo deve-se totalmente ao truncamento da expansdo em série, evitando-
se 0s problemas numéricos e possibilitando assim a obtencdo de um conjunto de solucGes

exatas que possibilite a construcdo de benchmarks analiticos para o estudo da Fisica de ADS.
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ANEXO A - CINESP-ADS

O modelo fisico do nicleo de um reator é estudado considerando a teoria de difuséo
multigrupo. Uma fonte externa é adicionada, permitindo-se célculos em uma e duas

dimens0es, nas geometrias cartesiana (« =0) e cilindrica (o =1) . A partir as quais temos:

i%:iian %_’_ﬂgD %
g g

— —DBZ¢—ZR¢+
g, ot x* ox OX oy oy 9979 970

G G |
+ Zzsg’g ¢g’ +ng (1_ﬂ)zvg’ Z:fg’ ¢g’ +2Zagkﬂ’kck + Sg ' g ::LZ""’G ' (l)
g'=1 k=1

9'#g

oC, G
E:ﬂkzlvg’zfg' Py - 4Cy, k=121, (2)
g'=
Onde, (og = (og (X1 yat)a Ck = Ck (Xl y!t)l k =112""’| ! Sg = Sg (X’ y’t) ' Pg - Pg (X’ y,t)e

representam as propriedades do reator X Dg . W significando os tipos de reacao.

wg '’

Para as condicGes de fronteira em bx e by temos:

@, (bx,by,t) =0. €))
No caso de ¢ =1 temos:

o9, (0,y,t
D @, ( y):0

5T (4)

E necessario dizer que a existéncia do termo D, Bs% na Eq. (1), permite similar um

problema tridimensional.

As equac0es (1) e (2) sdo discretizadas no espago usando a integracdo na caixa, com

0s meshs centrados na interface. As integrac6es séo dadas por:



66

Ay AX
yj+7 xi+7
T,(t) = I dy J.x“deg(x,y,t)Hg(x,y,t), (5)
Ay AX
yj+7 xi+7
U= [ dy [x7dxP 06y, tV, (6 y.0). (6)
Ay AX

Usando as equacdes (5) e (6) temos a seguinte equacéo matricial:

dy
2 My +S, 7
ot W+ (7

onde  (t) é dado por:
w(t) =col (@10, Proys-Prios Dro01++Dyijr-++ Penm Crip C121""C112’C122""’Ckij o Cium) (8)

Discretizando o tempo de maneira que t,,, =t, +h, onde h ¢ o intervalo de tempo, a

Eq. (7) tem a solucdo w(t,) =", usando o Método das Dire¢des Alternadas [32].
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APENDICE A - Céalculo de criticalidade

De acordo com a matriz caracteristica do problema de difusdo para o caso 3, o

resultado da matriz (3.15) é dado por:

A avi(vEr), avi(v),
Mn = A1—>2 A2 szz(vzf)g . (1)
A1—>3 A2—>3 A3

Onde os termos 4;, sdo dados por (3.16):

(A4 =8+ [51 + 1(037),
!I Ay =6, +v, [22—>2 + XZ(UEf)Z] @
k/]g = 63 + v3 [23—>3 + X3(U2f)3]

Onde §; = —D,;B?v; — X,v;-, parai = 1,2, 3.

Assim, dividindo-se todos os termos de fissdo por k., e fazendo-se o determinante

desta matriz nulo, tem-se o polinémio caracteristico do sistema para a criticalidade k. que é
uma equacdo em B2. Para o caso estudado neste trabalho, temos um polindmio de terceiro

grau, cujas raizes sao dadas por:

X1 = —0.13945536957955775749
X2 = —0.44593843384035418394. 10" (3)
X3 = 0.18555877089968686097.10 "

Como X = B, é o autovalor do problema caracteristico, dado para o caso de geometria plana
por :

7'[2

B,* = o 4)
Logo, temos a dimenséo subcritica para k=0.98, considerando X3:
Hyog = 23.0626458009568 [cm] (5)
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APENDICE B - Erro de Truncamento

Para se demonstrar a metodologia do célculo de erro de truncamento da poténcia, €
apresentado o célculo para o caso 1, considerando uma fonte localizada no centro do slab ,

assim o fluxo solucéo é dado por:

t

®(x,t) = Z A, (0)e%t + f S, () et at | o, (x). (1)
n=1

0

Onde os termos sdo definidos por:

( o = eff — 1
n ln
| "= : (2)
vZ,(1+ L2B2)
K, =0
\ of 7 (1+L2B2)

2 2 2 2n—1 2
Logo, a, = v, (ke — [1 + [2B2]) = v5, (koo — |1+ 22 (2=n) )

pode-se dizer que:

a, < —n? 3)
Considerando-se a definicdo de poténcia temos que:

H/2

H/2 i
P(t) = J & (x, )dx = ZAn(t) J 0. ()dx (4
=0

—H/2 - —H/2

Definindo-se I, = f_sz ¢, (x)dx, temos que o erro da poténcia para o termo N*, é
dado por:

e P = ) Ay, (5)

n=N*
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Assim, pela definicdo de (1), da funcdo temporal da expressao geral do fluxo obtém-

se, para o fluxo localizado:

ey+P(t) = Z A, (DI, < z eint = z e 't <f e~¢’tde  (6)
N*

n=N* n=N* n=N*

Logo, o erro da poténcia é limitado pela funcdo erro complementar
erfc(N*). Particularmente, no calculo da cinética espacial para n=5 e n=16, apresentados na
Figura 17, ndo se apresentou diferencas significativas pelos graficos, devido ao fato que a

diferenca dos erros € dada por:
erfc(5) —erfc(16) = 0,1537459.10~ 1! (7)

O resultado é praticamente zero, o que significa que para o quinto termo da expansao a

série converge rapidamente apresentando um erro da ordem de 10712,
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APENDICE C - Deduc&o das equagdes de cinética pontual

As equacdes de cinética espacial para néutrons monoenergéticos considerando um grupo de

precursores sdo escritas como:

(100(x,t) _ _ _ %d(x,t)
{ P S, t) + 2 ke (1 — B)D(x,t) — 2, D(x,t) + AC(x, t) + D—azx ,
dC(x,t)
T —AC(x,t) + X ko fD(x, t). (D

onde @(x,t)é o fluxo dependente do tempo, S(x,t) é a fonte externa , C(x,t) é a

concentragédo de precursores de néutrons atrasados.

E supondo as condicBes de separabilidade do fluxo e das concentracbes de precursores e

fontes externas, tem-se:

@ (x,t) = vP(t)p(x)
Clx,t) = C(ep(x) (2)
S(x,t) = S(x)S(t)

onde P(t)é a densidade neutrénica, C(x,t)é a concentracdo de precursores, S(x,t) é a

fonte externa do sistema, a funcdo ¢(x) é a solucdo da equacdo do modo fundamental.

Ao se substituir o resultado (2) em (1), projetando esta equagdo no espaco adjunto das

autofuncdes e definindo-se os parametros cinéticos:

Perf = Pkess

1 1
Aeff = 5 Wrizm?y 3
Berr = Bkery -

tem-se as equacdes de cinética pontual:

dP —~ P
aro _ S() + [pesr = Begr ] AL;? +AC (1),

dt
dc(t) Bers
| o= A0 + o P(b).

(4)




