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RESUMO 

 
 

 

Este trabalho apresenta uma solução analítica obtida pelo método de expansão para cinética 

espacial usando o modelo de difusão e considerando meios homogêneos multiplicativos 

subcríticos acionados por fonte externa. Em particular, partindo de modelos mais simples e 

aumentando a complexidade do sistema, resultados foram obtidos para diferentes tipos de 

transientes. Inicialmente, uma solução analítica foi obtida considerando um grupo de energia 

sem nêutrons atrasados, em seguida considerou-se um sistema de um grupo de energia e uma 

família de precursores. A solução para o caso G grupos de energia e R famílias de precursores 

em forma fechada é obtida, apesar do fato que não possa ser resolvido analiticamente, uma 

vez que não existe forma explícita para os autovalores e métodos numéricos devem ser 

utilizados para resolver tal problema. Para ilustrar a solução geral um problema de multigrupo 

(três grupos de energia) dependente do tempo sem precursores é apresentada e os resultados 

numéricos obtidos usando um código de diferenças finitas  são comparados com os resultados 

exatos para diferentes tipos de transientes.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

ABSTRACT 
 

 

 

This work describes an analytical solution obtained by the expansion method for the spatial 

kinetics using the diffusion model with delayed emission for source transients in 

homogeneous media. In particular, starting from simple models, and increasing the 

complexity, numerical results were obtained for different types of source transients.  An 

analytical solution of the one group without precursors was solved, followed by considering 

one precursors family. The general case of G-groups with R families of precursor although 

having a closed form solution, cannot be solved analytically, since there are no explicit 

formulae for the eigenvalues, and numerical methods must be used to solve such problem. To 

illustrate the general solution, the multi-group (three groups) time-dependent problem without 

precursors was solved and the numerical results of a finite difference code were compared 

with the exact results for different transients. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

 

1.1 Modelo de Difusão-Física de Reatores 
 

 

Os processos básicos que governam o comportamento de um núcleo de um reator 

incluem variações na distribuição de nêutrons no reator. A descrição matemática de uma 

distribuição neutrônica é baseada na equação de balanço neutrônico chamada equação de 

transporte dos nêutrons. Trata-se de uma forma linearizada da equação de Boltzmann utilizada 

nos estudos dos gases. De fato, a equação de transporte é tão complicada que soluções exatas 

são encontradas apenas para modelos físicos simplificados, por isso usa-se uma aproximação 

da equação de transporte conhecida como equação de difusão. 

 

 A equação de Boltzmann expressa o princípio de conservação neutrônica, estudando-

se a variação da densidade angular num elemento de volume no espaço de fase, que nos dá 

uma equação de balanço, considerando-se as perdas e ganhos de nêutrons no elemento de 

volume. Considerando que o número líquido de nêutrons que atravessam a superfície do 

volume no tempo, o número de nêutrons que sofrem colisões no intervalo de tempo, os 

nêutrons secundários provenientes de espalhamentos no intervalo de tempo e os nêutrons 

adicionados produzidos por fontes. A equação de transporte, incluindo nêutrons atrasados é 

dada por [1]: 

 

 
 
 

 
 𝜕𝑛 𝒓, 𝐸, 𝛺, 𝑡 

𝜕𝑡
= 𝑩 𝑡 𝑛 𝒓, 𝐸, 𝛺, 𝑡 +  𝜆𝑖

𝜒𝑖 𝐸 

4𝜋
𝐶𝑖 𝒓, 𝑡 + 𝑆 𝒓, 𝐸, 𝛺, 𝑡 ,

6

𝑖=1

𝜕  
𝜒𝑖 𝐸 

4𝜋 𝐶𝑖 𝒓, 𝑡  

𝜕𝑡
= 𝑴𝒊 𝑡 𝑛 𝒓, 𝐸, 𝛺, 𝑡 − 𝜆𝑖

𝜒𝑖 𝐸 

4𝜋
𝐶𝑖 𝒓, 𝑡 ,                     (1.1)

  

  

onde   𝑩 𝑡 = 𝑳 𝑡 + 𝑴 𝑡  é o operador balanço , que é a soma dos operadores fuga e 

multiplicação pronta, o operador 𝑴𝒊  é o operador multiplicação dos nêutrons atrasados e o 

operador multiplicação total é dado por   𝑴 𝑡 = 𝑴𝒑 𝑡 +  𝑴𝒊 𝑡 
6
𝑖=1 . 
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 A solução exata deste problema é complexa, a fim de se obter solução analítica para o 

problema neutrônico considerando-se nêutrons atrasados e fonte externa algumas 

simplificações devem ser feitas no modelo (multigrupo ou difusão, por exemplo), baseando-se 

em hipóteses físicas adequadas, a partir das quais é possível desenvolver algoritmos 

numéricos. A equação de difusão obtida a partir da equação de transporte (1.1) considerando 

o modelo de difusão multigrupo é obtida por diferentes autores, tais como Zweifel [2], 

Akcasu [3] e Henry [4]: 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
  

1

𝑣𝑔

𝜕

𝜕𝑡
− 𝐷𝑔∇2 + Σg 𝛷𝑔 𝒓, 𝑡 = 𝑆 𝒓, 𝑡 + 𝜒𝑑 ,𝑔  𝜆𝑗𝐶𝑗  𝒓, 𝑡 

𝑅

𝑗

+                                                             

  Σg→g ′ + 𝜒𝑝 ,𝑔 1 − β vΣf,g′

𝐺

𝑔 ′

 𝛷𝑔 ′  𝒓, 𝑡                                          𝑔′ = 1, . . , 𝐺                             (1.2)

         
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜆𝑗  𝐶𝑗  𝒓, 𝑡 =  𝛽𝑗   𝑣Σf,g ′

𝐺

𝑔 ′

𝛷𝑔 ′  𝒓, 𝑡  ,   𝑗 = 1, . . , 𝑅                

  

 

 

onde 𝛷𝑔 𝒓, 𝑡   é o fluxo no grupo g, e  𝐶𝑗  𝒓, 𝑡   é a concentração de precursores na família j, e 

as demais constantes são definidas de acordo com as definições clássicas encontradas na 

literatura[5]. 

 

 Algumas observações devem ser feitas em relação a validade do modelo de difusão, 

primeiramente o meio é considerado isotrópico na dedução destas equações, o que significa 

que para meios altamente anisotrópicos deve-se esperar que a aproximação de difusão não 

descreva o sistema adequadamente, isto ocorre em um meio em que a seção de choque é 

altamente absorvedora. Se as seções de choque variam rapidamente com a posição, também se 

deve esperar que o modelo de difusão não descreva corretamente o sistema. Estas hipóteses de 

validação do modelo de difusão foram verificadas pela comparação de resultados numéricos 

da equação de difusão com resultados obtidos a partir da equação de transporte por Case e 

Zweifel [6].   
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1.2 Revisão da literatura - Cinética de sistemas multiplicativos 
 

 

Um dos primeiros trabalhos a se dedicarem á cinética de reatores é o livro clássico de 

Keepin [7], onde além de aspectos experimentais, discute-se a solução das equações de 

cinética pontual. Para o estudo da cinética de reatores, as equações de cinética pontual foram 

derivadas assumindo-se meio infinito e função forma independente do tempo, particularmente 

neste livro, levantou-se as primeiras observações sobre a estabilidade de problemas de Física 

de reatores, considerando nêutrons atrasados.  

 

Os métodos de solução do problema de difusão multigrupo estão divididos em dois 

tipos fundamentais: modais e nodais. A estratégia fundamental destes métodos consiste em se 

tratar a parte espacial separadamente e então trabalhar a parte temporal pelas amplitudes 

modais (solução geral pela função temporal da separação de variáveis- método modal), ou 

pelas constantes de acoplamento nodais (método nodal): reduzindo-se o fluxo forma de um 

reator para uma geometria qualquer a uma representação nodal em três dimensões, sendo cada 

valor do fluxo, o valor médio do fluxo em cada pequena região (nós) do reator, para o limite 

de muitos nós, o esquema se aproxima ao de um sistema tridimensional. 

 

Após a publicação do trabalho de Henry em 1958 [8], apresentando a aplicação da 

teoria de cinética de reatores para se resolver o problema de difusão em física de reatores para 

experimentos pulsados, novas pesquisas a respeito do formalismo no modelo de difusão 

considerando fonte externa foram realizados. 

 

A fim de se resolver problema de reator homogêneo tipo placa, sem refletor, para 

nêutrons monoenergéticos em sistemas multiplicativos subcríticos é necessário se 

compreender com exatidão os conceitos de função adjunta e dos métodos de expansão em 

autofunções, considerando o problema de autovalores. Em 1960, Lewins [9] publicou um 

trabalho sobre o conceito de função adjunta estendida á dependência temporal, considerando  

a importância dos nêutrons e precursores, definindo as equações de difusão e as condições de 

fronteira para a importância neutrônica, em particular para um sistema não-crítico. 
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O problema de difusão multigrupo foi resolvido para sistemas homogêneos e 

heterogêneos, sem dependência do número de grupos de energia por Garabedian e Foderaro 

em 1960, porém para sistemas críticos [10]. 

 

Em se tratando do problema de cinética de reatores, a redução das equações de difusão 

para equações diferenciais ordinárias foi feita por Lewins [11], iniciando uma discussão sobre 

o significado físico dos parâmetros que surgem nesta redução, considerando fonte externa. 

Em 1968, Becker [12] apresentou uma formulação geral da cinética pontual considerando 

uma função forma dependente do tempo, os termos adicionais decorrentes da expressão 

explícita temporal da função forma são considerados e implicaram em novas condições de 

normalização, apesar de diferenças surgirem em relação a proposta da cinética convencional, 

estes resultados se mostraram negligenciáveis na maioria dos casos de interesse prático. 

 

Uma solução independente das condições de contorno foi obtida para o problema de 

difusão neutrônica considerando reator tipo placa, pela expansão em séries de Fourier. 

Derivando-se inicialmente as equações para os fluxos na fronteira, e aplicando-se as 

condições de contorno obtiveram-se as soluções das equações do fluxo, o que resultou numa 

outra maneira de se resolver o problema de difusão sem considerar a expansão em 

autofunções da matriz característica do sistema físico [13]. 

 

Considerando reatores térmicos, onde os efeitos da migração neutrônica durante o 

processo de moderação é levado em conta, da fissão a nêutrons térmicos, uma solução 

analítica foi obtida por Corno e Ravetto [14] utilizando a técnica de Transformada de Laplace, 

utilizando-se um kernel que leva a uma integral na equação de balanço neutrônico 

correspondente á razão de nêutrons térmicos dentro do espaço de fase, devido ás fissões 

térmicas. A resolução destas integrais se fez pelo uso da aproximação assintótica, ou seja, pela 

extensão das fronteiras físicas de um volume finito para todo o espaço, considerando-se então  

um meio multiplicativo isotrópico infinito, sendo desnecessária a condição de fronteira o que 

levou  ao uso do teorema da convolução nas integrais do fluxo. 

 

Soluções analíticas para o problema de difusão multigrupo foram propostas por Lee e 

Rottler (1986) [15], considerando-se reatores tipo placa e esférico com ou sem refletores, com 

condição de fluxo nulo nas fronteiras. Foram considerados termos fonte dependentes 

espacialmente e o sistema de equações diferenciais parciais foi reduzido a um conjunto de 
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equações diferencias ordinárias pelo método de Transformada de Laplace, estas equações 

foram resolvidas gerando uma solução matricial geral para o fluxo neutrônico, que permitiram 

resultados benchmark para cálculos numéricos. 

 

Recentemente, surgiu um interesse no estudo da cinética de sistemas multiplicativos 

subcríticos, motivado pelo estudo da viabilidade física dos ADS (Accelerator Driven 

Systems), ou seja, sistemas multiplicativos acionados por fonte, a partir daí, importantes 

inovações conceituais referentes á cinética de reatores foram suscitadas, particularmente por 

ocasião do trabalho de 2001 de Gandini [16], que apresentou uma teoria da perturbação 

generalizada “Heuristically-based generalized perturbation theory (HGPT)”, levando em 

conta o conceito de função importância e o conceito de reatividade generalizada, fundamental 

para o estudo de sistemas próximos da criticalidade, ainda neste trabalho uma cinética pontual 

foi derivada e novos termos que aparecem a partir da redução da cinética espacial para a 

pontual foram definidos.  

 

   Em 2004, Cacuci [17] propôs uma formulação da Física de ADS considerando fonte 

e núcleo separadamente, ainda que estejam conectados por condições de interface, com o 

intuito de examinar a influência da fonte sobre um núcleo subcrítico, mostrando que o estudo 

dos efeitos dos nêutrons de fonte no sistema subcrítico não podem ser estudados plenamente 

apenas importando-se as ferramentas da teoria de perturbação tradicional que foram 

desenvolvidas para sistemas críticos, uma vez que  trata-se de um controle de criticalidade 

provocado por uma fonte externa a um meio anteriormente subcrítico. 

    

Entre os métodos desenvolvidos para se estudar os sistemas acionados por fonte 

externa esta o método quase-estático [18], que tem se mostrado uma ferramenta eficiente para 

o estudo de problemas dependentes do tempo, está baseado na fatorização da densidade 

neutrônica no produto de uma função forma e uma função amplitude, sua particularidade esta 

nas diferentes magnitudes de escalas no tempo de integração, introduzindo-se uma escala 

rápida para o a amplitude e uma escala lenta para a função forma, uma vez que nos cálculos 

numéricos o tempo referente aos cálculos da função forma é considerável, isto leva a uma 

evidente redução no tempo de cálculo dos computadores. 

 

Um trabalho sobre a importância teórica espacial e temporal da fonte externa para 

modelos simplificados foi apresentado por Dulla [19], considerando sistemas subcríticos 
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dominados por fonte, resolvendo as equações de cinética espacial pelo método de expansão e 

considerando sistemas inicialmente  em estado estacionário, obteve-se uma solução em forma 

fechada para um grupo de energia e uma família de precursores. 

 

Em relação às diferenças de resultados no comportamento do sistema físico 

decorrentes das diferenças de modelos, Dulla e Ganapol [20] apresentaram a teoria assintótica 

do espaço, como um modelo adequado para se estudar experimentos pulsados em sistemas 

neutrônicos multiplicativos, este modelo mostrou-se útil como ferramenta para se obter uma 

solução analítica para problemas de propagação neutrônica, estas soluções permitiram 

identificar os efeitos nos fenômenos decorrentes da escolha de modelo, mostrando as 

limitações do modelo de difusão. 

 

Em 2007, um trabalho foi publicado [21] apresentando uma metodologia para se obter 

soluções exatas em forma fechada para problemas de difusão multigrupo para sistemas 

multiplicativos subcríticos, a filosofia de benchmarks analíticos foi apresentada, soluções 

foram apresentadas considerando-se um sistema típico do experimento Yalina Booster, 

resultados numéricos foram comparados com resultados estes resultados exatos, apresentou-se 

um estudo de convergência dos esquemas discretizados e discutindo-se os limites de 

aplicabilidade para as análises dos experimentos de ADS.  No mesmo ano, um trabalho do 

autor foi apresentado [22] com soluções exatas para diferentes sistemas físicos, de 

complexidade variada, supondo-se fonte externa e sistema multiplicativo, soluções exatas em 

forma fechada foram obtidas para 1 grupo de energia sem precursores, 1 grupo de energia 

com uma família de precursores e 3 grupos de energia sem precursores considerando-se 

diferentes transientes de fonte, uma análise comparativa da potência para estes casos foi 

apresentada com o intuito de se estudar a influência dinâmica do meio no comportamento 

qualitativo da potência do sistema. 
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1.3 BENCHMARKINGS ANALÍTICOS E A FÍSICA DE REATORES 
 

 

O estudo de problemas dependentes do tempo para meios multiplicativos subcríticos é 

usualmente feito por computadores de alta capacidade por meio de códigos numéricos que 

podem tratar adequadamente as grandes complicações físicas associadas à simulação de 

reatores reais. As ferramentas computacionais usam algoritmos que reduzem as equações do 

modelo a problemas algébricos que são então resolvidos numericamente. Quando as 

ferramentas são usadas para simulação real a primeira questão a ser respondida é se o modelo 

adotado é adequado a situação a ser estudada, o que normalmente inclui alguma simplificação 

com respeito ao modelo de referência (por exemplo, difusão em vez de equação de 

Boltzmann). Além disso, os procedimentos numéricos mostram duas desvantagens inerentes: 

 

 Operadores integrais e diferenciais são tratados por esquemas de discretização 

 Processos iterativos são usados para se obter a solução completa 

 

As seguintes questões fundamentais devem ser respondidas: 

 

 O modelo é adequado para descrever a situação física de interesse? 

 O algoritmo está construído de maneira correta? 

 O algoritmo é capaz de obter resultados numéricos com um nível de exatidão 

satisfatório? 

 Para quais sistemas físicos o código pode ser aplicado como uma ferramenta 

computacional? 

 O algoritmo é estável para qualquer transiente? 

 

Para se responder a estas perguntas satisfatoriamente, várias etapas precisam ser 

realizadas para a validação de um código numérico. Um processo de validação deve garantir 

que o modelo adotado abrange o fenômeno físico de interesse (validação do modelo) e que as 

técnicas numéricas garantem a necessária exatidão dos resultados numéricos (validação do 

método numérico). Estas etapas também devem focar na determinação de requisitos 

numéricos (tamanho dos meshs, critério de convergência, número de iterações) que são 

necessários para se obter certos níveis de exatidão. Ao fim, o código deverá ser testado para 
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verificar a sua capacidade de descrever situações específicas, definindo-se os seus limites de 

validade (qualificação do código). 

 

Os passos acima constituem um processo de benchmarking e pode ser conduzido por 

diferentes abordagens: analítica, numérica e experimental. Este trabalho se limitará na 

discussão de benchmarks analíticos. A necessidade de procedimentos de benchmarking 

confiáveis é observada particularmente quando se procura desenvolver códigos para o estudo 

da dinâmica de sistemas acionados por fonte, uma vez que os métodos desenvolvidos 

anteriormente consideravam sistemas muito próximos da criticalidade ou partindo do estado 

crítico, de fato, para a análise de sistemas dirigidos por fonte, situações físicas diferentes 

devem ser tratadas: nêutrons de alta energia têm enorme importância no desenvolvimento da 

dinâmica do sistema, e o domínio da fonte pode ter importantes conseqüências nas 

características dinâmicas do sistema. 

 

Um benchmark analítico pode ser definido como uma solução em forma fechada para 

alguns problemas referência que são significativos para a situação física de interesse [23]. A 

solução deve ser obtida usando técnicas puramente analíticas tanto quanto for possível, com 

um controle de erro em todos os passos. Naturalmente, sendo os métodos puramente 

analíticos, apenas modelos altamente simplificados e configurações idealizadas podem ser 

tratadas. O benchmark analítico deve servir aos seguintes objetivos: 

 

 Verificar se as equações são adequadamente resolvidas por esquemas 

numéricos 

 Separar efeitos induzidos pelo modelo dos efeitos induzidos numericamente 

 Determinar as limitações dos modelos aproximados (difusão x transporte, 

efeitos de anisotropia, definição de parâmetros cinéticos) 

 

Um aspecto importante é o controle de erro. Uma fórmula analítica deve ser 

numericamente calculada. Esta operação inevitavelmente introduz um tipo de erro, que deve 

ser controlado e limitado. Por exemplo, o truncamento de uma série deve ser acompanhado 

por um cálculo do erro de truncamento, que deve ser apresentado junto com os resultados do 

benchmark. 
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Uma regra geral para a validação de modelos e de algoritmos deve ser seguida [21]: 

uma técnica numérica que dá maus resultados para um sistema simples não pode dar 

resultados confiáveis para sistemas complicados. 

 

Historicamente, no campo da Física de Reatores e Teoria de Transporte de Nêutrons, o 

trabalho feito por Case, Hoffmann e Paczek [24] pode ser considerado o primeiro benchmark 

analítico. A equação de transporte é resolvida analiticamente, fórmulas fechadas são obtidas 

para sua solução e os cálculos numéricos são realizados. Diferentes situações físicas são 

estudadas e os resultados são apresentados e discutidos. Mais tarde, o método de Case deu a 

oportunidade para se derivar novos benchmarks para transporte de nêutrons, o trabalho 

realizado por Barry Ganapol levou a importantes inovações na metodologia em se derivar e 

organizar soluções exatas [23]. 

 

No campo da cinética de reatores, o princípio de benchmarking analítico foi usado 

com sucesso no passado para a validação de códigos numéricos [25]. Mais recentemente, uma 

primeira tentativa também foi feita no campo de sistemas acionados por fonte [26]. 

 

Um Projeto Coordenado de Pesquisa (em inglês CRP) sob os auspícios da Agência 

Internacional de Energia Atômica IAEA está sendo desenvolvido sob o título Analytical and 

Experimental Benchmark Analyses of Accelerator Driven Systems (ADS) [27,28]. Uma das 

principais tarefas deste projeto envolve o desenvolvimento de benchmarks analíticos 

adequados para o estudo de ADS e a qualificação de códigos e a validação de modelos de 

Física de Reatores para a análise temporal de sistemas multiplicativos acionados por fonte 

externa. Dentro deste projeto, uma colaboração está sendo realizada entre o Politecnico di 

Torino (Itália), IPEN e IEN (Brasil). 
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1.4 Objetivos e divisão do trabalho 
 

 

Este trabalho tem como objetivo obter soluções exatas em forma fechada para 

problemas de difusão com fonte externa, e a partir destas soluções realizar a validação de 

soluções numéricas a partir da análise de convergência da solução numérica para a solução 

exata por meio do controle do erro relativo e do erro de truncamento da série. 

 

O método de expansão em autofunções do problema característico é utilizado para se 

obter soluções analíticas para problemas de transientes rápidos no modelo de difusão 

multigrupo, supondo-se fontes externas aplicadas em sistemas subcríticos sem realimentação 

termoidráulica. Resultados numéricos obtidos por um programa de diferenças finitas 

(CINESP-ADS) foram comparados com os resultados exatos obtidos pelo método de 

expansão. 

 

 Um estudo da cinética pontual é realizado partindo-se  da equação de cinética pontual 

com fonte externa e levando-se em conta os parâmetros cinéticos típicos  de um sistema 

rápido.  

 

Considerou-se um meio multiplicativo subcrítico e homogêneo, acionado por fonte 

externa, para diferentes transientes e fonte arbitrária. O termo fonte sempre foi considerado no 

grupo rápido de energia e ainda que a solução geral para G grupos e R precursores para 

geometria regular foi obtida, foram apresentados resultados numéricos correspondentes ao 

problema de condição de fronteira de fluxo nulo e geometria plana, para os três sistemas 

particulares: 1 grupo de energia sem família de precursores, 1 grupo de energia com uma 

família de precursores e 3 grupos de energia sem família de precursores. 

  

Os fundamentos teóricos do problema são apresentados nos capítulos 2 e 3 

correspondentes á cinética espacial e capítulo 4 correspondente á cinética pontual, ambos os 

modelos apresentaram soluções exatas para as equações características de um sistema 

multiplicativo subcrítico com fonte externa. 

 

Os resultados exatos são apresentados nas seções 5.3 e 5.4 e uma comparação dos 

resultados obtidos pela cinética pontual para os diferentes transientes e os resultados obtidos 
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pelo modelo de cinética proposto no capítulo 4, são apresentados na seção 5.5. No capítulo 6 

são apresentados os resultados comparativos entre as soluções de cinética espacial exatas e os 

resultados obtidos independentemente por um programa de diferenças finitas (CINESP-ADS), 

além disso, uma análise de sensibilidade tanto na discretização do tempo quanto na 

discretização do espaço é feita e apresentada comparando-se os resultados exatos com os 

resultados numéricos em um mesmo gráfico para o transiente de aumento de fonte. 

 

No capítulo 7 são apresentadas as conclusões e discussões referentes aos resultados 

apresentados e novas propostas de trabalho são discutidas, sendo que no anexo A e nos 

apêndices A, B e C apresentam-se, respectivamente, uma descrição do programa de cinética 

utilizado para se obter os resultados numéricos, o cálculo de criticalidade, uma descrição do 

método de cálculo de erro de truncamento da série e uma dedução das equações de cinética 

pontual. 
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2. SOLUÇÃO GERAL DO PROBLEMA DE DIFUSÃO MULTIGRUPO  

 

 

O modelo de difusão é usado para se estudar a cinética de nêutrons, sendo o meio 

homogêneo, considerado numa geometria regular (plana, cilíndrica ou esférica) com 

condições de fronteira nula ou de distância extrapolada. As seções de choque escolhidas para 

o meio são típicas de um sistema rápido.  

 

A equação de difusão multigrupo geral considerando a emissão de nêutrons atrasados 

pode ser escrita, a partir de (1.2): 

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 1

𝑣𝑔

𝜕𝛷𝑔 𝒓, 𝑡 

𝜕𝑡
=  𝐷𝑔∇2 − Σg 𝛷𝑔 𝒓, 𝑡 +   𝛴𝑔→𝑔 ′ +𝜒𝑃,𝑔 1 − 𝛽 𝑣𝛴𝑓 ,𝑔 ′  

𝐺

𝑔 ′

𝛷𝑔 ′  𝒓, 𝑡 

+𝜒𝐷,𝑔  𝜆𝑖𝐶𝑗  𝒓, 𝑡 + 𝑆 𝒓, 𝑡 ,                                                                 𝑔 = 1, …𝐺

𝑅

𝑗 =1

𝜕𝐶𝑗  𝒓, 𝑡 

𝜕𝑡
= −𝜆𝑖𝐶𝑗  𝒓, 𝑡 + 𝛽𝑗  𝑣𝛴𝑓 ,𝑔 ′

𝐺

𝑔 ′ =1

𝛷𝑔 ′  𝒓, 𝑡 ,                          𝑗 = 1, …𝑅

 (2.1)   

      

 

            

  

as condições iniciais são dadas por: 

 

                                                                             
𝛷𝑔 𝒓, 0 = 𝜑𝑔,0 𝒓 

𝐶𝑗  𝒓, 0 = 𝐶𝑗 ,0 𝒓 
                                      (2.2) 

 

 

 As condições de contorno para o fluxo são dadas por [29]: 

 

 

                                                                 
𝑎𝜑 𝟎 + 𝑏𝜑′ 𝟎 = 0

𝑐𝜑 𝒓 + 𝑑𝜑′ 𝒓 = 0
                                        (2.3) 

 

 

 O método de expansão consiste em se expandir a variável desconhecida em função das 

autofunções base solução do problema de autovalores. Estas autofunções solução da equação 

de Helmholtz dependem da geometria regular de acordo com a expressão: 
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∇2 𝜑𝑛 𝒓 + 𝐵𝑛
2𝜑𝑛 𝒓 = 0,                                    2.4            

 

e são obtidas resolvendo-se o problema de autovalor. Na tabela [1] são apresentadas as 

autofunções de acordo com alguns tipos de geometria regular: 

 

 
Tabela 1. Relação de autofunções correspondentes a algumas geometrias regulares, em 

função do autovalor 

 

Geometria 
 

Autofunção Autovalor 

 
Plana 

 
𝐴 cos 𝐵𝑛𝑥  

 
𝐵𝑛 =

 2𝑛 − 1 𝜋

𝑎
 

 
Esférica 

 

𝐴
sin 𝐵𝑛𝑟 

𝑟
 

 

𝐵𝑛 =
𝑛𝜋

𝑅
 

 
Cilindro infinito 

 
𝐴𝐽0 𝐵𝑛𝑟  

 
𝐵𝑛 =

𝑥𝑛

𝑅
 

      

 

 

Considerando o método de expansão, a solução espacial é obtida separadamente da 

solução temporal, uma vez que a solução espacial é determinada pela geometria, o estudo do 

comportamento temporal do sistema torna-se independente do espacial. 

 

Expandindo as funções desconhecidas em termos das autofunções, ou seja, do fluxo 

neutrônico: 

 

                                                   𝛷𝑔 𝒓, 𝑡 =  𝐴𝑛 ,𝑔 𝑡 𝜑𝑛 𝒓 ,

∞

𝑛=1

                             (2.5) 

 

e para as concentrações de precursores: 
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𝐶𝑗  𝒓, 𝑡 =  𝐵𝑛 ,𝑗  𝑡 

∞

𝑛=1

𝜑𝑛 𝒓                                  2.6             

 

 

A fonte pode ser tratada da mesma forma: 

 

 

                                                      

 
 
 

 
 𝑆𝑔 𝒓, 𝑡 =  𝑆𝑛 ,𝑔 𝑡 

∞

𝑛=1

𝜑𝑛 𝒓 ,

𝑆𝑛 ,𝑔 𝑡 =  𝑆𝑔  𝒓, 𝑡 𝜑𝑛 𝒓 𝑑𝑟;

                          (2.7) 

 

 

 

Introduzindo uma formulação matricial podemos expressar as funções desconhecidas e 

os vetores fonte como uma superposição das autofunções de Helmholtz, uma vez que estas 

autofunções formam um conjunto completo [2]: 

 

                                                    

 
 
 

 
  𝛯   𝒓, 𝑡  =   𝑋   𝑡  𝜑𝑛 𝒓 ,

∞

𝑛=1

 𝑆   𝒓, 𝑡  =   𝑆   𝑡  

∞

𝑛=1

𝜑𝑛 𝒓 ;

                            (2.8) 

 

 

Desta forma o problema na sua forma matricial é escrito por: 

 

 

                                                              
𝜕 𝛯   𝒓, 𝑡  

𝜕𝑡
= 𝐌𝐧 𝛯   𝒓, 𝑡  +  𝑆   𝒓, 𝑡                     (2.9) 

 

 

A matriz característica 𝐌𝐧 associada á equação de balanço é uma matriz (G x R) x (G 

x R), sendo definida por: 

 

                                                               𝐌𝐧 =  
𝐌𝛗 𝐌𝐂→𝛗

𝐌𝛗→𝐂 𝐌𝐂
 ,                            (2.10) 

 
 

onde  𝐌𝛗  descreve o acoplamento entre a distribuição de nêutrons com diferentes 

energias, 𝐌𝐂  é uma matriz diagonal levando em conta os processos de decaimento, 

𝐌𝐂→𝛗 descreve a contribuição de nêutrons  atrasados para a distribuição de fluxo neutrônico e  

𝐌𝛗→𝐂  a produção de precursores devido a efeitos de fissão.  
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Para se obter a contribuição para cada autofunção de Helmholtz, basta substituir os 

resultados (2.8), na equação (2.9) e o seguinte problema deve ser resolvido: 

 

                                                            
𝑑 𝑋𝑛

   𝑡  

𝑑𝑡
= 𝐌𝐧 𝑋𝑛

   𝑡  +  𝑆𝑛
   𝑡                    2.11  

 

O problema de autovalores e autovetores associados á matriz característica 𝐌𝐧 deve 

ser resolvido, analogamente para o problema adjunto da seguinte forma: 

 

                                                         
𝐌𝐧 𝑈𝑛

  𝑙 = 𝑤𝑙𝑛  𝑈𝑛
  𝑙 

 𝑙  𝑈𝑛  𝐌𝐧 = 𝑤𝑙𝑛  𝑙  𝑈𝑛  
                                          (2.12) 

 

onde 

                                                           det 𝐌𝐧 − 𝑤𝑙𝑛 𝐼 = 0                                          2.13    
 

 

 Escolhendo os autovetores normalizados substituem-se as expressões a seguir na 

equação (2.11): 

                                                           

 
 
 

 
  𝑋𝑛

   𝑡  =  𝑎𝑛 ,𝑙 𝑡 

𝐺+𝑅

𝑙=1

 𝑈𝑛
  𝑙  

  𝑆𝑛
   𝑡  =  𝑠𝑛 𝑡 

𝐺+𝑅

𝑙=1

 𝑈𝑛
  𝑙 .    

                         2.14    

 

Projetando-se a equação (2.11) no espaço adjunto e aplicando as condições de 

ortonormalidade tem-se: 

 

𝑑𝑎𝑛 ,𝑙 𝑡 

𝑑𝑡
= 𝑤𝑙𝑛𝑎𝑛 ,𝑙 𝑡 + 𝑠𝑛 ,𝑙 𝑡                       2.15             

 

 

cuja solução é dada por: 

 

                                𝑎𝑛 ,𝑙 𝑡 = 𝑎𝑛 ,𝑙 0 𝑒𝑤 𝑙 ,𝑛 𝑡 +  𝑠𝑛 ,𝑙 𝑡
′ 

𝑡

0

𝑒𝑤 𝑙 ,𝑛  𝑡−𝑡 ′  𝑑𝑡′                 (2.16) 
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Desta forma, a solução geral para os fluxos neutrônicos e as concentrações de precursores é 

obtida: 

 

 𝛯   𝒓, 𝑡  =   𝑎𝑛 ,𝑙 𝑡  𝑈𝑛
  𝑙 𝜑𝑛 𝒓 

𝐺+𝑅

𝑙=1

∞

𝑛=1

 ,                         (2.17) 

 

 

onde cada linha do vetor solução é uma solução do fluxo para cada grupo de energia ou a 

concentração de precursores para cada família. Desta forma a solução geral para G grupos e R 

precursores pode ser obtida em forma fechada. 
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3. PROBLEMAS DE TRANSIENTES NO MODELO DE 

DIFUSÃO 

 

 

A equação de balanço da população neutrônica para se calcular o fluxo espacial para 

um reator crítico é homogênea, enquanto a equação correspondente para se calcular um fluxo 

em um sistema acionado por fonte é não-homogênea devido à presença da fonte externa. 

Conseqüentemente, os métodos que usam autovalores e autofunções da equação de balanço 

homogênea para um sistema crítico podem se tornar inadequados para um cálculo da 

distribuição do fluxo em um sistema com fonte externa, dependendo do nível de 

subcriticalidade do sistema. Com o intuito de se obter resultados numéricos e se ilustrar a 

metodologia geral de resolução proposta neste trabalho, casos particulares foram estudados 

supondo-se geometria plana. 

 

Foram assumidas as condições particulares de fluxo nulo nas fronteiras: 

 

 

                                               𝛷 𝒓𝒃, 𝑡 = 0                                                                 (3.1) 
 

onde  rb é a posição de fronteira. 

 

Para a solução pelo método de expansão, as autofunções de Helmholtz constituem um 

sistema completo e ortogonal: 

                                         

𝑑2𝜑𝑛 𝑥 

𝑑2𝑥
+ 𝐵𝑛

2𝜑𝑛 𝑥 = 0

𝜑𝑛  
𝐻

2
 = 𝜑𝑛  −

𝐻

2
 = 0

                                       (3.2) 

 

Particularmente, no caso da geometria plana, as autofunções são dadas por: 

 

 

 𝜑𝑛 𝑥 =  
2

𝐻
cos  

2𝑛 − 1

𝐻
𝜋𝑥 ,                                             (3.3) 

 

com o autovalor: 

 

                                                                           𝐵𝑛
2 =  

2𝑛 − 1

𝐻
𝜋𝑥                                                    3.4  
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Neste trabalho três casos particulares foram estudados e resolvidos para um transiente 

qualquer: 

 

3.1 Caso 1 
 

 

Considerando apenas um grupo de energia sem emissão de precursores, a equação de 

difusão pode ser escrita a partir da equação geral (2.1): 

 

 

1

𝑣

𝜕𝛷 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
= 𝑆 𝑥, 𝑡 + 𝛴𝑎𝑘∞𝛷 𝑥, 𝑡 − 𝛴𝑎𝛷 𝑥, 𝑡 + 𝐷

𝜕2𝛷 𝑥, 𝑡 

𝜕2𝑥
,                     3.5  

 

 

Expandindo-se o fluxo e o termo fonte nas autofunções de Helmholtz, obtemos; 

 

 

                                              
𝑑𝐴𝑛 𝑡 

𝑑𝑡
= 𝛼𝑛𝐴𝑛 𝑡 + 𝑣𝑆𝑛                                               3.6   

 

Os parâmetros são definidos por: 

 

 

                                      

 
  
 

  
 𝛼𝑛 =

𝑘𝑒𝑓𝑓
𝑛  − 1

𝑙𝑛

𝑙𝑛 =
1

𝑣𝛴𝑎(1 + 𝐿2𝐵𝑛
2)

,

𝑘𝑒𝑓𝑓
𝑛 =

𝑘∞

(1 + 𝐿2𝐵𝑛
2)

.

                                                         (3.7) 

 

 

             

A solução para o fluxo é dada por: 

 

 

                     𝛷 𝑥, 𝑡 =   𝐴𝑛 0 𝑒𝛼𝑛 𝑡 +  𝑆𝑛 𝑡′ 

𝑡

0

𝑒𝛼𝑛  𝑡−𝑡 ′  𝑑𝑡′  

∞

𝑛=1

𝜑𝑛 𝑥 .              3.8       
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3.2 Caso 2 
 

 

 Considerando um grupo de energia e uma família de precursores, em geometria plana, 

partindo das equações (2.1), teremos: 

 

 

 
 

 
1

𝑣

𝜕𝛷 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
= 𝑆 𝑥, 𝑡 + 𝛴𝑎𝑘∞ 1 − 𝛽 𝛷 𝑥, 𝑡 − 𝛴𝑎𝛷 𝑥, 𝑡 + 𝜆𝐶 𝑥, 𝑡 + 𝐷

𝜕2𝛷 𝑥, 𝑡 

𝜕2𝑥
,

𝜕𝐶 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
= −𝜆𝐶 𝑥, 𝑡 + 𝛴𝑎𝑘∞𝛽𝛷 𝑥, 𝑡 .                                                                         (3.9)

         

 

 

 

                                       

De acordo com as definições (2.11), a matriz característica é dada por: 

 

 

                                  𝐌𝐧 =  
𝑣𝛴𝑎  1 − 𝛽 𝑘∞ −  1 + 𝐿2𝐵𝑛

2  𝑣𝜆
𝛴𝑎𝑘∞𝛽 −𝜆

 .                       (3.10) 

 

 

Os autovalores são calculados impondo a condição (2.13), que resulta na expressão: 

 

 

                                                             𝑤𝑛
2 − 휀𝑛𝑤𝑛 − 𝜏𝑛 = 0,                                        (3.11) 

 

 

cujas raízes são dadas por: 

 

 

                                           

 
 
 

 
 
𝑤1,𝑛 =

휀𝑛 +  휀𝑛
2 + 4𝜏𝑛

2
,

𝑤2,𝑛 =
휀𝑛 −  휀𝑛

2 + 4𝜏𝑛

2
.

                                                (3.12) 

                                                            
 

 

onde as constantes são dadas por: 

 

 

 

                                    
휀𝑛 =  𝑣𝛴𝑎  1 − 𝛽 𝑘∞ − (1 + 𝐿2𝐵𝑛

2) − 𝜆,                 

𝜏𝑛 =  𝑣𝛴𝑎  1 − 𝛽 𝑘∞ − (1 + 𝐿2𝐵𝑛
2) 𝜆 + 𝑣𝜆𝛴𝑎𝑘∞𝛽.

                  3.13                             
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 Os autovetores solução do problema de autovalor são: 

 

 

                                 

 
  
 

  
 

 𝑈𝑛
  1 =   

1
𝛴𝑎𝑘∞𝛽
𝜆 + 𝑤1,𝑛

 ,

 𝑈𝑛
  2 =   

1
𝛴𝑎𝑘∞𝛽
𝜆 + 𝑤2,𝑛

 .

                                 (3.14) 

 

 

 

A solução para o problema adjunto do resultado (2.12) é dada por: 

 

 

                          

 
  
 

  
 

 1  𝑈𝑛  =
1

𝑁𝑛
1
 

1
𝑣𝜆

𝜆 + 𝑤1,𝑛

 

𝑇

,      

 2  𝑈𝑛  =
1

𝑁𝑛
2
 

1
𝑣𝜆

𝜆 + 𝑤2,𝑛

 

𝑇

.       

                            (3.15) 

 

 

 

 

Sendo 𝑁𝑛
𝑙  o fator de normalização definido: 

 

 

                                           𝑁𝑛
𝑙 = 1 +

𝑣𝜆𝛴𝑎𝑘∞𝛽

 𝜆 + 𝑤𝑙 ,𝑛 
2 > 0.                 (3.16) 

 

 

 

Deste resultado o fluxo solução é dado por: 

 

 

                                    𝛷 𝑥, 𝑡 =   𝑎𝑙 ,𝑛 𝑡 𝜑𝑛 𝑥 

2

𝑙=1

∞

𝑛=1

,                3.17  

 

 

Onde 𝑎𝑙 ,𝑛 𝑡 = 𝑎𝑙 ,𝑛 0 𝑒𝑤 𝑙 ,𝑛 𝑡 +  𝑠𝑙 ,𝑛 𝑡′ 
𝑡

0
𝑒𝑤 𝑙 ,𝑛 (𝑡−𝑡 ′ )𝑑𝑡′  e 𝑎𝑙 ,𝑛 0  é a projeção do vetor fluxo 

inicial no espaço das autofunções adjuntas. 
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3.3 Caso 3 
 

 

Este caso considera o sistema homogêneo com três grupos de energia (térmico, 

intermediário e rápido) desconsiderando-se a emissão de nêutrons atrasados. Partindo-se da 

equação (2.1), teremos o sistema de equações acopladas para os três grupos de energia: 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

1

𝑣1

𝜕𝛷1 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
= 𝑆 𝑥, 𝑡 + 𝐷1

𝜕2𝛷1 𝑥, 𝑡 

𝜕2𝑥
− 𝛴1𝛷1 𝑥, 𝑡 +  𝛴1⟶1 + 𝜒1 𝜐𝛴𝑓 1

 𝛷1 𝑥, 𝑡 

+𝜒1 𝜐𝛴𝑓 2
𝛷2 𝑥, 𝑡 + 𝜒1 𝜐𝛴𝑓 3

𝛷3 𝑥, 𝑡 ,

1

𝑣2

𝜕𝛷2 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
= 𝑆 𝑥, 𝑡 +  𝛴1⟶2 + 𝜒2 𝜐𝛴𝑓 1

 𝛷1 𝑥, 𝑡 − 𝛴2𝛷2 𝑥, 𝑡 + 𝐷2

𝜕2𝛷2 𝑥, 𝑡 

𝜕2𝑥

+  𝛴1⟶2 + 𝜒2 𝜐𝛴𝑓 2
 𝛷2 𝑥, 𝑡 + 𝜒2 𝜐𝛴𝑓 3

𝛷3 𝑥, 𝑡 ,                                                 

1

𝑣3

𝜕𝛷3 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
= 𝑆 𝑥, 𝑡 +  𝛴1⟶3 + 𝜒3 𝜐𝛴𝑓 1

 𝛷1 𝑥, 𝑡 − 𝛴3𝛷3 𝑥, 𝑡 + 𝐷3

𝜕2𝛷3 𝑥, 𝑡 

𝜕2𝑥

+  𝛴2⟶3 + 𝜒3 𝜐𝛴𝑓 2
 𝛷2 𝑥, 𝑡 +  𝛴3⟶3 + 𝜒3 𝜐𝛴𝑓 3

𝛷3 𝑥, 𝑡 .

    3.18        

 

 

 

 A matriz característica para esse problema é dada por: 

 

 

                                             𝐌𝐧     =   

𝛬1 𝜒1𝑣1 𝜐𝛴𝑓 2
𝜒1𝑣1 𝜐𝛴𝑓 3

𝛬1⟶2 𝛬2 𝜒2𝑣2 𝜐𝛴𝑓 3

𝛬1⟶3 𝛬2⟶3 𝛬3

 .                        (3.19) 

 

 

As constantes dos elementos da matriz são definidas por:  

 

 

    𝛬1 = 𝛿1 + 𝑣1  𝛴1⟶1 + 𝜒1 𝜐𝛴𝑓 1
  

   𝛬2 = 𝛿2 + 𝑣2  𝛴2⟶2 + 𝜒2 𝜐𝛴𝑓 2
  

                𝛬3 = 𝛿3 + 𝑣3  𝛴3⟶3 + 𝜒3 𝜐𝛴𝑓 3
              

                                                      𝛬1⟶2  = 𝑣2  𝛴1⟶2 + 𝜒2 𝜐𝛴𝑓 1
                                             3.20   

                                                           𝛬1⟶3 = 𝑣3  𝛴1⟶3 + 𝜒3 𝜐𝛴𝑓 1
   

                      𝛬2⟶3 = 𝑣3  𝛴2⟶3 + 𝜒3 𝜐𝛴𝑓 2
                     

 

 

 

Onde 𝛿𝑖 = −𝐷𝑖𝐵𝑛
2𝑣𝑖 − 𝛴𝑖𝑣𝑖 ·, para 𝑖 = 1,2, 3. 
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A partir da matriz 𝐌𝐧 e aplicando a condição (2.13), obtemos a equação característica: 

 

   

          −𝑤3 + 𝛥1𝑤
2 + 𝛥2𝑤 + 𝑇123 = 0,                        (3.21)                             

 
onde as constantes são dadas por: 

 

 

 

 
𝛥1 = 𝛬1 + 𝛬2 + 𝛬3 

𝛥2 = (−𝛬2𝛬3 − 𝛬2𝛬1 + 𝛬2⟶3𝑣2𝜒2 𝜐𝛴𝑓 3
+ 𝛬1⟶2𝑣1𝜒1 𝜐𝛴𝑓 2

+ 𝛬1⟶3𝑣1𝜒1 𝜐𝛴𝑓 3

  

 

 
 𝑇123 = 𝛬1𝛬2𝛬3 − 𝛬1𝛬2⟶3𝑣2𝜒2 𝜐𝛴𝑓 3

− 𝛬3𝛬1⟶2𝑣1𝜒1 𝜐𝛴𝑓 2
− 𝑣1𝜒1 𝜐𝛴𝑓 3

𝛬1⟶3𝛬2 +

𝑣1𝜒1 𝜐𝛴𝑓 2
𝑣2𝜒2 𝜐𝛴𝑓 3

𝛬1⟶3 + 𝑣1𝜒1 𝜐𝛴𝑓 3
𝛬1⟶2.

  

                                                                                                                                                                        

                                                                                                                                   (3.22) 

 
 

 

Manipulando a equação (3.21) algebricamente e introduzindo as simplificações citadas 

em [30], obtém-se a equação: 

 

                                                                 𝑤3 + 𝑎𝑤 + 𝑏 = 0                                         (3.23)  
 

As constantes são dadas por: 

 

   𝑎 =
1

3
 3𝑞 − 𝑝2 , 

                                                             𝑏 =
1

27
 2𝑝3 − 9𝑝𝑞 + 27𝑟                             (3.24) 

 

  

com 

 

 
𝑝 = −𝛥1

𝑞 = −𝛥2

   𝑟 = −𝑇123

  

 

Assumindo a definição das constantes: 

                                                              𝐻1,2 =  
−𝑏

2
±  

𝑏2

4
+

𝑎3

27

23

.                                      (3.25) 
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Tem-se as raízes solução do problema de autovalor: 

 

 

                                                     

 
 
 

 
 

       

𝑤1 = H1 + H2,

𝑤2 = −
H1 + H2

2
+

H1 − H2

2
 −3
3

𝑤3 = −
H1 + H2

2
−

H1 − H2

2
 −3
3

.

                                 3.26  

 

 

A condição para se garantir que todas as raízes são reais é dada pela expressão obtida em [30]: 

 

 

                                                                𝑧 =
𝑏2

4
+

𝑎3

27
< 0.                                                             (3.27) 

 

 

O procedimento padrão explicitado na seção 3.2 é utilizado para se obter os 

autovetores a partir dos autovalores levando-se em conta os resultados (2.12), (2.13), e 

considerando autovetores normalizados tem-se a expansão das soluções temporais em função 

destes autovalores e autovetores dadas pelas seguintes expressões: 

 

              𝐴𝑛 ,𝑙 𝑡 = 𝐴𝑛 ,𝑙 0 𝑒𝑤𝑛 ,𝑙𝑡 +  𝑠𝑛 ,𝑙 𝑡
′ 

𝑡

0
𝑒𝑤𝑛 ,𝑙(𝑡−𝑡 ′ )𝑑𝑡′ ,  para 𝑙 = 1,2,3.                     (3.28) 

 

onde se considera 𝑠𝑛 ,𝑙 𝑡
′ =  𝑈𝑛 ,𝑙 𝑆𝑛 ,𝑙 𝑡

′  , a projeção da fonte sobre a autofunção de enésima 

ordem da expansão da solução de autovetor. 

 

De acordo com as definições gerais a solução vetorial do problema geral é dada por: 

 

              𝛯   𝑥, 𝑡  =    𝑋𝑛
   𝑡   

∞

𝑛=1

𝜑𝑛 𝑥 =    𝐴𝑛 ,𝑙 𝑡 

3

𝑙=1

 𝑈𝑛
  𝑙  

∞

𝑛=1

𝜑𝑛 𝑥 .                            (3.29) 

 

 

Logo, teremos a solução para 3 grupos de energia em geometria plana: 

 

 

        𝛯   𝑥, 𝑡  =     𝐴𝑛 ,𝑙 0 𝑒𝑤𝑛 ,𝑙𝑡 +  𝑠𝑛 ,𝑙 𝑡
′ 

𝑡

0

𝑒𝑤𝑛 ,𝑙 𝑡−𝑡 ′  𝑑𝑡′ 

3

𝑙=1

 𝑈𝑛
  𝑙  

∞

𝑛=1

𝜑𝑛 𝑥 .        (3.30) 
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4. CINÉTICA PONTUAL 

 

 O modelo mais simples para o estudo da população neutrônica é o modelo de cinética 

pontual [2]. A distribuição neutrônica é suposta evoluir como um ponto, no sentido em que 

cada ponto é representativo de todo o sistema. Para um sistema sem fontes externas é 

equivalente a se afirmar que uma única autofunção fundamental aparece na distribuição 

neutrônica em todos os instantes. Esta afirmativa não é válida quando o sistema é injetado por 

uma fonte externa, neste caso a distribuição é dominada pela injeção de nêutrons da fonte, o 

que envolve a superposição de várias autofunções. Neste caso o comportamento pontual 

equivale a dizer que a distribuição neutrônica pode ser fatorada num produto de uma função 

amplitude (dependente apenas do tempo) e uma função forma (independente do tempo). 

 

 A partir das equações de cinética espacial (3.9), considerando as definições 

clássicas para 𝑘𝑒𝑓𝑓 =
𝑘∞

 1+L2B2 
 e 𝜌 =

𝑘𝑒𝑓𝑓 −1

𝑘𝑒𝑓𝑓
, e definindo os parâmetros cinéticos de acordo 

com 𝑘𝑒𝑓𝑓 , tem-se a equação de cinética pontual com fonte externa [Apêndice C]: 

 

                                     

 
 
 

 
 
𝑑 𝑃 𝑡 

𝑑𝑡
= 𝑆 𝑡  +  𝜌𝑒𝑓𝑓 − 𝛽𝑒𝑓𝑓  

𝑃 𝑡 

𝛬𝑒𝑓𝑓
+ 𝜆𝐶 𝑡 ,

𝑑𝐶 𝑡 

𝑑𝑡
= −𝜆𝐶 𝑡 +

𝛽𝑒𝑓𝑓

𝛬𝑒𝑓𝑓
𝑃 𝑡 .

                                  (4.1)   

 

 

4.1 Aplicação do método de expansão na solução das equações de 

cinética pontual com fonte externa 

 

 As equações de cinética pontual constituem-se em um sistema de equações não 

homogêneas lineares e acopladas (4.1), para resolvê-lo usaremos o método apresentado nos 

capítulos 2 e 3, utilizando a expansão em série das autofunções do problema de autovalor. 
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Definiram-se os termos: 

                                                    

 
 
 

 
  𝑋   𝑡  =  

𝑃(𝑡)

𝐶(𝑡)
 .                  

 𝑆   𝑡  =  
𝑆 𝑡  

0
                    

                        (4.2)   

 

Tem-se a equação vetorial não-homogênea: 

 

                                       
𝑑 𝑋   𝑡  

𝑑𝑡
= 𝐌 𝑋   𝑡  +  𝑆   𝑡  ,                                    (4.3) 

 

Onde: 

                                        𝐌 =  

 𝜌𝑒𝑓𝑓 −𝛽𝑒𝑓𝑓  

𝛬𝑒𝑓𝑓
𝜆

𝛽𝑒𝑓𝑓

𝛬𝑒𝑓𝑓
−𝜆

                                             (4.4)  

 

O vetor solução da equação (4.3) pode ser expandido em termos da solução do 

problema de autovalor relacionado á matriz característica do problema de autovalores. 

 

                                                          

 𝑋   𝑡  =  𝑐𝑙 𝑡 

2

𝑙=1

  𝑈 
𝑙 ,

 𝑆   𝑡  =  𝑠𝑙 𝑡 

2

𝑙=1

  𝑈 
𝑙 

                               (4.5)    

 

 Estas expressões são substituídas na equação (4.3), e usando-se a propriedade de 

autovalor, teremos as equações: 

 

                                               

𝑑𝑐𝑙 𝑡 

𝑑𝑡
= 𝑤𝑙𝑐𝑙 𝑡 + 𝑠𝑙 𝑡 ,

𝑠𝑙 𝑡 =  𝑈𝑙 𝑆(𝑡) 
                                          4.6            
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A solução para a equação (4.6) é obtida em termos da condição inicial: 

 

                                   𝑐𝑙 𝑡 = 𝑐𝑙 0 𝑒𝑤 𝑙𝑡 +  𝑠𝑙 𝑡
′ 

𝑡

0

𝑒𝑤 𝑙(𝑡−𝑡 ′ )𝑑𝑡′ ,                         (4.7) 

 

 

 A solução para cada linha é dada por: 

 

 

                                                              
 𝑃 𝑡 = 𝑐1 𝑡 𝑢11 + 𝑐2 𝑡 𝑢21

𝐶 𝑡 = 𝑐1 𝑡 𝑢12 + 𝑐2 𝑡 𝑢22

                                  (4.8)               

 

 

 

Onde se aplica a definição: 

  

                                                                         

  𝑈 
1 =  

𝑢11

𝑢12
 

  𝑈 
2 =  

𝑢21

𝑢22
 

                                          4.9     

 

 

Os autovetores correspondentes aos autovalores do problema característico são dados 

por: 

 

                                                         
𝐌  𝑈 

1 = 𝑤1
  𝑈 

1 

𝐌  𝑈 
2 = 𝑤2

  𝑈 
2 

                                                   (4.10) 

 

 

A equação característica é obtida impondo-se a condição de solução não-trivial: 

 

 

                                                   𝑑𝑒𝑡 𝑴 − 𝜆𝑰 = 0,                                                          4.11    
 

 

que é equivalente á expressão, dada por: 

 

 

                                        
 

 𝜌𝑒𝑓𝑓 − 𝛽𝑒𝑓𝑓  

𝛬𝑒𝑓𝑓
− 𝑤 𝜆

𝛽𝑒𝑓𝑓

𝛬𝑒𝑓𝑓
−𝜆 − 𝑤

 
 = 0                                             4.12         
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que  tem como equação reduzida: 

 

 

                                                                         𝑤2 − 𝑒𝑙𝑤 − 𝑔𝑙 = 0,                                             (4.13) 
 

 

cujas  constantes são dadas por: 

 

                                           

 
 
 

 
       𝑒𝑙 =

 𝜌𝑒𝑓𝑓 − 𝛽𝑒𝑓𝑓  

𝛬𝑒𝑓𝑓
−  𝜆,

  𝑔𝑙 =
 𝜌𝑒𝑓𝑓 − 𝛽𝑒𝑓𝑓  

𝛬𝑒𝑓𝑓
 𝜆.

                                                         4.14   

 

 

 

Os autovalores são as soluções da equação (4.13), que são dados explicitamente por: 

 

 

𝑤1,2 =

 
 𝜌𝑒𝑓𝑓 − 𝛽𝑒𝑓𝑓  

𝛬𝑒𝑓𝑓
−  𝜆 ±   

 𝜌𝑒𝑓𝑓 − 𝛽𝑒𝑓𝑓  
𝛬𝑒𝑓𝑓

−  𝜆 

2

− 4  
 𝜌𝑒𝑓𝑓 − 𝛽𝑒𝑓𝑓  

𝛬𝑒𝑓𝑓
 𝜆 

2
            4.15   

  

 

Os autovetores correspondentes aos autovalores são obtidos resolvendo-se os sistemas 

de equações indeterminados para cada autovalor: 

 

                                                                   

 
 
 
 
 

 
 
 
 

  𝑈 
1 =

 

 
 

1
𝛽𝑒𝑓𝑓

𝛬𝑒𝑓𝑓

 𝜆 + 𝑤1  

 
 

,           

  𝑈 
2 =

 

 

1
𝛽𝑒𝑓𝑓

𝛬𝑒𝑓𝑓

(𝜆 + 𝑤2) 

              

                              (4.16)   

 

 

Para se calcular a constante de normalização resolveu-se o problema adjunto, que 

resultou nos seguintes autovetores linha: 
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 1  𝑈 =
1

𝑁1
 

1
𝜆

𝜆 + 𝑤1

 

𝑇

,        

 2  𝑈 =
1

𝑁2
 

1
𝜆

𝜆 + 𝑤2

 

𝑇

         

                                      (4.17) 

 

 

Assim os coeficientes de normalização são dados por: 

 

 

                                                             

 
  
 

  
 

𝑁1 = 1 +

𝛽𝑒𝑓𝑓

𝛬𝑒𝑓𝑓
𝜆

 𝜆 + 𝑤1 2

𝑁2 = 1 +

𝛽𝑒𝑓𝑓

𝛬𝑒𝑓𝑓
𝜆

 𝜆 + 𝑤2 2

                                      4.18     

 

 

O vetor solução é obtido: 

 

 𝑋   𝑡  =  𝑐𝑙 𝑡 

2

𝑙=1

  𝑈 
𝑙 =   𝑐𝑙 0 𝑒𝑤 𝑙𝑡 +  𝑠𝑙 𝑡

′ 

𝑡

0

𝑒𝑤 𝑙 𝑡−𝑡 ′  𝑑𝑡′  

2

𝑙=1

  𝑈 
𝑙  ,             4.19       

 

onde: 

                                        

 
  
 

  
 

𝑐𝑙 0 =
 1

𝜆
𝜆 + 𝑤1

 
𝑃 0 

𝐶 0 
 

𝑁𝑙

𝑠𝑙 0 =

 1
𝜆

𝜆 + 𝑤1
 𝑆 𝑡´ 

0
 

𝑁𝑙

                                              (4.20) 

 

 

A partir da equação (4.19), temos a solução para a população neutrônica e a concentração de 

precursores: 

 

                                       

 
 
 

 
 𝑃 𝑡 =   𝑐𝑙 0 𝑒𝑤 𝑙𝑡 + 𝐼𝑙 

2

𝑙=1

𝐶 𝑡 =  
𝛽

𝛬
 

𝑐𝑙 0 

 𝜆 + 𝑤𝑙 
𝑒𝑤 𝑙𝑡 +

𝐼𝑙
 𝜆 + 𝑤𝑙 

 .

2

𝑙=1

 

                                  

                 (4.21) 
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Com 𝐼𝑙  dadas por: 

 

 

                                         𝐼𝑙 =
1

𝑁𝑙
 𝑠𝑙 𝑡

′ 

𝑡

0

𝑒𝑤 𝑙(𝑡−𝑡 ′ )𝑑𝑡′ , 𝑙 = 1,2.                          (4.22) 

 

 

 A fim de se estudar problemas com transientes que têm como condição inicial o 

estado estacionário é preciso se calcular a solução estacionária das equações de cinética 

pontual, o que é obtido impondo-se a condição de derivada temporal nula no instante 𝑡 = 𝑡0. 

 

  A partir das equações (4.1), impondo-se a condição de estado estacionário teremos: 

 

                                         

 
 
 

 
 0 = 𝑆 0  +  𝜌𝑒𝑓𝑓 − 𝛽𝑒𝑓𝑓  

𝑃 0 

𝛬𝑒𝑓𝑓
+ 𝜆𝐶 0 ,

0 = −𝜆𝐶 0 +
𝛽𝑒𝑓𝑓

𝛬𝑒𝑓𝑓
𝑃 0 .

                (4.23)   

 

Assim temos o sistema de equações cujo determinante da matriz característica é dado por 

 

 

                                                                    𝑑𝑒𝑡𝐌 =
−𝜆𝜌𝑒𝑓𝑓

𝛬𝑒𝑓𝑓
.                                              4.24           

 

Portanto, a solução estacionária para o problema de cinética pontual com fonte externa é dada 

por: 

                                                

 
 
 

 
 𝑃 0 =

−𝑆 0 𝛬𝑒𝑓𝑓
 

𝜌𝑒𝑓𝑓

𝐶 0 =
−𝑆 0 𝛽𝑒𝑓𝑓

 

𝜆𝜌𝑒𝑓𝑓

                                                               4.25                      
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5. Resultados 

 

 

A solução para os três casos permite o estudo do comportamento da população 

neutrônica para diferentes tipos de fonte no espaço e no tempo, considerando a distribuição 

temporal da fonte um pulso de duração 10 μs. 

 

As figuras 1, 2, 3 e 4 são apresentadas para se ilustrar os transientes seguindo uma 

função delta ou uma injeção retangular de nêutrons no sistema pulso retangular no espaço. 

Para os três casos estudados foram usadas as constantes físicas dispostas na Tabelas 2 e 3. 

 

O fator de multiplicação do sistema é sempre considerado 0.98, em particular para os 

casos 1 e 2 foi admitido pulso de largura 10
-6

 s e a dimensão subcrítica H= 22.89416192 [cm]. 

Para o caso 2 foram assumidas as constantes β =0.0045, λ=0.08 [s
-1

] de acordo com a 

literatura [7]. Para o caso 3, a dimensão subcrítica para k=0.98 usando-se as seções de choque 

da Tabela 2 foi calculada H=23.06264580 [cm]. O cálculo das dimensões subcríticas foi 

realizado de acordo com as técnicas padrões da Física de Reatores [5], o apêndice A descreve 

este procedimento. 

 

 
Tabela 2. Constantes macroscópicas para um sistema homogêneo 1D para um grupo de 

energia 

 

1/v                       [s.cm
-1

] 0.90621E-7 
tot                     [cm

-1
] 3.45987E-1 

 a                      [cm
-1

] 1.58430E-2 

f                     [cm
-1

] 3.33029E-2 

s                       [cm
-1

] 3.30178E-1 
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Tabela 3.  Constantes macroscópicas para um sistema homogêneo 1D para três 

grupos de energia 

 

  g =1 g=2 g=3 

1/vg [s.cm
-1

] 5.35994E-8 1.47756E-7 1.33310E-6 
gtot,  [cm

-1
] 2.83110E-1 3.65360E-1 6.65500E-1 

ga,  [cm
-1

] 1.40280E-2 1.63760E-2 6.98540E-2 

gf ,  [cm
-1

] 3.45310E-2 3.28690E-2 1.20020E-1 

g,  - 0.7112 0.2886 0.0002 
gg   [cm

-1
] 2.36040E-1 3.48954E-1 5.95640E-1 

1 gg  [cm
-1

] 3.31803E-2 3.45000E-5 - 

2 gg  [cm
-1

] 1.16620E-5 - - 

 

 

A solução estacionária nos sistemas críticos é a autofunção fundamental. Os sistemas 

subcríticos com fontes têm distribuições neutrônicas estacionárias que são dirigidas por fonte 

externa. Quando os sistemas subcríticos estão próximos da criticalidade ocorre pouco desvio 

entre a distribuição dirigida por fonte e a correspondente autofunção fundamental para o caso 

crítico.  

 

Quando os sistemas subcríticos acionados por fonte estão longe da criticalidade suas 

distribuições neutrônicas podem diferir significantemente da correspondente autofunção 

fundamental, e dependerão fortemente da posição da fonte, espera-se que a teoria de 

perturbação homogênea seja ineficaz para sistemas subcríticos acionados por fontes externas. 

 

  Um exemplo útil seria o estudo de um sistema homogêneo monoenergético em 

geometria plana. A distribuição da densidade neutrônica tem a forma de cosseno que é 

simétrica, é óbvio que uma mudança nas propriedades do meio perto da fronteira esquerda do 

slab terá precisamente o mesmo efeito sobre a densidade neutrônica como o de uma variação 

equivalente feita simetricamente sobre o lado direito do slab.  

 

A perturbação homogênea supõe uma variação de reatividade associada a uma 

perturbação no sistema (na fonte, por exemplo) e também exibe esta simetria. Ao se introduzir 

uma fonte externa no lado esquerdo do slab, conforme o meio se torna mais subcrítico a 

assimetria na densidade neutrônica torna-se mais pronunciada e sua forma desviará mais 

fortemente da forma cossenoidal da correspondente autofunção fundamental.  
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Estes pares de variações nas propriedades do meio não mais terão o mesmo efeito na 

densidade neutrônica, uma perturbação perto do lado esquerdo da fonte causará um efeito 

muito maior no sistema. Entretanto, a perturbação homogênea dará resultados equivalentes 

para perturbações em ambos os lados do slab. Este exemplo simples ilustra as impropriedades 

de se utilizar indiscriminadamente os métodos de perturbação homogênea para resolver 

problemas de difusão em sistemas subcríticos acionados por fonte externa [17]. 

 

Uma vez definidas as complexidades dos problemas referentes à Física de ADS, 

procuramos resolver o problema geral de difusão supondo uma expansão em autofunções 

fundamentais do problema homogêneo, porém considerando fonte externa simétrica, não 

incorrendo assim em falhas conceituais de acordo com as novas definições da cinética de 

ADS [26], obtendo-se resultados satisfatórios nos cálculos das densidades neutrônicas. 

 

 

5.1 Fonte Externa 
 

 

A fonte externa é descrita pela expressão: 

 

                                                       𝑆𝑔 𝑥, 𝑡 = 𝑆 𝑥 𝑆 𝑡 ,                                                (5.1)                        

   

Definindo-se  𝑆𝑛 ,𝑔(𝑡)  a fonte 𝑆𝑔 𝑥, 𝑡  projetada no espaço das autofunções de Helmholtz de 

enésima ordem.  

 

A disposição da fonte e dos detectores para os cálculos de fluxos neutrônicos é dada 

pela Figura 1, a fonte espacial é quadrada de largura H/10, simétrica na placa, a fonte 

temporal tem duração de 10 μs. Os detectores 1 e 2 são dispostos  respectivamente no centro 

da placa e a um décimo da dimensão total, a partir da fronteira da placa, em posições 

relativamente separadas com o intuito de se observar a dispersão do fluxo espacial e 

temporalmente para diferentes tipos de transientes. 
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Figura 1. Posição da fonte externa e detectores. 

 

 

 

5.2 Transientes 
 

 

 

Os resultados analíticos obtidos neste trabalho permitem a solução do problema de 

transientes no modelo de difusão para qualquer tipo de transiente, entretanto para ilustrar o 

método de solução exata, foram escolhidos três tipos de transientes:  

 

 Transiente de desligamento: sistema ligado com S=1 e desligado em t=10 μs. 

(Transiente 1) 

 Transiente de um pulso: sistema desligado (fluxo inicial nulo) e ligado á t=0 e 

desligado após o período de 10 μs. (Transiente 2) 

 Transiente de aumento de fonte: sistema ligado com S=1 e um pulso de S=5 é 

injetado no sistema a t=0 e desligado a t=10 μs. (Transiente 3) 
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Figura 2. Transiente 1, desligamento. 

 

 

 
Figura 3. Transiente 2, condição inicial e fluxo nulo e pulso. 
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Figura 4. Transiente 3, condição inicial estacionário, aumento da intensidade da fonte de 

1 para 5. 

 

 

Para um estudo adequado da influência de fontes externas em sistemas subcríticos 

multiplicativos é preciso se estudar a dispersão espacial e temporal dos nêutrons de fonte na 

simulação de experimentos pulsados. O comportamento qualitativo da dispersão de nêutrons 

no tempo depende da posição do detector e da fonte no sistema considerado, principalmente 

se a fonte externa atua no grupo rápido de energia. 

 

 

5.3 Resultados exatos da cinética espacial 
 

 

A distribuição neutrônica em sistemas descritos por equações homogêneas apresenta a 

solução fundamental, entretanto as distribuições neutrônicas que dependem da fonte externa 

são descritas por equações diferenciais não-homogêneas. No caso de estes sistemas estarem 

próximos da criticalidade há pouca disparidade entre os resultados, entretanto, quando estes 

sistemas estão relativamente longe da criticalidade, as distribuições neutrônicas dependem 

fortemente da posição da fonte. 

 

Na Figura 5 estão apresentadas a dispersão dos fluxos para o caso 1 e o transiente 2, 

variando-se a largura dos pulsos e observando-se a distribuição do fluxo tanto no espaço 
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quanto no tempo, para o pulsos de largura H/20 a distribuição do fluxo já é da ordem de um 

pulso instantâneo localizado (delta de Dirac). 

 

 
Figura 5.  Dispersão dos fluxos para o caso 1, considerando uma posição e tempo fixos 

para diferentes larguras de pulso: “°” H/10, “×” H/20 e “◊” pulso de Dirac. 

 

 

 

A dispersão dos fluxos para a posição no detector 2, considerando o caso 2 de um 

sistema de equações acopladas não apresenta diferenças notáveis com o problema sem grupos 

de precursores, naturalmente pela duração do pulso que não permite a influência dos 

precursores na distribuição neutrônica, a potência para o caso 2 é reportada na Figura 6. 

 

 
Figura 6.  Potência para o caso 1, para diferentes larguras de pulso: “°” H/10, “×” H/20 e 

“◊” pulso de Dirac. 
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Nas Figuras 7 e 8, a dispersão dos fluxos, para as posições respectivas x1=0.0 e 

x2=2H/5, são apresentadas para cada grupo de energia, mostrando-se que a natureza 

qualitativa da distribuição do fluxo depende da multiplicação e posição da fonte no sistema. 

 

 

 
 

Figura 7. Fluxos para o caso 2, para diferentes larguras de pulso: “°” H/10, “×” H/20 e 

“◊” pulso de Dirac. 

 
 

 
Figura 8. Potência para o caso 1, para diferentes larguras de pulso: “°” H/10, “×” H/20 e 

“◊” pulso de Dirac. 
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Os resultados exatos dos fluxos para o caso 3 (três grupos de energia sem precursores) 

para cada grupo de energia são apresentados para o detector no centro do slab: 

 

  
 

 
Figura 9. Dispersão dos fluxos no caso 3, Para uma posição fixa (x1=0.0) considerando um pulso 

de largura H/10. 

 

 

 

 Os resultados exatos dos fluxos para o caso 3 (três grupos de energia sem precursores) 

para cada grupo de energia são apresentados para o detector na posição 2H/5, as diferenças 

nas respostas dos fluxos devidas á perturbação da fonte, indicam a natureza da dispersão 

espacial e o comportamento do sinal que depende da posição do detector: 
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Figura 10. Dispersão dos fluxos no caso 3, Para uma posição fixa (x2=2H/5) considerando um 

pulso de largura H/10. 

 

 

A potência para o caso 3 é apresentada na Figura 11. Estes resultados foram 

apresentados em trabalho publicado no INAC 2007 [22].   

 

 
Figura 11. Potência para o transiente 1,  considerando um pulso de largura H/10. 
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Na figura 12 a solução estacionária para o caso 3 é apresentada junto á potência, 

também calculada analiticamente. 

  
 

 

Figura 12. Fluxo para o caso 3 no espaço no regime estacionário e potência para 

transiente 2 

 

Na figura 13 as soluções exatas para o caso 3, e transiente 2 (considerando-se 

condição inicial estacionária) são apresentadas para cada grupo de energia, considerando-se o 

detector no centro do slab: 

  

 
Figura 13. Fluxos para o caso 3 para cada grupo de energia, na posição (x=0.0),           

transiente 1. 
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5.4 Resultados exatos da cinética pontual 
 

 

 

 

 Para o estudo do modelo de cinética pontual foi resolvido o problema de cinética para 

diferentes larguras de fonte externa, de acordo com as definições que foram estabelecidas no 

capítulo 4 (Figura 14). Foram obtidas as potências para os três tipos de transientes 

considerados neste trabalho (desligamento, pulso e aumento de fonte) com um pulso de 

duração 10
-6

 s.  

 

 
Figura 14. Potência para o caso 2, transiente 1, considerando o modelo de cinética 

pontual para diferentes larguras de pulso: “°” H/10, “×” H/20 e “◊” pulso de Dirac. 

 

Considerando o transiente de desligamento no tempo t=10
-6

s, teremos a solução exata 

do problema de cinética pontual: 

 

 

 
Figura 15. Potência para o caso 2, considerando o modelo de cinética pontual no 

transiente 2 para um pulso de largura H/10. 
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Da mesma forma, considerando o transiente de aumento de fonte teremos a solução 

para a potência do sistema: 

 

 

 
Figura 16. Potência para o caso 2, considerando o modelo de cinética pontual no 

transiente 3, para um pulso de largura H/10. 

 

 

 

 

5.5 Comparações entre resultados da cinética espacial e da cinética 

pontual  
 

 

 

 Neste capítulo os resultados da cinética espacial obtidos para o caso 2 são comparados 

com os resultados obtidos para o transiente 2, considerando o modelo de cinética pontual 

apresentado no capítulo 4, considerando o resultado (4.21). 

  

  De acordo com os resultados da Figura 17, observa-se que o modelo de cinética 

pontual apresenta uma solução sobreestimada em relação á solução da cinética espacial para 

n=16, por outro lado, percebe-se pelo gráfico que o modelo de cinética pontual aproxima-se 

para o modelo de cinética espacial exato para n=5, ou seja, o modelo de cinética pontual pode 

ser considerado uma aproximação do modelo de cinética espacial exato para o modelo de 

difusão.  
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Figura 17. Potência para o caso 2, considerando o modelo de cinética pontual no 

transiente 1, para um pulso de largura H/10. Resultado em linha vermelha representa  a 

solução em cinética espacial para n=16  e “°” cinética espacial para n =5,e linha preta é o 

modelo de cinética pontual.   

 

 

De fato, a solução para n=5 é aproximadamente a mesma solução para n=16, o que 

indica a velocidade de convergência desta série, as razões matemáticas para este fato são 

indicadas no Apêndice B. 

 

 O uso da técnica da expansão em série das autofunções para a obtenção da solução 

exata da cinética pontual de acordo com o capítulo 4 e as respectivas definições a respeito dos 

parâmetros cinéticos, levam a constatação que o modelo de cinética pontual é uma 

aproximação de primeira ordem na expansão em série da solução exata.  
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O modelo que assume os parâmetros cinéticos como constantes é errôneo, uma vez 

que os consideram independentes da perturbação na fonte, assim o modelo não descreve as 

características dinâmicas do sistema com generalidade. A partir das definições dos parâmetros 

cinéticos efetivos definidos no capítulo 4, e da aplicação do método de expansão na solução 

das equações de cinética com fonte externa, temos os resultados para diferentes níveis de 

subcriticalidade:   

 

 

 

 

 
 

 
Figura 18. Potência para o caso 2, para k=0,98, k=0,88, k=0,78 e k=0.68, considerando o 

modelo de cinética pontual no transiente 1, para uma fonte simétrica . Resultado “°” é a 

solução da cinética espacial para n =16, linha preta representa a solução do modelo de 

cinética pontual. 
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A cinética pontual sobreestima a solução da cinética espacial que depende do nível de 

subcriticalidade do sistema. Na medida em que o nível de subcriticalidade do sistema se 

aproxima da criticalidade a estimativa da potência no modelo de cinética pontual torna-se 

maior em relação ao resultado da cinética espacial. 

 

 Estes resultados demonstram que se deve considerar uma reformulação dos parâmetros 

cinéticos em função das perturbações no sistema. Uma dedução exata dos parâmetros 

cinéticos considerando perturbações gerais (tanto no meio quanto na fonte) a partir das 

equações de cinética espacial com fonte externa foi apresentada em trabalho recente [31], o 

que levantou novas questões sobre a definição dos parâmetros cinéticos.  
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6. COMPARAÇÃO ENTRE RESULTADOS EXATOS E 

NUMÉRICOS 

 

 

 

 

 Um dos objetivos deste trabalho que está associado ao CRP é validar códigos para 

ADS (Accelerator Driven Systems). Para isso foram utilizados resultados do programa 

CINESP-ADS [Anexo A], que realiza a discretização das equações de cinética espacial (2.1) 

em linguagem FORTRAN e fornece a distribuição de fluxos espacial, assim como as 

concentrações de precursores de nêutrons atrasados a partir de uma distribuição de fluxos 

calculada tomando por base a pesquisa de criticalidade, ou com uma distribuição calculada a 

priori junto com o 𝑘𝑒𝑓𝑓 . 

 

       Para se ilustrar a natureza das soluções e a compatibilidade das soluções numéricas e 

exatas foram calculadas independentemente a potência para o caso 3, supondo o transiente 1 e 

comparou-se os resultados numéricos obtidos pelo CINESP-ADS com o resultado obtido 

analiticamente (Figura 19). Com o objetivo de se estudar o comportamento das distribuições 

neutrônicas, reportou-se o fluxo rápido em posições diferentes da placa (detector 1 e 2), 

considerando o transiente 3 comparou-se os resultados numéricos e exatos (Figura 20 e 21), 

assim como a potência que também foi reportada. Nas figuras 20 a 24 são apresentados os 

resultados numéricos e exatos para o fluxo rápido, considerando o transiente de aumento de 

fonte. De acordo com os gráficos, os resultados mostraram um acordo razoável da solução 

numérica com a solução exata, considerando-se n=16 na expansão das autofunções da solução 

analítica. 
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Para o transiente 2 (desligamento), os resultados exatos e numéricos para as potências 

normalizadas são comparados logo abaixo: 

 

 

 

 
Figura 19. Potência para o caso 3, transiente 1 

 

 

Para os fluxos em posições diferentes do detector, os resultados para os fluxos exatos e 

numéricos são calculados e comparados, as magnitudes e as distribuições do fluxo no tempo, 

se apresentam nos gráficos para diferentes posições do detector: 

 

 

 

 

 
Figura 20. Fluxo rápido para x= 0.0 e x= 2H/5. 
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Considerando o transiente 3 (aumento de fonte), o gráfico comparativo para a potência 

é apresentado, considerando potência normalizada: 

 

 

 
Figura 18. Potência para o caso 3, transiente 3. 

 

 
A fim de se obter uma validação da solução numérica para o problema é preciso se 

fazer uma análise quantitativa da solução numérica, calculando-se o erro relativo em relação á 

solução obtida analiticamente com o intuito de se obter uma análise de convergência da 

solução numérica para a solução exata. 

 

Para se realizar este estudo foi escolhido o transiente 3 (aumento de fonte), onde se 

considera como condição inicial a solução para o caso estacionário. A viabilidade deste estudo 

depende também da convergência da solução numérica para a solução exata na medida em se 

aumenta a exatidão do método numérico (discretização espacial e temporal), os resultados 

numéricos foram obtidos para diferentes discretizações espaciais (Nx9, Nx19, Nx29, Nx39) e 

temporais (Δt1=10
-7

s, Δt2=5.10
-8

s, Δt3=10
-8

s, Δt4 =5.10
-9

s).  

 

Com o intuito de se ilustrar a metodologia do estudo de convergência da solução 

numérica escolheram-se, para efeito de comparação, as discretizações espaciais (Nx9 e Nx39) 

e as discretizações temporais (Δt1=10
-7

s e Δt4 =5.10
-9

s). A convergência dos erros relativos é 

dada pela expressão: 

                                       𝐸𝑅𝑅 =
 𝑒𝑥𝑎𝑡𝑜 − 𝑛𝑢𝑚 

𝑒𝑥𝑎𝑡𝑜
                                     (6.1) 
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Os resultados deste estudo são apresentados logo abaixo: 

 

 
Tabela 4.  Comparação dos erros relativos para diferentes discretizações no tempo. 

 

EXATO ΔT1=10-7 ΔT2=5.10-9 ERR1 ERR2 
5,5950E-01 5,594E-01 5,594E-01 1,787E-04 1,7873E-04 

5,9690E-01 5,872E-01 5,972E-01 1,625E-02 5,0260E-04 

6,1480E-01 6,077E-01 6,163E-01 1,155E-02 2,4398E-03 

6,2770E-01 6,229E-01 6,300E-01 7,647E-03 3,6642E-03 

6,3790E-01 6,349E-01 6,409E-01 4,703E-03 4,7029E-03 

6,7530E-01 6,772E-01 6,809E-01 2,814E-03 8,2926E-03 

7,3400E-01 7,403E-01 7,435E-01 8,583E-03 1,2943E-02 

7,8210E-01 7,909E-01 7,947E-01 1,125E-02 1,6110E-02 

6,4290E-01 6,479E-01 6,485E-01 7,777E-03 8,7105E-03 

6,2620E-01 6,298E-01 6,306E-01 5,749E-03 7,0265E-03 

6,1160E-01 6,143E-01 6,149E-01 4,415E-03 5,3957E-03 

5,9730E-01 5,993E-01 5,996E-01 3,348E-03 3,8507E-03 

5,8340E-01 5,846E-01 5,847E-01 2,057E-03 2,2283E-03 

 
  

 

  
Figura 22. Fluxo rápido na posição x=0 para o caso 3, transiente 3.Em vermelho está 

representada a solução numérica para a discretização no tempo de Δt=5.10
-9

s e em azul 

para Δt=10
-7

s, e erro relativo á direita. 

 

 

 
 O fluxo rápido no centro do slab é calculado numericamente e analiticamente, os 

resultados são reportados para a discretização espacial e o erro relativo é calculado, a 

convergência dos resultados numéricos para os resultados exatos é observada, observando-se  

que o erro relativo tende a zero com o aumento do tempo. 
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Tabela 5.  Comparação dos erros relativos para diferentes discretizações no espaço. 

EXATO NX9 NX39 ERR1 ERR2 
5,5950E-01 5,5360E-01 5,594E-01 1,0545E-02 1,7873E-04 

5,9690E-01 5,7530E-01 5,872E-01 3,6187E-02 1,6251E-02 

6,1480E-01 5,9110E-01 6,077E-01 3,8549E-02 1,1548E-02 

6,2770E-01 6,0250E-01 6,229E-01 4,0147E-02 7,6470E-03 

6,3790E-01 6,1160E-01 6,349E-01 4,1229E-02 4,7029E-03 

6,7530E-01 6,4430E-01 6,772E-01 4,5906E-02 2,8136E-03 

7,3400E-01 6,9510E-01 7,403E-01 5,2997E-02 8,5831E-03 

7,8210E-01 7,3660E-01 7,909E-01 5,8177E-02 1,1252E-02 

6,4290E-01 6,2780E-01 6,479E-01 2,3487E-02 7,7773E-03 

6,2620E-01 6,1370E-01 6,298E-01 1,9962E-02 5,7490E-03 

6,1160E-01 6,0130E-01 6,143E-01 1,6841E-02 4,4147E-03 

5,9730E-01 5,8930E-01 5,993E-01 1,3394E-02 3,3484E-03 

5,8340E-01 5,7760E-01 5,846E-01 9,9417E-03 2,0569E-03 

 

  
Figura 19. Fluxo rápido na posição x=0 para o caso 3, transiente 3. Em azul está 

representada a solução numérica para a discretização espacial de NX9 e em vermelho 

para NX39 e erro relativo á direita. 

A comparação entre os resultados exatos e numéricos para a dispersão temporal do fluxo 

rápido, para diferentes posições é apresentada:  

 
Figura 20. Fluxo rápido nas posições x=0 “+”, x=0.2 H  “◊”e  x=0.4H  “°” para o caso 3, 

transiente 3 .Em  vermelho estão representadas as respectivas soluções numéricas para a 

discretização espacial de NX39. 
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7. CONCLUSÕES 

 

O trabalho apresentado salienta alguns aspectos fundamentais da cinética de reatores 

para sistemas multiplicativos subcríticos. Alguns resultados importantes para diferentes 

sistemas foram apresentados. Particularmente, o estudo da influência de nêutrons atrasados 

mostrou que estes podem ser descartados quando se estuda inserções rápidas de fonte externa 

como pode ser visto na Figura 6. As dispersões para os caso 1 e 2 para diferentes larguras de 

fonte demonstraram em que medida a forma da fonte influencia a distribuição neutrônica.  

 

A metodologia de solução mostrou-se correta uma vez que os resultados para um 

grupo de energia e três grupos de energia concordaram bem com resultados analíticos obtidos 

independentemente [19,21]. Os resultados numéricos concordaram bem com os resultados 

analíticos para três grupos de energia usando as seções de choque da Tabela 2. Foram obtidos 

independentemente (CINESP-ADS) vários resultados numéricos para as discretizações no 

tempo e no espaço (no tempo: de 10
-7

 a 5.10
-9

s, no espaço: NX9 a NX39), estes resultados 

foram comparados com os resultados exatos (Figuras 21 a 26). A potência é reportada para 

diferentes transientes e os resultados numéricos concordaram com os resultados analíticos 

obtidos neste estudo, apresentando um erro relativo de 0,2 % para 39 discretizações espaciais.  

 

A solução geral para G grupos e R precursores foi obtida em forma fechada, no caso 

𝐺 + 𝑅 ≤ 4 o erro introduzido na solução é procedente apenas do truncamento da série, 

contudo no caso geral considerando 𝐺 + 𝑅 > 4  não se tem uma fórmula analítica para os 

autovalores e deve-se usar métodos numéricos para obtê-los, levando-se em conta os erros 

associados. 

 

Em trabalho posterior pretende-se resolver o mais analiticamente possível problemas 

de cinética de reatores mais complicados, considerando-se sistemas heterogêneos em 

geometrias regulares, sendo os meios materiais subcríticos acionados por fontes externas. A 

vantagem do uso do método de expansão utilizado neste trabalho está no fato que o erro do 

procedimento de cálculo deve-se totalmente ao truncamento da expansão em série, evitando-

se os problemas numéricos e possibilitando assim a obtenção de um conjunto de soluções 

exatas que possibilite a construção de benchmarks analíticos para o estudo da Física de ADS. 
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ANEXO A - CINESP-ADS 

 

 

O modelo físico do núcleo de um reator é estudado considerando a teoria de difusão 

multigrupo. Uma fonte externa é adicionada, permitindo-se cálculos em uma e duas 

dimensões, nas geometrias cartesiana )0(   e cilíndrica )1(  . A partir as quais temos: 
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,  Ik ,...,2,1 ,                                    (2) 

onde, ),,( tyxgg   , ),,( tyxCC kk  , Ik ,...,2,1 , ),,( tyxSS gg  . ),,( tyxPP gg  e 

representam as propriedades do reator  wg , gD ,e w  significando os tipos de reação.                                        

Para as condições de fronteira em bx  e by temos: 

 

0),,( tbybxg .                                                         (3) 

No caso de 1  temos: 

0
),,0(






x

ty
D

g

g


                                                      (4)                                        

É necessário dizer que a existência do termo ggg BD 2 na Eq. (1), permite similar um 

problema tridimensional. 

 

 

 

As equações (1) e (2) são discretizadas no espaço usando a integração na caixa, com 

os meshs centrados na interface. As integrações são dadas por: 
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Usando as equações (5) e (6) temos a seguinte equação matricial: 

 

SM
dt

d
 


,                                                                     (7) 

 

onde )(t é dado por: 

 

),...,...,,,...,,,...,,...,,...,()( 122112121111122112121111 INMkijGNMgij CCCCCCcolt          (8) 

 

Discretizando o tempo de maneira que htt nn 1
, onde  h  é o intervalo de tempo, a 

Eq. (7) tem a solução 
n

nt  )( , usando o Método das Direções Alternadas [32]. 
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APÊNDICE A - Cálculo de criticalidade 

 

 De acordo com a matriz característica do problema de difusão para o caso 3, o 

resultado da matriz (3.15) é dado por:  

                                                                             

 𝐌𝐧     =       

𝛬1 𝜒1𝑣1 𝜐𝛴𝑓 2
𝜒1𝑣1 𝜐𝛴𝑓 3

𝛬1⟶2 𝛬2 𝜒2𝑣2 𝜐𝛴𝑓 3

𝛬1⟶3 𝛬2⟶3 𝛬3

 .                               (1)        

 

Onde os termos 𝛬𝑖 , são dados por (3.16): 

 

                              

 
 
 

 
 𝛬1 = 𝛿1 + 𝑣1  𝛴1⟶1 + 𝜒1 𝜐𝛴𝑓 1

 

 𝛬2 = 𝛿2 + 𝑣2  𝛴2⟶2 + 𝜒2 𝜐𝛴𝑓 2
 

 𝛬3 = 𝛿3 + 𝑣3  𝛴3⟶3 + 𝜒3 𝜐𝛴𝑓 3
 

                             2       

 

 

Onde 𝛿𝑖 = −𝐷𝑖𝐵𝑛
2𝑣𝑖 − 𝛴𝑖𝑣𝑖 ·, para 𝑖 = 1,2, 3. 

 

Assim, dividindo-se todos os termos de fissão por 𝑘𝑒𝑓𝑓 , e fazendo-se o determinante 

desta matriz nulo, tem-se o polinômio característico do sistema para a criticalidade k. que é  

uma equação em 𝐵𝑛
2. Para o caso estudado neste trabalho, temos um polinômio de terceiro 

grau, cujas raízes são dadas por: 

 

                          
X1 = −0.13945536957955775749           

X2 = −0.44593843384035418394. 10−1

  X3 =  0.18555877089968686097. 10−1    

                   (3)   

 

Como 𝑋 = 𝐵𝑛
2 é o autovalor do problema característico, dado para o caso de geometria plana 

por : 

                                            𝐵𝑛
2 =

𝜋2

𝐻2
                                                            (4) 

Logo, temos a dimensão subcrítica para k=0.98, considerando X3: 

              𝐻0,98 =  23.0626458009568      𝑐𝑚                                          5       
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APÊNDICE B - Erro de Truncamento 

 

 

Para se demonstrar a metodologia do cálculo de erro de truncamento da potência, é 

apresentado o cálculo para o caso 1, considerando uma fonte localizada no centro do slab ,  

assim o fluxo solução é dado por: 

 

 

     𝛷 𝑥, 𝑡 =   𝐴𝑛 0 𝑒𝛼𝑛 𝑡 +  𝑆𝑛 𝑡′ 

𝑡

0

𝑒𝛼𝑛  𝑡−𝑡 ′  𝑑𝑡′  

∞

𝑛=1

𝜑𝑛 𝑥 .             (1) 

 

 

Onde os termos são definidos por: 

 

 

                                                

 
  
 

  
 𝛼𝑛 =

𝑘𝑒𝑓𝑓
𝑛  − 1

𝑙𝑛

          𝑙𝑛 =
1

𝑣𝛴𝑎(1 + 𝐿2𝐵𝑛
2)

         𝑘𝑒𝑓𝑓
𝑛 =

𝑘∞

(1 + 𝐿2𝐵𝑛
2)

.   

                             (2) 

 

 

  

 Logo, 𝛼𝑛 =  𝑣𝛴𝑎 𝑘∞ −  1 + 𝐿2𝐵𝑛
2  = 𝑣𝛴𝑎  𝑘∞ −  1 + 𝐿2  

2𝑛−1

𝐻
𝜋 

2

  ,    

pode-se dizer que: 

 

                                                            𝛼𝑛 ∝  −𝑛2                                               (3) 

 

 

Considerando-se a definição de potência temos que: 

 

 

                         𝑃 𝑡 =  𝛷 𝑥, 𝑡 𝑑𝑥 =  𝐴𝑛 𝑡  𝜑𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝐻/2

−𝐻/2

∞

𝑛=0

𝐻/2

−𝐻/2

        4    

 

 

 Definindo-se 𝐼𝑛 =  𝜑𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝐻/2

−𝐻/2
, temos que o erro da potência para o termo 𝑁∗, é 

dado por:   

 

                                                 휀𝑁∗𝑃 𝑡 =  𝐴𝑛 𝑡 𝑰𝒏                                (5)

∞

𝑛=𝑁∗
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 Assim, pela definição de (1), da função temporal da expressão geral do fluxo obtém-

se, para o fluxo localizado: 

 

 

휀𝑁∗𝑃 𝑡 =  𝐴𝑛 𝑡 𝐼𝑛 <  𝑒𝛼𝑛 𝑡 =

∞

𝑛=𝑁∗

∞

𝑛=𝑁∗

 𝑒−𝑛2𝑡 <  𝑒−휀2𝑡𝑑휀
∞

𝑁∗

∞

𝑛=𝑁∗

     (6) 

  

 

   Logo, o erro da potência é limitado pela função erro complementar 

e𝑟𝑓𝑐 𝑁∗ .  Particularmente, no cálculo da cinética espacial para n=5 e n=16, apresentados na 

Figura 17, não se apresentou diferenças significativas pelos gráficos, devido ao fato que a 

diferença dos erros é dada por: 

   

                      𝑒𝑟𝑓𝑐 5 − 𝑒𝑟𝑓𝑐 16 = 0,1537459. 10−11                          (7) 

 

O resultado é praticamente zero, o que significa que para o quinto termo da expansão a 

série converge rapidamente apresentando um erro da ordem de 10−12 .  
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APÊNDICE C – Dedução das equações de cinética pontual 

 

 

As equações de cinética espacial para nêutrons monoenergéticos considerando um grupo de 

precursores são escritas como: 

 

 
 

 
1

𝑣

𝜕𝛷 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
= 𝑆 𝑥, 𝑡 + 𝛴𝑎𝑘∞ 1 − 𝛽 𝛷 𝑥, 𝑡 − 𝛴𝑎𝛷 𝑥, 𝑡 + 𝜆𝐶 𝑥, 𝑡 + 𝐷

𝜕2𝛷 𝑥, 𝑡 

𝜕2𝑥
,

𝜕𝐶 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
= −𝜆𝐶 𝑥, 𝑡 + 𝛴𝑎𝑘∞𝛽𝛷 𝑥, 𝑡 .                                                             1  

         

 

onde  𝛷 𝑥, 𝑡  é o fluxo dependente do tempo, 𝑆 𝑥, 𝑡   é a fonte externa , 𝐶 𝑥, 𝑡   é a 

concentração de precursores de nêutrons atrasados. 

 

E supondo as condições de separabilidade do fluxo e das concentrações de precursores e 

fontes externas, tem-se: 

                                                

        𝛷 𝑥, 𝑡 =  𝑣𝑃 𝑡 𝜑 𝑥                                                      

𝐶 𝑥, 𝑡 = 𝐶 𝑡 𝜑 𝑥                                           2  

             𝑆 𝑥, 𝑡 = 𝑆 𝑥 𝑆 𝑡                                                               

  

 

onde  𝑃 𝑡  é a densidade neutrônica,  𝐶 𝑥, 𝑡  é a concentração de precursores, 𝑆 𝑥, 𝑡   é  a 

fonte externa do sistema, a função 𝜑 𝑥   é a solução da equação do modo fundamental. 

 

Ao se substituir o resultado (2) em (1), projetando esta equação no espaço adjunto das 

autofunções e definindo-se os parâmetros cinéticos: 

 

                                  

𝜌𝑒𝑓𝑓 = 𝜌𝑘𝑒𝑓𝑓                                                                             

 𝛬𝑒𝑓𝑓 =
1

𝜐𝛴𝑎
.

1

 1+L2B2 
,                                                          (3)

𝛽𝑒𝑓𝑓 = 𝛽𝑘𝑒𝑓𝑓 .                                                                            

  

 

tem-se as equações de cinética pontual: 

 

        

 
 
 

 
 
𝑑 𝑃 𝑡 

𝑑𝑡
= 𝑆 𝑡  +  𝜌𝑒𝑓𝑓 − 𝛽𝑒𝑓𝑓  

𝑃 𝑡 

𝛬𝑒𝑓𝑓
+ 𝜆𝐶 𝑡 ,

𝑑𝐶 𝑡 

𝑑𝑡
= −𝜆𝐶 𝑡 +

𝛽𝑒𝑓𝑓

𝛬𝑒𝑓𝑓
𝑃 𝑡 .

                                  (4)   


