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Resumo

Os sistemas Qe @, desenvolvidos por Andréa Lopariperfazem trés
principais modificagbes na semantica classica: giramente, o0 universo do discurso
pode nado estar limitado aos objetos que pertencedominio de uma dada estrutura;
em segundo lugar, a relacdo de identidade é detadai como a diagonal desse
dominio (assim, tal relacdo pode ndo ser aplicavieldas as coisas sobre as quais a
linguagem possa falar); em terceiro lugar, o gfiaator existencial, em Qbem como
0 universal, em ¢ podem alcancar valores que estejam fora do donadimiestrutura.
Como consequéncia, embora definida classicamentaggacdo apresenta alguns
comportamentos ndo classicos — a negacao de unicgeduma formula atdmica, por
exemplo, pode caracterizar algo maior que, e n&o b@m definido quanto, o

complemento da extensao desse predicado relativtarmemominio.

Posteriormente, o sistema @i estendido por Fernando Paulo Christe Adorno
para incluir nomes e simbolos funcionais em suguhgem. Adorno apresentou
também: uma nova extensdo desse sistema esterthdmada @, que inclui
parametros entre seus simbolos individuais e éaxtensao conservativa dg;@ um
sistema de deducao natural, chamado S, que foi rd#mdo ser correto e completo
relativamente a Q. Dois outros resultados foram também demonstrabjopara toda
formulaa da linguagem de Qa é valida em @se e somente se€ um teorema de S;

e 2) para toda formula em @, ha uma formula* em Q tal quea é Q-valida ssex”

é Q-valida.

Em nosso trabalho, apresentamos um estudo detatiesdsistemas (& Q, na
primeira parte; na segunda parte, um novo sisteen&ehtzen, chamado QCgue
trabalha com sequentes, e resulta de algumas waaghés no sistema LK, de Gentzen.

Por fim, na terceira parte, provamos que o sSist@@aé equivalente ao sistema S.



Abstract

The systems Qand Q, developed by Andréa Lop&rimake up three main
changes in classical semantics: first, the univefsdiscourse can be not limited by the
objects that belongs to the domain of a given sire¢ second, the relation of identity is
fixed as a diagonal of this domain (so, it may beapplicable to all things about what
the language can speak); third, the existentiahtifier in Q,, as well as the universal in
Q2, may capture values out of the domain of the tirec As a consequence, although
classically defined, the negation presents somectassical behavior — a negated
predicate in an atomic formula, for instance, miagracterize something larger and not
as well defined as the complement of the extenseiothis predicate relatively to the

domain.

Further, the system ;Qwvas extended by Fernando Paulo Christe Adorno to
include names and functional symbols in its langu&glorno has also presented: a new
extension of this extended system, calleg, @hich includes parameters among its
individual symbols and is a conservative extensidrn®,;; and a system of natural
deduction, called S, which was proved to be soumticamplete relatively to 2 Two
other results were also proved: 1) for every foaaubf Q;’s languageg is valid in Q
if and only if & is a theorem of S; and 2) for every formualan Q,, there is a formula

a* in Q such thatr is Q-valid iff a* is Qy-valid.

In our work, we present a detailed study of th&tays Q and Q, in first part;
in second one, a new Gentzen-type system, called @tch works with sequents, and
results of some changings in the Gentzen systemHitally, in third part, we prove

that the system Q@s equivalent to the system S.
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Introducéo

A presente dissertacdo € o produto de meu interpss dois conjuntos de
sistemas logicos: por um lado, os sistemas de &er(em particular, os sistemas de
deducéo légica, LJ e LK, que trabalham com seqa§nte por outro, 0s sistemas €
Q., de Andréa Lopatf, que enfrentam o desafio de interpretar, sob uniopde vista
estritamente formal, as formulas de sexuacdo, amar.aTive como intuito melhor
compreender o funcionamento interno desses sistd?Paas tanto, abracei o projeto de
normalizar o sistema dedutivo S, construido pagx(€Xxtenséo conservativa de)@or
Fernando Paulo Christe Adofh@presentando um sistema de Gentzen coextensional

S. Esse é o resultado principal deste trabalho.

A opcédo por trabalhar com um sistema de deducgicadd de Gentzen, na
normalizacdo de S, ao invés de trabalhar com utenséssde deducdo natural, merece
algumas palavras. Isso porque, sendo S um sistemdeducao natural, uma sua
normalizacdo em outro sistema de deducao natunalijogea preservar as propriedades
dedutivas de S. Contudo, a possibilidade de geatattva de normalizar um sistema de
deducdo natural em um sistema de deducdo l6gicarrasse maiores problemas e
dificuldades, sobretudo no concernente a presesveed propriedades dedutivas do

sistema de deducéao natural, atraiu-me bastante.

! Cf. GenTzEN, GerhardRecherches sur La Déduction Logigiliead. Robert Feys e Jean Ladriére. Paris:
Presses Universitaires de France, 1955, pp041-1

2 Cf. LoPARK, Andréales Négations et Les Univers du DiscoumsLacan avec Les Philosophézaris:
Albin Michel, 1991, pp. 239-264.

3 Cf. ADORNO, Fernando Paulo ChristBois Sistemas de Légica Ndo Reflexidissertacdo de Mestrado.
Séo Paulo: Universidade de S&o Paulo, 2001.

* As expressées “deducdo natural” e “deducéo l6gida’utilizadas por Gentzen para distinguir,
respectivamente, entre os sistemas NJ e NK, dmitem hipdteses em suas demonstracdes, e 0s
sistemas LJ e LK, cujas demonstracfes partenpreemosequente fundamentalf. GENTZEN, Ibid.,
pp. 4-5 e 43.



Gentzen demonstrou que seu sistema LK é equieabentalculo classico, nos
moldes do formalismo de HilbértTal sistema, porém, ndo inclui o simbolo légieo d
igualdade em seu vocabuléario, razao pela qualrigigo estender a linguagem de LK
de modo a contemplar esse simbolo, bem como antaseaen postulado asequente
fundamentagle uma nova figura de deducéo, para permitir gqoa fbrmula em que tal
simbolo ocorra seja introduzida numa demonstragi@rticulada com as demais
formulas presentes nessa demonstracdo. Uma vegcida® a constante logica da
igualdade ao vocabulario de LK e a definicdo denfda em que tal constante ocorre a
sintaxe desse sistema, o postulado acrescentadeente fundamentdbi o da
introducdo da identidadee a figura de deducdo acrescentada as demaradjgu da
substituicdo de idéntico®lém disso, foi preciso acrescentar um outroydadb aos ja
mencionados, o datroducdo de objetos classicos modificar a figura dantroducéo
do universal no antecedentde modo a tornar o sistema correto com respeito a
semantica de §— logo, com respeito a semantica de & demais figuras de deducgéo

se mantiveram tais quais no sistema LK, bem cosegaente fundamental

O sistema resultante de tais modificacdes € @ms&stQG, apresentado na
segunda parte desta dissertacdo. Na terceira farpgpovada a equivaléncia entre esse
sistema e o calculo S, desenvolvido por Adorno,acoprrecdo e completude
relativamente ao sistema,Qa fora demonstradaConsequentemente, o sistema; @G
tambéem, correto e completo relativamente ao sist®md.ogo, visto que ¢ é uma
extensdo conservativa de,@o universo das formulas dg @lerdo a completude e a

correcdo de QG Ademais, QG € correto e completo relativamente ao sistemai@a

® Cf. GENTZEN, Ibid., pp. 129-164.
® Cf. ADORNO, Ibid., pp. 72-78.



vez que fora demonstrado por Adofngue o sistema Qé tradutivel em Q— e,

portanto, em Q&

A primeira parte deste trabalho é um estudo dedalldos sistemas:@ Q,
cujas semanticas admitem a possibilidade de algnp malgrado ndo se mostre a
linguagem como propriamente um objeto, esteja clmntoo universo do discurso.
Analiso, sobretudo, a natureza verbal desse “algeiisado como uma ficcdo, bem
como a reestruturacdo, nesses sistemas, do sigltfiormal das formulas gerais em
sua articulagdo com as negacOes — ou seja, dageslantre assercbes sobre a
existéncia ou inexisténcia de algo mediante seatergistenciais e universais, com e

sem negacoes.

" Cf.ADORNO, Ibid., pp. 79-80.
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1. Os Sistemas Qe Q

As formulas de sexuacao

Apresentados por Andréa Loparem 199% os sistemas Qe Q tém por
objetivo propor uma interpretacdo congruente, soh perspectiva logica, as célebres
(e controversas) formulas de sexuacédo, de Lacang&giro formulas, agrupadas em
pares (um para o feminino, outro para 0 masculia®)juais se caracterizam por duas
transgressdes bastante significativas no uso dobokis da Logica de Predicados
Classica de Primeira Ordem: as formulas do parrfermiseriam, do ponto de vista
sintatico, expressfes mal formadas da linguageam alisso, uma vez corrigidas suas
imperfeicdes materiais de modo a torna-las bemddas, teriam, assim como as do par
masculino, significados formais estranhos, viste gs formulas de cada um dos pares
seriam contraditorias entre si, além de cada uraddmulas de cada um dos pares ser

equivalente a exatamente uma das formulas do patro

Formulas Originais

Masculino Feminino
JxDx Jxbx
Vxdx Vxdx

8 LopARK;, Andréa.Les Négations et Les Univers du DiscoumsLacan avec Les Philosophdaris:
Albin Michel, 1991, pp. 239-264.
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Foérmulas Corrigidas

Masculino Feminino
Jxdx Axdx
Vxdx Vxdx

Obviamente, poder-se-ia objetar que Lacan se dprapunicamente dos
simbolos, dotando-lhes de um significado que myitamco se aproximasse da
interpretacdo propriamente logica desses simbAksocoes dexisténciatotalidade
negacao predicacaoe variavel circulam entre areas diversas, ganhando signifgcado
diversos quando recepcionadas em novos contextogtilidzacdo dos simbolos da
Logica seria, nesse caso, nao mais do que um utssiahauma referéncia grafica aos
significados nédo formais encerrados nesses simts®#as uma relacao rigorosa com as
regras de construcdo de formulas da Logica de ¢a@ok Classica de Primeira Ordem
ou com os significados estritamente formais damddms construidas mediante tais
regras. Dizer, por exemplo, que “o fascismo € ag&@&g da democracia” nao significa
determinar dois conjuntos complementares relativénea um dominio classico
previamente dado, mas nada impediria que tal affimafosse apresentada,

materialmente, por meio dos simbolos da igualdadietsarra superior:

Fascismo = Democracia

Uma outra objecao diria respeito a intuicdo propente visual dos simbolos.
Uma placa de transito que indica aos motoristas dgierminada rua tem fluxo da
esquerda para a direita € uma seta voltada paraitadsem que tal seta remeta, nem

mesmo de muito longe, ao significado da implicat@berial, usualmente denotado por
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uma seta voltada a direita. Se o desenho de iz [ibet inserido na decoragdo de uma
casa noturna, deixara de indicar a mao corretairdgdd em determinada rua (seu
significado original), passando a compor um amkieujos estimulos visuais tém por
finalidade algo muito diverso da finalidade oridima placa. Nesse novo contexto,
tanto mais congruente o desenho da placa de wéssii com sua nova finalidade
quanto se houver nele uma imperfeicdo, uma trass@oecom respeito ao Uso preciso
dos simbolos nas placas de transito. Sob essaept@vsp as formulas de sexuacdo
poderiam ser pensadas como deliberadamente mahdas+- remetendo, assim, a uma
finalidade outra que a de expressar conceitos @0 ke Signos: ndao a denotacao de
algo, mas a sugestéo, por meio da intuicéo viseigeds desenhos, de significados néo

verbais.

Tais objecBes ndo esgotam, certamente, as muijagdes possiveis a uma
interpretacdo propriamente formal das férmulasel@iacdo. Contudo, seja qual for a
interpretacdo proposta, ndo podera dispensar adgem por meio da qual essas
férmulas foram construidas: a linguagem da Logededicados de Primeira Ordem.
Isso significa assumir o fato evidente de que, pareular seus significados, ainda que
informais ou n&o verbais (ou quaisquer outros guprsetenda), foram utilizados como
signos simbolos da Logica de Predicados de Prin@idem, ordenados segundo a
sintaxe dessa Logica (mesmo que de modo imperfedp)ademais, foram tais
sequéncias de signos chamadas de “férmulas”. Aslnire as muitas interpretacdes
possiveis dessas formulas, sob as mais diversapegtivas, coube aos sistemaseQ
Q. prover uma interpretacdo propriamente formal, &@@eno contexto original dos

simbolos utilizados. A pergunta “Que significadds tdormulas poderiam ter?”

° Sabe-se da importancia que Lacan atribuia & caagéid néo verbal na compreens&o de sua doutrina.
Ver, a esse respeitopBDINESCQ ElisabethJacques Lacan: Esquisse d’'Une Vie, Histoire d'Un
Systéme de Penséaris: Librairie Artheéme Fayard, 1993.
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acrescentou-se a hipotese de que as formulas dacgexfossem interpretadas sob uma
perspectiva estritamente formal, resultando naymteag“Se fossem interpretadas sob

uma perspectiva estritamente formal, que signibdags formulas poderiam ter?”

O acréscimo de uma tal hipotese desloca o problétaea 0s nossos fins,
importa menos aos sistemags &)X 0 que Lacan pretendera expressar por meio de suas
férmulas do que as possibilidades expressivas mpdigem mediante a qual foram
construidas, no plano de uma extensdo proprianfenteal dessa linguagem. Isso
significa dizer que, mais do que formas de expressasignificados das formulas de
sexuacdo no contexto da teoria psicanalitica dear,a®ms sistemas Qe Q
reformularam certos significados l6gicos de modpeamitir que tais sequéncias de
simbolos constituissem teses de teorias formaiBraeeira Ordem. Se Qe Q se
relacionam ou ndo com a doutrina de Lacan (e, sagelacionem, em que medida), é

uma outra questdo, da qual ndo nos ocuparemostredso.

Assumir a hipotese de que tais formulas possaninganpretadas num plano
estritamente formal, no entanto, exige uma novenéeéutica. Isso porque as formulas
de sexuacao pertencentes ao par feminino, tal comgmalmente construidas, nao
seriam, sequer, férmulas, caso fossem lidas segamdonvencdes usuais da linguagem
para 0 uso da barra superior na Légica de Predicddd’rimeira Ordem. O problema
que se apresenta envolve o nucleo daquilo queofieado como objeto de estudo (as
sequéncias de simbolos que constituem as formelaexliacéo), e seu enfrentamento
significa responder uma pergunta que, no plano em ¢ desenrola a resposta,
simplesmente ndo tem sentido. Consequentementeresf outra alternativa sendo
dota-la de sentido antes de (e para que se pesga)ndé-la. Esta a razdo pela qual as
sequéncias de simbolos originalmente apresentaslatgzan para as formulas de

sexuacao do par feminino foram corrigidas, na cag&b dos sistemas;@ Q, de
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modo a torna-las conformes a definicdo usualodamula na Logica de Predicados de

Primeira Ordem.

A correcdo aplicada ao par feminino das formuldgirais de Lacan, a 6bvia
consequéncia de interpretar ndo mais, estritamasteseqiéncias de simbolos que
compunham essas formulas, tanto quanto a opcaotelprietar, sob uma perspectiva
estritamente formal, expressdes que foram quagmanoemte construidas para ser
interpretadas em outro campo de conhecimento, t&mtudo, um carater menos

arbitrario do que possa parecer.

Noam Chomsk}, entre outros, assinala que as construcdes verdpassquer
que sejam, sdo interpretadas, sempre, de modeadeatido no contexto em que sao
recebidas, independentemente do sentido almejadontexto em que foram enviadas.
A comunicacao objetiva ocorre, de fato, quandoritérseccdo bastante entre esses
contextos, permitindo que o sentido se mantenheientiemente intacto na transmissao
das construcbes verbais em questdo para garantimpreensdo, por parte de quem
recebe a mensagem, do sentido veiculado por que&mitu. Nessa medida, uma
mensagem mal formulada, sob a perspectiva de queracebe, € reconstruida
imediatamente para que possa ser compreendidaa girgl nessa reconstrucéo, e da
perspectiva de quem emitiu a mensagem, a mensagapreendida eventualmente nao

mais corresponda a mensagem enviada.

Chomsky, no entanto, refere-se a contextos subgeg sociais. Isso ndo impede
que o procedimento de interpretacdo seja 0 mesmoaso dos sistemas; @ Q
relativamente as formulas de sexuacédo, cujos cmsesdo tedricos. Tanto a correcao

das formulas originais do par feminino quanto arimetacao das férmulas de ambos os

19 Cf. CHomsky, Noam.Language and MindNew York: Harcourt, Brace & World, 1968. Faccstai
observac®es a titulo de comentario geral, yjgmuma andlise detalhada do tema fugiria
completamente ao escopo deste trabalho.
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pares sob uma perspectiva estritamente formal strm@m, nos planos da sintaxe e da
semantica, respectivamente, sentencas que de fautren n&o teriam sentido no
contexto estrito da Logica de Predicados de Pran€@rdem. As negacdes, por
exemplo, aplicam-se apenas a formulas inteiras; @ ser uma férmula, um
quantificador, tomado isoladamente, ndo pode sgadop. Além disso, ndo faz
qualquer sentido a construcéo de duas teorias f®rarabas inconsistentes, e tais que a
cada uma das duas teses apresentadas em uma @uwleespa outra, uma tese

equivalente.

Examinemos, pois, como foram feitas as modificac@ecessarias para a

obtencéo de um leitura com sentido das formulasara.

As Semanticas de Qe Q

Originalmente, @ e @ foram apresentados como sistemas semanticos cuja
linguagem (vocabulario e sintaxe) € a do Calculd’dedicados Classico de Primeira
Ordem com Identidadé As semanticas de;@ Q diferem, tanto da semantica classica
quanto entre si, no que diz respeito a nocasatisfacaopara férmulas gerais, e sédo
constituidas, ambas, por modificacbes da seméawtassica que tornaram possivel
alterar, por um lado, a natureza da relacao deaqtek predicado l6gico da identidade,

e, por outro, a natureza dos valores passiveigmatisbuidos a uma variavel qualquer
da linguagem por uma valoracdo. Para tanto, faigoedistinguir entre o dominio de
uma estrutura e o universo do discurso de umadggm nessa estrutura, postulando a
existéncia potencial de algo que, mesmo nao pemeloccao dominio de tal estrutura,

pudesse estar no ambito do discurso. Essa distpud® ser vista como uma distin¢ao

1 Cf. LoPARK, Ibid., p. 243.
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entre linguagem e fato, considerando a possib#iddel que a linguagem extrapole o
dominio dos fatos (portanto, o dominio da estrueudas relagbes n-arias entre objetos
dessa estrutura) para alcangar, ainda que por ésnotliquo, algo que poderia ser de

natureza verbal, sem qualquer referéncia factmadficcao.

As semanticas de;@ Q sao obtidas a partir da semantica classica par dei
algumas modificagdes centrais. A primeira con®stedefinir uma interpretacdo como
um par ordenado cujo primeiro elemento €, precisénea ficcdo a que nos referimos
acima, chamadauestaoda interpretacdo — objeto qumde ou n&opertencer ao
dominio da estrutura em que se baseia tal intexget—, e o segundo elemento € uma
interpretacdo classica baseada no dominio dessatuest A segunda consiste em
definir a relacdo de identidade comdiagonaldo dominio da estrutura (isto €, como
relacdo binaria, entre objetos do dominio da aestutdeterminada pelos pares
ordenados formados por um mesmo objeto), relacs®m &azescida as demais relacdes
n-arias entre objetos desse dominio que, juntanoemieo proprio dominio, constituem
a estrutura definida. Quando @uestaopertence ao dominio da estrutura, temos uma
interpretacdo que em nada difere da interpretca@ssicla. Quando, todavia,gaestao
nao pertence ao dominio, a identidade néo se aplala. Assim, definir a relacdo de
identidade entre objetos do dominio como diagoaastrutura significa romper com a
semantica classica de Primeira Ordem, na medidguena identidade deixa de ser uma
relacdo inerente a qualquer objeto pertencentenagrso do discurso — ou seja, a
identidade deixa de ser algo préprio de tudo opmpoe ser alcancado como valor de
uma variavel da linguagem. Consequentemente, aicidi da relacdo de identidade
como diagonal do dominio da estrutura, que, na sgoaaclassica, coincide com a
condicdo metalinglistica de satisfacdo para forsnddatipo ‘x=y’, passa a ter, aqui, um

outro significado, e o fato de que ‘x=x’ néo valaishuniversalmente evidencia que
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nem todo valor possivel de uma variavel deveraisetbom objeto”. De fato, o que se
quer obter € uma situagdo em que o dominio datestrmdo esgota o universo do
discurso, ficando aberta a possibilidade de hdgergue nao deva ser tratado, no plano

da linguagem, como idéntico a si mesmo.

Assim, nos dois sistemas, teremos dois tipos adivside interpretacéo: as ditas
“interpretac6es normais”, cujo conceito coincidenc® no¢ao classica de interpretacgao,
onde dominio e universo de discurso sdo 0 mesmprdon e as interpretacdes nao
normais, onde o universo de discurso ndo se limitadominio da estrutura, mas

engloba também guestéo

A questdada interpretacdo nao €, de fato, necessariamantdbjeto. Nao pode,
no plano da linguagem, ser tratada como necessartanidéntica a si mesma, nem
como numericamente distinta de qualquer outro opjséja este outro objeto um
elemento do dominio, seja 0 que, por abuso de diggm, diriamos uma “outra”
questao Se for um objeto submetido a identidadeguastdondo sera um objeto “a
mais” no dominio, acrescentado a (e, portantoindistie) todos os outros objetos que a
esse dominio “ja pertenceriam”. Magjaestaopode ndo ser um objeto submetido a
identidade e, nesse caso, ndo pertencera ao dor@Gimmsequentemente, nesse ultimo
caso, ajuestaando integra qualquer relacao n-aria entre obgdoominio da estrutura
(em particular, ndo pertence a relagcdo unaria gustitui o proprio dominio), razao
pela qual situa-se no plano estritamente verbal. @8ee motivo, ela € introduzida
separadamente, como 0 primeiro elemento do parnadde que constitui uma
interpretacdo para Qu @, par ordenado esse que tem como segundo elemmato u
interpretacdo classica dos objetos do dominio eelagbes n-arias entre objetos desse

dominio.
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Se for um objeto, guestdondo se distinguird de algum objeto pertencente ao
dominio da estrutura; sera, portanto, esse objdesse caso, relembramos, a
interpretacdo correspondente serd classica, umaquez o dominio da estrutura
coincidira com o universo do discurso nessa ingagéo, e tudo o que puder ser dito,
no plano da linguagem, referir-se-4 aos objetoseddsminio. Consequentemente, as
semanticas de {& Q ndo postulam axisténciade uma ficcdo — em outras palavras:
nao postulama priori, que o universo do discurso seja, necessariametie, amplo
que o dominio de uma estrutura dada. Admitem panfeinte interpretacdes segundo as
quais todos os objetos alcancados pela linguagtejaesbem definidos em termos de
relages n-arias entre elementos do dominio, cetsovdo discurso coincida com esse
dominio e as férmulas de sexuacdo, de Lacan, skjmas. Admitem, portanto, os
sistemas Qe Q, interpretagcbes que ndo constituam modelos parfratlas de

sexuacao.

Se nao for um objeto classico,qaestdosera alcancada por uma variavel da
linguagem; pertencera, portanto, a unido entre minio da estrutura e o conjunto
formado pela propriguestdo Tal unido, contudo, pode ser classicamente dastoi
plano da metalinguagem, ondeestaocé tratada de modo usual, como objetblessa
medida, a unido entre o dominio da estruturagaestdoda interpretacao se distingue
do dominio da estrutura — e, portanto, no planmdtalinguagem, € possivel definir o
universo do discurso como um conjunto determinamcspus elementos. Esse conjunto
€ chamadaosobredominioda interpretacdo, e também se distingue perfeiteemeo

conjunto determinado pelos objetos pertencentedoatnio da estrututd— chamado

12 Dizer que ajuestddndo é idéntica a si mesma”, ou que “ndo se djgBmumericamente de outros
objetos” significa diferencia-la plenamentecdmceito classico dabjeta Nessa medida, sob a
perspectiva da metalinguagem, o conceitquistdo da interpretacédanto quanto o debjetqg sao
ambos objetos bem definidos.

13 No plano do conceito, guestdcé um elemento que pertence ao sobredominio dentempretacéo e,
no entanto, ndo pertence ao dominio dessagietacao.
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dedominioda interpretacdo. Nesse caso, havera no sobreioaigo que ndo pertence

a nenhuma relag&o unéria de objetos do dominio,anqualquer elemento de qualquer
relacdo n-aria (para > 1) entre objetos do dominio; em particular, algo oqd®
pertence nem mesmo a relacdo de identidade, tab aefinida na estrutura. Isso
equivale a dizer quequestagno plano da linguagem, somente pode ser alcampgda
negacdo de predicados. Contudo, a possibilidadeader algo que néo pertenca ao
dominio da interpretacao altera a extensédo degsgée, que passa a referir-se a tudo o
que ndo esteja na extensdo do predicado respeetpartanto, ndo mais apenas ao
complemento dessa extensdo relativamente ao dam@umo, do ponto de vista
interno a uma teoria que admitaaestdofora do dominio, ndo ha como estabelecer a
“quantidade dauestdd — pode-se mostrar que tanto faz admitir um, doigté mesmo
infinitos objetos fora do dominio —, 0 universodiscurso se apresenta menos como
um conjunto que como uma multiplicidade ndo muikonbdelimitada, digamos, um
campq da mesma forma, o complemento da extensédo deradicado qualquer da
linguagem relativamente ao sobredomithise apresentara, para a teoria, também como
um campo. Assim, a propria nocaoatenplementse torna insuficiente para descrever
as extensdes de negacdes de predicados — ext@ssassque, no entanto, claramente,

incluem os complementos dos respectivos predi¢ados

Do ponto de vista da metalinguagem, um campo € suimconjunto do
sobredominio da interpretacdo. Do ponto de vistario a uma teoria, um campo
engloba tudo aquilo de que se pode falar. Aquianm@nte, a natureza das semanticas
de Q e Q@ se manifesta: casocmestdopertenca ao dominio da interpretacdo, campos
aparecerao como conjuntos, determinados univocanpethds objetos que pertencem a

eles; caso auestdondo pertenca ao dominio da interpretacdo, os canmmtuirdo

* Tal como definidos, na metalinguagem, os conceit@®mplement@ sobredominio
15Cf. LoPARK, Ibid., pp. 254-256.
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conjuntos (mesmo que, eventualmente, o conjuntm)anas se apresentardo de modo
mais amplo e menos delimitado que tais conjuntascando referéncias da linguagem
gue ndo encontram referentes no plano dos obj&ts. referéncias ndo se podem
manifestar sendo pela negacao das expressdes gpbcaen a objetos — portanto, ndo
se podem manifestar sendo pela negacédo de preslicAslsim, no contexto de uma

interpretacdo que associe uma variavel da linguagequestao as negacoes de

predicados abarcardo toda e qualquer referénciaeqtega fora das extensdes dos
respectivos predicados, e ndo somente as extetse®mplementos dos mesmos com

respeito ao dominio.

Em particular, a extensdo da negacao da formetd, xuma interpretagdo nao
normal, ndo mais € o conjunto vazio. Tal extens@mtémn, certamente, 0 conjunto
vazio, mas, nesse contexto, abarca também aquileesgapa a referéncia objetual da
linguagem — isto €, abarca o sobredominio da irg&pao. Consequentemente, assertar
que algo seja diferente de si mesmo significardbestcer que algo ndo € um elemento
do dominio, ndo pertence a uma relacdo da estrigup@ortanto, ndo podera entrar na

composicao de um predicado. Isto podera ser fodoutgediante duas sentencas:

1) Existe algo que néo é idéntico a si mesmo

2) Nem tudo é idéntico a si mesmo

De um ponto de vista classico, tais sentencas gaiwatentes. Sua distingao
marca, porém, a distincdo entre os sistemae @, tanto quanto sua capacidade
expressiva, ao distinguir entre os significados qlantificacdes existencial e universal
ndo somente em termos de existéncia ou inexisténespectivamente, de objetos
pertencentes a um determinado dominio, mas em gedpoalcance precisamente

daquilo que ultrapassa qualquer dominio — e quesntanto, pode ser alcancado pela
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linguagem. Marca, ainda, a consisténcia de caddaspares de formulas de sexuagéo
apresentados por Lacan, tanto quanto a ndo equivaléem cada um dos sistemas,

entre cada uma das férmulas de um par e exatameatelas formulas do outro.

Para dar conta dessa distingédo, os sistemas @Q apresentam modificagoes,
cada um de maneira diversa, nos conceitos clasdiesatisfacdopara as formulas
gerais. Tais modificacbes baseiam-se, por sua mezacréscimo dos conceitos de
sobrevaloracéoe sobrevaloragcdo normaho conceito classico dealoracdd® uma
sobrevaloracédo € uma funcdo que associa, a cadaelada linguagem, um elemento
do sobredominio da interpretacéo; é ditmmal emx, se associa a um elemento do
dominio da interpretacdo. Além disso, uma sobresafm s’ é x-variante de uma
sobrevaloracde ses’ associa, a cada uma das variaveis quexn@s mesmos objetos
do sobredominio associados a tais varidveisspdCom fulcro nessas alteracdes, é
possivel definir a satisfacdo das formulas geraimmddo a prover significados diversos
as quantificacbes “existe algo” e “nem tudo”, quart@dm como escopo a mesma
formula, mediante a distincdo entre as quantifieacéxistencial e universal. Tais

significados diversos permitem, por fim, distingemtre as sentencas 1 e 2, acima.

Dadas uma estruturd, uma interpretacdo’l da linguagem sobrd, uma
variavel,x’, os quantificadores universal’, e existencial, 3’, um predicado unario,
‘¢’, uma sobrevaloragénda linguagem sobréJ, e mantidas as definicdes classicas de
formula verdadee, para as formulas atdmicas e moleculaetsfacéd’, os sistemas
Q1 e Q permitem distinguir entre os significados das qfiaatdes existencial e

universal mediante as seguintes defini¢des:

18 Ct. LoPARK, Ibid., p. 244.
1 Cf. LoPARK, Ibid., pp. 243-245.
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Q[V]: Uma sobrevaloracéae satisfaz a formul&x ¢x’ se toda sobrevaloracao

s'x-variante dese normal enx satisfaz a formulagx’;

Q:[3]: Uma sobrevaloracae satisfaz a formula3x ¢x’ se héa sobrevaloracao

s'x-variante des tal ques’ satisfaz a formulagx’.

Q.[V]: Uma sobrevaloracéo satisfaz a formulavx ¢x’ se toda sobrevaloragéo

s'x-variante des satisfaz a formulagx’;

Q.[3]: Uma sobrevaloracae satisfaz a formula3x ¢x’ se héa sobrevaloracao

s'x-variante des e normal enx tal ques’ satisfaz a férmulagx’.

Tais definigcbes, assim como as correcdes aplicasi&&mulas do par feminino,
podem ser vistas como sugeridas pelas transgregséssentes nas férmulas de
sexuacgao originais. Ha uma simetria em tais formyulaarcada tanto pelo uso das
quantificacdes quanto pelo das negacbfes — preaants elementos semanticos
alterados nos sistemas; @ Q. Cada par dessas formulas é constituido por uma
expressao na qual ocorre um quantificador existéecuma expressao na qual ocorre
um quantificador universal. No par masculino, hawerpressao que contém uma barra
superior (um simbolo de negacdo...), e outra quecodatém nenhuma barra superior; as
expressdes do par feminino resultam do acréscimexp@ressdes do par masculino, de
uma barra superior sobre o simbolo de quantificagsigectivo. Assim, o par masculino
€ constituido por uma expressado que contém uma baperior, enquanto a outra nao
contém nenhuma barra superior, e 0 par femininongtituido por uma expressao que
contém uma barra superior, enquanto a outra comiéas barras superiores. Tais
caracteristicas sintaticas, interpretadas sob umopde vista classico, sugerem que as
férmulas de sexuacdo do par feminino sejam, pneeete, a negacdo das férmulas do

par masculino — interpretacdo que, no plano seo@nthantém a simetria: cada uma



23

das férmulas de cada um dos pares diz exatamentatoario da outra féormula do
mesmo par; 0 que é dito por meio da formula quééoorum quantificador existencial,
num par, é exatamente o que é dito por meio daulérmue contém o quantificador
universal, no outro; por fim, o que é dito por mda formula que contém uma barra
superior, num par, é exatamente o que € dito par daeférmula que contém uma barra
superior, no outro, e o que é dito por meio da tdangque ndo contém nenhuma barra
superior, num par, é exatamente o que é dito péo ae férmula que contém duas
barras superiores, no outro. Se, contudo, na seaaiéssica de primeira ordem, cada
um dos pares é formado por formulas contradit@jasm cada um dos pares, hd uma
formula equivalente a uma férmula do outro par,ameente as caracteristicas sintaticas
dessas formulas, por meio das transgressdes nofep@nino, sugerem que as
quantificacdes existencial e universal, em suawda¢do com as negacdes, sejam lidas
sob uma perspectiva néo classica, distinguinde estiextensées dessas quantificacoes,
bem como entre as extensdes de suas respectivagdaeg Sugerem, ainda, que a
simetria entre as férmulas seja rearticulada. fajuente isto o que as semanticas ge Q

e @ perfazem.

Nos contextos de {& Q, as formulas de sexuagcdo ndo mais serdo contiadito
em cada um dos pares, nem cada uma dessas foiseudasquivalente, em cada uma
dessas semanticas, a uma formula do outro par. rfaufa existencial, no par
masculino, que contém uma ocorréncia do simbolmefgcdo, dira exatamente o
mesmo, em @ que a negacao da formula universal, no par fermjnem Q, que
também contém uma ocorréncia do simbolo de negac&amula universal, no par
masculino, que ndo contém ocorréncia do simbolredacao, dira em@xatamente o
mesmo que a negacao da formula existencial dogpainino em @, que contém duas

ocorréncias do simbolo de negacao (exatamente namaontexto classico). Por outro
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lado, tanto a férmula existencial quanto a férmutdversal do par masculino dirdo
exatamente o contrario do que dizem suas respsairgacdes, no par feminino, caso
sejam todas interpretadas no contexto exclusivamdatQ, ou de Q (exatamente
como num contexto classico). A simetria entre amifilas de sexuacdo €, portanto,
reposta, mediante a simetria entre as semantic&3 &eQ, como rearticulagdo das
relacdes de contradicdo e equivaléncia entre é8gasilas num contexto classico: a
cada uma das formulas de cada um dos pares candespem cada um dos sistemas,
exatamente uma que Ihe é contraditéria, e a cadadas formulas de cada um dos
pares corresponde, num sistema, exatamente umall&mo outro par, no outro

sistema, que Ihe é equivalente.

Assim, nos contextos de;@ Q, as férmulas de sexuacao constituirdo teorias
formais dos sistemas;@o par masculino) e £Jo par feminino), cujos modelos seréao
interpretacbes ndo normais (ou seja, ondguastdondo pertence ao dominio da
estrutura) nas quais o predicaglc@ associado ao dominio da estrutura. Em particular
podemos entendegr como uma escrita alternativa para a diagonal doigio — ou seja,

nossa identidade. Dessa forma, teremos:

« 3dx-x=x serd verdadeira segunddJ em Q, pois had uma
sobrevaloracaa’x-variante de qualquer sobrevaloragdda linguagem
tal ques’ associar a questdode 7 — e, portantos’ ndo satisfaz = x.
Logo, pela definicdo de satisfacdo para formulakeoutaress’ satisfaz
-x = x. Logo, toda sobrevaloracdo da linguagem satidfazx = x.
Consequentemente, pela interpretacédo¢detoda sobrevaloracdo da

linguagem satisfazx—¢x;
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« Vxx = x serd verdadeira segundd em Q, pois toda sobrevaloracédo
s'x-variante de qualquer sobrevaloragada linguagem é tal que, seé
normal emx, entéos’ ndo associa aquestdode ’J. Portantos’ satisfaz
x = x. Logo, toda sobrevaloracdo da linguagem satisfazc = x.
Consequentemente, pela interpretacédo¢detoda sobrevaloracdo da
linguagem satisfazx¢x;

e —dx-x=x serd verdadeira segundo’? em @, pois toda
sobrevaloracae'x-variante de qualquer sobrevaloragada linguagem é
tal que, ses’ é normal emx, entdos’ ndo associa a questdode ‘7.
Portanto, s’ satisfazx = x. Logo, pela definicido de satisfacdo para
formulas molecularess’ ndo satisfazwx = x — e, consequentemente,
nenhuma sobrevaloragéo da linguagem satistazx = x. Assim, pela
definicdo de satisfacdo para formulas moleculaes sobrevaloragéo
da linguagem satisfaz3x —x = x, e segue-se pela interpretacaodde
gue toda sobrevaloracdo da linguagem satistaz-¢x;

e —Vxx=x serd verdadeira segundod em Q, pois ha uma

sobrevaloracaa’x-variante de qualquer sobrevaloragida linguagem

tal ques’ associar a questdode ‘7 — e, portantos’ ndo satisfaz = x.
Logo, nenhuma sobrevaloracdo da linguagem satisfazc = x.
Consequentemente, pela definicho de satisfacdo gdarmulas
moleculares, toda sobrevaloracdo da linguagemfaatisvx x = x, e

segue-se pela interpretacéogleue toda sobrevaloracdo da linguagem

satisfaz—Vxgx.
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O sistema Qp

Em sua dissertacdo de mestrado, Fernando Pawdd®no'® apresentou duas
extensOes cumulativas da seméantica original ged€hominadas sistemas @ Qp. A
primeira dessas extensdes incorporou nomes e simhaicionais a linguagem dg,Q
fazendo corresponder a esses nomes e simbolosraigina seméantica dg,@bjetos
que pertencem ao dominio da estrutura e operacaeasndefinidas nesse dominio,
respectivamente. A segunda dessas extensfes immorparametros a linguagem da
primeira extensao, fazendo corresponder a essametps elementos do sobredominio
da estrutura, e, aos simbolos funcionais, operagd@&sas entre elementos desse
sobredominio. Com base nesta segunda extensaandddapresentou o calculo
dedutivo S, sistema de deducgéo natural corretar@leto relativamente a;QProvou,
afinal, em S, que o sistema @ definivel em Q- isto é, que a semantica de @m

particular, no que diz respeito a satisfacdo damutas gerais) € expressavel em Q

Visto que a extenséoigcontém a extenséo;Qe que o sistema dedutivo S foi

construido para {9, descreveremos o sistema, @0 que se segtre
Foi definida uma linguage®l para Q,, cujo vocabuléario é o seguinte:

a) Um conjunto infinito e enumeravel dariaveis {x, x,, x5, ...};
b) As seguintegonstantes logicas
)] O conectivo unario daegacao‘—’;
i) Os conectivos bindrios danjuncag ‘A’, disjungdq ‘Vv’, implicacao
material ‘>’ e bi-implicagdo materigl‘<’;

i) Os simbolos de quantificac@gistencial ‘3", e universal ‘V’;

8 ADORNO, Fernando Paulo Christ®ois Sistemas de Légica Ndo Reflexidissertacdo de Mestrado.
Séo Paulo: Universidade de S&o Paulo, 2001.
19 Cf. ADORNO, Ibid., pp. 10-16.
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iv) O simbolo degualdade ‘=’;
c) As seguintes constantes nao-logicas:

) Um conjunto infinito e enumeravel demes{a, a,, a,, ...};

i) Um conjunto infinito e enumeravel garametros{p, p4, ...};

i) Um conjunto infinito e enumeravel dgémbolos funcionajg 1, 1,
for 2 8 s

iv) Um conjunto infinito e enumeravel démbolos de predicadp§P?,
P}, P}, .. ,P? P? PZ .}

d) Ossinais de pontuacaq' e ‘).

As variaveis, nomes e parametros foram chamatiobolos individuaisle £';

0S nomes e parametros foram chamamoeomes
A partir desse vocabulario, upno-termode Q, foi definida como a seguir:

a) Um simbolo individual d&’;
b) ¢}ty ..7,, onde; € um simbolo funcional e,, ...r, S80 pro-termos
quaisquer da linguagem.

As pro-formulas atdbmicade Q, foram definidas como expressdes da forma:

a) Mf'ty,..., T,, ondell! é um simbolo de predicadorg ..., 7,, S80 pro-termos
quaisquer da linguagem;

b) 7, = 7,, onder; et, sdo pré-termos quaisquer da linguagem.
A partir dessa base, foi definigad-formulade Q, como a seguir:

a) Todapro-formula atbmica umapro-formulg
b) Sea ep sao pré-formulas quaisquer, entdo sdo pro-formulascularesas

expressdes da formad’, ‘(a AB)’, ‘(aVB), (a>pB) e'(a < B);
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c) SeQ é um simbolo de quantificacdp¢ uma variavel & € uma pro-formula
qualquer, enta@§a € uma férmulageral (nestas, a sequéncia de simbolos
Q§ foi chamada unquantificador ema, e a foi chamado oescopo do

quantificadorQs).

Uma ocorréncidigada de uma variave§ numa formulaa foi definida como
uma ocorréncia d§ que compde um quantificad@®§ em a, ou que se encontra no
escopo de um quantificad@§ em a; caso contrario, tal ocorréncia §eem a foi

definida comdivre.

Uma pré-sentencafoi definida como uma pré-formula que ndo contém
ocorréncia livre de varivel.
Foi chamadardem alfabéticaaquela induzida pela ordem crescente dos indices

desses nomes.
Uma estrutura para Q) foi assim definida como:

a) Um conjunto ndo vazigA| chamadalominioda estrutura;
b) A relacdo de identidade €|, =4;
c) Um certo numero de relacfes n-arias|dm paran > 1;

d) Um certo numero de operac¢des n-ariag &mparan > 1;

Umaproé-interpretacao ?ﬂp de L’ numa dada estruturafoi definida como o par

ordenadd ‘7, 7,), onde:

a) 7 é um par ordenad@,,7), onde:
)] ?,, chamada ajuestdode ’7,, é um elemento que pode ou n&o

pertencer §4|;

i) J é uma funcdo que associa:
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1) A cada nome, um objeto,7(c), tal quei(c) € |A|;
2) A cada simbolo funcionap?, uma operagao n-arid(e}), em
| AT
3) A cada simbolo de predicadt}, uma relacdo n-aridg,(11}), em
|A].
b) 7, € uma funcdo que associa:
) A cada nome, o objetad(¢);
1) A cada simbolo funcional?, a operagao n-arie(¢});
i) A cada simbolo de predicadd, a relacédo n-aria(I}');

V) A cada parametrg, um objeto], (), tal qued, (&) € {?;} U |A|.
O conjunto{?, } U |A| foi chamado cobredominiale 77p.

Uma pro-interpretacéo 77p de £’ numa dada estruturé foi dita pr6-completa
se, para cada um dos elementos do sobredominicfﬂ,gieexiste um pronome’

associado a esse elemento 6&};.

Uma sobrevaloracdos numa estrutural com respeito a uma proé-interpretacéo
?ﬂp de £’ foi definida como uma fung¢éo que associa as veisayeL’ a elementos do

sobredominiale ?ﬂp. Tal sobrevaloracao foi diteormal em§ ses(§) € |A].

Duas sobrevalorac6es quaisgei@rs’ foram ditass-variantesse, para tod§’ tal

que§’ # §, s(§) =s'(§).

Dadas uma pré-interpreta(;é?dp de £ numa estruturd e uma sobrevaloracao

s emA com respeito a77p, afuncéo preenchimento poﬁp foi definida como a funcgéo
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que associa, a cada pro-termde £, um elementcrgp (t) do sobredominio déﬂp tal

que:

a) Sert € uma variavel, entag () €s(1);
b) Set € um pronome, ent&g (7) €7,(7);
c) Sert é daformaplt, ...7,, entéo:
) 53,(T) € jp(q;?)sgp (t1) -..53,(tn), se para todok (1 <k <n),
s3,(Ti) € |A];

i) S1, (1) €74, caso contrario.

Dadas uma pré-interpretagé?dp de £’ numa estruturd, uma sobrevalorac&o
emA com respeito a?ﬂp e uma pro-férmula, foi definido ques satisfaza segundo
?

J

» S€:

a) a € atbmica, e:
i) a € 17Ty, ..., Tn, € (7, (11) .59, () € T, (I17);
ii) a €ty =Ty, €(s7,(71),57,(72)) € =4;
b) a € molecular, e:
i) a é -, es ndo satisfag segundo 7,;
i) a é (B1 A B,), es satisfaz tant@®, quantoB, segundo’7,;
iii) a é (B, V By), es satisfazB; oup, segundo?ﬂp;
iv) a é (B, D B,), es ndo satisfap; ou satisfaz?, sequndo’7,;
V) a € (B; & B2), es satisfaz tant@, quantopB, segundo ?ﬂp ou nao

satifaz nenmB; nemg, segundo’7,;
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C) a égeral e:
) a éV§B, e qualquer sobrevaloracdo§-variante des normal em§
satisfazf segundo7,,;
i) a € 3§B, e ha sobrevaloracadd §-variante des tal ques’ satisfazB

segundo ’7,,.

Uma pré-sentenca qualquer foi definida comoverdadeira segundo?ﬂp se
qualquer sobrevaloracdo efincom respeito a?ﬂp satisfaz a, e comofalsa segundo

?ﬂp se nenhuma sobrevaloragéo #raom respeito a?ﬂp satisfaz a; além dissog foi
definida como pro-valida logicamentese € verdadeira segundo qualquer proé-
interpretacdo, e como pro-consequéncia légica deconmunto qualquer de pro-
sentencasl’, se, em qualquer pré-interpretagéﬂ},, toda sobrevaloracdo que satisfaz

todas as pré-sentengasldeegundo?ﬂp também satisfaz segundo77p.

A definicdo deconsequéncia tautolégicde uma pro-sentenca a partir de um

conjunto de pro-sentencgas foi mantida classica gim Q

Para nossos propositos, cabe especial atencam;@ssndgparametroe funcao

preenchimento por'd,.

Os parametros séao artificios da linguagem que pemmiratar ayjuestdode ?ﬂp
como se fosse um objéfo Desempenham, no plano da linguagem dg @ papel
semelhante ao desempenhado por expressdes conud, “alg “alguma coisa”, na
linguagem natural. E possivel, com efeito, dizex tplgo nio é idéntico a si mesmo”,
ou que “duas coisas nao idénticas a si mesmas odenp ser nomeadas”. Tais

expressdes ndo sao propriamente nomes; visammgste, referir-se a objetos do

20 Cf. ADORNO, Ibid., p. 7.
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universo do discurso sem que seja preciso nomea-los referir-se a esses objetos
guando nomeé-los é impossivel. De um ponto de @idszsico, “algo” e “alguma coisa”
(tanto quanto ajuestaode 77p) se referem a objetos, funcionando como espéaes d
variaveis que, ao invés de admitir quaisquer objeto dominio, admitem objetos
dotados de certas propriedateslo contexto de ¢, 0s parametros estdo associados a
elementos do sobredominio d@p — portanto, a elementos que podem ou nao ser

objetos, por um lado, e, por outro, que podem ow $& nomeaveis no plano da

linguagem.

A funcgéo preenchimento poﬁp garante que, no plano da metalinguagem, dada
uma operacao n-aria sobre elementos do sobredodgnima estrutura, seqaestaada
interpretacdo for um dos argumentos dessa operagéan sera também o valor dessa
operacado. Isso significa ndo ser possivel admgeracdes que tratem, no plano dos
fatos, objetos e ficcdes da mesma maneira: os atesiéo sobredominio da estrutura
dada séo objetos somente no plano verbal, e somestte plano podem ser argumentos
e valores de funcdes; no plano dos fatos, esca@panivocidade da funcéo, visto que
poderiam ser muitos e um s6é ao mesmo tempo, tamm @rgumentos quanto como
valores de uma determinada operacdo. Consequertteméo podem estar associados
(ou constituir, com outros objetos ou ficces, fea@rdenadas que estejam associadas)
a objetos por nenhuma operacdo, nem objetos podatesaestar associados (ou
constituir, com outros objetos, n-uplas ordenadas estejam a eles associadas). Em
particular, isso significa que as ficgcoes (ou sgjse aguestao ouquestbesie ?ﬂp) nao

podem ser indexadas, visto que ndo podem ser gad@@ma funcdo que tenha como

2L Smullyan utiliza este artificio na terceira patéeFirst-Order Logic, para quantificar prefixos de
configuracdes sem fazer incidir tais configuesz8obre objetos quaisquer, mas sobre objetos com
determinadas propriedades. QiUBLYAN , Raymond MFirst-Order Logic New York: Dover, 1968,
pp. 146-147.
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dominio o conjunto dos ndameros naturais, do queordecque nao se distinguem

numericamente.

Em razdo da funcdo preenchimento pdf,, um pro-termo qualquer da
linguagem que tenha como argumentguastaoda pro-interpretacédo estara associado,
recursivamente, a proprguestdoda pro-interpretacdo. Logo, se uma pro-interpéetac
for pré-completa, havera um parédmetro associado gswa pro-interpretacdo a
denotacdo de qualquer pré-termo que tenha comomaro aquestdoda pro-
interpretacdo, tanto quanto havera pronomes askscipor essa pro-interpretacdo a
denotacdo de qualquer pré-termo que tenha comomargos apenas objetos do
dominio. Isso permitira que dispensemos os simbofasonais em nossa normalizacao
do célculo dedutivo S, tratando os termos comoavers, homes ou parametros da

linguagem sem, com isso, prejudicar a coextens@ms&o sistema com o sistema S.

O sistema S

Apresentado como um sistema de deducéo natural @gr o sistema S é
constituido pela definicdo deré-deducédp base a partir da qual é possivel estender,
recursivamente, uma pro-deducéo dada aeolimhas f > 1) a uma proé-deducdo com
n + 1 linhas mediante 11 regras de inferéncia. Desgaaggeas mais significativas, no
que diz respeito a semantica dg,@&o as da Introducdo de AxiomasAX4) e da
Instanciacdo Universall). A primeira, porque garante que cquestdondo seja
alcancada por pré-sentencas atbmicas, e, portaue, nada se podera predicar
positivamente dguestdo A segunda, porque garante quguestaondo seja instancia
de nenhuma sentenca universal, refletindo, assimgcdo de satisfacdo apresentada

para as sentencas universais e Q
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Uma pro-deducdp em S, foi definida como uma sequéncia finita iidas
l,1,, ..., 1, cada uma das quais tem a fonm@) a, ondei € onumero da linhgisto é,
0 numero natural que identifica a linha)¢ aafirmacéo da linha (portanto, uma proé-
sentencga) @ € oconjunto das dividas da linhia(isto €, um conjunto de niameros de

linhas ndo superioresia

Uma pré-sentencg foi ditamencionada em sef € a afirmacéo de uma linbha
numa pro-deducdo iepertence ao conjunio das dividas de uma linfjadessa mesma

pro-deducdao.

As seguintes regras permitem estender uma prégéedd em S comj — 1

linhas § > 1) a uma pré-deducad’ em S cony linhas, acrescentando-se:

a) Por meio da regrR, a linha {j} (j) a, ondea € uma pro-sentenca qualquer;

b) Por meio da regrAxi, a linha® (j) a = a;

c) Por meio da regrAx,, a linha® (j) a o ¢ = £, sea é atbmica € ocorre em
a;

d) Por meio da regrd, a linhay, U..upu, (j) B, se B € consequéncia
tautologica de ¢, ...@,} € se ocorrem, end, as linhasu;, (i;) a4, ..., U,
(in) an;

e) Por meio da regr&, a linhau (j) « © 8, se ocorrem, e, as linhas {;}
(i) a ep U {iy} (i2) B;

f) Por meio da regriJ, a linha:

)] u (j) a(t), se ocorre, enb, a linhau (i) V§a, set € um pro-termo
em que ndo ocorrem variaveis nem parametros, e atdeé o
resultado da substituicdo de todas as ocorrén@a$ em a por

ocorréncias de;
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h)

)

K)
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i) U U ..U, (j) a(r), se ocorrem, e, as linhasu (i) V§a, uy
(i;) & =&, oy (i) &, =&, set € um pro-termo em que nao
ocorrem variaveis, s§, ..., &, Sa0 0s parametros que ocorremeEm
e ondex(7) € o resultado da substituicdo de todas as ocoaede§
ema por ocorréncias de;

Por meio da regr&U, a linhau (j) V§a, se ocorre, ey, a linhau (i) (o),

se ¢ € um pronome que N0 ocorre em nem nas pro-sentencgas

mencionadas em, e ondea(t) é o resultado da substituicdo de todas as

ocorréncias d§ ema por ocorréncias de

Por meio da regrie, a linhay; U us (j) B, se ocorrem, e, as linhag,;

(iy) 38a, {iz}(iy) a (&), us U {iy} (i3) B, se& € um parametro que ndo ocorre

ema, nem emB, nem nas pré-sentencas mencionadag£gme ondex($) é

o resultado da substituicdo de todas as ocorréde@ema por ocorréncias

des;

Por meio da regr&E, a linhau (j) 3§a, se ocorre, end, a linhau (i) a(7),

se T € um pro-termo em que nao ocorrem variaveis, e @@) é o

resultado da substituicdo de todas as ocorrénei§seth a por ocorréncias

der;

Por meio da regr&, a linhay (j) 3§a, se ocorre, enD, a linhayu (i)

—V§-a«;

Por meio da regrh a linhau, U u, (j) 5, se ocorrem, em, as linhas; (i;)

T, = Ty, {U}(iy) a, set, et, S80 pro-termos em que NAo ocorrem variaveis

e sef é o resultado da substituicdo de uma ou mais @uwuas de,, ema,

por ocorréncias de,.
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2. O Sistema QG

Linguagem

A linguagemde Q@G é formada por:

e)

f)

9)

h)

Um conjunto infinito e enumeravel dariaveis {x, x;, x,, ...};

As seguintegsonstantes ldgicas

V) O conectivo unario daegacao‘—’;

Vi) Os conectivos binarios daonjuncdo ‘A’, disjuncdq ‘v, e
implicacdo materigl‘>’;

vi)  Os simbolos de quantificac@wistencial ‘3", e universal ‘V’;

viii) O simbolo degualdade ‘=’;

As seguintes constantes ndo-logicas:

V) Um conjunto infinito e enumeravel demes{a, a,, a,, ...};

Vi) Um conjunto infinito e enumeravel garametros{p, p4, ...};

vii)  Um conjunto infinito e enumeravel démbolos de predicadp§P?,
Pl Py, .. P% P? P2 ..}

Os seguintesimbolos auxiliares

) Paréntesessquerdo’(’, e direito, *)’;

i) O simbolo démplicacdo sequencial—'%.

%2 Sigo, aqui, a notacdo original de Gentzen (eilNtZEN, GerhardRecherches sur La Déduction
Logique Trad. Robert Feys e Jean Ladriére. Paris: Préhsgsrsitaires de France, 1955, p.8).
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Sintaxe

Um termo sera umnome parametroou variavel da linguagem. Unmomeou
parametrosera dito unpronome outermo fechadpe umavariavel umtermo aberto

Saoférmulas atdbmicass expressdes da forma:

c) Mfty,..,t,, ondell} € um simbolo de predicadot, ..., 7, S80 termos
quaisquer da linguagem;

d) 7, = 7,, onder; et, sdo termos quaisquer da linguagem.

A partir dessa base:

d) Todaférmula atdbmicaé umaférmulg

e) Sea ep sado formulas, entdo sdo também férmulas as expesa forma
‘—a’, ‘(aAB), ‘(aVvB), e '(a>p) (tais expressdes sdo ditBsmulas
moleculare}

f) SeQ é um simbolo de quantificac&, uma variavel e é uma formula,
entdoQ§a é também uma foérmula (tais expressdes sao fditamilas gerais
nestas, a sequéncia de simbadpgssera ditaquantificador ema, e a sera

ditaescopo do quantificadas§).

Uma ocorréncidigada de uma variaved numa férmulax € uma ocorréncia dg
que compde um quantificada@§ em a, ou que se encontra no escopo de um

quantificadorQ§ ema; caso contrario, trata-se de uma ocorréliia de§ ema.

Umasenten¢a uma formula que ndo contém ocorréncia livreatével.
A ordem alfabéticados nomes é aquela induzida pela ordem crescearste d

indices desses nomes.
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Serl é asequénciale formulagp;, ..., B} € @ € uma formula (que pode ou nédo
pertencer &), entao:

a) I'a éasequéncia de formulgs, ..., B, Brns1}, ONdEL, 1 = «;

b) a, ' é a sequéncia de formulgs,, ..., a,, an+1}, ONdea; = a e, para cada

L1<i<n, a4 =p-

SeTl é asequénciade formulas{p,, ..., B} € A é é asequénciade férmulas
{B1i, ..., Bm}, entdol,A é a sequéncia de formuldg,, ..., B, Bns1s -+ Bnem}, ONdeE
Br+1 = Bi €Brsm = Bm-

Sel e A s@o sequéncias finitas (e possivelmente vaziadpmeulas, entdo
I' > A sera dito unsequentgl’ sera dito antecedentee A, o consequentado sequente
- A

Umafigura de deduca@® uma articulacdo entre sequentes que tem a seguin

forma:

61 e Gn
— ,paran > 1,
z p

onde 0s sequentes,, ..., S, sdo ditossequentes superioreda figura, enquanto o

sequent& é ditosequente inferioda figura.

Umaderivagcaoconsiste em um certo numero de sequentes (pelosman) que

formam entre si figuras de deducgao da seguinte in@ane

a) Todo sequente € o sequente inferior de, no méaxima, figura de deducao;
b) Todo sequente (com excecdo de um uniceequente findlé o sequente

superior de, no minimo, uma figura de deducéao;
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c) Se um sequente ndo € sequente inferior de nenhigana fle deducéo, entdo

este sequente € um posulado (ou seja, toda sérise@igentes, numa

derivacao, tem inicio com um postulado).

Se 0 sequenté — a for o sequente final de uma derivacao, diremoshguema

derivacdo do sequenfe- a.

Diremos que uma sentengaeé derivavela partir de um conjuntd de sentencas

se houver uma derivacéo do sequénte a.

Para o que se segue, fixaremos a seguinte notacao:

a) letras gregamindsculascom ou sem subscritos ou sobrescritos, signifcara
sentencas;

b) letras gregamailsculascom ou sem subscritos ou sobrescritos, sign#aar
sequéncias de sentencas;

c) ‘k’, com ou sem subscritos ou sobrescritos, signdicen parametro;

d) ‘§, com ou sem subscritos ou sobrescritos, signdicena variavel;

e) ‘a(k) significara a sentenca resultante da substituigko todas as
ocorréncias da variave§na formulaa por ocorréncias do pronome’;

d) ‘a[k,//k,] significara a sentenca resultante da substituitgitama ou mais
ocorréncias do pronong na sentenca(k;) por ocorréncias do pronome

k,.

Dispensaremos também os parénteses cuja subtmdgdoroduza ambiguidade

na leitura das formulas.
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Postulados
Sequente Fundamental a—-a
Il (Introducéo da Identidade -a=a

IOC (Introducgédo de Objetos Classigos a —» k =k

desde que seja atbmica & ocorra

ema.
Esquemas estruturais
Atenuacdo (no antecedente)  ———
enuacao (no antecedente
¢ al-o
. r-o
Atenuacédo (no consequentee)
N-o,a
5 o,o, -
Contracao (no antecedente) —_—
ol'->P
Contragdo ( te) '-o,0,a
ontragdo (no consequente —_—
¢ g '-o,a
P tacs tecedent AapToo
ermutacdo (no antecedente) —————
gao ( ) AB,al-o
5 -o,a,p6,A
Permutacdo (no consequente) ——————
r-o,,a,A

-o,a a,A-A
rA-® A

Corte
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Esquemas operacionais

al-o BIr-d
(@AB)[=>® (aAB)I>P

ICA (Introducéo da Conjuncdo no Antecedgnte

ICC (introdug&o da Conjung&o no C et 0P
(ntrodugZo da Conjungéo no Consequgnte— ———"o,

JIT-d BI-d
(aVvB),[->D

(04
IDA (Introducéo da Disjuncéo no Antecedénte

N-o,a -o,3
'-o,(avp) I'-d,(aVvp)

IDC (Introducao da Disjuncdo no Consequgnte

a(k)-o A—k=k
v§a,IL'A—d

IUA (Introducéo do Universal no Antecedente

r-®,a(k)

IUC (Introducéo do Universal no Consequénte T v

desde qué& n&o ocorra na
concluséo.
~ . . a(k) -
IEA (Introducédo do Existencial no Antecedgnte——————
A§a,I'->P
desde qué ndo ocorra na
concluséo.
r-o,a(k)

IEC (Introducdo do Existencial no Consequgnte——————
( ¢ que 0350

N-o,a

INA (Introducdo da Negacao no Antecedénte ——————
( G gac ¢ Sal—®

al-o

INC (Introdugéo da Negacgdo no Consequégnte [



-o,a B, A=A
(a2 B),[,A-D,A

[IA (Introducao da Implicacdo no Antecedente

IIC (Introducio da Implicaca c I al-d,3
o W8
(Introdugao da Implicaéo no Consequenter— "~ "o

'-k,=k, A-a
IA-alky//k;]

S| (Substituicao de Idéntichs

Leitura dos sequente®’
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SeTl é a sequéncia de formulde,...,a,}, A é a sequéncia de formulas

{B1, -, Bx} € B € uma formula qualquer, entdo o sequdhte A equivale a seguinte

féormula:

a) (A AoAay) D (B V...V, sel # @ el # @;
b) BV ..V By, sel =@ el + 0,
c) (1 A..Aay) D(BA-B),sel # @ el =0

d BA-B,sel =0 elA=0.

23 Cf. GENTZEN, Ibid., pp. 129-130.



43

3. Equivaléncia entre os sistemas Q&G Q

A equivaléncia entre os sistemas {X5Q sera demonstrada provando-se, por
um lado, que toda sentenca dedutivel em S a mlrtirm conjunto de sentencBse
derivavel a partir d&€ em QGQG, e, por outro lado, que toda sentenca derivapelir de

um conjunto de sentencBem QG é dedutivel a partir deem Q.

1. Sea é dedutivel em S a partir de um conjunto de seatn entdoa €

derivavel a partir d€ em QG.

Prova: por indugdo no nimenade linhas de uma deducgéodaa partir dd” em S.

(i) n=1.
Sen = 1, entdoa foi deduzida em S a partir fgpor uma das seguintes regras:

a) P,
b) Axjy;
c) AXy;

d) T.
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a) Sea foi deduzida em S a partir depela regra P, entdo= {a}, e, trivialmente,
a derivacdo correspondente dea partir del’ em QG serd o sequente
fundamentalr - «a.

b) Sea foi deduzida em S a partir depela regra Ax entdol' = @ ea €a = a.
Neste caso, portanto, a derivacdo correspondenteadeartir de’ em Q@G sera
0 postulado~ a = a.

c) Sea foi deduzida em S a partir depela regra Ax entdol’ = @ ea €(f D k =
k), ondep é atdbmica & é um parametro que ocorre gmNeste caso, portanto,

a derivacao correspondenteala partir dd” em Q@G seré:

B-k=k

-Bok=k (lIC)
d) Sea foi deduzida em S a partir depela regra T, entdo, visto que nslé
consequéncia tautoldgica @e e, portantog € uma tautologia. Assim, temos a

mostrar que todas as tautologias sdo derivaveista ge® em QG, para 0 que

mostraremos o seguinte:

l. As tautologias da forma > (8 D a) séo derivaveis a partir de
em QG;

Il. As tautologias da forméa > B) > (a2 (B> y)) 2 (a DYy))
sao derivaveis a partir gdeem QG;

[l As tautologias da formé&-f > —a) o (a o ) séo derivaveis a
partir dep em QG;

IV.  AregradeModus Ponensy,a © /B € valida em Q&
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Derivacdo dex © (8 D «) a partir d&g em QG:
a—a

B,a = a (Atenuagao)

a—->B>Da (1c)

—a>(>a) (lIC)

Derivacédo d€a o ) o ((a 2 (8 2 y)) 2 (a D y)) a partir dep em QG:

y=r

a,y -y (Atenuacao)

a>f->a>f y-o>ady (1nc)
(@>p)2y,a>f->a>y (A)
adf-(a>B>7)>@>y) (1)

s @22 ((a2@B>p)>2@>y) (IC)

Derivacao dg€—-f D —a) o (a 2 B) a partir degp em QG:

BB

- BB (INC) a-a

- B, B (PermutacAo) —~a,a > (INA)
(=f 2> -a)a—-p (1A)
a,(~f > —a) - B (Permutaczo)
(=f2>-a)-a>dp (1C)

- (=f 2 —=a) D (a>dp) (e
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V. Para mostrar que a regra Medus Ponensa,a © /4, é valida em Q&
aceite-se que e a o B sejam derivaveis em QGENtdo h& derivacdo, em
QG,, dos sequentes,a e - a>f. Mas - a>p foi derivado,
necessariamente, de— f pelo esquema IIC, visto que ndo ha outra forma
de ser introduzida a implicacdo no consequentendeseguente em QG

Assim, a derivacdo correspondentefde partir dex ea © f em QQG sera:

-« -adf

B (Corte)

(i) n>1.

Sen > 1, entdoa foi deduzida em S a partir fgpor uma das seguintes regras:

a) P;
b) Ax1;
c) Ax2;
d) T;
e) C;
f) 1U;
g) GU;
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Suponha-se entdo que, me< n, e sea' foi deduzida em S a partir d& na

linham, entdoua’ é derivavel a partir d&' em QG.

a-c) Sax foi deduzida em S a partir depela regra P, Axou Ax, em outra linha

gue nao a primeira, entédo as derivagcdes corresptasldex a partir del’ em QG

sao, respectivamente, as mesmas apresentadasipacn =1.

d) Sea foi deduzida em S a partir depela regra T, sdo duas as possibilidades:

1.T =¢;

2.T # Q.

1. Sel' = @, entédo a derivagdo correspondentexde partir del'’ em QG é a

mesma apresentada para quandd.

. Sel'# @, entdol’ = I; U ...U I}, a € consequéncia tautologica{ds, ..., a;}
e, paral <i <, a; foi deduzida em S a partir dg na linha i. Visto que
[ < n, segue-se pela hipotese da inducadoaque derivavel a partir d& em
QG,. Além disto, sea € consequéncia tautologica e, ..., a;}, entdo
(.((epAay) A) Aay) D a é tautologia, e, portanta...((a; A ay) A
. )Aa) D a é derivavel a partir d® em QG; logo, o sequente-
(. (@ Aax) A) Aay) D a € derivavel em QG Mas— (... ((a; Aay) A
.. )Aq) D a foi derivado, necessariamente, de.((a; Aay)A...)A
a;) = a pelo esquema IIC, visto que ndo h& outra formsedéntroduzida a
implicacdo no consequente de um sequente em A§sim, a derivagéo

correspondente de a partir dd” em QQ sera:
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- o [, »a,

L0, —a A a, (ICC)

Fl_) a;

L0, e, I = (G (@ A a) A A @) (ICC) (.(((rha)AN..H)Aa) -«

L0, = a (Corte)

e) Sea foi deduzida em S a partir depela regra C, entém é a; D a,, e a, foi
deduzida em S a partir deu {a;} numa linhal tal quel < n. Assim, pela
hipotese da indugédo, existe uma derivacao em dg@, a partir del' U {a;}, e

a derivacdo correspondenteaa partir dd” em Q@G sera:

[La, - a,

> a, D>a, (IIC)

f) Sea foi deduzida em S a partir diepela regra IU, entd@ € B(k), ' =T U Iy,
v§p foi deduzida em S a partir dg numa linham tal quem < n, ek = k foi
deduzida em S a partir dB, numa linham' tal quem’ < n. H4, portanto, pela
hipétese da inducao, derivacbes em;@hto dev§p a partir del; quanto de
k = k a partir deT’,. Assim, a derivacdo correspondenteade partir del’ em

QG,; sera:

B(k) - B(k) Ibok=k

[} - V8B V8B, I, - B(k)  (IUA)

I, = B(k) (Corte)
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g) Sea foi deduzida em S a partir depela regra GU, entée é V§5, k € um
parametro que nao ocorre gmem enT e (k) foi deduzida em S a partir de
numa linham < n. Assim, pela hipétese da inducdo, h&a derivacag @ a
partir del" em QQ, e a derivacdo correspondenteada partir del' em QG

sera:

['-> B(k)

r-> v§s  (IUC)

h) Se a foi deduzida em S a partir depela regra IE, entdb =T, U3, I, =
{B(k)}, a foi deduzida em S a partir dg U T, numa linham < n, 3§p foi
deduzida em S a partir dg numa linhal <m e k € um parametro que nao
ocorre ema, nem emB, nem eml;. Assim, pela hipétese da indugéo, existem
derivacOes tanto de a partir del; U {8(k)} quanto de&a§p a partir del; em

QG;. Assim, a derivacdo correspondentexce partir dd” em QQ seré:

I3, B(k) - a
Bk), I3 - a (Permutacao)
[ - 386 3§, I3 - a (IEA)
[, ;- a (Corte)

i) Sea foi deduzida em S a partir depela regra GE,entédo € 3§f, e a(k) foi
deduzida em S a partir denuma linhan < n. Assim, pela hipétese da inducéo,
hé derivagdo dg (k) a partir dd” em QG, e a derivagédo correspondentenda

partir del’ em QG sera:
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['- B(k)

- 3§8  (IEC)

j) Sea foi deduzida em S a partir depela regra E,enta® € 3§43, e =V§-p foi
deduzida em S a partir denuma linhan < n. Assim, pela hipétese da indugéo,
hé derivacéo de.v§—p a partir del' em QG, e a derivacdo correspondente de

a a partir dd” em Q@ sera:

B(k) - B(k)

= B(k), —B (k) (INC)

- =p(k), B (k) (Permutacao)

- =f(k),388 (IEC)

- 3§B, -B(k) (Permutacao)

— 386, V§-p (IUC)

[ - —V§-8 ~V§-p — 386 (INA)

I - 3§p (Corte)

k) Se a foi deduzida em S a partir de pela regra |, entdad =T, UT,, a é
B(ki//k,), Ki=Kk, foi deduzida em S a partir dg numa linhal < n e g foi
deduzida em S a partir d&@ numa linham < n. Assim, pela hipotese da
inducdo, h& derivacdes tanto ke=k, a partir del; quanto de3 a partir del’,

em QQG, e a derivacao correspondentende partir dd” em QG seré:
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I >k =k, - p

[, T, = Blki//k;] (SI)

2. Sea é derivavel em QGem a partir de um conjunto de senterigasntaox €

dedutivel a partir dE em S.

Prova: por inducdo no numeno de aplicacbes de esquemas de inferéncia numa

derivacao dex a partir dd" em QG.

() n=o0.

Sen =0, entdoa foi derivada em Q¢Ga partir del’ por um postulado.

Consequentemente, ha trés possibilidades:

a) « foi derivada em Q@a partir dd” peloSequente Fundamental
b) «a foi derivada em Qga partir dd” pelalntroducéao da Identidade

c) «a foi derivada em Q@a partir dd” pelalntroducdo de Objetos Classicos

a) Se a foi derivada em QgGa partir del’ pelo Sequente Fundamentagntéo
[' = {a}, e a derivagéo de a partir ded’ em QG resume-se ao sequemnte- a.

Assim, trivialmente, a deducéo correspondente departir dd” em S sera:

B O « (P
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b) Sea foi derivada em QGa partir del' pelalntroducéo da Identidadeentdo
[' =@, e a derivacao de a partir dd" em QG resume-se ao sequenten = a.

Assim, trivialmente, a deducédo correspondente departir dd” em S sera:

0] () a =a (Ax1)

c) Sea foi derivada em Q@a partir del' pelalntroducdo de Objetos Classicos
entdoa ék =k, T = {B}, B é atbmicak ocorre enp e a derivacdo de a partir
de ' em QG resume-se ao sequenig— k =k. Assim, a deducgao

correspondente de a partir dd” em S sera:

o (@ Bok=k (AX2)
G+13GE+ 1) B (P)
(+1}(i+2) k=k G i+ 1T)

(i) Sen > 0, entdoa foi derivada em Qga partir del' por um dos seguintes

esquemas:

a) «a foi derivada em Q@a partir dd” por umaAtenuagao no Antecedente
b) «a foi derivada em Qga partir dd” por umaAtenuacédo no Consequente
c) «a foi derivada em Q@a partir dd” por umaContracado no Antecedente
d) «a foi derivada em Q&a partir dd” por umaContragcdao no Consequente
e) «a foi derivada em Q@a partir dd” por umaPermutacédo no Antecedente
f) «a foi derivada em Q@Ga partir dd” por umaPermutacdo no Consequente

g) «a foi derivada em Q@a partir dd” por umCorte
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h) «a foi derivada em Q&a partir del’ por umalntroducdo da Conjuncéo no
Antecedente

i) «a foi derivada em Q&a partir del’ por umalntroducdo da Conjungéo no
Consequente

J) «a foi derivada em Qga partir del' por umalntrodugéo da Disjuncdo no
Antecedente

k) «a foi derivada em Qga partir del’ por umalntroducédo da Disjuncdo no
Consequente

) «a foi derivada em QGa partir del' por umalntroducdo do Universal no
Antecedente

m) « foi derivada em Q@Ga partir del' por umalntroducdo do Universal no
Consequente

n) « foi derivada em Qga partir del' por umalntrodugcao do Existencial no
Antecedente

0) «a foi derivada em Q@Ga partir del’ por umalntroducdo do Existencial no
Consequente

p) a foi derivada em QGa partir del' por umalntroducdo da Negacédo no
Antecedente

q) a foi derivada em Qga partir del' por umalntroducdo da Negacao no
Consequente

r) o« foi derivada em Qga partir del’ por umalntrodugéo da Implicagéo no
Antecedente

S) «a foi derivada em Qga partir del' por umalntroducéo da Implicagéo no
Consequente

t) « foi derivada em Q@Ga partir dd” por umaSubstituicdo de Idénticos
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No gue se segue, usaremos a notacdopara indicar quet € o conjunto de

nameros naturais cujos elementos correspondengdhzcdo apresentada, aos numeros

das linhas em que as sentencab ttgam introduzidas pela regra P.

b)

Suponha-se entdo que, se< n, e sea' foi derivada em QGa partir del”’
mediante um numeren de aplicacbes de esquemas de inferéncia, ert&o

dedutivel a partir d€’ em S.

Se a foi derivada em Qga partir del’ por umaAtenuagcdo no Antecedente
entdol’ = A, B, e hd uma derivacdo em Q@e a a partir deA mediante um
numerom de aplicacfes de esquemas de inferéncia tahgden. Logo, pela
hipotese da inducéa, € dedutivel d& em S. Assim, a deducédo correspondente

dea a partir dd” em S ser4, papa A:

il ) a

m (i+1) Boa @i/T)

{i+2} (i+2) B P)
nu{i+2} (i+3) a (+1,i+2/T)

Se«a foi derivada em Qga partir del' por umaAtenuagdao no Consequente
entdo ha uma derivacdo em Q@ sequentd& — mediante um numerm de
aplicacdes de esquemas de inferéncia talmuen. Logo, pela hipdtese da
inducéo (e pelo significado de— em QQG), I' » f A = é dedutivel d& em

S. Assim, a deducéo correspondenter departir dd” em S sera, paga I

W ) BA—B

m (i+1) a @)
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c) Sea foi derivada em QgGa partir del' por umaContracdo no Antecedente
entdol’ = B, A, e h4 uma derivacdo em Q@ « a partir des, 8, A mediante um
namerom de aplicagbes de esquemas de inferéncia tahgeen. Logo, pela
hipétese da inducae, € dedutivel do conjunto dos termos da sequégai
em S. Mas o conjunto dos termos da sequéh@aA é idéntico ao conjunto dos
termos da sequéncig A; assim, ha uma deducgdo correspondente departir

del'em S.

d) Sea foi derivada em Qga partir del' por umaContracdo no Consequente
entdo ha uma derivagdo em Q& «, a a partir dd” mediante um nimena de
aplicacdes de esquemas de inferéncia talmue n. Logo, pela hipétese da
inducéo (e pelo significado de @ no consequente de um sequente em)QG
a V a € dedutivel d€ em S. Assim, a deducéo correspondente departir dd”

em S ser§, pana I

u (i) aVva

m (i+1) a @)

e) Sea foi derivada em QgGa partir del’ por umaPermutacdo no Antecedente
entdo I' = Ay, 81,52, A,, € hd uma derivagdo em QGle a« a partir de
A1, B2, B1, A, mediante um numerm de aplicacdes de esquemas de inferéncia
tal guem < n. Logo, pela hipétese da inducado € dedutivel do conjunto dos

termos da sequéncia,,f,, 1,4, em S. Mas 0 conjunto dos termos da
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sequéncial,, 85, 61,A, € idéntico ao conjunto dos termos da sequéncia

A1, B1, B2, A,; assim, ha uma deducao correspondente @eartir dd” em S.

Sea foi derivada em QGa partir del' por umaPermutacdo no Consequente
entdoa € 3,,8,, € hd uma derivacdo em Q@e3,,, a partir dd" mediante um
namerom de aplicagbes de esquemas de inferéncia tahgsen. Logo, pela
hipotese da inducao (e pelo significadd3dg8; no consequente de um sequente
em QQ), B, V B; € dedutivel d&€ em S. Assim, a deducédo correspondente de

a partir de" em S sera, paga I

n ) B2V By

1l (i+1) B1V B, @+ 1)

Sea foi derivada em Qga partir del' por umCorte, entédol’ = A4, A,, e hapg

tal que, pard<n,m < n:

1. A, —» a,p foi derivado em Q& mediante um numerd de aplicacdes de
esquemas de inferéncigieA, — foi derivado em QGmediante um nimero

m de aplicacdes de esquemas de inferéncia;

2. A, - p foi derivado em Q& mediante um numerd de aplicacdes de

esquemas de inferéncia®A, - a foi derivado em Q& mediante um

numerom de aplicacbes de esquemas de inferéncia.
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1. SeA, — a,p foi derivado em Q@mediante um namerbde aplicacdes de
esquemas de inferéncia, entdo, pela hipétese dgdonde pelo significado
de o, no consequente de um sequente em)QGV B € dedutivel a partir
de A; em S. Além disso, sB,A, — foi derivado em Q& mediante um
numerom de aplicacdes de esquemas de inferéncia, ent@ohipétese da
inducdo (e pelo significado d& A, - em QQ), B’ A =B’ é dedutivel de
B,A, em S. Assim, a deducdo correspondente departir del’ em S sera,

parap,:Aq, py: Ay

15 ) avp

{i'"} @) B (P)

up U {i"} U B'A=p’

iy (" +1 B2 (B AN=B") @,i" +1/C)
H U, (i"+2) o @, i" + 1)

2. SeA; - p foi derivado em Q@ mediante um numerb de aplicagbes de
esquemas de inferéncia, entdo, pela hipétese dedods é dedutivel a
partir deA; em S. Além disto, sg,A, — a foi derivado em Q&Gmediante
um numeran de aplicacdes de esquemas de inferéncia, enéddedutivel a
partir de{f} U A, em S. Assim, a dedugé&o correspondente departir del’

em S sera, pang:Aq, Uy: Ay
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51 ) B

{i"} @) B

Mz U {i"} @ a

Hy (" +1) BDa @', i"IC)

Hy Uy (" +1) a @i"+ 1

h) Sea foi derivada em Q&a partir del' por umalntroducdo da Conjuncédo no
Antecedenteentdol’ = ; A 2,4, e h& derivagdo de em QG a partir des;, A
mediante um numerb (tal quel < n) de aplicacdes de esquemas de inferéncia
ou ha derivacédo de em Q@G a partir deB,, A mediante um numera (tal que
m < n) de aplicacbes de esquemas de inferéncia. Loga, lppdtese da
inducdo,a é dedutivel a partir dg,,A ou a partir def,,A em S. Assim, a

deducao correspondenteda partir dd” em S sera, para< j < 2, u: A:

{i} @) Bj (P)
u v {i} @) a
U (i'+1 Bi>a (i,1'1C)

{i" +2} @ +2) B1 A B2 (P)

LU +2) (i’ +3) a (@' +1,i' +2/T)
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Sea foi derivada em Qga partir del’ por umalntrodugcéo da Conjuncéo no
Consequenteentédoa é B, A B, € ha derivacdes em Q@nto deB; a partir de

I mediante um numetio(tal quel < n) de aplicacdes de esquemas de inferéncia
quanto de3, a partir dd” mediante um niamena (tal quem < n) de aplicacbes

de esquemas de inferéncia. Logo, pela hipétesedigéio, tant@, € dedutivel

a partir del' em S quantgs, € dedutivel a partir dB em S. Assim, a deducao

correspondente de a partir dd” em S sera, papa I

u () B1
u () B
u @i +1) B1 A B2 (i, 1/T)

Sea foi derivada em Qga partir del' por umalntroducdo da Disjungéo no
Antecedenteentaol’ = ; V ,, A, e ha derivacbes deem QQG tanto a partir de
B1,A mediante um numerd (tal quel < n) de aplicacbes de esquemas de
inferéncia quanto a partir g&, A mediante um numerm (tal quem < n) de
aplicacbes de esquemas de inferéncia. Logo, pelétdse da inducday €
dedutivel tanto a partir d&, A quanto a partir df,,A em S. Assim, a deducao

correspondente de a partir dd” em S sera, paya A:

{i} ) B1
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uL{i} () a

pu i’} (" a

u (' +1) proa (JIC)

u (' +2) B> a (',j'1C)

{’+3  ('+3) BrV B (P)

LU’ +3} (i’ +4) a G'+1,j' +2,j' +3IT)

k) Sea foi derivada em Qga partir del’ por umalntroducdo da Disjuncdo no

Consequenteentdoa é B, V ., € ha derivacdo dg, em QG a partir del’
mediante um numerb (tal quel < n) de aplicacdes de esquemas de inferéncia
ou ha derivacdo dg, em QQ a partir del' mediante um namerm (tal que

m < n) de aplicacbes de esquemas de inferéncia. Loga, lppdtese da
inducédo,B; é dedutivel a partir dé em S oy3, é dedutivel a partir dé em S.

Assim, a deducao correspondentexda partir del' em S ser§, parh<j < 2,

w:T:

W ) Bj

H (i+1) BV B @)

Sea foi derivada em Q&a partir del’ por umalntroducdo do Universal no
Antecedenteentad” = V§f, A, e ha derivacbes em Q@ nto dea a partir de
B(k),A mediante um numerb (tal quel < n) de aplicacdes de esquemas de

inferéncia quanto d& = k a partir dep mediante um numerm (tal quem <
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n) de aplicacbes de esquemas de inferéncia. Loda, hpedtese da inducéao,

tantoa é dedutivel a partir d@(k), A em S quant& = k é dedutivel a partir de

® em S. Assim, a deducao correspondenter gepartir del' em S serd, para

u: A
{i} (@)
pu{i} @)
0) ()
{j+1} G+1)
{j+ 1} G +2)
u G+3)

puf+1r G+4)

B (k)

v§p
(k)
B(k) > a

(P)
G,j + 1/IU)
i, 1'/C)

(G+2,j+3IT)

m) Sea foi derivada em QGa partir del' por umalntroducdo do Universal no

Consequenteentdax € V§f, k ndo ocorre eni' nem emgB e ha derivagdo em

QG dep (k) a partir dd” mediante um nimena (tal quem < n) de aplicagbes

de esquemas de inferéncia. Logo, pela hipotesediggdo,f (k) é dedutivel a

partir del' em S. Assim, a deducao correspondente departir de” em S sera,

parau: I

U )

u (i+1)

B (k)
v§p



62

n) Sea foi derivada em QgGa partir del' por umalntroducdo do Existencial no
Antecedenteentdd’ = 3§, A, k ndo ocorre eni' nem emg nem ema, e hi
derivacdo em QGde a a partir def(k), A mediante um numere (tal que
m < n) de aplicacbes de esquemas de inferéncia. Loga, lppdtese da
indugdo, « é dedutivel a partir d¢f(k)}UA em S. Assim, a deducao

correspondente de a partir dd” em S serd, paga A:

{i} () B (k)

n Ui} () a

+1} G+1 A8 (P)
uu{j+1} (G +2) a @ j,j+ 1E)

0) Sea foi derivada em Qga partir del' por umalntroducéo do Existencial no
Consequenteentdoa € 3§3, e ha derivacdo em QGle B(k) a partir del’
mediante um numeron (tal que m <n) de aplicacbes de esquemas de
inferéncia. Logo, pela hipotese da indugé@k) € dedutivel a partir dé em S.

Assim, a deducao correspondentexde partir dd” em S serd, paga I

u ) B (k)

u @+1)  38p (i/GE)

p) Sea foi derivada em Qga partir del’ por umalntroducdo da Negacdo no
Antecedenteentad” = =, A, e ha uma derivagédo em Q@ea, f a partir deA

mediante um numerm de aplicacdes de esquemas de inferéncia tatguen.
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Logo, pela hipétese da inducéo (e pela interpretagdy, 5 no consequente de
um sequente em Q¥ a vV § é dedutivel a partir d& em S. Assim, a deducao

correspondente de a partir dd” em S sera, paga A:

! ) avp
{i +1} (i+1 -5 (P)
pu{i+1} (i+2) a @,i+2/T)

q) Sea foi derivada em Q&Ga partir del' por umalntroducdo da Negacédo no
Consequenteentdox € -, e hd uma derivacdo em Q@o sequentg, I’ —
mediante um numerm de aplicacdes de esquemas de inferéncia tatguen.
Logo, pela hipétese da inducéo (e pelo significdel§,I' - em QQ), B’ A =f’

é dedutivel a partir dg8}UT em S. Assim, a dedugéo correspondente @de

partir del' em S serd, papa I

{i} () B

u v {i} (&) B'A=p’

W ('+1) B> (B A=B) @i,1'/C)
i (i"+2) -B i+ 1T

r) Sea foi derivada em QGa partir del' por umalntroducdo da Implicacdo no

Antecedenteentdd = {#; D f,} UA; UA,, e, pard <n,m < n:
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A; - a, B, foi derivado em Q& mediante um numerd de aplicacdes de
esquemas de inferéncia &,A, —» foi derivado em Q& mediante um
namerom de aplicagBes de esquemas de inferéncia;

A; — B; foi derivado em Q& mediante um numerd de aplicacbes de
esquemas de inferénciafg, A, - a foi derivado em Q& mediante um

namerom de aplicagBes de esquemas de inferéncia.

SeA; - a, B, foi derivado em QGmediante um namerbde aplicagbes de
esquemas de inferéncia, entdo, pela hipétese dgdnd(e pelo significado
dea, B, no consequente de um sequente em)Qfv [, € dedutivel a partir
de A; em S. Além disso, sB,,A, — foi derivado em Q& mediante um
namerom de aplicacdes de esquemas de inferéncia, ent@ohipétese da
inducdo (e pelo significado d&,, A, - em QQ), B’ A B’ é dedutivel a
partir de{,} U A, em S. Assim, a deducéo correspondente deartir dd’

em S sera, pang: Ay, uy: Ay:

) aVpy

() B2 (P)

Mz U {i'} @) B'A=p

M2

{ill

(i"+1) P22 (B'A=B") @,i" +1/C)

+2} (" +2) B1> B (P)

W UR, UL" 42} (" +3) a Gi" +1,i" +2IT)
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2. SeA, — p; foi derivado em QG mediante um namerb de aplicacdes de

esquemas de inferéncia, entdo, pela hipétese dedonds; € dedutivel a

partir deA; em S. Além disso, $&,, A, — «a foi derivado em QGmediante

um numeran de aplicacdes de esquemas de inferéncia, enti@ohipétese

da indugédo,x é dedutivel a partir dés,} UA, em S. Assim, a dedugéo

correspondente de a partir dd” em S sera, pagg: Aq, Uy Ay:

H1 )

{i'"} @)
{i"un, "

H2 @ +1)
{i" + 2} (i"+2)

WU, U +2 (" +3)

B1

B2

B, a

B1 2 B>

(P)

(@,i"IC)

(P)

Gi" +1,i" +2IT)

s) Sea foi derivada em Q&a partir del’ por umalntroducdo da Implicagéo no

Consequenteentéox é ; O ,, € ha uma derivagdo em Q@e 5, a partir de

B1,T mediante um namerm de aplicacdes de esquemas de inferéncia tal que

m < n. Logo, pela hip6tese da induc@#y,é dedutivel a partir dg8,} UT em S.

Assim, a dedugédo correspondentexde partir dd” em S sera, paga I
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{i} ) B1 (P)
pu{i} i) B
U +1) B1 2 B> (i,i'/C)

t) Sea foi derivada em Q&Ga partir del” por umaSubstituicdo de lIdénticpentao
I['=A, UA,, existef tal quea € B[k,//k,] e ha derivagcbes em Q@&nto de
k, = k, a partir deA; mediante um numerb (tal quel < n) de aplicacbes de
esquemas de inferéncia quantofda partir deA, mediante um namerm (tal
que m < n) de aplicacbes de esquemas de inferéncia. Loda, peotese da
inducéo, tantd¢; = k, é dedutivel a partir d&, em S quant@ é dedutivel a

partir deA, em S. Assim, a deducéo correspondente dgartir dd" em S sera,

parapy: Aq, pai Ayt

My ) ki =k, P)

Mo (@) B

M1 Uy @+1) Blki//k2]  (@,0'1)
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Conclusao

O sistema @, conforme assinalado, € uma extensdo consenddigéstema Q
Consequentemente, se uma sentenca for valida;ees€a sentenca também sera valida
em Qp. Assim, qualquer sentenca valida em $@ra teorema de S, visto que S é
completo relativamente a; e, portanto, S € completo relativamente ;aRdr outro
lado, como Adorno mostrét) todo teorema de S que é uma férmula da linguadem
Q: é valido em Q Logo, uma vez demonstrada a equivaléncia entsistamas Qge
S, segue-se dessa equivaléncia que o sistema éQtambém correto e completo
relativamente a Q

Além disso, visto que o sistema @tradutivel em @ segue-se dessas mesmas
razdes que um teorema de correcdo e completudestéona QG com respeito a £)
pode ser formulado nos seguintes termos: @sejma formula de Qe a* uma traducéo
dea em Q. Entdoa € valida em @se e somente $€ é demonstravel em S — portanto,

em QG.

2% Cf. ADORNO, Fernando Paulo ChristBois Sistemas de Logica Ndo ReflexiDisertacdo de
Mestrado. Sdo Paulo: Universidade de Séo P200d,.
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