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“O la vile chose, dict-il, et abjecte, que
’lhomme, s’il ne s’eleve au dessus de I'humanité!
Voyla un bon mot et un utile desir, mais pareillement
absurde. Car de faire la poignée plus grand que
le poing, la brassée plus grande que le bras, et
d’esperer enjamber plus que de I'estandué de

nos jambes, cela est impossible et monstrueux.”

Michel de Montaigne



Resumo

VICENTE, Luciano. Defini¢cdes parciais de verdade e sistemas de acumulagao
na aritmeética formal. 2013. 148 f.. Tese (Doutorado)—Departamento de Filosofia da
Faculdade de Filosofia, Letras e Ciéncias Humanas da Universidade de S&o Paulo,

Sao Paulo, 2013.

Segundo o teorema da indefinibilidade de Tarski-Godel, ndo existe formula da
linguagem da aritmética que defina o conjunto dos numeros de Go6del das sentencas
verdadeiras da aritmética. No entanto, para cada numero natural N, podemos definir o
conjunto dos numeros de Godel das sentencas verdadeiras da aritmética de grau menor
que N. Essas definigdes produzem uma hierarquia Vy(X), V4(X), ..., Va(X), ... tal que, para
todo X, se V,(X), entdo V,,,,(X). Nesse estudo, ensairemos algumas aplicagdes desses
predicados, chamados definicGes parciais de verdade, e outros predicados relacio-
nados a eles na construcao de sistemas formais para as verdades da aritmética. A ideia
subjacente aos nossos sistemas é muito simples, devemos acumular de alguma maneira
as definicdes parciais de verdade. Grosso modo, mostrar como fazé-lo € o objetivo

desse estudo.

Palavras-chave: Defini¢cdes parciais de verdade, sistemas de acumulacéao.



Abstract

VICENTE, Luciano. Partial truth definitions and accumulation systems in formal
arithmetic. 2013. 148f.. Thesis (Doctoral)—Departamento de Filosofia da Faculdade de

Filosofia, Letras e Ciéncias Humanas da Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2013.

According to Tarski-Godel’s undefinability theorem, there is no formula in the
language of arithmetic which defines the set of Godel numbers of arithmetical true
sentences. Nevertheless, for each n, we can define the set of Godel numbers of all
arithmetical true sentences of degree N or less. These definitions yield a hierarchy of
predicates V(X), V,(X), ..., Va(X), ... such that, for all X, if V,,(X), then V,, ,(X). In this study,
we will ensay some aplications of these predicates, called partial truth definitions, and
others related ones in building of formal systems for arithmetical truth. The underlying idea
of our systems is very simple, we should accumulate in some way the partial truth defini-

tions. Roughly speaking, showing how we can do that is the aim of this study.

Keywords: Partial truth definitions, accumulation systems.
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Apresentacéo

Segundo Boolos e Jeffrey em Computability and Logic [1980, p. 207]: o teorema
da indefinibilidade de Tarski é “[...] um resultado negativo [...] posto, por assim dizer,
entre dois resultados positivos: de um lado, cada uma de certas ‘aproximacoées’ V,, de
V [onde V € o conjunto de numeros de Gddel das sentencas verdadeiras da aritmética] €
definivel na aritmética [de primeira-ordem], e, de outro, V é ele mesmo ‘definivel na

aritmética de segunda-ordem’”.

Ensaiaremos, nesse estudo, algumas possiveis aplicacdes dessas ‘aproxima-
¢cbes’ V,,—ou, como as chamaremos (seguindo Hajek e Pudlak [1998, p. 51]), defini¢cdes
parciais de verdade (mais sucintamente, DPVS)—na construcdo de sistemas formais
para o “predicado de verdade” da aritmética. (Ndo devemos confundir nossas DPVS
com os bicondicionais de Tarski, ou seja, com sentencas da forma ¢ < V(| @l]), cuja

designacdao original de Tarski € a mesma [1935, p. 268; 1956, p. 155].)

NOSsO0s sistemas—ignoraremos nessa apresentagao os sistemas referentes ao
predicado de falsidade da aritmética—serao sistemas formais nos quais introduziremos,
ao lado das constantes aritméticas costumeiras, um nova constante V, cuja interpretacao
pretendida (intended interpretation) sera o conjunto de nimeros de Godel das sentencas

verdadeiras no modelo padréo da aritmética de primeira-ordem.

Para estuda-los, precisaremos, pelo menos, vislumbrar uma certa aritmética, de
sutilezas e detalhes, que € implicada pelas DPVSe pelas no¢des formais correlatas de
sequéncia de valoracao e denotacéo. Feliz e incidentalmente, a utilidade dessa aritmética
“em filigrana”, apesar das dificuldades que Ihe sdo inerentes, ndo se resume as aplicagbes
gue dela faremos; ela remete a questdes meta-aritméticas mais “tradicionais”: € uma
ferramenta essencial & formalizacéo de fragmentos da teoria dos conjuntos e da analise

combinatoria na aritmética de primeira-ordem; além disso, é parte essencial tanto do
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argumento que estabelece que PA. nao é finitamente axiomatizavel quanto da teoria

dos modelos desviantes (non-standard) de PA..

Boa parte da literatura logico-filosofica acerca da verdade visa, parafraseando
Hartry Field, salva-la dos paradoxos ou, pelo menos, impedir-lhes as consequéncias
nefastas (como em In Contradiction de Priest [2006a, passim]). Deixemos claro que
esse estudo ndo é, em sua génese, fruto de reflexées sobre a natureza desses famosos
paradoxos, e isso, de certa maneira, determinara sua feitura e realizacéo; ele é,
contrastantemente, resultado de consideracdes metatedricas. Mais especificamente, a
pré-historia desse estudo esta ligada a analise das limitacdes intrinsecas aos sistemas
formais iniciadas por Godel e ao encontro de certos procedimentos de extensao de
formalismos anunciados na obra desse autor e propostos mais detida e rigorosamente
por Turing em ‘Systems of Logic Based on Ordinals’ [1939] e Feferman em ‘Transfinite

recursive progressions of axiomatic theories’ [1962].

Desse modo, as DPVSaparecem em principio como instrumentos convenientes
para a realizacéo de certos tipos de extensdes da aritmética de primeira-ordem e, de
fato, poderiamos pensar (e iremos fazé-lo) em varias maneiras de “acumularmos” tais
aproximacoes.

E nesse contexto das teorias de acumulagao dos predicados parciais de verdade

gue as aplicacbes das DPVSsa definicdo de sistemas formais serdo examinadas.

Em suma, ndo estamos em principio nos opondo a nenhuma das diversas teorias
axioméaticas da verdade estabelecidas em outros contextos, estamos tdo-somente
propondo alguns sistemas formais que surgem naturalmente da consideracéo das DPVS
(de modo anélogo, os teoremas da incompletude sugerem extensdes por meio dos
chamados “principios de reflexdo”). Ndo estd em causa se os sistemas formais que
definiremos séo ou ndo, de alguma maneira, superiores aos demais; algo nesse sentido

demandaria uma argumentacédo independente.
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De fato, a equivaléncia entre nossos sistemas e outros propostos em diferentes
contextos seria um resultado bem-vindo, na medida em que apontaria para certa
invariancia no conceito de verdade (de maneira analoga, a equivaléncia das diversas

formaliza¢ces do conceito de computabilidade corrobora a Tese de Church-Turing).

Obviamente, poderiamos polemizar e, contra 0 mote "truth is disquotation”,
ratificar: “Verdade é acumulacao (de verdades parciais)”; mas, em alguns contextos,
0S motes parecem se sustentar mutuamente. Em todo caso, nossa pergunta ndo sera
se a verdade sdo acumulacgdes (embora nossa pesquisa progressivamente nos conduza
nessa direcdo), mas sim: como acumula-las? Falando claramente, esse estudo pretende

apresentar os rudimentos de uma resposta a essa questao.

No Capitulo I, Da abordagem definicional a axiomatica da verdade, con-
textualizaremos, contrapondo-as rapidamente a abordagem definicional de Tarski, as
axiomaticas do “predicado de verdade” em geral e 0s sistemas formais propostos nesse

estudo em patrticular.

No Capitulo Il, Conceitos metatedricos fundamentais, introduziremos as
noc¢des de linguagem de base, de denotacao e verdade no modelo padrédo da aritmética,
bem como o sistema formal PA., além de outros conceitos a eles relacionados tais
como “expressao” e “representacdo”. Nada aqui foge muito das exposicdes costumeiras
(apenas, por razdes de ordem técnica, incorporamos a exponenciacdo como primitiva).

O propésito desse capitulo sera basicamente definitorio.

No Capitulo |11, Godelizagdo da metateoria, empreenderemos a aritmetizacéo
de conceitos metatedricos fundamentais para nossa discussao posterior, dando espe-
cial atencao as “férmulas-legenda”, ou seja, as contrapartidas formais do conceito de

denotacao, que serdo a base de nossas definicdes parciais de verdade e falsidade.
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No Capitulo 1V, Defini¢cbes parciais de verdade e de falsidade, apresentare-
mos nossas DPV Se DPFS (definicbes parciais de falsidade); e estabeleceremos alguns

resultados da teoria que Ihes é subjacente.

No Capitulo V, Alguns sistemas de acumulac¢édo, introduziremos sistemas
formais, nos quais as DPVS e DPFStém papel essencial; estabeleceremos varios de
seus resultados mais notaveis e os compararemos rapidamente com outros sistemas

similares ja presentes na literatura.

No Capitulo VI, Sistemas baseados em definic6es parciais alternativas,
apresentaremos duas novas formas de definicbes parciais de verdade, a saber: as
definigbes enraizadas ou, sucintamente, RVSe as definicbes estruturais ou EVS; além
de introduzirmos os respectivos sistemas minimais de acumulacao correlatos dessas

novas definigdes.

Nas Considerac¢des finais, indicaremos, tanto do ponto de vista filosofico-
especulativo quanto do ponto de vista l6gico-sistematico, algumas das inUmeras direces

de pesquisa que nossos sistemas de acumulagéo parecem sugerir.

As DPVstal como serdo apresentadas no capitulo IV desse estudo séo baseadas
em defini¢des parciais de verdade que aparecem tanto em Boolos & Jeffrey [1980, pp.
207 e segs.] quanto em Hajek & Pudlak [1998, pp. 51-61], enquanto nossas DPFS (defini-
¢Oes parciais de falsidade) sdo modifica¢des 6bvias das DPVS.

Por outro lado, nossas definigdes parciais enraizadas ou RVS[cf. p. 127] e nossas
definicbes parciais estruturais ou EVS|cf. p. 137] que serdo introduzidas no capitulo VI,
se nao inéditas na literatura (e tudo indica que elas sejam), sdo, pelo menos, resultado
de um esforgo independente de nossa parte. O mesmo deve ser dito de todos os sistemas
de acumulagao apresentados nesse estudo (e, portanto, dos resultados que Ihes sé&o

relativos).
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Tarski escreveu no prefacio de Introduction to Logic and the Methodology of
Deductive Sciences [1994, p. ix]: “[...] mathematics is expanding its realm in all pos-

sible directions, it is growing in height, in width, and in depth [...]".

Poderiamos e deveriamos expandir também esse estudo em todas direcbes
sugeridas ali por Tarski: in height, alcancando novos resultados; in width, estabelecendo
comparagdes mais abrangentes; e, in depth, fundamentando mais adequadamente nossa
discussdo. E, talvez, para além da materialidade do que se segue (e, até mesmo, de sua
constituicdo como etapa de formacéo de um, esperamos, pesquisador e professor de

|6gica), possamos julgar esse estudo também pela possivel fecundidade.

Observacdo. Boa parte de nossa pesquisa foi realizada no &mbito abrangente
de vérios temas propostos pelos métodos gddelianos de aritmetizacdo da sintaxe e de
auto-referéncia indireta, e, como seria de se esperar, muito dessa pesquisa nao aparecera
explicitamente no que se segue. Entretanto, algumas idiossincrasias derivadas dessa
“abrangéncia” irdo estar presentes no modo de exposicao de nossos resultados: por
exemplo, o uso de um alfabeto finito para gerar as expressoes de nossas linguagens de
base (cf. p. 40) e da concatenacdo na base 10 como funcado basica do processo de
aritmetizacao (cf. p. 52) ndo sao particularmente utéis no contexto desse estudo, mas se

justificariam em contextos mais amplos.
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Da abordagem definicional a axioméatica da verdade
81. Abordagem tarskiana da verdade
81.1. Elementos da abordagem tarskiana

Em ‘The Concept of Truth in Formalized Languages’(l), Alfred Tarski se prop0e a
enfrentar uma antiga questao filosofica: o problema da verdade. Em termos a primeira
vista menos pretensiosos do que sugeriria o peso da tradicdo, o autor se coloca a tarefa
de construir, apoiando-se no conceito de metalinguagem associada a uma linguagem
formalizada dada‘®, uma definicdo materialmente adequada e formalmente correta da

funcdo sentencial “... é uma sentenca verdadeira”®.

1. O artigo de Tarski aparece na versdo polonesa em Ruch Filozoficzny, vol. XII (1930-1); na versdo alema, ‘Der
Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen’, em Studia philosophica, vol. I, 1935, pp. 261-405; e, em tradugéo
inglesa de J. H. Woodger, ‘The Concept of Truth in Formalized Languages’, em Logic, Semantics, Metamathematics,
1956, pp. 152-278. Nossa principal fonte nesse estudo preliminar sera a tradugdo de Woodger, entretanto, a
versdo alema sera ocasionalmente empregada.

2. Segundo Tarski [1956, pp.154-165], a incompatibilidade entre as leis da logica classica e a universalidade
caracteristica das linguagens naturais coloca “dificuldades insuperaveis” a constru¢cdo de uma definicdo de
verdade adequada as linguagens naturais. Deveriamos, portanto, nos restringir, nas palavras do autor,
“inteiramente as linguagens formalizadas” [ibidem, p. 165].*

* Existem, entretanto e como seria de se esperar, muitos filosofos que recusam as conclusdes de Tarski; Scott
Soames [1999, p. 56], tipicamente e por exemplo, diz que, ndo importa quéo plausiveis sejam as assuncdes
tarskianas, “[...] elas séo conjuntamente incoerentes e, portanto, inaceitaveis. De modo que a tarefa de encontrar
principios mais acurados e aceitaveis [que aqueles pressupostos no argumento de Tarski] permanece”.

3. Trata-se, para Tarski [1956, p. 153], da concepgao classica da verdade em oposicéo, por exemplo, as concepgdes
utilitaristas. De fato, a analise de Tarski parte da definicdo “classica” (ou correspondencial) de verdade, a
primeira formulacédo do autor € a seguinte: “(1) a true sentence is one which says that the state of affairs is so and
so, and the state os affairs is so and so.” [ibidem, p. 155]; o que lhe sugere uma comparacgdo entre (1) e a
formulagéo propriamente aristotélica da Metafisica [IV, 7, 1011b, 1969, p.107]: “Falso é dizer que o que € nao §&,
ou que 0 que ndo é, é; verdadeiro é dizer que o0 que é, é e 0 que nao € ndo é [...]". Entretanto, tal analise
rapidamente adquire contornos mais abstratos; Tarski propde, poucas linhas abaixo da primeira formulacao,
uma segunda: “(2) Xis a true sentence if and only if p”, onde X deve ser um nome da sentenga p. Presumivelmente,
uma formulagdo de carater tdo abstrato quanto essa poderia, além de acomodar variantes da concepg¢éao
correspondencial, ser compativel, a revelia de Tarski, com algumas concepc¢des de verdade néo-
correspondenciais—mas nédo, possivelmente, com qualquer uma delas, e.g., com concep¢des coerenciais (de
fato, a discussdo desse ponto se torna frequentemente bastante sutil e dificil, acabando por envolver tanto
argumentos de natureza epistemoldgica quanto, mais propriamente, ontolégicos [cf., por exemplo, Kirkham,
2001, pp. 182-183)).
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Mais especifica e analiticamente, Tarski parte de:
a) uma ciéncia dedutiva (deduktive Wissenschaft, deductive science) A;
b) definida na linguagem formalizada (formalisiert Sprache, formalized langua-
ge) L;
c) cuja atribuicédo I de sentido-significado (Sinn-Bedeutung, sense-meaning) as

constantes ndo-logicas de L estaria pressuposta e seria compativel com A@.

Para, entdo, construir:

a) umalinguagem formalizada L', L” é a metalinguagem tarskiana de L;

b) uma ciéncia dedutiva A", A" é a metaciéncia tarskiana de A;

¢) umaformula V(X)de L", V(X) é a definicdo tarskiana de verdade em L (confor-
me I);

d) Uma fungéo N das sentencas de L em certos termos de L', N(o) é o nome
descritivo-estrutural® de Tarski da sentenca o, de L, emL’;

e) Uma funcdo t das férmulas de L em certas formulas de L; (o) € a traducéo

tarskiana da formula o, de L, em L.

No caso particular da construcgéo apresentada no artigo de Tarski, L incorpora
termos correspondentes as expressoes de L (os nomes descritivos-estruturais), bem
como operagdes que possibilitam um tratamento do contetdo estrutural desses termos;
tais operac0des, por sua vez, sdo descritas usando operacdes aritméticas; de modo que
A’ deve, entdo, incorporar axiomas regulando as operac¢des envolvidas, tanto estruturais

guanto aritméticas®.

4. A atribuicdo 1 e a ciéncia dedutiva A devem ser, por assim dizer, adequadas uma a outra, abusando um pouco
da terminologia atual, dirfamos que A deve axiomatizar, pelo menos alguns dos “aspectos”, de | e que | deve
ser um modelo de A.

5. Segundo Tarski, nomes descritivos-estruturais “[...] describe the words which compose the expression denoted
by the name [...]" [1956, pp. 156-157]. Entretanto, no caso mais especifico das linguagens formalizadas, os
nomes descritivos-estruturais ndo “descrevem” propria e imediatamente “the words which compose ...”; a
descricdo é, por assim dizer, mediada pelas contrapartidas formais de predicados e relagdes tais como “X é o
simbolo de negagé&o”, “X é o simbolo de quantificag&do universal”’, “X é a concatenagéo entre Y e Z’, “X é uma
disjungédo cujos disjuntos sédo, respectivamente, Y e Z', etc. [cf. ibidem, pp.172-174].
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Defini¢cdo A. Diremos que {L, A, I | L', A", n,t, V(X)) € uma estrutura tarskiana,
cujas estruturas de partida e de chegada séo (L, A, 1) e(L", A", n,t, V(X)), respectiva-

mente.(N®

Temos, assim, que:
Teorema da Definibilidade de Tarski. Para qualquer sentenca . de L, se T é

n(o) e @ é t(ar), entdo Fp- @ <> V().

O ponto mais importante da descricdo esquematica acima € que devemos
compreender que todos os elementos de uma estrutura tarskiana estéo intrinsecamente
relacionados. O sentido da defini¢cdo tarskiana de verdade, por exemplo, € determinado
apenas por intermédio dos nomes descritivos-estruturais e da traducéo correspondentes
(o enunciado do Teorema da Definibilidade é claro em relacdo a esse ponto). De um
lado, portanto, temos que, dada uma estrutura de partida (L, A, 1), podemos construir
(L', A, n, 1, V(X)); de outro, temos que o sentido dos elementos da estrutura de chegada

€ determinado apenas na medida em que eles sdo considerados conjuntamente(g).

6. No caso estrutural, isso é dado explicitamente pelos Axiomas 1-5 [Tarski, 1956, pp. 173-174]; no caso aritmético,
Tarski assume implicitamente os axiomas usuais da aritmética [ibidem, p.171].

7. Podemos ver {L, A, 1 | L', A", n, t, V(X)) como uma abreviacdo do par ordenado formado, respectivamente,
pelas estruturas de partida e chegada, ou seja, como {{L, A, 1), (L, A", n, t, V(X))).

8. Adistin¢do entre estruturas de partida e chegada torna bastante clara a dependéncia da definicdo de verdade,
V(X), em relacgéo a atribuicdo 1. Grosso modo, a verdade é parasitaria do significado; Tarski [1956, p. 167] diz
textualmente: “We shall always ascribe quite concrete and, for us, intelligible meanings to the signs wich occur in
the languages we shall consider”. De fato, a tradugéo tarskiana depende da introducao do dominio associado a
L por I como predicado metalinguistico: Seja (L;, A;, 1,) uma estrutura de partida na qual L, ={<}, Dom(l,) = o
conjunto de numeros reais, 1,(<) = a ordem linear estrita dos reais; t(VX(X<X)) seria, entdo, uma contrapartida
formal em L; de “para todo nimero real a, a é menor que a’; notemos a relativizagéo de “X é menor que Yy". No
caso de V(X) o mesmo acontece, V(N(VX3y(x<Y))) sera derivivel em A se e somente se uma contrapartida
formal de “para qualquer sequéncia infinita S, de nimeros reais, existe uma sequéncia S, que é diferente S,
possivelmente, apenas com respeito ao segundo membro e tal que o primeiro membro de S, € menor que o
segundo” é derivavel em A;. Em suma, a definicdo tarskiana da verdade, V(X), ndo deveria ser tomada como
explicagcdo do conceito de significado (pelo menos, ndo sem modificagdes); pois, nela, de alguma maneira (no
nosso exemplo, por meio de 1), o significado das expressées é tomado como um dado. E o que Kirkham [2001,
pp. 178-181], argumentando em outro contexto e de maneira alternativa, sustenta; Davidson em ‘Truth and
Meaning’ [2006, pp. 155-170], por sua vez, rearranja completamente os pardmetros do problema.
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Dado o background atualmente compartilhado pelos l6gicos e comparada as
versdes mais recentes, a exposicao original de Tarski apresenta algumas dificuldades.
De fato, néo é facil precisar aquilo que Tarski quer dizer com deduktive Wissenschaft,
formalisiert Sprache ou com o par Sinn-Bedeutung (usados indiscriminadamente) e
mesmo nossa atribuicdo de certas “posicfes” na estrutura tarskiana—apelando as
variaveis L, A e | —parece ser passivel de critica.

Questdes como a da natureza precisa da deduktive Wissenschaft e da formalisiert
Sprache tarskianas sao, obviamente, de interesse tanto histérico quanto conceitual e,
de modo algum, seria licito simplesmente varré-las para baixo do tapete (o que nao
afasta a possibilidade de mostrarmos que tal precisdo €, de fato, impossivel). Iremos,
portanto, conscientes das dificuldades intrinsecas a essas questdes, apresentar, com
vistas a discussdo, um esquema alternativo ao proposto anteriormente mais ao gosto
atual, esperando, é claro, que o possivel carater polémico dessa “atualiza¢do” ndo

prejudique nossos propadsitos argumentativos mais imediatos.

Para efeito de discussao, nossa estrutura de partida sera formada por:
a) Uma linguagem formal L;
b) Um sistema formal A definidoemL;

c) Um modelo I de A®Y,

No nosso caso particular, aos conceitos de linguagem e sistema formal devem,

no espirito hilbertiano, corresponder conceitos decidiveis de formula e prova(ll).

9. No caso de Tarski, 0 bom funcionamento conjunto da estrutura é, em Ultima instancia, apoiado por
consideracbes de ordem intuitiva: L é realmente (o que poderiamos pensar como) uma metalinguagem para
L (uma vez que, entre outras coisas, a capacidade expressiva de L é superior a de L e que L™ incorpora termos
descritivos-estruturais como nomes de expressdes de L); A" é realmente (o que poderiamos pensar como)
uma metaciéncia associada a A e L; t é realmente uma traducéo das férmulas de L em L', etc..

10. Presumivelmente, algumas restricbes deveriam ser impostas a essas interpretacdes. Por exemplo, a
classe de todos os conjuntos poderia ser tomada como dominio de tais interpretacdes? e quanto ao “super-
agregado” de todas as classes (préprias ou ndo)? Uma discussdo dessas questdes pode ser encontrada, por
exemplo, em Saving Truth from Paradox de Hartry Field [2008, pp. 33-36].

11. Cp. o conceito de “axiomatic formal theories” de Mendelson [1997, p. 34].
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Uma alternativa seria aceitar uma concepc¢ao, sob certo ponto de vista, mais
abrangente de “sistema formal” como a de Shoenfield??; contudo e apesar das reservas,

sustentaremos, por assim dizer, oficialmente o esquema acima.

De fato, algumas referéncias de Tarski a certas “descri¢cdes estruturais” (struc-
tural descriptions [1956, p. 166], strukturelle Beschreibung(13) [1935, p. 280]) de simbolos
e axiomas apoiam ligeiramente nossa “atualizacao”.

Poderiamos, segundo esse ponto de vista, apresentar os simbolos de uma
linguagem formalizada ou por meio de uma lista finita ou por meio de uma lista infinita
“descrita estruturalmente” [cf. itens (&) e (B), idem, 1956, p. 166]. Nesse sentido, 0s
simbolos de predicados da linguagem seriam, e. g., da forma Ri-, onde i e | sdo inteiros
positivos e representam, respectivamente, a aridade e a posicéo do simbolo na lista.

No caso da ciéncia dedutiva relativa a estrutura de partida, ou 0os axiomas seriam
introduzidos por uma lista finita ou por meio de, diriamos hoje, esquemas de axiomas

[cf. item (), ibidem, p. 166].

Partindo da estrutura acima, construiriamos, entao:
a) Umalinguagem formal L, L" é a metalinguagem tarskiana de L;
b) Um sistema formal A" definido em L’, A" é a metateoria tarskiana de A;
¢) UmaférmulaV(X) deL’, V(X) é a definicdo tarskiana de verdade de | em L’;
d) Uma funcéo N das sentencas de L em certos termos de L', n(o) é o nome
descritivo-estrutural de Tarski da sentenca o, de L, em L’;
e) Uma funcdo t das férmulas de L em certas formulas de L; (o) € a tradugéo

tarskiana da formula o, de L, em L.

12. Para Shoenfield [cf. 1967, pp. 3-6], 0 conjunto de teoremas de um sistema formal é, grosso modo, o fecho
transitivo de um conjunto qualquer de férmulas (axiomas) segundo relacbes dadas (regras de inferéncia),
tomadas elas préprias conjuntamente.

13. No caso, “strukturelle Beschreibung” foi adaptado, uma das referéncias € mais precisamente: “[...] gibt
man an oder beschreibt strukturell eine Kategorie von Aussagen, welche man Axiome oder Grundsétze nennt.”
[1935, p. 280].
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81.2. Modificagdes na abordagem tarskiana

Seja qual for o valor da abordagem definicional de Tarski tomada como
“elucidacdo” ou “explicacdo” do conceito de verdade, uma de suas vantagens é a
flexibilidade; com efeito, as estruturas tarskianas permitem (ou, talvez melhor, suportam)
uma série de modificagbes tanto fecundas do ponto de vista tedrico quanto Gteis do
ponto de vista técnico. Do ponto de vista técnico, podemos, em boa parte dos casos
(leia-se: em boa parte das possiveis estruturas de partida), substituir—e iremos fazé-lo
no caso de {Lpa , PA., Iy —Uma metateoria estritamente tarskiana pela teoria dos con-
juntos (ficando, assim, a metalinguagem dispensada da quantificacdo sobre variaveis
de ordem superior(14)). Do ponto de vista mais propriamente tedrico, podemos, por
exemplo, estabelecer algumas correlacdes interessantes entre a forca expressiva de

uma linguagem e a possibilidade de nela definirmos “predicados de verdade”.

Entretanto, parece 6bvio que essa flexibilidade ndo pode ser absoluta, o que coloca
uma questao prévia: Quais seriam as modificacbes permitidas, uma vez que nao
gueremos trair o espirito da abordagem de Tarski?

Felizmente, para nossos objetivos mais imediatos, uma resposta incompleta sera

suficiente.

Comecaremos ignorando: a) a distincdo entre as estruturas de partida e de
chegada, b) assim como qualquer vinculo construtivo explicito entre os elementos da
estrutura.

Sejaa=<(L;, A, 1, L,, A,, n, t, V(X)) tal estrutura. A questdo se torna, entdo:
Quais condi¢cOes deveriam ser satisfeitas por a para que os elementos de a represen-

tassem papéis similares aos seus correlatos mais estritamente tarskianos?

14. No nosso caso especifico, deveremos substituir a metateoria pela teoria pura dos conjuntos, de modo que
a traducao do dominio de nossa interpretacdo seja, na metalinguagem, um conjunto puro. Outra possibilidade
€ substituirmos os recursos de ordem superior por uma teoria dos conjuntos na qual os elementos do dominio
da interpretagcdo sao introduzidos como atomos ou individuos (Urelemente).
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Ora, para a maioria dos casos a resposta é simples, as condi¢des sao tanto intui-
tivamente imediatas quanto relativamente faceis de justificar:
. : (15)(16) yafir: - :
a) A, deveraserum sistema definidoemL, e I, devera ser um modelo de A;;
b) A, devera ser um sistema definido em L,;
c) 1, devera ser uma interpretacéo de A, em A,%7;
d) n, et deverdo ser funcées calculaveis e injetoras;

e) Um analogo do teorema da definibilidade devera ser satisfeito por a.1®

Agora, com algumas dessas condicdes em mente, podemos, por assim dizer,

fixar mais completamente os elementos de nossas “estruturas de partida”.

Um exemplo extremo dessa “fixacdo” é, primeiramente, a) tomarmos, como
estrutura de partida, b =(L,;, A,, 1, L,, A,, X, ¥) (na qual a linguagem, a interpretacao, o
sistema, a metalinguagem, a metateoria, 0s nomes descritivos-estruturais e a traducéo
estdo todos ja determinados) b) para, entdo, construirmos uma definicdo de verdade

V(X) parab.

E nesse espirito que podemos construir uma definicdo de verdade, cujos
pormenores seguem de perto as indicacfes de Tarski, e que toma PA. como teoria e ZF

como metateoria.

15. Por um sistema, entenderemos um conjunto de sentencas fechado sob uma relagdo de consequéncia
I6gica supostamente dada. Nao discutiremos, contudo, se e como uma mesma relagdo de consequéncia deve,
por assim dizer, ser compartilhada pelos diferentes elementos da estrutura (a questdo é sutil, mas nao sera
relevante para nossa discussao).

16. A possibilidade de, no lugar de sistemas, utilizarmos teorias (no sentido de um conjunto qualquer de
sentencas) sera simplesmente ignorada.

17. Nao devemos confundir uma interpretacéo do sistema A; no sistema A, com uma interpretacdo da linguagem
L. Para interpretarmos A; em A,, devemos, grosso modo, adicionar “definicdes possiveis” das constantes de A;
como axiomas de A, e verificar que tais definicbes se comportam como deveriam, ou seja, que os teoremas de
A; sdo derivaveis em A, médulo tal interpretacéo [cf. Undecidable Theories de Tarski, Mostowski e Robinson,
1971, pp.20-22].

18. Infelizmente, uma lista exaustiva e rigorosa das condi¢Bes ndo é tdo facil de se conseguir. Um pequeno
descuido e um pouco de criatividade permitiriam, por exemplo, distorcer o conteddo intuitivo do teorema da
definibilidade até torna-lo irreconhecivel.
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Um pouco mais detalhadamente:
a) Sejatcratraducédode Lpy em L,ginduzida pela teoria dos cardinais finitos.
b) Seja”| |" aadaptagdo para Ly de uma fungéo metalinguistica que aritmetize, &

maneira de Godel, as expressoes de Lpp .

Aestruturas={Lpa , PA., In, Lzg, ZF, “ [ 1", ter | V(X)), onde | € ainterpretagéo

usual (ou padrdo) das constantes de Lppa , torna-se, entdo, comparavel a estrutura

tarskiana (Lpp , PA., Iy | Lpa, PAL N, t, V(X)), na medida em que os elementos correlatos

de cada estrutura cumprem papéis semelhantes.

Em particular, assim como no caso da estrutura mais estritamente tarskiana, temos
um teorema de definibilidade para S:
Definibilidade (P.A., Iy, ZF) de Tarski. +_tee(0) <> V(o) para qualquer

sentenca o de Lpp .

Além disso, a “fixagdo” dos elementos da estrutura de partida € particularmente

util para o estabelecimento de alguns resultados “negativos” ou “limitativos”.

Sabemos, por exemplo, que os métodos de Godel de aritmetizacdo da sintaxe
permitem que P.A. sejatomado como sua prépria metateoria. Seguindo este caminho:
a) Seja A afuncéo identidade (ou diagonal) das expressdes de Lpap ;

b) Seja [] a fungio godeliana que aritmetiza as expressdes de Lpp .

Tomemos, agora, {Lpa , PA., I, Lpa, PA., [ |, A) como estrutura de partida (no
caso, Lpa é tomada tanto como linguagem quanto como metalinguagem, PA. é tomado

tanto como sistema quanto como “meta-sistema”).

Podemos, entdo, enunciar um famoso resultado limitativo:
Indefinibilidade P.A. de Godel-Tarski. Se PA. é consistente, entdo ndo existe

formula V(X) de Lpa tal que, para qualquer sentenca ot de Lpp , o, 00> V([ O]).

PA.
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O relaxamento de nossa restricao anterior (polemicamente, tarskiana) de sempre
tomarmos sistemas formais como segundo e quinto elementos da estrutura tarskiana

permitird um fortalecimento desse resultado.

Definimos, agora, um sistema (IN) tal que gy 0L se e somente se IN ¢ o9
desse modo, (IN), obviamente, ndo € um sistema formal no sentido em que estamos

empregando o termo [cf. p. 18].

Assim, podemos partir da estrutura {(Lpa , SIN), I, Lpa , S(IN), [ |, A)—ou, menos
pleonastica e mais simplesmente, {Lpa , IN, | |)—para estabelecermos:

Indefinibilidade IN de Godel-Tarski. Nao existe nenhuma férmula V (X) de Lpa_
tal que, para qualquer sentenca ode Lpa , Fginy & < V([ ).(20)

Ou seja, ndo existe nenhuma férmula V(X) de Lpa tal que, para qualquer sentenga

odeLlpa,INE o< V([al).

Em suma, Tarski faz mais do que simplesmente construir uma definicdo de verdade,
ele constréi uma estrutura na qual essa mesma definicdo faz sentido (cf. 1.1); estrutura,
essa, suficientemente flexivel para suportar uma série de modificacdes, tanto técnica
guanto teoricamente, fecundas; algo que explicaria, pelo menos em parte, o sucesso da

abordagem do autor.

19. Devemos notar que IN £ o tal como o definimos costumeiramente é um resultado das consideracdes de
Tarski que estamos discutindo aqui e, além disso, essa definicdo depende, incidentalmente, de I; felizmente,
devido a natureza abstrata da discussédo, isso ndo sera um problema para nés (tomamos apenas um atalho).

20. Embora o argumento empregado para estabelecer as “indefinibilidades” ndo seja muito diferente do aplicado
por Tarski no &mbito das linguagens naturais, ele conduz, como podemos ver, a conclusdes totalmente diferentes.
No caso especifico das linguagens naturais: podemos partir, por exemplo, da “estrutura” (ESLP, ICLP, *'), onde
ESLP e ICLP representam, respectivamente, as expressdes sintaticas da lingua portuguesa e a interpretacédo

coditiana da lingua portuguesa. Agora, uma vez que € intuitivamente claro que “X’ € uma sentenca verdadeira” &
uma expresséao da lingua portuguesa e, por ICLP, uma definicdo de verdade da “estrutura de partida”, temos que
(ESLP, ICLP, “, “x’ & uma sentenca verdadeira”) € um tipo generalizado de estrutura tarskiana. Ora, uma vez que
vérias formas do paradoxo do mentiroso podem ser construidas nessa “estrutura”; estabelecemos, assim, que
(ESLP, ICLP, “, “x’ € uma sentenca verdadeira”) é inconsistente (ou seja, que existem sentencas de ESLP que
sdo tanto verdadeiras quanto falsas em ICLP). Diferentemente, no caso da Indefinibilidade IN, temos que
o conjunto das sentencgas validas em IN é consistente e, portanto, que nédo devera existir nenhuma definicéo de

verdade V(X) de L, em IN.
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81.3. Resultados tarskianos

Apresentaremos, agora, alguns resultados da abordagem definicional de Tarski
relativos a aritmética de primeira-ordem. Exporemos, contudo, tais resultados, tomando
S={Lpa., PA. In,Lzg, ZF, " | ", tce | V(X)) [cf. p. 22] como estrutura de base, ao invés
da estrutura “mais estritamente tarskiana” (Lpa , PA., Iy | Lpa, PA’, N, 1, V(X)) —note-

se, entre outras coisas, as diferentes posi¢coes de ‘|'.

Seja SENT(X) uma contrapartida formal de “X é uma sentenca de LRA,"(ZD:

Teoremal.
a) Para qualquer sentenca . de Lpa , g tep(0t) « V( [or]*); %

b) ke VX(V(X) — SENT(X)).

Definicédo B. Asentenca t,(0) <> V;(N,(®)) é, no contexto da estrutura (L, A;, I,

L,, A,, N, t,, V,(X)), chamada bicondicional de Tarski de o..%

Assim, por a) do Teorema |, temos que todos os bicondicionais de Tarski sdo

derivaveis em ZF.

Seja ~Xuma contrapartida formal da funcéo “a negacao de X”:
Teorema ll. 7 VX(SENT(X) = (~V(X) v ~V(+X)) [cp. Teorema 1, Tarski,

1956, p. 197].

21. Nesse contexto, que SENT(X) seja uma contrapartida formal de “X € uma sentenca de Ly, " depende tanto de
*[1* quanto de ZF; pois, entre outras coisas, queremos que, para qualquer expressédo o de Lpp, 00 Seja uma
sentenca de Lp,. se somente se - SENT(*[o]*). Os casos mais usuais s&o muito similares, que 3y(2.y= X)
seja uma contrapartida formal de “x é par’ depende, analogamente, de ~ e IN.

22. Devemos notar que *[X]* e tcx(X) sdo funcdes da meta-metateoria informal, uma vez que associam linguagem
e metalinguagem, elas ndo sdo expressdes de Lzg, e, portanto, ‘+,r VX(SENT(X) — (tcr(X) < V(*[XI"))) e
‘t2p VX(SENT(X) — (tce(X) <> V(X)))' simplesmente ndo fazem sentido.

23. Tarski [1935, p. 268] se refere a essas sentencas como “Teildefinitionen der Wahrheit’—"partial definitions of
the truth” na traducdo de Woodger [Idem, 1956, p. 155]—; entretanto, usaremos a traducao imediata dessa
expressao no sentido empregado por Hajek e Pudlak [1998, pp. 28-44].
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Teorema lll. +,g VX(SENT(X) = (V(X) v V(=X))) [cp. Teorema 2, ibidem,
p. 197].

Os teoremas |l e |1l estabelecem, respectivamente, que os principios de nao-
contradicao e do terceiro excluido para V(X). Enquanto, o préximo teorema estabelecera
a correcdo de PA, ou seja, que os teoremas de PA. sdo, como se poderia esperar,

todos verdadeiros no modelo padréo da aritmética.

Seja Prpa (X) uma contrapartida formal de “X € um teorema de PA.”:

TeoremalV. +,p VX(Prpa (X) = V(X)) [cp. Teorema 5, ibidem, p.198].

O proximo resultado é analogo do Teorema 6 do artigo de Tarski [ibidem, p.198];
entretanto, o argumento de Tarski ndo pode ser transferido a estrutura s De fato, o
teorema abaixo é tanto um corolario quanto uma versao (por assim dizer, intrassistémica)

do Teorema daIncompletude de Godel em ZF.
Teorema V.t IX(~Prpa (X) A V(X)).

N&o é dificil notar que as possibilidades expressivas de V(X) no contexto dos
métodos de aritmetizacdo de Godel sdo enormes e podem conduzir a uma infinidade

resultados aos quais o texto de Tarski ndo faz nenhuma referéncia.

Por exemplo, sejam TM(X), =(X, Y) e X(Y/2) contrapartidas formais, respectiva-
mente, de “X é um termo de Lpp ", de “a equacéo cujo primeiro termo € X e cujo segundo
ey’ e de “a substituigcdo do termo Y pelo termo Zna férmula X"

Teorema V.t VXVYVZ(V(X) A TM(Y) A V(2(Y, 2)) = V(X(Y/2)).

24, A estrutura de partida do artigo de Tarski [cf. 1956, pp.168-169] é, essencialmente, (L., A, I¢), onde L. ={c<},
IDom(1.) = o conjunto poténcia de C, A_(<) = a relagdo “é subconjunto de”. Assim, uma vez que a cardinalidade
de C ndo é especificada por nenhum axioma e que VXVy(Xxcy) é valida se C é vazio, enquanto ~VXVy(xcy) é
valida se C néo é vazio; temos, pela correcédo de A_, que nem VXVY(XSy) nem ~VXVY(XSY) sdo derivaveis em
A.. Contudo, qualquer modelo de A_ devera verificar uma das duas sentencas, de modo que ou temos
V(n(VXVy(Xcy))) ou temos V(n(~VXVYy(X<y))) e, portanto, o Teorema 6 de Tarski.
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§2. Axiomaticas da verdade

§2.1. Da abordagem definicional a axiomatica

A construcéo tarskiana da estrutura de chegada é, de fato, bastante natural e

direta; suas etapas sdo, em suma, as seguintes:

a) Incorporacdo das expressdes da linguagem-objeto como termos da meta-
linguagem [Tarski, 1956, pp. 170-171];

b) Regulamentacéo das propriedades dos termos por meio de axiomas metatedricos
de carater combinatorio [ibidem, pp. 173-174];

c) E, finalmente, adicdo de ferramentas tedricas capazes de controlar a definicdo
das sequéncias de satisfagéo(ZS) [no caso da metalinguagem, cf. ibidem, p. 171; no caso

da metateoria, cf. ibidem p. 173].(26)

Esse caréter direto da construcdo de Tarski e os resultados da secao anterior
séo alguns dos pontos fortes da abordagem definicional de Tarski e, como tais, podem

ser, e reiteradamente sdo, mobilizados como testemunhas de sua adequacao.

N&o obstante, uma alternativa as abordagens definicionais em geral e as estruturas
tarskianas em particular é a introducao axiomatica do predicado de verdade. Existem,
como seria de se esperar, diversas formas de justificar essa abordagem; a mais direta
delas é, ao que parece, sustentar que a verdade €, em si mesmo, um conceito primitivo
e que, portanto, ndo faria muito sentido analisa-la em termos de conceitos mais funda-
mentais; desse modo nossos axiomas poderiam ser diretamente justificados por nossas

intuicdes mais fundamentais sobre averdade®”.

25. A construcdo de uma estrutura tarskiana, cuja estrutura de partida &, por exemplo, (L, A, 1), é uma tarefa
razoavelmente complexa; devemos, entre outras coisas, associar cada uma das férmulas de L com uma
relacdo entre certos “objetos”, eles préprios, construidos a partir do dominio de I; as sequéncias de satisfacdo
de Tarski sdo simplesmente sequéncias categorialmente adequadas desses “objetos”.

26. A metateoria devera, segundo Tarski [1956, p.173] incluir “axiomas gerais da l6gica” em numero suficiente
para tanto. Devemos notar que principios de ordem superior (em ultima instancia, de ordem tanto finita quanto
infinita) sdo admitidos por Tarski como “axiomas gerais da légica”.
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N&o pretendemos, contudo, elaborar nesse estudo uma justificacao articulada e
ultima da abordagem axiomatica.

Apresentaremos abaixo, isso sim, duas motivacdes de ordem, por assim dizer,
estratégica e metodoldgica:

a) A primeira sera sustentada por uma analogia e remete as futuras possibilidades
das teorias axiomaticas, € essa a motivacao que, apesar de ser aparentemente mais
fragil, deve ser tomada como oficial;

b) A segunda apelara para certa parcimonia na utilizacdo de ferramentas logico-
matematicas (quantificacdo, conjuntos, etc.) que sdo necessarias ao tratamento defini-

cional rigoroso do predicado de verdade.®

Utilizaremos dois tipos de modifica¢cdes das estruturas tarskianas com vistas a
primeira motivacao.

Em primeiro lugar, a determinagéo mais completa das estruturas de partida permite
estabelecer resultados esclarecedores sobre as relagdes reciprocas existentes entre 0s
mais diversos sistemas. Por exemplo, enunciamos, anteriormente, os teoremas da
Definibilidade (PA., I\, ZF) e da Indefinibilidade IN [cf. pp. 22-23]. Ora, tais teoremas
sugerem, entre outras coisas, que IN e ZF estao relacionados de um modo (o predicado

de verdade de |y é definivel em ZF) que IN néo estéa relacionado consigo mesmo.

27. Um partidario desse ponto de vista é Donald Davidson em ‘The Folly of Trying to Define Truth’, [2005, pp.20-
21]: “For the most part, the concepts philosophers single out for attention, like truth [...], are the most elementary
concepts we have, concepts without which [...] we would have concepts at all. Why then should expect to be able
to reduce these concepts definitionally to other concepts that are simpler, clearer, and more basic? [...] [W]e cannot
hope to underpin [the concept of truth] with something more transparent or easier to grasp.”.

28. Existe uma distingao entre justificacdes ou motivagdes intrinsecas e extrinsecas para a adogcao de novos
axiomas [cf. discussdo de Penelope Maddy em Defending The Axioms, 2011, notadamente, pp. 123-137]; e,
embora ndo estejamos nesse momento discutindo motivacBes para aceitacdo de determinados axiomas, mas
do proprio método axiomatico em oposicdo a abordagem definicional de Tarski, um pequeno abuso da linguagem
talvez seja desculpavel. A defesa (justificacéo) de Davidson do método axiomatico (no tratamento do predicado
de verdade) seria, entéo, intrinseca: a verdade € um conceito primitivo e deve ser tratado como tal [nota 26, p. 11].
Nossa justificagdo oficial seria extrinsica (e também vaga): remete a “futuras possibilidades”. O recurso a “certa
parciménia” seria, por sua vez, ambiguo: intrinseco, para aqueles que recusam a legitimidade das ferramentas
metatedricas de Tarski; extrinseco, para aqueles que querem apenas estudar as relagbes entre as estruturas
tarskianas e certas teorias axiomaticas.
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Desse modo, algumas questdes surgem naturalmente:
a) Outros sistemas estéo relacionados do mesmo modo que IN e ZF? Quais?

b) Arelacéo de definibilidade é irreflexiva? E transitiva?

Em segundo lugar, restricbes impostas a linguagem da estrutura de partida
permitem estabelecer resultados, também eles esclarecedores, sobre as relacfes
existentes entre certos fragmentos de uma linguagem dada e, consequentemente, sobre
as capacidades expressivas desses fragmentos. Seja, por exemplo, L, um fragmento
de Lpa no qual ndo ha ocorréncia de quantificadores; nesse caso especifico, é possivel
construir uma definigdo de verdade tomando {L,, PA., I, Lpa ., PA., [ |, A) como estrutura
de partida (obviamente, o teorema da definibilidade sera, nesses casos, nossa

pedra de toque).

E, assim, surgem novas questes:

a) Existem sublinguagens L, de Lpa mais inclusivas do que L, tais que uma definigdo
de verdade possa nelas ser construida (a estrutura de partida seria nesse caso (L, PA.,
In» Lpa, PAL [ 1, A))? Se existem, quais?

b) Existem sublinguagens préprias L, de Lpa que permitem defini¢des de verdade

(aestrutura de partida seria (Lo, PA., I, Lo, PAL [ ], A))?

Devemos notar, entdo, que ndo ha incoeréncia nenhuma entre a) aceitarmos a
construcéo tarskiana como abordagem correta e adequada do predicado de verdade e
b) exploramos todo tipo de modificacédo das estruturas envolvidas. Aléem disso, essas
modificagbes, como tentamos mostrar por meio dos exemplos acima, sao extremamente
fecundas do ponto de vista tedrico. Assim, uma vez que ndo temos ainda os subsidios
necessarios para julgar as abordagens axiomaticas do predicado de verdade; podemos,
no mesmo espirito dedicado as modificagdes estruturais, explorar-lhes as possibilidades

tedricas. Essa serd, por assim dizer, a posicao oficial aceita nesse estudo.
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Podemos, ndo obstante, ir além desse expediente de carater meramente
analégico. Devemos notar, para tanto, que as ferramentas necessarias ao controle das
sequéncias de satisfacao estédo longe de ser triviais. A aritmética elementar, por exemplo,
deve necessariamente estar incluida na metateoria do célculo de classes do artigo de
Tarski; pois, do contrario, ndo seriamos capazes de lidar, de maneira uniforme, com
funcdes sentencias de uma aridade qualquer [cf. Tarski, 1956, pp. 191-192].

E, embora seja verdade que, nesse caso especifico, possamos replicar que isso
ndo é um grande problema, uma vez que a aritmética elementar ja esta implicita no
tratamento metateérico dos nomes descritivos-estruturais [cf. p. 16 e Tarski, 1956, p.
173], no caso de teorias mais fortes que aquela apresentada como exemplo no artigo de
Tarski (e isso vale praticamente para qualquer teoria matematicamente relevante), as
demandas podem néo ser aceitas de modo tdo pacifico.

No caso da aritmética elementar, por exemplo, a construcéo estritamente tarskiana
relativa a estrutura de partida {Lpa , PA., Iy} leva a quantificacdo de propriedades®; e

alguns logicos (e. g., Quine) poderiam néo aceitar a demanda.

No caso da teoria dos conjuntos, tudo fica pior. Se tomassemos, por exemplo, ZF
como ponto de partida, encontrariamos, eventualmente, estruturas metatedricas nao-
conjuntistas no ponto de chegada. Desse modo, estariamos, dizem alguns, fora do dominio
da matematica ordinaria e, portanto, para um bom nimero desses autores, além de

gualquer demanda tedrica aceitavel.

Nesse sentido, uma abordagem axiomatica nos permite ser matematicamente mais
parcimoniosos. Pois, ao invés de incorporarmos todas ferramentas matematicas
necessarias a definicdo da metalinguagem e da metateoria tarskianas, poderiamos

introduzir o conceito de verdade como um predicado primitivo(30); 0 que, nos casos de PA.

29. De fato, uma metateoria adequada para {Lpp , PA., I)y) demanda uma teoria dos subconjuntos de nimeros
naturais. E, por isso, que tanto a tarskiana PA. quanto ZF podem podem cumprir o papel de metateoria de PA..

30. Acreditando que seu método ndo poderia ser aplicado a teorias de “ordem infinita”, Tarski [1956, p. 241]

ventila a possibilidade de um tratamento axiomatico do predicado de verdade, julgando-o, por fim, inadequado
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e ZF, pode ser feito diretamente pela incorporacéo do predicado de verdade a linguagem-
objeto, uma vez que as tradugdes entre expressdes e termos sao passiveis, por meio dos

métodos de aritmetizacdo godelianos, de tratamento nas proprias teorias.

Esse é o caminho que trilharemos nesse estudo.

§2.2. Algumas teorias axiomaticas da verdade

Obviamente, aceitar a abordagem axiomatica, mesmo que em termos quase
meramente estratégicos, € apenas o primeiro passo; devemos lidar com uma questao
crucial: Qual conjunto de axiomas, dentre os varios existentes, devemos subscrever?
Para que tenhamos apenas uma vaga ideia do problema, um livro recente sobre teorias
axiomaticas da verdade introduz nada menos que 12 familias de teorias®V (algumas
delas contando com um namero infinito de teorias). De modo nada surpreendente, uma
vez que tais teorias ndo sao em geral introduzidas sem alguma motivagao, uma quanti-
dade enorme de argumentos (entre justificacdes intrinsecas e extrinsecas), tanto de carater
mais estritamente I6gico, quanto mais amplamente filoséfico, pode ser mobilizada em

nome da adequacao de uma ou outra das alternativas.

Entretanto, nosso objetivo aqui ndo sera a analise de tais argumentos; gosta-
riamos, apenas, de introduzir quatro diferentes teorias “aparentadas” duas a duas, tanto
como preambulo quanto como termos de comparac¢ao para as axiomaticas que iremos
propor no decorrer desse estudo:

a) Aprimeira familia de teorias sera baseada nos bicondicionais de Tarski [cf. p. 24].
b) A segunda sera baseada nas clausulas recursivas empregadas na construcao

das metateorias tarskianas.

[cf. ibidem, p. 255 e segs.]. Contudo, como o autor nota no Postscript de seu artigo, essa suposta impossibilidade
pode ser superada pelo uso de ordinais transfinitos [cf. ibidem, p. 268 e segs.]. Devemos notar que nem o
carater negativo do julgamento de Tarski nem a emenda conseguem afastar o fato de que Tarski é pioneiro tanto
da abordagem definicional quanto da abordagem axiomatica do predicado de verdade.

31. Axiomatic Theories of Truth de Volker Halbach, 2011.
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Definimos, primeiramente, a linguagem Lpay, pela adicéo do predicado V como

uma nova constante em Lp . Segue-se, entdo, a primeira de nossas duas familias.

Definicdo C. Ateoria BT(V) em Lpay sera definida pelo seguinte conjunto de
axiomas:
a) Os axiomas da teoria Q de Robinson;
b) Asinstancias do esquema de inducéo matematica restrito as formulas de Lpa;

c) Os bicondicionais de Tarski restritos as sentencas de Lpp .

Definiremos, além disso, uma variante bem simples de BT(V):
Definigdo D. A teoria BTV em Lppy sera definida pelo seguinte conjunto de
axiomas:
a) Os axiomas da teoria Q de Robinson;
b) Asinstancias do esquema de indugéo (em Lpay);

c) Os bicondicionais de Tarski restritos as sentencas de LRA_.(32)

A diferenca entre as teorias esta na aceitacdo ou ndo das instancias do esquema
da inducéo nas quais a “nova” constante V aparece. Devemos notar que ndo ha nada de
especial em aceitar essas instancias; na verdade, é muito natural que as aceitemos,
umavez que a inducao é intuitivamente valida para quaisquer subconjuntos de nimeros
naturais e que a extensdo de V no modelo padrdo da aritmética é, claramente, um subcon-

junto dos numeros naturais.®

32. E possivel provar que se PA. é consistente, entdo BT(V) e BTV também o so. Seja 0 = {0y, Oy, ..., Oy, OL)
uma derivagdo em BTV (ou em BT(V)), sejam V(I@,) & @, ..., V(I @il) < @;, i<n+ 1, os bicondicionais de Tarski
de d. Definimos )0(0(1) como a substituicdo de cada subférmula V(T) de oy pela formula (T = [Q;IAQ) vV
(T = [@ilA@;). Temos, entdo, que se Ok € um axioma de BTV, entdo rp, Y (o) [base]. Seja Fpa. Y (o),
FP.A.Y/(OCZ), I—P.A.Y/(Ocn) [hipdtese da indugéo], segue-se, uma vez que ou (1) & € um axioma ou (2) &L = V'V, ou
(3) 0L = 0y — 0., para algum |<n, e que (4) Y(Vvay) = VW/(ou) e (5) Y(oy — o) = Y (o) = Y(0t), que (6) Fpp V()
(nao é dificil notar que existem versdes construtivas da prova). Assim, uma vez que, para toda formula B de Lpa,
Y/([S) = B, qualquer férmula de Lpa_derivavel em BTV também é derivavel em PA.; segue-se como corolario que
se PA. é consistente, entdo BT(V) e BTV também o s&o.

33. Esse é basicamente o argumento que Feferman apresenta para justificar o que ele chama “unfolding of a
system” [cf., por exemplo, “Goédel's program for new axiomas: Why, where, how and what?”, pp. 8-10].
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Bem outro, entretanto, € caso da restricdo dos bicondicionais de Tarski as
sentencas de Lpp . Seja BTV umaversdo de BTV (o argumento é valido mutatis mutan-
dis também para BT(V)) na qual a restricdo é relaxada; podemos, entdo, mostrar que

BTV" é inconsistente por meio do seguinte argumento:

a) O Lema do Ponto-fixo é valido em BTV"; desse modo, existira uma sentenca
@ de Lpay (masndodeLpp se PA.for consistente!) tal que F g+ @ <>~V (| @l). Ora,
desde que b) os bicondicionais de Tarski sdo validos para quaisquer sentencas de Lpay/,

temos que c) Fg1y+ ¢ < V([ 9l) e, portanto, que d) gy V(@) & ~V( [(p]).(34)

Obviamente, ‘BT’ e os parénteses em ‘(V)’ sdo referéncias, respectivamente,

aos bicondicionais de Tarski e a restricdo imposta ao esquema de inducao matematica.

Com vistas a definicdo da segunda familia de teorias, teremos de introduzir uma
série de simbolos auxiliares:

a) A(XY)serauma contrapartida formal da fungéo “a conjuncéo entre Xe Y’, ou seja,
da funcéo que atribui, aos niumeros de Goédel de duas formulas dadas, o nUmero de
Godel da conjuncéo dessas férmulas;

b) v(XY), =5(X ¥), V(X Y) e 3(X, Y) serdo, respectivamente,contrapartidas formais

das funcdes “a disjuncéo entre X e y”, “a condicionalizag¢éo de Yy por X’, “a universalizagdo

de Yy com respeito a X', “a existencializagéo de y com respeito a X".

34. Poderiamos, apesar de tudo, defender formas nao-restritas dos bicondicionais de Tarski; no caso, deveriamos
derrogar alguns dos principios da l6gica classica, seja para evitar diretamente as contradi¢cdes, seja para evitar
gue elas trivializem as teorias correpondentes [cf., por exemplo, Field, 2008, pp. 4-11]. E, embora a defesa de
formas nao-restritas dos bicondicionais de Tarski se dé, geralmente, no nivel informal do predicado de verdade
da linguagem natural [cf., por exemplo, Priest, 2006a, pp. 15 e segs.], isso ndo nos impede de transferi-la a
aritmética formal. Uma questdo, no minimo interessante, seria aquela do status das sentencas nas quais o
predicado de verdade ocorre (regulado por formas ndo-restritas de bicondicionais) em aritméticas desenvolvidas
em sistemas de l6gica paraconsistente. Suponhamos que seja possivel definir uma aritmética aceitavel em um
desses sistemas, podemos entdo formular as seguintes perguntas: Para quais sentencgas, se para alguma,
podemos provar que a ndo-contradicdo vale? Para quais sentencas, se para alguma, podemos provar que a
ndo-contradi¢do falha? Existiria alguma relac@o entre a ocorréncia ou ndo do predicado de verdade e esses
tipos de sentencas?
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c) LTH(X)sera, por suavez, uma contrapartida formal da funcdo “a denotacgéo (valor
ou legenda) do termo fechado X", ou seja, da funcéo que atribui, ao niumero de Godel de
um termo fechado da linguagem, o nimero ao qual esse termo se refere; seja, por
exemplo, N o nimero de Godel do termo (2 + 2) - 2, alegenda de n ser4, portanto, 8.

d) E, finalmente, TH(X) serd uma contrapartida formal do predicado “X € um termo

fechado de Lpa "

(35)

Definicdo E. As sentencas listadas abaixo'™ serdo coletivamente chamadas

axiomas composicionais em Lpa:

a) VXVY(SENT(=(XY)) = (V(E(X Y) < LTR(X) =LTHY)); [C-]
b) VX(SENT(X) = (V(+X) < ~V(X))); [C-]
c) VXVY(SENT(A(X Y) = (V(A(X Y) < V(X) AV(Y)); [CAl
d) VXVY(SENT(V(X, ) = (VX Y) & V(X) v V(Y); [Cv]
) VXVY(SENT(5(X Y)) = (V(5(X, Y) & V(X) > V(Y)); [C-]

f) VXVY(SENT(V(X Y)) = (V(V(X Y) & VZTF2 - V(Y(2)))):*?  [Cyl
9) VXVY(SENT(3(X, ) = (V(A(X Y) <> IZATF2) A V(Y(X/2)))). [C]

Defini¢do F. Ateoria C(V) em Lpay sera definida pelo seguinte conjunto de
axiomas:
a) Os axiomas da teoria Q de Robinson;
b) Asinstancias do esquema de indugéo restrito as formulas de Lpa;

c) Os axiomas composicionais em Lpp .

Definigdo G. Ateoria CV em Lppy sera definida pelo seguinte conjunto de
axiomas:

a) Os axiomas da teoria Q de Robinson;

35. Os axiomas composicionais podem ser pensados como contrapartidas intrassistémicas das clausulas
recursivas da definicdo de verdade tarskiana. Temos, assim, que a base da definicdo de Tarski é representada
por C= enquanto as clausulas indutivas sdo respresentadas pelos demais axiomas [cf. 1956, p. 193, df. 22].

36. Sobre a férmula X(y/2), cf. p. 25, Teorema VI.
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b) Asinstancias do esquema de indugéo (em Lpay);

c) Os axiomas composicionais em Lpa.

Obviamente, ‘C’ é uma referéncia aos axiomas composicionais, de modo C(V)
€, por assim dizer, uma teoria composicional restrita, enquanto CV é uma teoria composi-

cional ampla da verdade.

§2.3. Demandas Tarskianas

O objetivo desse estudo, deixemos claro, ndo € estabelecer que um dos sistemas
acima (ou qualquer outro) captura de maneira adequada e absoluta as leis que regulam
o predicado de verdade. De fato, hd um ceticismo bem fundamentado quanto a essa
possibilidade. Devemos, isso sim e mais frouxamente, notar que todos os axiomas

propostos anteriomente sdo intuitivamente validos®

ou, em outras palavras, que 0s
sistemas da sec¢éo anterior sdo todos corretos de um ponto de vista, por assim dizer,
Iégico-intuitivo(38). No que se segue, introduziremos alguns resultados relativos aos
sistemas propostos na secao anterior com vistas a compara-los tanto entre si quanto

em relacdo a teoria definicional tarskiana.

Lema VII. BT(V) é um subsistema de BTV, BTV é um subsistema de C(V)

[Halbach, 2011, p. 66] e C(V) é um subsistema de CV.

37. Ou seja, nossa justificacdo dos axiomas, desse ponto de vista, seria intrinseca [cf. nota 28, p. 27] (desde que
aceitemos os resultados de Tarski como guias fidedignos). Contudo, o problema aqui é outro: até onde devemos
ir? Devemos ou ndo aceitar tudo que é intuitivamente valido? Nossa resposta é: analisaremos varios desses
sistemas (mais ou menos inclusivos) com vistas a estabelecermos suas caracteristicas e a compara-los; tudo
isso em nome da fecundidade propria do método axiomatico, deixando, estrategicamente, de lado a pretensao
de estabelecer a “adequacdo” absoluta de qualquer um desses sistemas.

38. Logico-intuitivo em oposi¢do a um sentido mais propriamente légico que demanda a apresentacdo de um
modelo. Notemos algumas diferencgas: a derivagdo de uma contradicdo em um sistema intuitivamente correto
conduziria a revisdo do préprio conteudo intuitivo do predicado e/ou da légica subjacente ao sistema. No
segundo caso, 0s sistemas deverdo ser ou nao corretos em relacdo ao modelo dado, sendo que da corregcédo
se segue necessariamente que nenhuma contradicdo é derivavel no sistema (qualquer inconsisténcia aqui é
uma inconsisténcia da teoria dos modelos ndo do modelo ele mesmo).
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LemaVIll. Ossistemas BT(V), BTV e C(V) sdo todos conservativos sobre PA.

[ibidem, p. 55 e p. 80].

Temos, ainda, que:

Teorema | X. VX(SENT(X) = (=V(X) v ~V(%X))) ndo é derivavel em C(V).

Enquanto que:

Teorema X. oy VX(SENT(X) = (=V(X) v ~V(*X))).

Analogamente, temos que:

Teorema XI. VX(SENT(X) = (V(X) v V(+X))) ndo é derivavel em C(V).
Teorema XI 1.+, VX(SENT(X) = (V(X) v V(*X))).

Em suma, CV é o Unico dos sistemas propostos no qual podemos estabeler os
principios de ndo-contradicdo e terceiro excluido. O caso da correcdo de PA. nédo é
diferente:

Teorema XI11. VX((SENT(X) A Prpa (X)) — V(X)) néo é derivavel em C(V).
Teorema XIV. ko VX((SENT(X) A Prpa (X)) = V(X)) [ibidem, p. 104].

Do Teorema XIV e do teorema da incompletude para PA., temos que:

Teorema XV. CV néo é conservativo sobre PA. [ibidem, p. 106].

Esta claro que CV é a Uinica teoria proposta cuja forca probat6ria é similar a da
metateoria tarskiana. Contudo,desde que CV nao é conservativo sobre PA. e, portanto,
introduz, por meio de consideracdes “semanticas” sobre o predicado de verdade, algumas
consequéncias puramente aritméticas em PA., alguns filésofos “mais modestos” em
relacédo ao papel tedrico do predicado de verdade—Kiunne [2003, pp. 317 e segs.] 0s
denomina minimalistas—argumentariam que CV ndo é, justamente por isso, uma boa

teoria da verdade. Segundo Wolfgang Kinne [ibidem, p. 321]: “[...] the minimalist
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declares: Si tacuisses, philosophus mansisses, or in terms more easily comprehen-
sible to non-classicists, silence is golden”. No caso especifico dos minimalistas (na
expressao de Kiinne) ou dos deflacionistas®, talvez o velho e bom portugués seja ainda

mais certeiro; “Em boca fechada nao entra mosca”.

§2.4. Um argumento matematico e algumas alternativas teéricas

Grande parte das ferramentas semanticas de Tarski (mas, obviamente, devido a
Indefinibilidade IN [p. 23], ndo todas) pode ser devidamente formalizada em sistemas

como PA. por meio dos métodos gddelianos de aritmetizacao.

Podemos, entre outras coisas, construir as chamadas definices parciais de
verdade™ ou DPV's, que formam uma lista enumeravel Vo(X), V4(X),..., Vi(X),... de

férmulas cuja Unica variavel livre € X e, para as quais, 0 seguinte metateorema vale:

Teorema XVI. Para qualquer nimero natural N dado, se o € uma sentenca de

Lpa. cuja complexidade € menor ouigual an, entdo Fpa o< V([ a]).

Ora, cada umadas sentengas de Lpa tem uma Unica complexidade dada, de modo
gue a unido das definigbes parciais de verdade de PA. seria um bom candidato a predicado
de verdade de PA.. Como veremos, arregimentar tal intuicdo e obter algumas de suas

consequéncias sera, colocando tudo em pratos limpos, o objetivo desse estudo.

Uma proposta ao mesmo tempo simples e descuidada é o acréscimo da pseudo-
definicdo 3y(Vy(X)) <> V(X) aos axiomas de PA.. Contudo, 3y(Vy(X)) <> V(X) néo é

nem mesmo uma férmula de Lppy ; € estariamos, no caso, confundindo as variaveis

39. O termo ‘deflacionismo’ seria, nesse caso, mais adequado, porque é tomado pela maioria dos filésofos
numa acepc¢do mais geral (e, possivelmente, mais vaga) [cf., por exemplo, Burgess, 2004, pp. 37-55], enquanto
‘minimalismo’ se aplica mais diretamentamente a abordagem do predicado de verdade proposta por Paul
Horwich [cf. 2004, pp. 57-73].

40. Esses predicados séo descritos por Hajek & Pudlak [1998, pp. 51-61] e sdo usados pelos autores para esta-
belecer que certos fragmentos de PA. definidos pela restricdo da esquema de inducédo as férmulas de uma
determinada complexidade aritmética sdo finitamente axiomatizaveis [ibidem, pp. 77-81].
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metalinguisticas das defini¢des parciais de verdade com variaveis de Lpay, . Na verdade,
uma das consequéncias da Indefinibilidade IN é que néo existe nenhuma formula (com
duas variaveis livres) que, de alguma maneira, descreva o comportamento da sequéncia

de definicbes parciais de verdade.V

Obviamente, embora as versdes parametrizadas V,(X) < V(X) da pseudo-
defini¢do sejam sentengas de Lpay,, infelizmente, ndo poderiamos adiciona-las a PA.
como axiomas, pelo simples fato de que é claramente falso que V(lol) — V,(loal)

no caso de sentencas de complexidade maior que nN.

Vamos as propostas iniciais.

A. Sistemas de acumulacao (simples)

Definicdo H. As sentencas VX(V,(X) — V(X)), onde N é um ndmero natural,

serdo chamadas clausulas de acumulacéo positiva ou, mais sucintamente, CAPS.

Nossa primeira proposta sera:
Definigdo |. Ateoria ACM(V) em Lppy sera definida pelo seguinte conjunto
de axiomas:
a) Os axiomas da teoria Q de Robinson;
b) Asinstancias do esquema de indugdo matematica restrito as férmulas de Lpa;

c) Asclausulas de acumulagéo positiva.("'z)

Definiremos, como fizemos anteriormente para BT(V) e C(V), uma variante de

AcM(V) na qual a indugdo matematica ndo estara restrita as formulas de Lpp .

41. Para uma descri¢cdo mais rigorosa do problema e uma apresentagdo do argumento cf., por exemplo, Boolos
& Jeffrey [1980, p. 207].

42. Esse tipo de axiomatica, na qual adicionamos um nimero infinito de axiomas, por assim dizer, um a um, nao
€ algo estranho na literatura. Os exemplos mais comuns sé@o as versdes de primeira-ordem das teorias de
estruturas algébricas, nas quais acrescentamos um axioma de existéncia para cada nimero natural dado,
impondo, assim, que o dominio da estrutura seja infinito; e. g., a teoria dos grupos infinitos tal como exposta
por Epstein [2006, p. 197].
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Definigdo J. A teoria ACMV em Lp,y sera definida pelo seguinte conjunto
de axiomas:
a) Os axiomas da teoria Q de Robinson;
b) Asinstancias do esquema de indugéo (em Lpay);

¢) As clausulas de acumulacéo positiva.

Os sistemas AcM(V) e ACMV séo, pelo menos, intuitivamente tdo corretos quanto
BT(V),BTV, C(V) e CV. Sem entrarmos em considerag8es légico-filoséficas sobre como
um predicado de verdade deveria se comportar, parece matematicamente imediato que,
na medida em temos acesso as definicdes parciais de verdade, um caminho natural €, de
alguma forma, acumula-las. Ora, desde que ndo podemos acumula-las usando umarelacéo
gue as enumere, parece legitimo adicionar as clausulas de acumulacéo tal como fizemos.
Por esses motivos, AcCM (V) e ACMYV serao objetos privilegiados de nosso estudo, nossas
teorias “minimais” da verdade; AcM(V) é chamado sistema minimal (restrito) da acumu-

lac&o positiva; ACMV é chamado sistema minimal da acumulag&o positiva.

Além disso, introduziremos, com vistas ao fortalecimento de nossos sistemas
minimais, certas definigées parciais modificadas de verdade que chamaremos, respecti-
vamente, definicbes parciais enraizadas de verdade (RVS) e definicdes parciais
estruturais de verdade (EVS); e apresentaremos, entao, clausulas, analogas as CAPS, e
sistemas de acumulagédo, analogos ao sistema AcM(V), baseados nessas versdes

modificadas das definigcdes parciais de verdade.

B. Sistemas de dupla acumulacgéao

Contudo, como se pode ver, tais sistemas estéao longe de dar conta da nogéo de
verdade como a unido das verdades parciais. Até 0 momento, “acumulamos” a verdade.
Podemos, ainda, dizer que a verdade é tdo-somente aquilo que foi acumulado. Nem é

preciso lembrar que, no caso dos sistemas axiomaticos, ndo temos as ferramentas da
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teoria dos conjuntos necessarias para definir a extensao de V (X) como a menor extensao

acumulada pelas defini¢cdes parciais. Iremos propor, entéo, dois pequenos truques.

Primeiramente, podemos também construir definicdes parciais de falsidade, ou
seja, uma lista enumeravel Fy(X), F;(X), ..., F(X), ... de formulas cuja Gnica variavel livre

€ X e, para as quais, o seguinte metateorema vale:

Teorema XVI|. Para qualquer nimero natural N dado, se o € uma sentenca de

Lpa. cuja complexidade é menor ou igual a N, entdo +,, ~0L <> Fy(fal).

E, assim, analogamente aos sistemas AcM(V) e AcCMV de acumulacédo da
verdade, poderemos definir sistemas ACM(F) e ACMF de “acumulacao da falsidade”
baseados nas sentencas VX(F,(X) — F(X)), chamadas clausulas de acumulacéo
negativa de Lpp g ou, mais sucintamente, CANS.

Podemos, entdo, lancar as bases de sistemas de “dupla acumulagao”, no qual
todas as sentencas sao “alcancadas” ou por meio da acumulacdo da verdade ou
por meio da acumulacédo da falsidade. Tais sistemas parecem interessantes devido a
possibilidade de introduzirmos axiomas nos quais os predicados de verdade e falsidade

interagem.

Outro trugue mais simples e possivelmente menos flexivel € baseado nas clausulas

de acumulacéo definidas logo abaixo.

Definicdo K. As sentencas VX((SENT (X) = (V,(X) <> V(X))), onde SENT (X)
é uma contrapartida formal de “X € uma sentenca de Lpa de complexidade Nn”, seréo

chamadas clausulas de acumulacéo.

De fato, uma definicdo satisfatoria desses sistemas de acumulagéo simples e
dupla, bem como o estudo um pouco mais detalhado dos primeiros seréo o objetivo

desse trabalho.
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Conceitos metatedricos fundamentais

81. Linguagens de base

Chamaremos as linguagens Lpa, Lpav. Lpa g € Lpav e, definidas abaixo,
coletivamente, linguagens de base.
As expressoes das linguagens de base serdo todas formuladas no alfabeto:

’

Va 31 ™ \ Ny ra fa Va

Expressaremos os graus (ou as “aridades”) dos simbolos funcionais e dos
simbolos de predicado, respectivamente, pela repeticéo de ‘f’ e ‘r’; repeticdes de *”,
por sua vez, indicaréo o lugar dos simbolos na possivel enumera¢do dos mesmos.

Os simbolos f’, 7, f’”, ... serdo simbolos funcionais de grau 0 ou constantes
individuais e serdo abreviados, respectivamente, por C;, C,, Cs, ...; T/, 17, ff"7, ...
ser&o simbolos funcionais de grau 1 e serdo abreviados por f 1, f 3, f 3, ... ; enquanto
que fff’, fff”, fff”, ... serdo simbolos funcionais de grau 2 e serdo abreviados
porf3, f2, 3 ..:eassimsucessivamente.

1444

Os simbolos r’, r”, r’”, ... seréo, por sua vez, simbolos de predicados (de grau

1) e seréo abreviados por Py, P,, Ps, ...;rr’, rr”, rr’”, ... serdo simbolos de relacbes
binarias e serdo abreviados por RZ, R3, R3, ... ; enquanto que rrr’, rrr”, rrr’”, ..
ser&o simbolos de relacées ternarias e serdo abreviados por R3, R3, R3, ... ; e assim
sucessivamente.

Os simbolos c; e f ] serdo tomados, respectivamente, como nomes de 0 e da
funcéo sucessor. De modo que:
1.1. Definicdio de numeral. As expressdes c,, fic,, fific, fifific,, ... serdo

os numerais (formais) das linguagens de base.
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Abreviaremos os numerais formais, como se tornou usual, por meio de uma barra

transversal sobre os numerais da aritmética informal. Desse modo, temos 0, 1, 2, 3, ...,

tomados em sequéncia, como abrevia¢gdes de numerais (formais).

Os simbolos 3, f3 e f3 serdo tomados, respectivamente, como nomes das

operacdes binérias de adicdo, multiplicacdo e exponenciagao.

1.2. Definicdo de termo fechado. Uma expressédo T é um termo fechado das
linguagens de base:
a) SeTéum numeral formal.

b) Ouse T é daforma fivv, f3vv e f3Vv, onde v e v séo termos fechados.

Escreveremos ‘+’ no lugar de f3 e *-’ no lugar de f?2 e utilizaremos, além disso,
0s simbolos de soma e multiplicagdo como infixos™™. Desse modo, temos, primeiro,
+0V no lugar de f3vv e vV no lugar de f3vv; e, finalmente, (U +V) no lugar

de +vVv e (v-V) no lugar de - vV . Escreveremos, ainda, DV no lugar de f3vv.

1.3. Definic&o de variavel. As expressdes V', V7, V', ... serdo as variaveis

das linguagens de base.

Abreviaremos as variaveis por meio de subscritos; desse modo, temos V4, V5,
V3, ... como abreviacOes das variaveis das linguagens de base. Escreveremos, além
disso, Xno lugar de V4; Y no lugar de V,; Zno lugar de V3; Wno lugar de V,; Vno lugar de

Vs, Uno lugar de Vg; X, no lugar de V4; Y, no lugar de Vg, e assim sucessivamente.

1.4. Definicdo de termo. Uma expressao 7 € um termo das linguagens de
base:
a) SeTé numeral formal ou uma variavel.

b) Ouset é daforma f3vv, f2vv e f30v, onde v e v sdo termos.

1. Para uma discussédo sobre os tipos de afixos utilizados em légica cf. Curry [1977, pp. 34-35].



Capitulo Il: Conceitos metateéricos fundamentais 42

As convencdes notacionais para termos fechados continuardo, mutatis mutan-

dis, valendo para termos tanto abertos quanto fechados.

Os simbolos R? e R3 serdo tomados, respectivamente, como nomes das
relacdes numéricas de identidade e ordem. De modo que:
1.5. Definigdo de formula atémica de Lpa .

a) Se T eV sdo termos, entdo Ri7v e R3T v sfo formulas atdémicas de Lpp .

Escreveremos ‘=" no lugar de R? e ‘<’ no lugar de R3 e utilizaremos, além disso,
0s simbolos de identidade e ordem como infixos. Desse modo, teremos T =V no lugar

de Ri7v e T <V no lugar de R37v.

1.6. Defini¢édo de formulaatémicade Lpay, Lpa E € LpavE-
a) Se T é um termo, entdo P,T e as férmulas atdmicas de Lpp sdo férmulas
atdmicasde Lpay e LpavE-
b) Se T é um termo, entdo P,T e as férmulas atdmicas de Lps séo férmulas

atbmicas de LP.A.F. e LP.A.V.F.'

Escreveremos ‘V' no lugar de P; e ‘F no lugar de P, e adicionaremos
ocasionalmente parénteses aos termos correspondentes. Desse modo, temos VT no
lugar de P;7 ou, as vezes, V(7) no lugar de P,7; e Ft no lugar de P,T ou, as vezes,

F(t) no lugar de P,7?.

1.7. Definicdo de férmula das linguagens de base.
a) Asformulas atémicas de Lpp séo formulas de Lpp .
b) Se o e séo formulas de Lpp e v é uma variavel, entdo ~o, vof, Ao}, Vva

e v sdo férmulas de Lpp .

2. A ambiguidade nao é de modo algum problematica, uma vez que os parénteses ndo ocorrem oficialmente em
nenhuma das férmulas desse estudo.
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Clausulas analogas devem ser aplicadas as formulas atdmicas de Lpa v/, Lpa F €

Lpa v g Na definigdo das férmulas das respectivas linguagens.

7

Escreveremos os conectivos ‘v’ e ‘A’ como infixos (utilizando, é claro,
adequadamente os parénteses); ‘—' e ‘«>’, por sua vez, serao introduzidos por meio das
abreviagdes usuais: e. g., (00 — ) sera a abreviagdo de (~o. v 3). Além disso, os
parénteses serdo associados a direita; os conectivos ‘v’ e ‘A’ dominaréo ‘-’ e ‘«’; '~

dominard as demais constantes.

1.8. Definicdo de substituicdo de variaveis livres por termos fechados. Seja

V uma variavel e T um termo fechado:

a) Se o é uma formula atdmica, o.V/; € o resultado da substituicdo de v por T em
todas ocorréncias de v em o

b) (~o)¥/z =~(atV/z);

c) (ouv B)Vir =(Vz) v (BYr);

d) (oA B)Yir =(¥z) A (BYI7);

e) (Vva)Vir=Vvao,

) Avo)Vir=3va,;

Se & é uma variavel diferente de Vv, entéo:

g9) (Vvo)slz = Vv (asly).

h) @Ava)sl; =3v(os/;).®

Os conceitos de variavel livre e ligada, de sentencga e de complexidade ou grau

de uma férmula serdo os usuais [cf. Smullyan, 1992, pp. 15-16].

A possivel adicdo de simbolos funcionais ou relacionais as linguagens de
base deve ser acompanhada de modificacdes 6bvias nas clausulas relevantes das

definigcbes acima.

3. Uma definicao de substituicdo desse tipo pode ser encontrada em First-Order Logic de Smullyan [1995, p. 44].
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§2. Alguns conceitos semanticos

2.1. Definic&o de denotacgéo. Adenotacdo d(7) do termo fechado 7 € definida
pelas clausulas abaixo:
a) Paracadanumeral n, d(n) =n.
b) Se T e v sdo termos fechados, entdo d(f$7Vv) é a soma de d(7) e d(v);
d(f3tv) é a multiplicacdo de d(t) por d(v); d(f57Vv) é a d(v)-ésima poténcia

de d(7).

Assim teremos, por exemplo, que d(f5f3f1fic,fific,fific;) =8, ouseja,

qued((2+2)-2)=8.

As clausulas de b) sdo enunciadas “por extenso” para dissipar qualquer aparéncia
de trivialidade ou ambiguidade sugerida pelas abreviacées: d(7+Vv) =d(t)+d(v);

d(z-v)=d(z)-d(v); d(zv) =d(t)d(V).

2.2. Definigéo de verdade em IN para sentengas atdmicas de Lpp .
Se o é uma sentenca atémica de Lpa, o é da forma RiTV ou o é da forma
R27Vv. Desse modo:
a) No primeiro caso, o € verdadeira em IN se e somente se d(7), a denotagéo de
T, e d(v), adenotacio de Vv, sdo iguais.
b) No segundo caso, o é verdadeira em IN se e somente se d(7) é menor que

d(v)oud(r) e d(Vv) séo iguais.

Na versdo abreviada, teriamos: a) se 0t € T =V, entdo o é verdadeira em IN sse

d(r)=d(v); b) Se a0 é T <V, entdo o é verdadeira sse d(7) <d(V).

2.3. Definicdo de verdade em IN para sentencas de Lpp (complemento).
Para qualquer sentenca ndo-atdmica @ de Lpp , temos:
a) Se @ é daforma ~a., @ € verdadeira em IN se somente se 0. ndo € verdadeira

em IN.
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b) Se @ é (o v B), @ é verdadeira em IN sse o é verdadeira em IN ou [3 é verda-
deira em IN.

c) Se @ é daforma (o A B), ¢ é verdadeira (em IN) sse o é verdadeiraem N e 3 é
verdadeira em IN.

d) Se ¢ é Yva, @ é verdadeira sse oY/ é verdadeira em IN para todo nimero
natural N.

e) E, finalmente, se @ é da forma 3v a,, ¢ é verdadeira sse a.V/f é verdadeira em

IN para algum natural n.

2.4. Notagao alternativa para verdade em IN. Escreveremos, também, INE o

no lugar de o é verdadeira (em IN).

2.5. Definigédo dos conjuntos de verdades e falsidades de Lpp .
a) V ={o | o é verdadeira} ={ot|IN o}.

b) F={a|~o é verdadeira} .

2.6. Alguns fatos simples sobreV e F.
a) FNV=g.
b) FUV = Conjunto das sentencgas de Lpp .
c) Ascondi¢Ges booleanas valem paraV e F e.g.,sede V entdo (oL v PB)e V se
o e F entdo (o a B)e F.
d) SeVvoe V ent&o, para todo termo fechado 7, oY/ € V.

e) Sedvae V , entdo, para algum termo fechado 7, aV/z € V.

Seja Q(Vy, Vs, ...,V,)) uma formula cujas variaveis livres séo exatamente Vy, Vs, ...,

V., entenderemos @(Ty, Ty, ..., Tn) COMO O resultado da substituigdo sucessiva das

variaveis Vi, V,, ..., V, pelos termos fechados t,, T,, ..., T, €m ¢, em outras palavras,

O(T1, Tpr oo Ty) SEFA (o (QV) Volt) ...Vl ).
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2.7. Definicdo de propriedade ou relagédo expressavel em Lp . Umarelacéo
R n-aria é expressavel em Lp se existe uma férmula ¢ de Lpa tal que, para quaisquer

nameros naturais K;, K, ..., K, (p(El, Ko, ..., ko) é verdadeira sse (ky, k, ..., K,y e R.

2.8. Alguns exemplos de relagGes expressaveis em Lpp .
a) “Xé o antecessor de Yy é expressa por f1x=V.
b) “X é par” é expressa por 3y (y + Y =X) e, também, por Iy(2-y=X).

c) “Xédivisivel pory” é expressa por 3z(y - z=X).

2.9. Definicdo da notagdo de barra simples. Por |@|, entenderemos a relagéo
expressa por @ em Lp, . (Ndo devemos confundir | 3y(y + Y = X) | que se refere ao conjunto

dos pares e | 3y(y + y=X)| que se refere ao numeral de Godel da formula [cf. p. 53].)

2.10. Alguns fatos triviais sobre a notacdo de barra simples.
a) Embora 3y(y +y=X), 3y(2-y=X) e AY(y < XA Y + Y =X) sejam todas formulas
diferentesde Lpa, [AY(Y +Y=X)|=|3V(2- y=X)| = |IY(y < XAy +Y=X)|.
b) As condicGes booleanas valem para |Q(Vy, ..., V)| e |W(Vy, ..., V) |, por exemplo,
OV, <o, V) U WYL V) [ = O(Ve, V) v WV, o V) |5 [V, s V) [ (v,

VA B T (VA IR/ (VARRYAN

Obviamente, podemos expressar em Lpa relagées para as quais nenhum nome
foi cunhado, diferentemente dos usuais “X € par” e “X é divisivel por y’; nesses casos, a
notacéo de barra simples pode ser bastante util.

Temos, entao, que:

2.11. Definicdo da relacdo de complexidade na Base 10. Seja CX(X)= Yy
uma abreviagdo de VX (X <Y — (fix,=y — T0< X)) A f1x < T0”; entenderemos a

relagéo “y é a complexidade de X (na base 10)” como |CX (X) ~ Y.

Assim, por exemplo, “2 é a complexidade de 11" ou (11, 2)e |CX (X) ~ Y|, porque
CX (11) = 2 é verdadeira (em IN).
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O simbolo (informal) ‘~’ sera sempre parte de um simbolo, por assim dizer, mais
complexo, de modo que ‘=’ ndo tera um significado independente propriamente dito.
N&o obstante, o simbolo indicara que estamos trabalhando com rela¢des de um tipo
especial, mais especificamente, com graficos de fun¢des; assim, ‘~’ serd uma especie
de simbolo de (pseudo-)identidade que sera usado com propdsitos mnemaonicos.

Podemos, é claro, expressar fung¢des por meio de termos da linguagem, e. g.,
“a X-ésima poténcia de X’ é expressa por XX. Entretanto, a capacidade expressiva
dos termos das linguagens de base € bastante limitada, € por isso que o simbolo ‘=’
é tdo Util; ndo temos, por exemplo, termos correspondentes as relagdes |CX (X) =~ Y| e

|(fix=yvy=0)|(“Xé o antecessor de y").

2.12. Mais sobre gréaficos. Se R é o grafico de uma funcgdo n-aria f,
entenderemos R(K;, ..., k), onde ki, ..., K, s&o nimeros naturais, como f(ki, ..., K,),
ou seja, o0 valor da fungcédo para os argumentos dados; além disso, entenderemos

R(v;, ..., Vi), onde Vj, ..., V, sdo variaveis, como a propria funcéo f.

Como um caso especial temos: seja || o grafico da fungdo n-ariafe kj, ..., K,

ndmeros naturais; por |@|(k, ..., k;), entenderemos o valor de f para os argumentos

Ki, ..., K., em outras palavras, |@|(K, ..., K)) =f(Ky, ..., K,).

83. Introducdo a hierarquia da aritmética

A hierarquia das férmulas de Lp sera definida de modo ligeiramente diferente
dos mais usuais (pelo menos, fora da comunidade dos cientistas da computacao).

Devemos notar, sobretudo, dois aspectos interrelacionados: primeiro, f3 (um
simbolo para “a ...-ésima poténcia de --." pela interpretacdo padréo [cf. 2.1, p. 44]) é
parte do vocabulario primitivo das linguagens de base [cf. 1.2, p. 41]; segundo, permi-

tiremos que as férmulas-X,, que formam a base de nossa hierarquia, sejam limitadas
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por termos quaisquer e ndo apenas por variaveis (ou, as vezes, numerais e outros termos
fechados). Essas modificagdes nos possibilitardo estabelecer contrapartidas formais
2, de alguns conceitos metatedricos que, de outro modo, requereriam contrapartidas

tanto 2, quanto IT,.

3.1 Definigdo de férmulas-X,.
a) Todas férmulas atémicas de Lp_sédo formulas-X,,.
b) Se o e B sdo formulas-Z,, entdo ~a, (o v B) e (o0 A B) s&o formulas-%, (e,
portanto, também (o — B) e (ot <> B)).
c) Se o éumaféormula-X, v é uma variavel e T é (1) um termo fechado ou (2) um
termo cujas variaveis séo distintas de v, entdo 3v(v <tA o) e VV(V <T— Q) sdo

formulas-Z,. @

3.2. Fatos simples sobre formulas-X,.
a) Se @ é uma sentenga-X,, entdo a verdade ou falsidade de ¢ em IN é decidivel.

b) Se @ é uma férmula-X, (aberta), entédo || € umarelagéo decidivel.

3.3. Convencdes notacionais.
a) Escreveremos, como é usual, 3v<t(a) nolugarde Iv(v <tAr ) e Iv<t(0)
no lugar de v (f v <TA o);
b) Escreveremos, também, Vv <7 () nolugarde Vv (v <T— a) e Vv<Tt(a) no

lugar de Vv (fiv <7 —> o).

3.4. Definicdo da hierarquia da aritmética.
a) Se o éumaformula-X,e v € uma variavel; entdo (1) o e 3v(or) sdo formulas-Z,

e (2) a.e Vv(o) sdo formulas-IT;.

4. O que difere tanto de Hajek & Pudlak [1998, p. 13] quanto de Smullyan [1992, p. 41], as principais fontes dos
conceitos mais fundamentais desse estudo; Hajek e Pudlak permitem apenas variaveis como “limitadores”,
enquanto Smullyan permite tanto variaveis quanto numerais. No caso particular da hierarquia, estamos mais
proximos, por exemplo, de Buss [1998, pp. 82-83] e Franzén [2004, pp.136-138].
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b) Se o é uma férmula-X,, onde 1< n, e v é uma variavel; entdo o e Vv(o) sdo
formulas-I1,, ;.
c) Se o é uma férmula-IT,, onde 1< n, e v é uma variavel; entdo o. e 3v(at) séo

formulas-X,,, ;.

3.5. Definigdo da hierarquia de relagdes. Umarelacédo R sera X, se for expres-
savel por uma formula-Z,,; R sera Il se for expressavel por uma formula-I1,; R sera A,
se for expressavel tanto por uma férmula-X, quanto por uma férmula-IT, (ou se tanto R
guanto seu complemento forem expressaveis por formulas-X,, ou, ainda, se tanto R quanto

seu complemento forem expressaveis por f()rmulas-l—[n).(s)

3.6. Alguns exemplos e fatos simples.
a) “X é par” é X, (e X, I, etc.), uma vez que {X|X é par} =|Fy< X(y +Y=X)|
(ou que {X|Xxépar} =|Fy<x(2-y=X)|);
b) |CX (X)=~y|e |Iw < 2%(X- w=Y)|sd0 %,©;
c) Se R é o gréfico de uma funcéo e R é X, entdo R é, também, uma relacéo II.,.

Se R é o gréafico de uma funcdo e R é I1,, entdo R &, também, X,..

84. Sistemas formais

Uma vez que nosso estudo estard centrado na formalizacdo de conceitos
semanticos (e, incidentalmente, na sintaxe dos termos e férmulas), as no¢cdes meta-

tedricas ligadas ao conceito de derivacéo serdo apenas esbocadas.

5. O seguinte resumo de resultados sera Gtil aqueles que estdo familiarizados com 0s conceitos basicos da
teoria da recursdo: as relagdes X, = [, = A, C as relagGes recursivas primitivas C A, = as relagdes recursivas

C X, = as relagGes recursivamente enumeraveis [cf., por exemplo, Kaye, 1991, pp. 28-34].

6. Devemos notar que ndo terfamos subsidios para afirmar que essa segunda relacdo é ou ndo é X, se
entendéssemos a hierarquia da aritmética como Smullyan ou Hajek & Pudlak a entendem [cf. nota anterior,
p. 28]. Contudo, os Unicos fatos importantes para nés séo: que as relagdes X, sédo decidiveis [cf. 3.2, p. 48] e que
as instancias relevantes das contrapartidas formais dessas relacfes sdo derivaveis nos sistemas formais
discutidos nesse estudo.
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4.1. Definicdo. Aos axiomas usuais do sistema Q de Robinson [cf., por exemplo,
Smullyan, 1992, p. 29], acrescentaremos:
a) VX(f3x0 =1);
b) VxVy(f3xfiy =f3xy . X).
Ou, mais familiarmente, usando nossas convenc¢des notacionais [cf. pp. 41-42]:
a) vx(x%=1);

b) VXVY(XY=xY. ).

Ou seja, acrescentaremos 0s axiomas recursivos de “a ...-ésima poténciade--.".

O mais importante de nossos sistemas formais sera denotado por PA. (apesar

da introducéo, ndo de todo usual, da exponenciacao).

4.2. Definicdo de PA.. Os axiomas de PA. serao:
a) Os axiomas do sistema Q de Robinson:

Q) vxvy(fix=fiy—x=y)

Q) VX(~fix=0);

Q) VX(~x=0 - 3y(x=f1y));

Q) VX(X+ 0=X);

Q) VXVy(x+fiy=fi(x+y));

Q) VX(X-0=0);

Q) VXVYy(X-f1y=(x-y)+X);

Q. VX(X< 0« X=0);

Q) VXVY(Xx<filye x<yvx=f1y),;

Q,) VXVY(X<YvY<X).
b) Osaxiomas4.1. a)eb);
c) Asindugdes @(0) A VX(Q(X) — @(f X)) — VX(@(X)), onde @ é qualquer formula

de LP.A-
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Um fragmento util de PA. sera I1Z;.

4.3. Definicdo de |X;. Os axiomas de |1Z; serdo:
a) Os axiomas do sistema Q de Robinson;
b) Osaxiomas4.1.a)eb);
c) As indugdes @(0) A VX(Q(X) — o(f X)) - VX(¢@(X)), onde @ devera ser uma

formula X, de Lpa.

4.4, Definicdo de Q. Os axiomas do sistema Q de Robinson juntamente com os

axiomas 4.1. a) e b) serdo referidos como axiomas Q~.

Suponhamaos, entdo, um célculo Iégico (no estilo hilbertiano) bem constituido, de
modo que os conceitos de derivacao a partir de PA., 1%, e Q*, bem como de teorema de
PA. IX; e Q" estejam adequadamente definidos. Escreveremos Q* + O, se O € um
teorema de Q*, PA.+ o, se a0 é um teorema de PA. e |X; + O, se 00 é um teorema de
1Z,.

E 6bvio, entdo, que todos os teoremas de Q* e |2, sdo teoremas de PA. e que

todos os teoremas de Q* sdo teoremas de 1%;.

Analogamente ao conceito de expressavel [cf. p. 46] (em relagdo ao modelo
padrao), temos o conceito de representavel em um sistema formal dado:

4.5. Definicdo de representacdo. Uma relagdo R n-aria é representavel em Sse
existe uma férmula ¢ de Lpa tal que, para quaisquer nimeros naturais Ky, ..., K, <Ky, ...,

k.ye Rsse St ¢ El, En); no caso, @ é uma representagéo de Rem S.

4.6. Definicéo de bi-representacdo. Uma relacdo R n-aria é bi-representavel
em S se existe uma férmula ¢ de Lpp tal que, para quaisquer nimeros naturais

Ky, ... K, <Ky, ..., K,ye Rsse S+ (p(El, o k)ek, .. kye Rsse St ~(p(E1, oy k), O

caso, ¢ é uma bi-representacédo de Rem S.
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Godelizacdo da metateoria

81. Introducédo a godelizagao da sintaxe 1: expressdes

Apresentaremos nessa sec¢ao uma gdodelizacdo de nossas linguagens de base
fundamentada na operacdo de concatenacdo. Para tanto, os numeros de Godel das
expressodes serdo definidos por meio da seguinte atribuicdo de nimeros ao alfabeto

das linguagens de base:

" > 0 v — 5
f -1 A B 6
r— 2 V > 7
V = 3 = 8
~ B> 4

Encontraremos os nimeros de Gddel das expressfes concatenando simplesmente
os digitos correspondentes aos elementos do alfabeto. Por exemplo, o numero de Godel

de vf V ou, mais sucintamente, g(vf V) sera 517.

1.1. Alguns exemplos de conjuntos de nimeros de Gddel.

a) {1110, 11100, 111000, 110, 10} é o conjunto dos nimeros de Gddel dos simbolos
funcionais das linguagens de base.

b) {10, 11010, 11011010, 11011011010, ...} € o conjunto de numeros de Godel dos
numerais formais.

c) {20, 220, 2200}, ou seja, {Q(r”), g(rr’), g(rr’)} é o conjunto dos nimeros de
Godel dos simbolos de predicado de Lpp v -

d) A imagem de 30-10% (da funcéo 30-1OX) ou, talvez melhor, a imagem de

7LX(30'10X) € 0 conjunto de numeros de Godel das variaveis.
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1.2. Definicdo da notacéo de barradupla. Seja @ um predicado ou uma relagéo
na metalinguagem das linguagens de base (ou seja, o dominio das variaveis livres de @

devera ser o conjunto das expressdes das linguagens de base), (K, K, ..., K,y € ||| se

e somente se O(g7Y(ky), g7(ky), ..., 97%(k,)).

1.3. Alguns exemplos.

a) ||xéum simbolo funcional de Lpp || ={1110, 11100, 111000, 110, 10};

b) [|[Xé um predicado de Lpay || =|X=20v Xx=220 v x=2200 | ={20, 220, 2200} ;
c) |Ixé uma variavel|| = |32(30-10%= y)| = aimagem de Ax(30-10%).

1.4. Definicdo de propriedade e relacdo g-expressavel. Uma relacdo R é
gddelianamente expressavel ou, mais sucintamente, g-expressavel se existe uma formula

¢ de Lpa tal que, para quaisquer ndmeros naturais Ky, ks, ..., K, (p(El, ko, ..., k) &

verdadeiro em IN sse (g~*(ky), g(ky), ..., g} (K)) e R, ou seja, se ||R|| =] o]

1.5. Definicdo das aspas retas. [€] =g(€), onde € é uma expresséo das lingua-
gens de base; g(€) € um namero natural e, portanto, | €| € um numeral; [ €| € o numeral

de GoOdel da expresséo €.

§2. Coletanea de contrapartidas formais relevantes

As proximas secbes desse capitulo serdo dedicadas aos pormenores da
descricdo de algumas das contrapartidas formais necessarias a discussao posterior,
notadamente, da descricdo das contrapartidas formais relativas a tipologia das
expressfes das linguagens de base e a denotacdo. Antes disso, entretanto,
apresentaremos algumas dessas formulas fora do contexto (no mais da vezes, bastante
complexo) de suas definicbes com o objetivo de proporcionar alguma familiaridade com

anotacédo que empregaremos nesse estudo.
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2.1. Termos.

a) TM(X) é uma contrapartida formal X, de “X € um termo das linguagens de base”,
ou seja, TM(X) € uma formula X, (e, portanto, de Lp, ) tal que || X é um termo|| = | TM(X) |
(e, portanto, TM(X) é uma bi-representacéo do conjunto de nimeros de Godel dos termos
das linguagens de base);

b) TH(X) € uma contrapartida formal X, de “X & um termo fechado (das linguagens
de base)”;

c) VAR(X) é uma contrapartida formal £, de “X é uma variavel”;

d) NU(X) é uma contrapartida formal £, de “Xé um numeral”.

2.2. Férmulas-legenda.
a) LTF*(X) =Yy é uma contrapartida formal X, de “y é a denotacao do termo X;

b) LTF"(X)=Yyé uma contrapartida formal I, de “y é a denotagéo do termo X".

2.3. Férmulas e sentencas.
a) FORM(X) é uma contrapartida formal X, de “X é uma férmula de Lpa ”;
b) SENT(X) é uma contrapartida formal £, de “X é uma sentenca de Lpp ”;
c) SENT,(X) é umacontrapartida formal £, de “Xé uma sentenca de Lp_de comple-

xidade n”.

E importante notar que X € a Ginica variavel de SENT,(X) e que h é um parametro
metalinguistico.

O que noés temos aqui é, de fato, uma sequéncia de certas formulas X, SENT(X),
SENT(X),..., SENT,(X),..., cada uma delas com uma Unica variavel livre; embora, diferen-
temente do caso das DPVS|[cf. p. 36], pudéssemos construir uma féormula SENTy(X)

cujas variaveis livres séo X e Y tal que INF VX(3y(SENTy (X)) <> SENT(X)).

Exemplificaremos nosso uso da notacdo em diversas das férmulas auxiliares

empregadas nas discussdes posteriores. Nossa esperanca € que tais exemplos,
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somados as dicas encontradas no contexto da discusséo relevante, sejam por si s

capazes de permitir uma leitura adequada dos capitulos |V e V.

2.4. Construcéo de expressdes.
a) =(X Y)= Z é uma contrapartida formal X, de “z é a equagao cujos termos sao
Xeys
b) ~(X) =Y é uma contrapartida formal X, de “y é a negacéo de X".
Outras abreviagfes, nas quais simbolos pontuados e a igualdade ‘=’ ocorrem

devem ser entendidas de maneira similar, e. g., A(X, Y) =~ Zé uma contrapartida formal

2,de “Zé aconjuncdo de Xe Y.

2.5. Tipos de expressdes.
a) < (X) € uma contrapartida formal X, de “X € uma inequagéao”.

b) 3(X) é uma contrapartida formal X, de “X € uma existencial de Lpa ™

Como anteriormente, outras abreviacdes, nas quais apenas os simbolos pontuados
aparecem, devem ser entendidas de maneira similar, e. g., A(X) é uma contrapartida

formal 2, de “Xé uma conjuncéo de Lpp "

2.6. Tipos de sentencas.
a) SENT=(X) é uma contrapartida formal X, de “X € uma equac&o sem variaveis
livres™;
b) SENTv(X) é uma contrapartida formal X, de “X é uma disjunc&o sem nenhuma

variavel livre”.

2.7. Projecdes.
a) P~(X)~Yy é uma contrapartida formal X, de “y é a férmula cuja negacéo é X’;
b) PPv(X)=~ Y éuma contrapartida formal £, de “y é o primeiro dos disjuntos de X;
c) PSA(X)=Yy é uma contrapartida formal X, de “y é o segundo dos conjuntivos

de X",
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83. Codificacdo dateoria dos conjuntos e das sequéncias finitas

Embora possamos tratar, no espirito da primeira se¢do, das contrapartidas
aritmetizadas dos predicados e das relacdes metatedricos por meio de ferramentas
informais conhecidas, como, por exemplo, a teoria da recurséo; isso € insuficiente para
nossos propositos. Devemos, sistematicamente, mostrar que tais relagdes metatedricas
séo g-expressaveis (na verdade, que sao g-expressaveis por um tipo especial de férmula
da hierarquia da aritmética). Para tanto, torna-se necessario simular uma teoria dos
conjuntos finitos de numeros naturais por meio de predicados e relacdes g-expressaveis,
de modo a estabelecer uma fundamentacéo da teoria da recursdo na aritmética for-
mal. Utilizaremos no que se segue uma codificagdo extensional dos conjuntos finitos
inspirada em Ackermann [1937] e proposta por Hajek & Pudlak [para maiores detalhes
cf. 1998, pp. 37-44]; entretanto, evitaremos o desvio desses ultimos por uma codificacéo
nado-extensional (essa € uma razado para a introducdo de uma contrapartida formal da

exponenciacao como primitiva).

3.1. Definicdo de pertinéncia numérica.
a) Escreveremos ESC(X, ¥) = Zno lugar de
Ju<yIw<2X(y= (2" U+ (2% 2 + W) Az< T);@

b) Xe ynolugarde ESC(X,y)~ 1.

Podemos dizer, entdo, que N é um elemento de Mou que N é uma escolhaem M

se (N, Me |xe Y|

Notemos, entdo, que 0 ndo € uma escolha em (ou um elemento de) 10, ou seja,
que <0, 10, 0y e |ESC(X, y) = z|; isso porque INk ESC(0, 10) ~ 0, uma vez que, tomando

5 como Ue 0como W, temos que NE 5<T0A 0<2°A0< 1A 10=(22.5) + (2°. ) + 0.

1. A diferenca entre ESC(X, Y)~ Z e a formula empregada por Hajek & Pudlak [1998, p. 38] é a “adi¢do” da
subféormula Z< 1(o que, nesse contexto, € apenas uma conveniéncia).
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Similarmente:
1) INF10= (55- 2) + (QI- 1) + 0e, assim, Nt ESC(1, 10) ~ 1; de modo que 1 é uma
escolha em (ou um elemento de) 10;
2) N&T0=(2°T) + (22 0) + 2e, assim, N+ ESC(Z, T0) ~ 0;
3) INE10= (ﬁz- 0) + (55- 1) + 2e, assim, Nt ESC(3, 10) ~ 1; de modo que 3 é uma
escolha em (ou um elemento de) 10;
4) N T0=(2%0)+ (2% 0) + T0e, portanto, N+ ESC(Z, 10) ~ 0

5) Nk 10= (56- 0) + (55- 0) + 10 e, portanto, INk ESC(5, 10) = 0.

Na&o é dificil notar, portanto, que apenas 1 e 3 sdo “escolhas” em (ou pertencem a)

10, ou seja, que |X€ 10| ={1, 3}.

A férmula X e Yy é essencialmente uma contrapartida da formal de uma interpre-
tac&o, proposta inicialmente por Ackermann, dos conjuntos (puros) finitamente gerados
No conjuntos nimeros naturais.

A ideia subjacente € a seguinte: seja k,...k;K, a representacéo binaria de m
(Ko="0Oouky=1",k,='0ouk, =1, etc.),ie msse k =‘1". Temos, assim, que a repre-
sentac&o binaria de 10 é ‘1010 e, portanto, que |X€ 10| ={1, 3}; que a representacio
binaria de 23 ¢ ‘10111’ e, portanto, | X< 23| ={0, 1, 2, 4} [cf., por exemplo, Kaye & Wong,

2007, pp. 499-500].

3.2. Alguns fatos basicos sobre a pertinéncia numérica.
a) |ESC(X, y)~ z| € o grafico de uma funcéo binaria cujaimagem é {0, 1} ;
b) O numero natural Mé a codificacdo do conjunto dos nimeros naturais Ntais que
ne |[ESC(x, M)~ 1|ou tais que Ne |[Xe mM|;
c) Paraqualquer nimero natural m, se Ne |Xe M|, entdo N é menor do que M;
d) Além disso, |Xe Y| é extensional, ou seja, se, para qualquer 8, ae |Xe N|see

somente se ae |Xe M|, entdo N e Msao iguais.
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3.3. Definicdo de alguns conceitos conjuntistas basicos.
a) Escreveremos X< yno lugar de VZ< X(Ze X— Ze Y);
b) MAX(X) =~ Yynolugarde (Ye XA VZ< X(Ze X— Z<Y)) v (Y=0AX=0);
c) [0,X] =~ ynolugar de f}y=2"""
d) [0, X)= Yno lugar de f 1y =2%
e) {X} nolugar de 2%;
f) {X, Yy} nolugar de 2"+ 2”;
g) SEG(X)= ynolugarde 3z<X(MAX(X)= ZA [0, Z] = Y);

h) RES(X, Y, 2) no lugar de X < 2° A YW< Z(WE Y <> We X).

Temos, assim, que:

a) X< Y éuma contrapartida formal X, de “X é um subconjunto de Yy”;

b) MAX(X)~ Yy é uma contrapartida (formal X;) de “y é o maior elemento de X’;

c) [0, X] = y é uma contrapartida de “y é o conjunto dos nimeros naturais menores
ou iguais a X’;

d) [0, X)~ Yy é uma contrapartida de “y é o conjunto dos nimeros menores que X’;

e) {X} éuma contrapartida de “o conjunto cujo Unico elemento é X;

f) {X y} éuma contrapartida de “o conjunto cujos dois Gnicos elementos séo Xe Y”;

g) SEG(X)~ Y é uma contrapartida de “y é o conjunto de todos os nimeros menores
ou iguais ao maior elemento de X’;

h) RES(X, Y, 2) é uma contrapartida de “X é a restri¢cdo de Y aos elementos menores

que Z..

Notamos, anteriormente, que | Xe 10| ={1, 3}; agora, por 3f), {1, 3} &, diferente-
mente de {1, 3}, um termo de Lpa ; mais especificamente, {I, §} € um termo tal que

|Xé{I§}|:{l, 3}.
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Capitulo Ill: Gédelizagdo da metateoria 59

3.4. Definicdo de alguns conceitos conjuntistas (continuagao).
Escreveremos (X, Y) no lugar de {{ X} ,{X, ¥}};

XX Y = Zno lugar de VW< XVV<Y(We XA Ve Y — (W, V)e 2) A VU< Z(Ue Z—

W< XV Y(We XA Ve YA (W, V) =L));

c)
d)
e)

f)

b)
c)
d)

e)

xé DOM(Y) no lugar de 3z< Y ({X, 2)€ Y);

xe RAN(Y) no lugar de 3z<Y({Z, X)€ VY);

REL (X) no lugar de YW< X(We X — Ju<w3av< w({U, V) = W));
MAP(X) no lugar de

REL(X) A YV XVYU<XVYW<X({V, UYe ZA (V, W)e Z— U=W)).

Temos, agora, que:

(X, y) é uma contrapartida (formal 2,) de “o par ordenado formado por Xe Y”;
XX Y =~ Zé uma contrapartida de “Zé o produto cartesiano de Xe Y”;

Xe DOM(Y) é uma contrapartida de “X é um elemento do dominio de y”;

xe RAN(Y) é uma contrapartida de “X & um elemento do contradominio de Y";
REL (X) € uma contrapartida de “X é uma relagéo”;

MAP(X) é uma contrapartida de “X é um mapa”.

3.5. Definicdo de alguns conceitos dateoria das sequéncias finitas.
Escreveremos COMP(X) ~ y no lugar de

Vw< X(We DOM(X) <» Iv< X(We VA [0, f 1Y)~ Vv)) A MAP(X);

SEQ(X) no lugar de 3y < X(COMP(X) ~ y);

(X)y+ 1= Zno lugar de Y, e X;

(X), = ynolugar de 0, y)€ X;

(X),=~ Ynolugarde (1, y)€ X;

f) X7(Y)=~ zZno lugar de

SEQ(X) —» VW< Z(We 2« Fv< X(We Vv (COMP(X), y) =W)).
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Temos, finalmente, que:

a) COMP(X) =~y é uma contrapartida (formal Z,) de “y é o comprimento de X, se X
for uma sequéncia”;

b) SEQ(X) é uma contrapartida de “X & uma sequéncia’;

c) (X)y+1 ~ Z & uma contrapartida de “Zé o y+1-ésimo membro de X (se X for uma
sequéncia de comprimento adequado)”;

d) (X), =Y e uma contrapartida de “y & o primeiro membro de X;

e) (X),=Y e uma contrapartida de “y € o segundo membro de X”;

f) X”(y> ~ Z & uma contrapartida de “Z € a concatenagéo entre Xe y".

84. Introducédo a godelizagao da sintaxe 2: termos

As praticas mais comuns de godelizacdo dos conceitos metatedricos estabelecem
ou (1) féormulas X, de alguma extenséo da linguagem da aritmética [cf., por exemplo,
Feferman, 1960, p. 52] ou (2) tanto formulas X, quanto féormulas IT, em Lpa como
contrapartidas formais dos termos de uma linguagem dada (de modo que o conjunto de
nimeros de Godel dos termos seja A;). Apresentaremos, abaixo, uma férmula X, em
Lpa (que, em nosso caso, contém o simbolo de exponenciagdo como primitivo) como

contrapartida formal do conjunto dos termos das linguagens de base.

4.1. Definicdo da contrapartida formal do conjunto de numerais.
a) Escreveremos CX (X)~ yno lugar de VX< Y(fix=y—10%< X) A (f ix < 10%);
b) SUC(X)~ Yy no lugar de 3X,< Y(CX (X) = X, A (X+(110-10°9) = y);
c) LIM(X) nolugar de f 32f 32f 32(x+2);
d) NU(X) no lugar de 3y;< LIM(X)3IX,<Vy:(SEQ(Y,) A COMP(y,) = fiX; A
VX< X X< Xe((Y)y = 10 v IX< Yy IXe< Ya((Y)y = Xa A (Yol = Xs A SUC(Xg) = Xy)) A
(Y= X



Capitulo Ill: Gédelizagdo da metateoria 61

No caso, |CX (X) = y|(n) é o comprimento da representacdo decimal de n ou,
nos casos metateoricamente relevantes, | CX (X) = y|(n) é a complexidade da expresséo
de Lpa cujo nimero de Godel é N [quanto a notagdo de barra simples cf. p. 46].

|SUC(x) =~ y|(n) é, por sua vez, o nimero de Gédel da concatenac&o entre ‘f 1’
(ou seja, do nome da operagdo de sucessao) e a expressao cujo numero de Godel € N.

INU(X)| é, entdo, o conjunto dos nimeros de Godel dos numerais de Lpp .

Grosso modo, Ne [NU(X) | se existe uma sequéncia menor que |LIM(X) = y|(n)
cujo ultimo elemento é N e tal que cada um dos seus elementos € (1) o numero de Godel
da constante ‘C;’ ou (2) é o nimero de Godel da concatenacéo entre ‘f I’ e um numeral

cujo numero de Gddel aparece anteriormente na sequéncia.

Uma notacdo semi-formal e mais humana, na qual as contrapartidas formais
dos gréficos de fun¢des totais e parciais (as condigbes de comutacdo estardo pressu-
postas(z)) sao apresentadas como termos, talvez seja esclarecedora e possibilite uma
mediacdo entre as contrapartidas formais desejadas e as razdes “informais” que as

sustentam como tal.

Uma versao semi-formal de NU(X) poderia ser, entdo: 3s<LIM(X)(SEQ(S) A
vw< COMP(9)((9),,= 10 v Iv< W((5),,= SUC((9),))) A (S)com p(g=X)-

De modo que, a formula abaixo €, por assim dizer, a condicdo imposta as
sequéncias de construcdo dos numerais formais:

vw< COMP(s)((9),,=10 v Iv<w((s),=SUC((9),))-

Grosso modo, ‘(S)W:E’ estabelece como tais sequéncias devem “comecar”,

enquanto ‘Iv<W((S),,= SUC((S)V)’ € uma “condicdo de prosseguimento” dessas

sequéncias.

2. Portanto, escreveremos, por exemplo e mais sucintamente, SEQ(X) A Vw< COM P(x)(NU((X)W)) no lugar de
SEQ(X) AIZ< X(COMP(X) = z A VW< Z3Y< X(Xy= Y A NU(y)) que é uma contrapartida de “x € uma sequéncia
finita de numerais”; notemos que SEQ(X) € uma condicdo suficiente para que exista um e somente um z tal que
COMP(x) = z e, por sua vez, isso € uma condicdo suficiente para que, para todo W menor ou igual a z, exista um
e somente um Y tal que (X)W: y.
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No caso da condicdo acima em particular e de condi¢cdes fundamentadas
no conceito de concatenacdo em geral, é possivel estabelecer um limite “exponencial”
para as sequéncias de formacéo relevantes. Desse modo, teriamos uma contrapartida
formal imediata da decidibilidade dos conjuntos correspondentes (por meio da definicdo
de IN e dos algoritmos escolares). O limite acima foi estabelecido por meio do estudo
das possiveis sequéncias de construcdo de termos (0s detalhes ndo sdo importantes
aqui) e, embora péssimo em termos computacionais, € mais do que suficiente para

Nossos propoésitos tedricos imediatos.

4.2. Definicdo de algumas abreviacdes auxiliares.
a) Escreveremos X * Y =~ zno lugar de 3%,< Z(CX (Y) = X A (Y + (X -EXZ)) =2);
b) X#*Yy=*Z~=WwWno lugar de
AX S WX Xy (Y # Z = Xg A CX(Xg) = Xg A (Xg+ X .10%9) = 2);
c) +(X,Y)~ zno lugar de 1110 * X * Y =~ Z,
d) -(X,Y)~zno lugar de 11100 * X* Y = Z,
e) EXP(X, y)~ z nolugar de 111000 * X * Y ~ Z.

Temos, portanto, contrapartidas formais X, respectivamente, da concatenacao

entre 2 e 3 expressoes, e da formagéao de termos.

Apesar da relativa simplicidade das formulas acima, a contrapartida formal do
conjunto de termos fechados € praticamente ilegivel:
4.3. Definicdo da contrapartida formal do conjunto de termos fechados.
a) Escreveremos TF(X) no lugar de 3Yy,;< LIM(X)3X;;<Y.(SEQ(Y,) A
COMP(yy) = f1Xy3 A WXyo< Xg3 FXe< X3pTXe< X10((Ya)y = 10 v X< Y, I%e< Yul(Yoy =X
A (YDXQZ X3 A SUC(X3) = X,) v %< Yy X< Yy IXe< Y1((Y1)Xm: X7 A (Y1)X9: Xs A (Y1)xf Xs
A+ (Xs Xe) = X7) v IX< YIS Y1IXe< Ya(Yidy = X7 A (YD) = X A (Y2)y = Xs
A (Xs Xe) = %) v IX<YiIXe< Y1 IR Ya((YD) = Xr A (YD = Xs A (Y= X5 A

EXP(Xs, Xo) = X)) A (Y2, =X
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Muito mais simplesmente, escreveremos uma versao semi-formal de TF(X) cuja

forma é:

3s< LIM(X)(SEQ(S) A VW< COMP(S) (011 v 0L, v Oz v Ol v Os) A (S)com p(9=X):

E na qual as subformulas o, 0.5, O3, O, € Ol5 SA0, respectivamente:
(9= 10;
W< W(S),= SUC((9),))
Av;< WAV,< W((S),, = 4((s)vl, (S\,));
Vi< WAVK W((S),= - ((S)y, (S),));

Ivi<wav,< w((s),,= EX P((S)v; (s)vz))).

Ou seja, 0; € a contrapartida formal da base da sequéncia de formagao dos

termos fechados, enquanto o, 0.3, 0, € 05 S80 as “condigdes de prosseguimento”.

Uma vez que a leitura da grande maioria das préximas contrapartidas formais é
impraticavel, deveremos empregar descricdes “informais” ou “semi-formais” dessas
formulas. Entretanto, € importante notar que, munidos da paciéncia de J6, poderiamos

transformar tais descrigdes informais nas respectivas contrapartidas formais.

4.4. Descricao da contrapartida formal do conjunto de termos (em geral).

a) Escreveremos VAR(X) nolugar de 3x,<X(30-10% =

X);
b) TM(X) nolugarde 3s<LIM(X)(SEQ(S) » VW< COMP(s) (0, v VAR((S),,) v Ol v

O€3 \% 064 \4 (X5) A\ (S)COM P(S): X)

Adiferenca entre TM(X) e TH(X) € a introducéo da clausula, VAR((S),,), relativa

as variaveis das linguagens de base.
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85. Introducdo a gédelizagdo da semantica: formulas-legenda

As contrapartidas formais de sequéncias do tipo {0, 0), {1, 1), {1 + 0, 1), ..., (T,
denotacao de T), nas quais os termos fechados sao “construidos” ao mesmo tempo em
gue os valores correspondentes séo “calculados”, fundamentaréo nossa godelizacéo do
conceito de denotacdo de termos por numeros.

Suponhamos, por um momento, que a formula-legenda para termos fechados ou,

abreviadamente, LTF(X) ~ Yy tenha sido descrita adequadamente por meio de sequéncias

do tipo acima. Nesse caso, LTF(I T+ 21)~ 3, ou seja, LTF(11101101011011010) ~ 3
seria estabelecida pela sequéncia (0, 0), (1, 1), (2, 2), (1 + 2, 3).

Por motivos que néo explicaremos, entretanto, nenhum dos termos das linguagens
de base seria capaz de fornecer um limite para esse tipo de sequéncia; tal limite seria
super-exponencial(3). Portanto, as formulas-legenda serado, por razdes técnicas,

introduzidas tanto como férmulas X, quanto como férmulas Hl.(4)

5.1. Descrigao semi-formal da formula-legenda X,.
a) Escreveremos LTF*(X)~ Yy no lugar de 3S(SEQ(S) A YW< COMP(S) (04, v 0L, v
Ol v 0L v ) A X = (Scompre)s A Y = (O comp)):
b) Onde o, esté no lugar de (S),,= {10, 0) (ou seja, de (S),,= {[0], 0});
c) o, nolugarde IV<W((8),= (SUC(((8),),). T 1((9,).);
d) o nolugar de IV,< WAV W((S)y= (+ () (9)): (D), + (9,),));
&) oy nolugarde IV,< WAV< W((S),= € (((9)y: (9)): (9)z" (9)2):

f) osnolugar de 3v,< WAV,< W((S),,= (EXP(((9),),, (9),)): F5((9),)(S),),)-

3. Alintrodugdo de uma fungédo “super-exponencial’ como primitiva ndo seria de ajuda, uma vez que nosso limite
se tornaria, por sua vez, “super-super-exponencial”, etc..

4. O que, na verdade, é mais usual, mas cuja necessidade é as vezes escamoteada por um procedimento
generalizado de introdugdo dos conceitos metatedricos recursivos necessarios a argumentagcdo. Devemos
notar, entdo, que todas as funcdes e relagdes definidas por formulas X, sdo recursivas primitivas, mas nem
todas as funcdes e relagdes recursivas primitivas séo 2, [cf. nota 5 do Cap. Il p. 49]; quais as relagdes recursivas
primitivas sdo, além disso, X, depende dos termos que estdo & disposicdo em nossa linguagem.
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Desse modo, as sequéncias Sserao sequéncias de pares ordenados, nas quais
o primeiro elemento de cada par € um termo fechado T de Lpa € 0 segundo a denotagéo
de T; as subférmulas o, 03 0O, € 05 sdo “condigcdes de prosseguimento”,
respectivamente, para‘f 1, ‘+’, - e f 3’ (simbolos da sucesséo, adicdo, multiplicacdo e

exponenciacdo), enquanto o, determina uma denotagao para ‘C;’ (ou seja, para 0).

5.2. Descrigao da formula-legenda IT,.

a) Escreveremos LTF"(X) =~ yno lugar de VS(SEQ(S) A VW< COMP(S) (0l; v 0, v

Os v 0y v Os) A X = ((S)comprg)) = Y = (Slcomps))2-

Seria possivel descrevermos (e iremos supor que o fizemos) as formulas
LTM*(X,y) ~ ze LTM"(X,Y) ~ Zcomo contrapartidas formais X, e I'; de “zé a denotacéo
1€11; ¢

do termo X segundo y”, onde Y € uma atribui¢cdo de valores as variaveis de X.

A ideia subjacente a descricdo poderia ser: seja € uma funcao do conjunto dos
termos no conjunto de variaveis de Lpa tal que €(T) é a variavel de maior indice deT; seja
(K, ..., K,) uma sequéncia de nimeros naturais; desse modo, a denotacéo de T, segundo

(K, oy ko), seria ATV Vol |, Wl Vel | LB,

86. Introducédo a godelizagao da sintaxe 3: sentengas

Introduziremos, nessa secdo, contrapartidas X, de inlmeros conceitos
metateoricos relacionados aos conceitos de formula e sentenca das linguagens de base.
Por razBes “mnemaonicas”, essas serdo acompanhadas por uma série de explicagdes,

por assim dizer, intuitivas e de exemplos.

6.1. Descrigdo de algumas férmulas auxiliares.
a) Escreveremos =(X, Y)~ Z no lugar de 220 * X * Y ~ Z

b) <(X, )~ Z no lugar de 2200 * X x Yy ~ Z;
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c) =(X) no lugar de IX;3< XIX;,< X(220 * Xgp * X3 = XA TM(X32) A TM(X19));

d) <(X) no lugar de IX;3< XIXy< X(2200 * Xpp # Xg3 = XA TM(Xp) A TM(Xg9)):

e) PP=(X)=Yy no lugar de 3X;,< X( 220 * Y * X3, = X A TM(Y) A TM(X1));

f) PS=(X)=~ Y no lugar de 3X;,< X(220 * X;, * Y = X A TM(X35) A TM(Y));

g) PP<(X)=Y no lugar de 3X;,< X(2200 * Y * X;, =~ X A TM(Y) A TM(Xy,));

h) PS<(X)=Y no lugar de 3X;,< X(2200 * Xy, * Y = X A TM(X15) A TM(Y));

) SENT=(X) no lugar de 3X;3< XIXyo< X( 220 # Xgp # X3 = X A TF(X10) A TF(Xp));

i) SENT<(X) nolugar de 3X;3< XIXy< X( 2200 * Xpp * Xgz = X A TF(Xe0) A TF(X1a)).

|=(X,Y) = Z| e |<(X, ) = Z| séo gréficos de fungdes tais que se i e j sdo nimeros
de Godel, respectivamente, dos termos T; e T;, entdo | =(X, Y) = Z|(i, ]) serd o nimero de
Godel de T, =T; e |<(X, ¥) =~ Z|(i, }) sera g(t; <T;).

|=(X)| = ||X é uma equacéo]| e |<(X)| =||x é umainequagcao||.

|PP=(X) ~ y|=||xé uma equac&o cujo primeiro termo é y|;

|PS=(X)~ y|=||xéumaequag&o cujo segundo termo é y||;

|PP<(X) = y| =[x é umainequac&o cujo primeiro termo é y||;

|PS<(X) =~ y| = ||x é uma inequagéio cujo segundo termo é |-

Finalmente, |SENT =(X)| = || X é uma equagéo sem variaveis livres |;

e |[SENT<(X)| =||x é umainequagéo sem variaveis livres||.

6.2. Descricdo da contrapartida formal dos conjuntos das férmulas e das
sentencas atdmicas de Lpa .
a) Escreveremos FORM(X) no lugar de =(X) v <(X);

b) SENT,(X) no lugar de SENT =(X) v SENT<(X).

6.3. Descricdo de algumas férmulas auxiliares.
a) Escreveremos V(X) ~ynolugarde 20 * X = V;

b) F(X)~ yno lugar de 200 * X ~ Y;
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¢) V(X) nolugar de 3xX;,< X(20 * X ~ X A TM(X)):;

d) F(X) no lugar de IX.,< X( 200 * Xz, ~ X A TM (X))

e) PV(X)=Yy nolugarde 20 *y ~ XA TM(Y);

f) PF(X)=Y nolugar de 200 Y ~ X A TM(Y);

g) SENTV(X) no lugar de 3X,,< X( 20 * Xy & X A TF(Xy)):
h) SENTF(X) no lugar de 3X;,< X(200 * X, ~ X A TF(Xy)).

O paralelismo entre as férmulas de 6.3 e as de 6.1 é evidente, e. g.: |V(X) ~y|é
um grafico de fungao tal que se i é um nimero de Gédel do termo 7, entdo |V(X) = Y |(i)
é 0 nimero de Godel de V/(7); [V(X)| = ||para algum termo 7, X é o nimero de Gédel

de V(7)]|.

6.4. Descricdo da contrapartida formal dos conjuntos das férmulas
atdmicas de Lpay., Lpar e Lpavr.
a) Escreveremos FORM(V),(X) no lugar de =(X) v <(X)v V(X);
b) FORM (F)4(X) no lugar de =(X) v <(X) v F(X);
c) FORM(VF),(X) no lugar de =(X) v <(X)v V(X) v F(X).

As contrapartidas formais das sentengas atémicas Lpa v, Lpa F € Lpa v E SEQUEM
0s mesmos principios da clausula 6.2.b), e. g.:

Escreveremos SENT(VF)y(X) no lugar de SENT = (x) v SENT<(X) v SENTV(X)
v SENTF(X).

6.5. Descricdo de algumas férmulas auxiliares.
a) Escreveremos ~(X)~Y nolugarde 4 *X=Y;
b) V(X,Y)~ znolugarde 5% X*Y ~ Z
c) A(X,Y)=znolugarde 6 X*Yy~Z
d) V(X,Y)~ZzZnolugarde 7+ X*Yy~Z

e) 3(X,Y)~znolugarde 8xX*y~Z
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Novamente, o paralelismo é evidente entre as férmulas de 6.5 e aquelas de
6.1.a-b) e 6.3.a-b), e. g.: |V(X, Y) = z| € um gréfico tal que se | e | sdo nimeros de Godel,
respectivamente, das formulas o e B, entdo |v(X, Y)= z|(i, ]) € o nimero de Godel
dea v .

As descri¢des semi-formais “—(X, Y) ~ Zno lugar de v(~(X), Y) =~ Z' e “<>(X, Y) =~ Z
no lugar de A(—(X, Y), =(Y, X)) = Z' correspondem as definicdes do condicional e do

bicondicional [cf. p. 43].

6.6. Descricdo (semi-formal) das contrapartidas formais do conjunto das

formulas de Lpp .

a) Escreveremos FORM(X) no lugar de 3s<LIM(X)(SEQ(S) A YW< COMP(S) (0,
V0, V Ol v Oy V Ols v Olg) A (S)comprg)=X);

b) Onde o, estéa no lugar de FORM((9),,);

c) O nolugarde IV<W((S),=~((S),));

d) oznolugarde 3V;<WAV,<W((S),,= \'/((S)Vl, (S)Vz));

e) o, nolugarde Iv;< WIV,< W((S),,= A((S)Vl, 9))):

f) asnolugarde 3vi< XIVo< WVAR(V) A (5),,= V(Vy, (S)Vz));

g) O nolugarde 3v,< X3V,< WVAR(V)) A (8),,= 3(Vy, (S,))-

6.7. Descricdo das contrapartidas formais dos conjuntos de tipos de
formulas moleculares de Lpp .

As contrapartidas formais dos conjuntos das negacdes, disjungdes, conjungdes e
generalizacdes universais e existencias séo introduzidas de maneira analoga a introducéo
de =(X) e<(X) (contrapartidas dos conjuntos de equacdes e inequacgdes das linguagens
de base). Exemplos:

a) Escreveremos A(X) no lugar de:

< XIt,< X(6 = t; * t, ~ X A FORM(t)) A FORM(t));

b) 3(X) no lugar de It,< XIt,< X(8* t; * t, ~ X A VAR(t,) A FORM(L,)).
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Iremos pressupor uma descri¢do X, adequada, X(Y/2)=~W, da contrapartida
formal de “w é a substituicdo da variavel livre Y por Z em X’ tal como essa operagéo

foi definidaem |1 1.8 p. 43.

6.8. Descricao das contrapartidas formais das projecdes de subférmulas.
As projecdes (de Unica, de primeira e segunda subféormulas) das férmulas moleculares
das linguagens de base, ou seja, as “operacdes” inversas das definicdes de 6.5 sdo
introduzidas pela mesma técnica de F’V(X) ~Yy, PPz(X)~ye PS=(X)~V, e.qg.
a) Escreveremos PPA(X)~Y no lugar de 3t;<X(6 = y = t; ~X A FORM(Y) A
FORM(t,)).

Além disso, introduziremos uma operacéao, por assim dizer, mista:
6.9. Descricdo das contrapartidas formais das instanciagdes.
a) Escreveremos INS(X, y) = zno lugar de 3(X) v V(X) A (3(X) = PS3(X) (PP3(X)/
Y)=2)) A (V(X) = PSV(X) (PPV(X)/Y) = 2)) A TF(Y).

Iremos supor, ainda, que as contrapartidas formais de “X é uma negacao (uma
disjuncdo, uma conjuncéo, etc.) de complexidade 1” foram adequadamente descritas;
tais formulas serdo denotadas por ~;(X), SENT ~;(X), v,(X), SENT v,(X), etc., além de
FORM (X) e SENT,(X).

6.10. Formulas e sentencas de complexidade 1.

a) Escreveremos ~;(X) no lugar de 3t;< X(FORM(t) A ~(t) = X);
b) SENT ~,(X) no lugar de 3t;<X(SENT,(t)) A ~(t) = X).

O mesmo processo € utilizado na descricdo de contrapartidas formais para
gualquer complexidade dada, e. g.:
6.11. Férmulas e sentencas de complexidade n+1.
a) Escreveremos ~,,,(X) no lugar de 3t.<X(FORM(t) A ~(t) = X);

b) SENT~_,,(X) no lugar de 3t < X(SENT(t) A ~(t.) = X).
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E possivel, e iremos supor que o fizemos, introduzir contrapartidas formais
analogas as anteriores, nas quais substituimos a “complexidade légica” subjacente a
elas por no¢des da hierarquia da aritmética [cf. || 83, pp. 47-49].

Teremos, entdo, por exemplo:

a) FORM s, (¥ e SENTEO(X) (de tipo X) tais que |FORM 5,(X) | =||X é uma féormula
Soll; |SENTEO(X)| =||x é uma sentenga X, ||;

b) FORMy; (x) e SENT;, (X) (de tipo X) tais que |FORM m,(X) | = ||x € uma férmula
IL]l; [SENTg (X)| = [|xé uma sentenca Zs|.

87. Resultados relativos as contrapartidas formais

A maior parte do trabalho realizado até aqui foi a descrigcdo das contrapartidas
formais relevantes para nosso estudo. Obviamente, precisaremos de resultados relativos
as férmulas descritas; infelizmente, estabelecer rigorosamente esses resultados para
férmulas, cuja propria leitura é praticamente irrealizavel, é extremamente complicado.
Nossa esperanca € que a descricdo das contrapartidas formais e os comentarios
propostos anteriormente sejam suficientes para vislumbrarmos que podemos em principio
estabelecer os resultados relevantes. Nessa secéo, enunciaremos (sem demonstracao)
alguns dos resultados mais uteis e significativos da “teoria dos termos”, entre eles: os

lemas da suficiéncia da decomposicéo e da unicidade da leitura.

O lema da suficiéncia da decomposicéo estabelece que os termos séo ou
numerais ou somas ou multiplicagées ou exponenciagdes de outros termos.

Seja y(X) =gt IY<X(SUC(Y) = XA TH(Y));

Yo X) =gr. IY<XIZ<X(+(Y, 2~ XA TR(Y) A TR(2);

Va(X) =ar. JY<XIZ<X(- (Y, 9~ XA TR(Y) A TR(2);

Ya(X) =g, AY< XAZ<X(EXP(Y, 2= X A TH(Y) A TH(2)).

Seja, finalmente, 1;(X) =g IY< X(SUC(Y) = XA TM(Y));
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Ko (X) =g, AY< XAZ<X(+(Y, 2) = XA TM(Y) A TM(2));
K3(X) =gr. IY<XAZ<X(+ (Y, 9~ XA TM(Y) A TM(2));
Ka(X) =gr. IY< XAZ<X(EXP(Y, 2 = X A TM(Y) A TM(2)).
7.1. Lemas da suficiéncia da decomposicao.
a) PA.+ YX(TF(X) = (X=10 v ¥1(X) v Y2(X) v Y3(X) v Ya(X)));
b) PA. F YX(TM(X) = (VAR(X) v X =10 v K;(X) v Kx(X) v K5(X) v K4(X))).

Os lemas da unicidade da leitura estabelecem que se T é um termo de certo tipo
(um numeral maior que 0, por exemplo), entdo T ndo € um termo de um outro tipo qualquer
(n&o € uma soma, ndo € uma multiplicacao, etc.). Tais lemas podem ser todos estabe-

lecidos em PA. (na verdade, |X, seria suficiente).

7.2. Lemas da unicidade da leitura (exemplo).
a) PA.+ YX(TF(X) A Jy<X(SUC(Y) = X) - ~3yIZ(+(Y, D = X) A~TyIZ(- (Y, 2) = X)
A~3Ay3AZ(EXP(Y, 2 =~ X) A X # 10).

Uma subférmula importante de LTF(X) =~ y é SEQ(S) A YW< COMP(S) (0, v O, v
O3V O, Vv O [cf. p. 63] ou, sucintamente, SEQ(S) A YW< COMP(S) (v 0t,.5).

Trata-se de uma contrapartida formal do conceito de “S € uma sequéncia de
valoracdo de termos fechados”. Um lema util e por si s6 significativo estabelece que

apenas termos fechados tém legendas ou denotacéo.

7.3.Lema.
a) PA.+ YXVY(SEQ(X) A COMP(X)~ Yy AVW<Y(VQ5) — TF(((x)y)l))).

O que, aproveitando algumas propriedades de SEQ(X) e COMP(X) ~ y e segundo
nossas convencgdes semi-formais, pode ser enunciado como:
7.4. Lema.
a) PA.+ VX(SEQ(X) A YW< COMP(X) (v Ly.5) = TF(((X)COMP(X))l))'
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Y

Definicdes parciais de verdade e falsidade

81. Formulas-legendarevisitadas

Aplicacdes efetivas e rigorosas dos métodos gddelianos de aritmetizacao trazem
invariavelmente complicacdes de ordem pratica: os nimeros de Godel séo, tipicamente,
gigantescos. Muitos autores ensaiam simplificar as coisas, pretendendo preservar o
nacleo do argumento; o problema esta em como fazé-lo sem comprometer nosso
entendimento da prépria argumentacao: “cobre-se a cabeca, descobrem-se os pés”.

Na teoria das definicGes parciais de verdade, o problema se torna um pouco
pior; falamos de niUmeros, numerais, férmulas, denotagéo, valoracdes e das respectivas
contrapartidas formais; arriscamo-nos na intrincada teia de suas relacoes.

Levando isso em conta, procuraremos agora examinar mais detidamente as
formulas-legenda [cf. Il] 85, pp. 62-64] que estdo essencialmente relacionadas a aritmeti-
zacgdo darelacéo “evaluation” proposta por Hajek & Pudlak [1998,1.64-1.66, pp. 53-55];
tais formulas estaréo na base de nossa teoria das definicdes parciais de verdade.

Para tanto, seguindo uma pratica comum a teoricos de outras especialidades,
introduziremos modelos hipotéticos simplificados de uso restrito e temporario. Por
exemplo, ao invés de negligenciarmos completamente os detalhes da godelizagéo da
metateoria—afinal dizem: “Deus (ou o Diabo [quem sabe?]) esta nos detalhes™;
proporemos godelizacdes hipotéticas e temporarias, em oposicéo a godelizacao “oficial”
proposta anteriormente [cf. [l §1, pp. 52-53], com vistas a observar mais de perto a teia

de relacdes ligadas as formulas-legenda.

1.1. Resumo de fatos e retomada da notacao.
a) Para cada expressao € das linguagens de base, g(€) € o nimero de Godel de €;

g é uma fungéo injetora do conjunto expressdes das linguagens de base em N [cf. p. 52].
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b) N é o numeral correspondente ao nimero natural N; — €, claramente, uma funcéo
bijetora do conjunto dos nimeros naturais no conjuntos dos numerais das linguagens de
base [cf. p. 41].

c) Paracada expressao € das linguagens de base, [ €] é N, onde N é o nimero de
Godel de €; | | € a composigdo entre ge —,ouseja, [ | =7(Q); | | é, portanto, uma
funcao injetora do conjunto de expressdes no conjunto de numerais das linguagens de
base [cf. p. 53].

d) Para cada termo fechado T das linguagens de base, d(T) é a denotacgéo de T; d
€ uma funcéo injetora dos termos fechados das linguagens de base em IN [cf. p. 44].

e) Q, 1%, ePA. sdo axiomatizacGes da aritméticaem Lpa [cf. pp. 50-51]. (Todos os
teoremas de Q* sdo teoremas de |X;, todos os teoremas de 1Z; sdo teoremas de PA..

Em |1X;, 0 esquema de inducéo esta restrito as formulas X,.)

1.2. Propriedades basicas de LTF*(X)~ y e LTF"(X) ~ y [cf. pp. 64-64].
a) LTF*(X)=Yyé X, e as Unicas variaveis livres de LTF*(X)~ ysdo X e Y.
b) LTF'(X)=YyéTIl, e as unicas variaveis livres de LTF'(X)~ysdo Xe.
c) I1Z; + VXVY(LTF(X)= Yy« LTF(X) > y).
d) I1Z, F VXVYVZ(LTP(X) = YA LTF(X)= 2 > y = 2).
e) I1Z; + VX(TF(X) —» Jy(LTF*(X)=Y)).
f) SeTéum termo fechado e d(t) =N, entdo IZ; r LTF*([T])=n.
g) Se IX; r LTF*(iM)=~n, entdo existe um termo fechado T tal que g(M) =T e

d(t) =n.

Ou seja, LTF*(X) =~ ye LTF"(X) = y s&o contrapartidas formais da denotagéo de

termos fechados das linguagens de base por nimeros naturais.

Nossas “propriedades basicas” ndo sao, na maioria dos casos, absolutamente

simples de serem estabelecidas. Um exame mais préximo, por exemplo, das condi¢des
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necessarias a demonstracao de 1.2.e) conduz a formulacao de uma “teoria dos termos”
gue, apesar de certo grau de trivialidade, é razoavelmente dificil de ser estabelecida
rigorosamente; devemos, entre outras coisas, nela demonstrar as contrapartidas formais

dos “lemas da unicidade da leitura” [cf. p. 71].

1.3. Alguns exemplos do comportamento de LTF*(X) ~ y. Apresentaremos
uma godelizagéo (da forma ja abreviada) de Lpa de carater temporario e parcial cuja
finalidade é proporcionar uma melhor intuicdo do funcionamento das férmulas-legenda.
Suponhamos, por exemplo, que os nimeros de Godel de expressdes de Lpp sdo o
resultado da concatenacdo na base 10 segundo a seguinte atribuicdo de nimeros

aos simbolos de Lpa :

0 -1 + = 2
1 - 10 — 3

(— 4
n ~ 10" ) > 5

Segue-se, entdo, que:
a) g(1+ 2)=102100;
b) d(1+2)=3;
c) Assim, por 1.1, [T+ 21 =102100;

d) Por1.2.f),temos que IZ, r LTF*(102100) ~ 3, ou seja, IZ, F LTF(IT+ 2]~ 3.

Para um exemplo mais complexo, temos:
a) g((2 + 2) - 2) = 4100210053100;
b) d(Z+2)-2)=8;

c) Porl.1, [(2+2)-2| =4100210053100;

d) E, por 1.2.f), temos que IZ, + LTFX(I (2+2) - 21)~8.
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Os fatos abaixo s&o vélidos para LTF*(x)~ y e LTF(X) =~ Yy, expressaremos tal

situacao apagando os indices superiores das formulas-legenda.

1.4. Alguns fatos basicos sobre LTF(X)~ .

a) Para qualquer ne N, 1, + LTF(IR1)~1, ou seja, 1=, + LTR(Q(A)) ~N; por
exemplo, 1Z; + LTF(10)~ 0, IZ; + LTF(11010)~ 1 e I1X; + LTF(11011010) =~ 2 (nesse
exemplo, usamos nossa godelizacédo oficial). De fato, temos que, para qualquer termo

fechado T, IZ, F LTF([T])=T;

b) Paraquaisquer m,ne ae Ntalqguem+n=a, X, + LTF(IM+n|)=~a; notemos
gue o simbolo de adicdo em ‘Mm+ N’ € parte da linguagem da aritmética informal, enquanto
em ‘M+ N’ é uma constante de Lps (mutatis mutandis o comentario se aplica aos

proximos resultados);
c) Paraquaisquerm neac Ntalquem-n=a, 1%, + LTF(ImM-nl)=~a;
d) Para quaisquerm,neaeNtalquem"=a, IZ; +r LTR(Ifimn ) =a;
e) Ou, mais genericamente, dado que |X; é X;-completo, temos que, para quaisquer

termos fechados T, e T, tais que d(t,) =d(Ty), IZ; + LTF(|T,])~d(t,) e, portanto,

mais especificamente, que I, + LTF(|T,])~d(t,);

f) Obviamente, é falso que se IN £ LTF([t])~n, entdo N £ [T] =N; é (menos

6bvio, mas) falsoquese Nk LTF([t])~n,entdo Nk n<[T].

Dados 4.e)-f), temos duas questfes interessantes:
a) ExistealgumTtalque Nk LTF(T)~1?
b) E, supondo que aresposta seja positiva, essa espécie de teorema do ponto-fixo

dependeria dos pormenores de uma godelizacdo especifica ?
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82. Definicdo de verdade para sentencgas atdmicas

A definicdo de verdade para férmulas atdmicas demanda algumas formulas
auxiliares cujas propriedades basicas serdo resumidas abaixo (as variaveis livres das

férmulas em questao sdo aquelas indicadas explicitamente).

2.1. Algumas propriedades basicas de =(X), SENT=(X), PP=(X)~Y,

PS=(X) ~ y [cf. pp. 65-66].

a) =(X), SENT=(X), PP=(X)~y e PS=(X)~ Yy séo X,.

b) 12, + VXVYVZ(PP=(X)=y APP=(X)=~2) -y =2).

c) 1Z, + VXVYVZ(PSz(X)=y A PS=(X)~2) > y=2).

d) 12, b VYX(Z(X) — JY(PP=(X) = V).

e) 1Z; F VX(=(X) —» Yy(PS=(X)~Y)).

) 1%, b VX(SENTZ(X) = =(X)).

g) Se T, eT,sdotermosde Lpa, entdo I1Z; + =([ T, =T,1).

h) SelZ, + =(N), entdo existem termos T, e T, de Lpa tais que g(N) € T, = T,.

i) Se T, e T,sdotermos fechados de Lpp, entdo 1X; F SENT=([ 1, = 1,]).

j) SelZ; r SENT=(n), entédo existem termos fechados T, e T, de Lpp_ tais que
g(n) é 1, =1,

) SeT,eT,sdotermos de Lpp, entdo IX; + PP=(I T, =7,])=~ [T,].

m) Se IZ, + PP=(mM)~n, entdo existem termos T, e T, de Lpa tais que g*(m) é
T,=T,egin)ér,.

n) Se T, e T,sdotermos de Lpa, entdo I1Z; + PS=(] 1, =7,]) = [T,].

0) Se IZ; + PS=(m)~n, entdo existem termos T, e T, de Lp tais que g™(m) é

T,=T,eg(N) €T,

Ou seja, =(X), SENT=(X), PP=(X) =y e PS=(X) =~ y séo contrapartidas formais,

respectivamente, de “X é uma equacao”, “X é uma equacao sem variaveis livres”,
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“y é a projecdo do primeiro termo da equagéo X’ e “y € a proje¢éo do segundo termo

da equacao X’ [cf. pp. 64-65].

2.2. Convencdo. Se @(Xy, ..., X,) € tal que
a) TF VX.. VX VY(O(Xy, eey X0) A O(Xyy oony X, Y) D Xn=Y) €
b) T F VXy ... VXna(W(Xg, -y Xnop) = AY(O(Xg, -y Xnopy Y)), €NLEO

O(Xy, ..., Xp) € Y-funcionalem T.

2.3. Algumas propriedades basicas de <(X), SENT<(X), PP<(X)~V e

PS<(X) =Y [cf. pp. 65-66].

a) <(X), SENT<(X), PP<(X)=~Yy e PS<(X) =Y s&0 X,

b) PP<(X)=~Y e PS<(X)=Y sdo <-funcionais em IX;.

c) IZ; F YX(SENT<(X) = <(X)).

d) SeT,eT,sdotermosde Lpa, entdo IZ; + <(| T, < T,|).

e) SelX, + <(N), entdo existem termos T, e T, de Lp tais que g™(N) é T, < T,.

f) SeT, e T,séo termos fechados de Lpa, entdo IZ; - SENT<([ T, < T,|).

g) Se IZ; + SENT<(N), entdo existem termos fechados T, e T, de Lp, tais que
ginért, <7,

h) Se T, e T,sdo termos de Lpa, entdo I1Z, F PP<(| T, < T,1)= [ T,].

) SelX; r PP<(M)=N, entdo existem termos T, e T, de Lp, tais que g}(m) é
T, <T,eg(nért,.

j) Set,eTt,sdotermosde Lpa, entdo I1Z, F PS<([ T, < T,|) = [ T,].

) SelX, + PS<(M)=N, entdo existem termos T, e T, de Lp, tais que g}(m) é

T, <T,eg(nér,

As propriedades 2.3 deixam claro que <(X) é uma contrapartida formal de “X é

umainequacdo”; SENT<(X) é uma contrapartida de “X é uma inequacao sem variaveis”;
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PP<(X) ~ Y € uma contrapartida de “y € a projecao do primeiro termo da inequagéo X”;

PS<(X) =~ y, de “y é a projecao do segundo termo da inequacgéo X" [cf. pp. 65-66].

Poderemos, entéo, introduzir as contrapartidas formais X, e Il; de “X € uma
equacao verdadeiraem IN” e “X € uma inequacéao verdadeira em IN”. Aideia subjacente
a definicdo de “verdade em IN para equacdes” sera, grosso modo, a seguinte: uma
equacdo T, = T, € verdadeira se existe uma sequéncia, cujo primeiro elemento é uma
valoracéo de T, e cujo segundo elemento € uma valoragéo de T,, tal que as valoragdes

estabelecem uma mesma denotagéo para os termos T, e T,.

2.4. Descricdo semi-formal X, da verdade em IN para equagdes.
a) Escreveremos VZ(X) no lugar de
IS(SEQ(S) » COMP(9) =2 A SEQ((9),) ~ SEQ((S),) A YW< COMP((S),) (Oly.6)
A VW< COMP((S),) (01.9) A PPZ(X) = (9 compysy )1 A PSE00 =((S))compy9 ) A
(9D compi9.>= (O compyg s A SENT=().

Onde 0,5 € (0 v 0L, v O3 v O, Vv Ols) € as subformulas o, O, 03, O, € O [Cf. pp.
61-62] sdo, respectivamente:
(9),,= (10, 0) (ou seja, de (s),,=¢[ 01, 0));
V< W(S),,= (SUC(((9),)). T1((9),),);
VA< WAV, W((S), = <HS )y (9)): (D) + ((9,),))
V< WAV WIS, = ((S))y (). (), ((9,),))

3V,< WAV, W((S), = (EXP((S),);: (9),)1): F3(9,):(9),)2)-

Menos rigorosamente, teriamos:
2.5. Descricdo semi-formal X, da verdade em IN para equagdes.

a) Escreveremos VZ(X) no lugar de

SENT=(X) A LTF*(PP=(X)) = LTFX(PS=(X)).
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Obviamente, |[VZ(X)|#|SENT=(X) A PP=(x) = PS=(x)|, em outras palavras,
0 conjunto das equacfes verdadeiras em IN é diferente do conjunto dos nimeros de
Godel de equacdes cujos dois termos, enquanto termos, sdo iguais; muito embora
|SENT=(x) A PP=(X) = PS=(X)| seja, obviamente, um subconjunto de |VZ(X)|.

Temos, por exemplo, que INE VE(I T+ 2=31)e,umavezque Nt [ 1+ 2]+ [3],

que NE PP=(11+2=31) £ PS=(I 1+ 2=3]).

Como haviamos explicado anteriormente [cf. p. 61], nossa notacdo semi-formal
pressupde as condicdes de comutacao dos graficos de fungdes parciais, tomando, por
essa razao, as abreviacdes das formulas correspondentes como se fossem simbolos
funcionais.

N&o obstante, um pouco de paciéncia permitiria uma descricdo mais perspicua
(e de leitura mais dificil) de VZ(X).

2.6. Descricdo semi-formal X, alternativa da verdade em IN para equagdes.

a) Escreveremos VZ(X)nolugarde IS(SEQ(S) A COMP(S)=2 A I5,<53S,<S
AC,<S3C,< $381< §;3S0< S < SypTtL< SV S(SEQ(S) A SEQ(S) A (9,= S
A (8),= S, A COMP(s) = c; A COMP(S,) = C, A VWS Cy(0l15) A VWS Cy(Oly5) A
PP=(X)=t; A (Sl)cf S A (Si);= tiA PSE(X) =1, A (%)cf S A (S0),= LA (S10),= VA
(S, V A SENT=(x)).

Analogamente a modificacdo apresentada no caso das férmulas-legenda X, e
IT, [cf. p. 65], temos:
2.7. Descricao semi-formal I, da verdade em IN para equagdes.
a) Escreveremos VI (X)no lugar de
VS((By A B2 A Bs A Ban Bs A Bs A B7 A Be) = Bo) A Pro)-
b) Onde [3, esta no lugar de SEQ(S);
c) B,nolugarde COMP(S) =2;
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d) Bsnolugarde SEQ((S),);

e) P,nolugarde SEQ((s),);

f) Bsnolugar de VW< COMP((S),) (01 v 0L, v Ol v Oy v Ols);
g) Beno lugar de YW< COMP((S),) (0ly v O, v Ol v Oy v Ols);
h) B,nolugarde PP=(x) = (((S)l)COMP((S)l))l;

i) Psnolugarde PS=(X) =(((9),)com P((9),))1

) Bonolugarde (((S))com P((9)))2= (ODcomp(g) )2

) Bionolugarde SENT=(X).

Menos rigorosa e mais simplesmente, teriamos:
2.8. Descrigao semi-formal I, da verdade em IN para equacgdes.

a) Escreveremos V I (X)no lugar de

SENT=(x) A LTF(PP=(x)) = LTF(PS=(x)).

Modificagdes Obvias das descrigdes anteriores estabeleceriam as contrapartidas
formais X, e I1; de “a inequacédo X é verdadeira em IN”. Na descricdo mais simples,
temos:

2.9. Descricdo semi-formal da verdade em IN parainequagdes.

a) Escreveremos V Z(X) no lugar de

SENT<(X) A LTF*(PP=(X)) < LTF(PS=(X));

b) V Z(X) nolugar de SENT<(X) » LTF'(PP=(X)) < LTF(PS=(X)).

2.10. Alguns exemplos do comportamento das férmulas.

Uma vez que a compreensao das definicbes parciais de verdade para
equacdes e inequacgdes € de extrema importancia (essas formulas serdo a base de
todas as definicOes parciais subsequentes), vale a pena apresentarmos novamente
uma godelizacéo de Lpa de carater temporario, visando uma melhor intuicéo do funcio-

namento dessas.
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Suponhamos que os nimeros de Godel de expressdes de Lpa s&o, novamente,

resultado da concatenacéo na base 10, mas, agora, segundo a atribuicdo de niUmeros

aos simbolos de Lpa dada abaixo:

f)
g9)
h)

f)
9)

0 — 1 + > 2
1 — 10 — 3

= - 4
n ~ 10" <k 5

Segue-se, entdo, que:

g(1 + 1=2) =102104100;
di1+1)=2ed(2)=2

Porl.1, |1+ 1=21|=102104100;

Por 2.1.9), IZ; + =(102104100), ou seja, IZ, + =(I 1+ 1=21);

Por 2.1.1), IZ; - PP=(102104100)~ 10210 ou IZ; + PP=(1+1=2D)=~ 1+ 11;
Por2.1.n), 1, - PSz(l1+1=2))=1[21;

Por1.2.f), 1%, + LTF(I 2 1)~ 2;

Por1.2.6), 1%, r LTR(I 1T+ 1) = 2;

Pord)-h) e 2.4, 12, + V=(102104100), ou seja, IZ, + V=(I T+ 1=21).

E também que:

g(1-1 < 2)=103105100;

d1-1)=2ed(2)=2;

Por2.2.d), 1%, + <(I 1- 1< 21), ou seja, I1Z; F <(103105100);
Por2.2.h), 1%, - PP<(I1-1<2)=~1.1I;

Por2.2j), 12, PS<(I1-I<2Dh=121;

Por1.2.f), 1%, + LTF(I 2 1)~ 2;

Por1.2.f), 1%, v LTF(I1-11)~2;
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h) 12, +2<2;

) Porc)-h)e29, 1, rV(IT1T-1<2]).

2.11. Férmulas auxiliares. Descreveremos as contrapartidas formais de “X é
uma sentenca atdmica verdadeira em IN”, ajudados pelas seguintes abrevia¢cdes mais
adequadamente estruturadas:

a) Escreveremos IS(® Z(S, X)) no lugar de V Z(X);
b) 3(® (S, X)) no lugar de V Z(X);
c) V@ Z(S, X)) no lugar de V 2(X);

d) VS@ Z(s, X)) no lugar de V 2(X).

2.12. Descricao semi-formal da verdade em IN para sentencas atémicas.
a) Escreveremos V 3(X) no lugar de 3@ Z(S, X) v B (S, X)).
b) V§(X) no lugar de VS((SENT=(X) - ® (S, X)) A (SENT<(X) - @ (S, X)) A
(SENT=(X) v SENT<(X))).

2.13. Propriedades basicas de V 5(X) e V (X).
a) V5(X)é X, e anica variavel livre de V 5(X) é X.
b) V §(X) éI1, e a tnica variavel livre de V  (X) é X.
c) 12 F VX(V3(X) < V 5(X)) [cf. Hajek & Pudléak, 1998, p. 58].
d) Se o é uma sentenca atébmica de Lpp tal que IN £ o, entdo 1Z; + V(] a]).

e) SelX; + V,(N), entdo g™(n) é uma sentenca atdmica de Lpa € IN £ g71(N).

Ou seja, V %(X) eV g(x) séo contrapartidas formais de “X € uma sentencga atdmica
verdadeiraem IN”.

Notemos que, por meio de uma ideia de Rosser empregada no fortalecimento do
primeiro teorema da incompletude de Godel [cf., por exemplo, Smullyan, 1992, p. 81],

segue-se, da dupla representacdo de “X € uma sentenca atébmica verdadeira em IN”
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por V%(X) e Vlg(x), gue o conjunto das sentengas atdémicas verdadeiras em IN é bi-
representavel em PA.. O que contrasta, por exemplo, com o fato que “X é um teorema

de PA."ndo é bi-representavel em PA..

83. Introducdo ateoria de Vy(X)

Segundo alguns filésofos, Quine entre eles, os predicados de verdade permitiriam
enunciados de carater geral que, em sua auséncia, seriam impossiveis de serem
estabelecidos [Quine, 1970, pp.10-13].

Grosso modo, se aceitarmos a mais simples das demandas tarskianas, ou seja,
gque os bicondicionais de Tarski devem valer para um predicado de verdade digno do
nome, tal possibilidade de enunciados gerais nem vem ao caso, uma vez que, pelo
teorema da indefinibilidade, tais predicados ndo existem em Lp, [cf. Indefinibilidade
IN, p. 23]. N&o obstante, desde que estamos munidos da férmula V,(X) (se for irrelevante
ao argumento, omitiremos os indices ‘X’ e ‘IT") e mesmo que o caréater parcial de V(X)
impeca que esse “predicado” dé conta das demandas tarskianas (0 que, nesse caso,
esta longe de ser um infortanio), podemos, ainda sim, perguntar pela nossa capacidade

de estabelecer algumas generalidades por meio de VO(X)(l).

Com esse objetivo em mente, ndo parece ser uma exigéncia exagerada estabe-
lecer, por exemplo, uma versao formal de “para todo numeral T, ‘T = T € uma sentenga
atémica verdadeira em IN” ou, referido mais sucintamente, uma versao formal da reflexivi-

dade fraca das equacdes; entretanto, existem alguns problemas em como fazé-lo.

llustraremos essas dificuldades mostrando uma pequena armadilha que deve

sempre ser evitada.

1. Tratar a formula VO(X) (depois, Va(X) e, finalmente, V(X)) como “predicado de verdade” conduz indiretamente
ao problema dos portadores da verdade. Embora VO(X) seja uma contrapartida formal de um conjunto de
ndameros naturais, isso ndo é tdo importante aqui, porque tais nimeros, dadas as contrapartidas formais de
outros “predicados” (e. g., “X é uma disjuncdo” , “X é uma instancia de Y”), comportam-se como sentencas e
ndo, presumivelmente, como crencas ou proposi¢cdes. Em todo caso, uma visdo bastante tolerante sobre os
portadores de verdade pode ser encontrada em Kirkham, 2001, pp. 59-63.
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Sabemos que NU(X) é uma contrapartida formal de “X € um numeral” [cf. p. 60],
de modo que VX(NU(X) — V(| X = X)) poderia ser, a primeira vista, tomada como
uma versao formal da reflexividade fraca. Mas, olhando mais atentamente, a “férmula”
VX(NU(X) = V(I X =X]1)), devido & associagio entre a quantificagio e a fungio meta-
linguistica [ |, ndo passa de nonsense [cf. nota 22, p. 24]; VX(NU(X) — V(I X =X1))
ndo é uma expressdo bem formada de Lpa —e, além disso, ndo possui nenhum
significado metalinguistico claro; embora, contrastantemente, possamos estabelecer que
“se T for um numeral, entdo 1Z;, + V([T =1 1)", 0 que é, obviamente, um enunciado

metalinguistico bem construido.

A moral da histéria é simples: devemos, nesse caso especifico e tipicamente em
outros similares, ser cuidadosos na escolha das versdes formais de nossos enunciados,
uma vez que a associacao entre quantificacédo e funcdes metalinguisticas tende a ser

problematica.

Apresentaremos duas (entre varias) possibilidades para uma versao formal de

“paratodo numeral T, T =T é uma sentenca atdbmica verdadeiraem IN”".

3.1. Descricédo da reflexividade fraca das equacgées.
a) Escreveremos VN(V,(N=N))nolugarde VXVY((NU(X) A=(X, X) = Y) = V());
b) E VN(V,(N=N))" no lugar de VXVYyVzZVW(NU(X) A =(Y) A PP=(Y)=Z A

PS=(y)~ zZA VAR(2) A Y(Z/X) =~ W) — V (W)).

Devido a simplicidade, trabalharemos com Vn(V,(N =N)) como versao formal
oficial da reflexividade fraca; mas isso ndo quer dizer que VN(Vy(n = n))* ndo sejauma
versdo formal tédo boa quanto ¥ Nn(V,(N =N)) desse enunciado; de fato, esperariamos
gue essas duas sentencas fossem ambas derivaveis (e, portanto, equivalentes) em 1%,

ou, na pior das hipoteses, em PA..
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De lll 4.1 e 4.3[cf. p. 60; p. 62] (as subférmulas relevantes de TF(X) séo o, e
0l,), temos que 1Z; + VX(NU(X) — TF(X)). Logo, uma vez que 1.2.e) [p. 73], pelas
descri¢cdes de LTF(X)~ Y [p. 64], V=(X) [pp. 78-79], AS® =(S, X)) e V,, [p. 82], temos:

3.2. Teorema. IZ, + YNn(V (N =N)).

De modo que, escolhido adequadamente o enunciado correspondente, o teorema
3.2 estabelece uma versado formal da reflexividade fraca. Estamos, assim, diante da
primeira generalidade alcancada por meio do predicado V,(X); e outras generalidades

virdo, se escolhermos propriamente os enunciados formais adequados.

3.3. Descricao dareflexividade forte das equacgdes.

a) Escreveremos VT (V,(T =1)) nolugarde VXVY((TF(X) A =(X X) = Y) = V(Y)).

Basicamente, a mesma argumentacéo empregada em 3.2 produz:

3.4. Teorema. I1Z; + VT(V(T =1)).

Muitas das questfes meta-aritméticas mais usuais podem ser respondidas sem
um apelo muito minucioso as formas dos enunciados; por exemplo; o primeiro teorema
da incompletude de Godel e “para qualquer termo T, IZ, + V(| T = T])” podem ser,
diferentemente de 3.2, 3.4 e, futuramente, de 3.6, estabelecidos, mobilizando apenas o
carater representativo, respectivamente, da contrapartida formal de “X é um teorema de
PA." e de V(X).

Em todo caso, a escolha de Vn(V,(N=N)), e ndo de Vn(V,(N=N))*, para
estabelermos a versao formal da reflexividade fraca em 3.2 parece (e, em certa medida,
€) arbitraria; devemos apenas definir o que estamos tomando como verséao formal
do que; entretanto, nosso proOXimo comentario mostrara que isso nao € sempre tao
simples e nos conduzira a outro nivel da problematica da escolha dos enunciados, aquela

relacionada aos chamados contextos intensionais.
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A analise do argumento de 3.2 sugere que precisamos do seguinte resultado, a
primeira vista trivial, 1%, F TF(X)— 3y (LTF(X) ~ y). Em nosso caso, esse fato foi pressu-
posto [cf. 1.2.e), p. 73] (mas poderiamos paciente e rigorosamente estabelecé-lo).

Infelizmente, entretanto, existem outras “férmulas-legenda” que nédo respeitam 1.2.e).

Por exempilo:
a) Seja Prf,, (X, y) uma contrapartida formal de “X é uma prova de yem PA.".
b) Seja EPrf,, (X) = y uma contrapartida formal da enumeragéo do conjunto de
nameros de Gédel das provas em PA..

Assim, IZ, + EPrf,, (0) ~ky, 1%, + EPrf,, (1) ~k,, IZ, + EPrf,, (2) ~ ks, etc.;
de modo que os niimeros de Godel de todas as provas em PA. deverdo estar entre Kk,
Ko, Ks, ...

c) Entdo, LTF(X)=y A ~Prf,, (EPrf,, (LTF(X), [ 0=11) ou, mais sucintamente,
LTF#(X)~ y sera uma bi-representacdo em |, da denotacdo dos termos fechados (em

outras palavras, LTF/(X) ~ y é também uma “férmula-legenda”).

Seja, agora,
d) TF¥(X) uma abreviagdo de TF(x) A ~Prf,, (EPrf,, (LTF(X), [0=11);
e) assim, TF(X) —» TF(X) sera um teorema da logica.
f) Contudo, TF(X) — TF¥X) n&o &, dado o segundo teorema da incompletude,

nem mesmo um teorema de PA..

Ora, uma vez que, claramente,

g) 1Z; + AY(LTF (X =y) - TF(X);

h) temos, por g) e f), que TF(X) — 3y(LTF*(X)~Y) ndo é um teorema de PA.
[devemos notar que se |2, + TF(X) — 3y (LTF*(X)~y), entdo, por g), I1Z; + TR(X) —
TF(X)];

i) de modo que LTF*(X)~ Yy é uma “férmula-legenda” que n&o respeita 1.2.e) [cf.

p. 73].
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Em *Arithmetization of metamathematics in general setting’, Solomon Feferman
[1960] sustenta uma distincdo entre resultados metamatematicos extensionais e
intensionais®. Grosso modo, uma vez que as contrapartidas formais envolvidas no
estabelecimento do primeiro teorema da incompletude de Gddel precisam tdo-somente
representar aquilo que representam ou, nas palavras de Feferman, “essentially only
numerically correct definitions are needed” [ibidem, p. 35], o teorema € um resultado
extensional. Enquanto, uma vez que algumas condic¢des restritivas adicionais em relagéo
aos tipos de férmulas envolvidas sdo necessarias no caso do segundo teorema da
incompletude [cf., por exemplo, ibidem, p.66, “... o.is an RE-formula ..."], o resultado é

intensional® .

Nossos argumentos, por sua vez, estao fundamentados na maneira concreta como
as férmulas envolvidas séo descritas, de modo que condi¢bes impostas tdo-somente
aos tipos de férmulas seriam possivelmente insuficientes. Poderiamos, entao, classificar
teoremas nos quais condi¢des intensionais sobre tipos de férmulas sdo realmente

insuficientes como hiper-intensionais.

Em todo caso, consideracdes desse tipo, embora obviamente interessantes,
estardo além do escopo desse estudo; nossa estratégia sera escolher uma formula

concreta como representante de certa questao meta-aritmética, ignorando, assim,

2. Segundo Feferman [Ibidem, p. 35]: “The applications of the method [of arithmetization] can be classified as
being extensional if essentially only numerically correct definitions are needed, or intensional if the definitions
must more fully express the notions involved”. Baseando-se nessa classificacdo, Feferman apresenta exemplos
de resultados extensionais e intensionais. O primeiro teorema da incompletude de Gdédel, o teorema da
indefinibilidade (aritmética) das verdades aritméticas de Tarski e os resultados relativos a indecibilidade de
teorias do livro Undecidable Theories de Tarski, Mostowski e Robinson, dentre outros, sdo exemplos de resultados
extensionais; enquanto, o segundo teorema da incompletude de Gédel, os resultados relativos a comparacao
de teorias por meio de provas de consisténcia relativa e as légicas ordinais de Turing sdo exemplos tipicos de
resultados intensionais.

3. A prova é, basicamente, como se segue: (1) Construimos um enunciado de consisténcia Conp.A*_ a partir de
uma bi-representacéo “ndo-candnica” dos axiomas de PA.; (2) derivamos Conpp- em PA.. (3) Ora, o enunciado
de consisténcia canodnico de PA. ndo é derivavel em PA.; (4) logo, alguma restricdo deve ser imposta as
férmulas empregadas no argumento anterior. (5) Portanto, o segundo teorema da incompletude de Gddel deve
ser um resultado intensional.
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justamente dois dos principais problemas colocados no artigo de Feferman: primeiro, o
da classificacao de questbes metamatematicas como intensionais ou extensionais (mas
notemos que estabelecemos logo acima que 1.2.e) [p. 73] € um resultado intensional);
segundo, o da possibilidade de um tratamento generalizado (‘general setting’) de algumas

dessas primeiras.
Deixemos de lado essa digressao e retomemos a concretude de nossas férmulas.

3.5. Descrigdo dareflexividade das inequagdes. Escreveremos V1T (Vy(T < 1))

no lugar de VXV Y((TF(X) A<(X, X) = Y) = V,(Y)).
3.6. Teorema. IZ; + VT (V,(T <T)).

Vemos assim como a definigdo de verdade para sentengas atémicas, V,,
possibilita enunciados gerais da reflexividade de ‘=" e ‘<’. Os proximos resultados
estabelecem, entre outras coisas, que V, pode realmente ser pensada como uma

“definicdo de verdade para sentencas atbmicas”.

3.7. Teorema. Se o € uma sentenga atdmicade Lpp € N k£ o, entdo IN £ V(| a])

e Q" r Vy(lal).

Prova. Os axiomas “recursivos” da sucessao, soma, multiplicacdo e exponen-
ciacao de Q* permitem “calcular” as denotacdes de quaisquer termos fechados: basta
construirmos uma contrapartida numérica do sequéncias de valoracéo dos termos de o

por meio da numeracao de Godel.

Por exemplo, para estabelecermos que Q* + V( [2+2=2.21 ), ndo precisamos
muito mais do que os humerais de Godel correspondentes as sequéncias {0, 0), {1, 1),

(2,2),(2+ 2,4Ye {0, 0), (1, 1), (2, 2), (2 2, 4).
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As questdes acima sao, por assim dizer, positivas e relativamente faceis de serem
respondidas; entretanto, outras questdes simples de serem formuladas tém respostas

relativamente mais complicadas. Por exemplo:

3.8. Descricdo dainjecdo entre numerais e legendas.
a) Escreveremos VN =+m(~V,(N=m)) no lugar de

VXVY((NU(X) A NU(Y) A X %Y — =V (Z(X Y))).
3.9. Teorema. IZ; + Vn=m(=V,(Nn=m)).

O teorema 3.9 s6 pode ser estabelecido na base de uma série de lemas, tais
como:
a) Suficiéncia da decomposicao e unicidade da leitura dos termos [cf. pp. 70-71];
b) 1Z; v AY(LTF(X)~Y) — TK(X);
c) IZ;F (LTH(X)=~LTF(y) A NU(X) A NU(Y)) > X =Y.

Notemos que, umavez que I1Z, - V(I 2=T+T1)A [ 21+ T+ 11, um analogo

de 3.9 para termos fechados quaisquer &, claramente, falso.

Outro lema util parece ser:
a) 1Z, F VX(TH(X) —» 3y(NU(yY) A LTF(X) ~ LTF(Y)), que auxiliado pelos lemas
anteriores e por 1.2.d) [p. 72] produz:
3.10. Teorema. Se o. € uma sentenca atdmica de Lpp tal que IN £ ~a, entéo

N E~V(lal)elZ, + ~V(lal).

3.11. Corolério. Se o é uma sentenga atémica de Lpp , entdo ou temos que

IZ, + Vo([o]) ou que 1Z, F ~Vy([ ).

O que é bem diferente do trivial: 1Z; F V([ o]) v~V,([ o).

3.12. Teorema. Se o. € uma sentenca atdmica de Lpa , entdo 1Z; + o> V([ al).
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Apresentaremos, agora, algumas contrapartidas formais da relagéo entre verdade
e derivabilidade.

No que se segue: Prgy:(X), Pr,zn(x), Prea (X) e Prfpa (X, Y) sdo contrapartidas
formais de “X é um teorema de Q*”; “X é um teorema de |X,", onde 1%, € o resultado de
adicionar inducdes restritas as férmulas 1X,, aos axiomas de Q*; “X é um teorema de

PA.” e “X é uma derivagéo de yem PA.”, respectivamente.

3.13. Teorema. 1Z; + VX(V((X) = Pro(X)). Logo, IZ; F VX(V(X) = Prpa (X)),

umavez que IZ; + VX(Pro(X) — Prpa (X)).

E instrutivo notar que IZ; F Pro (1 T=251=21) A~V (I T=2-51=21), umavez

que V, esté restrita as sentencas atémicas.

No caso da “conversa” de 3.13, a histéria é bem diferente. De 3.11 e do segundo

teorema da incompletude de Godel, temos (se PA. é consistente):

3.14. Teorema. PA. i VX(Prpa (X) A SENT(X) — V(X)) e, mais genericamente,
1Z, # VX(Prg (X) A SENT(X) — V(X))

Prova (esboco). De 3.11, temos PA. + V(I 0=T1) ou PA. r ~V,(I0=11).

No primeiro caso, se PA. + V(I 0=11), por 3.13, temos que PA. + Prp (10=T11)
e, dai, que PA. é inconsistente.

No segundo, temos que PA.  ~V, (I 0=Tl)e PA. + SENT,(I0=11).

Assim, da suposicéo que PA. + VYX(Prpa (X) A SENT,(X) — V(X)) se segue

que PA.+ ~Prp_A_(f6 =1l ), 0 que € contrario ao segundo teorema da incompletude.

Como é comum em meta-aritmética, temos “aproximacgdes positivas” do resultado
negativo acima:

3.15. Teorema. Para qualquer N, PA. + VX(Prfpa (N, X) A SENT,(X) = V(X)).
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As definigbes parciais de verdade permitem que enunciemos questdes interes-
santes sobre a consisténcia relativamente a PA. e seus fragmentos ou aos préprios
fragmentos de PA..

3.16. Questdes.

a) Paraquais n's, PA. + VX(Prlzn(X) A SENT(X) — V(X));
b) Paraquais N'sems, I, + VX(Prlzm(X) A SENT(X) = Vo(X))?

Desde que temos a reflexividade de PA. (ou seja, PA. estabelece a consisténcia
de seus fragmentos finitos) [cf., por exemplo, Feferman, 1960, pp. 67-68] e o fato que os
fragmentos |12, sdo finitamente axiomatizaveis [cf., Hajek & Pudlak, 1998, pp. 77-81],
a resposta da primeira pergunta parece ser: para todos os N's; mas, como € usual,

construir o argumento dentro de PA. ndo parece ser tarefa facil.

84. Outros tipos de definicGes parciais de verdade

As formulas-legenda LTM*(X,Yy) =z e LTM"(X,y)= z esbogadas no final da
secao 5do capitulo I11 [p. 65] e baseadas na atribuicdo de valores as variaveis livres de
termos abertos por meio de sequéncias, permitem construcdes alternativas de contra-
partidas formais dos predicados parciais de verdade.

No caso, estabeleceriamos, primeiramente, uma “relacéo de satisfacéo” aplicavel
apenas as férmulas atémicas de Lpa ; no caso, férmulas atdmicas (abertas incluidas)
seriam satisfeitas por uma determinada sequéncia de numeros naturais. Construiriamos,
entdo, a maneira de Tarski, definicbes de verdade X, e [I; de férmulas atdmicas.

Além disso, poderiamos, tanto por meio de “relagfes de satisfacdo” quanto, mais
diretamente, por meio das férmulas-legenda para termos fechados, estabelecer uma
base ligeiramente diferente para a hierarquia dos predicados parciais de verdade. Nesse
caso, contruiriamos definicdes de verdade VEO(X) e Vgo(x), respectivamente, X, e II;

para formulas X, [cf. Hajek & Pudlak, 1998, pp. 56-58].
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O importante aqui é que essa construcao € possivel e que, embora as férmulas
2o sejam logicamente mais complexas que as formulas atbmicas, ndo o sdo do ponto de

vista da hierarquia da aritmética.

Devemos notar, entre outras coisas, que:
4.1. Propriedades bésicas de V;O(X) e v;‘o(x).
a) VEO(X) é X, e a Unica variavel livre de Vgo(x) éx;
b) Vlgo(x) é I, e a Ginica variavel livre de Vgo(x) éX;
c) 1%+ VX(V5(X) & Vi (X).
d) Se o é umasentenca Xytal que IN E o, entdo 1%, + Vzo( [ o]);
e) SelZ; + V, (N), entdo g™(N) é uma sentenca Zo e IN F g~(N);

f) 125k VX(Vo(X) = V(X)) ATX(=V(X) AV (X)).

85. Definicdo de verdade para sentencas de complexidade n

Nosso primeiro problema é descrever uma contrapartida formal do predicado de
verdade para sentencgas de complexidade 1 por meio de Vg(x) e Vlg(x) conjuntamente

com o lugar que esse predicado ocupa na hierarquia da aritmética.

5.1. Definicdo de verdade para sentencas de complexidade 1.
a) Escreveremos V,(X) no lugar de 0, v O, v Oz v Oy V Olg V Olg;
b) Onde o, é V5(X);
c) 0, € (SENT=,(X) A ~V 5(P+(X)));
d) 03€ (SENTV,(X) A (V5(PPv(X) v V5(PSV(X))));
e) 0, & (SENTA(X) A (VE(PPA(X) A V5(PSA(X))));
f) o€ (SENTI,(X) A YWV HINS(X, ¥)));
g) 0é (SENTV,(X) A VYV L(INS(X, V))).
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Obviamente, V,(X) ndo é uma férmula da hierarquia da aritmética; entretanto, V,(X)
pode ser posta em uma forma normal prenex NP[V,(X)] tal que + V,(X) <> NP[V,(X)] e,
depois da contracéo dos quantificadores, em uma forma “normal aritmética” NA[V (X)]
tal que 1%, F V,(X) <> NA[V,(X)]. Infelizmente, o processo tal como descrito ndo pode
estabelecer univocamente NA[V,(X)] nem, portanto, a posicdo de NA[V,(X)] na

hierarquia aritmética. Devemos, entdo, analisar V,(X) mais de perto.
A estrutura de V,(X) relevante para andlise é (((((0t; v OLp) v Olg) v Oly) V Ols) V Olg).

Comecaremos “reduzindo” o, a uma formula X;:

V 5 (X) éI1,.

Assim, segundo nossas convengoes anteriores [p. 60]:

V5(P=(x)) € VY(P=(x)=y =V 5(¥)).

Ora, V (Y) € VS@ (S, ), onde B (S, Y) € X,.

Temos, assim, que + (VY(P~(X) =~y - V 5(Y))) & VYVS(P~(X) =y - B (S, Y)),
para uma escolha adequada da variavel S, e que 1Z, + VYVS(P-(X)~Yy — @S, Y)) <
VY(L(Y. X)), onde VY(L,(Y, X)) & VYV < YVVi< y(COMPY) =2 A(Y), = Vi A (), =V
—[P~(X)~Yy - @S, y)]S/Vi Y/Vj) e, portanto, € I1;.

Obviamente, + ~VY(LL (Y, X)) <> Y(~LL (Y, X)), cuja subférmula da direita é .

Logo, uma vez que SENT~,(X) é X, temos que I1Z; + o, <> IZ(SENT~(X) A

~l,(Z, X)), onde IZ(SENT~,(X) A ~lL,(Z, X)) ou FZ(C,(Z X)) é a redugdo X, de Q.

Passemos para 0.

V 5 (PPv(X)) e V 5(PSv(X)) séo X,. Por exemplo, V 5(PPv/(X)) é 3y(PPv(X) =y
AV o(Y)-

Os passos da reducao sdo os seguintes: 1) os quanticadores existenciais de
V5 (PPv(X)) e V5(PSv(X))) sdo postos “para fora” das férmulas; 2) “formamos” a

disjuncéo das férmulas de 1; 3) os quantificadores da disjuncédo de 2 sdo postos
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novamente “para fora”; 4) “contraimos” os quantificadores de 3; 5) “formamos” a conjuncao
de SENTv,(X) e da féormula de 4; 6) o quantificador de 5 é posto “para fora”. Temos,
entdo, que 1Z; + 05 <> IZ(SENTV,(X) A L5(Z X)), onde FZ(SENTV,(X) A Us(Z X)) ou

d7(04(z, X)), ou seja, o resultado do passo 6 é a redugao X, de 0.

Devemos reduzir, entdo, 0, € O a 3Z(0,(Z X)) e 2(G5(Z, X)) pelo mesmo

processo dos paragrafos anteriores.

No caso de 04, a ideia é partir de V B‘(X) sempre “buscando” reducdes I1; das

demais subférmulas de 0,z que sdo “superférmulas” de V g(x).

Temos, entdo, redugbes X, de 0, Oy, O3, O, € O, além de uma reducgéo I1;
VZ(G4(Z X)) de 0. Assim, 12, + V,(X) & (V 5(X) v 3Z(0,(Z X)) v TZ(04(Z, X)) v 3Z(C,(Z,
X)) v 3Z2(6(Z X))) v VZ(G(Z X))). Finalmente, reduzimos as subférmulas X, da subférmula
direita da “redugdo” acima, de modo que 1Z; + V,(X) <> 3Z(6,5(Z X) v YZ(G4(Z X))),

onde G,.5(Z, X) & (V 3(X) v O,(Z X) v (2 X) v G4(Z X) v O(Z, X)).

Podemos, entéo, apresentar versdes X, e I1, de V,(X).
5.2. DefinicGes de verdade para sentencas de complexidade 1.
a) V?(X) é abreviacdo de 3zZVW(G,5(Z X)) v Og(W, X));

C) VI}(X) é abreviagéo de VZIW(0,_5(W, X)) v G4(Z, X)).

Mais geralmente, temos que:
5.3. Definicdo de verdade para sentengas de complexidade n+1.
a) Escreveremos V,,,(X) no lugar de 0, v O, v O3 v Ol v Ols V Olg;
b) Onde o, é V(X);
c) 0, € (SENT=,(X) A~V H(P(X));
d) 036 (SENTV,,,(X) A (VE(PPV(X)) v V(PSv(X)));
€) 04 & (SENTA,,(X) A (VE(PPA(X) A VE(PSA(X)));
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f) 0s€ (SENT3,..(X) A IYVH(INS(X, Y)));
9) 06 € (SENTV,, ,(X) AVYV (INS(X, Y))).

A estrutura relevante de V,,, ,(X) para analise é essencialmente a mesma de V,(X)

(g v o) v o) v o) v as) v O, e as “reducdes” sao realizadas em etapas similirares.

No caso 0, V (X) é IT;; portanto, V 1(P~(X)) é VY(P~(X)=Yy — V(y)). Ora,
VE(y) € VS, IS (@ y(Sh, So-gs ---» Y)), onde W o(Ss, Shys ---» Y) € Xo. ASSim, uma vez que
F(VY(P(X) =y = Vi(Y) & VYV§3s, = (P*(X)=Y - B (S, Sipy - ), para
escolhas adequadas de variaveis, podemos , entéo,“contrair” ‘VyVvs, em |, ficando
com uma férmula I1,,, abreviada por VS,3S, ;- (L(Sy Sh-1s ---» X)), CUja negagao equivale
logicamente a 35, VS, 1 (~Uo(Sh, Svts ---» X)) (Uuma férmula Z). Umavez que SENT~,(X)
é X, temos que 1%, F o, <> 3S,VS, - (SENT~,(X) A ~Uo(Sh, Siqy -5 X)), CUja SUD-

formula da direita ou 3S,VS, ;- (0x(S,, Sv-y, ---» X)) Seré a reducéo 2, de oL,.

Podemos, entdo, aplicar procedimentos similares em 0, 0O, O5 € O O que
produzira, eventualmente, reducdes X, nos trés primeiros casos e uma reducao I1, no
ultimo. Podemos, agora, reduzir sucessivamente as disjuncées de V,,,,(X); devemos,
paratanto, 1) “exteriorizar” os quantificadores de cada disjunto alternadamente e, depois,

2) “contrair” (em | X,) os pares de quantificadores universais e existenciais.

Uma vez reduzidos os cinco primeiros disjuntos de V ,, ,(X), teremos algo como:

1% + Vn+1(X) © 3§,V 1 (015(Shs -+, X)) Vv V%H%—l'"(SENTVl(X) A Me(sm ey X))

Devemos produzir, finalmente, versées X, , e I1,,, de V(X), abreviadas por Vv

e VIl conforme escolhemos o primeiro quantificador a ser “exteriorizado”.

Sabemos que é impossivel apresentar uma Unica férmula de Lpa que descreva

o comportamento de toda sequéncia de definicdes parciais de verdade (o que € uma
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consequéncia da Indefinibilidade IN [cf. p. 23; p. 37]); no entanto, acabamos de mostrar
como sucessivamente construir essas definicoes parciais.

Devemos notar que Vy(X), V(X), V(X), ..., Vi(X), ... € uma sequéncia de
formulas de Lpp , de modo que ‘" em V,, é, bem-entendido, um parametro metalinguistico

e ndo uma variavel de Lpa [cf. discusséo p. 37].

86. Introducdo ateoria das definicdes parciais de verdade

Apresentaremos nessa secao alguns resultados da teoria das defini¢cdes parciais
de verdade ou DPV stanto do ponto de vista da generalidade quineana [cf. p. 83] quanto

da adequacéo tarskiana [cf. pp. 24-25].

Dada a construcao das DPV sda sec¢éo anterior, o teorema abaixo € um resultado
totalmente trivial.

6.1. Teorema. + VX(V,(X) = V,..(X)), para todo n.

Além disso, podemos notar algumas similaridades estruturais entre as definicbes
parciais e as contrapartidas formais da derivabilidade nos subsistemas de PA ., temos,
por exemplo, que 1Z; + VX(Prs (X) — Prig (X)) A VX(Pr; (X) — Pry; (X)), embora

tal resultado ndo seja totalmentre trivial.

Outro resultado trivial é:

6.2. Teorema. 1Z; + IX(V,1(X) A ~Vh(X)).

E, também, nesse caso, parece que temos, para sistemas formais suficientemente
fortes, que IX(Priz  (X) A ~Prs (X)); contudo, tal resultado esta, pelo menos a primeira
vista, longe de ser trivial. Em H4jek e Pudlak [1998, p. 220 e segs.], por exemplo, o resul-
tado informal correspondente, ou seja, “I1X,, ; é dedutivamente mais forte que 1X,(X)” é

estabelecido por meio de consideracfes modelo-teoréticas e a formalizacéo desse tipo
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de argumento €, em geral, bastante complicada. Obviamente, a possibilidade de argu-
mentos alternativos fica aberta e seria, de fato, interessante explora-las.

Minha aposta seria em algum tipo de “sentenca de Rosser” especifica para cada
fragmento de PA . (talvez, versdes “finitizadas” dos esquemas de inducéo relativos aos
fragmentos [cf. ibidem, p. 78] possam funcionar); entretanto, isso nos levaria bem longe

dos objetivos desse estudo.

O resultado mais importante dessa sec¢éo €, nao surpreendentemente, uma versao
parametrizada dos bicondicionais de Tarski:
6.3. Teorema. Para qualquer nimero natural N dado, se o. € uma sentenca de

Lpa cuja complexidade é n, entdo PA.+ o< V([ al).

Por meio de lemas versando sobre a estrutura das sentencas e das definicbes
parciais, podemos estabelecer versbes genéricas (parametrizadas) das condicdes de

verdade tarskianas:

6.4. Condigdes tarskianas para V,(X) e Vy.,(X).
a) 12, F VX(SENT(X) A~V (X) = V(= (X));
b) 1Z1 F VXVY(Viu(X) A SENT(Y) = Vinen( VX, ¥)) A Vinen(V(Y, X))
c) 121 b YXVY(Vin(X) A Vi(Y) = Vine(A(X, V)));
d) 121 F VXAY(Va(INS(X, ¥))) = Viia(3(X)):
e) I1Z;+ VX(VY(Vo(INS(X, ¥))) = Vi V(X))

Menos trivialmente, por meio da suficiéncia da decomposicao, da unicidade de
leitura das sentencas e da estrutura das DPV'S, temos algumas formas “conversas” das

condic¢Oes tarskianas, por exemplo:

6.5. Conversas das condi¢des tarskianas para V,(X).

a) I1Z; F VX(Va(=(X)) = ~Va(X));
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b) 1Z1+ YXVY(Va(V(X,Y)) = Va(X) v Vi(Y));
c) 123+ YX(Vo(3(X) = FY(Va(INS(X, ).

De modo que um manejo cuidadoso dos indices das DPV S possibilita versdes
“semanticas” de outros teoremas da légica, por exemplo, 1Z; + VX(V,(=(~(X))) = V(X))

(principio de eliminacao da dupla negacéo).

§7. Defini¢des parciais de falsidade

Analogamente as definigcdes parciais de verdade, podemos introduzir definicdes
parciais de falsidade ou, mais sucintamente, DPFS. Iremos supor que o fizemos adequa-
damente, de modo que teremos resultados tanto analogos quanto “duais” aqueles das

secOes §2, §3 e 86 desse capitulo.

Por exemplo, podemos apresentar, analogamente a descricdo 2.5 [cf. p. 78], uma
definicdo X, da “falsidade de equagbes”:
7.1. Descricao semi-formal X, da falsidade em IN para equacdes.
a) Escreveremos FZ(X) no lugar de

SENT=(X) A ~(LTF(PP=(X)) = LTF(PS=(X))).

Podemos, além disso, produzir analogos e duais dos resultados anteriores,
por exemplo:
7.2. Algumas propriedades de F,(X) e F,,,(X).
a) Paraqualquer nimero natural Ndado, se o. € uma sentenga de Lpa cuja complexi-
dade é n, entdo PA.+ ~a < F,([a]) [cp. p. 97];
b) + VX(F.(X) = F,.,(X)), paratodo n[cp. p. 97];
c) 1Z; + VX(SENT,(X) A ~F.(X) = F,..(~(X))) [cp. p. 97].



Capitulo IV: Definicdes parciais de verdade e falsidade 99

Outra aplicacao interessante das DPFS dizem respeito a interacéo entre elas e
as definicdes parciais de verdade:
7.3. Algumas Propriedades de F,(X) e V,(X).
a) 11+ VX(Fa(X) = Vooy(<(0));
b) 1Z1 b VX(Va(X) = Fria(=(X)));
c) 1Z; + VX(SENT(X) — F.(X) v Va(X).
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Vv

Alguns sistemas de acumulacgéo

Embora as consideracdes anteriores sejam compreensivelmente incompletas,
esperamos que o capitulo IV proporcione subsidios suficientes, de um lado, para
estabelecermos a correcéo dos sistemas desse capitulo, de outro, para Ihes avaliarmos
a adequacéo. De fato, dado o significado intuitivo das definicbes parciais de verdade
(DPV9), ou seja, dado que as DPV Srealmente expressam o que deveriam expressar, é
bastante 6bvio que nossos sistemas serdo todos corretos [cf. p. 36]. Resta-nos, portanto,
defini-los adequadamente, examina-los e compara-los com outros sistemas ja propostos
na literatura especializada.

Infelizmente, algumas limitagdes de conhecimento (e. g., minha ignorancia sobre
varias das técnicas mais avancadas utilizadas tanto na teoria da derivacdo quanto na
teoria dos modelos) e de tempo (e. g., muito da discussdo demanda um desenvolvimento
mais completo da aritmética das contrapartidas formais que propomos anteriormente)
inviabilizam um tratamento satisfatorio de todas as questdes que poderiam ser colocadas.
Contudo, acreditamos que 0 que se segue € um bom comeco e, obviamente, que devemos

comecar de algum lugar.

81. O sistemaformal AcM(V)

Comecemos pelo sistema mais fraco que iremos definir nesse estudo.Esse
sistema sera baseado nas clausulas de acumulacao positiva ou CAPS|[cf., p. 37] e ndo
permitira que o principio de inducao seja aplicado as formulas nas quais o predicado de

verdade aparece.

1.1. Definicdo. AcM(V) é o sistema cujos axiomas especificos sdo os axiomas

de PA.paralpp [cf. p. 37] e as sentencas VX(V,(X) — V(X)), para todo n.
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AcM(V) é chamado sistema minimal (restrito) da acumulacao positiva; onde
‘acumulacao positiva’ se refere, obviamente, as CAPS, ‘minimal’ ao fato de que téo-
somente tais clausulas séo “acrescentadas” a aritmética de primeira-ordem e ‘restrito’ a
restricdo imposta ao esquema de inducdo matematica.

AcM(V) se opde, por exemplo, ao sistema minimal de acumulagéo negativa,

AcM(F), e ao sistema minimal ndo-restrito de acumulagao positiva, ACMV .

Uma vez que o conjunto das DPVS(e, portanto, das CAPS) é decidivel:

1.2. Teorema. AcM(V) é um sistema formal (no sentido hilbertiano [cf. p. 18]).

Notemos, entdo, que {i |i = g(V.(X)) para algum n}, ou seja, o conjunto dos
nuameros de Godel das DPVSé decidivel, embora, como consequéncia do teorema da
indefinibilidade de Tarski, {1 | IN k Vn(i_) para algum n} (:\7) ou, em outras palavras, 0
conjunto dos numeros de Godel das verdades da aritmética seja indecidivel (de fato,\7

nao é nem mesmo um conjunto aritmético).

Nesse caso, a decidibilidade de {i |i = g(V,(X)) para algum N} talvez possa
emprestar certo aroma paradoxal a indefinibilidade da verdade; iremos, rapidamente,

dissipa-lo.

Poderiamos, por exemplo, pensar que, por meio da contrapartida formal do
conjunto de definicbes parciais, seriamos capazes de descrever uma contrapartida
do conjunto das proprias verdades aritméticas; contudo, isso nao €, de forma alguma,
exato. Para que possamos vé-lo, devemos tomar DPV (X) como uma contrapartida for-
mal de {i | I =g(V.(X)) para algum n}, de modo que j € {i | i =g(V.(X)), para algum n}
sse IN DF’V(j_). Ora, uma contrapartida formal da definicdo total da verdade seria,
entdo, algo como: 3y(DPV (y) A ©(X, ¥)). Entretanto, ndo avancamos aqui sequer um
passo, uma vez que é uma das consequéncias do teorema da indefinibilidade de Tarski

que ndo existe tal @(X, Y) [cf. pp. 36-37].



Capitulo V: Alguns sistemas de acumulacéo 102

Nossos primeiros resultados relativos ao sistema AcM(V) serdo baseados em
uma transformacéo (definida mais abaixo) das derivacdes de AcM(V) em derivacdes
de PA. (no caso, assumiremos que as Unicas regras de inferéncia da l6gica subjacente

sd0 0 modus ponens e a generalizag&o universal).

Seja uma derivag&o o = {0y, Oy, ..., 0;) em AcM (V) tal que V; é a DPV de maior
complexidade em q; seja, além disso, [B]V/Vi uma substituicdo das ocorréncias de V

por VV; em B. Por exemplo, [V(I T=11)A2 = E]V/V2 seraV,(11=1l)A2=2.

Definiremos, primeiramente, /ot/( 1):
a) /o/(1) = ([Ocl]V/Vi> se o; € um axioma de PA;
b) /o/(1) =, onde B=(B. B, ..., [oc]]V/Vi) é uma derivacéo de VX (V,(X) = Vi(X))

em PA., se o, & VX(Vi(X) = V(X)), ou seja, se 0, € uma CAP.

Notemos que:
1) Se o; € um axioma da logica, entdo [Ocl]V/Vi € um axioma da logica e ([Ocl]V/Vi>
€ uma derivagdo em PA..
2) Se o, € um axioma de PA., entdo [Oc]]V/Vi éo,e ([Oc]]V/Vi> é uma derivacdo em
PA..
3) Finalmente, se o; € VX(V(X) = V(X)), entéo, por | V-6.1[cf. p. 96], existe uma
derivagéo (B4, B, ..., [oc]]V/Vi) em PA. (e, de fato, poderiamos efetivamente construir

essa derivacao).

Definiremos, agora, /at/(N + 1):

a) /o/(n + 1) =aconcatenacdo entre /o/(N) e ([Ocn+1]V/Vi> se 0,1 € um axioma de
PA. ou se a.,,, € resultado da aplicagdo do modus ponens ou se Q.,,; € resultado da
aplicacdo da generalizacao universal.

b) /o/(n+ 1) = a concatenagéo entre /al/(n) e 3, onde B = (B, By, .., [ocS]V/Vi> é

uma derivagdo de VX(V(X) — V(X)) em PA., se O, € VX(V(X) = V(X)).
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Notemos que:
4) Se 0, € umageneralizagdo universal de o, e [Ocl]Vlvi € um elemento da derivagao
B em PA., entdo a concatenacéo entre 3 e ([OLZ]V/Vi> € umaderivagdo de [aﬂvlvi emPA..
5) Se 0 é resultado da aplicacéo de modus ponens as formulas o, e Ol,, e, além
disso, [oc]]V/Vi e [ocz]VIVi sdo elementos da derivagédo 3 em PA.; entdo, a concatenagado

entre B e ([ocg]V/Vi) é uma derivacéo de [ocg]V/Vi em PA..

1.3. Definigdo. Seja uma derivagdo o tal como descrita acima; tomaremos,

entdo, /o/ como /a/(]).

1.4. Lema. Se o é umaderivagéo de o;; em AcM(V) tal que V; é a DPV de maior

complexidade de o, entdo /o/ sera uma derivagdo de [ocj]V/Vi emPA..®

Uma vez que [[3]\//\/i ndo afeta as formulas de Lpp , segue-se de 1.4 que:

1.5. Teorema. AcM(V) é conservativo sobre PA...

E, portanto, que:

1.6. Coroléario. Se PA. é consistente, entdo AcM (V) é consistente.
Na verdade, no caso particular das CAPS, temos algo mais forte.

Seja AcP o sistema cujos Unicos axiomas especificos séo nossas CAPS, por meio
da transformacéo definida em 1.3, temos que:

1.7. Teorema. AcPé conservativo sobre CP~(a teoria da identidade em Lpp ).

Como exemplo de um resultado “positivo”, de | V-3.4, [cf. p. 85], de | V-3.6 [cf.
p. 88] e das CAPS, temos que:
1.8. Teorema. AcM(V) + VT(V(T =1)) A VT(V(T<T)).

1. Toda nossa argumentagdo é inspirada em Tarski [cf. Teorema Ill, 1956, pp. 256-257] e é empregada por
Halbach no estabelecimento da conservatividade (e, consequentemente, da consisténcia) de varios dos sistemas
estudados em Axiomatic Theories of Truth, e. g., Teorema 7.5 [Halbach, 2011, p. 55].



Capitulo V: Alguns sistemas de acumulacéo 104

Segue-se de 1.8 e do Teorema 7.6 de Axiomatic Theories of Truth [Halbach,
2011, p. 57] que existe pelo menos um teorema de ACM(V) que néo é teorema de BT(V)
[cf. p. 31] (esse sistema é denominado TB, Tarski Biconditionals, por Halbach).

Além disso, segundo 1.7, diferentemente dos bicondicionais de Tarski [cf. ibidem,
p. 55], as CAPSsao conservativas sobre cP=@ou seja, em um sentido, essas Ultimas
sdo mais fortes que os bicondicionais de Tarski, uma vez que existem teoremas de
AcM(V) que néo sdo teoremas de BT(V), em outro, sdo mais fracas, uma vez que sdo
conservativas sobre CP~. Podemos, entretanto, definir uma versao, por assim dizer,
parametrizada de BT(V), naqual VT (V(T =71)) é derivavel [ibidem, p. 58]; o que sugere,

primeiramente, uma comparacéo entre ACM (V) e essa versao de BT(V).

O sistema BUT(V) serd uma versao parametrizada de BT(V) na qual intro-
duziremos novos axiomas por meio do esquema: VT (V((c)*/7) < a(LTF(1))) para o
em Lpp , cuja descrigdo pormenorizada serd apresentada abaixo [cf. o sistema UTB de
Halbach, ibidem, pp. 53-54]. Seja, por exemplo, ¢ uma férmulade Lpa cuja Gnica variavel
livre € x e g(¢) =N. Ora, g(x) =30e (2)Xly é pensado como um termo com as trés

variaveis livres indicadas (uma variante notacional de X(Y/2) [cf. p. 25 e p. 69]).

Teriamos, entéo, a seguinte aplicacdo do esquema esboc¢ado acima:

but(p) =4 VY(TF(Y) — (V(1)PUy) & (LTF(y)).

Dissemos, anteriormente, que BT(V) e AcM(V) séo, em certo sentido, incom-
paraveis. Introduziremos, agora, dois sistemas, CT(V) e CUT(V), mais fracos e analogos,
respectivamente, aos sistemas BT(V) e BUT(V), que permitirdo avangcarmos um pouco

mais nas comparacdes com AcM (V).

2. De fato, seja BTP o sistema cujos axiomas especificos sdo os bicondicionais de Tarski; BTP demonstrara,
por exemplo, a existéncia de pelo menos dois objetos, um “verdadeiro” e outro “falso”. Grosso modo, o argumento
é 0 seguinte: pela légica, temos que (1) BTP+ 0= 0—->0= 0e que (2) BTP+ ~~0= 0- 0= 0); pelos
bicondicionais de Tarski, (3) BTP+ V(I10=0—-0=0l)e (4) BTP+ ~V(I ~(0 = 0—0 = 0) |); portanto, temos que
(5) BTP+ IXV(X) e que (6) BTP+ IX~V(X); e, finalmente, que (7) BTP - IX3y(~x=Yy) [cf. Halbach, 2011, p. 55].
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1.9. Definicdes de condicionais e bicondicionais tarskianos.
a) Asentenca 0. — V(| a]) é chamada condicional de Tarski de o
b) Enquanto, o <> V(| o ]) é chamada bicondicional de Tarski de o [cf. p. 24];
c) Asentenga YY(TF(Y) A o(LTF(y)) = V((o'c)ﬁly)) ou, abreviadamente, Cut(o) é
chamada condicional uniforme de Tarski de o
d) Enquanto, VY(TF(Y) — (o LTF(y)) HV((dc)ﬁly))) ou, abreviadamente, but(o)

é chamada bicondicional uniforme de Tarski de .

Aos tipos de condicionais tarskianos correspondem, portanto, certas teorias, a
saber: aos bicondicionais de Tarski, BT(V) [cf. p. 31]; aos bicondicionais uniformes,
BUT(V). Defineremos, agora, os sistemas CT(V) e CUT(V) correspondentes, respectiva-

mente, aos condicionais e aos condicionais uniformes de Tarski.

1.10. Definigao.
a) CT(V) é o sistema cujos axiomas sdo os axiomas de PA. para Lpp € os
condicionais tarskianos das formulas de Lpp ;
b) CUT(V) é o sistema cujos axiomas sdo os axiomas de PA. para Lpa € os

condicionais tarskianos uniformes das formulas de Lpa .

Temos, claramente, que:
1.11. Teorema. CT(V) é um subsistema de AcM(V) [notemos que, pelo teorema

1.8, AcM(V) néo é um subsistema de CT(V)]
A préxima questéo naturalmente seria: CUT(V) é um subsistema de AcM(V)?

Contudo, antes de continuarmos, analisemos, visando uma apreensdo mais
intuitiva do sistema CUT(V), um caso particular, o axioma CUt(3z(X + z= X)) ou, mais

detalhadamente, VY(TF(Y) A 3Z(LTF(y) + z= LTF(y)) = V([ 32(x + 2= x)1)3%)).
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Notemos, primeiro, que tanto TF(I2:31) A3z(LTF(I2-31) + z=LTF( 2-31))
—V(([3z(X+z=X)] )@/[z .31), uma das instancias de CUt(3z(X + z=X)), quanto, de
fato, todas as instancias dos condicionais uniformes sao derivaveis em AcM(V); o que
mostra que tais condicionais séo “corretos” em relagéo ao sistema AcCM(V). Esse é o
primeiro ponto de contato entre CUT(V) e AcM(V).

Temos, além disso, que AcM(V) + V(I 3z((2-3) + z=(2- 3))|) é uma conse-
quénciade PA. + TF(I2-3) ALTF(I2-31)~6A2-3=6 32(6 + Z=6) e das
clausulas de acumulag&o positivas. E, embora AcM(V) + V([ 3z((2-3) + z=(2-3))])
seja também uma consequéncia de PA. r VX(X + 0 = X), a ideia subjacente aos
condicionais uniformes é que possamos fazer derivacdes analogas aquela primeira em

AcM(V). Esse é nosso segundo ponto de contato entre os sistemas.

Infelizmente, como sabemos da discussédo de |V §3 [pp. 85-86], a quantificacdo
‘Y'Y’ noinicio de CUt(3z(X + z=X)), pode mudar muito as coisas. Uma dose de “engenharia
reversa” aplicada aos condicionais uniformes de Tarski, por exemplo, traria consigo uma
série de principios “filigranaticos” (mas, € claro, nem por isso em si mesmos desinteres-
santes): alguns até razoavelmente simples, como VY3x(LTF(X) = Y); outros complexos,
como VXYYV Z(TF(X) A TE(Y) A LTE(X) = LTE(Y) A V((2)3%/%) = V.(2)3%%))): esse
ultimo estabelecendo que se dois termos designam um mesmo numero, eles sao
intersubstituiveis salva veritate.

De modo que, apesar dos pontos de contanto entre CUT(V) e AcM(V), a
complexidade inerente desses ultimos principios coloca sérias dificuldades técnicas ao

avanco de nossa comparacgao entre CUT(V) e AcCM(V).

Deixemos claro, ndo estamos afirmando que possamos derivar os condicionais
uniformes de Tarski dos principios acima, nem que esses condicionais sejam derivaveis
em AcM(V), nem que os préprios principios acima sejam derivaveis em AcCM(V); embora,

nesse ultimo caso, isso pareca, de fato, acontecer.
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Estamos afirmando que, analisando possiveis derivacées dos condicionais,
chegamos a uma aritmética “em filigrana” das relacdes entre as contrapatidas formais de
valoracoes, termos e definicbes parciais de verdade que foi apenas esbocgada anterior-
mente e cujos principios mais basicos estariam entre, por exemplo, IZ; + VT(V(T =7T))
[1V-3.4,p.84], 1Z, F VN=m(~V,(n=mM)) [IV-3.9, p. 89], e os principios da suficiéncia

da decomposicao e da unicidade da leitura [pp. 70-71].

Deixaremos, portanto, uma primeira questao:

1.12. Questdo. CUT(V) é um subsistema de AcCM(V)?

Como seria natural esperar, temos, agora, a questao conversa:

1.13. Questdo. AcM(V) é um subsistema de CUT(V)?

Paralelamente ao caso anterior, em CUT(V) podemos derivar todas as instancias
das CAPS, o que nao é, entretanto, subsidio suficiente, como ja deve estar ébvio, para
responder a questdo acima. Notemos que, como no caso de AcM(V) quantificamos
sobre “férmulas” e no caso de CUT(V) quantificamos sobre “termos”, uma comparagao

entre os sistemas nao seria imediata.

Entretanto, mesmo deixando as duas questdes em aberto, devemos notar que
existe um certo parentesco entre os sistemas AcM(V) e CUT(V); de fato, daremos noutra

ocasido uma definicdo mais rigorosa desse “parentesco”.

Devemos, por um momento, voltar nossa atengdo mais pontualmente para o

sistema AcM(V).

Tipicamente, as clausulas de acumulacédo de AcM (V) permitirdo que, dadas certas

condicdes metatedricas especificas, possamos estabelecer esquemas de teoremas em

AcM(V).
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Por exemplo, podemos estabelecer que:
1.14. Teoremas.
a) Paraqualquer sentencaa.de Lpp , ACM(V) F V([ a— al);

b) E, para qualquer sentenca o, se PA. + o, entdo AcM(V) + V([ ac]).

Notemos que 1.14.b), por exemplo, é diferente do mais que trivial “se PA. + «,
entdo ACM(V) + o”.

O argumento para 1.14.b) é o seguinte: 1) Se o é uma sentenga de Lpp , entéo o
possui uma complexidade dada, digamos, N. 2) Portanto, por 1'V-6.3 [p. 97], temos que

PA.+ oo — V,([al]). E, assim, PA.+ V, (Ja]) e AcM(V) + V([ a]).

Desse modo, podemos estabelecer alguns enunciados de caratér geral em
AcM(V), e. g., 1.14.a); entretanto, é discutivel se outros enunciados com, por assim
dizer, 0 mesmo conteudo cognitivo ndo poderiam ser estabelecidos sem o auxilio do
predicado V(X) de verdade [cf. discusséo, p. 83]. Afinal, qual poderia ser a vantagem
de ‘para qualquer sentenga o de Lpa , ACM(V) + V(| oo — o) em relacéo, por exemplo,

a ‘para qualquer sentenca o, de Lpa , PA.F a0 —> o'?

N&o obstante, varios outros resultados interessantes de carater geral podem ser
estabelecidos em AcM(V); por exemplo, uma forma fraca da correcéo da légica

subjacente:

1.15. Teorema. Seja @(X) uma férmula de Lpp , onde @(X) é pensada como a
descricao de um conjunto de axiomas; seja Pr(p(x) uma contrapartida formal (construida
canonicamente) de “X é derivavel a partir dos axiomas de |@(X)["; seja o« uma sentenca

qualquer de Lpp . Entédo, ACM(V) F (VX(9(X) —» V(X)) A Pro(lal)) - V([ atl).

Esses resultados ndo querem dizer que AcM (V) seja um sistema dedutivamente

forte e deveremos investigar essa questao um pouco mais adiante. Antes disso, contudo,
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estudaremos rapidamente alguns dos modelos de AcM(V), notadamente, aqueles que

sao extensdes do modelo padrao da aritmética.
A. Extensdes do modelo padréo para AcM(V)

1.16. Definicdo. No modelo padrédo |N(\7) de AcM(V) interpretaremos as
constantes aritméticas como em IN e V como |V |, ou seja, como ||x é verdadeiraem IN ||

ou, em outras palavras, como { g(o) | IN F oz} .
1.17. Teorema. |N(\7) é realmente um modelo de AcM (V).

1.18. Definicdo. Um sistema Sé (positivamente) auto-referencial se existe uma

formula ovde Lpay talque oce Lpa € SF V([ a]).®)

Segue-se, entdo, de 1.17 que:

1.19. Corolério. AcM(V) néo é auto-referencial.

Obviamente, AcM (V) frequentemente se “pronuncia” sobre V, por exemplo:
a) AcM(\V) -V V(ahDhv~VUV({aD;
b) AcM(V) r V(I TV(JaD! =TV (o] D).

E bastante simples compreender que no existe nenhuma contradicdo entre a) e
1.19. O segundo caso é um pouquinho mais tricky: devemos notar que, embora a férmula
V([al)de Lpay “ocorra” em [V([a))], [V([a])| € um numeral de Lpp e, portanto,
[V(la)] =TV ([al)| € uma sentenca de Lpa . Poderiamos dizer, entdo, que AcM (V) se

pronuncia apenas obliguamente a respeito de V.

1.20. Definig&o. Nainterpretagdo IN(m) de Lpa v/, @s constantes aritméticas serdo

interpretadas como em IN, enquanto V sera o conjunto dos nimeros naturais.

3. Uma discussdo mais substancial sobre a distingdo entre sistemas “typed” e “type-free”, relacionada a ideia
de auto-referéncia, pode ser encontrada em Halbach [2011, pp. 140-145].
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1.21. Teorema. IN(®) € um modelo de AcM(V).

A teoria de IN(®) pode ser chamada, seguindo sugestdes, respectivamente, de
Priest [2006b, p. 12] e de Field [2008, p. 143], trivialismo ou hiper-dialetismo. De modo
que AcM(V) é compativel com o trivialismo (algo que de modo nenhum seria promissor
para Field [ibidem]).

Notemos, entretanto, que IN(®) néo é ele mesmo trivial (no sentido em que toda

sentenga de Lppy € verdadeira em IN(®)).

Logo, diferentemente de BT(V)—no qual temos “se S + BT(V) é consistente,
entdo ndo existe formula @(X) de Lpa tal que S+ YX(@(X) <> V(X))” (0 que é uma espécie

de teorema da indefinibilidade da verdade) [cf. Halbach, 2011, p. 54]—temos que:

1.22. Coroléario. Se PA. é consistente, entdo AcCM(V) U{VX(X = X & V(X))}

também sera consistente.

1.23. Definicdo. Nainterpretacédo IN(T.PA)) de Lpa v/, as constantes aritméticas
serdo interpretadas como em IN, enquanto V sera interpretado como ||X é um teorema

de PA.||ou, em outras palavras, { g(o) | PA. + o} .

Nosso proximo resultado estabelece que, apesar de ser pensado como um sistema
minimal, AcM (V) néo é totalmente trivial. E, incidentalmente, chama nossa atencao para
aforca expressiva das formulas de PA. em relagéo a posi¢cao que ocupam na hierarquia
da aritmética; no caso abaixo, tanto entre as definicdes parciais de certa complexidade
e outras de maior complexidade (cada uma delas com sua posi¢céo peculiar na hierarquia),
guanto entre as proprias DPVSe o conceito recursivamente enumeravel ou 2, de “X é

um teoremade PA.".

1.24. Teorema. IN(T.PA) ndo € um modelo de AcM(V).
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Prova. Seja R, a sentenca de Rosser de PA. e na complexidade de R,, .
Temos, pelas condigdes tarskianas para V,,(X) e V,,,(X) [cf. IV-6.4.a), p. 97], que
a) AcM(V) + Vo (IR, ) v Vo..(I =R, 1) €, portanto, que
b) AcM(V) + V(IR,, ) vV(I-R,, ).
Suponhamos que IN(T.PA.) seja um modelo de AcM(V); de modo que temos
c) N(T.PA)  Proa (IR, 1) v Prpa (=R, 1.
Contudo,
d) se N(T.PA) EPrpa(IRp, 1), PAFRp,;
e) se N(T.PA)EPrpa(I-Rp, 1), entdo PA.+H~R,, .
Nos dois casos, seguir-se-ia da versédo de Rosser do teorema da incompletude
gue PA.é inconsistente e, portanto,

f) IN(T.PA) ndo poderia ser, de qualquer modo, modelo de AcM (V).

Assim, em um certo sentido, ndo seria possivel equacionar derivabilidade em
PA. e verdade em AcM(V). Além disso, devemos notar que, no caso de BT(V), um
analogo do Teorema 1.24 seria uma consequéncia trivial do teorema citado no comen-
tario introdutério ao Corolario 1.22; pois, se S+ BT(V) é consistente, entdo néo existe
formula @(X) de Lpa tal que S+ VX(9(X) <> V(X)), de modo que Prpa (X) ndo poderia

ser essa formula.

Quanto ainterpretacdo de V, temos, mais geralmente, que:
1.25. Definigdo. Nainterpretagdo IN(A) de Lpa v, as constantes aritméticas seréo

interpretadas como em IN, enquanto V sera interpretado como A.

Em suma, os resultados anteriores estabelecem que:
a) SeN(A) é um modelo de AcM(V), entdo {g(c)| PA.+ o} < A[1.14.b), p. 108];
b) IN(T.PA.) ndo é um modelo de AcM(V) [1.24, p. 110];
c) Entretanto, IN(®) é um modelo de AcM (V) [1.21, p. 110];
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d) Além disso, para qualquer sentengao.de Lpa , ACM(V) F V(Ja]) vV ([ ~a]).

Assim, pensando em certa “minimalidade” das possiveis interpretacfes de V,
a pergunta que cabe é se quaisquer “extensdes completas” de PA. sdo modelos

de AcM(V).

1.26. Definicdo. Um subconjunto A de nimeros naturais é chamado ~-completo

ou neg-completo se, paratoda sentenca acde Lpa , (o) € A ou g(~a) € A.

Como uma espécie de caracterizacdo de AcM(V) relativa (bem entendido,
relativa) ao modelo padréo IN da aritmética, temos:
1.27. Teorema. IN(A) é um modelo de AcM(V) se e somente se A é ~-completo

e{g(a)| PA.F o} cA.

Anteriormente, foi ventilado um certo “parentesco” entre AcM(V) e CUT(V)
[cf. p. 106]; de fato, temos que:
1.28. Teoremas.
a) IN(w) é um modelo de CUT(V) [cp. 1.21, p. 110];
b) IN(T.PA.) ndo € um modelo de CUT(V) [cp. 1.24, p. 110];
c) E, geralmente, N(A) é um modelo de CUT(V) se e somente se A é ~-completo e

{9()| PA.+ o} <Alcp. 1.27].

E, além disso, um argumento por inducéo na complexidade das formulas de Lpa
(apesar das consideracdes anteriores [cf. pp. 106-107]) parece nos conduzir a:

1.29. Conjectura. CUT(V) é um subsistema de AcM (V).

Como pudemos notar—e isso ndo é nada surpreendente—AcM(V) aceita
modelos dialéticos e mesmo triviais ou hiper-dialéticos [cf. p. 110], embora AcM(V) seja

ele mesmo, na suposicao de que PA. o é, consistente. Essa €, na verdade, uma das
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caracteristicas principais das clausulas de acumulacao e, possivelmente, uma de suas

principais fraquezas: AcM (V) aceita, poderiamos argumentar, mais do que deveria.

Lembremos, entretanto, que AcM(V) é tomado nesse estudo mais como um
exemplo e uma etapa da constituicdo de sistemas formais da verdade da aritmética, por
meio de definicdes parciais de verdade, do que um sistema que devemos sustentar
como aquele mais adequado. E, além disso, muitos filésofos com tendéncias defla-

cionistas argumentariam que esse tipo de fraqueza €, de fato, desejada.

Um pouco de argumentacao desinteressada nao deixa de ser bem-vinda (e mesmo
esclarecedora): uma vez que, para sentencas de Lpa , ACM(V) + V([ a]) v V([~al),
AcM(V) é refratario ao indetermismo (em Lpa ); em compensagédo, AcM (V) é compativel

com o dialetismo (de fato, com o trivialismo).

Ora, talvez isso néo seja o fim do mundo. Suponhamos que IM seja um modelo de
AcM(V) talque M £ V(| a]) v V([ ~a]) e que PA. seja consistente. Segue-se, entéo,
gue existem verdades (em IM) que néo séo derivaveis em PA., mas isso € simplesmente
uma forma do teorema da incompletude e, portanto, ndo deveria espantar ninguém. Ao
gue parece, a consisténcia € uma condicdo necessaria para nossos sistemas formais
sejam uteis quando dados na légica classica, mas nao é, presumivelmente, uma condicéo

necessaria para a verdade pensada como acumulacao.

Ja aqui, podemos notar um tipo de deflacionismo radical, cujas possibilidades
auto-referenciais e estruturais que seréo esbocadas no préximo capitulo, acabardo por

tornar cada vez mais atraente.

Encerrando nossas consideracdes modelo-teoréticas, apresentaremos um
resultado muito interessante para as relagées entre AcM(V) e o “deflacionismo des-

citacionista” do mote “truth is disquotation”.
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Segue-se de 1.27 que:
1.30. Lema. Se o. é uma sentenga de Lpp_mas ndo é um teorema de PA., entéo

existe uma interpretagdo IN(A) de Lpa v tal que N(A) £ V([ al).

E, portanto, temos que:

1.31. Teoremadadescitagdo. Se AcM(V) + V(| a]), entdo PA. + o

Obviamente, existem inimeras questdes sobre modelos IM(A) de AcM(V), nos
guais IM é um modelo desviante (non-standard) de PA.; entretanto ndo teremos ocasiao

de analisa-las nesse estudo.

Analisaremos, agora, as “fraquezas” de AcCM(V) em outra chave.

B. Alguns resultados dateoria da derivacao

1.32. Teorema. Se AcM(V) + Y X(9(X) — V(X)), entdo deve existir N tal que

PA. F VX(9(X) = SENT,(X)).

Prova. Seja oo uma derivagdo de VX(¢(X) — V(X)) em AcM(V) tal que V, é a
DPV de maior complexidade que ocorre em 0. Transformamos 0. em /o./ como no Lema
1.4 [cf. p. 103]; /o/ serd, entédo, uma derivacéo de VX(¢@(X) — V(X)) em PA.. Assim,

umavez que PA. + VX(V;(X) = SENT;(X)), temos que PA. r VYX(¢@(X) — SENT;(X)).

As consequéncias do teorema séo, basicamente, que ndo podemos derivar em
AcM(V) vérios principios gerais para os quais existem “versdes metatedricas” da forma:

“Se @ é umasentengade...,entio ACM(V) F ... ..."

1.33. Teoremas. Se PA. é consistente,
a) AcM(V) # VX(SENT(X) — V(=(X, X))) [cp. 1.14.a), p. 108];
b) AcM(V) # VX(Prpa (X) = V(X)) [cp. 1.14.b), p. 108].
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C. As demandas tarskianas em AcM(V)

E consequéncia das consideracfes anteriores que quase todas as demandas
tarskianas discutidas em 81.3 e §2.3 do capitulo | [cf. pp. 24-25 e pp. 34-36] ndo sédo

satisfeitas pelo nosso sistema AcM(V).

A excecdo 6bvia é justamente uma forma fraca das CAPSque se verifica:

1.34. Teorema. Para qualquer sentenga ot de Lpp , ACM(V) + oo — V([ a]) [cp.

Teorema l-a), p. 24].

O primeiro dos nossos resultados negativos sera:

1.35. Teorema. Existe uma sentenca o. de Lpa tal que AcM(V) #+ V([ a]) = o

[cp. Teorema |-a), p. 24].

Prova. Nosso modelo IN(®) [cf. p. 109] e a sentenca R,, de Rosser s&o sufi-
cientes para tanto.
a) Suponhamos, por absurdo, que AcM(V) + V(f~RP.A.1) — ~R,. Segue-se que
b) N(w) F V(I~-R,, 1) = ~R,, e, desde que N(®) r V(I~R,, 1),

c) N(w) F ~R;,, o que contradizN £ R, .

Usando novamente IN(®), podemos estabelecer:

1.36. Teorema. AcM (V) # VX(V(X) = SENT(X)) [cp. Teorema | -b), p. 24].

Notemos que IN(®) £ V(I~R,, ) AV(IR,, N ASENT(IR,, h A =(IR,, 1) =
I~R.,, |, temos, entéo, que:
1.37. Teorema. AcM(V) #+ VX(SENT(X) — (=V(X) v ~V(+X)))). De fato, existe

o tal que o € uma sentencade Lpa e AcM(V) + ~V ([ al) v~V ([ ~al) [cp. Teoremalll,

p. 24].
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O préximo teorema exige um rapido mergulho nos modelos desviantes de PA.:
1.38. Teorema. AcM(V) #+ VX(SENT(X) = (V(X) v V(%X))) [cp. Teorema llI,
p. 25].

Prova. Seja IM um modelo desviante de PA. e A € um subconjunto do dominio de
IM tal que:

a) onumero de Godel de nenhuma férmula cuja complexidade logica é “infinita” (no
sentido em que nela existe um nimero “infinito” de constantes logicas) esteja em A e tal
que:

b) osnumeros de Godel de sentencgas atbmicas “infinitas” (ou seja, com algum termo
de comprimento infinito) bem como as “consequéncias” finitas dessas sentencas
(segundo nossas DPVS) estejamem A.

c) Uma vez que nossas CAPS sédo introduzidas por meio dos parametros
metateoricos: 0, 1, 2, 3, etc., e nenhum nimero infinito de IM aparece nessa lista; entao,
IM(A) serd um modelo de AcM(V).

Seja 3, por exemplo, uma disjunco cujos disjuntos s&o todos 0= 0, cuja complexi-
dade é dada por um niimero “infinito” de IM e cujo nimero de Gédel em IM é A.
Temos, entao, que

d) M(A) £ ~V(=(X) A ~V(X) A SENT(X) [A], ou seja, a atribuicdo do nimero A a
variavel X satisfaz ~V (<(X)) A ~V(X) A SENT(X) em IM(A).

E, portanto,que AcM(V) # VX(SENT(X) = (V(X) v V(%X)))).

Algo interessante é que temos uma forma fraca para a demanda tarskiana relativa
ao Teoremallll [cf. p. 25]: para qualquer sentenga ocde Lpa , ACM(V) V(o) vV ([ ~a]).

O que contrasta com o caso do Teorema |l [cf. 1.37 p. 115].

Finalmente, ja sabemos que ACM(V) # VX(Prpa (X) — V(X)) [1.33.b), p. 114]

(cp. Teoremal lV [cf. p. 25]).
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Argumentamos anteriormente que nao ha problema em aceitar instancias do
esquema de inducdo nas quais a constante V aparece [cf. p. 31]. No caso que estamos
tratando agora, ndo ha, pelo menos até esse ponto da pesquisa, nenhum problema em
nao aceita-las; uma vez que os principais resultados apresentados nessa secéo se
aplicam também ao sistema formal ACMV [cf. p. 38], no qual a restricdo do esquema de
inducgdo as férmulas de Lpp_é relaxada. Por exemplo, ACMV é conservativo sobre PA.

e AcMV ¢ VYX(Prpa (X) = V(X)).

D. Halbach versus §1

Apesar da incompletude de nossa andlise, cobrimos, por assim dizer, as bases
do capitulo VII de Halbach [2011, pp. 53-62] e fomos um pouco além. Temos, grosso

modo, analogos de todos teoremas de Halbach:

a) Aindefinibilidade da verdade médulo Lpa -férmulas para extensdes de BT(V) [cf.
idem, p. 54] falha para AcM(V), uma vez que AcM(V) U{ VX(X = X <> V(X))} é uma

extensdo de AcM(V) na qual a consisténcia é preservada [cf., 1.22, p. 110].

b) Diferentemente dos bicondicionais de Tarski [cf. Halbach, 2011, p. 55], as clausulas

de acumulacgéo primitiva sao conservativas sobre CP~[cf., 1.7, p. 103].

c) BT(V)e AcM(V) séo conservativos sobre PA. [Halbach, 2011, p. 54; nosso 1.5,

p. 103, respectivamente].

d) Na&o é possivel demonstrar em BT(V) e AcM(V) “generalizacdes intra-sistémicas”
de leis metatedricas que envolvam todas as sentengas de Lpa [Halbach, 2011, p. 58;

nosso 1.33, p. 114].
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§2. O Sistema Formal AcM(VF)

Nessa secdo, introduziremos, primeiramente, o sistema AcM(F), dual de AcM(V);
depois, consideraremos algumas “hibridizacdes” desses sistemas. Para tanto, partiremos
do sistema minimal da dupla acumulacdo, AcM(VF), ao qual acrescentaremos certos

“axiomas de interacao” para os predicados V e F.

2.1. Definicdo. ACM(F) é o sistema cujos axiomas séo os axiomas de PA.para

Lpa e as sentencas VX(F,(X) — F(X)), para todo n.

AcM(F) é chamado sistema minimal (restrito) da acumulagao negativa.

Alguns resultados analogos aos da secao anterior podem ser facilmente
estabelecidos em ou para AcM(F).
2.2. Teoremas.
a) AcM(F) é um sistema formal;
b) AcM(F) é conservativo sobre PA;
c) Paraqualquer sentenca o, se PA. + ~a, entdo AcM(F) + F(| a]);

d) Se AcM(F) + VX(9(X) — F(X)), existe ntal que PA. F YX(¢(X) = SENT(X)).
Outros analogos da secédo anterior demandam maior preparacao e/ou reflexao.

2.3. Definigdes.
a) Escreveremos VT (H 1t = SUC(71))) no lugar de
VXY(TE(X) ~=(X, SUC(X)) = y = HY));
b) E VT(HSUC(1)< 1)) nolugar de VXy(TF(X) A < (SUC(X), X) = Y — HY)).

2.4. Teorema. AcM(F) + VT(Ht = SUC(1))) A VT(RSUC(T)< 1)).

2.5. Definigdo. No modelo padrao IN( IA:) de ACM(F) interpretaremos as constantes

aritméticas como em IN e F como |F| ou, em outras palavras, { g(cor) | IN £ ~os}.
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2.6. Teorema. IN(F) é realmente um modelo de AcCM(F).

2.7. Definicdo. Um sistema A é negativamente auto-referencial se existe uma

formulao de Lppy talqueocg Lps € A F HI o).
2.8. Corolario. AcM(F) ndo é negativamente auto-referencial.

2.9. Definicdo. ACM(VF) é o sistema cujos axiomas sdo os axiomas de PA.para

Lpa , € as sentencas VX(F,(X) = F(X)) e VX(V,(X) = V(X)), para todo n.
AcM(VF) é chamado sistema minimal (restrito) da dupla acumulacéo.

N&o é dificil notar que métodos analogos aos da secao anterior sao suficientes

para estabelecer as principais propriedades de AcCM(VF).

2.10. Teoremas.
a) AcM(VF) é conservativo sobre PA ;
b) Paraqualquer sentencaade Lpa , ACM(VF) + V([ al)v ([ al);
c) Se ACM(VF) + VX(p(X) — F(X)) ou AcCM(VF) + VYX(p(X) — V (X)), entdo existe n
tal que PA. + VX(@(X) » SENT(X)).

Com um pouco mais de reflexdo, podemos notar que os predicados de verdade
e falsidade praticamente néo interagem em AcM(VF); entretanto, segundo a estratégia
gue estamos adotando nesse estudo, isso ndo deve ser tomado como uma desvantagem

dos nossos sistemas minimais em geral ou de AcM(VF) em patrticular.

De um ponto de vista, podemos argumentar que AcCM(VF) é uma boa teoria
exatamente por causa de seu carater parcimonioso [cf. pp. 35-36 e p. 113]. De outro,
AcM(VF) se torna um sistema adequado para o estudo da interacéo entre verdade e

falsidade por meio da adicéo de novos axiomas [cf. p. 39].
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Existem, pelo menos, dois principios Obvios e presumivelmente corretos de
interacdo entre verdade e falsidade:
a) o principio de determinagdo: uma sentenca deve ser verdadeira ou falsa;
b) o principio de separacdo: uma sentenca nao pode ser, dado um contexto

determinado, verdadeira e falsa.

Em consonancia com esses principios, temos, entao, que:

2.11. Definicdes.
a) Asentenca V(| o) v F(| a]) serd chamada a determinacéo de o;
b) e~V([a])v~F(al) sera a separacédo de o
c) VX(V(X)v (X)) sera o axioma da determinacéo ou AXD;

d) e VX(~V(X) v ~F(X)) sera o axioma da separacéo ou AXS

Notemos que, por 2.10.b), todas as determinag6es de sentencas de Lpp ja séo
teoremas de AcCM(VF); contudo, podemos pensar em varios “fortalecimentos” de

AcM(VF), baseados nas férmulas acima.

2.12. Definicdes.

a) AcM(VF)+EsgSé o sistema cujos axiomas sé@o os axiomas de AcCM(VF) e as
sentencgas ~V(|a|) v ~F(| o), para toda sentenca oo de Lpp (ACM(VF)+0 esquema de
separacgao);

b) AcM(VF)+AXD é o sistema cujos axiomas sdo aqueles de AcM(VF) e AXD;

c) AcM(VF)+AXSé o sistema cujos axiomas séo aqueles de AcCM(VF) e AXS

d) E,finalmente, AcCM(VF)+AXD +AxSé o sistema cujos axiomas sdo aqueles de

ACM(VF), AXD e AXS

Novamente, usando métodos analogos aos da secéo anterior [pp. 102-103],

podemos estabelecer as principais propriedades de AcM(VF)+EsgS
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2.13. Teoremas.
a) AcM(VF)+EsgSé conservativo sobre PA ;
b) Se ACM(VF)+ESgS+ VX(9(X) — F(X)),

entdo existe Ntal que PA. + VX(¢@(X) - SENT(X));
c) SeAcM(VF)+EsgSt VX(9(X) — V(X)),

entdo existe algum Ntal que PA. + VX(¢(X) — SENT (X)).

Temos, além disso, nosso principal resultado comparativo com respeito ao sistema
AcM(VF)+EsgS [cf. 1.11, p. 105]:
2.14. Teorema. BT(V) é um subsistema de AcM(VF)+EsqQS

Prova. Para qualquer sentenca o de Lpa , temos que:
a) AcM(V)ra—V(lal);
b) AcM(F) + ~o. — F(J a]);
c) AcM(VF)+EsgSt~V (| al)v~F( al);
d) E, portanto, que ACM(VF)+EsqS+ o« V(| al).

2.15. Coroléario. ACM(VF)+EsqQSt+ ~oL < F([ a]).

De modo que, se entendermos os bicondicionais de Tarski como pedra de
toque do principio de citacdo/descitacdo, podemos acrescentar, a0 mote “verdade &

descitagdo”, que “citagdo/descitacéo é, essencialmente, acumulagéo + separacgao”.

Nao estudaremos os demais sistemas da Definicdo 2.12 (nem aprofundaremos
nosso estudo de AcM(VF) + ESQS); optaremos por introduzir novos sistemas minimais,

baseados em modifica¢des das nossas DPV S (o que faremos no proximo capitulo).

Para encerrar, chamaremos atenc¢éo para o fato de que os métodos utilizados
para estabelecer a conservatividade (em relacdo a PA.) dos sistemas que estudamos

até aqui ndo podem aplicados nos demais sistemas da Definigcéo 2.12.
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83. O Sistema Formal AcS(V)

Introduziremos, agora, um ultimo sistema formal inspirado na ideia de acumulacéo
de DPVs(nao modificadas).

Uma variante 6bvia dos sistemas apresentados anteriormente sera o sistema
AcS(V) definido abaixo. De fato, na figura de seus axiomas caracteristicos, AcS(V)

incorporara temas tanto “acumulativos” e quanto “descitacionais”.

(Notemos que muitas de nossas consideracdes anteriores sobre ACM(V) [cf. 1.28
p. 112 e 1.31 p. 114], AcM(VF) [cf. 2.10 p. 119] e, principalmente, AcM(VF)+ESQS

[cf. 2.13 e 2.14 p. 121] ja aproximam esses temas.)

3.1. Definicdo. AcS(V) é o sistema cujos axiomas sdo os axiomas de PA.para

Lpa € as sentencas VX(SENT,(X) — (Va(X) < V(X))), para todo n.
AcS(V) é chamado sistema (restrito) da acumulagao simples.

Exatamente os mesmos métodos de §1 estabelecem:
3.2. Teoremas.
a) AcS(V) é conservativo sobre PA.;

b) Se AcS(V) + VX(p(X)— V(X)), entdo existe Ntal que PA. + VX(¢@(X) — SENT, (X)).

E facil notar que:

3.3. Teorema. AcS(V) r VT(V(T=1)) A VT(V(T<T)).

E, portanto, que:

4.4. Teorema. AcS(V) ndo é um subsistema de BT(V).

Enquanto que:

3.5. Teorema. BT(V) é um subsistema de AcS(V).
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Prova.
Para qualquer sentenca o, de Lpp_dada, cuja complexidade &, por exemplo, n,
temos que:
a) PA.+ SENT, (la) AV, (la]) < a;
b) E, portanto, que AcS(V) + ot <> V(| ac]).

Por motivos que ja deveriam estar claros [cf. discussao pp. 106-107], a com-
paracéo entre AcS(V) e BUT(V) é bem mais complicada.

Em todo caso, AcS(V) é um sistema que, tal como BUT(V), fortalece levemente
BT(V) (e. g., deriva a reflexividade da identidade mas é conservativo sobre PA.); de
modo que AcS(V) e BUT(V) estdo aparentados em um sentido muito préximo daquele
em que AcM(V) e CUT(V) também estao [cf. p. 112]. O que sugere fortemente uma
comparacdo mais detalhada e profunda entre BUT(V), AcM(VF) + EsgSe AcS(V), todos

eles sistemas de citacéo/descitacdo (supersistemas de BT(V)) relativamente fracos.
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\4

Sistemas baseados em definigdes parciais alternativas

Uma das caracteristicas mais interessantes e bem-vindas das DVPs é que
podemos modifica-las e, por meio dessas versdes alternativas, introduzir, tomando o
capitulo V como paradigma, novos sistemas de acumulacéo da verdade.

Estudaremos nesse capitulo dois exemplos dessas modificages: a) a primeira
permitira estabelecer varias propriedades auto-referenciais do predicado de verdade;
b) a segunda permitira estabelecer enunciados gerais de leis da légica (tudo isso em
sistemas que sdo conservativos sobre PA.); forcando, em ambos 0s casos, os limites
de nossos sistemas de acumulacéo (e, incidentalmente, das abordagens deflacionistas
do predicado de verdade).

N&o obstante, os sistemas desse capitulo devem ser tomados tentativamente
como concretizagdo da ideia de acumulagdo. Por exemplo, o sistema ACRM(V) é
resultado de uma série de correcdes e aprimoramentos de sistemas anteriores
(condenados ao limbo dos rejeitados); contudo, seria temerario, uma vez que existe
uma infinidade de questdes nao respondidas, afirmar que, em ACRM(V), encontramos
a formulacdo mais adequada da ideia de acumulacdo auto-referencial. Nossa esperanca
€ que as clausulas de acumulacao introduzidas nesse capitulo sejam, quando ndo
totalmente adequadas, ao menos suficientemente maleaveis para permitir um futuro

refinamento das ideias subjacentes aos sistemas aqui expostos.

81. O sistemaformal ACRM(V)

Modificando nossas DPV'S, podemos definir sistemas claramente auto-referenciais,
tanto no sentido preciso de V(I V([T =1 |)]) [cf. V-1.18, p. 109] quanto no sentido mais
frouxo, por exemplo, de VX(SENT,(V)(X) A V(X) — V(V(X)))(l). Essa sera nossa tarefa

nessa secao.
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Introduziremos a base de nossas formas alternativas das DPVS:
1.1. Definigéo de V{(X).
a) VR(X) serauma abreviacao de Vo (X) v (V(X) A Vo(PV(X)).

Devemos notar, entdo, que (se PA. é consistente) PA. i+ V(I V([T=T1)]) e que
PA. + V,(IV(IT=11])); entretanto, PA. + VR(IV([T =t])]), umavez que V(I V([T =T)),
PV(IV(It=t]))~ [t=1] e V,y(|T =1]) sdo todos teoremas de PA.—ou seja, uma vez
que as contrapartidas formais de ““V (| T=1|)’ é uma férmula atémica do tipo ‘V(--)"”,

“‘[T=1]|" é o subtermo principal de ‘V([T=1])"" e “T=1" é uma verdade atdbmica em

IN” s&o derivaveis em PA..

A introducéo da forma geral das definices parciais modificadas dessa secao

demandara alteracdes mais profundas nas subférmulas das DPVS.

Deveriamos, por exemplo, ser capazes de derivar V([ ~V (I 2=31)1) ou, talvez,
VX(I~V(12=31)])em PA.; 0 que ndo aconteceria se tomassemos ingénua e imediata-
mente ‘VR(X) v (V(X) A VR(PV(X))) como VR, (X). Devemos, portanto, levar em conta
as “ocorréncias obliquas” dos simbolos l6gicos e de ‘V'—tematizamos rapidamente esse

tipo de obliquidade em V-1.19 [cf. p. 109].

1.2. Definicdo das versdes obliquas de SENT,(V)(X).
a) Primeiro, escreveremos \SENT(V),\(X) no lugar de SENT =(X) v SENT<(X) v
(SENTV(X) A (SENT =(PV(X)) v SENT<(PV(X))) [cp. I11-6.4 p. 67];

1. Esse é um bom momento para relembrarmos alguns aspectos de nossas convengfes notacionais. Vamos
comparar as formulas YX(SENTL(V)(X) A V(X) = V(V(X))) e VX(SENT(V)(X) = SENT(X) v V(X)). No primeiro
caso, ‘V(X)' se refere a formula V (X)~ y [cf. [11-6.3.a), pp. 66-67] que é o gréafico de uma certa fungéo, V(X)~ yé
uma contrapartida formal de “y é a aplicagéo do predicado ‘V’ a X”; de modo que VX(SENT,(V)(X) A V(X) —
V(V(X))) é, por sua vez, uma contrapartida de “o resultado da aplicag¢éo do predicado ‘V’ ao nimero de Godel de
uma sentenca verdadeira de complexidade n é uma sentencga verdadeira”, ‘\7(X)’ €, nesse caso especifico,
entendido como um pseudo-termo [cf. discussdo, p. 61]. No segundo caso, ‘\7(X)‘ se refere diretamente a
formulaV (X) [cf. 111-6.3.c), pp. 66-67] que é uma contrapartida formal de “X é uma férmula atémica do tipo ‘V(--)";
de modo que VX(SENT(V)(X) — SENT(X) v V(X)) &, por sua vez, uma contrapartida de “as sentencas de Lpay OU
s&o sentencas de L, ou séo do tipo V()" (o que € falso).
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E, entdo, escreveremos \SENT(V),, \(X) no lugar de \SENT(V)\(X) v o, v

O, v O3V 0y V Os Vv O,

c)
d)
e)
f)

9)
h)

onde 0, € (SENT(V) <(X) A\SENT(V),\(PX(X)));

0, & (SENT(V)v(X) ANSENT(V),\(PPv(X))) A \SENT(V),\(PSv(X)):
036 (SENT(V) A(X) ANSENT(V)\(PPA (X)) ANSENT(V)\(PSA(X)));
o, € (SENT(V)3(X) ANSENT(V) \(INS(X, [0=01)));

05 & (SENT(V)V(X) A\SENT(V),\(INS(X, [3=01)):

0t & (SENTV(X) ANSENT(V),\(PV(X))).

Devemos notar que, em \SENT(V),\(X), ‘N’ esta se referindo as etapas de

introducéo de conectivos, quantificadores e ‘V'’s e ndo a quantidade desses simbolos, o

gue é uma vantagem técnica do ponto de vista da notacao.

b)
c)

Alguns exemplos serao uteis:

1.3. Exemplos.

PA. F\SENT(V)\(I V(I 2=2]1);

contudo, PA. t \SENT(V) (I VIV (I2=21)1)])e PA. - \SENT(V)\(I V(10) Iy,
embora, PA. + SENT(V)(IV(IV({2=2))[)e PA.+ SENT(V),(IV(10)]).
PA. F\SENT(V)\N(IV{VIZ=2hhy;

PA. F\SENT(V)\(I~-V({2=3DI);

e, portanto, PA. F\SENT(V)\(IV{ V(I2=2 ) v~V 2=3])].

1.4. Definigdo das versdes obliquas especificas de SENT,(V)(X).
Escreveremos \SENT(V)~\(X) no lugar de SENT(V)~(X) A\SENT(V),\(X).
O mesmo procedimento deve ser aplicado as demais constantes logica.

Por exempilo:

\SENT(V) v \(X) no lugar de SENT(V) v (X) A\SENT(V),\(X);
\SENT(V)3,\(X) no lugar de SENT(V)3(X) A\SENT(V),\(X).
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Podemos, entéo, introduzir a forma geral de nossas definicdes parcias enraizadas
de verdade ou RVS:
1.5. Definicdo da forma geral das RVS,
a) Escreveremos VR, (X) no lugar de VR(X) v 0 v O, v Oz v Ol v Ol V Olg;
b) Onde o, € \SENT(V)~,, \(X) A ~VR(P~(X)));
c) 0,6 \SENT(V)V . \(X) A (V(PPY(X)) v VR(PSV(X))));
d) 03€ (\SENT(V) An. N (X) A (VR(PPA(X)) A VR(PSA(X)));
e) 0,6 \SENT(V)3,. \(X) A IYW(INS(X, ¥)));
f) os€ (\SENT(V)V,,\(X) A VYWVR(INS(X, Y)));
g) 06€ (\SENT(V)V ., \(¥) A VR(PV(X))).

A grande novidade da construcdo das RVSem relacdo as DPVS[cp. IV-5.3, pp.
94-95] sdo, portanto, os novos predicados “obliquos” \*-\(X) e nossa Ultima clausula 0

gue permitirdo um tratamento auto-referencial adequado do predicado de verdade.

1.6. Definigdo. As formulas V(X), V(X), ..., VR(X), ... serdo chamadas

definigBes parciais enraizadas de verdade ou, mais sucintamente, RVS.

O ‘R em ‘RVS remete ao radical ‘raiz’ em ‘enraizadas’ para op6-las as EVSou
definicdes parciais estruturais de verdade da proxima secao. Nosso ‘enraizadas’ remete,
por sua vez, a nogao kripkeana de “grounded sentence”? [Kripke, 1975, pp. 693-694] e

nao é totalmente alheia a no¢éo conjunto-teorética de “well-founded”.

A hierarquia induzida pela definicdo acima é a primeira vista um pouco estranha;
pois, devemos “contar” as ocorréncias obliquas dos simbolos légicos e dos predicados
de verdade; entretanto, essa “estranheza”, como deve estar claro agora, é caracteristica

das RVs.

2. O que néo quer dizer absolutamente que o sistema ACMR(V) dessa secéo tenha, em principio, relagdo com
alguma das teorias propostas por ou inspiradas em “Outline of a Theory of Truth” de Kripke [para nossas
“inspiracdes” diretas cf. p. 11], embora um estudo nessa direcdo seja, obviamente, bem-vindo.
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Temos, por exemplo, que
a) PA.+VXIVI2=21)[cf. 1.1, p. 125]

b) e, desde que PA. r ~V{(IV(I2=3)1)A\SENT(V)~\(I~V(2=3])),

c) quePA.rVI~V({2=3N1)[cf. L.5.b), p. 127].

d) Portanto, temos que PA. r VR(IV(12=21)A~V(I2=31)1)[cf. 1.5.d), p. 127]

e) e, também, que PA. r VX(IV(I~-V(2=31)])])[cf. 1.5.9), p. 127].

Devemos notar que, em V([ 2=21) A~V(I 2=31)’, temos uma ocorréncia de ‘A’
e de *~, e duas ocorréncias de ‘V’; mas que, em V(I ~V (I 2=31)])", ha apenas uma
ocorréncia de ‘V’, umavez que ‘[ ~V ([ 2=31)I’ € um numeral. De modo que ‘V (I 2=31Yy
e V(I~V(2=3]I]), embora tenham uma mesma complexidade légica, possuem

complexi-dades diferentes do ponto vista da hierarquia induzida pelas RVS.

Tal como no caso das DPV'S, temos que:
1.7. Teorema. Para qualquer nimero natural Ntal que o é uma sentencade Lpa_

de complexidade obliqua n, PA.+ o < Vi(a)).

O teorema andlogo a 1.7 para todas as sentengas de Lpa v/, € que terd sentido no
sistema que definiremos em 1.9, é, além de falso, mais complicado; de modo que
deixaremos essa questao em aberto. Entretanto, como ja deve estar claro pelo exemplo

logo acima, as RVSnos permitiram ir muito além das sentencas de Lpp .

1.8. Definicdo. As sentencas VX(VR(X) = V(X)), onde N é um nimero natural,
serdo chamadas clausulas de acumulacdo enraizadas-positivas ou, mais sucinta-

mente, CARPS.

1.9. Definigdo. ACRM(V) é o sistema cujos axiomas sdo os axiomas de PA.

para Lpa e as sentencas VX(VR(X) — V(X)), paratodo n.
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ACRM(V) é chamado sistema minimal (restrito) da acumulacdo enraizada-

positiva.

Dada qualquer derivagéo o = {0y, Oy, ..., ;) em ACRM(V) cuja RV de maior
complexidade é ViR, podemos, entdo, definir uma substituicao [B]V/ViR das ocorréncias de

V por VRem B (analogamente ao que fizemos em V-8§1 [pp. 102-103]).

Nesse caso, temos que [V(I V(I 2= ?1)1)]\//\/5 éVEIV({2=2l)l)—enao, oque
é muito importante, VX V(1 2=21)1)—, de modo que as “ocorréncias obliquas” de V

n&o sdo relevantes para [B]V/ViR (a correcéo do nosso proximo argumento depende disso).

Definiremos [cp. /0t/(1) p. 102], primeiramente, /o./¥(1):
a) la/%) = ([oc]]V/ViR) se 0, € um axioma de PA;
b) /a/R(1) = B, onde B = By, Bo ..., [ocl]V/ViR> é uma derivacéo de VX(V{(X) —

V(X)) em PA., se 0, é VX(VR(X) > V(X)), ou seja, se 0, € uma CARP.

Definiremos [cp. /o./(N + 1) p. 102], agora, /o ¥(n + 1):

a) /o/R(n + 1) = a concatenacao entre /o./X(n) e <[O°n+ﬂV/ViR> se Ol,,1 € um axioma
de PA. ou se a4 € resultado da aplicagcdo do modus ponens ou se Q,,; € resultado
da aplicacdo da generalizag&o universal.

b) /a/R(n + 1) = a concatenagcéo entre /a./(n) e B, onde B = (B, Bo, ..., [OLS]V/ViR>

é uma derivagéo de VX(VI(X) = V(X)) em PA., se 0,1 € VX(VR(X) = V(X)).

1.10. Definigéo. Se o é uma derivacéo tal como a descrevemos acima; escreve-

remos /ou/% no lugar de /o/R(j).

Razdes analogas as apresentadas em V-81 [pp. 102-103] estabelecem:
1.11. Lema. Se o € uma derivagéo de o;; em ACRM(V) tal que VFR(x)éaRV de

maior complexidade de o, ent&o /o/" ser4 uma derivacéo de [Ocj]V/ViR em PA..
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E, portanto, que:

1.12. Teorema. ACRM(V) é conservativo sobre PA..

Exemplificaremos nosso procedimento anterior:
a) ACRM(V)+2=2;
b) AcRM(V) r VX(12=21), de a);
c) AcCRM(V) FV(IV(I2=2)hAPV(IV(2=21)))~ [2=2];
d) AcRM(V) r VIV 2=2D1),dea)ec);
e) AcRM(V) +V(IV(2=21)1),ded)e VX(V{(X) = V(X);
) ACRM(V) FrV(IVI2=2N)AVEI2=21),deb)ee).

O argumento a)-f) pode ser convertido em uma derivagao rigorosa em ACRM(V);

o mesmo pode ser dito da “transformac&o” /a)-f)/ X em relacdo a PA.:

a) PA.r2=2;

b) PA.+VX12=21),dea);

c) PA.FVIV(I2=2) APV(V(2=21))= [2=2]1:

d) PA.+VEIV((2=2])1),dea)ec);

e) PA.rVXIV((2=2]1),ded)e VX(VE(X) — VXX);

) PA.+VR(IV(I2=21)1)AVE([2=2]),deb)ee).

Vale notar que V(IV(12=21)1), é derivavel em PA., mas, devido & complexidade
de Vi(I2=21), PA.+ VEI V(I 2=21)1); ainda assim, presumivelmente, temos que

PA. + VR (IVEI2=2]]).

Um resultado bastante simples, embora caracteristico, de ACMR(V) é:
1.13. Teorema. Para qualquer sentenca o, € nimero natural N, se o. € um teorema

de PA., entdo ACRM(V) + V([ -V ({V([a]) )-1]).

nvezes
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Segue-se, entdo, de 1.13 que:

1.14. Coroléario. AcCRM(V) é auto-referencial [cp. V-1.19, p. 109].

Outros resutados em ACRM(V):

1.15. Teoremas.

a) AcRM(V) +V([IxV(X)D;

b) AcRM(V) + V(I 3IX~-V(X)|);

c) AcRM(V) V(I VX(V(X=X))]), onde VX(V(X = X)) é descrita mais precisamente

como VXVY(=(X X) =Y — V(Y)).

1)
2)
3)

4)

1)
2)

3)

1)
2)

3)

Provas.
a)

Umavez que PA. + VYIVI0=0D)AINSI3IxV(X)], [0=01)= IV 0=0l;
PA. + VX 3xV(X)]), pela clausula 1.5.e) [p. 127].

E, portanto, de ACRM(V) + VX(VE(X) — V(X));

segue-se, entdo, ACRM(V) + V(I 3xV(x) ).

b)

PA.+ VE(I~V(2=3]];

PA. r V(I 3x~V(X)]), pela clausula 1.5.e).

E, portanto, ACRM (V) + V(I 3x~V(x)1).

c)

PA. + VYVZ(IINS(| VX(V(X=X)],y) = 2— V(2);

PA. F V(I VX(V(X=X))]), pela clausula 1.5.f).

E, portanto, ACRM(V) + V(I VX(V(X=X))]).
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A. Extensdes do modelo padrdo para ACRM(V)

Preliminarmente, introduziremos alguns conjuntos e operacgodes auxiliares:
1.16. Definicdes auxiliares (fechos de enraizamento).
a) \L\, =g \SENT(V)\(X)|=q4. 0 conjunto dos nimeros de Godel de sentencas de
complexidade obliqua < n;
b) [Al, =¢. {~0 | g(®)e\L\, e ag A};
c) [Al, =g {ov Blo(o)e\L\,, g(B)e\L\, e ouae AouBe A};
d) [Al; =g {anBlg(0)e\L\, gB)e\L\, e AeBeA};
e) [A]E =4 {Ivo| existe T tal que g(oV/)e \L\ e aV/r e A};
) [A]\Z =4 { Vva| paratodo termo T, g(oV/r)e \L\ e aV/r € A};

9) [Al,=a.[A]l, UIA], UIAT, UIAL; UIA].

Aideia de enraizamento presente nas RVSpode, entéo, ser aplicada ao conjunto
das verdades do modelo padréao da aritmética:
1.17. Definicdo do conjunto padrdo de ACRM(V).
a) Seja Vo=tV U{V(lal)| ae V};
b) V=4 VoUIVoloU{ V(I atl) | cre Vi};
0) Vo= V,UIV 1, U{V(lal)| ae V).
Em termos gerais:
d) Vo, = VUV I ULV ) 0re Vi

e) e, finalmente, \7m =gr. U{ \7n| Ne 0}, \7m é 0 enraizamento de V.

Podemos, agora, estabelecer que:
1.18. Defini¢cdo. O modelo padréo IN(\7(D) de ACRM(V) interpretara as constantes

aritméticas do mesmo modo que IN e V como |V(,)| ou seja, como { g(o) | oLe \7w}.

1.19. Teorema. IN(\A/(D) é realmente um modelo de ACRM (V).
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Alguns exemplos:
a) Umavezque

1) 2=3eV,

2) N(Vy)#2=3;

3) V(12=31)e V,e, assim,~V(12=3)e V..

4) Portanto, N(V ) £ V(I2=31)e N(Vy) £ ~V(I2=3 ).
b) Umavezque

1) VX(X+0=X)eV,egV(IV(2=3hI)e\l\;

2) (V(IVIZ=3 ) v ¥x(x+0=X))e V,;

3) E, portanto, N(V) £ V(IV(IZ=31)l)v ¥X(x + 0=X).

Notemos que existe uma pequena discrepancia entre \70 e V(Ff(x) e outros casos
similares: temos, e. g., que VX(X + 0=X)e \A/O, umavez que VX(X+0=X)e V enguanto
que PA. it V(I VX(X + 0=X)I). Tal discrepancia poderia ser sanada; contudo, isso n&o

seria particularmente Gtil aqui.

1.20. Definigdo. Na interpretagdo |N(\7n) de Lpay, as constantes aritméticas

serdo interpretadas comoem IN e V como |\7n|, ou seja, como { g(or) | oLe \A/n}.
1.21. Teorema. Néo existe Ntal que |N(\7n) seja modelo de ACRM(V).

Uma vez que PA. é X;-completo (de fato, X;-completo), devemos notar que, embora
TPA.(={a| PA.+ a}),\A/At (={o o éatdbmicae o \7}) eV sejam conjuntos diferentes

de sentencas, eles conduzem ao mesmo enraizamento V , = T.PA., = (V)

E, portanto, trivial que:

1.22. Teorema. N(T.PA.y) € modelo de ACRM (V) [cp. IN(T.PA.), V-1.24, p. 110].
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De modo que um possivel paralelismo entre as interpretacdes IN(T.PA.) [cf. V-
1.23, p. 110] e IN(T.PA.), andlogo aquele entre IN(\A/) e IN(\A/n), nao se verifica. De fato,
isso se da por causa da “fase de enraizamento” { Vvo.| para todo termo 1, g(oV/r) e \L\,
e oVl e T.PA.} [cf. 1.16.f), p. 132] pressuposta na construcédo de T.PA.,,, e que, por

assim dizer, incorpora uma regra ® no procedimento de enraizamento.

1.23. Teorema. Se{oa| PA.+ o} < A, entdo IN(A) € modelo de ACRM(V), onde
V é interpretado como |A | (as constantes aritméticas permanacem comoem N) e A, é

o enraizamento de A [cp. V-1.27, p. 111].

Segue-se que:

1.24. Coroléario. IN(®) € um modelo de AcCRM(V) [cp. V-1.21, p. 110].
Assim, ACRM (V) é compativel com o trivialismo [cp. p. 110].

Além disso, temos que (respondendo parcialmente uma questao da p. 128):

1.25. Teorema. ACRM (V) # IX~V(X).

E, portanto, ACRM (V) # V(I IX~V (X)) = IX~V(X), por 1.15b) [p. 131].

Na dire¢éo oposta ao trivialismo, temos que:

1.26. Teorema. Se\A/Atg A c T.PA., entdo IN(Ay) serda um modelo ndo-dialético

de ACRM(V), ou seja, nédo existird sentenca o.de Lpp \/ tal que N(Ag) £ V([ oA ~a]).
Seja oy, O, ..., O, ... Uma enumeragao das sentencas de Lpa (€. g., pela magni-

tude do numero de Go6del associado):

1.27. Definicédo dainseminacéo de 3 limitada por PA..

a) Seja{Pto=gr. TRPA.U{BYU{V(lal)| ae T.PA.oua=f};
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b) Bty =ar{ow} U{BtoU{al{Blor a} UlIBLlo U{V(Ia)| ae Bt}

no caso de {o,} U{Bto i 0=1;
=ar1BtoU{ ol {Bto F o ULBtI o U{ V(T al)l ote {Bte},
no caso de {o} U{Blo k 0=1.
Em termos gerais:

d) {Btnes =ar. {0} UIBHa ULl {Bla o UL{BLala U{V (Tl ote {B o},

no caso de {oy} U{Bt,#0=1,

=ar. 1Bt U{ [ {Btar ad UL{Bt], U{ V([ oe {Bto},
no caso de {0} U{Bt, r 0=1,
e) e, finalmente, {B}, =4 U{{B}.| Ne ®}, {B}, € a inseminagdo de [ limitada

por PA..

1.28. Teorema. Se B é uma sentenca de Lpp tal que T.PA.U{B} # 0=1, entdio

{Bto#0=1.

Segue-se de 1.28 que:
1.29. Lema. Se o é uma sentenca de Lpa tal que ag T.PA., entdo existe uma

interpretaco N({B},) de Lpa v tal que, para qualquer N, IN({Bt) V(I -V V([al) )--1).

Nvezes

Portanto, temos que:
1.30. Teorema dadescitagdo. Se ote Lppy e ACRM(V) + V(I -V V([a])])-1),
entdo PA. + a[cp. V-1.31, p. 114].

B. Alguns resultados dateoria da derivacao

1.31. Teorema. Se AcCRM(V) + VX(o(X) — V(X)), entdo existe m tal que
PA. F VX(@(X) = \SENT(V).\(X)).
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Prova. Seja 0. uma derivagéo de VX(¢p(X) — V(X)) em AcCRM(V) e VE(X) aRV de
maior complexidade de o. Entao, /o/® serd uma derivacéo de VX(o(X) = V(X)) em
PA..[cf. 1.10 e 1.11 p. 129]. Assim, uma vez que PA. + YX(V{(X) = \SENT(V),\ (X)),
temos, também, que PA. + YX(@(X) = \SENT(V))\(X)).

Como no caso de AcM (V) [cf. V-1.33, p. 114], nosso sistema minimal ACRM (V)
nao pode estabelecer varios principios gerais para 0s quais existem “versées meta-

tedricas” da forma: “Se @ é uma sentenga de ..., entdo ACM(V) + ... ..."

1.32. Teoremas. Se PA. é consistente,
a) ACRM(V) # VX(SENT(V)(X) = V(=(X, X)));
b) AcCRM(V) # VX(Prpa (X) — V(X)).

Seria em principio possivel estabelecer extensées de ACRM(V) analogas aquelas
do sistema AcM(V); mais especificamente, poderiamos definir:
a) um sistema minimal ACRM(F) da acumulagéo enraizada-negativa analogo ao
sistema ACM(F) [cf. p. 118];
b) um sistema minimal ACRM(VF) da dupla acumulagdo enraizada analogo ao
sistema ACM(VF) [cf. p. 119].
c) Para, finalmente, estudarmos extensdes analogas ao sistema AcCM(VF)+EsqS

[cf. p. 120].

O que nao faremos nesse trabalho. Fica aqui, junto ao aprofundamento do estudo

de AcCRM(V), como sugestéo de pesquisa.
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82. O sistemaformal ACEM(V)

Como nosso segundo e ultimo exemplo de modificacdo das DV Ps, introduziremos
clausulas de acumulacéo que, por assim dizer, aceitam teoremas da légica (ou formulas
validas da linguagem em questdo) como tendo uma complexidade aritmética finita
gualquer, sendo possivel, desse modo, derivar, trivialmente, certos principios gerais da
l6gica relativos ao predicado de verdade. De fato, o sistema dessa secao é a primeira
vista desesperadamente ad hoc; entretanto, ele se encontra aqui apenas para ilustrar
uma possivel direcdo de modificacdo de nossas definicbes parciais de verdade, posto
que, acreditamos, alguma reflexéo e trabalho acabem por conduzir a “sistemas estruturais”

mais adequados.

2.1. Definigéo de V §5(X).
a) Escreveremos V 5(X) no lugar de Vo(X) v Pr_(X), onde é uma contrapartida de “X

é um teorema da l6gicaem Lpa ”.

Podemos, entéo, introduzir nossa forma geral (de fato, nada surpreendente) das
definicbes parciais estruturais de verdade:
2.2. Definicdo da Forma Geral das EVS.

a) Escreveremos V5(X) no lugar de V(X) v Pr,(X).

Devemos notar que o uso de Pr(X) ndo passa de uma conveniéncia; poderiamos
introduzir uma “definicdo de validade ou de verdade da légica”, L(X), intensionalmente
correta (e de mesma extenséo que Pr(X), € claro) por meio de métodos semanticos—o

gue estaria mais de acordo com os paradigmas de uma definicdo parcial de verdade.

Existe, ainda, outro caminho interessante nessa mesma linha de pensamento, na
verdade, um caminho conceitualmente mais apropriado: poderiamos introduzir definicbes

“aritmético-estruturais” de verdade.
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No caso, Vg(x) seria o préprio V,(X); mas quereriamos, por exemplo, que:
a) PA.+VE(loav0=0]), paraqualquer sentenca a.de Lpa (ou talvez de Lpa y); mas
que PA. # Vf( | ~oe v o ]), por causa da necessidade “estrutural” dos dois conectivos de
~oL v oo
b) PA.+V5([~avoal)ePA.rV5(~0=1— al), para qualquer sentenca o.de Lpa_
(oude Lpay);
c) FVEloa—(©0=0ra)l)ePA.+ V(I (B A a)— al), para quaisquer sentencas o

eadelpp (oulpay);etc..

Infelizmente, uma definicdo rigorosa do conceito de “complexidade aritmético-
estrutural de uma verdade da aritmética”, que presumivelmente subjaz a esse tipo de
definicdo parcial de verdade, traz consigo uma infinidade de dificuldades de ordem
técnica—embora estejamos no dominio da semantica, essas questdes conduzem a

topicos relativamente avancados da teoria da derivacao (proof theory).

Devemos, portanto, abandonar aqui o estudo dessas definicdes aritmético-
estruturais de verdade e dos sistemas formais correlatos, sugerindo fortemente um

futuro estudo dessas questoes.

Em todo caso (e € isso que nos interessa aqui), a propria possibilidade de estabe-
lecermos defini¢cdes parciais do tipo aritmético-estrutural parece tornar mais palatavel o

estudo da hierarquia, um tanto grosseira, baseada emV g(X) =¢. Vo(X) v Pr4(X).

2.3. Definigdo. As formulas V§(X), V5(X), ..., VE(X), ... serdo chamadas

definicdes parciais estruturais de verdade ou, mais sucintamente, EVS.

2.4. Definicdo. As sentencas VX(VE(X) = V(X)), onde né um ntimero natural,

serdo chamadas clausulas de acumulagéo estruturais ou, mais sucintamente, CAES.
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2.5. Definigdo. ACEM(V) é o sistema cujos axiomas séo os axiomas de PA.para

Lpa e as sentengas VX(V5(X) — V(X)), para todo n.
ACEM(V) é chamado sistema minimal (restrito) da acumulacéo estrutural.

Notemos que nateoria da acumulacdo baseada em VCE,(X) (e, presumivelmente,
naquela baseada em definigdes aritmético-estruturais), diferentemente de AcM(V) e
AcRM(V), poderiamos derivar principios gerais, tais como:

2.6. Teoremas. ACEM(V) + VX(SENT(X) = V(= (X, X)) [cp. p. 114 e p. 137].

N&o obstante, temos que:

2.7. Teoremas. ACEM(V) é conservativo sobre PA..

Prazos a serem cumpridos barram, nesse momento, nosso avanco. Em todo caso,
dada a fase atual da pesquisa, acreditamos que um sistema minimal hibrido, algo entre
um sistema da acumulacéo estrutural—depois de devidamente refinado, estudado e
compreendido (o carater de ACEM(V) é meramente ilustrativo)—e o sistema ACRM (V)
da secéo anterior seria uma proposta, ao mesmo tempo, forte (reflitamos por um momento
sobre nossos possiveis teoremas) e adequada (conservativa) do ponto de vista de um

“predicado deflacionista” para as verdades da aritmética.
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Considerac®es finais

Posto tudo em pratos limpos, concluiremos basicamente que esse estudo
permanece inacabado, mas que, ndo obstante, isso ndo é sinal de fraqueza e sim, de
forca. Nele algo poderia ser acrescentado, dele algo poderia ser subtraido; entretanto e
em ultima analise, tais escolhas envolveriam sempre certa dose de arbitrariedade—no
sentido em que poderiamos argumentar em favor de uma ou outra escolha particular e

nao no sentido em que néo poderiamos defender nenhuma delas.

De fato, devido a imensa quantidade de caminhos e ramificacbes que as
definicbes parciais de verdade e os sistemas formais que |hes sao correlatos nos
apresentam, o desenvolvimento completo de tais potencialidades estaria, apartado por
diversos tipos de limitacdes, bem distante de nossas capacidades e, sensatamente, do
escopo desse trabalho; contudo, isso ndo quer dizer que nosso estudo nao seja, desde

ja, promissor em alguns aspectos.

1° Aspecto: os sistemas em si

A. Dacorrecdao intuitiva dos sistemas

Os sistemas apresentados nesse estudo sdo todos corretos do ponto de vista

|6gico-intuitivo [cf. discusséo, p. 34, inclusive, nota 38].

No caso do sistema AcM(V) e de outros sistemas do capitulo V, a prépria
existéncia de “definicdes parciais”’—ou seja, de férmulas Vy(X), V,(X),etc. e F,(X),
F.(X), etc. tais que, para qualquer nimero natural N dado, se o, é uma sentengade Lpa
cuja complexidade é n, entdo PA.+ o < V, (| al) e PA.+ ~o <> F,(] oe])—conduz a
ideia de acumulacédo e, portanto, de que sistemas como PA.+{ VX(V,(X) —

V(X)) nemw} e PA.+{VX(F,(X) - F(X))| ne ®} seriam sistemas minimais
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adequados da verdade e, respectivamente, da falsidade de sentencas da aritmética

[cf., também, discussédo em |-82.4, pp. 36-39].

No caso de ACRM(V), uma vez que existem sentengas o de complexidade nem
Lpa v tais que ACRM(V) # o &> V([ at]) e que as RVS, por assim dizer, cuidam de ou
enxergam as sentengas de Lpa v [cf. VI-1.14, p. 131], as defini¢ces parciais enraizadas
de verdade ndo séo “definicdes parciais” no mesmo sentido que as DPVS. Nao
obstante, nossas RVS|cf. VI-1.5, p. 127] sdo contruidas, apesar da adicdo da clausula
para ‘V’, de forma totalmente analoga as DPVS, de modo que a prépria construcao é
bastante simples e natural, ndo sendo, de fato, nada além da internalizacdo do
procedimento recursivo da definicdo de verdade tarskiana, acrescido de um principio
interno de acumulacao que estabelece que se o € uma sentenca verdadeira de comple-
xidade n, entdo V(| o.]) devera ser uma sentenca verdadeira de complexidade n+1

[cf. VI-1.5.9), p. 127].

De fato, desde que nem todos os bicondicionais de Tarski sdo derivaveis em
ACRM(V) [cf. VI-1.25, p. 134], uma defesa ampla e articulada da correc¢éo légico-intuitiva
de AcRM(V) poderia ser convertida em um ataque ao proprio dogma tarskiano do
principio de citacdo-descitacdo, ou seja, a “convention T” enquanto condicdo de

adequacao material do predicado de verdade(l)—ataque, esse, feito do ponto de vista

classico e nao das logicas alternativas (deviant logics).

Notemos, ainda, que, uma vez que o paradoxo do mentiroso €, em certo sentido,

intuitivamente correto® e esta relacionado ao carater auto-referencial do predicado de

1. Uma afirmacao de Shapiro feita em um contexto estranho a nossa discussao imediata &, por isso, sintomatica:
“We learned from Tarski (1935) that any decent theory of truth will have to have, as a consequence, each instance
of truth schema [...]” (grifo nosso) [‘Deflation and Conservation”, p. 104].

2. Nesse primeiro sentido, a antinomia de Russell é, por exemplo, correta do ponto de vista da teoria das
extensodes e, dai, da teoria ingénua dos conjuntos, mas ndo presumivelmente do ponto vista da hierarquia
cumulativa de Zermelo, ou seja, da nogao cumulativa de conjunto [no caso da hierarquia de Zermelo cf., por
exemplo, Maddy, Naturalism in Mathematics, 1997, pp. 19-20].
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verdade da linguagem coditiana, nosso estabelecimento da consisténcia relativa de
AcRM(V) [cf. VI-1.12, p. 130] ou, pelo menos, algumas indicacdes no sentido desse
estabelecimento poderiam ser tomadas, devido ao carater auto-referencial do sistema,

como condi¢cdo necessaria a correcao logico-intuitiva de ACRM (V)(3).

As mesmas consideragoes relativas ao sistema AcM (V)—naturalidade, corregéo,
etc.—se aplicam ao sistema ACEM(V), no pior dos casos, por meio de um detour pelo

conceito de verdade aritmético-estrutural [cf. discussao, pp. 137-138].
B. Do deflacionismo

Nossos sistemas minimais se adequam satisfatoriamente a varias das mais

diversas propostas deflacionistas.

Naquilo que é muitas vezes tomado como pedra de toque do deflacionismo ™,
AcM(V), AcM(VF), AcRM(V) e ACEM(V) séo todos conservativos sobre a teoria de
base (e, em alguns casos, sobre a teoria pura da identidade). Além disso, como querem
muitos deflacionistas, ACRM (V) permite um tratamento auto-referencial do predicado
de verdade e ACEM(V) estabelece formas generalizadas de certos principios légicos

fundamentais (apesar de serem ambos conservativos sobre PA.).
C. Das extensoes

Nossos sistemas sdo adequados como base para sistemas mais fortes, como
ficou exemplificado com o sistema AcM(VF) + ESqQS|cf. p. 120] e sugerido na possivel

hibridizacéo entre ACRM(V) e ACEM(V) [cf. p. 139].

3. Nesse Ultimo sentido, todo peso recai no ‘légico’ de ‘l6gico-intuitiva’, nosso predicado de verdade deve ser, de
alguma forma, logicamente tratavel.

4. O argumento de que devemos tomar a conservatividade de nossa teoria da verdade (em relagdo a teoria de
base) como condicao de adequacéo dessa primeira ao deflacionismo é, no mais das vezes, fundamentado por
algum tipo de identificac@o entre ndo-substancial (ndo-inflacional) e conservativo [para uma discusséo e outras
referéncias, cf. Shapiro, 2004, sobretudo, pp.108-112].
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D. Da metateoria

Muitos dos aspectos metateoricos (tanto da teoria da derivacéo quanto da teoria
dos modelos) dos nossos sistemas sao interessantes: a compatibilidade entre nossos
sistemas minimais e o trivialismo por exemplo; contudo, é justamente no estudo mais
detido dos modelos ndo-dialéticos de ACRM(V) que parece residir alguns dos aspectos
mais promissores da metateoria dos nossos sistemas de acumulacao, e. g., 0s conceitos
de enraizamento, modelo padrdo de ACRM(V) e inseminacéo limitada por PA. [cf. pp.

132 e pp. 134-135].

2° Aspecto: a comparacdao entre teorias

A comparagao entre nossos sistemas e outros apresentados na literatura parece
iluminar reciprocamente as diversas propostas. Nesse sentido deixamos algumas
respostas e questbes mais precisas:

Leia-se A < B como A é uma subteoria de B,

a) CT(V) < AcM(V),AcM(V) £ BT(V) e BT(V) = AcM(VF) +EsgS]cf. V-1.11, p.
105 e V-2.14, p. 121];
b) CUT(V) = AcM(V)?BUT(V) = AcM(VF)+EQS?

E, além disso, um repertorio imenso de questdes mais vagas:

a) Qual é arelacao entre ACRM(V) e os outros sistemas auto-referenciais ou type-
free apresentados na literatura(e. g., FS ou Friedman-Sheard Theory e KF ou Kripke-

Feferman Theory [cf. Halbach, 2011, pp. 159-162 e pp. 195-202, respectivamente]) ?

b) Qual é arelagéo entre ACEM(V) e os sistemas composicionais apresentados na

literatura (e. g., C(V) e CV [cf. pp. 33-34])?
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3° Aspecto: A pesquisa futura

Como deve estar claro, hd muito a ser feito do ponto de vista das teorias da

acumulacéo da verdade.

Do ponto de vista filoséfico, nosso estudo de “ocasido” sobre procedimentos de
extensao de formalismos [cf. p. 11] encontrou discussdes vividas relativas a natureza do
predicado de verdade e, incidentalmente, a imensa bibliografia que sustenta e move
essas discussdes. De modo que o balizamento de nossas “teorias da acumulacédo” em
relacdo aos argumentos apresentados nessa bibliografia e a indicacao dessas primeiras
como alternativas viaveis as teorias deflacionistas da literatura se converte em um projeto
filosofico atraente e, mesmo, irrecusavel do ponto de vista da discussao contemporanea

sobre o conceito de verdade.

Do ponto de vista l6gico-sistematico, para que novos resultados realimentem toda
discusséo anterior, tudo é ainda mais 0bvio: novos teoremas e propriedades metateoricas
devem ser estabelecidos, novas extensdes de nossos sistemas minimais devem ser

propostas, a analise comparativa deve ser aprofundada, etc..
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