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Resumo

VICENTE, L.. Uma Prova de Incompletude da Aritmética Baseada no Teorema das Definicoes
Recursivas. 2008. 108 folhas. Dissertacdo (Mestrado em Filosofia) — Faculdade de Filosofia, Letras e

Ciéncias Humanas, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2008.

Esta dissertacdo estabelece a incompletude de um sistema formal cujas Unicas constantes
ndo-logicas séo 0 e s (respectivamente, o nimero natural 0 e a fungdo sucessor segundo a interpretacédo
standard), fundamentando-se, para tanto, em um teorema cuja prova necessita essencialmente da

maquinaria légica de segunda-ordem e que foi designado de Teorema das Defini¢cdes Recursivas.
Palavras-chave
Logica
Teoria do Tipos
Aritmetica Formal
Defini¢bes Recursivas

Incompletude



Abstract

VICENTE, L.. A Proof of Incompleteness for Arithmetic by means of the Theorem of the
Definion by Recursion. 2008. 108 f. (Master degree in Philosophy) — Faculdade de Filosofia, Letras e

Ciéncias Humanas, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2008..

We establish here the incompleteness of the formal system S, for arithmetic—a formal system
whose signature is {0, s}—by means of the Theorem of the Definition by Recursion (TDR). However,
unlike the standard proofs of incompleteness, the proof of TDR, by virtue of restricted signature, uses

essentially the power of second-order logic.
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Consideragdes Iniciais 1

Consideracdes Iniciais

Estas consideraces iniciais constituem uma pequena estoria das dificuldades e dos objetivos,
alcancados ou ndo, da minha pesquisa. Temos plena consciéncia de que 0s conceitos propostos a
seguir ainda ndo encontraram uma verséo ideal e de que a exposic¢ao ainda ndo apagou o rastro de sua
propria histdria: objetivos frustados estdo presentes na “deselegancia” do encadeamento das provas e
na irrelevancia de alguns resultados para o estabelecimento do Grande Teorema Final. Um dos
motivos pelos quais mantivemos a estrutura da exposicao € bem simples: paradoxalmente, uma tentativa

de superar estes defeitos poderia distanciar-me demais da prova do Grande Teorema.

Minha pesquisa comecou quando, apos uma leitura coletiva do artigo de 1931 de Godel sobre
a incompletude, a professora Andréa sugeriu que eu apresentasse uma nova exposi¢ao do argumento
godeliano. Retomei, imediatamente, o texto de Godel para uma analise mais detida e uma nota de
rodapé me chamou a atengdo. Godel dizia:

“A adicdo dos Axiomas de Peano bem como outras modifica¢des introduzidas no sistema PM
[o sistema de Whitehead e Russell] servem apenas para simplificar a prova e sdo em principio
dispenséaveis”.

Eu deveria, entdo, expor o argumento gddeliano tentando deixar de lado exatamente aquilo
que seria ““em principio dispensavel”. Pensei, entdo, que essa poderia ser uma boa ocasido para aprender
algo sobre a Teoria dos Tipos; dois coelhos em uma cajadada, incompletude e teoria dos tipos, a idéia
me pareceu boa. Esbocel, assim, um primeiro plano de pesquisa: primeiro, eu me familiarizaria com
ateoria dos tipos; depois, derivaria os Axiomas de Peano dos postulatos da teoria dos tipos; e, finalmente,
retomaria, a partir dai, a argumentacao de Gaodel.

Um pouco mais familiarizado com os mecanismos da teoria dos tipos, optei por uma Teoria
Simples dos Tipos (como Church e o préprio Godel ap6s a distin¢do de Ramsey entre paradoxos 16gicos
e paradoxos semanticos). Contudo, havia um problema: cerca de 900 paginas de Principia separavam a
definigdo de soma aritmética dos enunciados iniciais de PM, e, mesmo que eu me livrasse de tudo o que

n&o era essencial ao estabelecimento da incompletude, a tarefa seria longa e dificil (principalmente, se
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levada a cabo no formalismo restrito necessario ao argumento godeliano). Em todo caso, eu ja tinha uma
definicdo adequada de uma linguagem formal para a Teoria Simples dos Tipos e uma idéia de como
estabelecer uma semantica formal para ela (cf. a linguagem L,, Cap.l, 81, pp.1-3).

Nesse momento, o livro de Copi The Theory of Logical Types veio me socorrer. Copi apresenta
ai uma prova dos axiomas de Peano, enquanto teoremas da teoria simples dos tipos, em algumas
poucas paginas (pp.45-54); de modo que eu poderia apresentar a prova de Copi (com as modificagdes
necessarias) e, a partir dela, estabelecer, a maneira de Godel, a incompletude da formalizacdo da
teoria dos tipos proposta (cf. o sistema S;, Cap.l, 85, pp.6-7) . Uma primeira etapa parecia transposta;
eu deveria me concentrar, agora, na primeira parte do argumento godeliano e na constelagéo de conceitos
relacionados a ela, nos conceitos de calculabilidade, recursividade, representacdo, bem como nas
técnicas de aritmetizacéo. Explorei, a partir de entdo, a bibliografia, notadamente, os livros Introduction
to Metamathematics de Kleene e Gdédel’s Incompleteness Theorems de Smullyan.

Depois de me familiarizar com algumas abordagens do conceito de calculavel (por
exemplo, teoria das funcdes recursivas, maquinas de Turing) e munido de um sistema formal
adequadamente definido, parecia-me 0 momento de derivar, seguindo as indica¢des de Copi, 0s axiomas
de Peano em S;. Contudo, encontrei um problema no argumento de Copi: 0 conceito de sucessor, tal
como exposto pelo autor, tem como contrapartida formal um conjunto de formulas e ndo uma Unica
férmula; em outras palavras, ndo é uma férmula que representa (ou mesmo, expressa) a relagédo de
sucessdo entre nimeros naturais, mas um esquema. Tal abordagem leva Copi posteriormente a inserir
na linguagem o que é, de fato, uma variavel metalinglistica—e até mesmo quantificar sobre ela!-
para, em seguida, propor uma demonstracdo dos axiomas de Peano sem recurso a um teorema da
infinitude—o que, por si s, ja indica que algo néo vai 14 muito bem no argumento do autor.

Em todo caso, nas exposi¢Ges que eu conhecia do argumento de Gddel, era sempre uma
férmula que representava uma relagdo informal e eu ndo poderia aplicar o argumento godeliano ao
sistema proposto por Copi sem modificagdes. A partir de entdo, trés caminhos se abriram para mim:

primeiro, apresentar uma definicdo alternativa de “representacdo” e ver se eu poderia adequé-la ao
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argumento godeliano (devemos notar que a utilizacdo de esquemas, ainda que possivelmente contraria
aos paradigmas do logicismo, poderia conduzir a uma prova da incompletude); segundo, encontrar
uma contrapartida diferente para a relacdo de sucessdo adequada ao conceito usual de representagéo
e derivar por conta propria os axiomas de Peano; ou, ainda, retomar a batalha contra a floresta de
definiges da aritmética, pensada como uma Teoria dos Cardinais Finitos. Frente as opcdes, preferi
ainda uma quarta: abandonar a teoria dos tipos em favor de uma aritmética formal; uma aritmética cujo
anico conceito primitivo é a sucessdo e cuja légica subjacente € a teoria simples dos tipos (cf. o sistema
S,, Cap.l, §6, p.7).

Além dessas mudancas de foco, novas exigéncias foram paulatinamente acrescentadas ao
plano geral de trabalho, no caso, um plano ja razoavelmente modificado. Smullyan, no livro acima
citado, oferece uma simplificagdo do argumento godeliano introduzindo axiomas para a potenciagdo
em uma aritmética formal de primeira ordem. Ora, do ponto de vista da teoria das funcdes recursivas,
adicao, multiplicacéo e potenciacdo séo fungdes recursivas; eu poderia, entdo, ter acesso as simplicacdes
propostas por Smullyan, além de outras, formalizando diretamente a maquinaria da teoria das funcdes
recursivas em S,; o que, incidentalmente, equivaleria também a dispensar as sutilezas da funcéo .

Além dessa, ainda outra exigéncia se firmava. Repetindo quase sem alteragdes as consideracdes
iniciais ao Capitulo I, o Teorema V do artigo de Godel sobre a Incompletude da Aritmética estabelece:
“As instancias de relaces ou propriedades definiveis em termos de fungdes recursivas primitivas
sdo ou demonstraveis ou refutaveis no sistema P” (o sistema do artigo de Goédel). Em uma nota de
rodapé Godel comenta, a0 mesmo tempo, as limitacbes da prova apresentada e a possilidade de
ultrapassa-las:

“Quando esta prova é conduzida em detalhes, r, é claro, ndo € definida indiretamente com a
ajuda de seu significado, mas em termos de sua estrutura meramente formal”, onde r é uma relacéo
definivel em termos de fungdes recursivas primitivas.

Juntar-se-ia, entéo, aos objetivos expostos anteriormente o de conduzir a prova em detalhes e
em termos da estrutura meramente formal. E com este objetivo que s&o propostos tanto os conceitos

puros (81) quanto os conceitos N (§2) do Capitulo I1.
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Neste momento tudo parecia bem, talvez meu Gltimo grande problema (fora o trabalho macante
de aritmetizar o formalismo) fosse o de dar uma descri¢cdo metalinguistica uniforme do esquema da
recursdo. Isso me parecia possivel pelo fato de, para um sistema apresentado por Church em Introduction
to Mathematical Logic e muito parecido com S,, as definicGes de soma e multiplicacdo serem ja
razoavelmente uniformes. Contudo, minhas primeiras (e inUmeras) tentativas foram frustradas e eu
ndo conseguia encontrar uma descricdo metalinguistica que preservasse as propriedades N de suas
subformulas, apesar de ter encontrado ja neste primeiro momento algumas descri¢cdes pelo menos a
primeira vista corretas desse esquema.

Além disso, eu ndo conseguia provar que a multiplicacéo, tal como definida por Church ,possuia
as propriedades metamatematicas relevantes para “conduzir a prova em detalhes e em termos da
estrutura meramente formal”—o que obviamente ndo quer dizer ndo haja tal prova. Tendo em vista
que os resultados para a adi¢do ndo foram dificeis de alcancar, imaginei que o andlogo pudesse ser
obtido para a multiplicacdo; e entdo, rendendo-me a funcdo B, poderia estabelecer diretamente a
incompletude do sistema S,. Como tal ndo se deu, a solucéo provisoria foi, entdo, adicionar em S,
axiomas para a soma e para a multiplicacdo, permitindo deste modo que eu pudesse substituir a se¢do
sobre a teoria da recursdo (na qual deveria ser demonstrado o Teorema da Defini¢Ges Recursivas do
titulo) por secBes que tratassem separadamente das propriedades metamatematicas da soma e da
multiplicacdo em uma extensdo S; do sistema S, (tanto o sistema S; quanto as se¢Oes supracitadas
ndo fazem parte da redacéo final desta dissertacao); em outras palavras, eu havia abandonado o objetivo
de formalizar diretamente a teoria das funcdes recursivas em S..

Entretanto, apds a elaboracdo de uma teoria da ordem (dos numeros naturais) em S; (que
também ndo faz parte da redacdo final desta dissertacdo) nos moldes das teorias da ordem mais comuns
(baseadas na soma e cuja logica subjacente é a de primeira ordem), notei que talvez eu pudesse
conseguir uma descrigdo metalingistica adequada do esquema da recurséo, utilizando as ferramentas
da teoria da ordem. Além disso, notei que existia uma prova de que a contrapartida do esquema
da recursdo que eu acabara de conceber produz efetivamente funcdes quando aplicado a

funcdes efetivamente calculaveis (os resultados estdo em §6, Capitulo I1) e que tal prova seria andloga
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aquela do Teorema da Defini¢des por Inducéo de Richard Dedekind (p.43, Teorema 126, Essays on
the Theory of Numbers), embora o objetivo de Dedekind fosse diferente do meu. Na verdade, Dedekind
demonstra, baseando-se na extensionalidade de seu Sistema de Objetos, que 0 esquema de recursédo
produz uma unica funcdo, enquanto, para meus propdsitos, bastava que produzisse uma funcéo,
sendo irrelevante sua unicidade ou, mais precisamente, bastava que eu tivesse sempre em méos, devido
a necessidade de efetividade dos célculos, a prova da funcionalidade da relacdo produzida pelo
esquema.

Para abreviar, embora eu ainda ndo esteja seguro de que ndo existam provas mais simples para
tais resultados e de que formulagdes mais simples possam cumprir papel da contrapartida do esquema
de recursdo apresentado (utilizando, por exemplo, ferramentas de minimizacdo), finalmente eu
encontrara uma prova detalhada de um teorema equivalente ao Teorema V de Gdodel (0 nosso Teorema
7.2) em termos da estrutura meramente formal.

Contudo—devo chamar aten¢do— ao contrario do que eu esperava, ndo houve ganhos em termos
de simplificacdo: minha prova de que as func¢des recursivas sdo representaveis em S, €, na verdade,
mais complexa do que as provas (mais difundidas) baseadas na codifica¢do de seqiiéncias numéricas
finitas ou na funcédo P e que podem ser levadas a cabo em sistemas muito mais fracos do que S, (por
exemplo, nos sistemas Q e R de Rosser).

Obviamente, existem aspectos em que minha abordagem mostra forga, por exemplo: todas as
funcBes recursivas sdo representaveis em S,, e isso é tudo; no caso das aritméticas de primeira ordem,
todas as funcdes recursivas séo nelas representaveis porque duas ou trés delas o sdo. Em outras palavras,
0 sistema S, trata de fungdes numéricas porque trata antes de nimeros, engquanto as aritméticas de
primeira ordem (tanto fracas como fortes) tratam de fun¢des numéricas porque desde sempre j& estavam
tratando de funcgdes numéricas.

Além disso, surgiu um problema adicional, como ficou implicito, e também um outro, por
assim dizer, residual. O problema adicional: tornou-se necessario, para que fosse possivel aplicar o

argumento acima em S, que eu estabelecesse uma teoria da ordem dos naturais em S,, objetivo que
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ndo foi totalmente alcancado (contudo, resultados parciais podem ser encontrados na secdo 5 do
capitulo I e na parte correspondente do apéndice). O problema residual: os conceitos de N-representacéo
e N-determinacdo, mostrando-se mais adequados ao tratamento de aritméticas de primeira ordem,
perderam um pouco de sua forca em favor do conceito, concebido tardiamente, de N-calculo (cf. 82,
Capitulo 11 e, por exemplo, o Teorema 6.2 do Capitulo I1).

Em todo caso, para cumprir ao menos parcialmente meus objetivos iniciais: primeiro, mostrei
(cf. 81, Capitulo I11) como transformar os resultados das se¢Oes de Kleene sobre fungdes recursivas
primitivas em resultados metamatematicos para S,, enquanto o ideal seria o desenvolvimento, por
assim dizer, interno de tais resultados; depois, fiz indicagdes de (cf. §82-4, Capitulo I11) como aritmetizar
a sintaxe S,, o ideal seria leva-la a cabo em todos seus detalhes; e, finalmente, demonstrei duas
formas do teorema da incompletude para S, (Capitulo 1V), enquanto o ideal seria estabelecer uma
série de variantes e corolarios do teorema—principalmente, em um sistema como S, rico em definigdes

parciais de verdade.

Com a intencéo de facilitar a leitura, as provas do Capitulo 11 sdo apresentadas em apéndice.
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Capitulo |
Teoria Simples dos Tipos e Aritmética:
Linguagem e Axiomatica Formal

Neste capitulo, introduziremos as linguagens L ; e L, (81 e 82 respectivamente): L, sera uma linguagem
pura para a teoria simples dos tipos; L ,, adicionalmente, incluira termos abertos e numerais de tipo i.
\entilaremos, ainda em 81, algumas consideracdes sobre uma possivel definigéo de verdade matematicamente
adequada e aplicavel as formulas de L ;. Introduziremos também operacgdes de substituicdo tantoem L,
quanto em L, (83). Além disso, apresentaremos os sistemas formais S; e S, em 84 e 85. O sistema S, sera
uma formalizacgéo (parcial, na medida em que, por principio, o argumento gddeliano € aplicavel aS,) da
teoria simples dos tipos; enquanto o sistema S, serd uma formalizacéo (parcial) da aritmética sem nenhuma
restricdo de ordem (alguns autores, devido a aritmetizacao da analise, chamariam tal sistema de analise). E,
finalmente, em 86 e 87 apresentaremos regras de derivacao apliciveis aos sistemas formais S; e S, bem
como alguns de seus teoremas mais Uteis sem nenhuma justificacdo formal; o objetivo aqui é estabelecer uma

nota¢do uniforme que permita abreviar as demonstracdes dos capitulos posteriores.

8§1. ALinguagem L,

Definimos, primeiramente, as matrizes tipicas de L ;:
My: ‘I’ € uma matriz tipica;

M,: Set;et,e... et, sdo matrizes tipicas, entdo (t;, t,, ..., t,) € uma matriz tipica.

Definimos, entdo, as variaveisde L;:

V,: Se 6 ¢ uma sequéncia finita de ocorréncias de ‘v’ e € uma matriz tipica, entdo ou € uma variavel de
tipo u.®

Nota sobre variaveis. Escrevemos x, em lugar de v, X, em lugar de vv, X; em lugar de vvv, X, em
lugar de vvwv, e, em geral, x, em lugar de uma seqiiéncia de ocorréncias de ‘v’ de comprimento n.
Escreveremos também x em lugar de v, y em lugar de vv, zem lugar de vvv, w em lugar de vvvv.

O vocabulario de L, €é constituido pelos simbolos: V, 3, o, A, v, ~,), (, ,, € pelas variaveis
de L,.

1. Para facilitar a leitura as matrizes serdo sobrescritas; assim, usaremos c* para G|L.
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Definimos as formulas atbmicas de L ;:

Fo: Se ® é uma variavel cuja matriz tipica é (t;, t,, ..., t,) e ©y, ©,, ..., ®, SA0 varidveis cujas matrizes tipicas

séo respectivamente t;, ty, ..., ty, entdo ® (®,, ®,, ..., Wy) € uma formula atdmica.

Definimos, agora, as formulas de L ;:
F,: Toda formula atbmica € uma formula;

F,: Se a, B sdo formulas, @ é uma variavel, * € > ou Aou v, Q é V ou 3; entdo (o0 *B), ~o, Qm o S&o
formulas.

Algumas abreviacoes:

Se o e B sdo formulas de L 4, (o <> PB) é abreviagdo de ((o0 © B) A (B 2 o));

Se X'ey'sdo variaveis de tipotde L; X'=Yy'¢éabreviagdo de VXO(XO(X?) <> xO(y")); e X'+ y' é abreviagio
de ~X'=Vy¥%

VX /X}.m 6 abreviacio de VXIVXi.1...VXiim;

X4/ Xh.m é abreviacdo de X! IXhi1... IXh .

Nota sobre a aritmetizacéo de L ;. Os conceitos metalinguisticos de L , podem ser aritmetizados
atribuindo os nimeros de Godel 10,9, 8,7,6,5, 4, 3,2, 1, 0, respectivamente, a V, 3, D, A, v, ~,),
(, , v, i e usando o Teorema Fundamental da Aritmética® na determinacdo do nimero de Godel de
expressdes. Assim, 21.3%.50.72,11%.130.174.194.23%.29%.311.37°.412.431.47*.531.59%.61°.674.71* €, por

exemplo, o nimero de Godel de v D (v, vwv®).

Nota sobre as interpretacgdes de L ;. A idéia subjacente as interpretacfes das linguagens formais
para teorias dos tipos em geral—e para L, em particular—é estabelecer um dominio de significacéo D para
as variaveis de tipo te, a partir dele, estabelecer dominios de significacdo para os demais tipos de variaveis
respeitando algumas restri¢cdes que evitem os paradoxos da teoria dos conjuntos. Seguindo Russell e
Whitehead ®, se os homens sdo, por exemplo, os possiveis valores das variaveis das fungoes proposicionais
“... éfilho de Laio”, “... é pai de Desdémona” e “... é irmdo de um rei”, 0s homens serdo, neste caso, 0
dominio de significacdo dessas variaveis. Suponhamos agora que os homens sédo o dominio de significacéo
das variaveis de tipo t; entdo, um possivel valor para as variaveis de tipo (t, (t)) sera “... éirmdo de um...”,

2. Um dos enunciados do Teorema € “Para qualquer nimero natural n maior que 0, existe uma Gnica decomposicao de nem
fatores primos”; conferir, por exemplo, Milies, César Polcino e Coelho, Sonia Pitta, NUmeros: Uma Introducéo a Matematica,
pp.77-86.

3. Whitehead, Alfred North e Russell, Bertrand, Principia Mathematica, Vol. I, Introduction, Il, pp.47-8.
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expressdo com a qual poderiamos construir, por exemplo, a sentenca “Ronaldinho € irméo de um futebolista
famoso”. Do mesmo modo, um possivel valor para variaveis de tipo (t, t) seria “... é pai de ...”, coma qual
poderiamos construir a sentenca “Domingos da Guia € pai de Ademir da Guia”; contudo, todo cuidado deve

ser tomado para que “... é pai de ...” nunca seja um valor para variaveis de tipo (t, (t)).

Esboco de uma interpretacdo extensional para L;. Afim de obtermos uma definicdo
matematicamente adequada de verdade segundo uma interpretacdo e, a partir dai, dos conceitos
semanticos de satisfacdo e verdade para L, podemos, por exemplo, associar as variaveis de cada tipo
especificado uma sequéncia infinita de valores, de modo que os valores de verdade de todas as formulas
atdbmicas e, consequientemente, de todas as formulas de L, sejam, por meio dos métodos tarskianos de
definicéo de verdade, determinados pela associagéo.

Um pouco mais detalhadamente, uma seqliéncia (s!, s}, ..., s/, ...), cujos membros sdo elementos
de um dominio D; especificado de individuos (chamado dominio de significacdo das variaveis de
tipo i), devera ser associada as variaveis de tipo i; uma sequéncia (s®, s%, ..., s® ...}, cujos membros
serdo subconjuntos de D; (abreviadamente, cujos membros serdo elementos de P (Di), ou seja, elementos
do conjunto poténcia de D;), devera ser associada as variaveis de tipo (i); uma sequéncia cujos membros
sdo elementos de P (P (Di)) devera ser associada as variarias de tipo ((i)), e assim sucessivamente.
Agora, se denotarmos D; por P °(Dj); P (Di) (ou seja, o conjunto poténcia de D;) por P ([Dj) e, mais
genericamente, se denotarmos a aplicacdo a D; da potenciagdo n vezes reiterada por P "(D;); entéo,
sequéncias cujos membros sdo, por exemplo, elementos de P 1([D;) x P 3[D;) poderéo ser associadas as
variaveis de tipo ((i), (((i)))) e aquelas cujos membros séo elementos de (P °(D;) x P °(Dj)) x P ([D))
poderdo ser associadas as variaveis de tipo ((i, i), (i)). Notemos que tal procedimento acabaria
por associar sequéncias infinitas as variaveis de cada um dos tipos sem, entretanto, permitir um
curto-circuito de dominios de significacao, ou seja, sem permitir que diferentes tipos de variaveis
sejam associados a dominios que compartilhem elementos.

Consideremos uma funcdo I que associe a cada um dos tipos de variaveis de L, uma

sequéncia, cujos membros sdo elementos de dominios submetidos as restri¢des do paragrafo anterior; e

chamemos tal funcdo de uma interpretacéo (extensionalmente correta) de L ;. Agora, Se Supusermos que

4. Peter B. Andrews em An Introduction to Mathematical Logic and Type Theory: To Truth Through Proof (pp.185-7) faz
uma apresentacdo completa de uma seméntica formal para uma linguagem da teoria simples dos tipos; contudo, a linguagem
de Andrews difere bastante em relacdo a L, quanto as estratégias de formalizagéo.
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uma interpretacdo 1 foi atribuida adequadamente a L,, poderemos, entdo, determinar os valores
de verdade de todas as formulas atdmicas (e, consequentemente, de todas as férmulas) de L,. Por
exemplo, a formula x9(x}) seré verdadeira se e somente se s} € s%, onde 1 associa (s}, s}, ..., s, ...)
as variaveis de tipo t, e (s® s ..., s® ...) as varidveis de tipo (t); ou seja, o sobrescrito da
variavel determina o tipo de sequiéncia que lhe é associada e o subescrito, o lugar na seqliéncia no

qual devemos procurar seu valor.

§2. ALinguagem L,
As defini¢Bes de matriz tipica e variaveis de L, sdo as mesmas de L ;.

Definimos os numerais de L ,:
No: 0 € um numeral.

N,: Se ¢ € uma seqliéncia finita de ocorréncias de ‘s’, entdo 0 € um numeral.

Observacgdes sobre numerais. Os numerais de L, sdo constantes de tipo i; numerais de

complexidade n+1 serdo denotados sucintamente por i ou, ainda, por s"0.

Definimos, agora, os termos de tipo i de L ,:
T,: Todo numeral é um termo;

To: Se 6 é uma seqliéncia finita de ocorréncias de ‘s’ e @ é uma variavel de tipo i, entdo 6@ é um termo (no

caso, um termo aberto);

O vocabulario de L, é constituido pelos respectivos simbolos: V, 3,2, A, v, ~,), (, ', pelas

variaveis, e pelos termos de L,.

Definimos as formulas atbmicas de L ,:

Fo: Se @ € uma variavel de tipo (t, t,, ..., t)) € @;, ©,, ..., B, SA0 variaveis ou termos cujos tipos sao

respectivamente ty, t,, ..., t, entdo ® (®,, ®,, ..., Wy) € uma formula atbmica.

E, finalmente, definimos as formulas de L, por meio das mesmas regras F, e F, de L;.
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83. Operag0es de Substituicdo em L, elL,

Operacao de substituicdo de variaveis em uma formulade L, (de L,):

S: Se o é umaférmula e ®,, ®,, ..., ®, SA0 variaveis, entdo [o](®,, ®y; ®s, Oy, ...; Wn-1, ®n) € 0 resultado da
substituicao das ocorréncias da variavel @, por ocorréncias da variavel m,, da variavel @; por ocorréncias

davariavel @, ..., da variavel @,., por ocorréncias da variavel @, em o.

Aoperacdo de substituicdo de variaveis livres por variaveis® ou termos em uma férmulade L,

(de L,) é definida indutivamente:

So: Se o € uma férmula atdbmica e @ e T sdo variaveis (ou T é um termo) de mesmo tipo, entéo [oc]?é 0

resultado da substituicao de todas as ocorréncias da variavel @ em o por ocorréncias de T;
S;: Se oce B sdo férmulas e @ e T sdo varidveis (ou T € um termo) de mesmo tipo, entdo

[0 o 1T ¢ igual a []T> [BIT,

[0 A BI& igual a[0]9 A [BIZ,

[ v B]Zé igual a[a]® v [BIZ,

[~o]®¢é igual a~[a]%;

[Vo,0]C¢ igual a Vo, [0.]%, para variaveis distintas o, e @,

[3w.(0)]D¢ igual a 3w, [0]%, para variaveis distintas @, e @;

S,: Se o é uma férmula e @, e @, sdo variaveis quaisquer, entdo

[V®,0]%: éigual a Vo,0,

[T®,0]5; € igual a Im,0,;

84. 0 Sistema S;

O sistema abaixo € baseado nos postulatos dos grupos Al e A2 do sistema de Introduction to
Metamathematics de Kleene (p.82) aplicados a linguagem L ;. A diferenca essencial esta na introdugéo do

axiomaA;, 0 axioma da compreenséo.

5. Uma definicao desse tipo de substituicdo (um tanto diferente da mais usual) é apresentada por Raimond M. Smullyan em
First-Order Logic (p.44).
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Os axiomas de S, s&o instancias dos esquemas ©:
A oo (Boo);

Az (02B) 2 (e (B 7)) = (ao7));
Ag 0o (B (o B));

A (anB)oo;

As (A B) D B

As o D (ouv B);

Ar: B o (v B);

Ag (0 28) D ((B>0) o ((avB)>9));
Ag (e oB) > ((a>~p) >~w);

Ag: ~~0, D 0;

Au: Yo,00 O [o]3

Ap: oo Jw[olgs

Ay IoVE,VE, ... Vou (@O, 0, ..., ©) <> o), desde que [a]] seja o para qualquer variavel @;;

no caso, o, ®,, ®,, ..., M, SA0 Variaveis cujas matrizes tipicas séo, respectivamente, (ty, t,, ..., tn), ti,
t, ..., th.
As regras de inferéncia de S; séo:

l,: De ace oo B infere-se f3;

I,: De oo B infere-se oo sz[B]g;, desde que nenhuma variavel @, ocorraem o.e nenhuma variavel ®,

ocorraem [3;

I;: De oo B infere-se dwo o B, com as mesmas restrigdes de I,.* Para facilitar a leitura as matrizes serdo

6. Omitiremos freqlientemente os parenteses externos e os parenteses cuja ambigliidade gerada pela falta é logicamente
inessencial (no sentido em que as duas possibilidades de leitura da formula o A B A y s80 logicamente equivalentes).
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E, finalmente, definimos derivacéo de uma formulaem S, a partir de um conjunto:

Do: {0y, O, ..., 0,y € uma derivagéo de o, (em S,) a partir de H [escrevemos (o, 0, ..., O)y] S€ €
somente se, paratodo o, 1< i<n, (a) o; € um axiomaou (b) o; € um elemento de H ou (c,) o; € inferido

de oy e oy por I3, onde j<iel<iou(c,) o, é inferido de o por I, ou I5, onde j <i.

Derivagdes a partir do conjunto vazio sdo chamadas provas (em S,). Se existe uma derivacao de o
apartir de H, dizemos que o.€ derivavel de H e escrevemos H kg o Se existe uma prova de o, dizemos

que o. € um teorema de S; € escrevemos kg o.

85. O Sistema S,

No ssistema S, (definido em L), além de acrescentarmos as contrapartidas formais dos axiomas de
Peano, estenderemos a validade dos axiomas Ay; e A, para termos, tais axiomas passam a ter a seguinte

formulacao (onde t é um termo livre para@ em o.(” e @ é uma variavel qualquer):
. o.
Ayl Voo o [o] 7;

As: [0]% o Two;

As contrapartidas formais dos axiomas de Peano séo:

P,: Vxi(sxi = 0);

Py: VXIVxi(sx! = sxi o xi = x);

Pyt VXP((XP0) A Vxi(xP(x1) o xQ(sx1))) > Vxi(xP(x))).

As definicOes de derivacdo, prova e teorema para S, sdo modificacdes 0bvias das definicdes

apresentadas na secao anterior.

7. Para uma definic&o de termo livre para @ em o, conferir: Kleeng, S. C.. Introduction to Metamathematics, p.79.
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86. Coletanea de Regras AplicaveisaS;e S,

Apresentaremos, no proximo capitulo, esquemas da forma:

(1) H 1 |_S Bl Tale Tal
@ Hy Fs Bz TaleTal
©) Hs ks Bs Tal e Tal
(n) Hn ks Bn Tal e Tal

1,2,3,...,nsdo chamados os numeros de linha, B, B, ..., Bn s&o formulas, H 1, Ho, ..., H, sdo chamadas
dividas das respectivas linhas e Tal e Tal é o comentario da linha. Tais esquemas podem ser usados para
construir uma derivagao de B, a partir de H,, tantoem S, quanto em S, (obviamente, respeitando os respectivos
ambitos das variaveis metalingisticas). Apresentaremos abaixo uma coletanea desses esquemas (chamados

esquemas de deducao); omitiremos, contudo, os algoritmos de construcéo das respectivas derivacoes.

Eliminacéo da Conjuncao. Seja a,; uma das formulas o, o, ..., o, € sejam as linhas de () até

(n+m-1) um esquema de deducdo, entdo as linhas abaixo até (n+m) sdo também um esquema de deducéo.

) Hi ks By

(n) H ks (((0g A0R) A ) A O)

(n+m-1) H 2 }‘5 BJ

(+m) H ks 0 E(~)(n)
As condicBes para 0s esquemas abaixo serem esquemas de deducéo serdo tratadas como Obvias e

ficardo subentendidas, 0 que nos permite evitar repeticdes de condicOes tais como: “se as linhas de (1) ate

(n+m-1) sS40 um esquema de deduc&o, entdo as linhas até (n+m) também serdo um esquema de deduc&o.” e “se as

linhas de (1) até (m-1) &0 um esquema de deducdo, entdo as linhas até (m) serdo também um esquema de deducéo.”

Introducéo da Conjuncao.

(k) G ks 0Oy

(n) H Fk 0
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(n+m) HWG ks 04 A O I(~)(k,n)

Negacao do Conjuntivo. Seja o;; uma das formulas o, o, ..., 0!

(n) H |_S -~ (XJ

(m) H ks ~(((0nA0p) A=) A o) 1(~)(n)

Modus Ponens.

(n) H |_S Ol O Oy
® G ks 04
(m) HWG ks O, E@)(n,k)

Modus Tolens.

(n) H |_S ~0l; D ~0

® G ks O

(m) HJG }‘5 (0.2} EZ(D)(nl k)
Ouainda:

(n) H }‘5 o O Oy

® G ks ~O0

(m) HWG ks  ~04 E,(2)(nk)

Eliminacdo do Condicional por meio da Disjuncao.

(n) H Fs O V O
() G ks oD
O] G ks 0,Df

(m) HWG ks P Ex(@)(n,k, 1)
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Introducéo do Condicional.

) HABs o

(m) H ks Poa 1=>)(n)
Introducéo do Condicional.

(n) H |_S o

(m) H ks Poa 1:(®)(n)
Introducéo do Condicional.

(n) H ks ~P

(m) H ks Poa 1,(>)(n)

Introducéo do Bicondicional.

(n) H k 0;D0,
(k) G }_S O, D 0y
(m) H G }_S Ol <> 0 I(H)(n, k)

Eliminacgéo da Disjuncéo.

(n) H |_S o Vv B

(h+) G Fr ~oO

(n+m) HWG ks P E(v)(n,k)
Ouainda:
(n) H |_S oV B

k) G F ~B

(h+m) HOG ks O E(V)(n,k)



(n)
(m)

(n)

(n+m)

(n)
®

(m)

(")
®

(m)

()

(m)

(m)
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Introducéo da Disjuncéo.

H ks O

H ks Bva

Ou ainda:

Ho{B}Fs o

H ks oV

Reducéo por Absurdo.

{-B} ks ~Q
H ks o
H k B

Ouainda:
B s -~
H ks o
H Fs B

Instanciac@o Universal. Sejam vy, vs, ..., v, varidveis quaisquer e t, t,, ...

H ks VViVV, - VVouVy, Vo, ..y V)

H ks oty t ... t)

Generalizacao Universal.

H ks oV, Vo oy V)

H ks Vv, Vv, - Vv,ouvy, Vs, ..y V)

Desde que vy, Vs, ..., V, ndo ocorram em formulas de H .

17

1(vV)(n)

1(v)(n)

R(=)(n.k)

R(=)(n.k)

, 1, termos quaisquer.

E(V)(n)

1(¥)(n)
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Generalizagao Existencial.

(n) H |_S o

(m) H F  dvouv) 1))

Instanciacéo Existencial.

(n) H ks dvol(v)
m Hoa® ks P

(0) H s B E@3)(n,m)

Introducéo de Hipoteses.

m {} Kk o H

Introducéo de Teoremas. Seja oo um teorema S.

(n) %] |_S o T

Equivaléncias entre Conjuncdo e Disjuncao.

(n) H ks (((~0p A~0p) A ) A~0)

(m) H ks ~(((ogvop)Vv--)va (reV)(n)
Ouainda:

(n) H ks ~(((0nVvoy) Vv )V

(m) H ks (((0uA~0p) A ) A~0) (reV)(n)

Equivaléncias entre Conjungéo e Condicional.

W] H ks ~(0AB)

(m) H ks aD~B (reD)(n)
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Intercambio de Quantificadores.

(n) H |_S V X

(m) H ks ~dX~a (Ve~3~)(n)

Intercambio de Quantificadores.

(n) H F ~VXo

(m) H F 3JX~o (~Ve3~)(n)
Intercambio de Quantificadores.

(n) H |‘5 E|XOC

(m) H s ~VX~o (Fe~V~)(n)
Intercambio de Quantificadores.

(n) H Fs ~3IXo

(m) H F VX~o (=3 V~)(n)
T, T; € T, Serdo abaixo termos quaisquer.

Introducéo da Identidade.

(") D ks T=T I2)

Simetria da ldentidade.

(n) H }‘5 T1=T

(m) H ks T=Ty Sim(=)(n)
Ouainda;

(n) H }‘5 T+ Ty

(n+m) H Fs T+ T Sim(=)(n)
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Substituicdes.

(n) H Fs T1=T,

(K G ks oUTy)

M HG ks ofT) Subs(=)(n, k)
Ou ainda:

(n) H }_S Tl = Tz

(K G ks 0Ty)

(m HG ks ofty) Subs(=)(n, k)
A proximaregra € aplicavel apenasem S.,.
Inducéo.

(n) H s, 0(0)

(n+k) G |‘52 (X(Vl) D OL(SV1)

(n+m) HJG }‘52 VVlot(Vl) Ind(n, k)

87. Propriedades Basicas da Identidade

Reflexividade da Identidade ou Ref(=). ks VX'(X'= X).

Simetria da ldentidade ou Sim(=). Fs VX'VYi(X'=y' D Y= X);

Transitividade da Identidade ou Trans(=). s VXIVY'VZI((X'=y' A Y= 2Z") D X=Z);

Univocidade da Identidade ou Uni(=). +s VX'VY'VZI(X'= Yy AX'=Z') D y'=Z).
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Capitulo 11
Algumas Propriedades Metamatematicas de Formulas
deL,elL,nossistemasS; eSS,

Em termos relativamente vagos, devido a falta de todas as definicdes relevantes, o Teorema 'V ©
do famoso artigo de Gddel sobre a Incompletude da Aritmética estabelece: “As instancias de relagdes ou
propriedades definiveis em termos de funcdes recursivas primitivas sdo ou demonstraveis ou refutaveis no
sistema P” (o sistema do artigo de Gddel). Em uma nota de rodapé Godel comenta, ao mesmo tempo, as
limitacdes da prova apresentada e a possilidade de ultrapassa-las:

“Quando esta prova é conduzida em detalhes, r, é claro, ndo € definida indiretamente com a
ajuda de seu significado, mas em termos de sua estrutura meramente formal” ©, onde r é uma relagéo
definivel em termos de fungdes recursivas primitivas.

O objetivo das proximas se¢des serd conduzir tal prova em detalhes e em termos da estrutura

meramente formal (obviamente, em nosso caso, de S ).

81. Distribuicdo e Determinacdoem S;e S,

Definicao Auxiliar 1. Uma férmulade L, ou L,, cujas variéveis livres de tipo i sdo exatamente

X, ..., X\, sera denotada por F(x, ..., x}).

Convencao Auxiliar. Usaremos S para expressar propriedades que valem indiferentemente
paraS;eS..

Definig&o de Distribui¢do. Uma formula F(x, ..., x}) € uma distribuicdo em S—abreviadamente,

D(F)- se e somente se ks Vxi/x\, IXEF(X], ..., X1, ).

Definicdo de Determinagdo. Uma formula F(x},...,x}) é uma determinacdo em S—ou,
e(F)— se e somente se ks Vxi/ VXV xh . ((FOX, .., X1g, XD A F(XE, L Xh, Xh 1)) D X =xE,,), ondemé o

maior indice de variavel em F(xi, ...,X\.1,X}.).

Definicdo de Determinagdo Universal. Uma formula F(x!, ..., x!) € uma determinacao universal

em S —ou, De(F)- se e somente se F(x},...,x1) é uma determinacio e uma distribuicdo em S.

8. Kurt Godel, “On formally undecidable propositions of Principia Mathematica and related systems |, in From Frege to
Godel, p.607.

9. Idem, Ibidem, p.607, nota 41.
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Devemos notar que o conceito de determinacéo € a contrapartida formal do conceito de funcéo
parcial; o conceito de determinagdo universal é, por sua vez, contrapartida formal do conceito de

funcéo (total).
Um exemplo de determinagéo universal é a formula x; = xs.
Teorema® 1.1. ks Vx{3x} (I = xb), ou seja, xi = x} € uma distribuicdo em S, ou ainda, D(x! = x5).
Teorema 1.2. ks VXI/x5((xI= X3 A xi=x}) D xb=xb), ou seja, e(xi=x).

Dosteoremas 1.1 e 1.2, entdo:

Teorema 1.3. x! = x} € uma determinagéo universal em S.

Definicdo Auxiliar 2. sox denotara x, onde x é uma variavel individual; s"x denotara s.--sx,

onde x é uma variavel individual ou 0 e s...s € uma seqiiéncia de n, n >0, ocorréncias de ‘s’.
Teorema 1.4. Para quaisquer naturais n e m, s"xi = s™x} € uma determinagio em S,.

Além disso:

Teorema 1.5. s"x! = x} € uma determinacéo universal em S..

Contudo:
Teorema 1.6. +s~De(x{=s"x}).

De modo que se S, é consistente, entdo x} = s"x} ndo é uma determinac&o universal.

§2. Conceitos N em S

Definicdo Auxiliar 3. F(ki,...,k,) serd a substituicdo das variaveis livres de F(x,...,x}),

respectivamente, pelos numerais ki, ..., k.

Defini¢do de N-representacdo. Uma formula F(xL, ...,x!) é uma N-representagdo em S, —ou,

abreviadamente, Rep(F)— se e somente se, para quaisquer numerais K, ks, ..., Kn:
a) ou ks, F(ky,ky, ..., kn);

b) ou |‘52 "“F(El,Ez, ...,En).

10. Lembramos aos leitores que as provas dos teoremas do Capitulo Il estdo no apéndice.
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Observacao. Existem dois casos interessantes (e, por assim dizer, limitrofes) relacionados ao conceito
de N-representacéo: o primeiro é o caso no qual uma contradicéo é derivada em S, neste caso, todas as
formulas de S, seriam N-representagdes; o segundo é o caso no qual o fecho universal de uma formula é
derivadoem S,, neste caso, tal formula seria uma N-representacdo na medida em que todas as suas instancias

sao também derivaveisem S..

Definicdo de N-distribuicdo. Uma formula F(x},...,x},x!.;) é uma N-distribuicdo em S, (ou

DN(F)) se e somente se, para quaisquer numeraisky, ...,k,, existe um numeralk tal que +s, F(ky, ..., kn,K).

Definicdo de N-determinacdo. Uma formula F(x},...,x},x}.;) € uma N-determinacdo em
S, —ou, en(F)— se e somente se, para quaisquer numerais Ky, ...,Kn,Kns1,K, s€ s, F(Ky, ....Kn,Kns1) €

l_Sz F(Elv'--vEn,E), entéo l_Sz En+1: E

Definicdo de N-determinacéo universal. Uma formula F(x!, ...,x., x1.;) € uma N-determinacéo
universal em S, —ou Den(F)- se e somente se F(x},...,xi,x\.;) € uma N-determinacdo e uma

N-distribuicao.

Definicdo de N-inconsisténcia. Um sistema S, definido em L ,, é N-inconsistente se e somente
se existe uma formula F(x{) tal que rs,3x{F(x{) e, para todo numeral k, +s,~F(k), do contrario, S é

N-consistente.@

Definicdo de N-calculo. Um esquema de deducédo E é um N-calculo para F(xi,...,x}, X}.1)
—E (F x)1)— se e somente se, para quaisquerks, ...,kn, a Gltima linha de E seja da forma @ s, F(ky, ..., kn,K)

paraalgumk.

Os conceitos metalinguiisticos de N-representacéo, N-distribuicao, N-determinacéo, N-determinacéo
universal e N-consisténcia serdo coletivamente chamados de N-conceitos; em contraste com os conceitos de
distribuicdo, determinac&o e determinacéo universal da se¢do anterior ditos conceitos puros. Os proximos

teoremas estabelecem algumas relagdes entre tais conceitos.
Teorema 2.1. Se F(x!, ...,x}) € uma determinacéo, entdo F(xi, ...,x}) € uma N-determinaco.

Teorema 2.2. Se S, é N-consistente e F(x!,...,x\) é uma distribuicdo, entdo F(x},...,x}) é uma

N-distribuico.

11. A n-consisténcia aqui ndo € nada além daquilo que é normalmente chamado w-consisténcia.
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Segue-se dos teoremas 2.1 e 2.2, 0 teorema:
Teorema 2.3. Se S, é N-consistente e F(xi, ..., x!) € uma determinacao universal, entdo F(x, ..., x})

é uma N-determinac&o universal.

O teorema abaixo € uma consequiéncia imediata das definicdes:

Teorema 2.4. Se existe um N-calculo para F(x}, ..., x!), entdo F(xi, ...,x}) ¢ uma N-distribuico.

Teorema 2.5. x} = x} € uma N-representacio.
Teorema 2.6. Se existe um N-célculo para F(x4, ..., x\) e F(xL, ...,x}) € uma determinag&o universal,

entdo F(xi,...,x!) € uma N-representacio.
Teorema 2.7. x} = x} € uma N-determinagéo universal.
Definicdo 2.1. Seja E(z) oesquemadededugdo (1) @ +s k=k I(=).

Ora, E(=) € um N-célculo para x! = x}, ent&o:

Teorema 2.8. Existe um N-calculo para x} = x&.

83. Teoria das Funcdes Iniciaisem S,

Existem, na teoria das funcGes recursivas tal como apresentada por Godel *? e, depois, aprimorada
por Kleene®®, funcBes a partir das quais podemos, por meio de esquemas apropriados, gerar outras funcoes
recursivas; tais funcdes foram denominadas por Kleene 4 fungdes iniciais. E, embora ndo seja necessario
(ou mesmo, desejavel) expor informalmente aqui a teoria das fungdes recursivas, notamos que as fungdes

iniciais de Kleene serdo uma espécie de guia heuristico da secéo.
Abreviacdo 3.1. Seja S(x!,x}) uma abreviagao de sxi = xs.
Teorema 3.1. S(x!,x}) € uma determinacdo universal em S,.

Teorema 3.2. Existe um N-calculo para S(xi, x5).

12. Kurt Godel, Ibidem, p.602.
13. Stephen Cole Kleene, Introduction to Metamathematics, pp.217-220.
14. 1dem, Ibidem, p.219.
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Teorema 3.3. S(x!, x3) € uma N-representacdo e uma N-determinagéo universal em S, (da fungéo

“sucessor”).

Uma possibilidade de leitura dos resultados é a seguinte: supde-se estabelecida a relagéo entre
nUmeros naturais e numerais de S,, entdo, para quaisquer naturais k, e k,, o fato de que “k, é um sucessor
de k, é derivavel em S,” e de que “k, ndo é um sucessor de k; é derivavel em S,” sdo assegurados por
Rep(S); e, assim, pela combinagéo dos resultados, se S, é consistente, entdo a formula S(xL, x}) separa, por
meio da derivacao, todas as duplas de nimeros naturais; que S(x!,x}) seja a definicdo de uma funcéo
(quando nos restringimos aos nimeros naturais) é consequéncia de Den(S). Notemos, também, que, pelo
teorema 3.1, temos que, de todo modo, S(x!, x}) € uma func&o, seja qual for o campo de definicao proposto.
Em suma, demonstramos que a formula supracitada é formalmente adequada enquanto contrapartida de
uma funcao e que os axiomas de S, formalizam completamente a fungéo associada a S(x{, x}).

Além disso (no sentido preciso de além das caracteristicas meramente formais), a formula S(xi, x})
pode ser pensada como uma contrapartida formal para a funcéo sucessor; é por esse motivo que “sucessor”
(a palavra sucessor) aparece no enunciado do teorema acima. Contudo, uma demonstragao rigorosa desse
fato demandaria uma definicdo da prépria funcdo sucessor em um ambiente diverso do sistema S, (por
exemplo, em uma teoria dos conjuntos); as aspas duplas em * ... “sucessor”).” indicam a auséncia de tal
definicdo. Em todo caso, os parénteses em “... (da funcédo *“sucessor”).” denotam que essa auséncia é, salvo
indicacdo contraria, irrelevante para os resultados posteriores que dependem do teorema 3.3; devemos

lembrar que estamos preocupados apenas com os aspectos meramente formais envolvidos.
O teorema 3.4 ilustrara o fato de que 3.1 ndo € equivalente ao teorema 1.3.
Abreviacdo 3.2. Seja A(x!, x}) uma abreviagao de x| = sx?.

Teorema 3.4. A(x!,x}) € uma N-representacdo (da relagdo “anteceder”), € uma N-determinacéo,

mas néo é uma N-determinacéo universal em S, (desde que S, seja consistente).
Abreviacdo 3.3. Seja C{(xi, ...,xi,x1.,) uma abreviagdo de (- (XI=XI A ) AXi=x)) Ak = xL).
Teorema 3.5. Cy(xi, ..., i, x!.,) € uma determinacdo universal em S,.

Teorema 3.6. Cg(xi, ..., X}, xb,;) € uma N-representacdo, uma N-determinagdo e uma

N-determinagéo universal em S, (da funcéo n-aria “constante em k).
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Definigdo 3.1. Seja E(Cy) 0 esquema de deducéo abaixo:

o ts, k=k 1)
(%) |‘52 El = El |(=)
@ }‘52 RZ = Ez |(:)
@ }_Sz Rn = Rn |(=)
D s, (K =kin-)A ki=ks) Ak=k) I(A)(2....2+n,1)

Desde que E(c}) é um N-célculo para C(xi, ..., x}, x\..), entdo:

Teorema 3.7. Existe um N-calculo para C{(x., ..., X, X\..).

Abreviacgo 3.4. Seja Pj(xi, ..., x},X}.,) uma abreviagdo de (- (X{=XIA ) AXi=X}) AXi=XL.,).
O proximo teorema, diferentemente dos 2 anteriores, seré valido para os sistemasS ;€ S ,.
Teorema 3.8. P’j‘(xi, .., X}, xl.,) € uma determinacdo universalem S.

Teorema 3.9. Pj-‘(x{, .., x5 xL.;) € uma N-representacdo e uma N-determinagdo universal em S, (da

fungdo n-aria “projecéo do j-ésimo argumento”).

¥
)
(n)

(n+1)

(n+2)

Definigdo 3.2. Seja E(P}) 0 esquema de deduc&o abaixo:

@ }‘52 Rl = Rl |(=)
o ts, ki=k 1)
@ }_Sz Rn = Rn |(=)
@ ts, (~ki=kin-) A ki=k) A ) aki=k) 1(A)(L,....n)
S P?(El, oor Ky E) Abreviacédo 3.4

Desde que E(P}) é um N-calculo para Pj(xi, ..., X}, Xi.1), entéo:

Teorema 3.10. Existe um N-célculo para Pj(xi, ..., X}, X}.1).
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Quando pensadas em termos informais, as fungdes *“sucessor”, “constantes” e “projecdes”, como foi
sugerido anteriormente, sdo a base da teoria das fungdes recursivas; coletivamente elas s&éo denominadas
“funcbes iniciais”. Pensando nestes termos, os teoremas 3.3, 3.6, 3.9 estabelecem
a) que as funcdes iniciais sdo N-determinaveis em S,, b) de que modo elas podem ser determinadas;

e, finalmente, supondo a consisténcia de S,, ¢) proporciona métodos de decisao para elas.

84. Teoria da Composicdoem S; e S,

Tal como na secdo anterior, em que as fungdes iniciais serviram de guia heuristico, esta se¢éo
tentara dar conta, em termos totalmente formais, da maquinaria relacionada ao esquema de substituicao,

outro dos elementos da teoria das fungdes recursivas .

Abreviacdo 4.1. Seja C (F; F, ..., Fpn) (X, ..., xi, x1,,) uma abreviagdo de V' X!,/ X}, me (F1(XL, ..., X,

Xl’i1+2) N FZ(XL "'1XI!15XI‘i]+3) ZANMEMIAN Fm(xiv "'1XI!1!XI‘i1+m+]_)) > F(Xl‘i]+21xri]+35 ---;Xri1+m+1axri1+1))-

Teorema 4.1. Se Fy(xi, ..., x5, x%,,), Fo(Xd, .o, Xi, Xbe), ooy Fr(Xi,...,xi,x1,,) sdo determinagGes
universais e F(xi, ..., x},xI,,) € uma determinacdo em S, entdo C (F;Fy, ..., Fn) (X, ..., X}, X\,,) € também

uma determinagdo em S.

Teorema 4.2. Se Fy(xi,...,x5,xkh,), Fo(Xd, oo Xiu Xhi), ooy Fr(XL,..., x4, x1,,) sdo determinagGes
universais e F(xi,....,xi, xk.,) ¢ uma determinacéo universal em S, entdo C (F;Fy,...,Fr) (XL, ..., X}, x!.,)

é também uma determinacéo universal em S.

Comentario. E importante notar que os teoremas 4.1 e 4.2 valem, segundo a denotacgdo de S,
para os sistemas S; e S,. Assim, sem entrarmos em consideracdes sobre a possivel distin¢éo entre
I6gica e matematica, podemos argumentar, mobilizando os teoremas, que a “composicao de funcées”
é uma operacdo de natureza l6gica, mesmo que as proprias fungdes ndo o sejam. Uma pergunta analoga
pode ser feita em relacdo a “defini¢do por recursdo”; neste caso, se aceitamos a “grande légica” (teoria
dos tipos irrestrita, teoria dos conjuntos), devemos também aceitar a natureza légica da recurséo e tudo esta
bem. A pergunta intrigante €: 0 que é necessario aceitar como “logica” para que a recursao seja considerada

uma operagao logica e ndo uma operacao essencialmente aritmética?

15. Cf. Kurt Godel, Ibidem, p.602, nota 27 e Stephen Cole Kleene, Ibidem, pp.217-220.
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Teorema 4.3. Se Fy(xi,...,xi,x%,,), Fa(Xd, ..o, Xi, Xbh), ooy Fr(Xi,...,xi,x1,,) sdo determinagGes
universais e F(x}, ..., X\, X\.,) € uma N-representacdo em S,, entdo C (F;F, ..., Fr)(xL,...,xi,x1,,) é uma

N-representacédo em S,.

Teorema 4.4. Se Fy(XL, ..., X}, Xhe1), Fo(XL, ..o, X8, X10), oy Fro(XL, ..., X x4,) sdo N-determinagGes
universais e F(x,...,xi,x5..) € uma N-distribuicdo, entdo C (F;F4,...,Fn) (X, ...,x},x\.,) € uma

N-distribuicdo em S..

Teorema 4.5. Se Fy(X, ..., X}, Xhi1), Fo(XL, ..., x5, x10), .., Fro(Xi, ..., xi xt,,) sdo N-determinacgGes
universais e F(x, ..., X, x\.1) ¢ uma N-determinacdo em S, entdo C (F; F4, ..., F) (X, ..., X1, X!, )  também

uma N-determinagdo em S..

Os teoremas 4.5 e 4.6 juntos produzem:
Teorema 4.6. Se Fy(X, ..., X}, Xhe1), Fo(XL, ..., X5, X10), ..y Fro(XL, ..., X x4,,) sdo N-determinagGes
universais e F(xi, ..., xi, x!.;) € uma N-determinacdo universal em S,, entdo C (F; F4, ..., Fn) (XL, ..., xi, x1.,)

é também uma N-determinacéo universal em S,.

Teorema 4.7. Se existem N-calculos para Fy(XL, ..., Xk, Xhe1), Fo(Xd, oo X, Xh41), vy Frn(Xd, ooy X, XE4)

e F(xi,...,xk, xh..), existe um N-calculo para C (F;F4, ..., Frn) (XL, ..., Xi, Xk,

85. Teoria da Ordemem S,

Antes de enfrentarmos a teoria da recursdo da proxima se¢do, resta-nos ainda uma ultima
etapa intermedidria, uma teoria da ordem. Contudo, deixaremos para outra ocasido a apresentacao
completa das provas dos teoremas abaixo ®®(algumas delas podem ser encontradas no apéndice do

Capitulo I1).

Abreviagdo 5.1. S (x") é abreviacdo de XV(0) A VX1V XL((XD(x!) A xi=5sx}) D xO(xd)).

16. Em todo caso, dados alguns dos resultados encontrados nas fases preliminares desta investigacdo, poderiamos
desenvolver de maneira alternativa a teoria da ordem. Para tanto, definiriamos, primeiramente, a soma de dois nimeros
naturais e demonstrariamos que tal definicdo apresenta as propriedades metamatematicas relevantes (é uma determinacéo,
é uma distribuicao) sem recorrermos a teoria da recursdo da préxima secédo. O que é factivel. Assim, munidos de tal definic&o,
definiriamos, por sua vez, da maneira usual a relacdo de ordem e derivariamos, finalmente, os teoremas relevantes do mesmo
modo que eles séo derivados nas aritméticas de primeira ordem.
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Informalmente, diriamos algo como “se é verdade que S (x), entdo (a extenséo de) x” é um

segmento inicial (ndo vazio) dos nimeros naturais”.

Abreviacdo 5.2. Sp(x}) ¢ abreviagdo de X} =0 v x{=5'0 v ... v xI=s"10 v xi{=s"0.

“Sn(x}) é o segmento inicial que vai até n”.

A notacdo ultilizada nas proximas abrevigdes e auto-explicativa.

Abreviacdo 5.3. xI< x} ¢ abreviagdo de VXO((XO(x}) A S (xV)) o xO(x})).
Abreviacao 5.4. xi< X} é abreviagio de SX!< XJ.

Abreviacao 5.5. x{>x} é abreviagdo de x}< x..

Abreviacdo 5.6. x{>x} é abreviagdo de X< X!.

Teorema 5.1. +s, VXi(Sn(sxi) D Sn(xi)).
Ou seja, “se 0 sucessor de um namero pertence a um segmento inicial, entdo este nimero

também pertence ao segmento”.

Teorema 5.2. Para qualquer n, +s, S (Sp).

Algo como “Um segmento inicial que vai até n é realmente um segmento inicial” .
Teorema 5.3. ks, VX{(X{<Xi).

Teorema 5.4. s, Vxi(xi< sxi).

Teorema 5.5. ts, VX{(xi<0 <> x{ =0).

Teorema 5.6. +s, Vxi(0<xi).

Teorema 5.7. ks, Vxi~(xi<0).

Teorema 5.8. ts, VX{VX)(XI<X; D X{<sx)).

Teorema 5.9. Fs, VX{VX)(SXI< X} D X< X)).

Teorema 5.10. +s, Vxi(xi= 0 o Ixi(sx} = xi)).
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Abreviacao 5.3. s(@)(x}) é¢ uma abreviagdo de @(x}) v Ixi(@(x}) A xI=sx}), onde @(xi) é uma
férmula cuja Gnica variavel livre de tipo i é x!.

A propriedade s(¢) é chamada de escada de ¢.

Teorema 5.11. s, VXO(S (x®) o S (s(xD))).

Ou seja, “a escada de um segmento inicial é também um segmento inicial”.

Teorema 5.12. +s, Vxi(x®(xi) o s(x®)(sx1)).

“Os sucessores dos nimeros que satisfazem x® sdo degraus (elementos) da escada de x”.

Teorema 5.13. +s, VXDV x{(S (X)) A ~xO(xi)) D ~s(xD)(sx1)).
Algo como, “se n € um degrau da escada de um segmento inicial, entdo o antecessor de n é um

degrau de tal segmento”.
Teorema 5.14. +s, Vx{V xj(sx{< sx} D x{<x}).
Teorema 5.15. ks, VXiVx3(xi<x; D (Xi<x} v Xi = x5)).
Teorema 5.16. +s, Vx{(0 < x{ o xj=0).
Teorema 5.17. +s, VX{Vx3(Xi<X) D sxi< sx}).
Teorema 5.18. s, VX{VX3((XI< X5 A ~SXI<X}) D Xi = x}).

Teorema 5.19. +s, Vxi VX5(Xi< X} v Xp< Xi).

86. Teoria da Recursdo em S,

Apresentaremos, agora, a Ultima peca do quebra-cabeca, uma contrapartida formal do esquema

de recursdo .

Abreviagdo 6.1. x®)=i(¢) é uma abreviagéo de V' x!/xi(xi =0 D (@(xi, x}) <> x®10(xi, x1,x1))), onde
@(x3,x1) € uma férmula cujas Unicas variaveis livres sdo xi e xi.

No caso, a relagdo x®)~i(¢p) é chamada de ¢-base.

17. Cf. Kurt Godel, Ibidem, p.602, esquema 2 e Stephen Cole Kleene, Ibidem, pp.217-220.
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Abreviacdo 6.2. xE1)(d)(xi/xi,Xi) é uma abreviagdo de X! < xi A XGED(xi/x5) A O(Xi/X}), para n>4.

Abreviacao 6.3. X©)=i(d)(xh) é uma abreviagdo de VXx1/Xi(XFD(d)(x1/ x4, xb) D xERD(sxi, x5, x3)).

A relacdo x¢:=1(¢p)(x1) € chamada de ¢-expansao limitada por x..
Abreviacao 6.4. (@, d)(x - D)(x!) é uma abreviagio de X©D=1(@) AXED=1(d)(X1).

Abreviagéo 6.5. R (¢, d)(x, x4, xt) é uma abreviagdo de I\ VXD ((@, d)(xHHD)(xh) 2 xG1D(x!, xi, x1)).

A relagdo R (o, 0)(x!,xi,x}) é chamada de ¢-expansdo de ¢ (limitada arbitrariamente).

Observacao. Sempre que as variaveis de uma formula forem irrelevantes para uma determinada
passagem da argumentacdo ou do enunciado, tais varidveis poderdo ser excluidas da notagéo. Por

exemplo, “R (¢, d)(x!,x,xt) é uma determinagdo” sera 0 mesmo que “R (@, 0) € uma determinacao”.
Teorema 6.1. Se ¢ e ¢ sdo N-distribuicdes, entdo R (9, ) é uma N-distribuicéo.
Teorema 6.2. Se existem N-calculos para ¢ e ¢, entdo existe um N-calculo para R (o, ).

Seja, por exemplo, A2ou R (C3, C (P1; C (S; P3)) (aleitura é um pouco dificil: a expansao da projecio
do primeiro argumento P} por meio do sucessor da projecéo do terceiro C (S; P3)). Desde que existem
N-célculos para as fungdes iniciais (no caso, P, P3 e S) e, pelo teorema 4.7, para a composicao de fungdes
iniciais (no caso de P e S), existe um N-calculo para A2. Agora, desde que A2 é a formalizacao da definicdo
recursiva de soma de 2 nimeros naturais (Kleene, p.222), podemos, por meio do N-célculo para A% encontrar
os valores da soma de quaisquer nimeros naturais.

Ainda, pelo teorema 6.3, a formalizacdo da definigéo recursiva de multiplicacao de 2 numeros,
R (C3,C (A% P3, P3)) ou M2 permite, por meio do respectivo N-célculo, encontrar os valores da multiplicagdo
de quaisquer nimeros naturais (e, mais genericamente, os valores para quaisquer funcoes recursivas primitivas
no sentido exposto por Kleene).

Consideremos a formalizacao da definicao recursiva da exponenciagéo, por exemplo; no caso,
a formula serd R (C1,C (M2 P3,P3)) ou, mais sucintamente, EZ o N-célculo para E2 e os valores 3, 2
produzem a prova de s, E¥(3,2,8): 0 N-calculo para C} e 2 produzem (a prova de) +s, Ci(2,1), logo, ts,
E2(0,2,1); 0 N-calculo para M2 e (2, 1) produzem s, M?(2,1,2) de modo que s, E%(1, 2, 2); 0 N-calculo
para M2 e (2,2) produzem s, M?(2,2,4) de modo que s, E(2,2,4); e, finalmente, O N-célculo para M?
e(2,4) produzem s, M%(2,2,8) e, assim, +s, E*(3,2,8).
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O proximo problema (possivelmente, subestimado por Godel, e causador de alguns mal-entendidos)
é demonstrar que se S, é consistente, entdo apenas valores que sdo gerados por meio de N-calculos sdo
valores para tais “funcdes”. Minha estratégia serd analoga aquela de Dedekind na prova de que “existe
apenas uma funcao que é definida recursivamente a partir de outras” “®, das quais uma das condicdes
necessarias € exatamente a de que “defini¢des recursivas produzem fungdes”. Em outras palavras, provarei
que “se ¢ e ¢ sdo fungdes, entdo R (¢, d) é também uma fungéo”; tal teorema sera chamado informalmente
de teorema das definicdes recursivas (TDR).

Para tanto, apresentaremos uma série relativamente extensa de resultados preliminares.

Abreviagdo 6.3.1. @o(x!,xi,x5) é uma abreviagdes de X} =0 A @(Xi, x}).

A relagdo ¢, é chamada de base induzida por ¢.

Teorema 6.3. ks, 9%V ~'(¢).

Ou seja, “a base induzida por ¢ é uma ¢-base”.

Teorema 6.4. ts, @o¢7~1(0)(0).

Lemos “a base induzida por ¢ é uma ¢-expansao limitada pelo 0”.

Teorema 6.5. +s, € () D € (o).

“Se ¢ € uma determinacéo, entdo a base induzida por ¢ é também uma determinagéo”.

Abreviacdo 6.6.1. 5(s"0,x( D) ¢ abreviagdo de Vxi(s"O< X! D VxiVxi(~x®1(xi, xi,xi))).
Se isso ocorre, diremos que: “x(:') para em s"0”. Por exemplo, a relacdo (xi=0A

x5+ 1=x) v (xi=1Axi+2=xi) para em 1.

Teorema 6.6. ts, S(0, @o).

Ou seja, “a base induzida por ¢ paraem0”.

Abreviacao 6.7.1. D(s"0,x"D) ¢ abreviagdo de V x}(xi<s"0 >V x;Ixi(x®)(xi, xi, xL))).
A formula D(s"0,x¢!D) significa que “quando restritaas"0, x') ¢ uma distribuicao”. Por exemplo,

arelacdo (xX=0Axi+1=xi) v (xi=1Axi+ 2 =x}) é uma distribuicdo quando restritaa 1.

18. Cf. Richard Dedekind, Essays on the Theory of Numbers, pp.42-3.
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Teorema 6.7. +s, D(¢) o D(0, 9y).

“Se @ € uma distribuicdo, entdo a base induzida por ¢ é uma distribuigdo quando restritaa 0”.

Abreviacdo 6.8.1. DS(s"0,x(:19) ¢ abreviagdo de D(s"0,Xx-1D) A (s"0,x"1D),

A formula Ds(s"0, x*9) significa “x®') ¢ uma distribuicdo que paraems"0”.

Abreviacado 6.8.2. Des(s"0,x(9) é abreviagdo de DS(s"0,x"0) A g (x¢1D),

Ou seja, “x+) ¢ uma determinacao que paraems"0”.

Os teoremas 6.3-6.7, serdo utilizados na base da inducéo da prova do teorema das definigOes
recursivas. Demonstraremos, no caso, que “existe uma determinacéo que paraem 0”; tal determinag&o sera
exatamente uma base induzida por uma determinacao universal.

Passaremos agora aos teoremas relativos ao passo indutivo de TDR.
Abreviacao 6.8.3. =(Xi, Sxh; Xk, Xh; X}, X)) € abreviacdo de X} =SX} A Xi=Xh A X;=X/.
Abreviacao 6.8.4. xS\ D(h)(xh, Xk, X}, x{) é abreviagdo de X D(xL, xh, X1) A O(Xh, Xk, X}, X1).

Abreviagdo 6.8.5. x©HED(¢d) (x4, x5, x4, Xk, xh, X!, x}) é abreviacdo de XCUMD(x!, Xk, XL X{) A

S(xh, XEPD) A= (X1, SXh; X3, Xin; X4, Xi).
Abreviacao 6.8.6. x©t(¢d)(x}, x5, xi) é abreviagdo deT (X}, b, X}, Xiy(X S 1D(x1, x5, x4, xh, Xk, X}, x1)).

Abreviacdo 6.8.7. Sx®')(d)(xi,x}, x1) é abreviacdo de XUFD(xi, x5, x1) v xGhED(x1 xi, ).

Podemos chamar a relagdo Sx*'7(¢) de a ¢-adjungao para x(-").

Teorema 6.8. s, Vxi(S(x,x*"D) o §(sxi, Sx“+)(0))).

“Se a relagdo x') para em n, entdo a ¢p-adjuncao para x(-'D paraem n+1".
Teorema 6.9. s, Vxi((DS(xi, Xt ) AD(9)) o Vx3IXI(SxE1D(0)(sxL, X, X5))).

Teorema 6.10. +s, Vxi((DS(xL, x® D) AD(9)) > DS(sxi, SxE9(0))).
Ou seja, “se x') é uma distribuicdo que paraemn e ¢ € uma distribuicdo, entdo a ¢-adjuncéo para

x(:tD paraem n+1 argumentos”.
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Abreviacdo 6.11.1. Sx®MD(p)(xI< (xh), x4, x) é abreviagdo de X!< X, A SxEED(d)(x1, x5, x1) A

Ds(xi, x(:1:D),

Teorema 6.11. +s, VXI/Xi(SXEMD(0)(xi< (X3), X5, x3) D XEFD(xY, x5, X5))..
“Se Sx1D(¢h) € uma ¢-adjuncao para x*') que paraem n, entdo, até n, 0s argumentos que satisfazem

Sx10(¢p) satisfazem também x@-1D”,

Teorema 6.12. ks, VXi/x5((DS(x¢, xO-+0) A SxE0(h) (X1, x5, X5)) D Xi< Sxi).
“Se Sx®1)(¢) € uma ¢-adjuncdo para x*') que paraem n e atrinca i, j, I) satisfaz Sx@)(¢), entdo

i ¢ menorouigualan+1”.

Abreviagdo 6.13.1. x(iDSx(iD(h)(xi/xi, X}) é abreviagdo de €(d) A DeS(x},x0ED) A

SXCD(@) (X1, X2, X3) A SXELD() (X1, X}, X4).

Teorema 6.13. +s, VX{/x4(xEHISXEED(0) (x1/XE) D xi=X3).
“Se Sx@1)(p) é uma ¢-adjuncdo para uma determinacao que paraem n e ¢ € uma determinacao,

entdo Sx')(¢) é uma determinacédo”.

Abreviagdo 6.14.1. x®t0Sx@id((xi< (sxi)/X})) é abreviagdo de X< SXiA SxOD(xi, Xk, x5) A
d(x1, x5, x5, x5) A DS(xi, x®10),

Teorema 6.14. +s, VX{/xi(X®OSXGED(0(x] < (sxE)/xE)) D Sx@F0(sxi, x4, x1))).

“Se Sx)(¢) é uma ¢-adjuncdo para uma determinagao que para em n, entdo Sx")(¢) chega até,

pelo menos,n+1".

O préximo resultado, juntamente com 6.2, produz, por assim dizer, uma versao construtiva e um
preliminar do teorema 126 de Dedekind ,citado anteriormente; a partir de uma descricdo de um N-calculo
para R (¢, ¢) e do teorema 6.15 (onde ¢ e ¢ sdo determinacdes e N-distribuicdes) podemos refutarem S,
todos os valores ndo alcancados por meio do N-célculo, quaisquer que sejam os argumentos de R (¢, ) .
Contudo, para nossos objetivos, diferentemente de Dedekind, ndo precisaremos provar que tal funcéo é
Unica (na verdade, para essa demonstracdo seria necessario adicionar um axioma de extensionalidade a

N0osSo sistema).
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Teorema 6.15. +s, De(@) A De(¢) oV xiIxEI(xCD=i(@) A xED=i()(xE) A DeS(xi,x D)),
“Se ¢ e ¢ sdo determinacdes universais, entdo, para todo natural n, existe uma determinagao que

paraemn”.

Teorema 6.16. s, De(p) A De(¢) o e(R (9, 9)).

“Se @ e ¢ sdo determinagdes universais, entdo a ¢-expansao de ¢ € uma determinacao”.

Teorema 6.17. ts, D(¢) A D(¢) o VxIVXiIXIVXEVXED((@, ) (XED) (xd) D (xEE(xE, X5, xL)

v Xi< xi).

Teorema 6.18. +s, D(9) A D(0) o D(R (¢, 9)).

“Se ¢ e ¢ sdo distribui¢Ges, entdo a ¢-expansdo de ¢ € uma distribuigdo”.
E, portanto, de 6.16 € 6.18:

Teorema 6.19. s, De () A De(¢) o De(R (¢, 9)).

“Se @ e ¢ sdo determinagdes universais, entdo a ¢-expanséo de ¢ &€ uma determinagéo universal”.

87. Teoria das Férmulas Recursivasem S,

Definicéo 7.1. Definiremos, agora, as formulas recursivas de L ,:
Ro: As formulas S, Cy e P'} sao todas formulas recursivas de L ,;
R;: Se a, By, B, ..., Bn S@0 formulas recursivas de L, entdo C (o; By, By, ..., Bn) € também uma formula
recursivade L ,.

R,: Se ae 3 sdo formulas recursivas de L ,, entdo R (o, B) € também uma formula recursiva de L ,.

Segue-se dos teoremas 3.2, 3.1, 3.7, 3.5, 3.10, 3.8,4.7,4.1, 6.2 € 6.18 que:
Teorema 7.1. Se ¢ é uma férmula recursiva, entdo existe um N-calculo parag em S, e @ é uma

determinac&o universalem S.,.

E de 7.1 temos que:
Teorema 7.2. Se ¢ é uma férmula recursiva de L ,, entdo, paraum k qualquer, @(x}, ..., xi,k) é uma
N-representagdoem S..

E, finalmente, encontramos um equivalente meramente formal para Teorema 'V de Godel .
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Definicéo 7.2. Se F(x},....,x1) ¢ uma férmula do tipo @(xi, ..., X!, 0), onde ¢ é uma férmula recursiva

de L,, diremos, entdo, que F(xi,...,x}) é uma formula de Kleene.

E é 6bvio que:

Teorema 7.3. Se F(xi, ...,x}) € uma formula de Kleene, F é uma N-representacdo em S..
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Capitulo 11
Aritmetizacdo da Sintaxe de S,

81. Operag0es e Relagdes Recursivasem S,

Abreviacdo 1.1. xi+ xi=x} (ou apenas +) ¢ uma abreviagio de R (P1, C (S; P3)).

A abreviacdo é auto-explicativa; contudo, existe um abuso de linguagem: o simbolo de igualdade
deve ser pensado, no caso, como parte de um simbolo composto ... +... = (devemos notar que s € 0
Unico simbolo funcional de L ,), diferindo assim do uso do mesmo simbolo em sx} = sx}, que é abreviagéo de
WV xO(xD(sxi) <> xO(sxi)). Em todo caso, desde que + é uma formula recursiva, + é uma determinagéo

universal, o que justifica em termos informais tal uso do simbolo de igualdade.
Abreviagao 1.2. xix xi=xi (ou apenas X) é uma abreviagio de R (C3, C (+; P, P3)).
Abreviaco 1.3. x*=x! (ou apenas E) & uma abreviagéo de R (CL,C (X: P2, P2)).

Em geral, o método das definigcbes explicitas de Kleene % permite que encontremos abreviagBes adequadas
(adequadas porque mostram gue as formulas assim abreviadas sdo formulas recursivas de L ,?; e, portanto,
que elas sdo determinacdes e que temos N-célculos para elas) para todas as fungGes recursivas primitivas (no
sentido de Kleene). Das propriedades metamatematicas das formulas recursivasde L,em S, (teoremas 7.1

e 7.2 do capitulo anterior) temos, entdo, que:

Teorema 1.1. Todos os resultados das se¢des 844, 845 e 846 de Introduction to Metamathematics
de Kleene podem ser adequadamente convertidos em resultados metamatematicos para as formulas
recursivas de L, em S.,.

Por exemplo, segundo o teorema #D de Kleene p.228: “O predicado Q(xi,...,x) é recursivo
primitivo em Q”; tal resultado pode ser convertido em “se Q(x!, ..., x}, xi.1) € uma formula recursiva,
entdo Q(xi,...,xi,xt,;) € uma formula recursiva e, portanto, Q(x,...,x},0) é uma N-representacéo em

o7, ondeQ(x, ..., x}, xi.,) uma abreviacdo adequada no sentido acima.

19. Segundo as abreviagdes anteriores, x!, X e x4 si0 real e exatamente as variaveis livres de R (Pi, C(S; Pg)).

20. Cf. Kleene, Ibidem, 844, 220-3.

21. Comparemos, por exemplo, a abreviacdo 1.1 com a analise de Kleene da soma (p.222) e as abreviagfes 1.2 e 1.3 com as
andlises #2 e #3 de Kleene (também p.222).
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Devemos notar, ainda, que a distingdo de Kleene entre simbolismo intuitivo e simbolismo formal
(p.225) é, de certa forma, preservada em nossas considera¢des de carater meramente formal: se Q é uma
formula de L, entdo as formulas ~Q(x, ...,x%,,0) e Q(xi, ..., i, 0) ndo sdo, de maneira alguma, formulas
idénticas de L ,; e, mesmo que fossem, por exemplo, equivalentes (em um sentido determinado), isto ndo

seria, obviamente, garantia de que compartilhassem outras propriedades metamatematicas.

No restante desta e nas proximas se¢des, suporemos que os resultados de Kleene foram
adequadamente convertidos em resultados para S , (ndo obstante, permitamo-nos algumas variagoes de

notacdo em relacdo ao autor). De modo que:

Teorema 1.2. x{»xi=xi (cf. Kleene, #21, pp.230-1) é uma férmula recursivaem S , e, portanto,
existe um N-célculo para essa formula e essa formula é uma determinagdo universalem S,.

Suponha que pkexpXix...xpkm seja a decomposicdo de xi em fatores primos (ou,
mais sucintamente, decomposicdo de x}) e, por sua vez, que pfiexplix...xph" seja a
decomposicéo de xb; entdo o MN-calculo para x}*xi=x} produzird o nimero xi, cuja decomposicao é
pEox phix ... x pkmx phe xcphs x...xphn . (0s primos sdo dispostos em ordem de magnitude).

Ou seja, xt € uma espécie de “concatenacdo da decomposicdo dos argumentos da determinacéo

universal xi *x,=x}

As proximas abreviagOes sdo similares as construcdes apresentadas por Smullyan em Gaédel’s
Incompleteness Theorems, Capitulo 1, 82, pp.30-33; contudo, tais abreviacdes estdo baseadas na
concatenacdo de Kleene (e isso vale, em geral, para quaisquer operacdes recursivas deste capitulo,

como ficou implicito anteriormente).

Abreviagdo 1.4. C(x1,X;) ¢ uma abreviagao de (EX3)xi<xi(Xi*X3=X3).

Podemos ler: “adecomposicdo de x| comeca a decomposicao de x}”.

Abreviagdo 1.5. T(x},x}) é uma abreviagao de (EX3)xi< xi(X3*X1=X3).

“A decomposicéo de x} termina a decomposicéo de x5”.

Abreviagao 1.6. P(xi,x}) é uma abreviagéo de (Ex})xi<xi(C(x},x3) & T(xi,x})).

“A decomposicéo de x! é parte da decomposicéo de x5 (ou, sucintamente, xi é parte de x})”.
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Abreviacdo 1.7. Seq(k)(x!) é uma abreviagao de C(S*0,x!) & T(x!,sk0) & P(sk0*sk0,x!).

Lemos: “a decomposicdo de x! comeca e termina com k e k ndo ocorre seguidamente
na decomposicao de xi”. Para explicitar, se n é tal que Seq(k)(s"0) se verifica, entdo n pode ser pensado
como um codigo para uma k-seqiiéncia finita de nimeros diferentes de k. Tais nimeros codificam seqiiéncias
de numeros da seguinte maneira: suponha que n seja uma 2-sequiéncia finita de nimeros e que 2 ocorra,
digamos, 4 vezes na decomposicdo de n; a decomposic¢do de n, neste exemplo, serd algo do tipo
25X X P X X P X X P, € N sera a codificacdo de uma 2-seqiéncia de 3 nimeros (diferentes de

2), nimeros cuja decomposic¢ao é parte de uma parte de n comecada e terminada por 2.

Abreviacao 1.8. xie Seq(k)(x) é uma abreviacao de Seq(K)(x}) & P((sk0*xi)*sk0,x}) & P(sk0,xL).

Ou seja, “xi € um dos membros da k-sequiéncia x5”.

Abreviacdo 1.9. Seq(k)(xi)(xi< x1) é uma abreviagdo de Xie Seq(k)(x}) & Xie Seq(k)(x}) &
(Exa)xi<xi(C(xh,x3) & P(xi,xi) & P(x3,X3)).

“xi é anterior a xj na k-sequiéncia x}”.

82. As expressdes de L,
Convencdes Auxiliares. Para o resto da dissertacdo, escreveremos Seq(x!) em lugar de Seq(2)(xs).

Com vistas a aritmetizacéo da sintaxe de S, associamos, primeiramente, a cada simbolo de L , um
nimero natural do modo abaixo:

Associamos, agora, a uma expressao o, um natural g(ot), dito o nimero de Godel de o, como se
segue: se oo tem comprimentol, entdo g(o) sera 2%, onde k é o natural associado ao Unico simbolo de o; seja
o a concatenacdo das expressdes P, e B,; o nimero associado a o serd, entdo,
ploxc plax ... x pkmx plo s pf x...xpM  onde a decomposigéo do niimero associado B, & plox plax ... x pfm
e adecomposicgio do ndmero associado 3, € plox plix - .. x pf. Assim temos que g(ei) = 22x32=72, g(iei)

= 2x 33 52 E importante notar que se o € diferente de B, entdo g(o) e g(B) sdo diferentes e que toda
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expressdo de L , tem um numero de Godel.

Notemos que: a cada nimero natural n corresponde um numeral s"0 de L ,, de modo que o sistema
S, pode ser pensado como a contrapartida formal de uma teoria cujo universo de discurso inclui 0s nimeros
naturais. Por sua vez, a cada expressdo o de L ,, corresponde um nimero natural, por exemplo, n e,
portanto, um numeral s"0 de L, de modo que o sistema S, pode ser pensado
como a contrapartida formal de uma teoria cujo universo de discurso inclui as expressoes de L ,,
no mesmo sentido, em que inclui, por exemplo, 0s nimeros naturais primos, ou 0s nimeros naturais
pares. Ainda, neste sentido, 3x3(2 xx3=x{) ou (Ex3)xi< xi(2 XX = X1)—se quisermos continuar no &mbito
das formulas recursivas—sao possiveis contrapartidas do predicado aritmético “ser um ndmero par”
em L,. A pergunta seria, entdo, qual a contrapartida de “ser uma expresséo de L ,” em L ,? Contudo,
é desnecessario responder tal pergunta; o que nos interessa aqui ndo sao expressdes quaisquer de L ,, mas

apenas alguns tipos especiais delas. Trataremos desses tipos em seguida.

Antes de continuarmos, todavia, convém substituir a regra concernente as matrizes tipicas de L, pela
regra abaixo.

Definimos as matrizes tipicas de L ,:
M: ‘i’ € uma matriz tipica;
M,: Set, e t, sdo matrizes tipicas, entdo et; e at,t, Sdo matrizes tipicas.
Observacéo. Nos capitulos anteriores escreveriamos, por exemplo, (t;) em lugar de et;; t;, t, em

lugar de atyt,; e (t;,t,) em lugar de eatyt,; e (t, t,, t;) para aat,t,t; € também para at,at.ts.

Abreviacio 2.1. M(x!, X}, x}) é uma abreviagio de 23*X}=x} V 2% x}*x}=xi.
Podemos ler assim “ou x} é uma tipificacéo de x! ou uma tipificacdo de x! e x”. Deve-se notar que
V abrevia uma formula correlata a uma operacgéo recursiva e difere do simbolo v de L ,, como j& haviamos

rapidamente mencionado no inicio dap. 32.

Abreviagao 2.2. Sequ(x}) é uma abreviagdo de Seq(x}) & (xi)xi<xi(xie Seq(x}) —22=x} v
(Exd)xi< xi(EX)xi<xi(Seq(i)(xi< x3) & Seq(xi)(xi< x3) & M(x4,Xi, X})).

Lé-se “A sequéncia x! € uma sequiéncia de formac&o de matrizes tipicas”.
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Abreviagéo 2.3. Mat(x}) ¢ uma abreviagao de (EX3)xi< (Ih(xi)+2)1(Sedm(x2) & xie Seq(x3)).

“xi & (0 nimero de Godel de) uma matriz tipica de L ,”; notemos também que Ih(k) € “o comprimento
da decomposicéo de k”; k! é “o fatorial de k”. Tais fungGes utilizadas na limitacéo do existencial de Mt(x!)
estdo em Kleene #4 e #20 (pp.22 e 230) e sdo utilizadas em Mt(x!) apenas porque ali estdo; em termos
computacionais, poderiamos facilmente encontrar uma limitacdo mais eficiente (mais restrita) para tal

existencial.

Abreviacao 2.4. Sa(x}) ¢ uma abreviagdo de (X3)xi<xi(P(x},X) = P(2°x})).

“xi é uma sequiéncia de -’s”.

Abreviagao 2.5. Var(x}) é uma abreviagao de (Ex})xi< xi(EX5)xi<xi(Sa(xs) & Mat(x}) & 25 i xi=x1).

“xi é (0 nimero de Godel de) uma variavel de L,”.

Abreviagio 2.6. Ss(x}) ¢ uma abreviacao de (xb)xi<xi(P(x},x}) — P(27,x})).

“xi é uma sequiéncia de s’s”.

Abreviag&o 2.7. Num(xi) é uma abreviagao de (Exb)yi< xi(SS(x}) & xb* 28=x}).

“xi é (0 nimero de Godel de) um numeral de L,”.

Convencao 2.8. Usaremos Ft(x}) para indicar a formula de L, que aritmetiza a nogéo de “x! é (o

numero de Godel de) uma formula atdmicade L,”.

Abreviacio 2.9. Neg(xi) =X} é uma abreviagao de 210% 211x xix 29= X},
Neg(x!) é pensada como a operagdo unaria de negacdo. Entdo, desde que Neg(x}) =x} é uma
formula recursiva de S, (supondo a adequada convers&o dos resultados de Kleene), se x! € o nimero

de Godel de o, entdo o N-calculo produz o niimero de Godel de ~o.. O mesmo vale para as formulas abaixo.

Abreviacio 2.10. Imp(x,xb) =X} ¢ uma abreviagio de 210X} 212 x}x 2= i,
“x} (0 nimero de Godel) da condicional formada pelas (possiveis) formulas cujos nimeros de

Godel sdo respectivamente x} e x”.

Abreviacdo 2.11. Con(x,x}) =x} é uma abreviacio de 220%Xi* 213%Xix 29=x}.

Con(x!,xi) é “a operacéo binaria de conjuncéo”.



I11. Aritmetizacdo da Sintaxe de S, 42

Abreviacdo 2.12. Dis(x}, x}, x}) ¢ uma abreviagio de 210%xX}x 214 X 20=xi,

Dis(x!,x}) é “a operacéo binaria de disjuncéo”.

Abreviacdo 2.13. Gu(xi, x}) =X} é uma abreviagio de 225+ Xi*x3= Xi.
Gu(xi,xb) é “a operacdo binaria de generalizacdo universal de x} com respeito a x!”.
Abreviacdo 2.14. Ge(x},x3) =X} é uma abreviagio de 216+ Xi*x}=xJ.

Ge(x},x}) é “a operacdo binaria de generalizacdo existencial de x} com respeito a x}”.

Abreviacdo 2.15. F(x}, x}, x}) é uma abreviagdo de Neg(x!) =x} v Imp(xi,x}) =xi v Con(x}, x}) =x}
Vv Dis(x},xp) =x} vV (Exi)xi<xi(Var(xi) & Gu(xi,xi)=x3) V (Exi)xi<xi(Var(xi) & Ge(xj,xi) = ).

Podemos ler “ou x{ € uma sobreformulac&o de x! ou uma sobreformulacéo de x! e x}”.

Abreviagdo 2.16. Seqe(xi) ¢ uma abreviagdo de Seq(xi) & (x3)xi< xi(xte Seq(xi) —Ft(x3) v
(Ex3)xi<xi(Exi)xi<xi(Seq(xi)(xi< x3) & Seq(xi)(xi< x3) & F(x}, X, X3)).

“A sequéncia x} é uma sequiéncia de formacdo de formulas”.

Abreviagdo 2.11. For(x{) é uma abreviagdo de (EXp)xi< (Ih(xi)+2)!(Seqr(x3) & xie Seq(x})).

“xi é (0 nimero de Godel de) uma formula de L,”.

83. Aritmetizacgdo da Substituicdo em S,

A substituicao é talvez o mais dificil dos tpicos concernentes a aritmetizacéo; muitas vezes, tenta-se
contornar tais dificuldades modificando, no préprio sistema (a ser aritmetizado), as regras relativas a
substituicdo, um exemplo disso é o sistema devido a Kalish e Montague apresentado por Smullyan em
Godel’s Incompleteness Theorems (cf. axioma L, p.29); outra vez, trabalhando com férmulas equivalentes
auma dada substituicdo, mas de estrutura mais simples (cf. Smullyan, p.25), estratégia que tem suas limitagdes.
N&o obstante tais recursos, as operacoes de substituicdo ligam-se intimamente ao tipo de codificacao de
expressdes proposto pela aritmetizagdo—talvez valesse fazer um estudo mais detido dos varios tipos de
substituigao relativos aos varios tipos de codificacdo. Nossos problemas s&o: primeiro, definir uma substituicéo
paraS,, um sistema mais complexo do que os sistemas aos quais tivemos acesso (inclusive o de Godel);
segundo, encontrar a melhor estratégia para aritmetizagio proposta. E bem provavel que, dispondo de mais
tempo, pudéssemos chegar a solugdes mais simples e elegantes. Em todo caso, apresentaremos uma operacdo
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de substituicéo (o ideal seria trabalhar com varias) que, pelo menos a primeira vista, parece sustentar nossos
resultados.

Abreviacdo 3.1. PriSubs[x{]ﬁzxg ¢ uma abreviagao de ((EX§)xi<xi(EXb)xi<xi((Xi*Xi*x§=x{ &
(xDxi<xi(P(x3,x8) — P(x7,Ge(x:,x})) & P(Ge(x:,x1),x3))) — xexxpexs=x3) V ((X§)xi<xi((xs=x3 —
P(x5,x1)) — xi=x3) V ((xi<xi(($=x5 & P(xd,xi) & (Ex)xi<xi(P(x, Ge(xd, x§)) — X{=Xx3).

Aférmula PriSubs[x{]ﬁ: xiédaformac vV B V v, onde B nos diz que “se (a decomposicao de)
x4 ndo é parte de (a decomposicdo de) i, entdo a PriSubs de x} por x} em x é o préprio x!”, ynos diz que
“se todas ocorréncias (da decomposicdo de) x} em (a decomposicdo de) x! ocorrem em uma parte de x!
que é uma generalizacéo universal (ou seja, sdo “ligadas”), entdo a PriSubs de x} por x} em x! é novamente
o proprio xi”, e, finalmente, o nos diz que “se existe x} que é uma parte ndo ligada de x}, entdo a PriSubs de
x4 por x em x{ é o resultado de substituir a primeira ocorréncia (a ocorréncia mais a esquerda) ndo ligada de

xi em x{ por x}”.

Abreviacdo 3.2. Subs(x}) [xé]’f(;:‘: X ¢ uma abreviagdo de R (P3, C (PriSubs; P3, P3, P3, P2)).

No vocabulario do final do Capitulo I1, Subs(x}) [xg]ﬁz xi é a C (PriSubs; P3, P3, P3, P2)-expansio
da identidade; de modo que Subs(O)[xg]ﬁ: X5, ou seja, a substituicdo 0 na formula cujo nimero de
Godel é x} é o proprio x3; Subs(T)[xg]z:: PriSubs[xg]Z:, ou seja, a substituicdo 1 equivale a substituicdo da
primeira ocorrénciade x} exposta acima; Subs(2) [X§]§= PriSubs[Subs(1) [xé]z}i]ﬁ, ou seja, a substituicio 2
equivale a substituicio da primeira ocorréncia de xj na substituicio 1 e assim sucessivamente. Subs(x!) [xé])f: X4
é, portanto, no caso relevante, a substituicdo das primeiras x{ ocoréncias de x} em x} por xL.

Segue-se, entdo, que limitando as substituicGes pelo comprimento da decomposicéo de x{, ou seja,
por Ih, a formula abaixo serd uma contrapartida da substituicdo de todas as variaveis livres da formula cujo

namero de Godel é x..
Abreviacio 3.3. Subs[x{]ﬁ: X} é uma abreviagéo de Subs(lh(x{))[xi]ﬁz X5,

Usando a férmula recursiva Subs(x{)[x&]z:: x4, podemos, ainda, definir a substituicio de uma parte
qualquer da decomposicdo (por exemplo, a parte que codifica a segunda ocorréncia de um numeral que

ocorre 3 vezes na codificacdo da formula), substituindo, primeiramente, as ocorréncias de tal parte (no caso
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do exemplo, a primeira) por um numero adequado, depois, fazendo a substituicdo desejada e, finalmente,

recolocando a ocorréncia anterior no seu lugar.

84. Asintaxede S,

Embora ndo tenhamos levado a cabo uma arimetizacdo completa da sintaxe de S ,, apresentaremos,
ndo obstante, algumas indica¢Ges de como realiza-la; lembremos que nosso objetivo ndo é demostrar que tal
empreendimento é factivel—este resultado € bem conhecido—, mas sim proporcionar uma notacéo adequada

para o estabelecimento dos teoremas finais desta dissertagéo.

Devemos, primeiro, aritmetizar cada um dos esquemas axiomaticos de S ,. Tomamos como exemplo
0 esquema A; (obviamente os esquemas que pressupdem a operacdo de substituicdo sdo muito mais
complicados):

Abreviagéo 4.1. A;(x}) ¢ uma abreviagdo de (EX})xi< xi(EX3)xi< xi(For(xi) & For(x}) &
IMp(x, IMp(x4, X3), X1)).

O que significa: “x! é (o nimero de Godel de) uma das instancias do esquema A, de S,”.
Notemos que se a descricdo Imp(xi, Imp(x3, xi), x)) fosse realizada no espirito do Capitulo Il (antes de
supormos feita a conversao dos resultados de Kleene), teriamos ao invés de Imp(x}, Imp(x}, xi), x})) algo

como C (Imp; P, C (Imp; P3, PD)(x1, X3, X3).

Supondo, agora, as formulas recursivas associadas a cada um dos esquemas axiomaticos
ou axiomas de S, temos, entdo, uma formula recursiva associada a “x} é (o nimero de Godel de) um
axioma de S,”:

Abreviacdo 4.2. A(x!) é uma abreviagio de Ay(X}) V - V Ag(x]) V Py(x)) V Py(xi) V Ps(x).

Devemos, em seguida, aritmetizar cada uma das regras de inferénciade S ,. Por exemplo, aregra l;:

Abreviacio 4.3. 1,(x!, x5, x}) é uma abreviagao de Imp(x{,x4) =x5.

Suponhamos que formulas recursivas de S , estdo associadas adequadamente a cada uma das regras

de inferéncia de S ,, de modo que possamos, entdo, encontrar uma formula recursiva associada a “x} é (0
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nimero de Godel de) uma formula derivavel em S, a partir das formulas cujos nimeros de Godel séo,
respectivamente, x e x3”’; podemos ento prosseguir:

Abreviacao 4.4. D(x!, x5, xi) é uma abreviacéo de 1;(x%, x5, X3) V (x4, xd) V 15(xL,xd) V' 1,(xd, x5).

Finalmente, teremos:
Abreviagéo 4.5. Seqpem(xi) ¢ uma abreviagdo de Seq(xi) & (X3)xi<xi(xi€ Seq(xi) —A(xy) V
(Ex3)xi<xi(Exi)xi<xi(Seq(x1) (x< xz) & Seq(xi)(xi< x3) & D(x}, X4, X3)).

Ou seja, “xi é (o nimero de Godel de) uma provade S,”.

Sempre debaixo da suposicdo de que as conversdes dos resultados de Kleene foram realizadas
adequadamente, segue-se, entdo, que Seqpem(X!) € da forma ¢(xi,0) e que @(xi,0) é uma formula recursiva
de L , e, portanto, pelo teorema 7.2 do Capitulo Il, que:

Teorema 4.1. Segpem(x}) é uma N-representacdo em S,.

Abreviacio 4.6. Dem(x}) ¢ uma abreviacao de IX(Seqpem(X}) & Xie Seq(x)).

Ou seja, “xi é (o nimero de Godel de) um teorema de S,”.

Notemos que Dem(x!) ndo é da forma ¢(xi,0)—onde ¢(xi,0) é uma férmula recursiva de L ,—,
na verdade, serd demonstrado no préximo capitulo que se S, é N-consistente, ndo existe nenhuma

formula de Kleene que N-represente Dem(xy).
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Capitulo IV

Incompletudede S,

§1. Diagonalizacdoem S,

Abreviacdo 1.1. S*(xi) =} é uma abreviagio de 27* X} = Xb.
Nos casos relevantes, “se xi é o nimero de Godel do numeral i, entdo x} é o nimero de Godel

de sn”.

Abreviacio 1.2. N(x}) =x} é uma abreviacio de R (Cs, C (S*; P3)).
Dado o N-célculo para N(x!), 0 produzia 28, ou seja, 0 nimero de Godel de 0; 1 produzird 27x 28,
ou seja, o numero de Godel de 1; 2 produzida 27x27x 28, ou seja, o nimero de Godel

de 2; e, assim, sucessivamente. Em outras palavras, “x} é o (nimero de Godel do) numeral de x!”.

Abreviacoes Auxiliares. v é uma abreviagdo de 2°x 3°x 52; v, é uma abreviagio de 2°x 3°x 5°5x 72,

V3 é uma abreviagéo de 2°x 3%x 5%x 76x 112,

. ~ . . . . L. Y .

Abreviacao 1.3. PriVarSubs[xi](x3) = X3 é uma abreviag&o de Subs[x{]xz = X3.
Apenas para os casos relevantes, temos algo como “x} é o nimero de Godel do resultado da
substituicdo, na formula de nimero de Godel x!, da primeira variavel pela expresséo cujo niimero de Godel

éxy”.

Abreviacdo 1.4. D[x!] =x} é uma abreviagdo de PriVarSubs[x{](N(x})) = x..

D[xi]=x} é “a funcéo diagonal”. Seja, por exemplo, k; 0 nimero de Godel da formula F(x?)
e plox ... xpkmx p3  xp8 xp2,.xpd,x---xpl. . a decomposicdo de k;.. O N-céalculo para D[x{]
junto com k, produziré, por exemplo, a prova de D[k;] =k para um k determinado, cuja decomposicéo
é ploxc...oxpkmxp?l o xpl X P8 X PY,,.0X . De modo que k é o nimero de Godel de F(k,),

onde k, é o nimero de Godel de F(x!), ou seja, “k é 0 nimero de Godel da diagonal de F(xi)”.

Em termos gerais, temos que:

Teorema 1.1. Se é ky 0 nimero de Godel da férmula F(x{), entdo +s, D[g(F(x!))] = g(F(ky)).
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82. Teorema de Tarski e Teorema da Incompletude de Godel-Tarski

Vamos supor nesta se¢cdo uma defini¢do apropriada de verdade segundo uma interpretacéo

juntamente com suas propriedades usuais.

Convencoes 2.1. A é uma interpretacdo (extensionalmente correta) de L , tal que A(Di) € 0
conjunto dos naturais, A(s) é a funcéo sucessor e A(0)=0. Se o € uma sentenca de L ,, entdo A(a) € {V,
F} e é dito o valor de verdade o segundo A; além disso, T serd o conjunto {o.A(a)=V}, F serao

conjunto {o:A(o)=F}.

Definicao 2.2. Um sistema S € (aritmeticamente) correto se e somente se, para qualquer sentenca

odalinguagemde S,se ks o, entdiooe T .
Teorema2.1. Se' S, é correto e k, 0 nimero de Godel de F(xi), entdo D[g(F(x))] =g(F(k)) €T .

Teorema de Tarski. Se S, é aritmeticamente correto, entdo ndo existe nenhuma formula T(x!) de

L , tal que, para qualquer o, T(g(cr)) € T seesomentese oLeT.

Abreviactes e Convencdes Auxiliares. T*(x) é uma abreviacdo de Vx}(D[x] =x} o ~T(x})),

T & 0 nmero de Godel de T*(x)).

Prova. Suponhamos que exista uma formula T(x}) de L , tal que, para qualquer o, T(g(o)) € T
sse a.e T; assim, como T(x}) é uma formula de L ,, ‘T’*(x{) serauma formulade L, e f*(?*) serd uma

sentencade L ,.

Se T*(t*)e T, ou seja, se D[g(T*(x))]=g(T*(*)) o ~T(g(T*(t*))) e T entfo, pelo teorema

2.1, temos que ~T(g('T'*(?*))) €T e, segundo as condicdes para T(x!), também que 'T'*(?*) ¢ T; ou seja,

uma contradigdo.

Se 'T'*(?*) ¢ T, segue-se que ~(D[g('|~'*(x{))] = g('f*(?*)) - ~T(g('|~'*(?*)))) €T, ora, pelo teorema

2.1, D[g(F(x)]=g(F(k.) T, logo, ~T(g('T'*(?*)))) ¢ T e, segundo as condigGes para T(xL), ‘T’*(T*) eT;

Ou seja, novamente uma nova contradicao.
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Ora, f*(?*) eT ou T*(?*) ¢ T, entdo, tal como especificada, T(x!) ndo pode existir.

Defini¢do 2.3. Umsistema S € (aritmeticamente) completo se e somente se, para qualquer sentenca

o.dalinguagemde S, se e T, entdo s o, do contrério, S é incompleto .

Definicdo 2.4.Um sistema S € inconsistente se e somente se, para alguma sentenga o, Fs o €

s ~ou; do contrario, | € consistente.

Teorema de Godel-Tarski. Se S, € consistente e correto, entdo S, incompleto.
Prova. Se S, fosse completo, entéo existiria uma formula T(x!) de L , tal que, para qualquer o,
T(g9(c)) e T se e somente se ae T, a saber, dada hipotese da consténcia de S,, a formula Dem(g(c)),

0 que contradiz o teorema anterior.

83. Teorema Incompletude de Godel

Abreviages 3.1. Escreveremos P(x!, xi) em lugar de Seqpem(X) & xie Seq(xb); P*(x!) no lugar
de VxiVxi(D[xi] = xi > ~P(xi, x})); p* sera o niimero de Godel de P*(x!) e dp* sera o niimero de Gédel

de VXiVXi(D[p*]=xi o ~P(xi,x})), ou seja, de P*(p*).

Teorema 3.1. Fs, P*(p*) o ~IxiP(dp*,x)).

Prova.
W {3 s, P*(P¥) H
@ {3 *s, D[p*]=dp*> ~P(dp*,x) E(V)(1)
& @ s, D[p*]=dp* Teorema 1.1
@ {3 ks, ~Pp*,x) E()(23)
© {3 Fs, Vx~P(p*x) I(¥)(4)
© {3 Fs, ~IxPp*X) (~36V-)E)
W @ k, P(p*) > ~3xP@Ep*,x) IG)L.7)
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Teorema 3.2. ts, ~P*(p*) > IxP(dp*,xJ).

Prova.
® {3 k, ~P(PY H
@ {3 ts, Vxi=VXY(D[p*1=x} D ~P(x},x) (3~~¥)(1)
@ {3 ts, ~VxiD[p*]=xi > ~P(xix}) E(Y)(2)
@ {3 ts, IK-(D[p*]=xi > ~P(xi,x}) (3~~V)@)
© {3 ts, ~(D[p*1=x > ~P(x},x}) E@)@)
©® {3 Fs, PO4x) EC)6)
M {3 k, D[p*1=xi EC)6)
® @ s, D[p*]=dp* Teorema 1.1
@ {3 ks, PP~} Subs(=)(7,8)
(19 {3 b, IxP(dp*,x)) 1(3)9)
W @ s, ~P*(p*) > IKPP*x) I=)(L.10)

Teorema 3.3. Se S, € consistente, g(o) =k e ts, ~Dem(k), entdo t-s, OL.

Prova. Se ts, ~Dem(k); entéo, ks, V xi~P(k,x3). Desde que para toda derivacdo em S, existe um
numero de Godel que lhe é correspondente e que nenhum desses nimeros é o nimero da derivacao de o,
temos que ts, o; notamos que a existéncia de tal nimero tornaria S, inconsistente, desde que teriamos,

sucessivamente, s, P(k,k,), ks, IXiP(k,x}) e, portanto, s, ~V xiP(k,X)).

Teorema 3.4. Se S, é N-consistente, g(o)=k e Fs, Dem(k), entéo ks, OL.
Prova. Se s, Dem(k); entdo, pela N-consisténcia, temos que, para algum ki, s, P(k,ky);
de modo que k; serd o nimero de Godel de uma derivacdo de o; reconstruida tal derivacéo, teremos

que Fs, o..
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Teoremada Incompletude. Se S, é consistente, entdo - 5*(6*). Se S, é N-consistente, entdo
~P*(p*). Se S, & N-consistente, entdo S, incompleto.

Prova. Suponhamos que S, € consistente e que s, 5*(5*), pelo teorema 3.1, temos, portanto, que
s, ~EIx§P(d_5*,x§), ou seja, que ks, ~Dem(c$*) e, portanto, pelo teorema 3.3, s, 5*(5*).

Suponhamos que S, é N-consistente e que s, ~|5*(§*), pelo teorema 3.2, temos que s,
EIx%P(d_B*,xg), ou seja, que ts, Dem(d_ﬁ*) e, portanto, pelo teorema 3.4, ks, 5*(3*); desde que um sistema
N-consistente é também consistente, entio t# ~P*(p*).

Na hipotese de S, ser N-consistente, como se da tanto 5*(5*) quanto # ~|5*(§*), segue-se que

S, incompleto.
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Consideracdes Finais

LimitacOes inerentes serdo, para nés, aquelas limitagdes que s6 podem ser contornadas pela
re-estruturacdo de toda exposicdo; por exemplo, a substitui¢do do sistema S, por outro seria um meio
de contornar limitacGes inerentes ao sistema S ,. E limitacdes residuais, aquelas limitacbes que podem
ser superadas pelo simples acréscimo de outros resultados a exposicao; por exemplo, a apresentacéo
de uma Teoria da Ordem mais completa para S,, seguindo as indicagdes de 85, Il, seria um meio de
superar limitagcGes residuais de nossa exposicao.

As limitacOes inerentes podem ser exploradas em termos das vantagens e desvantagens de
nossa abordagem em relacao a outras possiveis; as limitagdes residuais, em termos das possibilidades
deixadas abertas por nossa propria exposicao.

Nossas consideracdes finais serdo dedicadas ao tratamento de algumas dessas limitacoes.

As linguagens L, e L,:

Uma das possiveis vantagens conceituais das linguagens L, e L, € que nelas se d&, por assim
dizer, um tratamento primitivo das relagdes. As varidveis de L, e L, sdo variaveis relacionais de
aridade e tipo quaisquer. Essas linguagens se distinguem, em primeiro lugar, da linguagem do
sistema P de Gddel, na qual, relacbes sdo pensadas em termos de certas propriedades especiais
(mais especificamente, relacGes n-arias sdo pensadas como propriedades de entidades n-ordenadas);
e, em segundo lugar, da linguagem da Teoria Simples dos Tipos de Church, que trata as relacfes
como funcgdes proposicionais. No primeiro caso, poderiamos argumentar que existe uma vantagem
das linguagens L, e L, do ponto de vista da fundamentacéo do formalismo, na medida em que o
sistema de Godel pressupde alguns conceitos conjuntistas. No segundo caso, as coisas S0 um
pouco mais controversas e qualquer discussao se revestiria rapidamente de um carater filosofico;
se € vantajoso ou ndo, do ponto de vista conceitual, tratar as relagdes como primitivas é algo que
pressupde que respondamos perguntas do tipo: Qual € a relacéo entre conceito e proposi¢ao? Existe
subordinacédo entre eles? De que natureza € esta subordinacdo? Desde que esta muito longe de

nossas pretensdes atuais trazer respostas para tais questoes, ficam elas aqui em aberto.
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Do ponto de vista técnico, todavia, as vantagens dos sistemas de Godel e Church sdo enormes:
tais sistemas sdo muito mais faceis de aritmetizar. Temos duas indicacdes claras disso: primeira, a
redefinicdo de matriz tipica proposta na se¢do 2 do Capitulo 11, cuja fraqueza é a ambiguidade em
relacdo a definigdo original (81, Capitulo 1); segunda, o recurso desesperado & Convencao 2.8 do
Capitulo 111 para estabelecermos a contrapartida formal de “x{ é (o nimero de Godel de) uma formula
atdmica de L,” sem mudancas profundas em L ,.

Notemos, em todo caso, que, desde que 0s conceitos originais de matriz tipica e formula
atdbmica de L, sdo decidiveis, sua aritmetizacdo € possivel (por mais barroca que venha a ser);
do contrario, teriamos um contra-exemplo para a Tese de Church. Essa garantia, contudo, ndo nos
isenta, do ponto de vista da investigacdo formal, de substituir a Convencgéo 2.8 pela aritmetizacéo
adequada de “x! é (0 nimero de Godel de) uma formula atdmica de L,”. Essa € a primeira das nossas
limitacGes residuais.

Duas outras limitacOes desse tipo precisariam ser superadas para avangarmos na investigacdo
formal das linguagens L, e L,: primeiro, 0 estabelecimento de uma semantica matematicamente
adequada para tais linguagens; segundo, a hierarquizacéo dos tipos de formulas dessas linguagens
(por exemplo, formulas de tal ou tal ordem, férmulas recursivas ou analiticas, etc.), juntamente com
definicBes parciais de verdade. Tal clivagem permitiria, entdo, o estabelecimento intrassistémico (por
exemplo, em S,) de varios dos metateoremas das légicas de primeira e segunda ordem mais conhecidos
e de outros tantos teoremas da teoria da recurséo (na verdade, todos estes teoremas e metateoremas
sdo passiveis de tratamento em S,). Outro refinamento ébvio, desde que estejamos munidos das
definicdes de verdade relevantes, consistiria em um estudo mais detido das possibilidades expressivas

(dos varios tipos de formulas) das linguagens L, e L.

Os sistemas S; e S,:
As regras e axiomas concernentes aos quantificadores, tanto de S; quanto de S,, apesar de
corretos (na acepcdo técnica da palavra), merecem um estudo mais profundo para evitar possiveis

redundancias (de que, ao que tudo indica, sofrem S, e S,).
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Outro refinamento instrutivo: poderiamos definir um sistema S; (bastante parecido com S,),
no qual o axioma P (ou seja, a indugdo matematica) ndo aparecesse e cuja linguagem fosse a extenséo
simples L,uU{N} de L,; num sistema assim formulado, a constante ndo-l6gica N seria tomada como
a contrapartida do conjunto dos naturais, o que juntamente com axiomas definitérios de N, permitiria

a derivacdo da inducdo matematica.
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Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 11

Apéndice |
Provas dos Teoremas do Capitulo 11

81. Distribuicdo e Determinacdoem S, e S,

Teorema 1.1. D(x!=x}).

Prova.

b
e
%)
%)
%)

%)

ks

ks

ks

ks

ks

ks

Vxb~(xi=x})
~(xi=x})
xi=x!
~Vx5~(xi=x3)
Axb (xi=x3)

V xi3xh (x! = xb)

Teorema 1.2. e(x}=xJ).

Prova.

%
%
%
%
)

%)

ks

ks

ks

Xi1:X£ A Xi:Xé

(Xi:X% A X}: Xé) ) X;: Xé

VXXX =X5 A X{=X5) D Xb=X})

Doslemas 1.1e 1.2, entdo:

Teorema 1.3. De(x} = xJ).

Teorema 1.4. Para quaisquer naturais ne m, s e(s"x! = smxJ).

Prova. Substitui-se x! por s"x!, x} por s™x} e x4 por smx} na prova do teorema 1.2.

54

H
1)

I(=)
15)(123)
(~V~e3)(4)

I(V)®)

H

E(D)
E(D)
Subs(=)(2.3)
10)(14)

I(V)®)
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Teorema 1.5. De(s"x{ = x2).

Prova. O teorema anterior e 0 argumento abaixo produzem o resultado.

V x5~(s"Xi=x4)
~(s"X{=8"Xi)
snxi=snxi

~V X3~(s"X{ = x})
x5 (s"xi=x})

V xi3xb (s"x] = xb)

Teorema 1.6. ~De(x! = s"xb).

~(s"xz=0)
~(0=s"})

V x5~(0 = s"x})

~3 x5 (xi=snxb)
Ixi~Ixb (xi=s"x)

~V xi3xb (x} = sxb)

§2. Conceitos Nem S

Teorema 2.1. Se €(F), entdo en(F).

® {Z ks,
@ 3 ks,
(€) D ks,
)] D ks,
6 D ks,
(6) D ks,
Prova.
® D ks,
©)] D ks,
(€) D ks,
)] D ks,
(5 D ks,
(6) D ks,
Prova.
O {3
@ {&
@ {8 F
@ {8 ks
6 {13 ks,
6 {123} s,

VX4 X0tV Xt ((F(XL v Xe) A (XL, oy Xi41)) D X1 = Xiner)
(F(Ky, ..., Kn,kns1) A F(Ky, ..., kn,K)) 2 knyi=k

F(Ky, ..., kn,Kns1) A F(Ky, ..., Kn,K)

Kner= k

55

H
E(V))

=)
17)(1,2.3)
(-V~=3)@)

I(V)®)

E(V)(P)
Sim(=)(1)
I(V)(2)
(V~~3)@Q)
()

(~Ve3~)(©)

H
H
E(V)@)
1(~)(1.2)

E()(45)
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Se F(xi, ..., x}) € uma determinagao; temos, por defini¢ao, que ks, VX1/ X1V X1 ((F(XL, ..., Xae1) A
F(X, e Xhe1)) D Xasa = Xinsa); SUPOMOS, agora, que ts, F(Ky,....Kn kns1) € Fs, F(Ky,....kn,K), assim, pelo

esquema acima, s, kn.; =k, de modo que F(x}, ..., x}) € uma N-determinagéo.

Teorema 2.2. Se S, é N-consistente e D(F), entdo DN(F).
Prova. Para quaisquer ky, ..., kn, s, IXiF(Ky, ....kn, xi), desde que D(F); logo, pela hipétese da

N-consisténcia, para algum k, s, F(ky, ...,kn,k).

Segue-se dos teoremas 2.1 e 2.2:
Teorema 2.3. Se S, é N-consistente e De(F), entdo Den(F).

O teorema abaixo € uma consequiéncia imediata das definigdes:

Teorema 2.4. Se existe um N-célculo para F(x}, ..., x}), entdo DN(F).

Teorema 2.5. Rep(x! = x}).

Prova. Para quaisquer numeraisks, k, ouk; € mais complexo quek, ouk, é mais complexo quek,
ouk; e k, sdo numerais de mesma complexidade. A partir dos 3 esquemas abaixo é possivel construir
derivacdes ou de k; = k, ou de ~k,=k, segundo um dos casos.

Esquema 1.k, é de complexidade k, e k, é de complexidade k;, onde k, é maior do que k.

O {3k k=k H
@) @ ts, ski-1=sk,1Dki-1=kp-1 E(V)(P.)

®) {1 ks, Kir1=Kp-1 EG)(1.2)

(2+2k) @ s, SKi-Kp = skr-k, o ki-k, = kp-k, E(V)(P,)

(3+2k) {1} ts, Ki-ky=kok, E(2)(1+2k,, 2+2k))
Ora, k,-k, é igual a 0; e k;-k, é diferente de 0 na medida em quek; € mais complexo do quek,, logo,

para algumk, k;-k, é igual a sk. Entdo, é possivel reescrever as duas ltimas linhas:

(2+2k;) @ ks, Ssk=50 osk=0 E(V)(Py)

(3+2k)) {3} F+s, k=0 E(2)(1+2ky, 2+2k,)

Contudo, pelo axiomaP;:

(a+2k;) @ Fs, Sk=0 E(V)(P)

2
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O que gera uma contradicéo e, assim, pela contrapartida formal da reducéao por absurdo:

(s+2k) @ ts, ~kKi=ko E(~)(3+2k,, 4+2k,)

2

Esquema 2.k, ¢ mais complexo queKk;.

O {3k k=k H
@) @ ts, Ski1=sky1Dki-1=kp-1 E(V)(P2)

®) {1 ks, Kir1=Kp-1 EG)(1.2)

(2+2k) @ s, SKi-K; = skp-k; o ki-ki = kp-k; E(V)(P,)

2

(s+2k) {3 Fs, Kiki=Kakg E(2)(1+2k,, 2+2ky)

Ora, k;-k; é igual a 0; e k,-k, € diferente de 0 na medida em quek, é mais do complexo quek;, logo,

paraalgumk, k,-k; € igual a sk. Entdo, é possivel reescrever as duas Gltimas linhas:

(2+2k) @ ks, SO=ssk ©0=sk E(V)(P)
(3+2k) {} ks, O=sk E(2)(1+2ky, 2+2ky)
(4+2k) @ ks, k=0 Sim(=)(3+2ky)

Repete-se, entdo, as duas linhas finais do esquema anterior:
(5+2k) @ ks, k=0 E(W)(P)

(6+2k) @ Fs. ~Ki=k; E(~)(4+2k,, 5+2k,)

2

Esquema 3.k, ek, sdo numerais de mesma complexidade, de modo quek, ek, séo, na verdade, o

mesmo numeral. Assim:

(1) o ts, ki=k =)

2

E, portanto, pelos esquemas 1, 2 e 3, Rep(xi = x3).

Observagcao. Que x! = x} seja uma N-representacao é uma propriedade metamatematica da formula,
no entanto, é importante perceber que fatores, por assim dizer, tanto externos (e, em nosso caso, ndo
formalizados) quanto internos (teoremas de S) contribuem para o estabelecimento do resultado; pois,
diferentemente de V' x!(x! = x!) que é um teorema de S, o fato de que “numerais de mesma complexidade

sejam um mesmo numeral”, apesar de evidente, ainda assim ndo é um teoremade S.
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Teorema 2.6. Se existe um N-calculo para F(x, ..., x}) e e(F), entdo Rep(F).

Prova. Seja E(F)(x!) um Nn-calculo para F(x.,...,x!), cuja Gltima linha é, para quaisquer
numerais Ky, ..., kn, @ ts, F(ky, ..., kn,k); ora, desde que Rep(=), para um k., qualquer, ou s, k = kn.s
ouU +s, ~K = Kny; assim, se ks, k = Knyq, €ntdo ks, F(Ky, ...,Kn,Knsa); € S€ Fs, ~K = knsy, desde que e(F) e,
portanto, s, (F(Ky, ..., kn,Kns1) A F(Ky, ....kn,K)) D knuy =k (por E(V)), entdo rs, ~F(Ky, ....Kn, Kn.1).

Teorema 2.7. DeNn(xi=x).

Prova. Para quaisquer numeraisky, k,k:

O {3k k=k H
@ {3k, k=K H
O {3k, k=k SimE)(1)
@ {1 ks, k=k Subs(=)(2,3)

Supomos, agora, que +s k; =k, e +s, k;=k,, assim, pelo esquema acima, +s k; =k, e, portanto,
xi = x4 € uma N-determinacéo.
Desde que, para qualquer numeralk, pela reflexividade da identidade, s k =k, assim, x{ = x} é uma

N-determinacdo universal em S,. Deste modo, 2.8 fica demonstrado.
Definicdo 2.1. Seja E(=) 0 esquemade dedugdo (1) @ s, k =k I(=).

Ora, E(=) ¢ um N-calculo para x| = x}, entdo:

Teorema 2.8. Existe um N-calculo para x{ = x&.

83. Teoria das Funcdes Iniciaisem S,

Teorema 3.1. De(S).

Prova. Conferir teorema 1.5.

Teorema 3.2. Existe um N-calculo para S(xi, x5).

Prova. O esquemade deducdo (1) @ Fs, sk = sk Iz) €um N-calculo para S(x{,x3).

Teorema 3.3. DeN(S) e Rep(S).
Prova. Para quaisquer numeraisks, k, ou sk; € mais complexo do quek, ouk, € mais complexo do
que sk; ou sk, ek, sdo numerais de mesma complexidade. De modo que, pela aplicacdo dos esquemas 1, 2

e 3doteorema 2.5, Rep(S); pelosteorema 2.1 e 3.1, eN(S); e, pelos teoremas 2.4 e 3.2, DeN(S).
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Teorema 3.4. A(x!,x}) € uma N-representacdo (da relagdo “anteceder”), € uma N-determinacéo,
mas néo é uma N-determinacéo universal em S, (desde que S, seja consistente).

Prova. Novamente, os esquemas 1, 2 e 3 podem ser aplicados. Contudo, pelo axioma P4, para
qualquer numeralk, +s, k=0, de modo que se s, A(0,k), ou seja, +s, 0 = sk, para algumk, entéo S, seria

inconsistente.

Teorema 3.5. De(Cy).

Prova.
1) {3 ts, CROXL . XEXEa) A CRXE, ..o XE, Xhio) H
@ A} b, k=X E((D)
@ {3 b, k=X E((D)
@ @ ks, K=XuDdXu=K E(V)(Sim(=))
® {3 bk, Xha=kK EC)@2 4)
© D ks, (K= K AK=Xho) D X = X E(V)(Trans(=))
@ {3 ks, Xha=KAK=X. ()5,3)
©® {3 ks, Xm1= Xae E()(7,6)
©) D ts, (CROG, o X XE1) A CROG, o X XE)) D Xhig = Xhao 12)(1,8)

E, assim, depois da aplicagéo de sucessivas generalizacBes universais, derivamos, finalmente,
Fs VX Xha(CROXL oo X Xae1) A CR(XL, 1oy XA X042)) D Xhar = Xhao). LOGO, €(Ch).

O esquema abaixo completa a prova:

(1) o ts, k=k Iz)
@ Dk, X=X =)
€) D ks, Xz =X =)
(2+n) D ks, X=X (=)
@) @ ks, (~(XI=xiA)Axi=x) Ak=k) (A, ..., 2+n, 1)
@) @ ks, IXha(-(XE=xXEA ) AXE= XD AK= X)) 1(3)(3+N)

Deriva-se, entdo, ks, Vxi/ X, Ixhaa (- (X =XI A ) AXi=Xi) Ak=X}.1) por meio de n generalizagdes

universais de modo que D(Cy). E, portanto, De(Cy).
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Teorema 3.6. Den(Cy) e Rep(Cy).

Prova. Para quaisquer numerais k.1, k: a) ou k,., € mais complexo do que k; b) ou k é mais
complexo do que kn.; ¢) ou kn,; € k s3o numerais de mesma complexidade. Para os casos a), b) e c),
mostraremos como ¢ possivel construir derivacoes de Cy(Ky, ..., kn, Kn.1) ou derivagdes de ~Ci(k, ..., Kn,

kn.1), para quaisquer numeraisky, ks, ..., Kq.

a) Sekn.; € mais complexo do quek, entdo, pelo esquema 2 do teorema 2.5:
o) @ ts, ~K=knu

Ora, a negagdo de uma conjuncéo é derivavel da negacdo de um dos seus conjuntivos, portanto:
© @ s, ~(~(Ki=kia)A ka=kn) A kK=knsy)

Ou seja:

(2) %) |‘52 “‘CE(E]_, veey En, Em,]_)

b) Sek é mais complexo do quekn.;, entdo, substituindo o esquema 2 do teorema 2.5 pelo esquema
1 do mesmo teorema no caso a acima, temos novamente:

(2) %) |‘52 “‘CE(E]_, veey En, Em,]_)

¢) Sekn,; ek sdo numerais de mesma complexidade, entdo, pelo esquema 3 do teorema 2.5:

(1) %) }_Sz R: En+1
E, por ninstancias da reflexividade da identidade:

© o ts, ki=k E(V)(Ref(=))
€) o ts, ko=k E(V)(Sim(=))
@) @ ts, K=k E(V)(Sim(=))

Por meio de introdugdes sucessivas da conjuncéo:

@) D ks, (Kizkia) A kn=ko) Ak=Kni) (A2, ..., 240, 1)
@n) @ s, C{Ki, ..., kn, Knsr) Abreviagio 3.3
De modo que Rep(Cy).

d) O esquema abaixo estabelece que en(Cy).
W {3 ks, Cllky, ooy Ko Knay) H
@ {3 ks, Cilky oo Ko Knso) H
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@ {3 ts, ka=k EW®
4 {3 ts, kio=k E(@)
©) D ts, kno=K Dk =kn E(V)(SIm(=))
©® {3 ks, k=kno EC)45)
@) D ks, (kn=K AK=Kniz) D Knas = Knao E(V)(Trans(=))
® {13 ts, knaz=k Ak=kno 1(A)3,6)
© {12 ks, Ko =Kn E(0)(87)

Supomos, agora, que ks, Ci(Ky, ..., Kn, Kns1) € Fs, Ck(Ky, ..., Kn, Kns2), assim, ks, knis =Knso, €, portanto,

en(Cy).

e) Para quaisquer numeraisk;, ks, ..., kn, 0 esquema abaixo é a derivacéo de C{(ky, ..., k., k) em S,:

(1) o s, k=k E(V)(Ref(=))
@ Dk, k=k E(V)(Ref(=))
@ Dk, k=k E(V)(Ref(=))
@) @ s, ke=kn E(V)(Ref(=))
@) @ ks, (Kiz=kia-)A ka=ko) Ak=Kk) (A2, ..., 2+n, 1)

Logo, DN(Cy) e, de d), Den(Cy).

Desde que E(c}) é um N-calculo para Ci(x, ..., x},x!.,), entdo:

Teorema 3.7. Existe um N-célculo para C{(xi, ..., X, xL.,).

Teorema 3.8. De(Pj).

Prova. Aestrutura da derivagéo abaixo é exatamente a mesma da derivagdo apresentada na primeira
parte do teorema 3.5.
1) {3 ks POXL X Xhea) A PO, 0, X Xho) H

@ {3 ks Xi=Xia E(Q)
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@ {3 ks X=X E(N(@)
0) D ks X=xDx,=X E(V)(Sim(=))
® Y ks Xa=X E@)(2.4)
©® D ks (X=X AX=Xio) D X = X E(v)(Trans(=))
@ A3 ks X=X A X=X ()5,3)
©® D} ks X=X E()(7.6)
©) D ks (PIOK, o XE Xbe) A PI(X, oy X5 Xh2)) D Xt = Xiao 1(2)(1,8)
10 D ks VYXUXE((PIXL, oo XE XE) A PI(XL .y X XE2)) D Xby = Xho) 1()(9)
Logo, e(P)).
@ {3 ks VX~ = XA ) A X = Xi) H
@ A3 ks ~(-=xiA ) AX=X) E(v)(1)
® @ k xi=x 1)
@ {3 ks (=X A ) AX=X) E(W@3)
® @ ks X=X =)
©® A} ks (=X A ) AX=X) E(A)@5)
(@n+2) {3 ks ~(=X) E(A)(2n.2n+1)
(n+3) @ ks X=X I=)
(@+1) @ ks ~VXpu~(- (X = XL A ) A X = Xi) R(=)(L,2n+22n+3)
@en+s) @ ks AXLa(-(X=XiA ) AXi=Xx) Ak=xL) (~V~o3)(2n+4)
(@n+e) @ ks VXY Ixga( (X = XD A ) A X = X0 I(V)(2n+5)

Logo, D(Pj) e, portanto, De(Py).

Teorema 3.9. Den(P}) e Rep(P)).

Prova. Para quaisquer numerais ki, ..., Ki, ..., Kn, Kn+1: @) 0UKs., € mais complexo do quek;; b) ouk;
€ mais complexo do queks.4; ¢) oukn,, ek; sdo numerais de mesma complexidade. Em a), b) e ), mostramos
como é possivel construir derivacdes de Pj(ky, ..., kn, kni1) ou derivagdes de ~Pj(ki, ..., kn, kn.1), para

quaisquer numeraisk, ..., Kn, Kn1.



Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 11 63

a) Sekn., € mais complexo do quek;, entdo, 0 esquema 2 do teorema 2.5 justifica a linha (1):

(~)(1)

b) Sek; é mais complexo do queki.,, entdo, 0 esquema 1 do teorema 2.5 justifica a linha (»):

(~)(1)

¢) Se kn.; € kj sdo numerais de mesma complexidade, logo, k., € k; sdo, na verdade, o0 mesmo

(=)
(=)
(=)

I(=)

I(A)@,...2+0,1)

H
H

E(NQD)

E(E)
E(V)Sim(=))
E.O)35)
E(V)(Trans(=))

1(~)(6:4)

(1) @ ts, ~ki=kna
(2) 2 }_Sz ~PT(E11 ey Env RI’1+]_)
(1) D ts, ~ki=kna
(2) 2 }_Sz ~PT(E11 ey Env RI’1+]_)
numeral, assim:
(1) %) }‘52 E = Rn+1
@) D ks, ki =k
(3) %) }‘52 RZ = Ez
@) D ks, ki=kn
(3+n) %) }‘52 PT(E]_, ey En, En+1)
De modo que Rep(P}).
d) O esquema abaixo estabelece que Pj(xi, ..., X}, Xi.;) € uma N-determinaco.
O A3 s, Pk, . ko Kai)
@ {3 ts, Piky, .. Kn Kni2)
@ {3 ks, ki=kea
@ {3 s, k=k
(5) %) |‘52 E = En+1 D En+1 = E
(6) {1} ts, Knaa=Kk
) @ ts, (Kni= ki A Kj=Kniz) DKoy = Knso
® {13 ts, knazkinki=Kne
© {12 ks, Ko =Kns

en(Pj).

Supomos, agora, que ks, Pi(Ky, ...,Kn,Kns1) € Fs, Pj(Ky, ...

EC)@7)

Kn,Kns2), assim, +s Koy =Knsz, €, portanto,
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e) Para quaisquer numerais ki, ..., kj,, ..., kn, 0 esquema abaixo ¢ a derivacédo de Pj(k,, ...,k k;)

emS,:
W 2k k=k 1)
i Dt k=k 1)
(n) % }_Sz Rn = En |(:
) D s, (Ci=kia-) A k=k) ) aki=k) I(A(L,...)
) @ s, Pjki, ..., ko ki) Abreviacio 3.4
Logo, Dn(P}) e, portanto, Den(P}).
Definigéo 3.2. Seja E(P}) 0 esquema de deduc&o abaixo:
W 2k k=k 1)
i Dt k=k 1)
(n) % }_Sz Rn = En |(:
) B ks, (Ki=kia-) A k=k)A) aki=k) I(A)A,...)
(+2 @ s, P?(E, ory Kn, Ki) Abreviagdo 3.4

Desde que E(P}) é um N-calculo para Pi(xi, ..., XL, X}.), entdo:
Teorema 3.10. Existe um N-célculo para Pj(xi, ..., X}, X}.1).

84. Teoria da Composicdoem S; e S,
Abreviacdo 4.0.1. Seja S(P3(xi,x}, X, xi)) uma abreviacdo de Vxi(P3(xi,xi, xi, xi) D S(xi, x1)).

Em termos informais, S(P3(xi,xi, X}, xi)) é uma N-determinacdo universal em S, (na
verdade, é candidata a N-determinacéo) da funcéo “sucessor da projecdo do segundo argumento”.
O que é importante é que P3(x, x5, xi, x) e S(xi,xi) sdo determinacBes, determinacdes universais,
N-representagdes, etc. em S,, desde que “definem” fungdes iniciais.
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Teorema 4.0.1. De(S(P3)), Den(S(P3)) e Rep(S(P3)) (da fungéo “sucessor da projecdo do segundo
argumento”).

Prova. Desde que P3(x!, xi, xi, xi) é uma determinaco universal a linha (1) esté justificada, desde
que S(x},x}) € uma determinacdo a linha (11) também esta justificada; de modo que o esquema abaixo

demonstra que a parte a) do teorema.

W @ ks AP, xb X X)) E(V)(T3)
@ {3 ks P, X, X, x) H
@ {3 ks S(PAXL X Xk, X)) A S(PAXL, Xb, X5, XE) H
@ {3 ks IXP(xL, b X xb) D S(x, xi)) E(NG)
® {3 ks VXPIX, Xk X xd) D S(x, x3)) EWG)
® {3 ks P3(xL Xbh X X)) D S, xi) E(Y)4)
M {3 ks P X xd xd) D S(x, X)) E(Y)(5)
® {23 ks S(xi, xi) E()(6)
© {23 ks S(x, xi) EC))
(10 {23 ks S(X5, X&) A S(X, Xt) 1(\)(8.9)
1) @ ks (S(X, XE) A S(X, X)) D Xi = X E(V)(T3.)
(12 {23} ks Xi= X E()(10,11)
(13 {3 ks P3(xd xbh X xd) D Xk = X EG)212)
1) {4 ks~ =x) H
(1 {314} ks ~(P3(xi, X5, xb, x)) EC)(13,14)
(1) {314} ks Vxi~P3(xl, xb X, X)) I(V)(15)
) {8 ks~ = x) D VX(P3(X, x5, X, X)) 1()(14,16)
(19 @ ks ~Vxi~(P3(x), X, xb, xd) (~V~o3)(1)
(199 {3} ks Xi= X E(G)(17,18)
@) @ ks SP3X, X, xi, x1)) A S(P3(X, X, Xi, Xi)) D Xi = Xt 15)(3,19)

Temos, entdo, ks VXI/XIVXI((F(XL, ..., X}) A F(x, ..., x4, x1)) o xi = x}) apds sucessivas introducdes

do universal, onde F(x}, ..., x}) é exatamente S(P3(xi, X, xi, xi)); assim, €(S(P3)).
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Desde que De(S):

{5}

{7
{8

{58}
{5.8}

ks

2

ks

.
Fs,
ks
ks
ks
ks
ks
ks

ks

ks

{5,7.8} s

{57}

{57}

{57}
{5}
)

%)

ks
Fs,
Fs,
Fs,
ks

ks

Y xi/x53 XEP3(xE, xb, X5, X1)

V xi 3 x5S(xL, xi)

V XEXE((P3(xE, x5, xb, xE) A P3(x, x5, X3, X)) D x§=xb)

A x§P3(x1, X}, x5, x4)

P3(x, Xk, x5, Xko)

3 x5S (xko, X3)

S (X, Xio)

P3(XL, Xk, X5, Xkoo)

(P3(x1,xb, x4, xko) A P3(x1, X5, Xk, X)) D Xbo=Xkoo

P3(xk, Xk, X3, Xko) A P3(x4, b, X5, Xkoo)

X5 = X400

S (X500, X0)

P3(x1, X5, X5, Xkoo) D S(Xkoo, Xho)

V X§(P3(x1, Xk, X5, Xkoo) D S(Xkoo, ko))
AxXES(P3(xL, b, X4, X1))
AxXES(P3(xL, b, X4, X1))

AXGS(P(xL, Xb, X}, X1))

V xIXEFXES(P3(xL, x5, x4, X4))

Logo, D(S(P3)) e, portanto, De(S(P3)).

66

Tsg

Ta1

Tas
E(W)(1)

H

E(V)(@)

H

H

E(V)Q)
I(~)(5.9)
E(>)(9.10)
Subs(=)(7,11)
1(>)(8,12)
I(v)(13)
1(3)(14)
E(3)(6,7,15)
E(Q)(4517)

I(V)(A7)

Estabeleceremos, agora, que Rep(S(P3)). O objetivo &, portanto, demonstrar que, para quaisquer

ndmeros naturais Ky, ky, ks, K, ou s, S(P3(Ki,kz,k3,k)), ou rs, ~S(P3(ky,kz,ks,K)). Notemos que a

demonstracdo estara fundamentada em 3 fatos distintos (mas nédo totalmente independentes) referentes

as subformulas de S(P3(xi, xi, xi, xi)): 1) e(P3); 2) en(P3); e 3) Rep(S) (0 que sugere uma trama conceitual

muito mais intrincada do que se poderia esperar em um primeiro momento).
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Desde que Rep(S), temos um dos dois casos: caso 1, s, S(ks, k); caso 2, +s, ~S(ks, k).

Caso 1. Desde que Den(P3), temos a linha (1); e, desde que € (P3) é uma determinacéo, temos a

linha (4) do esquema abaixo:

) @ s, P3(Ky, ko ks, Ky) Tao
@) @ ts, S(ks, k) Caso 1
@ {3 s, Pk ko ks X) H
@ 2 s, (Poky, ko Ks, ki) A P3(Ky, Ko, s, X0)) D ke = X4 E(V)(Tss)
©) {3 s, P3ky ko ks, ki) A P3(Ky, Ko, K, XE) 1(A)(1,3)
©® {3} ks, ke=x EA(>)(45)
@ {3 s, S k) Subs(=)(2.6)
© @ s, P3(ky, Ko ks, xi) o S(xi, k) 10)(3,7)
@ @ ks, VX(P3(K, ko, ks XE) D S(4, K)) I(V)®)

Desde que Den(P3), temos a linha (1):

) @ s, Pi(Ky, ko ks, ) Tag
@) @ ts, ~S(k, k) Caso 2
€ @ s, P3(Ky, ko, ks, ki) A ~S(Ks, K) 1(A)(1,2)
@ 2 s, ~(Piky ko ks, ki) o S(ke, K)) (r>2)(3)
©® @ s, I~(Pi(ky, ke ks, X)) D S(K, k) 1(3)(4)
©® @ b, ~Vx(Piky ko ks, xb) D S(xi, K)) (~Ve3-)6)

Logo, estabelecemos que Rep(S(P3)).
Desde que €(S(P3)), ento, pelo teorema 2.4, en(S(P3)).

Desde que, por 3.3 DN(S), entdo, para qualquer numeral k, existe um numeral Kk tal que

ks, S(k, ks); deste modo, pelo esquema:

@ D ks Pg(EL ko, ka, Ka) Tag

2

@ @ s, Sk k) Tas

2
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P3(ky, k2, ks, X))

(P3(ky, ko, ks, ki) A P3(Ky, Kz, ks, x1)) D ky = xi
P3(ky, ka, ks, ki) A P3(ky, Ko, ks, X2)

k, = xi

S(x, k)

P3(ky, ko, ks, x1) o S(xi, k)

VXL'I')(P%(EL EZ! E31 th?) ) S(Xév E))

Temos que DN(S(P3)) e, portanto, Den(S(P3)).
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H

E(V)(Tzs)
1(~)(1.3)
Ei(©)(4.5)
Subs(=)(2,6)
12)@3.7)

1(V)(®)

Devemos notar que, pelo menos a primeira vista, seria possivel estabelecer as propriedades N de

S(P3(xi, x5, xi, x1)) (N-representacéo, N-determinacgéo e N-determinac&o universal) por meio tdo-somente

das propriedades N de suas subformulas, desde que assumissemos a N-consisténciade S.

\amos, agora, abrir um paréntese relativo a aplicacdo de esquemas. As contrapartidas formais de,

por exemplo, “2 é sucessor do segundo argumento de (0, 1, 2) ", “1 ndo é sucessor do segundo argumento

de(0,1,2)” e “2 € Ginico sucessor do segundo argumento de {0, 1, 2)” sdo, respectivamente, derivaveis

segundo o0s esquemas abaixo:

®
©
€)
©)
(©)
(©)
v
G
)
(10)

{3}
{3}

%)

P3(0,50,5s0,50)

S(s0,ss0)

P3(0,50,ss0, xi)

VX XA((P3(xd, xb, X5, X3) A Po(xd, x5, x4, x4)) o xi=xb)
(P3(0,50,5s0,50) A P3(0,50,550, xi)) o s0 = xi
P3(0,50,5s0,50) A P3(0,50,5s0, x)

sO=xi

S(xi,ss0)

P3(0,50,5s0,x{) > S(xi,ss0)

Vxi(P3(0,50,ss0,xi) o S(xi,ss0))

Tag

Tas

H

LEY

E(V)(4)
1(~)(1.3)
ECG)(.6)
Subs(=)(2,7)
15)(3.8)

I(V)(©)



@

€)
C)
(©)
(©)

®
©
®
C)
(©)
(6)

G)
©

Q

Q Q Q

Q

{3}

{3}
{3}
)

%)

%)

Retomaremos agora as consideracOes de carater geral sobre a composigao.

Teorema4.l. Se De(F,), De(F,), ..., De(F,) ee(F), entdo e(C (F; Fy,...
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P3(0, 0, 5s0,s0)

~S(s0,s0)

P3(0,50,5s0,50) A ~S(s0,50)
~(P3(0,50,550,50) D S(s0, s0))
Ixi~(P3(0,50,5s0,x!) o S(xi,s0))

~V xi(P3(0,50,ss0,x}) o S(xi,s0))

Vi X((S(P3(xE, Xk, X4, X)) A S(P3(xi, X6, X4, X3))) D Xi = xd)
(S(P3(0,50,550,550)) A S(P3(0,50,550,x%))) D 0 = xi
S(P3(0,50,ss0,x%))

S(P3(0, 0, 530, 550)

S(P3(0,50,ss0,550)) A S(P3(0,s0,ss0, xi))

ssO = xi

S(P3(0,50,ss0,x%)) o ssO = xi

V xi(S(P3(0,50,550,x!)) o ssO = xi)

S(P3(0,50,ss0,550)) AV xi(S(P3(0,s0,ss0,xi)) o ssO = xi)
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LEX

Tas
1(~(1.2)
(r2)(3)
1(3)(4)

(~Ve37)(5)

Ts01
E(V)(D)

H

Ts01
1(~)(1.2)
E()(5.6)
1)(3.6)
I(V)(5)
1(~)(4.8)

A idéia subjacente & demonstracéo do teorema €, em termos informais, que quaisquer valores para

X, ..., x! determinam uma saida para cada uma das “fungdes” Fy, F, ..., Fr,; ora, desde que entradas iguais

determinam uma e mesma saida paraa “funcéo” F, entdo as saidas de Fy, F», ..., F,, também determinam uma

e mesma saida para F. Adificuldade em estabelecer (e, possivelmente, em acompanhar a demonstracéo de)

tal resultado é o cuidado necessério na utilizacdo das variaveis livres na descricdo metalingUistica da construcéo

das provas, ndo obstante, 0 esquema abaixo nao é nada mais que a formalizacdo do argumento anterior.

Abreviacdo Auxiliar. Seja F...(XL, ..., X4, X1, ..., Xsm) Uma abreviagdo da conjungéo Fy(Xi, ..., X}, X/.1)

A Fo(XE, oo XEXE2) A oo A Fr(Xd, ooy X5, X m)
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Prova. As linhas (1), (4, ..., (3m-2) do esquema abaixo séo justificadas pelo fato de Fy, F,, ..., F,

serem determinagfes universais e a linha (sm+9) pelo fato de F ser uma determinacdo. Além disso, a

variavel x/, que aparece pela primeira vez na linha (sm+4) e determina a escolha das variaveis das

linhas (3), (), ..., (3m) é tal que j € o sucessor do maior indice de variavel que ocorre (livre ou ligada) em SE . ,

E € 0 conjunto {3, s, ..., 3m} € E; € 0 conjunto {3, 6, ..., 3m, am+2}.

®
©
®
©)
(©)
(©)

(3m-2)
(3m-1)
(3m)
(3m+1)
(3m+2)
(3m+3)
(3m+4)
(3m+5)
(3m+6)
(3m+7)
(3m+g)
(3m+9)
(3m+10)
(3m+11)

(3m+12)

H

H

G}

{6}

H
H
{am}
E
{am+2}
{am+2}
{am+2}
{3m+2}
{3m+2}
E1

E1

)

ks
ks
ks
ks

ks

ks
ks
ks

ks

VX XIFXE G Fi(X, . X6, Xha)
EeriHlFl(XL ey XA Xri1+1)

Fu(xl, ooy Xk Xs)

VX XIFXE G Fo(XL, ..y XE, Xha)
AXEAFo(Xd, oy Xh, Xher)

Fo(xi, ..., X}, Xl2)

VX XIFXEFn(XL, o X Xha)

A F(Xd, oy X, Xis)

Fal(Xd, ooy X5, Xim)

From(X, ooy X5, X, oy Xim)

C (F; Fuyee P (s oo Xy Xii2) A C (F3 oyt ) (6 ooy X0 X)
C (F;Fyy ooy Fn) (XL, wevy Xiy Xhe)

C(F;Fy, .., Fn)(Xi, ..., Xi, X))

From(XL, oy X, Xlig,y oy Xim) D F(Xhty ooy Xim, X1i1)

From(XL, ooy X, X1, ooy Xim) D F(Xity ooy Xim, X))

F(X1, ooy Xlem, Xhi1)

F(Xfs1, e Xim, X))

VXL - VX VXI(F(XL, ...y Xihet) A F(X, oo XD) D Xt = X))
(FOGs1s s Xom, Xhs1) A FXa1y s Xom, X)) D Xy = X

F(X1, ooy Xhem, Xbat) A F(Kay oeny Xim, XJ)

Xri1+1 = XJI

H
E(V)(D)
H
H
E(V)(4)

EQ)O)

H
E(V)(3m-2)
E(3)m-1)

()@, .... 3m)

H

E(~)(3m+2)
E(~)(3m+2)
E(V)(3m+3)
E(V)(3m+4)
E1(2)(3m+1,3m+5)
E.(2)(3m+1,3m+6)
T

E(V)(3m+9)

1(A)(3M+7,3m+8)

E.(2)(3m+10,3m+11)



(3m+13) E

(4m+13) H
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s (C(F;Fo/Fa) (XX, Xii1) AC (F; Fo/ Fr)(Xi/X, Xi)) D Xhy =X

ks (C(F;Fo/Fa)(Xi/xi,1) AC (F; Fy/ Fr) (XX, X)) D Xbay= X/
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1(2)(3m+2,3m+12)

E(3)(3m-1,3m,4m+12)

Agora, sucessivas V-introdugdes produzem, entdo, H ks Vxi/x\., VX/((C (F;Fy, ..., Fn)(X1/X}, X1.1)

AC(F;Fy, ..., Fr)(Xi/xi, x)) o b,y = X)); logo, (C (F; Fy, ..., Fy)).

®
©
€)
©)
(©)
(©)
)

o

(I1+1)
(1+2)
(1+3)
(1+4)
(1+5)
(I+6)
(1+7)

Teorema4.2. Se De(F,), De(F»), ..., De(F,,) e De(F), entdo De(C (F; F4, ...

,Fm)).

Prova. e é o conjunto {4, 7, ..., I+5}, £; € 0 conjunto {4, 7, ..., 1+5, 1+6}, E- € 0 conjunto {7, ..., I+5}.

H ks
H ks
H ks
{4 ks
H ks
H ks
{t ks
H ks
H ks
{l+2} ts
H ks
H ks
{l+s} ts
{I+6} ts
{l+6} ts

(I+m+7) {l+6} Fs

De(F,) A De(F) A ... A De(Fy,) A De(F)
VX xEAxbaFi(xi, ..., X, Xbe)

X Fr(Xd, oy X, Xhe)

Fa(Xi, ooy X5, Xhim)

VX xEAxbaFa(xl, ..., Xi, Xbet)
IxhgFa(Xd, oy X, Xhiy)

FZ(XL reny Xrln Xri1+m+l)

VXXX Fn(X, oy X5, Xhar)
axriwlFm(Xi, oy XA Xri1+1)

Fu(Xi, ..., X, Xri1+2m)

VX XIFXEF (XL, .. XE, Xha)
AXE A F Khamy <oy Xz, Xiet)

F(Xhtmy -y Xbszm, Xbszme1)

Fr(X, e, X Xha) A Fo(X ooy Xy Xhijag) A oo

Fl(XZiLl ey XI!H XrI1+J)

Fm(xiil.! ey Xl!h Xri1+j+m)

A Fm(X:iLy -'-eri11Xri1+j+m)

H
E(NQ)
E(V)()
H
E(NQ)
E(V)()

H

E(NQ)
E(W)()

H

E(NQ)
E(V)(1+3)
H

H

E(~)(1+6)

E(~)(1+6)
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Desde que e(F1) A €(F2) A ... A€(Fy), das linhas (1+7)- (1+m+7) € (3), (7), ..., (1+2) teremos, entdo, as

igualdades:

©  {1+64} ks Xpg=Xhm EG)()
(0+m) {146,142} ks Xhijem=Xhszm EG)()
(0+m+7) Eq ks F(Xhejy ooy Xhajoms Xhsomer) Subs(=)(0-0+m,1 +6)

(0+m+8) E ks (Fi(XL oo Xha) A A Fn(X oo Xajem) ) D F(Xaejy vy Xhajoms Xhezmar)  1(2)(1+6,0+m+7)

+m+9) E ks VX Xhujem((Fa(XL oo, X5 Xhi) A =+ ) D F(Xhay wvvy Xhajams Xhezmer)) I(V)(0+m+8)
(0+m+10) E s AXhC (F;Fq, ..., Fr) (XL, ..., Xi, X\i1) 1(3)(0+m+9)
(0+m+11) E- ks AXIC (F;Fq, ..., Fr) (XL, ..., Xi, X\i1) E(3)(3,4,0+m+10)
) H ks 3XC(F;Fy, . Fo)(X, oy X, Xii) E(3)(1+4,1+5,p-1)
(p*1) H ks VXYXIEXAC(FFyy e, F) (X oy X, Xha) 1(v)(p)

Teorema 4.3. Den(F,), Den(F,), ..., Den(F,) e R(F), entdo Rep(C (F; F4,...,Fy)).

Abreviacdo Auxiliar. Seja F,...,(Ky, ....Ky, X\41, ..., Xim) Uma abreviacdo da conjuncéo Fy(ki, ...,k

in+l) A FZ(E]_, ...,En,xji+2) A A Fm(El, ...,En,xji+m) .

Prova. Desde que F é uma [N-representagéo em S, um dos dois casos: caso 1, ts, F(Kns1, Kz,
ooy Knam, K); €850 2, ks, ~F(Kns1, Kns, -y Knum, K).

Desde que F4, F», ..., Fy, sdo N-determinag@es universais, temos, para algumKkn.1, Kaz, ..., Knim, as
linhas de (1) até (m). Desde que F4, F,, ..., F,, sdo determinac@es, temos as linhas de (2m+3) até (sm+4), a linha

(m+1) € relativa ao caso 1:

@ D ks, Fi(ki, ..., Kn, Knsa) T
(2) 2 }_Sz FZ(EM ey En; En+2) T
(m) @ }_Sz Fm(E]_, reny Rm Rn+m) T
(m+1) %) }‘52 F(En+11 Rn+2, veny En+m, E) Caso 1l



(m+2) {m+2} ks,

(m+3) {m+2} ks,

(m+4) {m+2} ks,

(2m+2) {m+2} ks,

(2m+3) D ks,
(em+4) O ks,
(@Bm+2) D ks,

(3m+3) {m+2} ks,

(3m+4) {m+2} ks,

(am+2) {m+2} ks,
(am+3){m+2} ks,

(4m+4) D ks

2

(4m+4) D ks

2
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Fl"'m(El’ T Rn’ in+11 ey in+m)
Fl(Ely reny Rn, in+1)

FZ(E, ey Rny in+2)

Fm(Elv iey
(Fi(ks, ...
(Fl(Ela veny En, Em,z) A Fl(Ela

En, in+m)
y En, En+1) A\ Fl(El, rany En, XJI+1)) D En.}.]_ = in+1
Ko Xi2)) D ka2 = Xiz

(Fl(El, eey En, En+m) A Fl(El, eny En, XJI+m)) ) EHHT'I = in+m

kn+1 = Xj|+1
kn+2 = Xj|+2
kn+m = Xj|+m

F(in+1, in+2, veny in+m, E)

Flu-m(Elv very En, in+1, veny in+m) D F(in+1, in+2, very in+m, E)

C(F;Fy,... Fo)(k,, ..., ko, K)
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H

E(A)(m+2)

E(A)(m+2)

E(A)(m+2)
E(v)(T)
E(v)(T)

E(v)(T)
EG)(I(A)(L m+3)2m+3)

EE)(1(A)(2,m+4),2m+4)

E@)(1(A)(m,2m+2),3m+2)
Subs(=)(m+1,3m+3,3m+4, ...,4m+3)

1(®)(M+2,4m+3)

I(v)(4m+4)

Abreviacdo Auxiliar. Seja Fy..n(Ky, ...,Ky, Knsq, ..., Knem) Uma abreviacédo da conjuncéo Fy(k,,...,

En,En.HL) AN FZ(E]_, .

Desde que Fy, F», ..., F, sdo N-determinagdes universais, temos, para algum K., ...

.,En,ErH,Z) VANERLEVAN Fm(El, ...,En,En+m).

linhas de (1) até (m), enquanto a linha (m+1) é relativa ao caso 2:

(1) D ks,
@ D ks,
m @ ks,
m+) @ s,
M2 @ s,
M3 D ke

Fi(ki, ..., Ko, Kner)

Faky, .., Kn, Kns2)

Fm(Ely ey Eny Rn+m)
~F(En+l! Rn+21 ey Eh+my E)
Fl---m(Ely . Rn, Rn+1; ey En+m) A "'F(Rm.l, En+2,

~(Fl---m(Ely ey Em En+ly ey Rn+m) ) F(Rn+1! Rh+2y e

1 Rh+my E)

, Knem, K))

, Knsm, @S

T

Caso 2
L(A)(®Q,...m+1)

(reD)(M+2)
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(m+4) %) }‘52 3X§1+2/Xri1+m+2~(F1.._m(R1, ey En, Xri1+2, . Xri]+m+2) D

F(Ky, ..., Koy Xha2, coey Xhimi) 1(3)(M+3)

(ms) @ t+s, ~C(F;Fyq,....Fn)(ky ..., ko, K) (~V s 3~)(m+4)

2

De modo que Rep(C (F; F4, ..., Fp)).

Teorema 4.4. Se Den(F,), Den(F,), ..., Den(F,,) e DN(F), entdo DN(C (F; F4,...,Fy)).
Prova. Desde que F(xi,...,xi,xk.;) é uma N-distribuicdo, entdo, para quaisquer
numerais Kn.1,Knz, ..., knem €xiste um numeral k tal que s, F(Kni1,Knsz, ..., knem,K); podemos, entdo, substituir

a linha (m+1) do esquema relativo ao caso 1 do teorema 5.3 pela préxima linha:

(m+1) @ }_SZ F(En-;.]_, Rn+2, ey En+m, k) T
Desde que a substituicdo ndo altera o carater dedutivo do esquema; temos, entdo, que

ks, C (F; Fy, ... Fm)(Ky, .., ko, K) para quaisquer numeraisk, ..., k, e, portanto, que DN(C (F; Fy, ..., Fp)).

Teorema 4.5. Se Den(F,), Den(F,), ..., Den(F,) e en(F), entdo en(C (F; F4,...,Fn)).

Abreviacdo Auxiliar. Seja Fy.n(Ky,...,Kn,Knsz, Knsz, ..., Knem) Uma abreviacdo da conjuncéo
Fl(Elv ey an En+1) A FZ(R]J ---;EmErHZ) ANRPAN Fm(Rla ---;EmEn+m) .
Prova. Desde que Fy, F», ..., Fy, sdo N-determinagdes universais, temos, para algum Ku., Kn.»,

..., Knsm, @S linhas de (1) até (m).

1) F ts, FiKy s Kn, Knor) T
@) Fts, Fak o Kn Knio) T
(m) @ ts, Fun(Ky, ..., Ko, Knsm) T
m+)  {m+} ks, C(F;Fy, o, Fn)(Key oo Ky J) H
m+2) {m+r s, C(F;Fy, o, Fn)(Ky, oo ko, T) H
Mm+3) {m+} ks, From(Ky, oo Koy Knor, Koszy ooy Knsm) D F(Knig, Knszy ooy Knem, J) E(v)(m+1)
mes)  {m+d  Fs, FromKe, oo Koy Knag, Knazy ooy Knem) D F(Knsa, Knszy ooy Ko, 1) E(v)(m+2)

me @ s, Fron(Ky ..o, Koy Koty Kooy oony Knem) I(A)@, ..., m)

2
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m+7)  {me} s, F(Knsg, Knszy ooy Knem, J) E(o)(m+1)
m+e  {m+  Fs, F(Knss, Knsz, ooy Knam, 1) E(o)(m+2)

Agora, desde que F(Xi, ..., X, Xi+1) € uma N-determinacdoem S :

(m+9) {meame} ks, J =1 E(>)(m+2)
Segue-se, portanto, de ts, C (F;Fy, ..., Fn)(Ki, ..., Ko, ) € Fs, C(F;Fy, .., Fa)(Ky, ..., Ko, T) que

I—SZJ = |_

Os teoremas 4.5 e 4.6 juntos produzem:

Teorema 4.6. Se Den(F,), Den(F,), ..., Den(F,,) e Den(F), entdo Den(C (F; F4, ..., Fn))..

Teorema 4.7. Se existem N-calculos para Fy (XL, ..., X4, Xhe1), Fo(XE, .oy X Xhia), coey Fn(XL, 2o X, Xi40)
e F(xi,...,xi,xk.,), existe um N-célculo para C (F; Fy, ..., Frn) (XL, ..., Xb, Xh1t).

Prova. O N-calculo para C (F;F4,...,Fn)(X,...,x\, x},,) € a seqiiéncia dos N-calculos para
Fo(Xd, ooy X5 X0i1), Fo(Xd, ooy XE,X040), ooy Frn(Xd, o, X5, X04a) € F(XL, .., X, XEL1), cONstroi-se tal seqiiéncia por

meio da renumeracdo adequada das linhas dos N-calculos.

85. Teoria da Ordem em S, (Incompleta)
Teorema 5.1. Para qualquer n, s, Vx{(Sn(sxi) D Sn(x1)).

Teorema 5.2. Para qualquer n, s, S (Sp).
Abreviagdo Auxiliar. Seja x! = 0/n uma abreviacdo de x}+ 0 A x} # s0 A ... A X} # s"0.

Prova.
@® {3 ks, xi=0/n H
@ {3 s, ~Sa(xi) (rev)D)
@ {3 s, ~(Sn(xi) A x{=sx}) 1(\)@Q)
@ {3 ks, (Sn(xi) A xi=sx}) D Sn(x}) 1:(2)®)
® {3 ks, VX((Sn(xi) A xi=sx3) D Sn(x2)) (V)@
© {8 s, ~xi#0/n H
M {& ts, Sn(xd) (re>V)(6)

® {8 ts, Sn(X}) A Xi=sx} H



© {8
(10 {68}
1) @
(19 {68}
(19 {e}
(19 {e}
(15 @
(1) @
w 9
(19 @
(19 @
(20 @
() @
() ©
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Xi=sx}

Sn(sx?)

Sn(sxi) o Sn(xd)

Sn(x})

(Sn(xi) A xi=5sxi) D Sn(xb)

VxH((Sn(xi) A xi=5xb) D Sn(xi))

~xi# 0/n D Vxi((Sn(xi) A Xi=sxi) D Sn(x}))
xi# 0/n D Vx((Sn(Xi) A Xi=5X}) D Sn(X3))
xi=+0/n v ~x{=0/n

Vx((Sn(xi) A xi=sx}) > Sn(x3))

VXV X3((Sn(Xi) A Xi=sX3) D Sn(x}))

0=0

Sn(0)

S(Sn)

Teorema 5.3. +s, VXi(xi<xi).

Prova.
O {3 ks,
@ {3 ks,
€] %) ks,
@) %) ks,
(5 %) ks,

xO(x}) A S (xD)

xO(x1)

((xO(xi) A S (x®)) o xB(x))
VXO(XO0) A S (x9) > xO(x)

V Xi(xi< xi)

Teorema 5.4. ts, Vxi(xi< sxi).

Prova.
O {3 ks,
@ {3 ks,
(€) %) ks,
)] 1) ks,
(5 1) ks,

xO(sx1) A S (x0)

xM(sx})

((xO(sxi) A S (x0)) o xO(sxi)
VXO(((xO(sxi) A S (x0)) 2 xO(sxi))

V xi(xi< sxi)

76

E(~)@®)
Subs(=)(6,9)
E(V)(Ts.0)
E(®)(10,11))
1(>)(8,12)
I(V)(13)
1(2)(6,14)
1(5)(1.5)

T
EE)(A5-7)
I(V)(18)

(=)

1(v)(20)
1(~)(21)

H
E(NQ)
15)(1.2)
1(V)@3)
I(V)(4)

H
E(NQ)
1(>)(1.2)
I(V)3)
I(V)(4)



®
@
®
©)
(©)
(6)

G)
©
(10)
(19)
(19
(19)
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Teorema 5.5. ks, Vxi(xi<0 <> xi = 0).

Prova.
{3 ks, xi =0
%) ks, 0<0

{3 ks, Xi<O
T k. Xi=0>xi<0

{s5} ks, Xi<O

{5t ts, (S0(0) AS(So))>So(xi)
So(0)

S(So)

So(0)AS(So)

{5+ ts, So(xi)

ks, Xi<O0>x{=0
ks, XI<SO©xi=0
s, VXi(xi<0 < x{ = 0)

Teorema 5.6. +s, Vxi(0<xi).
Prova.

3 ks, xO() A S(x0)

{3 s, SKO)

3 s, x90)

(<) A S (x)) > x9(0)
o<x!

@ ks, VXI(0<x))

Teorema 5.7. +s, Vxi~(xi<0).

Prova.

@ ts, S(So)

@ ts, 0=0

@ s, So(0)

@ ts, So(0) AS(So)

77

H
E(V)(Ts:)
Subs(=)(1,2)
15)(1.3)
H

E(V)(5)
Ref(=)
E(V)(Ts2)
1(~)(7.8)
EC)6.9)
1(>)(5,10)
1(<)(4,11)

I(V)(12)

H
E(NQ)
E(E)

1(>)(1.3)
I(V)(4)
I(V)®)

Ts2
(=)
1))
1(~)(1.3)
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® @ k, sxi#0 E(V)(P1)
® @ ts, ~So(sxi) (rev)(E)
) @ s, (So(0) A S(Se)) A~Sp(sxi) 1(~)(4.6)
® D Fs, ~((So(0) A S(Sp)) > Sp(sxi)) (A=2)(7)
© 2 s, IXO(XO0E) A S (X)) D xO(sx))) 1(3)(®)
(1) @ ks, ~(xi<0) (3~=~V)(9)
1w @ ks, Vxi~(xi<0) 1(V)(10)
Teorema 5.8. +s, VXV X5(X]<X; D X{<sX}).
Prova.
@ {3 ts, XOsx) A S(xO) H
@ {3 s, SKO) E(NQ)
@ {3 ks, YxVX((XO0) A xi=sx3) o xO(x3)) E(NQ)
@ {3 Fs, (xO(sxd) A sxi=sxi) D xO(x) E(V)@)
® {3 s, XO(sx)) E(NQ)
© @ ks, SX;=SX} Ref(=)
@ {3 rs, XO(sx}) A sxj=sx} 1(N)(5,6)
® {3 s, XO(x}) EE)@47)
@ {F ks, XiSXb H
1) {3 ks, XO) A S(xO)) > xO(xi) E(V)(©)
(1) {19} ts, XO() A S(x0) 1()@®.2)
(12 {19} +s, XO(xD) E(>)(10.11)
19 {F ks, (XOsx3) A S(xD) D xO(xi) 1=)(1.12)
(19 {F ks, XiSSX I(v)(13)
(15 @ ks, XISX; D X{<SX} E(2)(9,14)
(1) D ks, VXIVXAXI< X, D X{< X)) 1(V)(15)

Teorema 5.9. ts, VX{VX)(SXI< X} D X< X)).

Prova.

@ {3 b, XO0) A S(Y) H
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@ {3 s, SKO) ENQ)
@ {3 ks, YXIVXU((XOXD) A xi=sx}) D xO(x})) E(Q@)
@ {4 ks, SXiSX} H
® {4 Fs, O A S X)) > xO(sxi) E(V)(4)
© {4 ks, XO(sxi) EC)(L5)
M {3 b, (xO(sxi) A sxi=sxi) D xO(xi) E(V)@3)
® @ ks, SXi=sxi Ref(=)
@ {1 s, XO(SX]) A sxi=sXi 1()(68)
(10 {14+ s, XO(xi) E©)(7.9)
1) {4 Fs, XO0) A S(xO)) > xO(xi) (>)(1,20)
(129 {4 *, Xi< xb I(V)(11)
(1) D ks, SXISXb D X{<X} 1(2)(4,12)
W @ ks, VYXIVX(SXI<X) D X< X)) 1(7)(13)

Teorema 5.10. +s, Vxi(xi= 0 > Ixi(sx} = x1)).

Prova.
® g ts, 0=0 E(V)(Ref(=))
@) @ ts, 0+0 > Ix(sx; = 0) l,(>)(1)
® @ ks, Ix(sxi = sxb) E(V)(T11)
(4) {4 Fs, SXi = SX} H
(® D ks, SXi = SX) D SX; = SXi E(V)(Sim(=))
® {3 Fs, sxb=sxi E,0)45)
@ {3 s, IXAsX: = sxi) 13)(6)
€) @ s, IXy(sx = sxi) E(3)(34,7)
(9 @ ks, Sxi=0 D Ixi(sx; = sxi) 1,(>)(8)
(10) @ ks, (sxi=0 D Ixi(sxs = sxi)) D (~(sxi = 0) D Ix}(sx; = sxi)) 1,(>)(9)
(12) D ks, Vxi(xi=0 > Ix(sxs = xi)) Ind(2,10)

Abreviacao 5.3. s(@)(x}) é¢ uma abreviagdo de @(x}) v Ixi(@(x}) A xI=sx}), onde @(xi) é uma
férmula cuja Gnica variavel livre de tipo i é x!.
A propriedade s(¢) é chamada de escada de ¢.
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Teorema 5.11. s, VxO(S (x®) o S (s(x))).

Ou seja, “a escada de um segmento inicial é também um segmento inicial”.

Teorema 5.12. +s, Vxi(xO(xi) o s(xD)(sxi)).

“Os sucessores da propriedade x® sdo degraus da escada de x©”.

Teorema 5.13. +s, VXDV x{(S (X)) A ~xO(x1)) D ~s(xD)(sx1)).

80

Algo como, “se n € um degrau da escada de um segmento inicial, entdo o antecessor de n é um

degrau de tal segmento”.

®)
@
€)
C)
(©)
(©)

G)

)

(10)
(11)
(12)
(19)
(14)
(19)
(16)
(17)

Teorema 5.14. +s, VX{VX}(SXi< X5 D Xi<X3).

Prova.
{3 ks,
{3t
{8+ ks,
{8 ks,
{88 s,
{8 ks,
{8 ks,

D ks,

{8 ks,
@ ks,
{8+ ks,
%) ks,
{8 ks,
{8+ ks,
{8 ks,
{8 ks,
{8+ s

2

~XI< X}

IO=((XO) A S (X0)) > XO(x)
~((x76d) A S (X)) > xO(x)

XO0) A S (x9) A ~xO(x)

S (xD) A ~xO(xi)

xO(xz2)

S (x)

x00) > s(xO) ()

s(x®)(sxz)

(S (x®) A~xO(x1)) o ~s(xO)(sx)
~s(x)(sx1)

S (x®) o S (s(x))

S (s(x)

S(xO)(sxz) A S (s(x)) A ~s(xV)(sx1)
~(s(x)(sx2) A S (s(x®)) > s(xV)(sx1))
AxO~(s(xV)(sxz) A S (s(x)) o s(xV)(sx1))

~sxi< sx}

H
(F~=~V)(1)
H

(re2)(3)
E(N@)
E(N@)
E(N@)
E(V)(Ts.12)
E(®)(6.8)
E(V)(Ts.15)
E()(5.10)
E(V)(Ts5.11)
EG)(7.12)
I(A)(©,11,13)
(re2)(14)
1(3)(15)

(3~~V)(16)
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(19 {3 ks, ~SXi< SX} E(3)(2,3,17)
(1) @ ks, ~XISXb D ~SX{< S} 1(>)(1,18)
(20 {20} ks, SXi< SX} H
@) {20} ks, XIS X} E»(2)(19,20)
(20 @ ks, SXISSX; D X{< X} 1(>)(20,21)
(29 {1 ks, VXIVXH(SXi<sx, D xi<x}) 1(V)(22)

86. Teoria da Recursdoem S,

Observacéo. Em virtude da falta de tempo habil, algumas passagens da argumentacao desta se¢éo
(principalmente referentes aos seus Ultimos teoremas) estdo baseadas em regras e teoremas, apesar de
claramente corretos, ndo justificados dedutivamente. Nesse caso, tais dedugdes podem ser pensadas como
esbocos de provas.

Teorema 6.1. Se DNn(¢)e DN(9), entdo DN(R (o, d)).
Prova. Sejam s"0, k numerais quaisquer; desde que ¢ é uma N-distribuicdo, a linha (1) esta justificada;

desde que ¢ ¢ uma N-distribuicdo, as linhas (9), (16), ..., (16+5n) estdo todas justificadas.

O s, oKk H
@ @ ks, VXi(xi=Xi) Sim(=)
©) g s, 0=0 E(V)(2)
@ {3 ks, (0,9)(xOM0)(s"0) H
B {3 ks, VYXI/XH(Xi=0 2 (@(xhxE) <> xEMI(xE, x5, x1))) E(N@)
©® {3 ks, 0=0>(p(kko)<>x0(0,k k) E(V)()
@ {3 ks, 0(Kko) > x40,k ko) EC)(36)
©®  {ha s, xOH(0,k.ko) E(©)(L7)
© ks, 9(0,KKko k) H
(10) T ts, Vxi(xi<sxi) Tea
(11) @ ks, 0<s0 E(V)(10)

2

12 {na} ks, XE(0)(0,K, ko ki, S0) 1(A)(7,8,10)



(19 {4 ks,
(19 {h4} ks,
(15  {h4} ks,
(1)  {n} ks,
w 9D ks
(19  {h4} ks,

(19)  {h4} ks,

(15+5n){h4} Fs
(16+5n) {h} Fs
(17+5n) @ ks
(18+5n){h4} Fs
(19+5n){h4} Fs
(20+5n){h4} Fs
(21+5n) {h} s,
(22+5n) {n} s,

(23+5n) {h} s,

Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 11

VI Xi(xCE(@) (X xE) 2 xHH(sxi, X5, X1))
x@E(9)(0,Kk, Ko, ky,50) o x¢10(s0,k,k,)
x¢10(s0,k,k;)

d(s0,k,ky, k)

s0<s20

xE10()(s0,k, ko, ki, 520)

x@ED(9)(s0,k, ko, ky, $20) o x¢1(s20, K, k)

x@(s"10 K, Ky.)

d(s"0,k,Kn.1,Kn)

s"10<s"0

X0 ($)(s"20,K, Koy, Kn, $"0)

X010 ($)(s"20,k, Kn1, Kn, $"0) 2 xO10(s"0, k, k)
x-:0(sn0,k, kn)

(@, 0)(x*"")(s"0) > x**1(s"0, K, ko)
VXE((@,0)(xEH)(s"0) D x¢+0(s"0,k, kn))

R (¢,9)(s"0,k,ky)

82

E(N@)
E(V)(13)
EG)(12,14)
H

E(v)(10)
I(A)(15-7)

E(V)(13)

E(o)(13+5n,14+5n)
H

E(¥)(10)
I(A)(15+5n,16-+5n,17+5n)
E(v)(13)
E(>)(18+5n,19+5n)
1(>)(4,20+5n)
1(V)(21+5n)

1(3)(22+5n)

{h} é uma espécie de hipGtese coletiva {@(k.ko), (0,kko,K), ..., d(s™*0,k Ki..,kn)}; devemos

notar que DN(g)eDN(¢) implica Fs, (kK A 0(0,KKoKy) A ...

A 0(s™0,k kn1,kn) €, portanto, que

Dn(p)eDn (o) implica +s, R (¢, )(s"0,k,k,), para quaisquer n,k k., de modo que DN(R (¢, 9)), se

Dn(¢e)eDn(9).

Teorema 6.2. Se existem N-célculos para ¢ e ¢, entdo existe um N-calculo para R (¢, 0).

Prova. Aintroducdo de um N-calculo para ¢ antes da linha (1) e de N-calculos para ¢ entre as linhas

(1)—(1), (8)—(9), (15)—(16), ..., (15+5n)—(16+5n) NO esquema anterior produz um N-calculo para R (¢, ¢).

Teorema 6.3. +s, 9o ~'(o).

Prova.

O {3 ks

Xi1:0
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C)
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(©)
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@
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©)
(©)
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2
12}
{1}
{5}
{5}

{1
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@ (X, X3)

Po(X1, X3, X3)

O(X2X3) D Po(X1, Xz, X))
Po(X1, X3, X3)

o(x3,x5)

@o(X1, X5, X5) D @ (x},xb)

QX2 X5) € @o(X1, X}, X5)

xi=0 D (XL X5) <> @o(xi,x5,xL))

Vxi/xi(xi=0 o (@(xi,xL) <> @o(xi, xi,x1))

Teorema 6.4. s, @0~ 1(0)(0).

Prova.

T ks, VXi~(xi<0)

T Fs, ~(xi<0)

D ks, ~(@o(9)(xi, ..., x4, 0))

D ts, Qo(0)(XL ..., X5 0) D @o(sXi, x5, X5)

@ ks, YXIUXPo(0)(X1/ X}, 0) D @o(SXi, X, X1))

2

Teorema 6.5. ts, €(¢) D €(9o).

Prova.

s
s
{1}
{1}
{5}
{5}

ks,

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

() {15} ks,

@o(Xi, X2, X5) A @o(X1, X}, X1)
@ (x5, x3)

@ (x5, x3)

O (X2, X3) A @(Xz,X2)

e(¢)

(p(x2X5) A @(x2,XE) D x§ =X
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H
1(~)(1.2)
15)(23)
H

E(A©E)
1(5)(5,6)
I()(4,7)
1(5)(1.8)

I(V)(©)

Ts3
E(V)()
("))
15(2)(3)
I(V)(4)

H
E(NQ)
E(NQ)

1(")(23)

H

E(V)()

E(®)(4,6)
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€)
C)
(©)
(©)

C)
)
(10)
(11)
(19
(19)

®

@
®

C)
(©)
(©)
)
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{5} ts, (@o(Xi,X5X3) A @o(Xi, X5 X)) D X5 = Xi

{5+ ts, €(¢o)

Teorema 6.6. ts, S(0, o).

Prova.
{3 ts, O<xi

@ ks, Vxi(0<x! o Ixi(xi = sxi))

2

D ks, O<xi o Ix(xi = sxi)

{3 +s, IxI(xi = sxi)

{s} ks, Xi=sX;

@ ks, Vxi~(sxi = 0)
T ks, ~Xi=0
{5} l_SZ ""X:IL =0

{5 ks, ~(@o(xi, X3, x4))

{3 ks, VXIVXE=(@o(X1, X5, XE))
{3 ks, VXEVXE=(@o(X1, X5, XE))
@ ts, 0<x! o VXV xi~(@o(xi,xi,xi))

2

@ s, S(0,90)

Teorema 6.7. +s, D(¢) o D(0, 9y).

Prova.

{3 s, Xi<O

T ts, VXi(xi<O0>xi=0)
T ts, Xi<O0Dx{=0
{3 ks, xi=0

=+, D(o)

ks, o(xhxd)

84

1G)(1.7)
I(V)(8)

Y
.

E(M)(Q)
E(G)(13)

Y

T

E(V)(6)
Subs(=)(5,7)
1(~)®)
1(V)(9)
E(3)(4,5,10)
1(>)(1,11)

I(V)(12)

H

T

E(V)()
EC)(L3)
H
E(V)()

H
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@® {17} ts, @o(Xi,XhX5)

© {17} ks, TXE(Po(Xi, X5, X3))

(10) {15} Fs,  IXI(@o(X1, X2 X3))

(1) {15} s,  VX3IXH(@o(X], X5, X3))

(1) {3 ts, Xi<0 D VxbIxi(@o(xi,x} x3))
(19 {8 +s, D(0,9))

1 2 +s, D(e) > D09y

Teorema 6.8. s, Vxi(S(xi,x*"V) o §(sxi, Sx4+)(0))).
Prova.

@ {3 Fs,  S(Xi,xCM)

@ {3 ks, SXi<Xxi

d @ k, VxiVxi(sxi<xio Ixi(xi=sxiA xi<xl))

D ks, sxi<xioIxi(xi=sxiaxi<xi)

® {3 s, Ixi(xi=sxiaxi<xi))

© {6 Fs, Xi=SXloAXi<Xlo

) { ks, Xi<Xi

® {3 F, Xi<xloD VXV Xi(~xEED(xlo, X5, X3))

© {16} ts,  VXEVXS(=xED(xio, X3, X4))

(10 {a6} s, ~XOPD(Xlo,Xis, Xi2)

(1) {a6} ks, ~XCUD(O) (XL, XE, X3, Xio, Xi, Xz, Xia)

(19 {13 ks, ~XCUD(O) (XL, XE, X3, Xio, X1, Xz, Xia)

(19 {13 ks, VXl Xia~X (@) (X1, X5, X3, Xlo, X, Xz, X1a)

(19 {1 ks, ~XEE(O)(XL, X3, X5)

(15 @ ks, VxIVxi(sxi<xioxi<xb)

(1) @ ks, SXh<xioxh<xi

1) {3 b, Xi<X}

85

I(~)@4.7)
1(3)(8)
E(3)(6.7.9)
1(v)(10)
1(>)(1,11)
I(V)(12)

E(0)(5,.13)

H
T

E(V)Q)
E()(24)

Y

E(\)6)
E(W)()
E()(7.8)
E(V)(9)
I(~)(10)
E(3)(56,11)
I(v)(12)
(V~&~3)
T

E(v)(15)

E(o)(15,16)



(19)
(19)
(20)
(21)
(22
(29
(24)
(29)
(29)

®
@
€)
©)
(©)
(©)
)
C)
)
(10)
(19)
(19
(19)
(14)
(15)
(16)
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{3 ks, Xi<xi D VPV xi(~xEH(xi, x5, x1)))
3 ks, VXEVXE(=xEII(xE, X3, X5))

{13 ks,  ~XEIO(X, x5, xb)

{1} ks,  ~SxCOM() (X, x5, x5)

{13 ks, VX5V xi~SxEHD(0)(x}, x5, X3)

{3 b, SXi<XxiD VXV x5~SxEHD()(x1, x5 X3)

{3 s, S(sxi, SxG0(9))

@ ks, S(xi,x®MD) o 5(sxh, SXOH(h))

@ ks, VXIS(xE,xEE) o §(sxi, SXEE(0)))

Teorema 6.9. ks, VXi((DS(xi, x4 AD(9)) o Vx3Ixi(SxTHD(0)(sxL, X, X5))).
Prova.

{3 ks, DS, xM)AD(9)

{3 s, D(x5xtM)

{3 bk, Xe<xt D VxEIxS(XEHI(xE, x5 X5))
@ ks, VXxi(xi<xi)

Dok, Xi<xi

{3 ks, VxiIxE(xCI(xE, x5, X3))
{3 ks, IXEXED(XE, X3, XE))

& ks, XOMO(XE, X3, Xb)

{3 ks, VXY/XETXE(O(X], xb, x5, XE))
{3 ks, IX(O(XE X X3, XE))

{11} |'52 q)(x_!UXIZ!X{’)OleIlO)

@ ks, VXi(xi=xj)

@ bs, SXi=SX}

D bs, Xh=Xb

D ks, Xig=Xko

@ ts, =(SXi, SXE; Xb, X5; Xho, Xho)

(17 {811} ks,  XEED()(XL, X3, Xo, Xho)
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E(W)(D)
E()(17,18)
E(W)(D)
1(v)(14,20)
I(V)(21)
10)2.22)
1(V)(23)
15)(1,24)

1(V)(25)

H
E(NQ)
E(M)(Q)
T
E(V)@)
E(®)(3.5)
E(V)(6)
H

E(NQ)
E(V)(9)
H

sim(=)
E(v)(12)
E(v)(12)
E(V)(12)
I(A)(13-5)

1(A)@,11)



(19 {1} ks,
(19) {1811} ks,
(20) {1.8.11} ks,
(21) {1811} ks,
(22) {1811} ks,
(29 {1} ks,
(9 {1} ks,
() @D ks,

(26) D ks

2
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s(xs, x*D)

XGLID() (8X4, X, Xho, X5, Xb, Xho, Xho)

XCHD(9) (sX3, X, Xio)

Sx41D() (sX4, X3, Xio)

FAX4(SXEHD() (x4, X5, X5))

A XL(SxEED(d) (sxi, x5, 1))

VX3 X5(SXEHD() (X5, X5, X5))

(DS(x5, x4 AD(9)) o Vx5IXY(SxHHI(d) (s, X, X3))
Vx4((DS(xé, x4 0) AD(9)) o Vx5 x5(SxEH0(0) (x5, X3, X4)))

Teorema 6.10. +s, Vxi((DS(xL, x® D) AD(9)) > DS(sxi, SxE:9(0))).

Prova.
O {3 *,
@ {3 k,
@ {3 k,
(4 D ks,
(5 D ks,
© {13 ks,
@ {7} ks,
(8 D ks,
@ <D ks

(1) {7} s,
(1) {u} s,
(12 {1 s,
(13) {11} ts,
(14) {111} Fs,
(15) {15} Fs,
(16) {18} Fs,
(17) {15} ts,

DS(xi, x@-0) AD(0)

D(xs,x*9)

S(x4, x 1)

Vxi(8(xi, xt10) = §(sx, Sx49(9)))
S(x4, x10) o s(sxi, Sx10(0))
S(sxs, Sx9(0))

X< sxi

VxIVxi(xi<sxt o (xi<xi v xi=sx}))
xi<sxi o (xi<xi v xi=sxi)

Xi< Xt v xi=sx!

X< X4

xi< xt o VxtAxi(xGE0(xE, x4, x1))
V x5 3 xE(x 10 (x1, x4, x1))
XXM (X1, X5, X5))
xOED(x1, x5, X3)

SxCD(9) (x1, X}, X5)
FxH(SXCHD() (x1, X2, X3))

87

E(NQ)
I(~)(16,17,18)
1(3)(19)

1(v)(20)

13)(22)
E(3)(7,8,10,11,22)
I(V)(23)
1(=)(1,24)

1(V)(26)

H
E(NQ)
E(NQ)

Teo
E(V)(@)
E()(3.5)
H

T
E(V)(®)
E(V)9)
H
E(W)(®)
EG)(11,12)
E(V)(13)
H
EM)(15)

1(3)(16)
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Teorema 6.11. kg, WX/ Xi(SXED()(Xi< (XE), X5, x5) D xE1D(x], x4, x1)).

Prova.

{1}
12
{3}
{3}
3}
{1}
{3}
{1}
{1}
{1}
{13}
{13}

Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 11

FxS(SX () (X1, X2, X))

VX3 x5(SxC0(0) (X1, X5, X5))

Xi< xt D Vx3I xi(x (x4, x5, X3))

Xi=sxi

(DS(xE, X AD(9)) o Vx5IXL(SxE(0)(sxL, X, X3))
VX3 X5(SX () (X5, X5, X5))

VX3 XE(SXCO(0) (X1, X5, X5))

xi=sxi D Vx3IxE(SxCD(9)(x1, x5, X))

V xe 3 X3(SX () (X1, X5, X5))

X1< 8§ D VX x3(SXCHI(0)(x1, x5, X3))

Ds(sx3, Sx*9())

(Ds(x5,x“) AD(9)) > Ds(sxs, Sx“(6))
Vxi((Ds(x5,x0) AD(9)) © Ds(sxs, Sx“(¢)))

SO0 (xi< (x4), x5, X3)
XCLE(0) (X1, x5, X3)

XD () (X}, Xb, X5, Xho, Xbo, Xbo XFo)
= (X1, SXkos X5, Xio; X3, Xio)

X1 =5Xlko

Xi< X}

SXho < X}

Ds(x}, x(:10)

D(X‘i"x(i,i,i))

Xk < X} D V x5 xE(x (X, Xb, X5))
V33 x4(x D (sxi, X3, X4))

I x5(xC10(sx4, x5, X5))
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Teorema 6.12. ks, Vxi/x5((DS(x4, xO-+0) A SxEE0(d)(x1, x5, X5)) D Xi< SX¥).

Prova.

{1}
{1}
)
%)
{1}
{1}
{1}
{8}
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2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 11

~ V' Xi~(x1D(sxi, X3, X))

X5~V xb=(x G40 (sxk, X3, X5))

~V X5V X3 (=X (sx, X3, X5))

V xi(xi< sx!)

xi<sxi

Xi<sxh A ~V XV xi(~x10(sxi, x5, x1))
~(xh< sxh o VxbV xi(~x @t (sxi, xb, x1)))
Axi~(xi< xp D Vx5V x5(~xH40(xi, X3, X3)))
~Vxb(X4< Xs D Vx5V Xio(~x 0 (xi, X4, X3)))
~V xb(X5< Xg D VX5V Xig(~Xx (x4, X4, Xo)))
Vxi(xh<xg D VX3V xi(~xEH(x4, x4, X3)))
~XCUED(x, X5, X3)

Sx 1D (0) (x4, X3, x5)

x@ED(xi, X3, x5)

SX®ED(9) (xi< (xE), x5, X5) D xEHD(x], x, x5)

VXXX ETO(x < (XE), X5, X3) © xE4I(x), X5, X3))

Ds(xg, xt19) A SxE1I(9)(x1, X}, X3)
DS(x{, x (1)

V xi(Ds(xs, x410) o Ds(sxs, Sx¢(d)))
Ds(x!,x10) o DS(sxi, SxE1D(d))
Ds(sx3, Sx*)(0))

S(sxs, Sx9(¢))

sxs< Xi D VXV X3 (=SxCH(9)(x1, x5, X3))
~X}< SX§

VXV x5 (~xi< xi o xi<xi)
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(~V-3~)(12)
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E(V)(16)
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(11)
(12)
(13)
(19)
(1)
(16)
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(12)
(19)
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{1}

{1}

)

)

Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 11

~xi< sxi o sxi<xi

sxt< x!i

VX3 V X5(~SXEE() (X1, X2, X))
~SxUED() (X1, X5, X3)

SxCD(9) (X1, X5, x5)

Xi< sxt

(DS(x5,xE10) A SXEED(D) (X1, X5, X3)) D Xi< sX4

Vx1/xs((DS(xs, x00) A SxEE(@) (X1, X2 XE)) D X1< 8Xs)

Teorema 6.13. +s, Vxi/xi(x¢FDSxER(xi/xi) o xj=x}).

Prova.

{1}
{1}
{1}
{1}
{1}

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks
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ks

2

ks
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ks
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ks

2

ks

2

ks

2
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x DSy (D (xi/x1)

Sx 1D (x1, X5, X5)

Des(xk, x@0)

Ds(xi, x(:i:0)

Ds(xi, x @10y A SxEiD(x1 xi, x1)

V xi/xL((DS(xL, xG1D) A Sx®BED(xE, xi, x1)) D X< sxi)
(DS(xd, x 10y A SxEED(xI x5, x1)) D xi< sxi

Xi< sxt

VxIVxi(xi<sxt o (xi<xi v xi=sx}))

xi<sxt o (xi<x! v xi=sxi)

XiI< X! v xi=sxi

Xi< X5

SX(H(xi< (xE), Xb X1)
VXEIXE(SXHMO(XE< (X2), X5, XE) D XEHD(XE, XE, X5))
SXHO(xI< (x5), xb,X5) 2 xCH(xE, X, X5)
xGEO(x}, x4, X4)

SxED(x1, x3, 1)
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(19)
(19)
(20)
(21)
(22
(29
(24)
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(29)
(27)
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(34)
(39)
(39)
(3
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{112}
{1}
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{112}
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{26}
{1}
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{26}
{1.26}
{26}
{26}
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{26}
{26}
{1.26}
{26}

Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 11

Ds(xi, x @Dy A Sx®iD(x1 xi, x1)

SXG0(x}< (xE), X5, X4)

SxUED(xI< (xE), x4, x1) o x@1(xi, x5, x1)

xED(X], X5, X3)

e(X(i,i,i))

(XEED(x, x5, x5) A xERD(xY, x3,xE)) D X=X}

XEED(x, xb, x5) A xCED(x, xb, X4)

xt=x}

Xi=sx!

S(xk, x @)

xi<sxt o VxiV x§(=x®t0(sxi, x5, x1))

V xi(xi< sxi)

XL< sxi

V x5V x5(~x @10 (sxi, x5, x5))
Vx5 V x3(=xEHD(xi, X3, X5))
~X0ED(x{, X5, X5)
~X0ED(x, x5, X4)

X SR (], x5, x5)

XSHED(xE, xb, X4)

X SR (xE b X XL XE, XE, X3)
X SUD (XL, Xb, Xk, Xlo, X1, Xig, X1a)
= (X1, SXb; X5, X; X4, Xb)

= (X1, SX1o; X3, X115 X4, Xi3)
XCUED(XE, X7, X6, X)

XL (xo X1y, X, Xis)

O(XE, x4, X5, X5)
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Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 11

O(Xio, X1, Xizy X1s)
xGED(xg, X4, X3)

X ®E0(xdo, X1, X12)

Xi=sxi

X1=SX1o

SXs=sx!,

V xiV x5(sxi=sx} o xi=xb)

sxt=5sxl, O Xi=xl,

xEED(xE, x5, X1)

(X005, X7, X8) A XE(X5, X7, X12)) D Xe =Xl
XCE(XE, X7, X8) A XCED(XE, X7, X12)

X=X

O (X8, X7, X4, X13)

e(9)

(D6, X7, X8, X8) A (X4, X7, X§, X13)) D Xb=Xis

Xs=X}

Xi=sxi o xi=xj

xi< xt o xi=x}
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Teorema 6.14. kg, Vxi/xi(x® DSxE1D(o(x < (sxé)/xz)) D SxE ' I(sxi, Xi, X))).

Prova.
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Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 11

(xi<xi v xi=sxi) o xi=x}
xt=x}
x DS @iD(xi/xT) D xi=xX]

W X/ xE(XGDSXGUD(XE/XE) D Xb = X3)

xGEDSx LD (g (x} < (sxE), X}, X5, X1))

VXLV xh(xi< sxi o xi<xi)

xi<sxi o xi<xi

X! < sxi

xi<xi

DS(xE, x &)

Sx@iD(xE, xi, xi) A d(XL, Xb, X5, X5)

Sx D (xi, xb, x5)

SxUID(xi< (X)), x5, x1)

Y X1/ xE(Sx G0 (xi < (x4), xb, x5) D x@ED(xd, xi, x5))
SXHD(XL< (xE), Xb, X5) D X“40(x], X5, X1
x®ED(x1, x5, X5)

VXIVxi(xi<xi D (xi<x} v xi=xi))

xi<xi o (xi<xi v xi=xi)

(xi<xi v xi=xi)

sxi<x!

Sx D (xi, xb, x5)

SxUID(xi< (xL), x5, x1)

W x4/ X4(SX G0 (xi< (X)), Xk, X5) D x®D(xE, xi, x1))

Sx@1D(sxi< (xb), x5, x8) o xED(sxi, x5, x3)

93

1(v)(68-9)
E(®)(11,70)
10)(1,71)

I(V)(72)

Y
.

E(M)(Q)
E(NQ)
E(G)(14)
E(NQ)
E(NQ)
E(()
I(~)(5,68)
Te12
E(v)(10)
EG)O0.11)
.

E(V)(13)
E(G)(5.14)
Y

I(v)(12)
I(~)(6,16,17)
Te12

E(V)(19)



(21)
(22
29)
(24)
(29)
(29)
(27)
(29)
(29)
(30)
(3)
()
()
(34)

®

®
©)
(©)
(©)
)
G

(10)

{116}
{116}
{23}
{1
{1
{123}

{1
{123}
{123}
{123}

{1}

@

)

Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 11

x@ED(sxi, x4, x4)

Sx 1 (sxi, xi, X})

Xi=X4

S(X},,X(i’i‘i))

[S(xE, xR0 (X, xd; X3, Xb; X5, X1o)
X(Si’i’i)(X;iL)

= (X1, SX1; X, Xb; X}, X§)
xGtED(x], x5, x5, x4)

X SED(sxt xb i, X1, x5, x1, x1)
XSLiD(sxi, x3, x1)

Sx @ (sxi, x5, x4)

Sx 1 D(sxt, xb, X4)

XOHDSKOLI(0(x} < (5XE), X4, X5, X)) D SX - D(sx], X, X)

Vx4 xE(x @IS GED(d (] < (Sxb), x5, x4, x5)) D Sx@ 1 D(sxi, x5, x1)))

94

E(2)(18,20)
IV)(21)

H

E(\)6)
(Vev)(24)
Subs(=)(23,25)
Teorema
I(~)(1217)
1(~)(28,26,27)
1(3)(29)

1(V)(30)
Cas0s(15,22,31)
12)(1.32)

1(v)(33)

Teorema 6.15. +s, De(@) A De(¢) oV xiIxEI(xCD=i(@) A xED=i(0)(xE) A DeS(xi,x D)),

Prova.

{1}

{1
%)

%)

%)
{1
{4

{1}

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

De(e) A De(9)
De(o)

9~ ()
®o1(9)(0)
e(9) o €(9o)
()

€(®o)

$(0, o)

D(¢) o D(0,¢0)
D(0, o)

H

E(NQ)

E(NE@)
E(®)(5.,6)
Te7

Tes

E(E)



1) {3 ks,

(1) {1 ks,
1) {3 ks,

(14) {24} ks,
(15 {14} ks,
(16) {14} s,
@) {1} ks,
(18) {114} ks,
(19 @ +*s
(20 @ ks
(2) {114} ks,
(2 @ ks
(23 @ ks
(24) {24} Fs,
(25) {1} s,
(26) {14} ks,
(21){11424} ks,
(289){11424} Fs,
(29) {124} Fs,
(30) {124} Fs,
(31) {114} ts,
(32 {14} ks,

(33) {33} ks,
(34){14,33} Fs,

(3) D ks

2

(36) D ks

2

Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 11

DeS(O, (Po)

90°1-1(@) A 9o?-(0)(0) A DES(0,90)
IXEI(XCI=1(g) A XED-H()(0) A DeS(0,x 1))

IXED(XOD=i(@) A XED=I()(xE) A DES(XE, xE1D))
XOD=i(@) A XED=i(G) (X)) A DeS(xi,x)

DS(xE, x1D)

D(9)

Ds(xi, x“"9) A D(6)

VX((DS(x, X0 A D(9)) > Ds(sxi, Sx-0))
Ds(x5,x) > Ds(sxi, Sx)

Ds(sxi, Sx D)

W XL/ XE(XGISXGi0(xE/XE) S xb=xi)

xGiDgx GiD(xi/xL) o xb=X}

SXOID(xY, xh, X5) A SXERI(x{, X}, X4)

e(¢)

Des(xk, x®10)

X(DSX (X /X1)

Xh=X}

(Sx@id(xi, xb, x5) A SxEiD(xi, x}, x1)) D xi=x}

e (Sx0i)

Des(sxk, Sx D)

XED=1(9)(x5)

SXHI()(xi/xi, 5x) ou xi< sx4 A SXEM(X],Xh,xE) A O(X/Xi)
x G1DSx LD (xE < (SXL), X3, X4, X))

W XA/ XXX < (8XE), XE X5, XE)) D X (s, Xt X))

XUEDS) G (X1 < (SXL), Xb, Xk, X1)) D SxG 1 d(sxi, xi, xi)
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Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 11

(37){14,33} s, SxO 1 D(sxi, x, xi)
38) {1} Fs, SxED(0)(xi/xi,sxL) o SxO 1t D(sxi, x},x4)

(39) {14} ks, XEDTH(0)(sxd)

(9 {14} ks, XOI-i(p)

(4 {24} ks, XOV7 (@) A XCITI(0)(sxs) A DES(sXs, Sx )

() {14} ks, IXCDXCITH(@) A XEDTHQ)(sxE) A DeS(sxt,x0))
@) {3 ks, VXIXCI(XOI=(@) A xED-I()(xE) A DeS(x,x )
“ @ ts, De(@) A De@) oVxiIxEIXOI=H(g) A xS (9)(xE) A Des(xt, 1))

2

Teorema 6.16. +s, De(¢) A De(¢) o e(R(9,9)).
Prova.
@ {3 ts, R(@,0)(XLX5X5) A R(@,0)(xi,x5xk)
@ {3 s, IxEVXCI((@,0)(x010) D xEI(x], x5, X4))
@ {3 ks, IxEVXED((@,9)(xMH) D xCH(x], x5, 1))
@ {3 ks, IXE((@,0)(xHH) D xEII(x], X3, x4)) (xE)
® {3 ks, IYXE((@,0)(xMH) D xEII(x], X5, X1)) (XE)
©® @ +ts, De(p) A De(0) oVxiIxHIXOI= (@) A XxEI-(9)(xE) A Des(xi,x))
@ {3 +s, De(p) A De(9)
©® {3 s, VXIXCXOI=H@) A XEDZI(9)(xE) A DeS(xs,x¢H))
© {7 ks, IXEXOIZ(Q) A XEDTI(G)(XE) A Des(xi, x D))
(10) {7} Fs, IXENXOI= (@) A XD (D) (XE) A DES(x, D))
) {7 s, XC7(Q) A XEITHG)(x5) A DES(xs,x )
(1)) {7} ks, XOV7(@) A XD ()(xE) A DES(XE,XV)
(1) {7} Fs, (@ 0)(X)(xY)
) {7 ks, (@ 0)(XE)(x)
(1) {3 Fs, (@ O)(XEHD)(xs) o xCH(x1, x5, X5)
(1) {3 Fs, (@O)(XEM)(xE) D xEH(x], X3, X4)

1) {17} bs, XOED(xE,x5,x5)

96

E(>)(34,36)
15)(33.37)
1(V)(36)
E(~)14)
1(~)(31,39,40)

1(3)(41)

Ind(A)(13-4,42)

1(2)(1,43)

H
E(NQD)
E(NQ)
E@)O)
EQ)G)

T
E(3)6)

ECG)47)
I(V)(®)
1(V)(®)
EQ))

E@))
E(~AL)

E(~)(12)
E(V)(4)
E(V)()

E(o)(13,15)



(19) {17}

(19)
(20)
(21)

(22 {17}
(29 {17}

(29)
(29)
(26)

v Xi< xi).

®
@
®
©)
(©)
(©)
v
C)
©
(10)

(11) {47}
(12 {47}

(13)
(19)

{7
{7
{7

{7
{7

%)

ks

2
bs,
bs,

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 1l

XHEO(x], X5, X4)

De s(x4, x40

e (x(i9)

(X0, X2, X3) A XEE(XE, X3, XE)) D X=X
XETO(x1, X5, X3) A XEM(x], X5, X:)

X=X}

R(@,0)(x1, X2, X2) A R(@,0)(X1, X2, X}) D X5=Xi
e(R(e.9)

De () A De(9) o &(R(¢.9))
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E(o)(14,16)
E(~)(11)
E(~)(19)

E(V)(20)

1(~)(17,18)

E()(21,22)
1(0)(1,23)
1(v)(24)

E(5)(7,25)

Teorema 6.17. +s, D(9) A D(¢) o VxiVxiIxXiVxi VXEE((@, o) (xEH0) (x5) o (xEHD(xd, x5, X5)

Prova.

3
s
s
{4
{4
{1}
{7
{4

%)

{4

{7
{7

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks

2

ks,

b,

ks,

D(o) A D(¢)

D(o)
D(9)

(@, 0)(x D) (x2)

V Xi/xi(xi=0 2 (@ (X3, X5) <> x4 (x}, X3, X4)))
Ix30 (X} x})

@ (x5, X5)

0 =02 (@(x},x5) <> xO(0, X}, X3))

0=0

@ (X2, x5) > xO19(0, X3, x3)

x(10(0, x5, x4)

X000, x5, X5) v xi< 0

(@, O)(xED)(x3) = (x41(0, x5, x3) v Xi < 0)

VXV XED((g, 9)(x M) (xE) 2 (x (0, 3, X3) v i< 0))

H
E(NQD)
E(NQD)

H

E(N@)
E(V)()

H

E(V)()
Ref(=)
EC)®9)
E()(7,10)

1(v)(11)
1®)4,12)

1(V)(13)



(1) {7} Fs,
(1) {1} s,
) {1 ks,
(18) {18} Fs,
(19 {18} Fs,
(20 {20} s,
(21) {20} s,

(22 {22}
(23)  {20,22}

) {28
() {29
(20) {25
(@) {25
(29 {28
(29 {28
() {30
() {3
(2 {2

(33) {24,30,32} ks

(34) {22}
(35) {22}

(36) {22,24,30,32} ks
(37) {22,24,30,32} ks
(38) {22,2432} ks

(39) {20,22,32} ks

Apéndice I: Provas dos Teoremas do Capitulo 1l

IV )GV X (@, ) (x D) (xE) 2 (x (0, x4, x4) v Xi< 0))

IV )GV XD (@, ) (x D) (x3) 2 (x (0, x4, x4) v Xi< 0))
VXXV XY XE((0, 0) (xM) (x2) > (x (0, x5, X3) v Xi< 0))
VXXV XV XE((@, 0)(xHH0) (x2) D (XHHD(x1, X5, X5) v Xi < X1))
XV XV XED((@, 0) (x D) (xE) D (XCHO(x, X, XE) v X< X))
VXEV XE (@, 9) (xHHD)(x3) D (XEHO(x, X5, X3) v Xi < X1))

(@, 0)(xU)(xa) > (XTI(x1, X3, X3) v X< X1)

ks, (@, 0)(x“)(x2)

ks, XOEO(x, x5, X5) v Xb< X}
ks, X®ED(x1, x5, x5)

ks, Xi< X}

ks, Xi<SX}

ks, X®D(sxi, x4, X5) v Xh< SX}
ks, Xi<SX}

ks, X®D(sxi, x4, X5) v Xh< Sx}

ks, Xi<Xj

ks, I XEO(X1/X3, X5)

ks, O(X1, X5, X3, XE)

Xi<xh A XGED(xE xh xE) A o(xE, x5, x4, x1)
VXI/XEV XX ED(0) (X1 x5, X4, X5) D XCHD(sxi, X5, X1))
XEED(O)(x1/ x4, x4, xb) D xHHI(sx}, Xb, X3)
XG1D(sx{, X3, X4)

XUED(sx, X5, X5) v X4 < Sxi

XUED(sx, X5, X5) v X4 < Sxi

xt0(sx3, b, X5) v X < sx]
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1(3)(14)
E(3)(6,7,14)
I(V)(16)

H

E(V)(18)

H

E(V)(20)

H

E(G)(7.10)

H

H
E(>)(Teorema,25)
1()(26)

H

1V)(29)

H

E(V)Q)

H

1(A)(24,30,32)
E(N22)

E(V)(20)
E(5)(33,55)
I(v)(28)
E(v)(Teorema,25,30)

E(v)(23,24,28,38)
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(40 {2032} ks, (@, )(XCE)(xE) D (XEED(sXi, X3, XE) v Xi< SXi)
(4 {2032} ks, VXAV XE((@, 9)(xEH)(XE) D (XEID(sxi, X2, X3) v X < 8X1))
(42{2032} ks, IV XAV XCI((@, ) (xMH)(xE) D (XEHD(sxE, Xb, X3) v Xi < 8X1))
(43) {120} s, IV XAV XCI((@, ) (xMH)(xE) D (XEHD(sXE, Xb, X3) v Xi < 8X1))
(a9) {128} s, IV XAV XCI((@, ) (xMH)(xE) D (XEHD(sXE, Xb, X3) v Xi < 8X1))
(45) {118} ks, VXeAXEV XAV XEE((@, ) (x D) (x2) D (X HHD(sX1, X5, X5) v X4 < 8Xi))
(48) {3 Fs, VXIVXEAXEV XV XCIO((@, 9)(X M) (xi) D (xCMI(xE, X5, X5) v Xi< Xi))
Teorema 6.18. +s, D(9) A D(0) o D(R (¢, 9)).
Prova.
O {3 s, D(e)AD(9)
@ {3 s, VXIVXIEYXEVXE((@, 0)(x D) (xE) D (XX, X5, X5) v Xi < X1))
@ {3 F, IEVXVXED((@, ) (xHHD)(xE) D (xEH(xE, X5, XE) v Xy < X1))
@ {3 F, VxiaVxE((@,0)(xEH)(x:) D (xHHI(XL, X3, X5) v X4 < X1))
® @ Fs, (9,0)(xEF)(xi) D (xEH(x], x4, X3) v Xi< Xi)
©® {6 Fs, (9,)(xCMD)(x)
() {48 s, XCOUD(xi, x5, xb) v xi<xi
® @ s, ~xi<xi
@ {48} ts, XCED(x], X3, X3)
(100 {4} Fs, (@,0)(xMMI)(x1) > xE40(xi, X3, X3)
(1) {4 Fs, VXE((@,0)(xHMI)(x1) D XM, X, X5))
(1) {3 ts, IXVXEI((@,9)(xEM)(xE) 2 xHE(XE, X5, X))
(139 {43 Fs, IxGIRVXEI((@, 9)(xCHD)(x) D XEH(x1, X3, X3))
19 {3 ts, DAIKEVXED((@, ) (xEM)(xE) 2 xEH(xE, X3, X5))

1 {3 t, D(R(9,0))
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EG)(22:39)
I(¥)(40)
1(3)(41)

E(3)(3132,42)

E(3)(19,20,43)
I(v)(44)

Ind(17,18 45)

H

EOG)(1Tes)

E(M)(Q)
H
E(V)(@)
H
E(®)(4.6)
Teorema
EM)(7.8)
1(>)(6.9)
1(v)(10)
1(3)(11)
1(3)(12)
E(3)(34.13)

1(V)(10)
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