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Resumo

Este trabalho segue os passos historicos, descritos na literatura, das interagOes
normalmente consideradas nos sistemas intermetalicos de terras raras. O capitulo 2
considera o efeito do campo elétrico gerado pela distribui¢do de cargas no cristal, por
isso denominado de campo elétrico cristalino. Ja o capitulo 3 descreve o passo seguinte
que é considerar uma interagdo entre dois ions vizinhos do cristal. Essa interagdo ocorre
por mediagdo de elétrons itinerantes e € conhecida como interagio de Ruderman-Kittel-
Kasuya-Yosida, ou interagdo RKKY. Considerando-se apenas estas duas interagdes ja €
possivel explicar boa parte do comportamento magnético dos compostos intermetalicos
de terras raras. O PrMg, é uma excessdo para o qual a interagio quadrupolar tem sido
sugerida na literatura. A adigio desta interagéo € o principal objetivo deste trabalho e
tema do capitulo 4.

A dependéncia dos pardmetros de ordem magnético e quadrupolar com a
temperatura sdo estudados com a aproximagdo de campo médio. A estabilidade destes
pardmetros ¢ analisada através da energia livre na aproximagdo de campo médio (ao
contrario da expansio de Landau, uma aproximag¢do comum na literatura). Um diagrama
de fases é obtido mostrando natureza do estado fundamental do Hamiltoniano de campo
médio e o tipo de transicdo de fase (primeira ou segunda ordem) em fungdo dos
acoplamentos magnético e quadrupolar. E mostrado que o PrMg, tem uma transi¢do de
fase de segunda ordem, como observado experimentalmente, apos a inclusdo de um
acoplamento antiferroquadrupolar do tipo Heisenberg.

Os calculos numéricos foram feitos usando o programa Maple 5, e os codigos

usados sdo mostrados nos apéndices A e C.



Abstract

This work considers the presence of interactions in rare earth intermetallic
compounds with cubic symmetry. In chapter 2 the cystalline electric field is taken into
account and in chapter 3 an RKKY interaction between nearest neighbours is introduced
in order to obtain magnetic order in the crystal. These interactions alone are sufficient to
explain magnetic behaviour of several based Pr compounds, with PrMg?2 an exception for
what a quadrupolar interaction has been proposed in the literature; the addition of this
interaction constitutes the principal goal of this work and is developed in chapter 4.

The temperature dependence of the magnetic- and quadrupolar-order parameters
is studied under the mean-field approximation. The stability of those parameters are
analysed by means of an exact mean-field free energy (as opposed of a Landau
expansion, an approximation common in the literature). A phase diagrama is obtained
relating the magnetic and quadrupolar couplings with the nature of the ground state
mean-field Hamiltonian and the kind of the phase transitions (first or second). It is
showed that the PrMg2 undergoes a second order phase transition, as observed
experimentally, after an inclusion of a Heisenberg like antiferroquadrupolar coupling.

The numerical calculations were performed using the Maple software and the

codes are listed in the appendix.



Capitulo 1

Apresenta¢io

Esta dissertagio tem por objetivo estudar a influéncia da interagdo
quadrupolar nas transi¢des de fase ferromagnética-paramagnéticas dos compostos
intermetalicos de praseodimeo com simetria ciibica. Este primeiro capitulo apresenta
a motivagdo para este trabalho, resume o procedimento desenvolvido e apresenta

brevemente os principais resultados.

1.1 - Introducio

Antes da segunda guerra mundial os compostos intermetalicos receberam pouca
atengdo dos fisicos. Eles eram considerados apenas como curiosidades de laboratorio,
no entanto sem grandes aplicagdes. Nas Ultimas décadas, o interesse em sistemas
intermetalicos, principalmente aqueles contendo terras raras, tem crescido tanto que
hoje tais sistemas ganharam a atengdo de fisicos, quimicos e cientistas de materiais.

Compostos intermetalicos & base de terras raras sdo interressantes de se estudar
por varias razdes. Primeiro porque as terras raras conseguem se ligar a elementos de

quase todos os grupos da tabela periodica, o que permite uma grande diversidade de



estruturas moleculares e estequiométricas. Outra razido de interresse ¢ que as terras
raras apresentam estruturas magnéticas exdticas, efeitos claros de campo cristalino e
algumas propriedades magnéticas que podem torna-las sistemas viaveis para
aplicagdes em aparelhos eletromecanicos'”. Em adigiio a esses pontos de interesse,
ainda vale citar que sistemas a base de terras raras apresentam muitas semelhangas
entre si. Assim, é sempre possivel o estudo de uma série fechada de compostos
isoestruturais diferentes apenas na natureza da terra rara, ou do composto ligado a ela
(que ¢ o caso deste trabalho).

O estudo das propriedades magnéticas das terras raras datam da década de
1960. Os primeiros trabalhos nesta linha sdo de Nesbitt et al em 1959?, Hubbard et
al® e Nassau e al’, ambos em 1960, que abordaram sistemas de terras raras ligadas a
metais de transicdo 3d. A partir destes estudos iniciais, as propriedades magnéticas
deste e de varios outros sistemas de terras raras tém sido exaustivamente investigadas.
A maioria dos estudos iniciais focaram principalmente dois aspectos, as caracteristicas
estruturais e magnéticas destes compostos. Apenas nas ultimas décadas alguns
trabalhos tém se voltado para as suas propriedades térmicas®>®.

Para se estudar o magnetismo de um composto € preciso conhecer suas
principais interagdes magnéticas. Existem duas classes de elementos que tém um papel
importante no estudo do magnetismo: o grupo do ferro (caracterizado por elétrons de
valéncia do tipo 3d) € as terras raras (elétrons de valéncia do tipo 4f). Esses grupos
sio importantes porque os orbitais semi-preenchidos ndo sio os mais externos. Em
compostos, onde os orbitais semi-preenchidos séo os mais externos, estes podem ser

completados por elétrons covalentes ou cedidos, tornando-os ndao-magnéticos.



Para entender as vantagens de se estudar o magnetismo das terras raras €
importante, entdo, conhecer algumas de suas propriedades estruturais. As terras raras
sio os elementos quimicos do grupo dos lantanideos, caracterizados por apresentarem
como orbital de valéncia o 4f. Os orbitais mais externos destes elementos sdo o 6s,
normalmente completo com dois elétrons, € 0 5d, em geral com apenas um elétron.
Assim a configuragdo eletronica tipica destes elementos ¢é 4f" 5d' 6s°, onde n < 14
elétrons. No estado metalico os niveis 5d e 6s sao misturados formando uma banda de
condugdo. Por outro lado, os orbitais 4f sdo altamente localizados e ndo existe uma
superporsigdo de funcdes de onda 4f centradas em sitios vizinhos. Esta €, entdo, a
grande vantagem ao se estudar estes cCompostos, pois os orbitais 4/ destes podem ser
descritos como os de atomos livres, mesmo fazendo parte de algum composto, devido
a sua alta localizagdo.

Quanto 2 estrutura cristalina, a maioria das terras raras se ordena em estruturas
hexagonais fechadas. Mas existem outras formas de cristalizagdo, como ¢é o caso do
praseodimeo, que se cristaliza em uma estrutura cubica de face centrada, como

mostra a figura 1.

————Pr
Pr
Pr———-—-—Pr/
Pr
Pr Pr
Pr Pr/

Figura 1 - estrutura cristalina dos compostos a base de praseodimeo. Este tipo de estrutura é
conhecida como estrutura ciibica de face centrada (fcc).
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1.2 O campo elétrico cristalino

A teoria do campo cristalino foi desenvolvida por Van Vleck”, que foi o
primeiro a mostrar que a compreensdo das propriedades de cristais paramagnéticos
pode ser obtida pela suposi¢do que os ions sdo fortemente influenciados por campos
elétricos gerados pelos outros ions do arranjo.

Uma vez que os compostos analisados aqui apresentam estrutura cristalina, €
de se esperar que esse campo elétrico do cristal seja relevante. De fato, os
experimentos mostram que varias propriedades fisicas das terras raras intermetalicas,
como Os mecaniSmos magneéticos € termodinamicos'”, sdo significativamente
influenciados pela interagiio eletrostatica entre os fons vizinhos no arranjo cristalino.
As caracteristicas magnéticas de sistemas intermetalicos de terras raras sao
determinadas quase que exclusivamente pelos elétrons do atomo central, ou
localizados. Os elétrons ndo-localizados, ou itinerantes apenas aumentam O
paramagnetismo de Pauli, que € insignificante perto do magnetismo originado pelos
localizados. Tais elétrons sdo de orbitais 4f e, por isso, sdo altamamente localizados e
podem ser muito bem caracterizados pelo momento orbital e o spin. Tais elétrons séo
fortemente influenciados por perturbagdes geradas pelo potencial eletrostatico, V,
gerado pelos outros ions da rede cristalina. Essa é, entdo, a origem da interagdo do
campo elétrico cristalino, que € o objeto de estudo do Cap. 2 desta dissertagdo.

Essa interagdo sera tratada por um modelo no qual os elétrons 4f séo
considerados localizados na vizinhanga do nucleo da terra rara e os ions vizinhos sdo
considerados como cargas pontuais também bem localizadas. Este modelo ¢

conhecido como aproximagdo de cargas pontuais e foi desenvolvido por Hutchings



em 1964® A primeira abordagem feita a essa interago € na forma de um calculo
classico do potencial coulombiano gerado num certo ponto do cristal devido ao
campo elétrico de sua distribuicdo de cargas. Entretanto, como esse modelo classico
ndo é suficiente para explicar as propriedades magnéticas que se busca entender neste
trabalho, sera nescessario fazer uma abordagem quantica, determinando o
Hamiltoniano que descreve o sistema. Para se fazer essa passagem ¢ preciso usar 0
teorema de Wigner-Eckart (Apéndice B), que muda as coordenadas cartesianas para
operadores, e ainda o método de operadores equivalentes de Stevens”. O método
desenvolvido por Stevens ¢ capaz de calcular, de uma forma simples, o efeito do
campo elétrico cristalino sobre o momento angular J do ion magnético. Neste método
os termos do potencial eletrostatico sio trocados por operadores adequados do
momento angular que se transformam da mesma maneira. O Hamiltoniano obtido com
este método ja é bem conhecido na literatua e ¢ mostrado a seguir
H,. = B)(0¢ +50;) + B (02 -210}),

onde B! e B! sdo constantes que contém informagSes da rede cristalina ¢ os O sdo
os operadores equivalentes de Stevens, que sdo definidos como combinagdes lineares
do operador momento angular total, F, e de sua componente, J,. (Ver Egs. 9).

Como os elétrons 4f sio bem localizados, pode-se considera-los como se
estivessem num ion livre, mesmo fazendo parte de um composto. Por isto 0 momento
angular total é um bom niimero quéntico para descrevé-lo. No caso do prasedimeo,

temse J = 4 o que gera um multipleto fundamental com 2J+/=9 estados

degenerados. O efeito do campo elétrico cristalino ¢, entdo, levantar essa



degenerescéncia, separando esse multipleto em um estado singleto, um dubleto e dois
tripletos.

Bethe em 19292 estudou a interagdo do campo cristalino, porém, com uma
abordagem de teoria de grupos, que leva aos mesmos resultados mencionados
anteriormente. Nesta dissetagdo, ndo sera considerada a abordagem de Bethe em
detalhes, mas ela é importante pois € a origem da nomeclatura usual para os estados
resultantes do tratamento com os operadores equivalentes de Stevens. Esses estados
sio conhecidos na literatura como: singleto, 77; dubleto, I'%; e os tripletos, I e I5.
Esta nomeclatura é comum em trabalhos espectroscopicos € também sera usada nesta
dissertag@o.

Os efeitos do campo elétrico cristalino em compostos cubicos de praseodimeo
sio bem conhecidos na literatura” '®. Experimentos de espalhamento inelastico de
neutrons mostram que o estado fundamental € o dubleto I3, que ndo é magnético, € 0
primeiro estado excitado € o tripleto /7. Desta estrutura de niveis ndo se espera obter
um ordenamento magnético em baixas temperaturas. No entanto, 0 PrAl,, por
exemplo, tem um estado fundamental ferrromagnético e apresenta uma transi¢do de
fase de 22 ordem em 34 K. Ou seja, s6 o campo elétrico cristalino néo ¢ capaz de
explicar todas as caracteristicas magnéticas dos compostos intermetalicos de
praseodimeo. Por isso, ¢ necessirio acrescentar-se outras interagdes ao problema.
Entretanto, os auto-estados do Hamiltoniano do campo cristalino serdo utilizados
para escrever os Hamiltonianos de interagdo. Uma ultima consideragio relevante €
que, como se buscam informagOes de propriedades magnéticas a baixa temperatura,

(13,14)

sera usado um esquema de niveis reduzidos, comum na literatura™™"", onde se



considera apenas os dois primeiros estados, /3 e I%. Essa aproximagdo ¢ possivel
pois a separa¢@o energética entre 0s estados de maior energia é relativamente grande.
Por exemplo, para o PrAl,, a separagio entre o primeiro e o segundo estado excitado
¢ da ordem de 60 K, enquanto que sua transi¢do acontece na casa de 30K, que é a
ordem da separagio entre o estado fundamental e o primeiro excitado. Vale lembrar

que as energias citadas acima séo da ordem de dezenas de MeV.

1.3 A interacio RKKY

Existem varios tipos de interagdes entre ions dependendo da terra rara
considerada®®. No caso de sistemas com orbitais 4/ altamente localizados, como € o
caso do praseodimeo, as interagdes entre esses orbitais se da indiretamente através de
elétrons de condugdo. Assim como os outros tipos de interagdes de troca (a direta ou
a supertroca), a interagio de troca indireta tem origem eletrostatica. Um spin S,
localizado em um 4tomo i, interage com um elétron de condugdo alterando sua
polarizagio de spin. Entdo, este spin de condugdo polarizado interage com outro spin,
S, localizado num atomo j. Isso gera uma interagdo indireta entre os spins localizados
S, e S, via elétron de conducdo. Essa interagdo, que é bem conhecida, foi introduzida
por Ruderman e Kittel e desenvolvida por Kasuya e Yosida, e por isso € denominada
interacio Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY). No caso deste trabalho, cada
elétron de condugiio s interage com spins S, dos elétrons 4f localizados.

No capitulo 3 essa interagio € descrita através de um Hamiltoniano tipo
Heisenberg, em termos do operador momento angular total, J, de cada momento

magnético localizado. Esse Hamiltoniano € escrito como
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sendo j,, um parametro de acoplamento.

Varios trabalhos™" ' ' mostram que a aproximagdo de campo médio da uma
boa descri¢do da dependéncia com a temperatura dos pardmetros de ordem, do calor
especifico e da resistividade. Essa aproximagdo € usada para levar em conta a
interagdo entre todos os ions da rede cristalina de forma efetiva.

A inclusdo da interagio RKKY gera um novo conjunto de auto-estados, agora
com propriedades magnéticas. O objetivo do capitulo 3 €, ento, estudar as possiveis
transicdes de fase dos compostos intermetalicos de praseodimeo em fungio do

acoplamento magnético, 7, que é um pardmetro adimensional definido por:

n =48b*(gu,)’ J % . Nesta defini¢do usou-se b = 2\/2 e A é a separcdo energética

entre o estado fundamental e primeiro excitado. Para isto, é necessario obter uma
expressdo para o pardmetro de ordem magnética, m , em fungdo da temperatura, e
analisar a energia livre do sistema, pois € ela que ajuda na determinagdo da ordem da
transigdio de fase. A figura 2 mostra o principal resultado obtido no capitulo 3 em um
diagrama de fases do acoplamento magnético, 7, em fungéo da temperatura, 7. Neste
diagrama pode-se ver que existe um ponto tricritico (7= 2,2) a partir do qual deixam
de existir transi¢des de primeira ordem para existirem transi¢des de segunda ordem.
Este diagrama foi obtido primeiramente por Lima e Libero™ e nesta dissertagdo ele
foi usado para testar a confiabilidade do programa desenvolvido com o software
Maple para o calculo das temperaturas criticas e ordem das transi¢des de fase quando

se inclui o quadrupolo.



Apesar desse diagrama reproduzir bem a transicio de fase ferro-
paramagnética de varios compostos de prasedimeo, existem ainda, algumas excegdes.
O PrMg,, por exemplo, que apresenta uma transicdo de segunda ordem, apareceria
neste diagrama com uma transi¢io de primeira ordem. Por isso, alguns autores™*”

tem sugerido que a interagdo quadrupolar deve ser relevante para alguns compostos ¢

o proximo passo €, portanto, considera-la.

" PrAl, . o
] —&— 1~ ordem /o’
—e—2* ordem /0’°
A o
1.0 R /.
"
t o
e d PrRu,
%57 PrRh, ./".
N\ oY
.)- -— Ponto tricritico
-I
L
0.0 "'-"-;.‘ T T T d T T T T T
1 2 3 4 5 6

Figura 2 — grdfico da temperatura critica versus acoplamento magnético. Este grdfico mostra todas
as transigdes que este modelo prevé. Note a presenca de um ponto tricitico que divide o grdfico em
regides onde as transigbes sdo de primeira ordem e regibes em que as transigoes sdo de segunda
ordem.

1.4 A interaciio quadrupolar

Como ja foi mencionado, as propriedades magnéticas de terras raras
intermetalicas dependem basicamente do campo elétrico cristalino e de interagdes
magnéticas. Entretanto, existem alguns compostos intermetalicos nos quais a

interagio quadrupolar pode ser tdo importante quanto as duas primeiras’”. A



inclusio da interacio quadrupolar em sistemas de terras raras é recente, datando
basicamente da década de 90°* V.

A interagdo quadrupolar considerada aqui, assim como a interagao RKKY,
tem origem eletrostatica e ndo representa necessariamente uma interagdo elétrica
entre quadrupolos. O seu nome, na verdade, é conveniente pelo fato desta interagdo
gerar uma ordem quadrupolar ao sistema. O mesmo foi feito no capitulo 3 quando
chamou-se a interacdo RKKY de interagio magnética, simplesmente pelo fato de ela
gerar uma ordem magnética ao sistema. Um vasto estudo da interagdo quadrupolar
foi feito por Ray e Sirvadiere™.

O capitulo 4 segue os mesmos passos do capitulo 3, com a diferenga de agora
serem considerados dois acoplamentos, o magnético, 77, € quadrupolar, 7. A partir da
inclusdo do Hamiltoniano quadrupolar, mostrado abaixo, recalculou-se o parametro
de ordem magnético, 7, e calculou-se um parametro de ordem quadrupolar, g . Este
Gltimo ndo foi incluido no capitulo 3, pois na auséncia da interagao quadrupolar, ele
nio traria nenhuma informagdo extra relevante. O Hamiltoniano da interagdo
quadrupolar também é do tipo Heisenberg, e ¢ dado por

~

H, = —quZTr(Q, QJ)

Deve-se salientar que os operadores de quadrupolo sdo tensores e por isso €
necessario o calculo do trago de seu produto escalar. Assim como o Hamiltoniano da
interacdo RKKY, mostrado na pagina 9, este tambeém ¢ complicado o suficiente para

justificar o uso da aproximagio de campo médio.
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O objetivo do capitulo 4 também é a determina¢do da temperatura critica e da
ordem das transi¢des de fase para os diferentes valores de acoplamentos magnético,
77, € o quadrupolar, y. Os principais resultados desta dissertagdo sdo mostrados na
figura 3, um diagrama do acoplamento quadrupolar versus o acoplamento magnético.

Neste diagrama é mostrada a natureza do estado fundamental do sistema em fungio

do par (7,%) escolhido.
, 5.)
Y. | —e—un m =0
0,04 - e “linha" tricritica ot 1=-3

o - - .,

0,02- . Tt

] - o * L ‘\._‘
0,02 1 =

' Regiao Il

1 Png -
0,04 2 |£.)

{ n=2,028 e 0
0064 y=-0,01 70
_0’08_ |r31)e|r32)

i w-0eg=0 \

0,10 — 1 r r T 1

0 1 2 3 4 5

Figura 3 - Acoplamento quadrupolar y versus acoplamento magnético n. Os pontos verdes sdo
pontos tricriticos separando a regido de transi¢des de primeira ordem, I, e transi¢des de segunda
ordem, II.. Neste diagrama aparecem os valores de acoplamentos necessdrios para reproduzir a
transi¢do do PrMg,, ponto azul. As linhas I e 1l separam regides nas quais diferentes auto-estados
se tornam estado fundamental. Estes auto-estados sdo indicados na figura.

Além disso, os pontos verdes da Fig. 3 representam a linha tricritica que
separa regides de transi¢des de 1* ordem (Regido I) e de 2* ordem (Regido II), ambas
simultineas nos dois parimetros de ordem, 77 eg. Por esta figura perceber-se
também que acoplamentos quadrupolares negativos sdo possiveis. Isto significa que o
sistema pode estar arranjado tanto em uma ordem ferroquadrupolar (¥ > () como

antiferroquadrupolar (¥ < () sem que isso altere as principais equagdes do sistema.
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Por fim, considerando-se 77 = 2,028 ¢ y = -0,01, ponto azul da Fig. 3, é possivel
reproduzir a transi¢do de fase de segunda ordem do PrMg,"!. O Cap. 4 mostra uma
discussdo detalhada destes resultados.

1. 5 Organizacio da dissertagiio

Finalizando este capitulo, mostrar-se-a a estrutura desta dissertagéo.

No Capitulo 2 é analisado o efeito do campo elétrico cristalino: como obter o
Hamiltoniano e os auto-estados do sistema.

No Capitulo 3 ¢ considerada a interagdo RKKY junto ao campo cristalino. La
¢ mostrada a interpretacdo fisica desta interagdio e como se obtém seu Hamiltoniano.
Neste capitulo também se descreve como s3o analisadas as ordens das trasi¢es de
fase ferro-paramagnéticas e se obtém suas temperaturas criticas usando-se um
programa feito no Maple. Séo mostrados alguns resultados.

No capitulo 4 acrescenta-se a interagio quadrupolar ao Hamiltoniano do
Capitulo 3 e faz-se uma analise semelhante a este capitulo. No Capitulo 4 também
procura-se descrever uma interpretagdo simplista da interagdo quadrupolar. Neste
capitulo sio mostrados os principais resultados desta dissertagdo, além de propostas
para futuros trabathos.

Os Apéndices A e C mostram os codigos dos programas feitos no Maple ao
longo deste trabalho. Enquanto que o Apéndice B descreve o teorema de Wigner-

Eckart.
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Capitulo 2

Campo Elétrico Cristalino

Experimentos mostram que varias propriedades fisicas de terras raras
intermetalicas, assim como propriedades de transporte (condutividade elétrica) s@o
significativamente influenciadas pela interagdo eletrostatica de um ion da terra rara
com os elétrons dos ions vizinhos, o chamado campo elétrico cristalino (CEF -
Cristalline Electric field ).

Para descrever essa interagdo sera calculado o potencial eletrostatico gerado
num ponto # na rede cristalina em questdo. A primeira abordagem desse problema
sera feita de forma classica, ou seja, o campo elétrico cristalino serd tratado como
uma intera¢do Coulombiana tipica de duas cargas. Entretanto, apenas o tratamento
classico seria muito simplista para este problema, de forma que a partir da expressdo
classica obtida para a energia potencial constroi-se um Hamiltoniano para descrever o
sistema. Essa passagem do formalismo classico para o quantico sera feita seguindo as
idéias de Hutchings®, usando o teorema de Wigner-Eckart (Apéndice B) e os

operadores de Stevens®.
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2.1 — Calculo classico do potencial gerado pelo campo elétrico cristalino

Antes de comegar o calculo do potencial € possivel fazer uma breve analise e
saber a forma esperada para este. Por exemplo, por se tratar de um potencial
eletrostatico espera-se que satisfaga a equagdo de Laplace, o que significa dizer este

potencial pode ser escrito em termos  dos harménicos  esféricos,

V:ZC,'"r’Y,’”( 0,p). Como se pretende, a partir do potencial, obter um
I.m

Hamiltoniano que descreva o sistema, s3o esperados elementos de matriz do tipo
<¢|V|¢> ~ J.Y,i,,,1 Y0 ¥ d€2, uma vez que as fungdes de onda, ¢, do sistema também
podem ser expressas em termos dos harménicos esféricos. O calculo destes elementos

de matriz na verdade envolve fazer uma soma de momentos angulares, operagdo esta

que so gera elementos ndo nulos caso se respeite as seguintes regras de selegdo:

DL -n]<t < +1,

>
2) I; + I, + I; deve ser um numero par,
3) my =m; - ma.

No caso do praseodimeo, elemento de estudo deste trabalho, o nivel de
valéncia é o 4f, logo I, e /5 valem 3. Assim pelas regras acima tem-se que /> <6.
Como o potencial apresenta termos do tipo ¥, apenas aqueles com poténcias menores
ou iguais a 6 precisam ser considerados.

O calculo que se segue é um exemplo de como se calcular a intera¢@o entre os
ions de praseodimeo da rede, ndo se tratando de um calculo mais rigoroso por nao

considerar o metal ligante a terra rara. A energia devido ao campo cristalino ¢ dada

por:
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W:zzquk(xiathi): (1)

onde g; = e ¢ a carga de um elétron na posi¢do (X; Vi z) e Vi (x, ys z;) é o potencial
nesse ponto devido as 12 cargas da k-ésima célula convencional da rede fcc:

V.(F) = iﬁq——rj] @)

Nesta soma apenas os elétrons interiores a k-ésima célula séo considerados,
isto &, r < a, sendo a o pardmetro de rede. Os demais entram quando se considera a
proxima célula. As cargas g dos ions nos vértices da rede sdo consideradas pontuais.

Uma vez que os compostos de interesse deste trabalho apresentam simetria

cibica, a figura 4 mostra a estrutura de uma rede fec e a geometria usada no calculo

do potencial eletrostatico, V; .

N>

q(a,a,a)

(c)

Figura 4 - (a) Rede cubica de face centrada (FCC) dos compostos de praseodimeo de interesse neste
trabalho. Cada ponto preto representa um ion de praseodimeo. (b) Sistema de coordenadas para o
cdleulo do potencial eletrostdtico em uma simetria cubica (eightfold cubic coordination). As cargas
q dos ions estdo dispostas nas coordenadas A (a,a,a), B (-a,a,a), C (-a,a-a), D (a,a-a), E (a,-a.a),
F (-a,-a,a), G (-a,-a,-a) e H (a,-a,-a). (c) geometria usada no cdlculo do potencial gerado num ponto
P(x,y,z) por uma carga localizada em A(a,a,a).

O potencial gerado pela carga g, localizada em A (a,a,a), num ponto P(x,y,z)

interno ao cubo €
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_ q
C@-x)’+(@-y) +@-2'1"

Va

3

A idéia é fazer uma expansio desse potencial para r < a, até o termo de
ordem 6 (r°), conforme consideragio anterior. Levando em conta a simetria da
configuragdo em uso, o potencial da carga localizada em B (-a, a, a) € igual ao
potencial da carga localizada em A (a,a,a) bastando trocar a coordenada x por -x. As
outras cargas estio localizadas em C (-a,a,-a), D (a,a,-a), E (a,-a,a), F (-a,-a,a),
G (-a,-a,-a) e H (a,-a,-a). Entdo, o potencial gerado por elas também ¢ similar ao
gerado pela carga em A bastando trocar o sinal das componentes X, y ou z
convenientemente. Assim, ao se considerar todas as cargas, os termos de poténcias
impares em qualquer uma das dimensdes (tais como: Xy, x’yz) serdo cancelados. Ja os
termos de poténcias pares serdo somados, uma vez que sdo iguais. Outra
consideragdo a ser feita também baseada na simetria mostrada na figura 1 € que o
potencial ¢ invariante ao se trocar x —> y, X —> z ou y — z. Assim a forma geral de V,

a menos de constantes, ¢€:

V(,y,2)=Cl(x* +y* +2* —3r*) + C)(x° +y° +2° = 33r°) +

4)

Clx*y* +xz* +x*y? +x* 22 + y?zt + yiz?)

~ . ~ . x2 2

Perceba que na expressdo acima nio aparece um termo do tipo x*+ Y+ z

que também respeita as simetrias ja descritas. Entretando, deve-se lembrar que o

pontencial tem que satisfazer a equa¢io de Laplace, V’J =0, o que ndo aconteceria
.. 2 2 ~ qe ~

se fosse adicionado o termo x°+ y° + z°. No Apéndice A sdo encontrados detalhes de

como calcular as constantes que aparecem na Eq. (4) para o caso especifico da rede

fcc para o modelo de cargas pontuais™ até entdo considerado. No entanto, para um
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a, as cargas ¢ ndo sdo pontuais, 0 que dificulta enormemente a
determinacdo de seus coeficientes. Assim, as constantes Ci, Cy, G5, C4 e Cs serdo
tidas como constantes arbitrarias. Isso ndo sera um problema, pois, mais adiante sera
mostrado que ndo é necessario o calculo exato dessas constantes para O €aso

especifico desse estudo. Dessa forma, entdo, a energia do campo cristalino se escreve:

4 4 4 3.4 6 6 6
W = ZZA(xi +yt 2t —2rY)+ Bl +y, +2)
P (5)
LByt e xlzytxt eyt a2ty - Lre7 .
onde A e B sio constantes que dependem das cargas e do parametro de rede. Vale
lembrar que a soma em i € sobre os elétrons da k-ésima célula.

O proximo passo agora ¢ a obtengdo de um Hamiltoniano partindo da

expressdo obtida para a energia potencial eletrostatica mostrada na Eq. 3.

2. 2 - Operadores equivalentes de Stevens

A passagem da expressdo classica do potencial (Eq. 5) para o formalismo
quantico nada mais ¢ do que passar de coordenadas x, y e z para operadores X, Y e Z.
Entretanto, no caso das terras raras, os estados do sistema sdo descritos por fun¢oes
de onda que podem ser expandidas nas autofungdes do operador momento angular J.
Entdo, a melhor escolha ¢ trabalhar na base destas autofungdes. Assim , é conveniente
também passar do operador posigdo R para o operador momento angularj . Essa
mudanca pode ser feita usando o teorema de Wigner-Eckart (Apéndice B). Este
teorema mostra que os elementos de matriz destes dois operadores sao proporcionais,

através da relaco:
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<J,m

Rﬂ

J;m’> = a(j)(J,m J, J,m') R (6)
onde ¢(j) € uma constante que ndo depende de m e o indice n representa a
componente do operador em uso (J,, J, ou J;). O mais conveniente € trabalhar com

uma combinago linear das componentes x € y, e por isso definem-se os operadores:

R, =X+iY e J,=J,+iJ, Desta forma o indice n podera representar ou a

componente z ou a componente + ou a componente - do operador em questdo.
Finalmente, para obter o Hamiltoniano partindo da Eq. 5, € preciso substituir
as coordenadas x, y e z pelos operadores J,, J,, € J,, € em seguida trocar as expressoes
envolvendo J, e J, por aquelas envolvendo ./, e J.. Porém, é importante lembrar da
ndo comutatividade dos operadores J,, J,, € J. que por esta razio, os produtos
envolvendo x, y ou z devem ser simetrizados. Por exemplo, o produto x.y deve ser
trocado por uma expressdo que leve em conta as diferentes combinagdes de J; e J,,

dividindo pelo numero de combinagBes existentes, que neste caso seria

J S, +JJ,
5 :

XY >

Este método foi desenvolvido por Stevens em 1952 ©, que mostrou como
transformar os diversos termos que aparecem na energia potencial (Eq. 5) em
operadores. Por isto este método ficou conhecido como o método dos operadores

equivalentes de Stevens. Abaixo sdo mostrados alguns exemplos de transformagdes:

2327 —r?) = o372 - ] = a0 (7a)
A =3xy7) = pR[.(2 + ) + (02 + )] = pO; (7b)
D (xf —15xty? 1567yt - y¢) = y e+ ] =08 (7¢)
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v

onde os simbolos “=" servem para definir os operadores de Stevens O

As constantes a, e y dependem de J e podem ser determinadas através do
método de integragdo direta para a determinagio de elementos de matriz.
Hutchings®, usando o modelo de cargas pontuais para os ions da rede calculou e
tabelou tanto as constantes como os proprios operadores de Stevens para os diversos
termos do potencial Coulombiano em varias simetrias. Novamente é importante
lembrar que os valores explicitos destas constantes nfio serdio necessarios.

Para o caso explicito da energia potencial mostrada na Eq. 5, a transformacao
para operadores de Stevens resulta em (vale lembrar que esta tarefa ndo ¢ facil pois

exige a simetrizagdo de todos dos termos da Eq. (5):
W — BJ[0} +50; |+ B[O! - 210¢] = HL, (8)
0 que define 0 Hamiltoniano de campo cristalino para simetria cibica Hcc, onde:
O] =357} =30J(J +1)J? +25J2 = 6J(J +1)+3J*(J +1)° (9a)
0; =7(J+J%) (9b)

O; =231J; =315J(J +1)J} + 73577 +105J%(J +1)° J? + 294>

9¢
—525J(J+1)J2 =573 (J +1)° +40J%(J + 1) = 60J(J + 1) ()
0; =+[(1072 = I +1) = 38)(J +J*) 4 (s* 4 Y112 = ST +1) - 38)](9d)

Note que os coeficientes By e B; englobam as contantes anteriores A e B da

Eq. (5) e a, B e ydas Eq. (7). Estas constantes contém informagdes da parte radial da

funcdo de onda. Alguns estudos sobre estas constantes sio encontrados nas

Referéncias (10) e (23).
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2.3 — Cdlculo dos auto-estados
Agora que se conhece o Hamiltoniano, pode-se calcular sua matriz, lembrando

. . ~ 2 :
que a base escolhida € a das autofungdes comuns dos operadores J° ¢ J;, ou seja,

]m> Como para o Praseodimeo J =4 e -J <m < +J, esta sera uma matriz 9x9. E

sempre Util lembrar como cada um dos operadores que aparecem no Hamiltoniano

atuam na base | j,m):
S| jm) = 0 GG+ ) —m(m+ )| jm+1), (10a)
P| jom) = jG+ DA j,m), (10b)
J| j,m) = mn|j,m). (10c)

Note que devido a ortogonalidade da base, os elementos de matriz que

envolvem os operadores J, e J (Of e Oy ) serdo nulos fora da diagonal principal,

enquanto que aqueles envolvendo os operadores J; e J. (O: e 0;‘) serdo ndo nulos

apenas em algumas posi¢des fora da diagonal. A matriz obtida é:

[ 2)=2 =3 1) [3)[-1]0)]4)]-4)

A a = 840B; + 50408,
noc b =-1260B — 214208,
g ¢ = —660B. +27720B;
d d = 540B, +1260B;
, €
H. = b g e =1080B; — 252008,
g d f = 60\70B? — 7560B°
e f f g =300J7B! +3780B!
i 0 h = 900B° + 529208
a
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A seqiiéncia dos vetores da base foi escolhida para ja obter a matriz na forma
bloco-diagonal e assim facilitar o processo de diagonalizagao. E importante ressaltar
que ndo foi necessiria nenhuma operag&o matematica neste processo, apenas uma
permuta entre linhas e colunas. A diagonalizagdo desta matriz agora se resume a
diagonalizar duas matrizes 2x2 e uma 3x3. Isso pode ser feito até mesmo
analiticamente (por exemplo usando o Maple). Em principio, as auto-energias ¢ 0s

auto-estados dependem explicitamente dos pardmetros B,’, que ndo sdo conhecidos.

Os autovetores obtidos na diagonalizagio da matriz H., sdo mostrados a

seguir e foi usada a notagdo I“a,ﬁ> que é tradicio em textos que usam teoria de

4 ~ 4
grupo®. Como se vé nenhum dos autovetores depende das constantes B, e ¢épor
esta razio que a determinagio explicita destas ndo” foi uma preocupagio
anteriormente. Os autovalores, os A, no entanto, dependem das duas constantes, o

que nio sera um problema conforme mostra a abordagem usando teoria de grupos

descrita a seguir.

&= {10) = VB[ 0+ JE(4)+1- )]

- If“> £(2+1-2)

L) = V& 100+ V(4 +1-4)]
1, =%(-3)+7I1)

2, =4[, ) = (3 +71-1)
Lr43>’—":/1‘z'l )-|-4))
[Ty = %(12)-1-2)

A =47, ) = %(10-+71-3)
ITa) = % (- 0-4713)
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A diagonalizagdo de Hcc pode ser bastante simplificada ao se usar alguns
conceitos de teoria de grupos''”. Os compostos estudados aqui, devido a sua simetria
cubica, pertencem ao grupo de rotagdes O. Este grupo tem 24 operagdes de simetria
(24 rotagdes que levam o cubo da figura 4 nele mesmo) e pode ser decomposto nas
representagdes irredutiveis I;. Pelo teorema da dimensionalidade®™, essa
decomposi¢do € descrita por uma representagdo unidimensional, I';, que representa
um estado singleto, uma representagdo bidimensional, I's, que representa um estado
dubleto e duas tridimensionais, I’y e I's, representando estados tripletos.

Pode ser mostrado®

que quando cada representacdo I'; ocorre apenas uma
unica vez na decomposi¢do, que € o caso deste trabalho, os vetores que descrevem

cada estado I} serdo auto-estados tanto dos termos de quarta ordem, B, como dos

termos de sexta ordem, B, , ou seja, esses estados independem dos B’s. Isso facilita a
diagonalizacdo da matriz de H. pois pode-se fazer um dos B’s nulo. Porém, €
importante lembrar que o calculo poderia ser feito sem essa consideragdo; seria
apenas um pouco mais trabalhoso.

O que se observa pelos auto-estados determinados na pag. 21 € que o campo
elétrico cristalino quebra a degenerescéncia do multipleto inicial (os nove estados
degenerados) em um singleto, um dubleto e dois tripletos.

Embora se conhegam os autovetores, nem a diagonalizagdo explicita nem a
teoria de grupos sdo capazes de dizer a ordem em energia com que esses estados

aparecem. O calculo explicito das constantes B! poderia dar esta informagdo,

porém, isto seria feito baseado no modelo de cargas pontuais e portanto niio seria um
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resultado realistico. Assim, recorre-se a resultados experimentais, e a técnica de
espalhamento de néutrons"® indica o dubleto 75 como estado fundamental e o
tripleto Iy como primeiro estado excitado. A diferenca de energia entre esses dois
estados, 4, ¢ da ordem de 30 K para o PrAl,. O proximo estado excitado esta acima
de 60 K. Para facilitar a algebra que se segue, a abordagem sera restringida a
temperaturas menores que 4 ~ 30 K, desconsiderando-se, assim, os niveis acima de
Iy

A matriz do Hamiltoniano campo cristalino, que agora é 5x5, pode entdo ser

reescrita na base dos autovetores de 7 e I, e em termos da diferenga energética entre

3

estes dois estados, A, tem-se queH . :AZ\F4k><F4k

k=1

, ou na forma matricial,

lFS,l >l I_‘3,2 > I_‘4,1 >' Iﬁ4,2 > |r4,3> 1_‘4
00 0 0 0 4 1
0 0 0 O 0
r3
H.= 0 0 A 0 0 . o
Figura 5 - representacdo dos dois primeiros
0 0 0 A 0 estados energéticos dos compostos de Pr em
0 0 0 0 A simetria cubica: dubleto1'; e tripleto T,

A magnetizagdo, que sera descrita no proximo capitulo, € dada por
M =gu, (Jz>. O dubleto 73 possui <JZ> =0, logo, somente a interacdo de campo
cristalino ndo € suficiente para explicar como o estado fundamental do PrAl, ¢
magnético. A inclusdo de uma interagdo entre ions magnéticos de Pr faz com que os
estados /; e [ deixem de ser auto-estados e da superposi¢do dos mesmos espera-se

obter um novo estado fundamental que seja magnético. No proximo capitulo sio

mostrados detalhes deste calculo.
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Capitulo 3

Hamiltoniano de intera¢io e Aproximacio de Campo Médio.

O campo elétrico cristalino sozinho ndo explica as transigdes magnéticas que
ocorrem em terras raras. O PrAl,, por exemplo, torna-se ferromagnético abaixo da
temperatura de 34 K. Para entender esses processos € preciso acrescentar ao CE.F a
interagdo de troca entre os ions de terra-rara. Assim, o Hamiltoniano que descreve o
sistema em questdo sera da forma H = H,.+ H,.

Neste capitulo sera feita uma descrigé@o tedrica da interagdo, H.,, no sentido de
entender o processo fisico envolvido. Em seguida sera descrita a aproximagdo de
campo médio usada para obter a expressdo matematica do H... A partir deste ponto
serd descrito o procedimento para obter curvas de magnetizagdo em fungio da
temperatura com o objetivo de se determinar a temperatura e a ordem das transigdes
de fase obtidas para os diferentes acoplamentos magnéticos. Esses resultados ja sdo
conhecidos na literatura'® de maneira que servirio para testar a confiabilidade do
programa Maple elaborado aqui e que depois sera usado com a interagdo
quadrupolar (objetivo maior deste trabalho). No final deste capitulo sera mostrado
que para o PrAl,, por exemplo, a aproximagido de campo médio sem quadrupolo ja é
boa para se explicar os resultados experimentais. Ja para o PrMg, serd mostrado que

apenas a interagdo de Heisenberg ndo € suficiente.
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3.1 — Interagées de troca

Existem trés tipos de acoplamentos de troca normalmente descritos na

literatura. S3o eles:

A-

Troca Direta (Direct exchange) - é o acoplamento de spins de 4tomos
suficientemente separados para poderem ser considerados com atomos
livres. A teoria de Heisenberg para o ferromagnetismo é um exemplo de
aplicag@o deste tipo de interagdo.

Super troca (superexchange) - é o acoplamento de spins de atomos
vizinhos separados por atomos ndo magnéticos. Krames foi o primeiro a
desenvolver este conceito que tem servido como a base para explicagdes
das propriedades magnéticas dos materiais isolantes.

Troca indireta (indirect exchange - RKKY) - é o acoplamento de spins de
orbitais atdmicos ndo preenchidos em metais através da interagio destes
spins com os elétrons de condugdo (elétrons itinerantes). Esta idéia foi
sugerida por Ruderman e Kittel, mas também foi usada por Kasuya e
Yosida, por isso ficou conhecida por interagio RKKY. Este é o modelo

mais usando nas terras raras.

Como os elétrons 4f sdo altamente localizados e a superposi¢do destes orbitais

pode ser desprezada, uma interagdo de troca direta pode ser desconsiderada. Neste

caso, a interagdo de troca indireta via elétrons de conducdo (interagdo RKKY) se

torna importante sendo a principal responsavel pelas propriedades magnéticas dos

compostos intermetalicos de terras raras.
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3.2 - Interacdo RKKY

A importancia da interagdo de troca entre spins de condugdo € momentos
magnéticos localizados tem sido reconhecida por algum tempo. Esta interagdo, na
verdade, acontece em duas etapas: no primeiro momento ocorre uma interagdo entre
o spin de condugdo e o primeiro momento localizado, a seguir o spin de condugio
passa a interagir com o segundo momento localizado. Assim pode-se dizer que ocorre
um acoplamento indireto entre os momentos magnéticos localizados mediado pelo
spin de condugdo. Para se obter um Hamiltoniano que descreva essa interagdo de
troca indireta, deve-se comegar olhando o modelo de Zener®™ que considera a
interacdo entre elétrons do orbital d localizados num sitio atdmico e elétrons de
orbital s que sdo itinerantes. Este modelo funciona bem para os compostos a base de
terras raras pois seus elétrons 4f também sio bem localizados. O formalismo que sera

(23)

descrito a seguir € baseado no artigo do Kondo™ onde se pode encontrar mais

detalhes. Aqui serdo mencionados apenas os passos principais para se obter o
hamiltoniano da interagdo RKKY. O Hamiltoniano de elétrons de condugdo pode ser

escrito como

H=) gaa,, (11)
ks

onde a; ea,sdo os operadores de criagdo e destrui¢io atuando em um elétron com

vetor de ondak , spin s, e energiag, . O proximo passo € escrever a funcido de onda

para um elétron. Esta serd composta de uma parte espacial € outra parte de spin. A
funcdio de onda de spin ¢ dada por x(§), sendo ¢ a coordenada de spin, que

representa os estados de spin para cima ou spin para baixo. Para a parte espacial ¢
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preciso considerar a fungdo de onda do elétron de condugdo numa posigio 7, @, (F),
e outra fun¢@o de onda para um elétron também localizado em 7 mas pertencente ao
orbital atdbmico centrado em R,, ¢, (F — R ). Desta maneira a fungdio de onda de um

elétron ¢

¥(7.0) =2 8.(F)x,a + 2.6, F-R )z, (Oa,, (12)

Os coeficientes da combinagdo linear acima, ay, € a,,, sio operadores de destruigdo na

linguagem da segunda quantizagio. A interacio elétron-elétron é do tipo

I-.-J‘P*('—’I,éi)‘f’*(fz>Cz)V(ru)‘P(71,§1)‘P(Fz,§z )v,dv,dé,dc, (13)

sendo V(r;,) o potencial Coulombiano.
Ao se substituir a Eq. (12) na Eq. (13) deve-se levar em conta apenas o0s
termos do tipo a,a,,.a,.a,. por serem aqueles que representam o espalhamento de

elétrons de condugdo sem mudanga de sitio do elétron localizado. Vale lembrar que
tal consideragdo € justificada pelo alto custo energético para se conseguir uma
mudanga no numero de elétrons localizados (da ordem de 10 eV, acima dos valores

de energia usados neste trabalho). Com a considerago anterior e ainda admitindo que
o orbital descrito por ¢, (F — ﬁn) estara sempre ocupado por um elétron, o que
significa dizer que a’a +aa’ = I, obtém-se o Hamiltoniano

HZener = —JZ S:n ) gn (14)

onde s, = Za,;o':#vak,v e S, = Za;ﬂ 7,4, representam os operadores spin para o
kk'uv v

elétron de condugdo e para o elétron localizado, respectivamente; ¢ e 7 sdo as

matrizes de Pauli também para o elétron de condugdo e o localizado nesta ordem. A
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constante J ¢ denominada de integral de troca e ¢ dada pela expressdo
J = Nkn|k'n)e "* PR ou seja depende da superposigio das fungdes de onda |n)
e |k'n). As figuras 6a e 6b mostram como sdo estes espalhamentos. Quando um
elétron de condugio com spin 5, se aproxima de um elétron localizado com spin S,

ele pode sair sofrendo ou nio uma inversio no seu spin (figuras 6b e 6a

respectivamente). Em ambos os casos é respeitada a conservagdo do momento total.

”
$ _>£ b7 i‘i_..* :
e e " e S e
Sem invelrsg‘;y dle spin " Com inlve(ﬁa”o 'de spin

Figura 6 - Interagdo de troca entre um elétron itinerante, §n, e um spin localizado, S ;- Em (a) é

mostrado o caso em que apos a intreagdo o elétron sai sem alterar seu estado de spin, enquanto que
em (b) é mostrado o caso de um espalhamento com inversdo dos spins. Em ambas as figuras a seta
vermelha indica o momento seguinte a interagdo.

Lembrando que o objeto de estudo deste trabalho sdo compostos de
praseodimeo em uma rede cubica de face centrada, a pergunta que surge ¢ como
descrever uma interagdo entre dois ions nesta rede cristalina. Na verdade, como os
elétrons de valéncia das terras raras ocupam orbitais 4f que sdo bem localizados, ndo
existe um interagdo direta entre eles. Entretanto, os elétrons de condugdo podem
mediar uma interagdo indireta neste caso. A figura 7 mostra duas possiveis situagdes

desta interagdo indireta.
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B un £ s R ISk s By o £

Sem inversao de spin Com inversao de spin

(a) (b)

Figura 7 - Interagdo de troca indireta entre dois spins localizados, S, e S jvia elétron itinerante.

Tanto na parte a como na parte b da figura, ao ser espalhado pelo spin S ; 0 elétron ndo sofre

inversdo de spin. Jd no segundo espalhamento, agora com o spin S ;» em (a) novamente ndo ocorre

inversdo do spin e em (b) o elétron sai com spin invertido. Em fodas as interagdes é respeitada a
conservagdo do momento.

Esta figura mostra um elétron de condugio, e, interagindo com o spin
localizado S} sem sofrer inversdo de spin. Isto € visto tanto na Fig. 7a comona 7b e
¢ exatamente o caso discutido na Fig. 6a. Num momento seguinte este elétron de
condugo ira interagir com um segundo spin localizado, S ;» novamente podendo ser
espalhado com (Fig 7b) ou sem (Fig. 7a) inversdo de spin. Note que o que acontecera
no segundo espalhamento dependera do que ocorreu no primeiro, € isto leva a uma
correlagdo entre os spins S, e S ;- A este tipo de interagdo da-se o nome de interagdo
de troca indireta via elétron itinerante.

O modelo de Zener, descrito anteriormente, se restringe a interagdo entre um
elétron itinerante e outro localizado (Fig. 6). Para chegar a interagdo mostrada na Fig.
7 Ruderman e Kittel®” apartir da Eq. (14) calcuraram a energia de spins localizados
usando teoria de perturba¢do de segunda ordem (onde o H,.,. é a perturbagio).
Calculo semelhante foi feito também por Kasuya®® e Yosida® usando o modelo
Zener. Como resultado destes trabalhos este modelo ficou conhecido como interagéo

de Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida, ou interagdo RKKY. Neste modelo, admite-se

dois tipos de processos de segunda ordem: excitagio do elétron ks para um
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estado ks vazio e a excitagdo do elétron ks para o estado k£’ —s. Como resultado, €

obtito o Hamiltoniano

HRKKY :_jngi's,-: (15)
ij

sendo S eS , os operadores de spin para dois spins localizados. E importante

ressaltar que, assim como os outros tipos de interagdo de troca, a troca indireta via
elétron itinerante tem origem eletrostatica e ndo magnética.

Vale lembrar que este procedimento esta sendo feito para que se entenda as
interages ocorridas no cristal. Mas o passo importante nesta etapa do trabalho ¢

calcular a magnetizagdo do sistema considerando a interagio RKKY. Para isto, ¢

-

preciso lembrar que a magnetizagio é dada tanto em termos do operador spin, §

como do operador momento angular, L , pelas seguintes expressdes: M = 2 ,uB§ e

M = yBZ, onde up € 0 magneton de Bohr e o fator gy € da ordem de 2. Entéo,
levando em conta que o momento angular orbital total também contribiu como fonte
de momento magnético, o melhor operador para se usar aqui € 0 momento angular

total, J=L+S. Desta maneira, 0 momento magnético total sera dado por

—

M = pu, (Z +go§)(3°). Note que pela expressio obtida ndo ¢ Obvio fazer a
substituigdo dos operadores L e S pelo operador J . Para tanto é preciso, mais uma
vez, usar o teorema de Wigner-Eckart (Apéndice B) que mostra que estes dois

operadores, M e.J, sdo proporcionais através da seguinte relagdo:

(LS,

L+g,8|JL8s:) = g{JLSy,

Jlasry), (16)
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onde a constante de proporcionalidade g , conhecido como fator de Landé¢, ¢ dada

por:

P lS(S+1)—L(L+1)}
gULS) =75 +5 JJ+1)

e ndo depende de J.. Desta maneira a interagdo RKKY (Eq.15) sera escrita de forma
equivalente a energia de interagdo de Heisenberg, diferindo deste apenas no

pardmetro de acoplamento:

Hex = —jmzji : jj (17)
)

Note que, o sinal negativo € necessario para obedecer a convengdo que se 0
parametro de acoplamento j,, ( que é fungdo da separagdo relativa entre os sitios) €

—

positivo, a configuragdo na qual os momentos M,

1

e M, sdo paralelos ¢
energeticamente favoravel. Usando ainda que M = g,qu , a equagdo (17) se torna

Hex:_jZMi 'Mja (18)
iJ

sendo considerados apenas os vizinhos proximos.
Por fim obteve-se entdo um Hamiltoniano para a interagdo de troca indireta
via elétron itinerante que leva em conta apenas um produto escalar das magnetizagdes

dos ions em questio.

3.3 - Aproximagdo do campo médio:
Os momentos .J; estdo localizados em uma rede tridimensional cubica de face

centrada nos compostos de praseodimeo estudados aqui. Isto dificulta enormemente

a diagonalizagdo do Hamiltoniano total H = H . + H,,. Neste ponto sera feita uma
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aproximagfio, sobre H.,, que tornara H mais simples. Considerar-se-a que o valor do

—

campo, M, seja expresso por seu valor médio mais sua respectiva flutuagdo:

M, =M, +AM,. A aproximagio consiste em manter apenas os termos de primeira

ordem em AM ; no Hamiltoniano H.;:

—

(]\7[+1\7I,. -M) (1\7[+A7[j —ﬁ):(ﬁ+AA7Ii)-(A7+AA7[j)

<
S
I

M +2AN, - M + (M)

Desprezando-se as flutuagdes de segunda ordem, (AM .)2 , chega-se a:

M, M, =28, - M- M. (19)

Considerando que a diregio preferencial de magnetiza¢do nos compostos em

questdo € ao longo do eixo cristalino principal Z, pode-se fazer as seguintes

substituigdes: M, = (M.). e como M, = gu,J, = (M), = gu,(J,),, onde us é o
magneton de Bohr e g é o fator de Landé .

Finalmente, obtém-se o Hamiltoniano da interagdo de troca substituindo-se a

Eq. (19) na Eq. (18) e fazendo-se a soma em j:

H, =-J,2.12Q2gu,M(J.), - M*), (20)
onde 12 ¢ o numero de vizinhos mais proximos do i-ésimo sitio. O coeficiente
J, -12-2-M equivale a um campo magnético médio atuando no momento
magnético gu,(J,),. Veja que esse campo médio € proporcional & magnetizagdo

média M do sistema, dai o nome de aproximagdo de campo médio para esse

procedimento.
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3.4 - Hamiltoniano perturbado

Com a aproximagio de campo médio obtém-se um Hamiltoniano de um

corpo, isto é, que depende de apenas um operador, M,, e ¢ da forma H= ZHi. .

1

Entdo, juntando-se o termo de interagdo de troca ao do campo cristalino, pode-se

escrever H; na seguinte forma:
H =(H,+H,) :Ai|r4k)<r4k|+BJz + 4, @21)
k=1

sendo A a separagdio de energia entre o estado fundamental e o primeiro excitado,
A=12j M> e B=-24gu,j M . Os operadores em H, atuam nos estados do sitio /.

Os autovalores de H podem ser obtidos diagonalizando-se H;. Escrevendo-se
H,; na forma matricial, usando como base os auto-estados |F3> e il}) determinados

na pagina 21, obtém-se:

La) ) ) rs) )
4  bB 0 0 0
BB A+4 0O 0 0
H =0 0 A+A+iB 0 0|
0 0 0 A+4-3BO0
0 0 0 0 A

7 A : Py . . .
onde b= 2\/; por conveniéncia. A sequéncia da base foi escolhida para obter uma

matriz na forma de blocos, facilitando assim sua diagonalizagio.

Os autovalores £, e os auto-estados ‘En> resultantes da diagonalizagdo desta

matriz sdo mostrados a seguir.
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EO

:2A+A—\/2AZ+4szZ . |E0>:__1__2_Dr3!2>+Eo—Amﬂ

1+(E0b;3A) bB

E, =4 = ‘E1>:|F3,1>

E,=A+A+iB = |E,)=|T.,)

E,=A+A-1B = |E,)=|T.,)

E4:2A+A+ 2A2+4b232 = 'E4>: (11; ,4)2 UF3’2>+E4I)I;A F4’3>}
1+

Note que o valor de cada auto-valor depende explicitamente da magnetizagdo
média M. Como o objetivo deste trabalho é estudar o comportamento do
magnetismo das terras raras, é necessario agora determinar uma expressao que mostre
o comportamento da magnetizagdo do sistema em fungdo da temperatura, uma vez

que se conhega as auto-energias do mesmo.

3.5 - Magnetizacdo

A magnetizagio média M ¢ expressa em termos das energias £, da seguinte

forma
M = _ 1 pE, _ L OZ
V=) = (e = S B o 5 Je % =L 2E
sendo Z :Ze’ﬁE" a fun¢@o de parti¢ioe f = le.
n B

Observe que as energias £, sdo fungdes de M , pois A e B também os sdo.
Isso implica numa determinagdo autoconsistente para M . Usando as energias £, ja

calculadas tem-se que:
Z= e”“(l +2e” cosh(—ﬂ—}) +2e7” cosh(%g)), (23)
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] e—% Senh(ﬁTa) —e’ senh(@
7= = 5 , (24)
8Hy 1420 COSh(ﬂTa)"’ 2eP cosh(ﬂTB)

ondea = /1+4(bB)* , e os pardmetros A e B foram redefinidos como: B = B/A e

A= AJA. Assim, tanto as auto-energias como a temperatura estdo expressas em

kyT

idades de 4: 7=
unidades de A

Uma vez que esta € uma equagdo transcendental pois m = f(m,t), ¢
conveniente olhar os limites dessa equagdo. Um limite que pode ser util € quando a
temperatura absoluta tende a zero. Neste caso f=—>o e e¢? >0, ¢ a

magnetizagdo média vale

i, =~ (25)
onde

n=48b* (guy)* % (26)
€ um pardmetro adimensional que mede o acoplamento j, em unidades de 4. Em
outras palavras, 77 mede a competi¢io entre 0 acoplamento entre os ions vizinhos,
dado por j., € o campo cristalino, dado por A.

Existe uma segunda interpretagdo para o limite obtido na Eq. 25, que seria

pensar que ao levar a temperatura para zero apenas o estado fundamental sobrevive,

J

z

assim, m, = <E0 E0>. Desta maneira seria muito mais facil o calculo do limite,

porém € preciso conhecer a ordem das auto-energias obtidas anteriormente. Este
problema foi resolvido por Lima e Libero"® através da analise de um grafico das
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auto-energias em fungdo do acomplamento magnético 7 em T = 0. A figura 8
reproduz o grafico obtido por eles onde se vé que para n</ os estados E, e E,
permanecem degenerados da mesma forma que os estados E,, E; e E4. Mas para 7>/

0 auto-estado E; € sempre o estado fundamental.

3 LA R Illl'll/ﬂlll’[lll
/B

_1 llllllllllllllllllllllll

0 1 2 3 4 5
7

Figura 8 - Auto-estados obtidos pela diagonalizagdo da Eq. (21) em fun¢do do acoplamento

admensional, n, na temperatura zero. Para n<l o estado fundamental é o dubleto |F3> e o estado
excitado é o tripleto |1"4>. Para 17> 1 o estado fundamental passa a ser sempre ’E()). O grdfico
inserido mostra a dependéncia do coeficiente de superposi¢do entre os estadosl F3,2 > e Ir 4’3> que

compde | E0> x = (1-0)/2bB com 1. Esta figura é reproduzida da referéncia 18.

Voltando a andlise da Eq. 25, note que 7 = / levaa 7, = 0, ou seja existe um

valor minimo de acoplamento entre os ions abaixo do qual ndo ha ordenamento

magnético. Isto ¢ conseqiiéncia de o estado fundamental dubleto ndo ser magneético,
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tendo o magnetismo sua origem na excitagdo para o estado tripleto, o que ¢ possivel
apenas através da interagdo entre os momentos localizados.

Como a solugdo analitica da equacdo (24) € muito dificil partiu-se para a
procura de uma solugdo numérica com o uso do programa Maple V. O cddigo do
programa usado encontra-se no Apéndice C. Este programa determina um valor de
magnetizagio dado um acoplamento, 7, € uma temperatura, 2. Um teste feito para

avaliar a confiabilidade do programa era conseguir obter o valor de m, (Eq. 25) para

qualquer valor de 7 uma vez que a temperatura fosse baixa o suficiente (esse

resultado ja ¢ atingido fazendo-se 7'~ A/10).

Além da temperatura da transi¢io também é preciso saber a sua ordem.

Existem dois tipos de transi¢des de fase:

o Transicdes de primeira ordem: sdo aquelas que ocorrem através de uma
descontinuidade do parametro de ordem na temperatura critica. Na realidade esse
tipo de transigdo apresenta duas possiveis solugdes para a magnetizagio (além da
trivial, m =0), sendo uma estivel e a outra instavel. Isso ¢ que gera a
descontinuidade da transi¢do.

¢ Transi¢des de segunda ordem: sdo aquelas em que a magnetizacdo varia
continuamente até anular-se na temperatura critica. Esse tipo de transicdo
apresenta apenas a solug@o estavel, além da trivial m = 0.

A determinagio precisa da temperatura critica numa transicio de fase de
primeira ordem olhando-se apenas o comportamento da magnetizagdo ndo é uma

tarefa facil por se tratar de uma curva descontinua, ao contrario das transigdes de
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segunda ordem. Nesse contexto a energia livre do sistema sera uma ferramenta muito
util para o estudo da estabilidade das solugdes da Eq. (24).

3.6 — Energia livre

A energia livre numa temperatura / e magnetizagdo média 7 qualquer (ndo
necessariamente a de equilibrio) ¢ definida por: f(71,r) = -5 (In Z(m,1) — 1n Z(0,7)),
onde por conveniéncia escolheu-se subtrair a energia livre com # = 0. Substituindo a

funcdo de partigdo obtém-se:

B/ .
P = —lln 1+2e7 cosh(,%) +2¢ 2 cosh(%?)

Yij (2 +3e#)el @7

3.7 - Andlise da ordem das transicées

Agora serdo mostrados alguns diagramas da magnetizagio e energia livre em
fungdo da temperatura construidos para mostrar as diferencas entre cada tipo de
transigio.

Comega-se com 7 = 2. As figuras 9 e 10 representam curvas de
m(t) e f(m,1), respectivamente, para uma transicdo de primeira ordem. Primeiro,
observando-se a Fig. 9 nota-se a existéncia de duas solugdes para temperaturas abaixo
de 7. Essas duas solugdes também sdo observadas na Fig. 10. As curvas que
representam as temperaturas 7, e 7, apresentam tanto um maximo local como um
minimo local (nesta anilise ndo se considera a parte simétrica da curva da energia
livre). A solugdo de maior energia (maximo) é a considerada instavel, enquanto que a
de menor energia (minimo global) ¢ a estivel. Essas solu¢des sdo representadas na
Fig. 9 pelos pontos vermelhos e pretos respectivamente. A temperatura critica é o

ponto em que a energia livre da solugdo estavel é nula, sem que essa solugdo se anule.
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Figura 9 — Magnetiza¢do em fungdo da temperatura para um acoplamento 1 = 2,0. Essa figura
mostra a descontinuidade de m na temperatura critica, caracterizando uma transi¢do de primeira
ordem. As temperaturas indicadas sdo: t, = 0,2224 e t, = 0,2280.

n=20

0,003 1
0,002
0,001 4
0,000 4
f(m,t) |
0,001 4

-0,002 4

-0,003

Figural0 — Comportamento da energia livre em fungdo da magnetizagdo para diferentes valores de
temperatura para um acoplamento n = 2,0. As temperaturas usadas estdo em unidades de A e
valem: t; = 0.1000; t, = 0.2100; t, = 0.2225; t; = 0.2280; t; = 0.3000. Estas curvas mostram a
evolugdo de uma transi¢do de fase de segunda ordem.
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Acima dessa temperatura, f,, aparece outra solugdo correspondente a um

minimo local de f(#,1) (veja curva de #; na Fig. 10) mas com energia livre positiva.

Essa solugio é chamada de metaestdvel, Veja que para uma temperatura
infinitesimalmente maior que #. a energia livre é positiva e a solugdo 7 de equilibrio
passa de um valor finito que tem em ¢, para o valor 7 = 0 que € onde a energia livre é
nula. Isso causa entfo a descontinuidade de m em z.. Note que se a analise for feita
no sentido em que a temperatura diminui e a transi¢io pode ocorrer em qualquer
temperatura entre 7. e #;. Esse efeito € conhecido como histerese térmica, processo
caracterizado por possuir diferentes temperaturas de transigdo quando as medidas sdo
feitas numa curva de aquecimento ou resfriamento. Um exemplo corriqueiro de
equilibrio metaestavel € o da cerveja congelada que, dependendo da maneira que €
retirada do congelador, pode ou ndo induzir uma mudanga de fase.

Aumenta-se agora o acoplamento magnético para 7 = 2,5. As figuras 11 e 12

mostram resperctivamente as curvas m(t) e f(im,t) para uma transi¢io de segunda

ordem. A analise dessas curvas é bem mais simples que no primeiro caso. Veja pela
Fig. 11 que existe apenas uma solugdo durante todo o processo(além da trivial
m =0). Pela Fig. 12 conclui-se que esta solugdo € a estavel pois aparece como o
ponto de minimo global. A medida que a magnetizagdo tende a zero a energia livre
também tende a anular-se continuamente. Assim mais uma vez a temperatura critica é

aquela em que a energia livre € nula s6 que aqui a magnetizagio também se anula.
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Figura 11 — Magnetizagdo em fungdo da temperatura para um acoplamento n = 2,5. Essa figura
mosira que m vai a zero continuamente na lemperatura critica, o que caracteriza uma transigdo de
segunda ordem. A temperatura indicada é t, = 0,42218.

4,0x10° 4
2,0x10° 4
004
f(m,t) |

-2,0x10° 4

-4,0x10°

Figura 12 - Comportamento da energia livre em fungdo da magnetizagdo para diferentes valores de
temperatura e um acoplamento 1 = 2,5. As temperaturas usadas estdo em unidades de A e valem:
t; = 03000, t, = 0,4210; t, = 0,42218; t; = 0,4300 e t, = 0,6000. Essas curvas mostram a evolugdo
de uma transi¢do de fase de segunda ordem.
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3.8 — Resultados encontrados

Finalizando esta etapa do projeto, uma vez que se pode caracterizar bem as
duas ordem possiveis de transicdo de fase, basta entdo colecionar graficos
semelhantes aos mostrados no item 3.5 (figuras 9 e 11) e tabelar para os diversos
valores de acoplamento n a temperatura critica e a ordem da transi¢do. No caso de
transi¢des de primeira ordem como ¢ dificil definir a temperatura exata da transicio,
adotou-se como sendo a temperatura critica do sistema aquela onde a energia livre
troca de sinal. Entretanto, € importante dizer que do ponto de vista experimetal, a
dificuldade € maior na determinagdo da temperatura critica das transi¢des de segunda
ordem, pois ndo ¢ facil acompanhar a queda do valor da magnetizagdo a zero.

Agora que ja se tem todas as ferramentas para se estudar as transi¢gdes de fase
dos compostos cuibicos intermetalicos de Praseodimeo, passa-se a etapa de
apresentac@o de resultados. O programa mostrado no Apéndice C segue os seguintes
passos:

1) entra-se com um valor de 7,

2) entra-se com um valor para a temperatura,
3) obtem-se o valor de

4) obtem-se o valor de f ().

A partir dai repete-se os passos de 2 a 4 até se encontrar a temperatura critica.
Com isso construiu-se um grafico das temperaturas criticas em fungdo dos
acoplamentos magnéticos (figura 13). Neste grafico estdo todas as possiveis

transi¢des de acordo com este modelo. Em n=2.225 e t = 0,322 temos um ponto
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chamado de tricritico, que separa a linha das transi¢Ses de primeira ordem da linha
das de segunda ordem.

Algumas das transi¢des observadas na literatura aparecem na Fig. 13, é o caso
dos compostos PrAl; (¢, = 1,20, transi¢do de segunda ordem), PrRu;, (4. = 0,73,
transigdo de segunda ordem) e o PrRh, (f. = 0,27, transigiio de primeira ordem)"®.
Entretanto, uma outra transi¢io conhecida na literatura nfo aparece aqui, € a do
PrMg,, pois neste caso acredita-se que as interagdes quadrupolares sdo importantes e
elas ndo foram levadas em conta neste modelo. Entdo, o préximo passo € acrescentar

ao Hamiltoniano da equag3o (21) um termo de interagdo quadrupolar.

] mez___.. ]
—&— 1* ordem e
—e—2* ordem /o"
L)
1,0 /.’
./.
t g
¢ /."/. - PrRu,
%51  PrRh /”.
o
.)-‘«— Ponto tricritico
00 "‘-"—--. T T T T T
1 2 3 4 5 6

Figura 13 — Temperatura critica, t,, versus acoplamento magnético, 1. Este gréfico mostra todas as
transigcOes que este modelo prevé para os compostos intermetdlicos de praseodimeo em rede cubica.

Nao ¢ comum encontrar na literatura a analise das transi¢des de fase ferro-
paramagnéticas usando curvas da energia livre e magnetizagdo como foi feito aqui.
Por esta razdo, decidiu-se verificar se a maneira usada aqui reproduzia os resultados
encontrados nas referéncias 21 e 24. Tais referéncias mostram graficos da

magnetizacio M em unidades de yz em fungdo da temperatura dada em kelvin, para o
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PrAl; e para o PrMg;. Tais resultados sdo obtidos por tecnica de espalhamento de
neutons, mas nenhumas das referéncias mostra algum detalhe do experimento. Os
resultados obtidos neste trabalho mostram a magnetiza¢gio M em unidades de gup, €
a temperatura em unidades da separagdo entre os estados /3 e Iy, A. Por isso o
primeiro passo foi buscar na literatura o valor da separacdo energetica, A, e a
temperatura critica de cada composto, determinando-se, entdo, a temperatura critica
em unidades de A para cada um. Com 7. e com base na figura 13, determinou-se o
acoplamento magnético, 7, da transigio. Falta ainda a determinagdo do fator de
Land¢, g, para cada composto. Este fator é igual a 4/3 quando se considera o
praseodimeo como ion livre, podendo ser alterado pelo arrajo cristalino. Este fator foi

determinado  comparando-se  a magnetizagio  na  temperatura  zero

experimental®?, M% , € 0 obtido pelo programa em Maple usado neste trabalho,
B

M%ﬂB e dado pela Eq. (25) em funcio de 1. Os resultados sio mostrados nas

figuras 14 e 15.
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Figura 14 - Curva da magnetizagdo em unidades do magneton de Bohr em fungdo da temperatura
absoluta para o PrAl,. Os pontos pretos sdo resultados experimentais encontrados na li teratura® e
a linha vermelha mostra os resultados obtidos usando o programa em Maple desonvolvido neste
trabalho. Os resultados ajustam muito bem os pontos experimentais
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Figura 15 - Curva da magnetizagdo em unidades do magneton de Bohr em fungdo da temperatura
absoluta para o PrMg,. Os pontos pretos s@o resultados experimentais encontrados na literatura™
e a linha vermelha mostra os resultados obtidos usando o programa em Maple desonvolvido neste
trabalho. A curva tedrica ndo reproduz os pontos experimentais.
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A Fig. 14 mostra os resultados encontrados para o PrAl,, onde a curva tedrica
de fato ajusta muito bem os pontos experimentais. Ao contrario da Fig. 15, que
mostra os resultados para o PrMg,, onde a curva tedrica ndo consegue se ajustar aos
pontos experimentais. Alids como ja era esperado, conforme discutido anteriormente.
Estas figuras mostram que o método de se considerar o efeito da interacio RKKY
descrito até aqui € coerente com os resultados da literatura para alguns compostos.
Entretanto deve-se levar em conta ainda a interagio quadrupolar nos mesmos moldes
da anterior, na expectativa de obter-se um melhor ajuste para o PrMg,. Esse é o
assunto do préximo capitulo.

Existe ainda uma outra observa¢io importante a ser feita; sabe-se que o PrAl,
apresenta uma transi¢do de segunda ordem. O que de acordo com o modelo proposto
aqui, acontece quando a magnetizagio vai a zero continuamente. Entretanto os
pontos experimentais da Fig. 14 param antes de M = 0. O mesmo acontece com o
PrMg,. Entdo entende-se que, deve ser dificil obter experimentalmente pontos mais
préximos a temperatura critica e assim a ordem da transi¢do deve ser determinada
pela maneira como € o decaimento da curva de M(T). Decaimentos mais suaves
representam transigdes de segunda ordem, enquanto que os mais abruptos

representam as transi¢des de primeira ordem.
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Capitulo 4

Interacio quadrupolar

Neste capitulo sera seguido o mesmo formalismo descrito no capitulo 3,
porém, acrescentando-se a interagdo quadrupolar. Pretende-se aqui incluir essa
interacdo no Hamiltoniano obtido no capitulo anterior e com isso obter um diagrama
de transi¢des de fase mais completo para os compostos de praseodimeo. A primeira
etapa sera a descricdo matematica da interagao quadrupolar para se obter o termo
usado no Hamiltoniano. Em seguida serio determinadas expressdes para OS
parametros de ordem magnética, m , e quadrupolar, g, em fungdo da temperatura, 7.
Como nas primeiras etapas deste trabalho o acoplamento quadrupolar ndo estava
sendo considerado, ndo havia necessidade de se usar um parametro de ordem
quadrupolar, uma vez que este ndo traria nenhuma informagdo diferente das obtidas
com o pardmetro de ordem magnético. Nesse ponto do trabalho ele se tornara
importante pois através de um fator de acoplamento quadrupolar, y, (analogo ao
acoplamento 77) a interagdo quadrupolar sera comparada & interagio RKKY. Os

resultados obtidos serio mostrados por meio de graficos e diagramas de transi¢do de

fase magnética.
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4.1 - Interacdo quadrupolar: justificativa simplista.

Para se acrescentar a interagdo quadrupolar no Hamiltoniano obtido no Cap. 3
¢ preciso primeiro entender a natureza desta interacdo. O caminho seguido para se
obter tal interacdo é semelhante ao usado na determinagdo da interagdo RKKY (item

3.2). Pode-se comegar pelo célculo da energia eletrostatica classica, W, para uma
distribuicdo de cargas p(x), sujeito a um potencial ¢(x), ou seja, W = j p(x)g(x)d’x .

O potencial pode ser expandido em uma série de Taylor em torno de uma origem
apropriadamente escolhida, desde que este potencial varie lentamente na regido onde

existe p(x). Assim, obtém-se

0O

Hx) = 9(0) + ¥ Vo) + 1 T v oo

(28)

7> 4 > - #
Lembrando que £ = —V¢, os ultimos termos poderm ser reescritos como

d(x) = $(0) — ¥ - E(0) — 1D D x,x, &5 x@ +o... (29)

Uma vez que V-E = 0! para o campo externo, pode-se subtrair o fator

1,2y E do ultimo termo para finalmente obter-se

CE)

P(x) = ¢(0)— ¥ E(0) % 2. 2. (3, —1°8,) (30)

k
Substituindo-se o potencial acima na integral da energia potencial, * W, e

usando as defini¢des de carga total, momento de dipolo e de quadrupolo, chega-se a:

W =q$(0)— p- E(0) - GZZQH G1)

* E possivel usar V- E = 0 pois considera-se uma distribuigdo de cargas pontuais ¢ o potencial €
calculado em uma posicao fora destas cargas.
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onde ﬁzjfp(f)a”x ¢ a definigio de momento de dipolo e

Qu = I(Sxkx, —728,)p(¥)d’x € a defini¢do do momento de quadrupolo®”.

E importante perceber que a interagdo de quadrupolo, assim como a interagdo
RKKY, também tem uma origem eletrostatica. A Eq. (31) mostra como seria uma
interagdo entre uma distribui¢do de cargas e um campo externo; entretanto, para as
redes cristalinas que se estuda aqui, é conveniente interpretar £ ndo como um campo
externo atuando em um sitio do cristal, mas sim um campo gerado pelas proprias
cargas do cristal. Neste caso, o ultimo termo da Eq. (31), que € o que val gerar a

interacdo quadrupolar desejada, deve ser reescrito como
WQ :ZZZQlkaEl > (32)
i ko1

onde o indice i esta representando um sitio da rede. Note que G, =V E, e O, sio

componentes de tensores, e a soma em / acima corresponde a tomar O trago do
produto desses tensores, o que torna o resultado escalar, como deve ser o potencial

#(x). Assim, a interagio definida na Eq. (32) pode ser resumida na forma

W, :ZTr(Q(i)-G(i)). O gradiente do campo que gerou o tensor G deve ser

entendido como uma interaco efetiva das outras cargas da rede com a a carga do

sitio i, isto &, vamos considerar que G(i) seja proporcional a todos os momentos de

quadrupolo dos vizinhos ao sitio i G(i) =- quQJ . Esta é uma abordagem bem

J
semelhante aquela feita na descrigdo da interagdo RKKY, onde se considerou uma

interagio efetiva entre os spins da rede. Com esta analogia, é possivel escrever a
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interagio quadrupolar resultante, também, de forma semelhante ao Hamiltoniano de

Heisenberg

H, = —quTr(Qi QJ)

(33)

Assim como foi feito no item 3.3, aqui também sera usada a aproximagdo de

campo médio, uma vez que a interagao quadrupolar também foi tomada como uma

interacdo efetiva. Este procedimento consiste em expressar a interagdo por seu valor

médio mais a sua respectiva flutuagdo, O, = Q +AQ,, e manter apenas 0s termos de

primeira ordem na flutuagao.

Portanto,

(34)

onde foi considerado que cada fon esta cercado de 12 vizinhos (lembre-se que a

estrutura é um cubo de face centrada) e que em cada sitio ha um quadrupolo médio

0.

Ainda em analogia com o capitulo 3, sera definido um paridmetro de ordem

quadrupolar, O , o equivalente de M . No caso do quadrupolo, deve-se lembrar de

seu carater tensorial, portanto ele sera escrito na forma matricial respeitando-se a

propriedade de ter o trago nulo:
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0
-5 00 0. 0 0

52 O _Q 0 Qi = O ny 0 >
2 0 0
O 0 Q zz

com O, +QW +0.=0e0 = <sz>.

Pode-se definir o tensor quadrupolo do sitio i como uma matriz diagonal por
considerar que o quadrupolo estaria “orientado” segundo seus eixos principais. Isto €
analogo a dizer que a magnetizagdo tem um eixo preferencial, que no caso, € o €ixo z.

Usando as matrizes acima, pode-se reescrever a Eq. (34) como:

2 0 0 %i 0 0
_ - 2 - Qm’ 0 0 ~2
12TrZ(2QQ,.-Q2)=12TrZ 2l 0 —%— 0 0 Q, 0 |- 0 —Q4— 0 ||=
| o o opM0 0 Q. 0o 0 Q°
i |
—362(§ -10?) (35)

onde foi usado que O, +0,, =-0,,.

Usando o Teorema de Wigner-Eckart (Apéndice B), os operadores de
quadrupolo que foram definidos em termos das componentes do vetor posi¢do r,
podem ser redefinidos em termos das componentes do operador momento angular

total, J. Na equagdo anterior, precisa-se apenas de O, , logo,

0, = [(322 ~r*)pd’r = 1, (32 - J*), (36)
onde u, ¢ proporcional as integrais radiais das funcdes de onda do ion no sitio do

cristal. Essa constante ¢ analoga a constante o definida no Apéndice B. O
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desconhecimento de x, leva ao calculo do parametro de ordem quadrupolar em
unidades de u,.

O Hamiltoniano da interagdo quadrupolar sera, portanto, dado por

H,= —36qu[qu—(3Jj -J1)-10°] 37)

4.2 — Hamiltoniano total: Interagio de troca e quadrupolar.

Juntando-se Hy ao Hamiltoniano da Eq. (21), onde era considerado o campo
elétrico cristalino e a interacdo de troca, obtém-se finalmente o Hamiltoniano total
considerando as trés interagdes descritas até agora, isto é, H = H, +H, . +Hy:

3

}{:Uu+fgl:AZNMXHA+A+BL+CGﬁ—Jﬁ, (38)

I k=1
sendo A = 12, M? +18,0°, B=-24gu,j,M e C= -36,,4,Q . Os operadores
acima estdo atuando no sitio /.
Mais uma vez, pode-se escrever esse Hamiltoniano na forma matricial,

diagonaliza-lo e obter seus auto-estados. A matriz ¢ mostrada a seguir, e a base

continua sendo a mesma do capitulo 3, ou seja, os autovetores |F3> e ‘I’4> de H..

(Eq. 08).
ro)n) IT) ra) )
A+8C bB 0 0 0
bB A+ A+28C 0 0 0
H =|0 0 A+ A+3B-14C 0 0
0 0 A+A4-1B-14C 0©
0 0 0 0 A-8C
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A matriz ja foi escrita na forma bloco diagonal para facilitar a sua diagonaliza¢do. Os

auto-estados obtidos pela diagonalizagdo sio mostrados a seguir, onde denotou-se

2\/%' por b.

£ - 24 +36€+A—J(§OC+A)2 +40B)" 5)- El_“c 2 Urm% LR,
1+ (%5)

F, =4 -8C >[E) =)

E,=A+A+3B-14C =[E,) =)

E,=A+A-1B -14C =[E)=|T,,)

By~ A-8C

1
) lE4> W[‘R,J-F 5B

Note que fazendo j, = 0, esses estados recaem naqueles obtidos na pagina 34.

o 24+36C + A++(20C + A)? +4(bB)’ .

4

4.3— Calculo dos parametros de ordem magnética e quadrupolar.

A proxima etapa do trabalho consiste em calcular as expressoes para 0s
pardmetros de ordem de magnetizagdo ¢ de quadrupolo em fungio da temperatura.
Para isto é preciso lembrar de como foi feito este calculo no item 3.5, e seguir o
mesmo procedimento para o quadrupolo. A magnetizagdo média foi definida como:

1oz
B ZEB’

W = () = () = 5 S E e .| Je 7 =

ondeZ =» e ¢ a fun¢io de partigio e S = -4 . Usando as energias
- t k,T

determinadas no item anterior obtém-se os seguintes resultados para a fungdo de

partigdo e para a magnetizagdo meédia
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Y
7 = e~ ¥C 42 PO cosh(ﬁfi) +2e 29D cogh(22 ] (39)

1n £ —B(1- B
=48 o 2(36C+1)senl’1(ﬂ'20’)— e P! 14C)senh(ﬁzf)

a
_z _B(1- B\>
8 € 42720 cosh(fﬂza)+ Qe PU14C) cosh(iﬂ2 )

ondea = \KZOC +1)? +4(bB)* , e os pardmetros A, B e C foram redefinidos como:
C=C/A, B=B/A e A= AJA. Isso foi feito para que tanto as auto-energias como
a temperatura fiquem expressas em unidades de A, separagao entre o dubleto € o
tripleto de Hec. Fazendo j, = 0 retorna-se a Eq. (24).

De maneira equivalente sera definido o parametro de ordem quadrupolar
médio:

12z
BZ 8C°

302~ JH|E, e = - (41)

r-2 (%) 250

n

sendo Z a fungdo de parti¢do ja calculada na Eq. (39). Usando as energias obtidas na

pagina 53 chega-se a:

~8eP 08¢ 1O cosh(42) +e [ 36c0sh() - 20(%)(20C + Dysenh(*5)]

- B C 4 2 236C) cosh(52) +2¢ #0714 cosh(%2)

(42)
Note que as equagbes obtidas além de serem transcendentais, ainda sdo
funcdes de duas variaveis, pois m = f(m,q) e g = g(n,q), 0 que torna a busca por
solucdes analiticas praticamente impossivel, a ndo ser em alguns casos particulares em
temperaturas baixas. Como as variaveis B e C presentes nas equagdes (40) e (42)

dependem de meg, um calculo autoconsistente € necessario, o que ¢ feito

automaticamente pelo programa Maple.
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4.4 - Energia livre
Uma vez obtida uma solug¢io numérica das Egs. (40) e (42), € preciso saber se

ela ¢ estavel, instavel ou metaestavel. Isso é decidido analisando-se a energia livre

dada por f(m,q,t) = —%(In Z(m,q,t)—InZ (0,0,t)), que resulta na equagéo:

_ _ B 4 3
1 | S 42e 010 cosh(AE) 426720 cosh(£,%)

SO0 = —ﬁln (2+3e7)e’

(46)

Uma observago importante nesse ponto é que a fungdo A(m,g7) ndo aparece
nas equagdes para 77 € § uma vez que representa um termo comum a todos os

autovalores E,. No entanto, como se vé essa fungdo € relevante no estudo da energia
livre.

Normalmente, quando se ouve falar de campo médio logo associasse-se a
idéia de uma energia livre expandida em poténcias do pardmetro de ordem. Esse € o
tratamento de Landau. Aqui no entanto usa-se uma expressdo exata para a energia
livre, claro, exata no contexto da aproximagio de campo médio.

A proxima segdo apresenta os principais resultados deste trabalho.

4.5 - Resultados encontrados

O programa Maple utilizado no Cap. 3 (Apéndice C) foi generalizado pela
inclusdo da interagdo quadrupolar. O objetivo do programa continua sendo 0 mesmo,
buscar a temperatura critica e a ordem de transi¢gdes em compostos de praseodimeo
dependendo dos valores dos acoplamentos magnéticos e quadrupolares. Toda a
analise feita no capitulo 3 sobre como obter a temperatura critica e caracterizar as

transi¢des de fase sera usada aqui.
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Primeiramente deseja-se caracterizar o tipo de estado fundamental em fungéo
dos acoplamentos 7 e y. Para isso, fixao-se a temperatura em ¢t = 10°, ou T=10°4,
que é o menor valor aceito pelo Maple, e estudou-se os valores de E, para cada par
n-y. Como E4> Ege E; > E,, os unicos candidatos a estado fundamental sdo Eo, E;

€ Ez.

o?é_ t=10°
—e—|
0,4 e . *-o-e-o —e—1i
} — e {il
0,34
' |2.)
0.2+ m=0
0.1 7=--8
00 ----asecgget=== 2 e SV
. £)
014 Irn>e|rn> m»0eqg=0
"] m-oez-o0 .
v T v ¥ L] ¥ ] 1
0 1 2 3 4 5 6
n

Figura 16 - Diagrama de estados fundamentais no plano n-y. Os pontos sdo solugdes estaveis das
Egs. (40) e (42) para uma temperatura de 10°°A. O tipo de estado fundamental e os correspondentes
pardmetros de ordem sdo indicados em cada regido do diagrama.

A figura 16 ilustra os resultados no plano 7-y. Os pontos correspondem a
solugbes estaveis das equagbes (40) e (42). Abaixo da linha I, a tnica solugdo ¢ a
trivial m, =0 e g, =0, com IE(,)se transformando em |1"32>e IE,),que é '1“31>,
degenerando-se com |E0> e assim formando o dubleto ndo magnético |F3> (que
também ndo tem quadrupolo médio). Acima dessa linha o estado fundamental passa a

ser |E0> ¢ tem-se entdo m, 0 e g, # 0, dados por
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_ b 2 2
i, = (.| Ba) = - =1 =10 ~(1-189) “3)
187—10
- 2 2 Il
g = (E372 -/ |E,) = T (44)
onde ¥ é o acoplamento quadrupolar adimensional definido por
720 1
= (45)

e 7, 0 acoplamento magnético adimensional, continua sendo dado pela Eq. (26),

n = 48b* (gu,)’ j% :
A linha I corresponde ao menor valor de , para um dado 7, em que F, deixa
de ser degenerado com E;. Esse valor minimo, ¥, ¢ obtido da condi¢do Eyp= £, € ¢
solu¢do da equacao

16y (187 - 10)[8y — 32 -4y *n— n| = sn*|n? +224y % — 20y + 36y -1
y (187 ¥ y'n n

Entre as linhas I e III o estado ‘E1>:!F31> é o fundamental e entdo

J

o z

m, = (E,

E1>:O e g, :<E1.3Jf —J21E1>:—8. Nessa regido, como 7 =0,

\E2> ¢ degenerado com ]E3> Nao foi possivel obter uma curva analitica para

descever os pontos da linha I, a linha tracejada sobre esses pontos € apenas para
visualizagdio. A linha II nunca cruza a abscissa mesmo para valores grandes de 77,
consistente com a solucdo ja conhecida da Ref 18. Ou seja, £y € sempre o estado
fundamental para y = 0.

Na linha III tE]> se degenera com |E2> que continua degenerado com tE3>

ja que ainda tem-se m = 0. A linha III corresponde ao maior valor de gama, para um
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dado 7, em que lE1> ainda ndo ¢ degenerado com \E2> Esse valor maximo, max, €
obtido da condigio £, = E£,, com m =0 e g = -8, resultando em y,,,, = 0,416666 .

Acima desse valor nio se encontra nenhuma solugdo além da trivial m =0 e g = 0.

Assim, | £ 2> nunca ¢ estado fundamental sozinho.

O proximo passo sem duvida seria mapear no plano 7-y as regides onde as

transi¢des sdo de primeira ou segunda ordem, para m ou ¢ . Isso, no entanto, ¢ uma
tarefa ardua em vista da complexidade das equagdes para m(f) e g(f)e ainda tendo

em vista que ¢ necessario estudar a estabilidade das solugdes usando a energia livre. A
isso soma-se o fato de apenas olhando para a magnetizagdo e para o quadrupolo fica
dificil em muitas situa¢des decidir se de fato uma dada transi¢do ¢ de segunda ordem
ou de primeira ordem com pequena queda dos parimetros de ordem em f. Essa
analise pode ser complementada estudando-se em detalhe a curvatura da energia livre
na origem, m =g =0. O fato de existirem dois pardmetros de ordem complica
substancialmente essa analise, como deixa claro a Ref.(32), e por isso um estudo mais
profundo nessa direcdo sera deixado para o futuro.

Mesmo assim, procurou-se delinear as regides onde existem transi¢des

simultdneas para 7 e g, ¢ a figura 17 mostra no plano 7 - y a linha denominada

tricritica, separando as transigdes de primeira ordem, regido I, das de segunda ordem,
regido II. E importante ressaltar que o ponto tricritico determinado na Fig. 13, Cap.
3, com 7 = 2,2 ey = 0é reproduzido aqui. Um efeito ndo observado aqui ¢ a
inversio da ordem das transi¢des em relagdo ao ponto tricritico. Tal resultado ja foi

21

encontrado por Libero e Cox®" mas usando compostos de terras raras em simetria
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hexagonal. Entretanto o diagrama mostra que com a inclusdo do quadrupolo passam a
existir mais transi¢bes de primeira ordem na regido de y positivos do que era
observado na Fig 13. As transi¢des de segunda ordem passam a acontecer com mais

frequéncia na regido de y negativo.

—— | !E‘>
Y| —e—u =0
0,041 o "linha" tricritica g =-8
0,024 * @
] .—./o . ./.\\
0,00 e
0,021 o Regio
004 VG |2,)
. n= 2,028 =0
0064 y=-0,01 "
p qg=0
-0,08 4 lrn)e |r31)
. m=0eg =0
0,10 — — T T Y T
0 1 2 3 4 1 6

Figura 17 - Acoplamento quadrupolar y versus acoplamento magnético n. Os pontos verdes sio
pontos tricriticos separando a regido de transigdes de primeira ordem, 1, e transi¢cbes de segunda
ordem, I1. Note que o o ponto tricritico com n = 2,2 e y = 0 Jaé mostrado na Fig. 13 é reproduzido
aqui. Neste diagrama aparecem os valores de acoplamentos necessdrios para reproduzir a
transigdo do PrMg..

Como resultado final, e um dos mais importantes deste trabalho, € mostrar que
para o PrMg; a inclusdo da interagdo quadrupolar transforma a transi¢do de primeira
ordem prevista por campo médio com y = 0 (ver Fig. 15, cap. 3) em uma transigédo de

segunda ordem como observada experimentalmente™”.

Na figura 18 pode-se
comparar os resultados experimentais, circulos pretos, com um ajuste utilizando 7 =

2.028 e ¥y = -0.01. Esses valores foram encontrados de forma a reproduzir a

temperatura critica, /0k, e a magnetizagdo de saturagdo, 2.055/up. Para nio envolver
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um terceiro parimetro, o fator de Lande g, normalizou-se a magnetizagdo pelo valor
de saturagio. O maior desvio, para 7 = 7 k, é da ordem de 10%, que pode ser

considerado bom em se tratando de uma simples teoria de campo médio.

] PrMg,

1,0

0,84
m o6- n=2,028

TO'G y=-0,01

mo 1 ® resultados experimentais

0,4 resultados teéricos

°
0,2
0,04+

T (k)

Figura 18 - Magnetiza¢do normalizada pela magnetizagio de saturagdo em fungdo da temperatura
absoluta para o PrMg,. Os pontos pretos sdo resultados experimentais encontrados na literatura®?
e a linha vermelha mostra os resultados obtidos neste trabalho com a inclusdo da interagdo
quadrupolar. O ajuste é bem melhor que o obtido na Fig. 15 onde ndo se considerou o quadrupolo.

E necessario comentar, entdo, o significado do sinal do acoplamento
quadrupolar y. Quando positivo esta se considerando que o sistema esteja configurado
de maneira a ser um sistema “ferroquadrupolar”. Pensando em termos de uma
interagdo magnética, que é mais simples e serve como analogia, ¢ o caso de todos os
momentos estarem “alinhados” (com uma mesma fase) numa mesma direcdo €
sentido. O acoplamento quadrupolar negativo entdo, representa a configuragio anti-

ferroquadrupolar. Uma maneira de visualizar esta configuragdo ¢ mostrada na figura
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19, onde os ions centrais tem um quadruopolo negativo enquanto os ions dos veértices

tem quadrupolo positivo.

Figura 19 - Possivel configuragdo do cristal ciubico de face centrada como um arranjo
anti-ferroquadrupolar. O ordenamento quadrupolar se alterna entre os ions centrais e os ions dos
vértices do cubo.

Vale lembrar que o quadrupolo € um tensor, o que dificulta esta visualizag3o.

O que muda em cada ion da rede é a maneira de se definir o quadrupolo, ou seja,

0 o
-5 00 = 0 0
2 2
52 0 _% o |-Para os sinais positivos e 5: 0 % o | para os sinais
o 0 0 0 0 -0

negativos. Considerar esta configuragdo muda a contagem no nimero de vizinhos
feita na Eq (34). Para a estrutura cibica fcc ferroquadrupolar, sabe-se que os 12
vizinhos proximos de cada sitio tem quadrupolo médio positivo. Ja4 no arranjo
antiferroquadrupolo tem-se quatro vizinhos de sinal contrario e oito de mesmo sinal.

Com esta consideragdo, porém, ndo se alteram a Eq. (36) e nem o Hamiltoniano da

240 412

A . Com isso fica

Eq. (37), apenas a relagdo em y e j, é que se altera para y =

claro que as mesmas equagdes anteriores sio validas quer se tenha y positivo ou

negativo.
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Resultados de ajustes de transi¢des de fase de terras raras com a intera¢do
quadrupolar sio encontrados em trés principais artigos. O primeiro, Sivardiére®?
mostra um calculo minucioso mas para estados 7 - I5 ndo podendo ser comparado
diretamente aos resultados desta dissertagio. O segundo, Loid®”, ¢ um artigo
experimental que serviu de subsidio para construgdo das figuras 15 e 18; nio mostra
detalhes da algebra, apenas citando que a interagdo quadrupolar resolve o problema.
Ele ndo faz nenhuma analise da estabilidade das solugdes, deixando duvida se foram
usadas apenas solugdes estaveis no ajuste dos pontos experimentais. O tltimo,

21 . . . ~ ,
Ranke®™ usa a mesma simetria desta dissertagdo, 73 - [y, porém usa uma

aproximacdo injustificada e desnecessaria, em que os elementos de matriz
<I“4k|3Jz2 -J? ll"4k> sdo nulos quando na verdade eles valem -/4 para k = 1,2 ¢ 28

para k = 3. Além disso, a expressdo para § l4 obtida ndo satisfaz limites conhecidos,

por exemplo, ao se desligar as interagdes magnética e quadrupolar ( fazer 7 =0 e ¥ =
0) deve-se anular o valor médio de 7 .

Pode-se, entdo, concluir que este trabalho atingiu os seus objetivos ao explicar
a transi¢do de segunda ordem do PrMg, com a inclusdo da interagio quadrupolar.
Acredita-se que a andlise feita ao longo deste trabalho, embora ainda incompleta,

deixa bem subsidiada qualquer abordagem futura mais detalhada.
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4.6 - Propostas para trabalhos futuros

Existem alguns pontos que devem ser analisados com mais atengdo para se ter uma
teoria mais fechada deste trabalho. Séo eles:
=Devido a dificuldade de se encontrar as solugdes proximo da temperatura critica e
também a dificuldade em caracterizar a ordem das transi¢des, € necessario a escolha
de um critério melhor que simplesmente olhar se a magnetizagio vai a zero na
temperatura critica. Uma idéia € expandir as equagdes dos pardmetros de ordem perto
de zero e olhar os coeficentes desta expansdo. Estes coeficientes estdo relacionados
com a curvatura da energia livre na temperatura critica. Quando se tem apenas um
paradmetro de ordem, como ¢ o caso do Cap. 3, esta analise e simples e reproduz os
resultados apresentados la. Entretanto, no caso de dois pardmetros de ordem, como
no Cap. 4, esta analise se torna mais delicada e trabalhosa. Um estudo preliminar pode
ser feito seguindo o livro Tolédano e Tolédano®?.
= Neste trabalho foi usadoa sempre a teoria de campo médio para se escrever os
Hamiltonianos de interagdo tanto RKKY como quadrupolar. Para melhorar os
resultados seria o caso de se tentar uma teoria mais realista. Aqui a técnica de monte
carlo seria uma boa escolha, mas em analises prévias mostrou-se muito complicada
para estas simetrias. Contudo, vale a pena um melhor estudo a respeito deste ponto
=0 objetivo do trabalho s6 foi atingido ao se colocar uma interagio anti-
ferroquadrupolar. Isto é perfeitamente aceitavél no contexto deste trabalho, mas
mereceria um estudo mais detalhado para entender sua natureza e porque esta

orientagdo € tdo relevante.
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Apéndice A
Calculo dos termos do potencial gerado pelo Campo Elétrico Cristalino para

uma rede tipo FCC

Este calculo foi feito seguindo-se a referéncia (8), porém sem o uso de
manipula¢Bes algébricas diretas. O procedimento seguido aqui leva em conta a
simetria da estrutura de uma rede FCC e usa o Maple como ferramenta auxiliar no
céalculo das constantes numéricas que aparecem na equagdo. O caminho seguido por
Hutchings em sua época era o melhor por nio se dispor de maquinas que facilitavam
o calculo de derivadas de até sexta ordem, que eram inviaveis para o calculo manual.
Entretanto, hoje em dia pode-se simplificar o problema com o uso de programas de
manipulagdo simbolica.

A estrutura da rede fcc consiste de um cubo simples mais um octaedro
inscrito. A notagdo mais conhecida para a soma das duas estruturas € o “sixfold”
adicionado ao “eightfold coordination”.

A forma do potencial obtido simplesmente com argumentos de simetria é:

V(e,y,2)=C(x* +y* +2) + C,(x°y* +x227 + y22°) + Oy (x° + y° +2°) +

C,(x*y* +xz% +x*y? +x*27 + 72 + y*2Y) + C,(x7y?2?)
Onde os C/’s sdo constantes. Termos do tipo (x> + y* + z%) ndo aparecem pois ¢

necessario que V’J = 0.
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Note que a expressdo acima nada mais € que uma expansio do potencial em
uma série de Taylor. Assim as constantes numéricas C;, C;, C3, C4 € Cs serdo
calculadas como sendo os coeficientes de Taylor. Abaixo é mostrada a rotina escrita
para o programa Maple V que permite o calculo destas constantes.

#Calculo feito para o octaedro:

#Expansdo em série do potencial V(x,y,z) = Vx + Vy + Vz

#parametro de rede: a=1

> restart:

#Defini¢do da fungdo potencial exata.

>Vx = (x,y,2) -=> 1/sqri(x**2+y**2+z**2+1-2%x) +

1/sqr(x**2-+y**2+z*¥*2+1+2%*x),

>Vy = (X,y,z) -> V/sqri(x**2+y**2+z*¥*2+1-2%y) +

1/sqr(x**2+y**2+z**2+1+2*y);,

>Vz = (x,y,z) ~> 1/sqri(x**2+y**2+z**2+1-2%z) +

1/sqri(x**2+y**2+z**¥2+1+2%z),

>f:=Vx+Vy+Vz
# Calculo das constantes:

> ¢l = D{1)(D[1]J(D[1)(D[1](D))))24:

> ¢2 =D[1](D[1}(DI2}(D{2](D))))4:

> ¢3 = D[1)(D[1](D[1}D11D1]DI1ENNNN720:

> c4:= D[1}(D[1}(D[1}(D[1](D[2](D[2](1)))))/48:

> ¢5 = D{1)(D1}(D2)D2)DBIDB31HN))/8:
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Para obter a mesma expressio do artigo do Hutchings é preciso fazer as
seguintes substitui¢des:

20y +x* 22+ Y2 =rt - (x* +y*t +2Y) e

6(x>y*z*)=r® ~(x® +y° +2°) - 3(x*y* +x*2* +x*y* +x*2% +y?z* +y°z%)
Com isso chega-se & expressio:

V(x,y,z)= %{6 +§‘—‘5—(x4 +y* +z* +%r4)—%[x" +y%+2°

15
+—Li-(x2y4 +x°z* +x*y? +x*2? +y*2? + i )— %r“]}

Agora sera mostrado o calculo feito para a simetria cubica. A rotina usada ¢é
mostrada a seguir.

# Defini¢do da fungdo potencial exata.

> V1 :=(xy,z) > 1./sqrt((1-x)"2 + (1-y)"2 + (1-2)"2) + 1./sqrt((-1-x)"2 + (1-
V2 + (1-2)"2):

> V2 = (xy,z) ~> 1/sqrt((1-x)"2 + (-1-y)"2 + (1-2)"2) + 1./sqrt((1-x)"2 + (1-
V)2 + (-1-2)"2):

> V3 = (xy,z) ~> 1./sqrt((1-x)"2 + (-1-y)"2 + (-1-2)"2) + 1./sqrt((-1-x)"2 +
(1-y)2 + (-1-2)"2):

> V4 = (xy,z) > 1./sqrt((-1-x)"2 + (-1-y)"2 + (1-2)"2) + 1./sqrt((-1-x)"2 +
(-1-y)"2 + (-1-2)"2):

>f:=V1+V2+V3+V4

# Calculo das constantes numéricas como coeficientes de Taylor.

> ¢l = D[1)(D{1}(D[1](D[1](H))))/24:

> ¢2 := D{1](D[ 1121214

66



> ¢3 = D[1](D[1}(D[1ID[1]D[1}D{1IONN)720:
> c4:= D[1](D[11(D[1(D[1}(D2)(D2(H)))))/48:
> ¢5 := D[1)(D[11(D[21(D[21(D[3IDE1DNN)/B:

Usando as substituigBes ja descritas na primeira parte do programa, chega-se

- 170 3 —-224
V(x5y7z) :( 9d5q)|:(x4 +y4 +Z4)_§r4j|+( 9d7q)[(x6 +y6 +z6)

15
—1—4r6 + Oyt +xtzt Hyiet vyt 2t 27y

onde d = 3/a, que é o pardmetro de rede.

Outra maneira de se obter esse resultado usando o programa Maple € usar
diretamente a fungdo “mtaylor” que ja calcula a expansio em taylor de uma fungéo
dada. Neste caso também é importante lembrar de fazer as substitui¢des mostradas
anteriormente para se obter a mesma equacao final mostrada acima.

Somando-se o potencial obtido para o cubo e o potencial obtido para o

octaedro obtém-se o potencial mostrado na Eq. (4).
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Apéndice B

O teorema de Wigner-Eckart

Para entender este teorema é preciso primeiro conhecer o que é um operador
vetor. Por definigio, um observavel V sera um vetor se suas componentes Vs, Ve V.
satisfizerem as seguintes relagdes de comutagio:
[/.7.]=0
[7.7,)=mv. 1)
[7..7.|= -7,

e mais as outras obtidas pelas permutagdes ciclicas dos indices x, y € z.

Alguns exemplos de operadores vetores sdo: 0 proprio operador momento
angular total J, o operador momento angular orbital L, o operador posi¢do R, € 0
operador momento linear P. Entretanto operadores do tipo L’ ou L-S ndo sdo
operadores vetoriais. Estas definigGes sdo encontradas na Ref. (33)

O objetivo aqui é mostrar como é possivel passar da base do operador posi¢ao
R para a base do operador J. Esta tarefa sera mais facil como o uso dos operadores J..
e R, definidos porJ, =J, +iJ, ¢ R, = X £i¥ . Isto ¢ necessario para se conseguir
as relacdes de comutagdo da Eq. (1). Usando as estas relagdes de comutagio é facil

ver que:
[/.R)=70z [J,.R]=-inz [/, .R.]=nR, 2)
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e a partir destas pode-se obter as desejadas relagdes de comutagio entre J, e R,
[/.R]=0, [/..R]=202, [/.R]=-20z; [/ .R]=0.

Considere, agora, um elemento de matriz de R na sua base padrao. Como Ré
um operador hermitiano, vao existir varios elementos de matriz nulos. Primeiramente
os elementos de matriz ( j,mZ I j’,m'> serdo nulos se mzm’. Esta conclusio ¢

baseado no fato de Z comutar com J; (Eq. 1). Para os elementos de matriz do tipo

R,

< J,m j',m’> , pode-se mostrar que sO serdo diferentes de zero se m - m’= +1.

Abrindo-se o comutador de J, com R, tem-se J, R, = R,J, AR, . Aplicando-se o

ket j’,m’> nos dois lados desta equag@o,

TR m)) = R, (1,
J.(R.

7o) en(R | )) = mal | ) £ ()
jtm')) = m' £ DR(R,| j*,m"))

Ou seja, R, j',m’> ¢ um autovetor de J, com autovalor (m+1)% Como dois

autovetores de um operador hermitiano (J;) associados a diferentes autovalores sdo

ortogonais, segue que < j,m,RJ_r Jj ',m’) =0 se m - m’ # + 1. Entdo os elementos de

matriz de R seguem as seguintes regras para ndo serem nulos:
Z >Am=m-m'=0 e R, =>Am=m-m'=+%1.
Por estes resultados vé-se que os elementos de matriz com Z serdo nulos fora da
diagonal principal, enquanto que aqueles associados com R. se anulam na diagonal
principal.
O proximo passo € buscar uma relagdo de proporcionalidade entre os

elementos de matriz com os operadores R ¢ J dentro do subespago &(j,m). usando o
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fato de o elemento de matriz formado entre o bra ( j,m+2‘ e o ket j,m> do
comutador [J+ R+] =0, pode-se escrever
(jm+2J,R, | jom)={j,m+2|R,J. | j.m). @)

Incluindo-se a relagdo de completeza Zl j ',m')( j',m’| nos dois lados da
.t

equagdo acima ( note que o somatorio serd desnecessario pois, devido as regras

obtidas acima, so sobreviverdo os termos com m=m’ e j =j’)

<j,m+2J+|j,m+l><j,m+ 1|R+ j,m> = <j,m+2R+ j,m+1><j,m-|~1|J+ j,m> , (5
isto pode ser rescrito como:
(jom+ R |jm) (jm+2R,|jm+1) )
<j,m+1J+ j,m>_<j,m+2,]+ j,m+l>. ©

Note que esta igualdade ¢é satisfeita para qualquer valor de m (desde que
respeitando a condigdo de existéncia do elemento de matriz). Isso significa que essa

razdo nio depende de m, podendo entdo ser chamada de afj). Assim obtém-se:

R,

J.|jsm). )

(j,m+1R, | jm) = a(i)j,m+]

Este resultado mostra que os elementos de matriz de R. dentro do subespago
g(m) sdo proporcionais aos elementos de J. e afj € a constante de
proporcionalidade. Resultados analogos podem ser obtidos para as outras
componentes destes operadores (R. com J. e Z com J;). Enfim, este teorema ¢ 1til ao

mostrar a proporcionalidade entre os elementos de matriz de dois operadores

vetoriais.
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Apéndice C
Programa feito no Maple 5 para o cilculo da temperatura critica ¢ da ordem
das transicdes de fase dos compostos cibicos a base de praseodimeo

Este apéndice traz os codigos dos programa feitos no Maple V(release 5)
usados na determinag¢do da temperatura critica da transi¢io de fase para diferentes
valores de acoplamentos magnético e quadruupolar. Na primeira parte desse texto sao
consideradas as equagOes realativas ao capitulo 3, onde considerou-se apenas a
interagdo RKKY junto ao campo elétrico cristalino. Como esse programa € posssivel
reproduzir os resultados do capitulo 3. Na segunda parte sdo consideradas as
equagbes obtidas no capitulo 4 levando-se em conta também a inter¢do quadrupolar.

Com este programa pode-se reproduzir os resultados do capitulo respectivo.

C.1 - Apenas com a intercio RKKY

Este programa serve para determinar tanto a temperatura critica como a
ordem da transicdo de fase de compostos de praseodimeo em simetria cubica,
considerando-se o campo elétrico cristalino e a interagio RKKY. O primeiro passo é
definir os pardmetos do Hamiltoniano da Eq. (23) em fungdo do acoplamento

admensional magnético, 7.
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> restart;

> B :=m ->-0.5*%eta*m/b"2:

> C =m -> sqrt(1.+(2*b*B(m))**2):

> b:=2%sqrt(7./3.):

> A =m-> eta*m**2/(4.*b"2):

# Definindo a magnetizag8o média e a energia livre

> num = m -> -4 *p**2*B(m)/C(m) * exp(beta/2.) * sinh(beta*C(m)/2) -
sinh(beta*B(m)/2.):

> den = m -> exp(beta) + 2 * exp(beta/2)*cosh(beta*C(m)/2) +
2*cosh(beta*B(m)/2):

> fun := m -> num(m)/den(m):

> free ;= m-> -t*In( exp(-beta* A(m)) *den(m)/(3.+2*exp(beta)) ):

#Teste de solugdes para temperatura critica:

E neste item que se escolhe o valor da temperatura ¢ do acoplamento
magnético.

> t:=0.4: beta:=1./t:

> eta:=2.5:

> msl := fsolve(m-fun(m)=0,m=0.01 .. 3.),

> free(ms1);,

Agora basta ir variando a temperatura, monitorando o valor da magnetizagdo
e da energia livre. Se for o caso é possivel criar um “loop” para gerar uma tabela de

pontos para a construgio de graficos de mxt.
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C.2 - Considerando a interacio RKKY e a interaciio Quadrupolar

Este programa serve para determinar tanto a temperatura critica como a
ordem da transigio de fase de compostos de praseodimeo em simetria cubica,
considerando-se o campo elétrico cristalino, a interagdo RKKY e a intaracdo
quadrupolar.

O primeiro passo ¢ definir os parametos do Hamiltoniano da Eq. (37) em
fungdo dos acoplamentos admensionais, magnético, 7, € quadrupolar, y.

> restart: Digits:=50: eta:=6. gama:=0.1 t:=0,00000001

#Definindo as constantes do hamiltoniano (em unidades da separagdo de
energia):

> beta:= 1./t: b:=2%sqrt(7./3.):

> Ai=(m,q) -> ((eta*m”"2)/(4*b"2) + (gamma*q"2)/40):

> B:=(m) -> -((eta*m)/(2*¥b"2)):

> C:=(q) -> -(gamma*q/20):

> d:=(m,q) -> (sqrt(4*b"2*B(m)"2 + (20*C(q)+1)"2)):

# Funcdo de Parti¢io (a menos da exponencial de beta * A):

>Z7:=(m,q)->(exp(8*beta*C(q))+2*exp(-beta*(1-14*C(q)))*

cosh(beta*B(m)/2) + 2*exp(-beta*(36*C(q)+1)/2)*cosh(beta*d(m,q)/2)):

#Magnetizagio

>num:=(m,q)->(-4*b"2*B(m)/d(m,q)*exp(-beta*(36*C(q)+1)/2)

*sinh(beta*d(m,q)/2) - exp(-beta*(1-14*C(q)))*sinh(beta*B(m)/2)):

> mag:=(m,q) -> (num(m,q)/Z(m,q)):
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#Quadrupolo

>numq:=(m,q)->(-8*exp(8*beta*C(q))-28*exp(-beta*(1-14*C(q)))

*cosh(beta*B(m)/2)+exp(-beta*(36*C(q)+1)/2)*(36*cosh(beta*d(m,q)/2)-

20*(20*C(q)+1)/d(m,q)*sinh(beta*d(m,q)/2))):

> qdp:= (m,q) -> (numq(m,q)/Z(m,q)):

#Energia Livre

> F:= (m,q) -> (-t*In(exp(-beta* A(m,q))*Z(m,q)/(2+3*exp(-beta)))):

#Calculo de m, e g, quando ‘E0> for estado fundamental

> M[0]:=(eta,gamma) -> (b/(eta-10*gamma)*sqrt((eta-10*gamma)"2 - (1-
18*gamma)”"2)):

> Q[0]:=(eta,gamma) ->((18*eta - 10)/(eta - 10*gamma)):

Este item é importante por duas razdes, saber a ordem de magnetude dos
parametros de ordem e verificar que o calcuo com temperaturas baixas esta coerente.

# Ordenamento dos niveis para quando ‘E(,) for estado fundamental

>EO0 : = (2*A(m0,q0) + 36*C(q0) + 1 - d(m0,q0))/2;

>E1: = A(m0,q0) - 8*C(q0);

>E2: = A(m0,q0) + 1 + B(m0)/2 - 14*C(q0);

>E3: = A(m0,q0) + 1 - B(m0)/2 - 14*C(q0),

>E4: = (2*A(m0,q0) + 36*C(q0) + 1 + d(m0,q0))/2;

#Resolvendo as equagdes de magnetizagdo e do quadrupolo:

> eqnset:= {m-mag(m,q)=0., g-qdp(m,q)=0.}: varset: = {m,q}:

> SolutionSet:= fsolve(eqnset, varset, {m=0...3.5, g=0...21}),

> assing (SolutionSet): temp:=t; mag:= m; quad:= q; Free.:=F(m,q);
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Pode-se criar um “loop” aqui para fazer como o programa gere uma tabela de

pontos para se construir graicos de mxt ou gxt.

# Normalizando pelo valor a t = 0 (valido para quando \E(,) for estado
fundamental)

>mag.= m/M[0] (eta,gamma); quad:= g/Q[0]( eta, gamma),

# Ordenamento geral dos niveis

>E0: = (2*A(m,q) + 36*C(q) + 1 - d(m,q))/2;

>EL = A(m,q) - 8*C(g),

>E2: = A(m,q) + 1 + B(m)/2 - 14*C(q);

>E3: = A(m,q) + 1 - B(m)/2 - 14*C(q),

>E4: = (2*A(m,q) + 36*C(q) + 1 + d(m,q))/2;

Este item é importante para determinar o novo ordenamento dos niveis para

fazer uma busca mais precisa no diagrama 7-y.
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