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À Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nı́vel Superior (CAPES), pela concessão da

bolsa de estudos.

Ao Instituto de Fı́sica de São Carlos, por me acolher de maneira receptiva e calorosa durante

toda a minha formação.

Aos grandes amigos, Paulino, Tiozão (Gerson), Rato (Matheus) e Renato, que foram como
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RESUMO

BARBIERI, A. L. Análise de Robustez em Redes Complexas. 2011. 110 p. Dissertação
(Mestrado) - Instituto de Fı́sica de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2011.

A teoria das redes complexas é uma área relativamente nova da Ciência, inspirada por dados
empı́ricos tais como os obtidos de interações biológicas e sociais. Esta área apresenta uma natu-
reza altamente interdisciplinar, de modo que tem unido cientistas de diferentes áreas, tais como
matemática, fı́sica, biologia, ciência computação, sociologia, epidemiologia e muitas outras.
Um dos problemas fundamentais nessa área é entender como a organização de redes complexas
influencia em processos dinâmicos, como sincronização, propagação de epidemias e falhas e
ataques. Nessa dissertação, é apresentada uma análise da relação entre estrutura e robustez de
redes complexas através da remoção de vértices. Para a aplicação deste estudo, foram adqui-
ridas bases de dados de interações de proteı́nas de quatro espécies, Saccharomyces cerevisiae,
Caenorhabditis elegans, Drosophila melanogaster e Homo sapiens, como também mapas das
malhas de rodovias de sete paı́ses, Brasil, Portugal, Polônia, Romênia, Austrália, Índia e África
do Sul. Foi estudada a robustez dessas redes através de simulação de falhas e ataques, segundo
uma dinâmica de remoção de vértices. Nesse caso, a variação na estrutura das redes devido a
essa remoção foi quantificada pelas medidas do tamanho da maior componente conectado, do
diâmetro e da média dos comprimentos dos menores caminhos. Ademais, foram utilizadas duas
medidas para quantificar a robustez, isto é, a entropia da distribuição das conexões e entropia
dinâmica, baseada em cadeias de Markov. Tais medidas foram aplicadas nas redes reais onde se
verificou que as espécies mais complexas, como o homem e a mosca, apresentam as redes mais
robustas. Com relação aos paı́ses, Romênia, Portugal e Brasil apresentam as malhas rodoviárias
mais resistentes a perturbações. A correlação entre essas medidas de entropia e as medidas to-
pológicas permitiu identificar que a média do grau dos vizinhos e o coeficiente da lei de potência
da distribuição do número de conexões são as medidas que apresentam maior correlação com
as medidas de entropia. Tal resultado sugere que a presença de conexões alternativas entre os
vizinhos dos vértices removidos favorece a resiliência das redes, pois tendem a minimizar as
perturbações causadas pelas remoções. No caso das malhas rodoviárias, foi proposta uma nova
medida de acessibilidade e esta se mostrou altamente correlacionada com a entropia dinâmica.
Nesse caso, verificou-se que as cidades localizadas no litoral e nas fronteiras dos paı́ses são as
que menos contribuem para robustez das redes de rodovias. Desse modo, os resultados obtidos
sugerem que o planejamento do sistema de transporte de um paı́s deve priorizar o investimento
em infra-estrutura rodoviária próximo das cidades com menor acessibilidade, de forma a torná-
las mais acessı́veis, visando melhorar o transporte de mercadorias e pessoas. Os métodos aqui
propostos permitem identificar tais cidades. Ademais, na análise de redes de proteı́nas, os re-
sultados obtidos podem auxiliar no desenvolvimento de novos modelos de redes, bem como
entender os mecanismos evolutivos que priorizam a robustez dos organismos.

Palavras-chave: Redes complexas. Robustez. Proteı́nas. Acessibilidade. Rodovias.





ABSTRACT

BARBIERI, A. L. Analysis of Robustness in Complex Networks. 2011. 110 p. Dissertation
(Master) - Instituto de Fı́sica de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2011.

The study of complex networks is a relatively new area of science inspired by the empirical
studies of real-world networks, such as social and biological networks. This are has a highly
multidisciplinary nature, which has brought together researchers from many areas including
mathematics, physics, biology, computer science, sociology, epidemiology, statistics and others.
One of the main problems in this area is to know how the network organization is related to dy-
namic process, such as synchronization, epidemic spreading and topological perturbation due
to deletion of nodes and edges. In this dissertation, it is presented a study of the relationship
between the structure and resilience of complex networks. This investigation was applied to
the protein-protein networks of four species, namely Saccharomyces cerevisiae, Caenorhabdi-
tis elegans, Drosophila melanogaster and Homo sapiens, as well as the road networks of seven
countries, i.e. Brazil, Portugal, Romania, Australia, India, and South Africa. It was studied the
resilience of such networks through simulations of random fails and attacks by node deletion.
The topological changes due to this simulation were quantified by measures, including the size
of the largest component, the diameter and the average shortest path length. In addition, the
network robustness was quantified by the entropy of the degree distribution and the dynamic
entropy, related to Markov chains. This analysis in real-world networks revealed that more
complex species, such as the H. sapiens and D. melanogaster are the most resilient. In addi-
tion, Romania, Brazil and Portugal have the most robust road maps. The correlation analysis
between topological and dynamic measures revealed that the average neighborhood degree and
the coefficient of scaling in the power law of the degree distribution quantify the proprieties
that most contribute for the resilience in protein networks. Moreover, with respect to the road
networks, it was introduced a new accessibility measure, which revealed to be correlated to the
dynamic entropy. In fact, cities localized in the border of networks are the ones with the smallest
contribution for the network resilience. Therefore, the obtained results suggest that the traffic
planning should mainly connect cities near the frontiers of countries, in order to improve the
resilience and accessibility. In addition, the obtained results with respect to protein networks
allow improving network modeling and understanding the biological processes that reinforce
the resilience of organisms.

Keywords: Complex networks. Robustness. Proteins. Accessibility. Roads.
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Figura 3.4 - Simulação de falhas aleatórias e ataques em redes geradas pelos mo-

delos livre de escala (SF) e aleatória (ER): (a) diâmetro da rede, (b)
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Bu Grau de intermediação
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SUMÁRIO

1 Introdução 31

1.1 Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.2 Contribuições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.3 Descrição dos capı́tulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2 Conceitos básicos 37
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1 INTRODUÇÃO

Ao longo do seu desenvolvimento, a pesquisa cientı́fica se especializou adotando uma abor-

dagem reducionista, onde sistemas são divididos em partes, que são analisadas individualmente,

de modo a entender seu comportamento global. No entanto, apesar do grande avanço obtido, tal

abordagem se revelou incapaz de explicar o comportamento da maioria dos sistemas ditos com-

plexos, que são formados de componentes individuais que se influenciam mutuamente (6, 7).

Essa limitação do tratamento reducionista pode ser vista, por exemplo, na Internet, onde a

dinâmica de transmissão de dados não pode ser descrita pela análise individual de seus rotea-

dores. De maneira similar, a transmissão de sinais do cérebro é fundamentalmente afetada pela

organização das sinapses entre neurônios (8). De fato, o estudo individual de tais células não é

suficiente para se entender os processos cognitivos bem como muitas doenças, como a epilep-

sia (9). Logo, o estudo de sistemas complexos exige uma abordagem holı́stica, que tem como

princı́pio o fato de que o comportamento desses sistemas não pode ser explicado apenas pela

soma de seus componentes.

Como um sistema complexo é representado por partes individuais que se conectam, é na-

tural modelá-los como redes. Sendo assim, para analisar a estrutura e dinâmica de sistemas

complexos, foi introduzida no final da década de 90 a teoria das redes complexas. Devido a essa

generalização na representação de sistemas complexos, isto é, vértices conectados por arestas,

a teoria das redes complexas vem sendo aplicada nas mais diversas áreas de pesquisa (10, 11).

A motivação da modelagem por redes surgiu com a observação de que a organização de muitos

sistemas complexos não é aleatória, mas está ligada às caracterı́sticas particulares de cada sis-

tema e leis que guiam sua evolução (12, 13). Por exemplo, no caso da Internet, os roteadores
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mais importantes, localizados em grandes centros urbanos, são os mais conectados na rede e

tendem a receber mais conexões ao longo do tempo do que os roteadores localizados em cida-

des menores. De maneira semelhante, há certas pessoas na sociedade que possuem um número

elevado de amigos, enquanto a maioria da população se organiza em pequenas comunidades —

como se pode observar em sites de relacionamento como Orkut e Myspace. Nesses dois casos,

a topologia da rede se auto-organiza de forma que haverá alguns vértices altamente conectados,

enquanto que a maioria deles apresenta poucas conexões. Na área de biologia de sistemas, por

exemplo, as interações proteicas, metabólicas ou genéticas são analisadas de uma maneira glo-

bal, analisando-se a estrutura das conexões como um todo (14). De fato, esse tipo de análise

vem se revelando fundamental para o desenvolvimento da microbiologia (14).

A representação por redes também tem sido usada com sucesso em sociologia, no estudo de

propagação de epidemias ou rumores (15); neurociência, na análise da relação entre a estrutura

do cérebro e funções cerebrais (8); engenharia, na determinação da vulnerabilidade de redes de

transmissão de energia (16); linguı́stica, no estudo das relações semânticas entre as palavras e

em análises de autoria de textos (17); economia, na caracterização das relações entre empresas

e transações comerciais (18); e meteorologia, na análise das relações climáticas entre diferentes

pontos do globo (19)∗.

Nessa dissertação, estamos interessados na análise da vulnerabilidade de redes complexas.

Diversos trabalhos têm revelado que redes complexas se auto-organizam de modo a garantir a

robustez do sistema quando ocorrem falhas aleatórias, ou seja, quando vértices são removidos

sem qualquer prioridade (5). Apesar dos avanços obtidos na análise de resiliência, diversas

aplicações ainda não foram investigadas, como a comparação da resiliência de redes biológicas

de diferentes organismos ou de malhas rodoviárias de diversos paı́ses. Sendo assim, nesse traba-

lho analisamos tais sistemas complexas e mostramos como essas redes podem ter sua robustez

quantificada em termos de medidas de entropia. Além disso, verificamos quais propriedades

estruturais mais contribuem para a robustez de redes biológicas e analisamos como a robustez

∗ Uma descrição de todas as aplicações de redes é realizada na referência (10). Para maiores detalhes sobre o
estudo de diversos fenômenos dinâmicos, ver a referência (20).
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de uma malha rodoviária está ligada à facilidade de acesso em tal rede.

Os estudos aqui introduzidos devem contribuir para o entendimento da relação entre estru-

tura e dinâmica de sistemas complexos, o que é um tema de fundamental interesse da comuni-

dade cientı́fica atualmente (11).

1.1 Objetivos

Os objetivos básicos de nosso trabalho podem ser resumidos nos seguintes tópicos:

1. Análise e caracterização da robustez de redes complexas através da simulação de falhas e

ataques.

2. Quantificação da robustez de redes através do uso de medidas de entropia da distribuição

das conexões e entropia dinâmica relacionada à cadeias de Markov.

3. Comparação do nı́vel de resiliência de redes de interação proteı́na-proteı́na de quatro

espécies, isto é, Saccharomyces cerevisiae, Caenorhabditis elegans, Drosophila melano-

gaster e Homo sapiens.

4. Verificação de quais propriedades estruturais mais contribuem para a robustez de redes de

interação de proteı́nas.

5. Comparação de malhas rodoviárias de sete paı́ses, isto é, Brasil, Portugal, Polônia, Romênia,

Austrália, Índia e África do Sul.

6. Introdução da medida de acessibilidade baseada em cadeias de Markov.

7. Análise da relação entre robustez e nı́vel de acessibilidade em redes de rodovias.
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1.2 Contribuições

Dentre as contribuições principais deste trabalho, podemos citar:

• As redes de interação de proteı́nas de organismos com diferentes nı́veis de complexidade

apresentam comportamento similar quando submetidas a falhas aleatórias, apresentando

um alto grau de robustez.

• A verificação de que os organismos mais complexos, como homem e mosca, são mais

robustos à ataques dirigidos do que os organismos mais primitivos, como a levedura.

• A determinação das propriedades estruturais que mais influenciam na resiliência de redes

de proteı́nas indicam que o grau médio dos vizinhos e o coeficiente de escala são as

propriedades que mais contribuem para a robustez.

• A comparação das malhas rodoviárias de diferentes paı́ses e sugere que os mais robustos

são a Romênia, seguida de Portugal e Brasil.

• Introdução de uma generalização da medida de acessibilidade em redes.

• A análise em nı́vel local permitiu mostrar que as cidades localizadas nas fronteiras dos

paı́ses e no litoral são as que menos contribuem para a robustez de uma rede.

• A medida de acessibilidade introduzida apresenta alta correlação com a medida de en-

tropia dinâmica, usada para quantificar o nı́vel de resiliência de uma rede. Tais medidas

apresentam pouca correlação com o grau de intermediação, que é uma medida de cen-

tralidade clássica. Sendo assim, a medida de acessibilidade quantifica a centralidade de

vértices não em termos das menores distância, mas leva em conta todas as caminhadas

possı́veis em um processo de Markov.

• Nossos resultados podem ser utilizados no planejamento de novas rodovias, de modo que

as novas ligações que forem estabelecidas devem priorizar as rodovias que contribuam
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significantemente para o aumento dessas três propriedades de uma rede, isto é, robus-

tez, acessibilidade e centralidade. Utilizando um método de reconhecimento de padrões,

mostramos que tais cidades são aquelas localizadas nas fronteias e litoral dos paı́ses, pois

essas apresentam pouco acesso.

1.3 Descrição dos capı́tulos

Iniciamos nosso estudo sobre redes com o Capı́tulo 2, onde veremos os conceitos funda-

mentais e a história do surgimento da ciência das redes. Faremos uma revisão dos tipos de redes,

formas de representação e como calcular medidas básicas que podem descrever as relações de

interconexões dos vértices, como o grau de um vértice, ou seu coeficiente de aglomeração.

Serão vistos os modelos que foram desenvolvidos para geração de redes, através dos quais po-

dem ser estudados diversos sistemas complexos. Finalizando a descrição deste capı́tulo, apre-

sentamos alguns exemplos de redes reais e uma tabela de valores de suas medidas básicas.

No capı́tulo 3, veremos medidas mais elaboradas que podem dar detalhes importantes da

estrutura topológica, e que nos permitirão analisar e classificar as redes. Serão apresentadas

medidas que caracterizam a correlação entre o grau dos vértices, centralidade de um vértice,

assim como, medidas de entropia e entropia dinâmica, as quais são utilizadas para descrever a

resiliência de redes contra falhas e ataques. Será descrita uma dinâmica de ataque dos vértices

de uma rede, onde pode se observar o comportamento da estrutura da rede sob perturbações,

e assim quantificar sua robustez. Também será visto, que as medidas de entropia pode ser

utilizadas como medidas de resiliência da rede.

Nos dois capı́tulos seguintes, foram examinadas redes reais com o intuito de quantificar suas

caracterı́sticas de robustez e acessibilidade. O Capı́tulo 4 mostra a análise de redes biológicas,

onde estudamos as redes de interação de proteı́nas de quatro espécies, buscando uma relação en-

tre a estrutura da rede e suas respectivas funções biológicas. Analisamos computacionalmente
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a resiliência da estrutura de rede, sob uma dinâmica que simula ataques e falhas dos vértices (as

proteı́nas). Várias medidas estruturais foram extraı́das, a fim de classificar as redes de proteı́nas

quanto aos modelos de redes estudados. Medidas dinâmicas foram calculadas para caracterizar

a robustez das redes, e também diferenciá-las quanto a complexidade biológica, onde observa-

mos a relação entre estrutura e função. As medidas de robustez (como as medidas de entropia)

foram correlacionadas com medidas estruturais, para descobrir que medida estrutural estava

mais fortemente colaborando para a resiliência da rede à falhas.

No Capı́tulo 5 analisamos as redes geográficas de sete paı́ses, e para estudar o fluxo de

transporte de suas malhas rodoviárias, foi introduzido uma generalização da medida de aces-

sibilidade, a qual é relacionada à facilidade de encontrar um certo vértice na rede ou, no caso,

quanto uma cidade é acessı́vel em um paı́s. Apresentamos um método para rotular os cruza-

mentos de vias e propagar os rótulos através da malha, e assim foi possı́vel construir a rede

de interligação de cruzamentos. A entropia dinâmica foi usada novamente para quantificar a

robustez de redes. Visando melhorar o fluxo de transportes para um determinado paı́s, foram

identificados os cruzamentos com menores valores de acessibilidade e robustez (para os quais

deve-se priorizar o investimento em infra-estrutura rodoviária). Por fim, verificamos que existe

uma forte relação entre a acessibilidade e a medida de entropia dinâmica, permitindo utilizar

esta nova medida para caracterizar a robustez de redes.

No último capı́tulo, discutimos as conclusões e as possibilidades de trabalhos futuros, logo

que a teoria das redes complexas mostra-se, cada vez mais, infindável para suas aplicações.
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2 CONCEITOS BÁSICOS

2.1 O que é uma rede

O estudo de sistemas complexos ficou reconhecido pela sua interdisciplinariedade, devido

aos avanços que se tem conseguido em diversos campos que vão da fı́sica à antropologia. Muitos

sistemas ao nosso redor são ditos complexos, pois são formados por muitos elementos capazes

de interagir entre si e com o meio ambiente (21, 22). Para se compreender o comportamento

destes sistemas, nós devemos entender não somente o comportamento de suas partes mas como

elas interagem para gerar o comportamento do sistema em nı́vel global (22).

As principais propriedades de sistemas complexos são as seguintes: (i) emergência: a com-

plexidade do todo é maior do que a complexidade da soma das partes, (ii) auto-organização:

o sistema se organiza sem um comando externo e (iii) universalidade: sistemas pertencentes à

mesma classe possuem propriedades semelhantes (22). Como esses sistemas são formados por

partes discretas que se conectam, a modelagem por redes é realizada de forma natural (21, 22).

Por exemplo, o cérebro é formado por células nervosas conectadas por axônios (2, 23); a

sociedade é formada por pessoas ligadas por laços de amizade (24); as cadeias alimentares

são formadas por animais e plantas conectados por relações de predador e presa (25); as co-

nexões entre aeroportos são definidas por rotas aéreas (26, 27); as malhas rodoviárias são

formadas por rodovias que ligam cidades (28); a Internet é composta por roteadores ligados

por fibras-ópticas (5, 29, 30); a Teia Mundial é definida por documentos conectados por hy-

perlinks (31–33); a linguagem é resultante da interação de palavras que se relacionam por si-
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milaridade e função (34, 35) e os cientistas estão conectados de acordo com os trabalhos de

colaboração (36, 37). Aplicações da teoria das redes complexas na modelagem de sistemas na-

turais e artificiais são encontradas em diversos artigos de revisão (21, 38–40) e livros (6, 41–43).

Mas o que é exatamente uma rede? Quais os tipos de topologia mais comuns? Como pode-se

caracterizar tais estruturas? Antes mesmo de iniciar a explicação a essas perguntas, veremos

uma breve história do surgimento do conceito de redes complexas.

2.2 Introdução histórica

A teoria das redes complexas nasceu da aplicação de medidas desenvolvidas pela teoria dos

grafos e conceitos provenientes da mecânica estatı́stica, fı́sica não-linear e sistemas complexos.

Já a teoria dos grafos se iniciou em 1736, quando o matemático e fı́sico suı́ço Leonard Euler (44)

se interessou por um problema de interligação de vértices, no qual a solução se resumia a sim-

ples resolução de um grafo, ou seja, descrever a rede de interligações apenas pela sua estrutura

topológica. O problema que Euler acabou solucionando, ficou conhecido como o problema das

setes pontes de Königsberg – uma cidade construı́da sobre as margens do rio Pregel, na antiga

Prússia (hoje, a cidade pertence ao território russo e é chamada de Kalimingrad). Ao longo do

rio existem duas ilhas que dividem o fluxo das águas em canais, e o acesso às ilhas era feito

através de sete pontes, como pode ser visto pela Figura 2.1(a).

Na época, um quebra-cabeça para os habitantes, era tentar responder a seguinte pergunta:

“Existe um caminho que atravessa todas as sete pontes, passando apenas uma única vez por

cada uma delas?” As pessoas na cidade de Königsberg gastavam horas tentando solucionar este

quebra-cabeça. Mas, por fim, Euler provou ser impossı́vel a existência de tal caminho. Ele

definiu as ilhas e as margens como simples pontos, ou vértices, e as pontes como arestas, ou

ligações. Euler fez uso de um grafo, como da Figura 2.1(b), que representava muito facilmente

o problema, descrevendo-o de uma forma matemática.
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a) b)

Figura 2.1 – Diagrama em (a) das pontes da cidade de Königsberg (retirado de um artigo (44) publicado por
Euler), e sua representação no grafo em (b).

A solução do problema das pontes de Königsberg parecia simples para Euler. Todos os

vértices (ilhas ou margens) tinham um número ı́mpar de arestas (as pontes), mas ao fazermos

um percurso pelo grafo, toda chegada a um vértice através de uma aresta e, logo após, uma

correspondente saı́da do vértice através de outra aresta, sempre resultará em um número par de

arestas percorridas, o que mostra ser impossı́vel de existir um caminho que permitisse percorrer

todas as pontes uma única vez. Sendo assim, o grafo não apresentava um caminho fechado

contendo todas as arestas visitadas uma vez cada (caminho Euleriano). Muitos consideram

esta prova realizada por Euler como o primeiro teorema desenvolvido no campo da matemática

discreta, que contém a teoria dos grafos (45).

Somente depois de dois séculos, cientistas começaram demonstrar um crescente interesse

na modelagem de grafos. Eles começaram a pesquisar os grafos como sendo o meio através

do qual a informação, ou uma doença, pode ser difundida pela rede. De fato, cientistas como

os húngaros Erdös e Rényi (46) e o russo Solomonoff (47), mostraram que, as propriedades

estruturais de uma rede estão ligadas a processos dinâmicos como, por exemplo, a máxima

propagação esperada de uma epidemia (47). Assim, no inı́cio da década de 60, iniciaram-se as

pesquisas em redes aleatórias (48), e em 1967, uma importante propriedade presente nas redes

sociais foi descoberta quando Stanley Milgram, um pesquisador de sociologia em Harvard,

Estados Unidos, interessado na estrutura da sociedade americana, descobriu que a distância

média entre duas pessoas quaisquer nos Estados Unidos é próxima de seis. Esse fenômeno é
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conhecido como efeito de mundo pequeno (6, 49).

Apesar dos avanços obtidos em sociologia, a falta de poder computacional e bases de dados

de redes reais fizeram com que as investigações em redes complexas se reduzissem à análise

de redes formadas por algumas dezenas ou no máximo centenas de vértices. Além disso, o

estudo de redes sociais limitava-se a caracterizar a estrutura das ligações, como no trabalho de

Milgram, e não em modelar as interações sociais ou investigar as propriedades dinâmicas dessas

redes, como sua evolução. Apenas a partir do final da década de 90, com o advento da Internet

e com o aumento do poder computacional, a teoria das redes complexas foi estabelecida, pois

bases de dados foram disponibilizadas e os computadores tornaram-se capazes de processar um

grande volume de informações.

Embora existam semelhanças, a teoria das redes complexas difere da teoria dos grafos em

três aspectos básicos: (i) ela está relacionada com a modelagem de redes reais, por meio de

análise de dados empı́ricos; (ii) as redes estudadas não são estáticas, mas evoluem no tempo,

modificando sua estrutura; (iii) as redes, muitas vezes, não são consideradas apenas objetos to-

pológicos, mas constituem estruturas onde processos dinâmicos (como a propagação de doenças

e opiniões) podem ser simulados. Além de princı́pios da teoria dos grafos, a teoria das redes

complexas apresenta conceitos de fı́sica estatı́stica, sistemas não lineares, fractais e autômatos

celulares, dentre outras áreas. Esse caráter multidisciplinar permite a teoria das redes com-

plexas cobrir aplicações desde biologia até sociologia, sendo a computação responsável pelas

ferramentas utilizadas na modelagem, simulação e tratamento das bases de dados.

2.3 Como representar uma rede

Representamos a estrutura de uma rede complexa através de um conjunto R que, no caso

de redes que não apresentam pesos em suas ligações, é definido por R(V ,E ) , o qual é com-

posto por um conjunto de N vértices, V = {v1,v2, . . . ,vN}, e um conjunto de M conexões,
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a)

1

2
3

6

4

5
b)

i  j
1  2
1  3
2  4
3  4
3  6
4  5
4  6

Figura 2.2 – Representação em (a) de uma rede não dirigida de 6 vértices, e em (b) seu armazenamento computa-
cional na forma de lista de conexões.

E = {e1,e2, . . . ,eM}, que contém pares (i, j) de elementos de V . O tamanho da rede está re-

lacionado com número total de elementos do conjunto de vértices. As conexões podem ser

dirigidas, quando o sentido da ligação importa, ou não-dirigidas.

Se as ligações possuem intensidade, como no caso da Internet que necessita diferenciar

as arestas pela largura da banda disponı́vel, a cada aresta é associado um peso. Neste caso, a

rede deve apresentar informações adicionais sobre os pesos, isto é, além de ser formada pelos

conjuntos V ,E , a rede possui ainda o conjunto W = {w1,w2, . . . ,wM}, que representa o peso

das ligações, sendo a rede representada por R = (V ,E ,W ). Para as redes não dirigidas, a

representação das conexões é feita apenas por linhas, não diferenciando o sentido da ligação,

ou seja, (i, j) e ( j, i) representam a mesma conexão, vejamos em detalhes.

2.3.1 Redes não dirigidas

Para uma rede não dirigida com N vértices, podemos rotulá-los com os números inteiros

de um conjunto V = {1, . . . ,N}, como o exemplo da rede na Figura 2.2(a), e listar as conexões

por pares de elementos deste conjunto V . Esta rede pode ser armazenada computacionalmente

na forma de uma lista de conexões de pares de vértices i e j, como pode ser observado na

Figura 2.2(b), ou na forma de uma matriz de adjacência A (descrita pela matriz 2.2).
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As listas de conexões são muitas vezes utilizadas para gravar a estrutura de redes em ar-

quivos de computador, porém a forma mais prática de representar uma rede é através de uma

matriz de adjacências A , devido a sua aplicação na construção de algoritmos que se utilizam

dessa matriz para calcular medidas topológicas. Os elementos ai j desta matriz, são dados por:

ai j =

 1 , se existir uma conexão entre os vértices i e j,

0 , caso contrário.
(2.1)

Deve-se notar que a matriz 2.2 apresenta na sua diagonal principal apenas elementos nulos,

indicando a falta de auto-conexão que liga o vértice a ele mesmo. Também podemos observar

que a matriz A é simétrica, ou seja, o elemento ai j tem o mesmo valor de a ji, pois nestas redes

não se diferencia o sentido da ligação.

A =



0 1 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 1

0 1 1 0 1 1

0 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0


(2.2)

2.3.2 Redes dirigidas

Também chamadas de dı́grafos, as redes dirigidas são redes cujas conexões são dirigidas de

um vértice i a um vértice j, sendo representada graficamente por uma seta. Este tipo de rede

apresenta uma variação na definição dos elementos ai j da matriz de adjacência, desta forma:

ai j =

 1 , se existir uma conexão do vértice i ao j,

0 , caso contrário.
(2.3)

Um exemplo de rede dirigida está representado na Figura 2.3, e foi baseado no exemplo
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Figura 2.3 – Representação de uma rede dirigida de 6 vértices.

anterior, mas recebeu uma informação a mais no momento da leitura da lista de conexões (Fi-

gura 2.2(b)), informando que o sentido de formação da ligação é relevante. Para este tipo de

rede, a matriz de adjacência 2.4 (denotada também por A ) não é mais simétrica como pode-se

observar.

A =



0 1 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


(2.4)

2.3.3 Redes com pesos

As conexões das redes foram até agora descritas apenas se existe a ligação (valor um) ou

se não existe (valor zero), mas não é a única forma possı́vel na construção das redes, inclusive

muitas redes não são descritas desta forma binária (0 ou 1), mas sim pela utilização de pesos nas

ligações, como a rede da Internet, onde os pesos estão relacionados com largura da banda de

dados através das conexões, como também as cadeias alimentares, onde os pesos estão relacio-

nados com o fluxo de energia das presas para os predadores. O exemplo de rede com pesos está

representado na Figura 2.4(a), e a lista de conexões recebeu uma coluna a mais que identifica
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1.0
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b)

i  j   w
1  2   0.5
1  3   0.5
2  4   1.0
3  4   2.0
3  6   0.5
4  5   0.5
4  6   1.0

Figura 2.4 – Representação em (a) de uma rede com pesos em suas ligações, e seu armazenamento na forma de
lista de conexões em (b).

os pesos w das ligações, o que pode ser observado na Figura 2.4(b). Existem redes com pesos

dirigidas ou não dirigidas, dependendo do tipo da rede complexa que se está estudando.

W =



0 0,5 0,5 0 0 0

0 0 0 1,0 0 0

0 0 0 2,0 0 0,5

0 0 0 0 0,5 1,0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


(2.5)

Neste caso, a matriz de pesos 2.5, representada por W , apresenta um diferencial, em relação

as já observadas, devido ao fato de conter números reais. Tais números representam os pesos

das ligações e podem ser entendidos como a proporção de força da ligação, por exemplo, a

conexão do vértice 2 ao vértice 4 tem peso 1, e é duas vezes mais forte que a conexão do vértice

1 ao vértice 2 que tem peso 0,5.

2.4 Medidas básicas para caracterização de redes

Nessa seção veremos quais as medidas mais comuns que podemos calcular para caracte-

rizar a estrutura de redes complexas. Tais medidas são fundamentais, pois como a maioria
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das redes complexas são formadas por milhares (ou mesmo milhões) de vértices, apenas a sua

visualização não é suficiente para obtermos informações sobre a sua estrutura, conforme nota-

mos na Figura 2.12 (exemplos de redes reais).

2.4.1 Conectividade

Uma medida muito importante de redes é chamada conectividade, ou grau, porém simples

de ser calculada. Conectividade e grau são sinônimos, no caso de não existir multi-conexões

entre os pares de vértices, e apenas este caso será tratado nesta dissertação. O grau de um

vértice i é dado pelo número de arestas conectadas a ele (no caso de redes não dirigidas) e que

denotamos por ki , o qual pode ser calculado pela equação a seguir, em termos da matriz de

adjacência, onde ai j é o elemento (i,j) da matriz A ,

ki =
N

∑
j=1

ai j. (2.6)

Como o grau de um vértice é uma medida local, para caracterizar a estrutura de redes, temos

um medida global que é calculada obtendo-se a média amostral do número de conexões entre

os vértices, a qual chamamos de conectividade média ou grau médio 〈k〉,

〈k〉= 1
N

N

∑
i=1

ki. (2.7)

2.4.2 Distribuição de conectividade

A organização das conexões de uma rede complexa pode ser caracterizada através da distribuição

das conexões. Denotamos esta distribuição por P(k), onde k é a conectividade, e o valor de

P(k = d) representa a probabilidade em que pode ser encontrado um vértice com k = d co-

nexões na rede.
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Figura 2.5 – (a) Rede social de amizades em um clube de karate (1). (b) Histograma da distribuição de conectivi-

dade normalizada.

A construção da distribuição de conectividade é feita através de um histograma normalizado

da quantidade de vértices para todos valores de k, conforme a Figura 2.5(b), onde utilizamos a

rede social de amizades em um clube de karate (1) da Figura 2.5(a).

2.4.3 Coeficiente de aglomeração

Redes complexas geralmente apresentam ciclos de ordem três, que são ciclos de três vértices

conectados, como a rede neural do Caenorhabditis elegans e a rede de colaboração de atores (2).

Uma maneira de caracterizar a presença de laços (loops) desta ordem é através do coeficiente

de aglomeração (clustering coefficient), o qual denominamos por cc. Para redes sem pesos, o

coeficiente de aglomeração cci (equação 2.8) para um vértice i, é definido como a razão entre

o número de ligações ei entre os nós da sua vizinhança e o número total de arestas que possi-

velmente poderia existir entre eles, isto é, (ki(ki−1)/2). Este último termo pode ser entendido

como o produto da quantidade de vizinhos (ki) pela conectividade máxima (ki− 1) de cada

um destes (devido ao fato que uma aresta é compartilhada por um par de vizinhos, torna-se

necessário a divisão por dois).

cci =
2ei

ki(ki−1)
(2.8)
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Esta relação que define o coeficiente de aglomeração pode apresentar valores entre 0, no

caso dos vizinhos não se conectarem entre si, e no máximo 1, para o caso de todas as possı́veis

conexões entre os vizinhos terem sido preenchidas, como mostra a Figura 2.6.

cc = 1/3cc = 1 cc = 0

Figura 2.6 – Exemplificação para os valores de coeficiente de aglomeração calculados para o vértice em vermelho.

Uma outra medida global para quantificar a ocorrência de triângulos em redes é dada pela

média do coeficiente de aglomeração para todos os vértices, o qual denominamos por 〈cc〉, e

que é calculado pela seguinte equação,

〈cc〉= 1
N

N

∑
i=1

cci. (2.9)

2.4.4 Distâncias

Um caminho em redes é uma sequência de vértices i1, i2, . . . , in tal que para cada um destes

vértices exista uma aresta para o próximo vértice na sequência. O comprimento de um caminho

ou distância entre i1 e in é portanto o número de arestas deste caminho, que é igual a n−1, para

redes sem pesos. Para redes com pesos, o comprimento é a adição de cada peso em cada aresta.

O transporte ou comunicação em redes está relacionado com a distância entre os vértices.

Por exemplo, em redes geográficas como as redes de rodovias (Figura 2.7), o caminho entre dois

pontos está relacionado com o tempo de transporte e a ocorrência de congestionamento (50).

As distâncias também influenciam na transmissão de dados na Internet, onde o atraso ou a perda

de pacotes trocados está relacionada as rotas, ou caminhos tomados, podendo ocorrer falhas e
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Figura 2.7 – Rede geográfica de rodovias do Brasil. Os pontos representam as cidades.

congestionamentos de roteadores (51), os quais se assemelham aos entroncamentos de rodovias.

Por isso, os caminhos e suas distâncias são fundamentais para o estudo de redes reais.

O comprimento de um caminho é medido pelo número de arestas existentes entre o par de

vértices (i, j). Podemos definir o comprimento do menor caminho, como sendo di j, selecionando-

se o menor dentre todos caminhos possı́veis ligando i e j. Os menores caminhos entre todos

os pares de vértices formam um conjunto representado na matriz de distâncias D, contendo nos

seus elementos di j a menor distância entre os pares i e j. O máximo valor encontrado nesta

matriz corresponde ao diâmetro da rede, denominado por dmax , enquanto que a média sobre

todos os valores da matriz D retorna o menor caminho médio `, calculado por

`=
1

N(N−1)∑
i, j

di j, (2.10)

onde levamos em consideração apenas componentes conectados, pois no caso de i e j não

pertencerem a um mesmo componente, temos di j = ∞, e o somatório diverge.
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2.5 Modelos básicos

Além de medidas para caracterização topológicas, pesquisadores de teoria de redes com-

plexas têm desenvolvido modelos de redes para predizer a evolução da organização de sistemas

complexos. Tais modelos permitem que se execute basicamente quatro tarefas: (i) predição,

que permite descrever como a estrutura do sistema evolui no tempo; (ii) simulação, que auxilia

na análise de diversos processos dinâmicos, como fluxo e propagação de epidemias, que podem

ser simulados em topologias que representem uma rede complexa, como a Internet e a soci-

edade; (iii) controle de processos, sendo possı́vel a reprodução de condições correspondentes

à realidade em ambientes virtuais e o monitoramento do comportamento do sistema quando

sujeito a algum processo dinâmico, como no caso da modificação da largura de banda na In-

ternet; e (iv) estudo de falhas, onde é possı́vel verificar-se os efeitos de remoções de conexões

e vértices em uma rede, como ocorre no caso da Internet, onde roteadores podem falhar, ge-

rando redistribuição do tráfego e levando a perda de desempenho. Assim, com a modelagem,

o controle, previsão e o desenvolvimento de mecanismos para tornar sistemas complexos mais

robustos podem ser realizados de maneira eficiente a baixo custo em ambientes virtuais.

Dezenas de modelos redes complexas têm sido desenvolvidos para o estudo dos mais di-

versos sistemas complexos (20). Dentre esses modelos, os mais clássicos e, geralmente usados,

são descritos a seguir.

2.5.1 Redes aleatórias

Em 1959, dois matemáticos húngaros, Paul Erdős e Alfred Rényi, consideraram os grafos

como objetos estocásticos, ao invés de analisá-los de forma puramente determinı́stica, como

fazia até então a matemática discreta e a sociologia. Segundo tal modelo, que denominaremos

apenas por ER, redes são construı́das iniciando-se com um conjunto de N vértices totalmente
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Figura 2.8 – (a) Exemplo de uma rede aleatória de Erdös e Rényi. (b) Distribuição da conectividade para uma
rede com N=1000, usando uma probabilidade p = 0,2. Os pontos no gráfico são a média de 100
simulações.

desconectados. A seguir, a cada passo do algoritmo, dois vértices são escolhidos aleatoriamente

e conectados com uma probabilidade fixa p, sendo cada par de vértices considerado apenas uma

vez. Assim sendo, todas as ligações possuem a mesma probabilidade de ocorrerem, ou seja, a

rede gerada tem uma estrutura altamente homogênea.

A distribuição de conectividade P(k) possui um valor caracterı́stico dado pela conectivi-

dade média 〈k〉 = p(N − 1), logo que a probabilidade p defini a proporção de candidatos a

formarem conexões. Para uma valor alto de N e baixo de p, esta distribuição se aproxima a

uma distribuição de Poisson (Figura 2.8(b)), devido à lei dos eventos raros para um processo de

Bernoulli (52), isto é,

p(k) = lim
N→∞,p→0

N!
(N− k)!k!

pk(1− p)k ' e−〈k〉〈k〉k

k!
, (2.11)

onde 〈k〉= p(N−1) é o grau médio da rede.

Diferentemente da grade regular, no modelo ER ocorre uma quebra de simetria que faz com

que a distância média ` entre os vértices (equação 2.10) seja pequena se comparada ao tamanho

da rede, que é da ordem de ln(N)/ ln(〈k〉), e esta distância diminui conforme a rede se torna

esparsa tendo N muito maior que o grau médio.
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2.5.2 Modelo de Watts-Strogatz

Em 1998, analisando dados empı́ricos, pesquisadores das Universidade de Columbia e Cor-

nell observaram que em algumas redes reais, tais como a rede de neurônios do Caernohabditis

elegans e a rede de distribuição de energia dos Estados Unidos; a presença de loops (cami-

nhos fechados) de ordem três é muito maior do que nas redes aleatórias com mesmo número de

vértices e arestas (2). Esse foi o primeiro indı́cio de que as redes reais não são completamente

aleatórias, mas possuem leis que regem sua organização. Baseados nesta descoberta, Watts e

Strogatz sugeriram um modelo alternativo aos grafos aleatórios, chamado modelo small-world

de Watts-Strogatz (em analogia ao fenômeno descoberto por Stanley Milgram).

Figura 2.9 – Exemplificação da variação da probabilidade p no modelo de Watts-Strogatz com conectividade
média 〈k〉= 4.

Nesse modelo, que denominaremos por WS, para a construção de um rede, inicia-se com

uma grade regular formada por N vértices ligados a κ vizinhos mais próximos em cada direção,

totalizando 2κ conexões iniciais, sendo N � κ � log(N)� 1. A seguir, cada aresta é alea-

toriamente reconectada com uma probabilidade fixa p, que introduz o caráter aleatório à rede.

Quando p = 0 a rede é completamente regular e quando p = 1, a rede é aleatória. Portanto,

tal modelo se situa entre a completa regularidade e a aleatoriedade. A emergência do regime

small-world ocorre para p > 0,01 (2). Tal fato pode ser observado na Figura 2.10(a), a variação

do coeficiente de aglomeração cc e do caminho médio ` entre os vértices, em relação aos valo-

res iniciais quando p = 0. Apenas para valores de p > 0,01 é que podemos observar o efeito

mundo pequeno na geração destas redes, pois abaixo deste valor a rede se aproxima da grade



52

a) b)
160 170 180 190 200 210 220 230 240
0

0.05

0.1

0.15

0.2

Conectividade (k)

D
is

tr
ib

ui
çã

o 
P

(k
)

Figura 2.10 – (a) Gráfico do coeficiente de aglomeração cc e do caminho médio ` para os diferentes valores de
probabilidade p na geração de redes do modelo WS (2). (b) Distribuição da conectividade para uma
rede com N=1000, 〈k〉 = 200, usando uma probabilidade p = 0,01. Os pontos no gráfico são a
média de 100 simulações.

regular, e acima deste valor temos uma queda rápida de cc e também valores muito baixos de `.

Isto se deve ao rearranjo das conexões, pois vértices que antes não eram vizinhos podem agora

compartilhar novas ligações, o que diminui a distância entre eles e seus vizinhos próximos. A

distribuição de conectividade destas redes é mostrada na Figura 2.10(b), sendo que os vértices

apresentam um número tı́pico de conexões, como ocorre no model ER.

2.5.3 Redes livres de escala

Apesar de redes sociais apresentarem algumas propriedades das redes aleatórias como, por

exemplo, o efeito mundo pequeno, conforme visto anteriormente, estas redes não apresentam

uma distribuição de conectividade de Poisson. Logo, os modelos ER e WS não são adequados

para representar a evolução e organização dessas redes.

Em 1999, Albert-László Barabási e Réka Albert (13), decidiram analisar a topologia da

Teia Mundial (World Wide Web) usando um web crawler. Desse modo, eles mapearam a topo-

logia das conexões entre as páginas da Teia Mundial e descobriram que além dela apresentar o

fenômeno small-world (` ≈ 11), a distribuição de conexões não é aleatória, mas do tipo livre de
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escala (scale-free), que é da forma P(k) ∼ k−γ (31). Essa descoberta causou um certo espanto,

pois era esperado que a Teia Mundial fosse organizada de forma aleatória, pois essa não possui

um comando central para definir suas conexões. No entanto, naquele mesmo ano, o mesmo

tipo de distribuição já havia sido encontrada na Internet pelos irmãos Faloutsos (29), embora

tal trabalho não tivesse despertado forte impacto. Ou seja, diversas evidências sugeriram que

a organização da maioria dos sistemas complexos não é aleatória, mas ocorre segundo ligação

preferencial, conforme observado posteriormente, em redes de colaboração entre cientistas (36),

redes metabólicas de 43 organismos diferentes (53) e redes de interação de proteı́nas (54), sendo

que nesse último caso verificou-se que o número de conexões está relacionado com a letalidade

de proteı́nas. Ou seja, a distribuição das conexões está relacionada às funcionalidades de um

sistema complexo.

Como diversos sistemas complexos apresenta conexões do tipo livre de escala, o universo

aleatório de Erdős e Rényi tende a não estar presente na natureza. Sendo assim, o trabalho de

Barabási e Albert descartou a aleatoriedade e mostrou que há leis que regem a estrutura das re-

des reais. A distribuição livre de escala é um tipo de distribuição de probabilidades que reflete

invariância de escala. Leis de potência também são conhecidas como Lei de Zipf, distribuição

de Pareto ou lei de potência. Tais distribuições são idênticas, embora alguns autores tenham

gerado confusão ao diferenciá-las (55). A distribuição de Pareto foi proposta por Vilfredo

Pareto (56) no inı́cio do século 20, que demonstrou que certos fenômenos em economia, as-

sim como na fı́sica, podem ser modelados matematicamente. Ele observou que em muitos

fenômenos fı́sicos e econômicos 80% das consequências eram devido aos 20% das causas, o

que ficou conhecido como a regra 80/20, que gera uma uma curva decrescente e sem um pico

caracterı́stico, descrita por um único expoente negativo, o que chamamos de lei de potência ou

livre de escala. Deste modo, a economia não é governada por simples aleatoriedade, mas possui

leis que regem o seu comportamento. De fato, o tamanho de cidades, o diâmetro de crateras

lunares, as distribuições de riquezas e o número de citações por artigo, seguem uma distribuição

tipo lei de potência, apresentando a ausência de uma média e desvio que caracterizam uma es-

cala tı́pica (como em fenômenos aleatórios, onde quantidades geradas aleatoriamente possuem



54

a) b)
10

0
10

1
10

2

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

Conectividade (k)

D
is

tr
ib

ui
çã

o 
P

(k
)

Figura 2.11 – (a) Exemplo de uma rede livre de escala gerada pelo modelo SF . (b) Gráfico em escala logarı́tmica
da distribuição de conectividade (em azul) e da distribuição cumulativa (em vermelho) para uma
rede com N=1000. Os pontos no gráfico são a média de 100 simulações.

uma escala tı́pica, veja a Figura 2.8(b)).

Motivados por essa ausência de escala em redes reais, Babrabási e Albert propuseram um

modelo de crescimento, que gera redes livres de escala (13), que denominaremos por modelo

SF, que é baseado em dois passos:

1. Crescimento: Iniciando-se com um pequeno número de vértices N0, a cada passo é adici-

onado um vértice com m (m≤ N0) arestas que se conectam com vértices já presentes na

rede.

2. Ligação preferencial: O novo vértice, que vai ser adicionado à rede, tende a se conectar

com os vértices mais conectados, ou seja, a probabilidade de um vértice j, presente na

rede, ser escolhido é proporcional a sua conectividade,

Pi→ j(n+1) =
k j(n)

∑
n
u=−N0+1 ku(n)

, (2.12)

onde n é o tempo e o número de vértices adicionados à rede.

Interessante notar que estes dois mecanismos de construção das redes livres de escala não

estão presentes no modelo aleatório de Erdős e Rényi e no modelo small-world de Watts e



55

Strogatz, pois nestes não há adição de novos vértices e as conexões são estabelecidas de forma

homogênea, havendo uma conectividade caracterı́stica (conectividade média) na rede. Por outro

lado, nas redes geradas pelo modelo livre de escala, os vértices mais conectados tendem a

receber mais conexões. Este paradigma é conhecido como “o rico fica mais rico”. Estas redes

são formadas por um reduzido número de vértices altamente conectados, denominados hubs,

e por uma grande quantidade de vértices pouco conectados, o que define a distribuição livre

de escala. Na Figura 2.11 é mostrada uma rede gerada pelo modelo de Barabási e Albert e a

distribuição da conectividade para uma rede composta por 1.000 vértices, assim como a sua

distribuição cumulativa dada por Pcum(k) =
∫

∞

k P(x)dx.

2.6 Exemplos de redes reais

As distribuições livre de escala têm sido observadas desde a década de 50 (57), mas sua

popularidade cresceu com os trabalhos de Barabási e Albert no final da década de 90, pois foi

apenas a partir dessa época que diversas bases de dados dos mais diversos sistemas complexos

tornaram-se disponı́veis. Deste modo, o desenvolvimento da Internet e a disponibilidade de

informações que possibilitassem a construção de redes biológicas, sociais, tecnológicas e de

informação, foram fundamentais para o desenvolvimento da teoria das redes complexas.

Apresentamos alguns exemplos de redes reais na tabela 2.1, onde é possı́vel observar a

variação no número de vértices N, conectividade média 〈k〉, menor caminho médio `, como

também o expoente γ da distribuição de conectividade. A Figura 2.12 apresenta alguns exem-

plos de redes reais, como a rede da World Wide Web, a rede de conexões da Internet, a rede social

de personagens do livro “Os miseráveis”, de Victor Hugo, e a rede de interações de proteı́nas

da levedura Saccharomyces cerevisiae, que será estudada no Capı́tulo 4.
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a) b)

c) d)

Figura 2.12 – Exemplos de redes complexas: (a) uma amostra da World Wide Web, (b) a Internet, (c) a rede social
dos personagens do livro “Os miseráveis”, de Victor Hugo, (d) a rede de interações de proteı́nas da
levedura Saccharomyces cerevisiae.

Tabela 2.1 – Exemplos de redes complexas reais que seguem uma distribuição livre de escala.

Rede complexa N 〈k〉 ` γ Referências

Atores 449.913 113,43 3,48 2,3 (2, 58)
Chamadas telefônicas 47×106 3,16 – 2,1 (59)
Mensagens de e-mail 59.912 1,44 4,95 1,5 – 2,0 (60)
Contatos sexuais 2.810 – – 3,2 (61, 62)
WWW (nd.edu) 269.504 5,55 11,27 2,1 – 2,4 (31, 32)
WWW (Altavista) 203.549.046 10,46 16,18 2,1 – 2,7 (63)
Rede de citações 783.339 8,57 – 3.0 (64)
Co-ocorrência de palavras 460.902 70,13 – 2,7 (65, 66)
Internet 10.697 5,98 3,31 2,5 (12, 67)
Pacotes de softwares 1.439 1,20 2,42 1,6 – 1,4 (68)
Circuitos eletrônicos 24,097 4,34 11,05 3,0 (69)
Redes metabólicas 765 9,64 2,56 2,2 (53)
Interações de proteı́nas 2.115 2,12 6,80 2,4 (54)
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3 CARACTERIZAÇÃO DE REDES
COMPLEXAS

Para se entender o funcionamento de um sistema complexo, é fundamental conhecer-se

sua organização. Redes complexas podem apresentar diferentes topologias, dependendo dos

mecanismos que determinam sua evolução. Por exemplo, as redes sociais apresentam arquite-

tura muito diferente das redes tecnológicas, como a Internet, ou biológicas, como as redes de

interação de proteı́nas (70). Para se quantificar a estrutura das ligações, diversas medidas têm

sido desenvolvidas. Através de medidas, redes podem ser analisadas, caracterizadas, classifi-

cadas e modeladas (71). De fato, a análise e caracterização de redes é importante no estudo

das relações entre forma e função em redes complexas. Por exemplo, se uma rede apresenta

topologia do tipo livre de escala, é esperado que sua estrutura seja altamente tolerante à fa-

lhas. Ademais, a caracterização da estrutura das ligações de redes é importante na análise de

simulações de processos dinâmicos sendo possı́vel determinar quais aspectos topológicos influ-

enciam na simulação de tais processos. Nessa seção, introduzimos diversas medidas de redes

complexas que permitem caracterizar diferentes propriedades topológicas e dinâmicas de redes,

tais como as medidas de assortatividade e entropia dinâmica, respectivamente.

3.1 Caracterização topológica de redes

Pesquisadores de redes complexas inicialmente estavam interessados no desenvolvimento

de ferramentas para descrever a estrutura de redes, de modo a entender seu funcionamento e
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evolução (72). Desse modo, diversas medidas foram desenvolvidas de modo a permitir uma

detalhada descrição da organização de sistemas complexos representados por redes.

3.1.1 Assortatividade

Um grande número de redes reais são correlacionadas no sentido que a probabilidade de um

vértice com grau k esteja conectado com um outro vértice com grau k′ dependa de k (20). Nesse

caso, pode-se utilizar o conceito de probabilidade condicional P(k′|k), sendo definida como a

probabilidade que uma aresta de um nó com grau k se conecte com um nó de grau k′. Desse

modo, a probabilidade condicional é dada por:

P(k′|k) = k′P(k′)
〈k〉

(3.1)

Observe que ∑k′ P(k′|k) = 1. Para redes não-dirigidas, P(k|k′) = P(k′|k) e k′P(k|k′)P(k′) =

kP(k′|k)P(k). Note que P(k|k′) e P(k′|k) caracterizam a correlação entre o grau dos vértices (71).

Embora a correlação seja formalmente definida por P(k′|k), podemos usar a média do grau dos

vizinhos mais próximos de vértices com grau k, denotada por 〈knn〉, expressa da seguinte forma:

〈knn〉= ∑
k′

k′P(k′|k). (3.2)

Quando 〈knn〉 é uma função crescente em k, vértices com alto grau tendem a se conectarem

Tabela 3.1 – Assortatividade em redes reais.

Rede N s Referências

Colaboração em fı́sica 52.909 0,363 (37)
Colaboração em biologia 1.520.251 0,127 (37)
Colaboração em matemática 253.339 0,120 (73)
Colaboração de atores 449.913 0,208 (2)
Diretores de empresas 7.673 0,276 (74)
Internet 10.697 −0,189 (67)
World Wide Web 269.504 −0,065 (13)
Interação de proteı́nas 2.115 −0,156 (54)
Rede neural 307 −0,163 (2)
Cadeias alimentares 92 −0,276 (75)
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Figura 3.1 – Figura adaptada do artigo (3). Média do grau dos vizinhos mais próximos de vértices com grau k,
para a rede da Internet para os anos de 1997 a 1999.

entre si, estas redes são classificadas como assortativas, e caso 〈knn〉 for decrescente em k,

vértices com alto grau tendem a se conectarem com vértices que possuam baixo grau, elas são

classificadas como disassortativas. Caso não ocorra correlação, 〈knn〉 é independente de k (76).

Na Figura 3.1, observamos a relação da medida 〈knn〉 com a conectividade k da Internet,

seguindo uma dependência do tipo 〈knn〉 ∼ k−ν , para ν = 0,5. Este resultado indica que vértices

altamente conectados são mais prováveis de se ligarem a vértices menos conectados, isto é, a

rede da Internet é do tipo disassortativa.

Outra maneira de determinar a correlação de grau é considerando o coeficiente de correlação

de Pearson nos extremos de uma aresta (76):

s =
∑i j(ai j− kik j/2m)kik j

∑i j(kiδi j− kik j/2m)kik j
(3.3)

onde ai j é o elemento da matriz de adjacência A , ki é a conectividade, m é o número de arestas

e δi j é a função delta de Kronecker, isto é, δi j = 1 caso i = j, e igual a 0 caso contrário. Se s > 0

a rede é dita assortativa, se s < 0, a rede é disassortativa e para s = 0 não há correlação entre o

grau dos vértices.

Enquanto que, em redes assortativas os vértices com graus similares tendem a se conecta-

rem uns aos outros, em redes disassortativas os vértices altamente conectados tendem a serem
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ligados a vértices com baixa conectividade (76). Na tabela 3.1, podemos observar a que algu-

mas redes reais são assortativas, como a rede de colaboração em fı́sica, enquanto que outras são

disassortativas, como a rede de interação de proteı́nas.

3.1.2 Conectividade média dos vizinhos

Além de calcular a média do grau dos vizinhos dependendo do grau k, também podemos

calcular a conectividade média dos vizinhos de um vértice i, que definiremos por r(i) (20),

como segue,

r(i) =
1
ki

N

∑
j

ai jk j, (3.4)

onde ai j é o elemento da matriz de adjacência A , e k j é a conectividade do vértice vizinho j.

Podemos definir uma medida global para caracterização estrutural da rede, r, a qual é dada pela

média amostral do grau médio dos vizinhos entre os vértices da rede, isto é,

r =
1
N

N

∑
i

r(i). (3.5)

3.1.3 Grau de intermediação

O grau de intermediação (betweenness centrality, em inglês) é uma medida que mede o

quanto um dado vértice (ou aresta) u encontra-se nos caminhos entre outros vértices (77). Ou

seja, essa medida quantifica o tráfego que passa por u, assumindo que este é feito pelos me-

nores caminhos. Por exemplo, quando mensagens são trocadas através de uma rede social,

podemos supor que cada par de vértices (pessoas) trocam mensagens com igual probabilidade

por unidade de tempo, e que as mensagens sempre tomam os caminhos mais curtos. Então,

para um tempo muito longo, o número de vezes que mensagens passam através de cada vértice

será proporcional ao número de caminhos mais curtos que encontra-se o vértice. O grau de
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intermediação é definido matematicamente por,

Bu = ∑
i j

σ(i,u, j)
σ(i, j)

, (3.6)

onde σ(i,u, j) é o número de menores caminhos entre os vértices i e j que passam pelo vértice

(ou aresta) u e σ(i, j) é o número total de menores caminhos entre i e j. A soma é feita sobre

todos os pares distintos i, j de vértices. Uma possı́vel medida global para caracterizar uma rede

é dada pela média do grau de intermediação para todos os vértices (ou arestas) u, isto é,

B =
1
N

N

∑
u

Bu. (3.7)

Vértices com alto grau de intermediação podem ter grande influência dentro da rede, devido

ao fato que eles têm controle sobre as informações que passam entre os demais vértices, e a

remoção deles pode atrapalhar as comunicações entre os vértices.

3.1.4 Entropia da distribuição das conexões

A entropia tem duas origens, uma das quais encontra-se em termodinâmica na fı́sica onde é

usada como medida para ordem/caos e para a predição de estados de um sistema fı́sico, chamada

de entropia de Boltzmann. Esse conceito foi também introduzido por Shannon na área da teoria

da informação, onde é usada como medida para a predição de uma fonte de informação. De

fato, em uma discussão, Von Neumann (78) alertou Shannon para o fato que ambos os conceitos

são matematicamente idênticos, então Shannon também nomeou sua medida de entropia. Para

exemplificar, uma fonte de informação como uma cadeia de caracteres ou string, terá máxima

entropia no sentido da entropia de Shannon, se gerar todos sı́mbolos e padrões de sı́mbolos

com a mesma probabilidade. Podemos definir a medida H(X) como a incerteza na predição do

próximo evento de uma variável aleatória discreta X , para a qual somente as probabilidades de

eventos p1, . . . , pn são conhecidas (79). A entropia destas probabilidades de eventos é definida
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da seguinte forma:

H(p1, . . . , pn) =−
n

∑
i=1

pi log pi. (3.8)

Na teoria da informação, a unidade tı́pica de medida é o bit, se a base do logaritmo é 2, ou nat,

se o logaritmo natural for usado. As propriedades de H são:

1. H = 0, se todos, exceto um dos pi, são zeros.

2. H é máxima, se p1 = p2 = · · ·= pn.

3. caso pi = 0, temos p log p = 0, de acordo com lim
p→0+

p log p = 0.

Em redes complexas, a entropia de Shannon é usada geralmente na análise da organização

das conexões, onde leva-se em conta a distribuição do grau. A entropia H da distribuição de

conectividade P(k), é definida por

H =−∑
k

P(k) log[P(k)]. (3.9)

Esta medida quantifica a heterogeneidade na organização das conexões de uma rede com-

plexa (80). Na Figura 3.2, podemos observar que a medida de entropia da distribuição de

conectividade está relacionada com a robustez de redes. Nesse caso, o modelo livre de escala

apresenta o maior valor de entropia e também uma maior resiliência à remoção aleatória de

vértices, pois apresenta a menor variação do caminho médio entre os vértices `, em relação as

outras duas redes. Este valor de entropia elevado para as redes livres de escala é devido ao

fato da rede possuir uma heterogeneidade na distribuição das conexões (81), diferente das redes

aleatórias que possuem uma distribuição mais homogênea.

3.2 Caracterização da robustez de redes complexas

Diversos tipos de informação podem se propagar por uma rede complexas, como a troca

de pacotes entre computadores na Internet, ou mesmo, doenças sendo disseminadas entre in-
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Figura 3.2 – Figura adaptada do artigo (4). Medida da varição do caminho médio entre os vértices ` em relação
a remoção aleatória dos nós. Os valores da entropia da distribuição de conectividade também são
indicados.

divı́duos em uma sociedade. Para se analisar a propagação da informação, é necessário conhecer-

se a robustez da rede analisada sob o ponto de vista de falhas aleatórias e ataques, pois a

propagação pode ser interrompida dependendo de quais vértices estão inacessı́veis.

Tolerância à falhas é definida como a habilidade do sistema manter sua propriedades de

comunicação após a remoção de uma fração f de seus vértices. Sistemas complexos são al-

tamente robustos à falhas aleatórias, como pode observar-se na Internet, onde roteadores são

desligados a todo instante, mas a transmissão de dados em nı́vel mundial é mantida. Para se

estudar a tolerância de redes complexas, devemos analisar sua organização quando vértices ou

arestas são removidos. A Internet é um exemplo de rede altamente robusta, pois possui uma

diversidade de caminhos, ou rotas, pelos quais a informação pode ir de um computador a outro,

ocorrendo uma alta taxa de sucesso na entrega de pacotes entre roteadores. Mesmo se ocorrer

uma falha em um roteador (hub da rede), o sistema da Internet é capaz de reorientar o caminho

pelo qual a informação irá trafegar até alcançar seu destino correto. Embora falhas em roteado-

res seja muito comuns, ao se tratar a rede no nı́vel mundial, a Internet se mantém em completo

funcionamento, mesmo com esse nı́vel de falhas. Em trabalhos recentes (5, 82) têm-se levan-

tado a seguinte questão: se uma certa porcentagem de vértices falham, qual o efeito que teremos

nas conexões entre os outros vértices da rede? Ou no caso da propagação de epidemias, se uma
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certa porcentagem de indivı́duos são removidos da rede, por exemplo, sendo imunizados contra

a doença, qual o efeito teremos na propagação (83) de tal doença? Seguindo estas ideias, iremos

estudar os efeitos relacionados a falhas na estrutura de redes complexas.

3.2.1 Falhas e ataques

A robustez de redes complexas pode ser analisada em termos de dois tipos de dinâmicas,

falhas aleatórias ou ataque. No primeiro caso, vértices são removidos sem qualquer preferência,

isto é, todos os vértices apresentam a mesma probabilidade de serem removidos. Por outro lado,

os vértices são removidos de acordo com o seu número de conexões, desde os mais conectados

aos menos conectados. Simulando tal remoção, podemos medir a variação do diâmetro da

rede (Figura 3.3(a)), como também o tamanho da maior componente (isto é, o maior sub-grafo

conectado) e o tamanho médio dos componentes isolados (Figura 3.3(b)), conforme ocorre a

remoção de vértices. Desse modo, podemos observar os efeitos do aumento das distâncias entre

os vértices e a diminuição do tamanho do maior componente, uma vez que a rede pode se

fragmentar em sub-grafos.

O trabalho pioneiro que analisou a dinâmica falhas e ataques em redes complexas foi pu-

a) b)

Figura 3.3 – Simulação de falhas e ataques na Internet: (a) diâmetro da rede, (b) tamanho da maior componente
(sı́mbolos abertos) e tamanho médio dos componentes isolados (sı́mbolos fechados). Figuras adap-
tadas do artigo de Albert (5).
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a)

b)

Figura 3.4 – Simulação de falhas aleatórias e ataques em redes geradas pelos modelos livre de escala (SF) e
aleatória (ER): (a) diâmetro da rede, (b) tamanho da maior componente (sı́mbolos abertos) e tamanho
médio dos componentes isolados (sı́mbolos fechados). Figura adaptada do artigo de Albert (5)

blicado no ano 2000, por pesquisadores da Universidade Notre Dame (5). Nesse trabalho, os

pesquisadores analisam como a estrutura de uma rede está relacionada com a robustez. Os auto-

res analisaram a variação do diâmetro e do maior componente da Internet quando uma fração f

de vértices é removida. Na Figura 3.3 são apresentados os resultados obtidos, onde observamos

que a Internet é altamente robusta quando sujeita à falhas aleatórias, mas altamente vulnerável

á ataques. A resiliência à falhas aleatórias se deve ao fato da seleção do vértice a ser removido

ocorrer de forma aleatória, sendo baixa a probabilidade de se selecionar um vértice altamente

conectado, pois a rede é do tipo livre de escala. Por outro lado, quando são simulados ata-

ques, vértices altamente conectados são removidos e consequentemente ocorre uma aumento

no diâmetro da rede, já que os vértices mais conectados são os responsáveis pelo efeito mundo

pequeno na Internet.

A fim de quantificar o efeito da topologia na resiliência de um rede, Albert e colaborado-

res (5) simularam falhas aleatórias e ataques em redes geradas pelos modelos livre de escala

(SF) e grafos aleatórios (ER), apresentados na Seção 2.5. Os resultados são apresentados na
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Figura 3.4. Podemos observar novamente que as redes do tipo livre de escala são altamente to-

lerantes à falhas aleatórias, enquanto que os grafos aleatórios são bastante frágeis. No entanto,

quando ataques são simulados, o quadro se inverte, onde observa-se que as redes livre de escala

são altamente vulneráveis à ataques. Portanto, redes livre de escala são altamente robustas à

falhas aleatórias, mas são frágeis a ataques dirigidos.

3.2.2 Medida para caracterização da robustez

Robustez é definida (4) ser a insensibilidade dos observáveis de uma dada rede perante

alterações estruturais ou topológicas, como por exemplo, remoção aleatória de nós. Sendo as-

sim, a robustez de uma rede complexa pode ser quantificada pela análise da variação de sua

organização quando submetida à falhas e ataques. No entanto, essa análise não permite definir-

mos um ı́ndice para quantificar o quando uma rede é robusta. Na verdade, para redes aleatórias,

é possı́vel quantificar o nı́vel de robustez através do coeficiente crı́tico pc, que representa a

fração de vértices removidos a partir do qual a rede se fragmenta. Isto é, para p > pc, a rede

se quebra em mais de um componente conectado. No entanto, pesquisadores de Israel verifica-

ram em 2001 que tal expoente não existe em redes livre de escala, indicando que tais redes são

altamente robustas à falhas aleatórias (84).

Apenas recentemente, foi proposto um ı́ndice para quantificar a robustez de uma rede com-

plexas baseado em métodos da mecânica estatı́stica e da teoria ergódica. A ideia é que carac-

terı́sticas macroscópicas da rede são mantidas constantes para um tempo relativamente longo,

contudo, isto não implica que microestados sejam estáticos. É a diversidade e incerteza de pro-

cessos microscópicos que determinam a resiliência de estados macroscópicos estacionários con-

tra perturbações. No contexto da teoria ergódica de sistemas dinâmicos, esta incerteza é quan-

tificada pela entropia dinâmica Hd (entropia de Kolmogorov-Sinai). De acordo o teorema da

flutuação para as redes (4), mudanças na entropia dinâmica são correlacionadas positivamente

com mudanças na resiliência do sistema macroscópico contra perturbações microscópicas.
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Vamos assumir um processo estocástico definido por uma matriz de Markov P =
(

pi j
)
.

Tal processo descreve a taxa de transição entre quaisquer estados i→ j
(

pi j > 0 e ∑ j pi j = 1
)
.

Desta forma, a entropia dinâmica de um processo de Markov caracteriza a diversidade de ca-

minhos possı́veis e, por causa do teorema da flutuação (4), é relacionada à resposta do sistema

contra perturbações. A definição da entropia dinâmica para um processo de Markov P, é dada

por (85):

Hd =−∑
i j

πi pi j log(pi j), (3.10)

onde pi j foi obtido da matriz de probabilidade de transição P, cujos elementos pi, j = ai, j/k j.

Isto é, cada elemento pi j representa a probabilidade de alguém que caminha aleatoriamente ir

do nó i ao nó j em um passo. Os termos πi são as componentes da distribuição estacionária, isto

é, π é definido como o autovetor do lado esquerdo associado com o maior autovalor 1 da matriz

estocástica P, πP = π . Esta distribuição estacionária caracteriza o comportamento invariável

a longo prazo do processo de Markov que descrevemos por pela matriz P. Também podemos

classificar os elementos da rede individualmente, pela decomposição da entropia da rede em

contribuições de todos os vértices, isto é,

Hd(i) =−πi ∑
j

P(i, j) log(P(i, j)), (3.11)

Esta decomposição sugere que, os elementos da rede com um alta contribuição para a entropia

global têm um grande efeito na resiliência e funcionalidade da rede, quando removidos.

A Figura 3.5 apresenta topologias associadas a diferentes valores de entropia dinâmica.

Nesse caso, uma rede onde todos os vértices são conectados a um nó central possui uma ro-

bustez maior, em termos de remoções aleatórias, do que uma rede regular formada por uma

sequência de vértices conectados. Isso se deve ao fato de que a probabilidade de se selecionar

o vértice central é muito menor do que remover um vértice pouco conectado, enquanto que no

caso da rede regular, a remoção de qualquer vértice leva à decomposição da rede em diver-

sos componentes. Sendo assim, a entropia dinâmica mostra que redes livre de escala são mais

robustas do que redes aleatórias.
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Figura 3.5 – A entropia dinâmica, Hd , depende da combinação de várias caracterı́sticas da rede, assim como a
distribuição do grau e o menor caminho médio. Nesta ilustração, todas as redes possuem o mesmo
número de nós (N = 100) e links (M = 200). Figura extraı́da de (4).

Os conceitos de falhas e ataques serão empregados na análise de redes de interação de

proteı́nas e malhas rodoviárias, onde vamos comparar redes de diversas espécies e paı́ses. De

fato, esse tipo de análise é fundamental para se verificar se organismos mais complexos apre-

sentam maior ı́ndice de resiliência e, ao mesmo tempo, verificar como as ligações entre cidades

influencia no transporte de pessoas e mercadorias.
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4 ROBUSTEZ DE REDES DE
INTERAÇÃO
PROTEÍNA-PROTEÍNA

4.1 Redes biológicas

Nos últimos anos, o estudo da biologia molecular tem recebido um ponto de vista interdisci-

plinar, focado na interação de sistemas biológicos, levando a uma nova perspectiva, isto é, uma

visão holı́stica no lugar do reducionismo (86). Processos biológicos dependem da interação

entre proteı́nas, bem como proteı́nas e outras moléculas, que geram redes de interação (86).

Proteı́nas podem interagir a fim de formar um complexo celular, onde cada proteı́na carrega

outra proteı́na, ou interage brevemente com uma proteı́na alvo a fim de modificá-la. Mapas

de interação de proteı́nas podem ser naturalmente representados como redes, onde os nós re-

presentam as proteı́nas e as arestas representam as interações (87). Estas redes de interação

proteı́na-proteı́na tem sido estudadas por um longo tempo (88), mas só recentemente que con-

ceitos teóricos de grafos foram aplicadas na análise de tais redes (89).

Um importante objeto de investigação para pesquisadores de sistemas biológicos tem sido

a relação entre a estrutura da rede biológica e suas respectivas funções que controlam o fluxo

de informação e regulação de sinais celulares (90, 91). De fato, tem sido verificado que a

estrutura da rede de interação proteı́na-proteı́na difere de redes aleatórias no senso dos modelos

de Erdös e Rényi (48) (seção 2.5.1), mas apresenta uma estrutura que segue o paradigma de

livre de escala (72) (ver seção 2.5.3), caracterizado pelo fato que a distribuição dos números
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de conexões seguem uma lei de potência. Na realidade, a distribuição das conexões das redes

de interação de proteı́nas segue uma lei de potência com um corte (cutoff ) exponencial (54,

92). Este tipo de topologia é particularmente interessante pois permite a existência de hubs,

isto é, vértices com alto grau, que são conhecidos por desempenhar um papel importante em

redes (20). De fato, hubs tem uma intrı́nseca relação com letalidade, conforme verificado em

trabalhos recentes (54, 93).

A relação entre a organização e robustez de redes biológicas pode ser investigada através da

remoção de genes. Recentemente, a análise da robustez de redes biológicas foi experimental-

mente realizada por estudos em resposta direta a desativação de genes (94) ou interferência no

RNA (95). Essas experiências são estratégias fundamentais para a compreensão da organização

global das funções genéticas (94).

Computacionalmente, o exame das perturbações pode ser executado por remoção aleatória

ou preferencial de proteı́nas em redes de interação de proteı́nas (5). No primeiro caso, todas

proteı́nas tem a mesma probabilidade de serem removidas, enquanto no último caso, proteı́nas

são selecionadas de acordo com um dado atributo, tal como o número de conexões. Um prévio

trabalho analisou a robustez de proteı́nas da Saccharomyces cerevisiae, Caenorhabditis elegans

e Drosophila melanogaster, onde os autores descreveram a variação do diâmetro da rede sobre

falhas, isto é, remoção aleatória, e ataques, removendo as proteı́nas mais conectadas seguindo a

ordem do números de conexões de cada uma delas (96).

Contudo, este trabalho mostra somente um quadro da resiliência da rede sem prover qual-

quer explicação sobre que caracterı́stica topológica que está favorecendo a resiliência. Além

disso, somente uma particular propriedade particular de redes, ou seja, o diâmetro, foi anali-

sado. De fato, assumindo que a organização das redes é um produto da seleção natural, é espe-

rado que a estrutura de redes biológicas de espécies diferindo em termos da complexidade deve

ser diversificada de alguma forma. Aqui, apresentamos, pela primeira vez, a quantificação de

quais propriedades estruturais favorecem a resiliência de redes de interação proteı́na-proteı́na.
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4.2 Bases de dados

A fim de comparar redes de diferentes espécies, consideramos duas base de dados de di-

ferentes fontes para cada espécie. Esta adoção permite obter uma comparação mais confiável,

um vez que as base de dados fornecem redes com diferentes número de proteı́nas a conexões.

Para a levedura Saccharomyces cerevisiae (fig. 4.1 a), nós adotamos a base de dados do Cen-

ter for Cancer Systems Biology (CCSB), que prove alta qualidade em informação de interação

binária (97). Esta base de dados é considerada uma segunda geração de alta qualidade, cobrindo

cerca de 20% de todas as interações binárias da levedura (97). Uma das base de dados adotadas

cobre 1809 interações entre 1278 proteı́nas (chamamos esta rede de Sce-CCSB). A segunda

base de dados está baseada no experimento de Ito e Uetz e é composta por 2930 interações

entre 2018 proteı́nas (chamamos de Sce-Union) (98). No caso do verme Caenorhabditis ele-

gans (fig. 4.1 b), levamos em conta duas bases de dados: (i) a Worm Interactome (99), do

CCSB (chamada Cel-Wi), que é composta por 1496 proteı́nas e 1816 interações (do Vital Lab

2007), e (ii) a base de dados Biogrid (100), versão 3.0.65 (chamada Cel-BG), composta por

3518 proteı́nas e 6672 interações. As bases de dados da Drosophila melanogaster (fig. 4.1 c)

foram também obtidas da base Biogrid (100), versão 3.0.65 (chamada Dme-BG), formada por

7282 nós e 27671 conexões; e do Drosophila Interaction Database (Droid), que inclui dados

de interação de proteı́na gerados no laboratório Finley usando o sistema hı́brido para a levedura

LexA, principalmente a partir de HTS (101). Esta última base de dados resultou em uma rede

(chamada Dme-FI) composta por 1338 nós e 3161 interações. Enfim, para o Homo sapiens

(fig. 4.1 d), levamos em conta base de dados de Biogrid (100), também versão 3.0.65 (cha-

mada Hsa-BG), composta por 9527 proteı́nas e 36877 interações; e a Human Protein Reference

Database versão 9 (102), formada por 9612 proteı́nas e 39128 interações.

Para todas estas bases de dados, nó levamos em conta somente o maior componente para

realizar a análise de resiliência. Tal componente foi extraı́do usando-se os software Cytos-

cape (103). A Figura 4.1 apresenta uma amostra de cada espécie analisada.
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a) b)

c) d)

Figura 4.1 – Redes geradas pelo software Gephi: a) Saccharomyces cerevisiae (Sce-Union), b) Caenorhabditis
elegans (Cel-BG), c) Drosophila melanogaster (Dme-BG) e d) Homo sapiens (Hsa-BG).

4.3 Caracterização de redes de interação de proteı́nas

Redes biológicas, como qualquer outra rede complexa, podem ser caracterizadas pelas suas

propriedades estruturais e dinâmicas, conforme descrevemos a seguir.
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4.3.1 Medidas topológicas

Redes de interação de proteı́nas são tipos de redes complexas não dirigidas (ver seção 2.3.1),

formadas por um conjunto de N vértices, as proteı́nas, conectados por M arestas, indicando as

interações entre as proteı́nas. Uma rede pode ser representada por sua matriz adjacência A ,

cujos elementos ai j e a ji são iguais a um sempre que houver uma conexão entre as proteı́nas i

e j, e igual a zero caso contrário. A topologia de redes de interação pode ser descrita por um

conjunto de medidas de redes (71).

Para descrever estas redes, retomaremos as medidas estudadas nos capı́tulos anteriores.

A conectividade de uma proteı́na i, sendo ki, é igual ao número de arestas conectadas a esta

proteı́na e pode ser calculado como na equação 2.6. A conectividade média da rede é a média

de ki para todos os vértices na rede, dada pela equação 2.7, e quantifica a densidade de co-

nexões. A distribuição de grau P(k) dá a probabilidade de se encontrar uma proteı́na com grau

k em uma rede. Redes de interação proteı́na-proteı́na apresentam ciclos de ordem três, e uma

maneira para caracterizar a presença de laços (loops) desta ordem é através do coeficiente de

aglomeração (clustering coefficient), onde cci é o coeficiente de aglomeração da proteı́na i, de-

finido conforme a equação 2.8, e sua respectiva medida global 〈cc〉, definida pela equação 2.9.

A média conectividade dos vizinhos, r(i) é descrita na Seção 3.1.2. O menor caminho médio,

`, é calculado levando-se em conta a menor distância entre cada par de proteı́nas em uma rede,

assim como o diâmetro d de uma rede, corresponde ao maior dentre todos os menores compri-

mentos entre qualquer par de proteı́nas (ver Seção 2.4.4). O coeficiente de assortatividade, que

chamamos de s, mede a correlação entre as conectividades da proteı́nas, e é obtido por calcular

o coeficiente de correlação de Pearson entre os graus de cada par de nós. Se s > 0 a rede é

assortativa; se s < 0, a rede é disassortativa (ver Seção 3.1.1).



74

4.3.2 Medidas relacionadas a resiliência

A resiliência de proteı́nas pode ser quantificadas por medidas relacionadas a entropia (81,

104). A entropia da distribuição de grau tem revelado ser uma eficiente medida de resiliência

de redes sob perturbação (81). Esta medida provê uma média da heterogeneidade da rede, uma

vez que mede a diversidade da distribuição das ligações (80). A entropia H da distribuição de

grau P(k) é definida pela equação 3.9. E para o caso de redes de interação de proteı́nas, que

apresentam uma lei de potência na distribuição de grau com um limite (cutoff ) exponencial,

como o expoente de escala γ aumenta, a rede torna-se menos heterogênea e, como resultado,

um baixo valor de entropia deve ser observado. Outra medida adotada relacionada a resiliência

é a entropia dinâmica, que é baseada em dinâmica estocástica de caminhadas aleatórias. Esta

particular dinâmica tem sido usada para modelagem de ativações sequenciais de proteı́nas, tais

como transdução de sinal (105), como descrito em (93). A entropia dinâmica de um processo de

Markov caracteriza a diversidade de possı́veis caminhos, e é relacionada a resposta do sistema a

perturbações (85). Esta medida foi usada para caracterização de proteı́nas nas redes da levedura,

revelando que proteı́nas com larga contribuição para a entropia da rede são preferencialmente

letais (104). A entropia dinâmica Hd é calculada pela equação 3.10. Uma vez que a entropia

da distribuição de grau e a entropia dinâmica são medidas bem estabelecida (81, 104), ambas

foram usadas na quantificação da resiliência das redes de interação de proteı́nas analisadas.

4.4 Resultados obtidos

A distribuição de grau das redes de interação proteı́na-proteı́na seguem uma lei de potência

com um corte (cutoff ) exponencial, que é devido ao efeito do tamanho finito (55), descrito por:

P(k)' k−γe−k/kc (4.1)
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Conectividade (k)

Figura 4.2 – Distribuição acumulada do grau das redes de interação de proteı́na-proteı́na da S. cerevisiae (Sce-
CCSB e Sce-Union), C. elegans (Cel-Wi e Cel-BG), D. melanogaster (Dme-BG e Dme-Fl) e H.
sapiens (Hsa-BG e Hsa-CCSB).

A Figura 4.2 mostra a distribuição cumulativa (Pcum(k) =
∫

∞

k P(x)dx) obtida para todas as oito

redes. Os valores de γ (obtido usando o método dos mı́nimos quadrados) e das outras medidas

são mostrados na Tabela 4.1. A média do coeficiente de aglomeração, 〈cc〉, é relativamente pe-

quena para todas as redes, indicando que duas proteı́nas conectadas tendem a não compartilhar

o mesmo conjunto de vizinhos. Além disso, os valores da média do comprimento dos menores

caminhos indica que todas redes de proteı́nas consideradas são small-world, que pode ser uma

consequência da presença de hubs. É interessante notar que os menores valores de ` tendem a

ser obtidos para as espécies mais complexas. De fato, quanto menor é a média do caminho mais

curto, mais rápida é a comunicação entre os nós, o que é um aspecto que pode ser relacionado

a resiliência (106). O diâmetro das redes parece ser preservado para todas as espécies, variando

de 12 a 16. A média do grau dos vizinhos também é maior para as espécies mais complexas,

com a H. sapiens e D. melanogaster apresentando os mais altos valores. Todas as redes inves-

tigadas são disassortativas exibindo os menores coeficientes s para o S. cerevisiae e C. elegans.

Comportamento similar foi observado para o coeficiente da distribuição de grau. Ademais, as

redes de interação de proteı́nas da S. cerevisiae e C. elegans têm os menores expoente de grau

γ , que significa que a topologia destas redes são influenciadas principalmente pelas proteı́nas
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Tabela 4.1 – Conjunto de medidas obtidas para a redes das quatros espécies consideradas, S. cerevisiae (Sce-
CCSB e Sce-Union), C. elegans (Cel-Wi e Cel-BG), D. melanogaster (Dme-BG e Dme-Fl) e H.
sapiens (Hsa-BG e Hsa-CCSB).

Species 〈cc〉 ` d r s γ H Hd

S. cerevisiae (Sce-CCSB) 0.056 5.35 14 3.08 -0.16 2.47 2.56 2.47
S. cerevisiae (Sce-Union) 0.057 5.61 14 3.06 -0.11 2.47 2.59 2.41
C. elegans (Cel-Wi) 0.017 5.72 16 2.71 -0.25 2.53 2.20 2.37
C. elegans (Cel-BG) 0.060 4.32 13 3.85 -0.17 2.17 2.55 3.50
D. melanogaster (Dme-BG) 0.046 4.32 11 6.93 -0.04 1.77 3.88 3.79
D. melanogaster (Dme-Fl) 0.043 4.50 12 5.02 -0.15 2.05 3.09 3.53
H. sapiens (Hsa-BG) 0.157 4.48 14 6.76 -0.07 1.96 3.79 3.86
H. sapiens (Hsa-CCSB) 0.106 4.21 14 8.00 -0.04 1.91 4.09 4.11

altamente conectadas. A seguir, nós verificamos que esta propriedade parece ser fundamental

para definir o nı́vel de resiliência da rede.

4.4.1 Falhas aleatórias

Nós iniciamos a análise dinâmica por investigar efeito da remoção aleatória de proteı́nas

das redes das quatros espécies consideradas. Esta tarefa foi alcançada sem qualquer regra pre-

ferencial, isto é, todas as proteı́nas tiveram a mesma probabilidade de serem selecionadas para

remoção em uma rede. A Figure 4.3 apresenta a variação do tamanho da maior componente,

diâmetro e menor caminho médio para cada rede. Estas medidas são as mais frequentemente

adotadas na literatura para análise de resiliência (20), uma vez que elas quantificam a capaci-

dade da rede de manter o seu comportamento normal sob perturbações internas ou externas.

Note que cada medida da rede foi normalizada com respeito ao seu valor original, isto é, a me-

dida calculada na rede sem perturbação. Esta abordagem foi adotada, uma vez que, as redes

apresentam diferentes números de vertices e arestas. Além disso, as medidas estudadas depen-

dem do tamanho da rede e da densidade de conexões. Portanto, a normalização nos permitiu

investigar somente a variação da medida evitando efeitos impostos pelo tamanho da rede e da

densidade de conexão. Na Figura 4.3, isto pode ser observado que todas as redes apresentam
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a) porcentagem de vértices removidos (f)

b) porcentagem de vértices removidos (f)

c) porcentagem de vértices removidos (f)

Figura 4.3 – Falhas aleatórias em redes de interação proteı́na-proteı́na. A variação: (a) do tamanho da maior
componente, (b) do diâmetro e (c) da média do comprimento do menor caminho, como função da
fração dos vértices removidos para redes de proteı́nas da S. cerevisiae (Sce-CCSB e Sce-Union),
C. elegans (Cel-Wi e Cel-BG), D. melanogaster (Dme-BG e Dme-Fl) e H. sapiens (Hsa-BG and
Hsa-CCSB). Cada ponto é uma média sobre 1000 simulações.

comportamento similar. A principal diferença ocorreu para o maior componente da S. cerevisiae

e C. elegans. E também, o diâmetro e a média do menor caminho de todas as redes apresentam

variações muito pequenas. Portanto, as redes de todas as espécies exibem similar resiliência
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contra falhas aleatórias, não importando a complexidade do organismo. Na verdade, esta é

uma consequência do fato que todas estas redes são de livre-escala apresentando distribuição

de grau que segue uma lei de potência com um limite (cutoff ) exponencial, como mostrado na

Figura 4.2. Este resultados obtidos corroboram com observações experimentais, que mostraram

que um grande número de perturbações não resulta em qualquer variação fenotı́pica sob uma da

condição experimental (94, 95).

4.4.2 Ataque intencional

A resiliência das redes de interação de proteı́nas foi também investigada com respeito a

ataques intencionais. Neste caso, os nós mais conectados foram removidos sequencialmente,

de acordo com seu grau, e uma respectiva medida foi calculada. Nós realizamos tal análise

removendo até 5% do total do número de vértices e obtendo a variação relativa da maior com-

ponente, diâmetro da rede e média do comprimento do menor caminho. Como é feito no caso

de falha aleatória, a variação relativa foi obtida pela relação entre a medida calculada para uma

porcentagem f de nós removidos e a medida original. A Figura 4.4 apresenta o resultado ob-

tido. Diferentemente da falha aleatória, a variação estrutural das redes sob ataques depende da

complexidade do organismo. Em todos os casos, quanto mais complexo um organismo, mais

resiliente ele tende ser a ataques intencionais. A interação proteı́na-proteı́na da D. melanogaster

e H. sapiens são as mais robustas, enquanto a rede da S. cerevisiae é a menos resiliente.

4.4.3 Relação entre a estrutura da rede e a resiliência

Medidas relacionadas a entropia, como a estrutural (81) e entropia dinâmica (104), têm sido

levadas em conta para quantificação da robustez de rede em redes complexas. Nós adotamos

estas medidas a fim de identificar que propriedade das redes contribui mais decisivamente para
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a) porcentagem de vértices removidos (f)

b) porcentagem de vértices removidos (f)

c) porcentagem de vértices removidos (f)

Figura 4.4 – Ataques intencionais em redes de interação proteı́na-proteı́na. A variação: (a) do tamanho da maior
componente, (b) do diâmetro e (c) da média do comprimento do menor caminho, como função da
fração dos vértices removidos para redes de proteı́nas da S. cerevisiae (Sce-CCSB e Sce-Union),
C. elegans (Cel-Wi and Cel-BG), D. melanogaster (Dme-BG e Dme-Fl) e H. sapiens (Hsa-BG e
Hsa-CCSB). Cada ponto é uma média sobre 1000 simulações.

a resiliência das redes de interação de proteı́nas. A Tabela 4.1 apresenta os valores de entropia

obtidos para cada rede. Comparando estes valores com as curvas das Figuras 4.3 e 4.4, nós

podemos observar um bom acordo entre eles, isto é, redes mais resilientes tendem a ter maior
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Figura 4.5 – A correlação entre as medidas de entropia e cada medida é indicada por ρ . Os pontos em pretos são
relacionados a entropia dinâmica Hd , e em cinza a entropia da distribuição de grau H. As medidas
estruturais são o coeficiente de aglomeração médio 〈cc〉, a média de comprimento dos menores ca-
minhos `, o diâmetro da rede d, o grau médio dos vizinhos r, o coeficiente de assortatividade s e o
coeficiente de escala da lei de potência da distribuição de grau γ .

entropias dinâmica e estrutural. Deste modo, nós consideremos um conjunto de seis medidas

e calculamos seus coeficientes de correlação de Pearson com a entropia da distribuição de co-

nectividade e a entropia dinâmica. Esta abordagem permite a quantificar relação entre cada

caracterı́stica estrutural e a robustez global da rede. A Figura 4.5 apresenta a relação obtida

entre a entropia dinâmica e a medida adotada. A correlação entre a entropia da distribuição de

grau e cada medida (ρ), bem como entre a entropia dinâmica e cada medida da rede, também

são dadas nesta figura.

Ao comparar os valores de correlação, pode-se observar que o grau médio dos vizinhos,

r, e o coeficiente da lei de potência, γ , são as medidas que apresenta as maiores correlações

com as entropias. Esta duas propriedades estão potencialmente contribuindo de uma forma

particularmente forte para a resiliência. A fim de verificar a diferença entre o grau médio do

vizinhos de todas as espécies consideradas, nós calculamos as distribuições destas medidas

levando-se em conta somente os hubs removidos, que representam 5% do total do número de

proteı́nas. A Figura 4.6 mostra os os resultados obtidos. Os valores das medianas para cada
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distribuição também são indicados nesta figura. Adotamos a mediana ao invés da média porque

as distribuições não são simétricas (107). Pode-se observar que H. sapiens e D. melanogaster

apresentam hubs com maior grau médio dos vizinhos do que a S. cerevisiae e a C. elegans.

Portanto, nossos resultados sugerem que este mecanismo de reforçar as conexões dos vizinhos

dos hubs é particularmente responsável para a maior resiliência dos organismos mais evoluı́dos.

Na verdade, os maiores valores do grau médio dos vizinhos dos hubs indicam a presença de

conexões alternativas entre vizinhos de tais nós, o que favorece a resiliência das redes. Como

resultado, a alta densidade de conexões entre os nós conectados a hubs tendem a minimizar as

remoções dos hubs.

Embora o grau médio dos vizinhos e o coeficiente da lei de potência apresentam a maior

correlação com os coeficientes de entropia, as outras medidas também apresentam uma correlação

significativa. O comprimento do menor caminho é fortemente correlacionado, negativamente,

com a entropia dinâmica, indicando que menores comprimentos dos caminhos mais curtos fa-

vorecem a resiliência. De fato, a alta densidade de conexões entre os vizinhos de cada nó tende

a criar caminhos alternativos entre pares de nós reduzindo a média comprimento dos menores

caminhos da rede. Já o diâmetro apresenta uma pequena correlação com as medidas de entropia.

É interessante notar que os coeficientes de assortatividade não são fortemente correlacionados

com as medidas de entropia, indicando que esta caracterı́stica não está contribuindo significati-

vamente para a resiliência. Na verdade, quanto menor for esse coeficiente, menos robusta é a

rede. Esse resultado concorda com outros trabalhos, que verificaram que redes assortativas são

consideráveis mais robustas contra a remoção de vértices do que redes disassortativas (76).

Em resumo, os resultados apresentados neste capı́tulo são fundamentais para o entendi-

mento da relação entre a organização de grande escala das redes de interação de proteı́na-

proteı́na e a respectivas funções biológicas. A regra particularmente investigada, ou seja, a

resiliência, está relacionada à evolução biológica e organização do organismo (108). Assim,

a identificação de que regra está favorecendo a evolução, pode ajudar o desenvolvimento de

modelos computacionais de evolução de rede de proteı́nas, tais como (109), e entender quais

mecanismos são usados durante a evolução natural para produzir arquiteturas robustas.
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Grau médio dos vizinhos (r) Grau médio dos vizinhos (r)

Grau médio dos vizinhos (r)Grau médio dos vizinhos (r)

Figura 4.6 – Distribuição do grau médio dos vizinhos para os hubs removidos da S. cerevisiae (Sce-CCSB e Sce-
Union), C. elegans (Cel-Wi and Cel-BG), D. melanogaster (Dme-BG e Dme-Fl) e H. sapiens (Hsa-
BG e Hsa-CCSB). A mediana de cada distribuição, m, também é indicada nos respectivos gráficos.
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5 ROBUSTEZ, ACESSIBILIDADE E
CENTRALIDADE DE MALHAS
RODOVIÁRIAS

O transporte de pessoas e mercadorias entre diferentes cidades constitui uma atividade fun-

damental tanto do ponto de vista econômico como social. Cidades são ligadas por estradas e a

organização da malha rodoviária tem influência fundamental sobre o tráfego. Na verdade, estra-

das são construı́das de modo a favorecer a conexão de cidades próximas e minimizar os recursos

disponı́veis. Sendo assim, é natural representar os mapas rodoviários como redes, de modo que

as cidades ou os cruzamentos entre rodovias, constituem os vértices, e as estradas são as arestas

que conectam tais vértices. Apesar da representação dos vértices como cidades parecer mais

natural, ela apresenta uma limitação no estudo de transporte em redes, conforme observamos

na Figura 5.1. Desse modo, a representação que leva em conta os cruzamentos permite uma

análise mais precisa do fluxo em malhas rodoviárias e, portanto, usaremos tal representação

neste estudo das redes de rodovias.

5.1 Aquisição de dados

Desde do final do século passado, o uso do computador tem sido uma ferramenta indis-

pensável na cartografia para a produção de mapas. Em cartografia, quando se trata de aquisição

de dados, a maior parte tem sido adquirida por Sistemas de Informação Geográfica ou GIS (Ge-

ographic Information Systems), sistemas computacionais de captura, armazenagem e análise de
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a) b)

Figura 5.1 – Mapa rodoviário da Índia com: (a) pontos representando as cidades localizadas próximas das rodovias
(nem todos pontos são intersecções de vias), (b) pontos representando apenas os cruzamentos.

dados espaciais. Um GIS pode ser utilizado por várias áreas do conhecimento como a geogra-

fia, planejamento urbano, sensoriamento remoto (110), e seus dados representam objetos reais

como rodovias, terras habitadas, rios e outros detalhes.

Para este estudo foram adquiridos arquivos digitais de mapas geográficos de paı́ses no for-

mato de documento portável (pdf ), disponı́veis na Internet (alguns mapas foram obtidos do site

das Nações Unidas, http://www.un.org/, ou no caso do Brasil pelo site do Ministério dos

Transportes, http://www2.transportes.gov.br/). Posteriormente foram extraı́das apenas

as malhas rodoviárias destes mapas, devido ao fato de existirem outras representações de objetos

que são irrelevantes neste caso. Considerando apenas as principais rodovias para a análise, logo

que estas captam o fluxo de transporte das cidades mais importantes (não estamos interessados

nas vias secundárias que partem de rodovias principais para se ligarem a pequenas cidades),

então é gerado uma imagem em tons de cinza, onde todas as estradas passam a possuir uma

mesma cor, e um algoritmo que percorre os pixels desta malha de rodovias é executado. Inicial-

mente o algoritmo, que percorre a malha de rodovias, identifica todos os pontos de intersecções,

através da esqueletização das vias (deixando-as com a largura de um pixel, por pegar apenas a

linha central entre as bordas de uma via) e convolução com um filtro que identifica as junções
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a) b)

Figura 5.2 – (a) Mapa de interligação de cruzamentos do Brasil. (b) Cruzamentos rotulados por cores, através do
algoritmo de propagação de rótulos.

de vias (um filtro acerto e erro de 8-conectados capaz de encontrar as junções diagonais e

ortogonais, isto ocorre somente quando 4 pixels vizinhos são encontrados), então, estes cruza-

mentos são marcados com pontos em preto. Tendo identificado as intersecções, o algoritmo faz

a rotulação de todos estes pontos de cruzamento e, em seguida, faz a propagação de cada rótulo

(por difusão) ao longo das vias. Quando um rótulo i, ao ser propagado, encontra-se com outro

rótulo j, é identificado uma ligação entre estes cruzamentos (vértices) na matriz de adjacência

A , fazendo ai j = 1. O final da execução do algoritmo tem como saı́da uma lista de conexões

da rede de cruzamentos, e uma imagem gerada com o mapa da interligação dos cruzamentos já

rotulados e diferenciados por cores (ver Figura 5.2).

5.2 Resultados

A fim de analisar a robustez, acessibilidade e centralidade de redes de rodovias, utilizamos

bases de sete paı́ses diferentes, isto é, Brasil, Portugal, Polônia, Romênia, Austrália, Índia e

África do Sul. As caracterı́sticas estruturais de tais redes são apresentadas na Tabela 5.1. No-
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tamos que as redes não são do tipo mundo pequeno, uma vez os valores do diâmetro e média

amostral dos menores caminho são maiores do que o observados em redes livre de escala (ver

Tabela 2.1). De fato, as malhas rodoviárias são redes do tipo geográfica e as conexões são es-

tabelecidas em um espaço dimensional de modo a favorecer a conexão entre cidades próximas,

como observado no modelo apresentado na Referência (111). As distribuições de conectividade

obtidas nas malhas rodoviárias do sete paı́ses analisados são apresentadas na Figura 5.3, onde

nota-se que tais distribuições são, aproximadamente, do tipo Poisson (ver Figura 2.8(b)).

Assumindo que o tráfego nas rodovias ocorre segundo caminhadas aleatórias, podemos es-

tudar diversas propriedades dinâmicas de malhas rodoviárias, com robustez e acessibilidade.

No primeiro caso, a robustez de uma rede pode ser quantificada através dos conceitos de en-

tropia dinâmica, discutidas na Seção 3.2.2. Nesse caso, a contribuição de cada vértice para a

robustez das redes é dado por (4)

Hd(i) =−πi ∑
j

P(i, j) log(P(i, j)), (5.1)

onde πi representa a probabilidade de transição estacionária de uma cadeia de Markov e P é a

matriz de probabilidade de transição (112). Quanto maior o valor dessa medida, mais um vértice

contribui para a resiliência da rede. Mais especificamente, os vértices com maior valor Hd(i)

são aqueles cuja remoção causa maior variação nas propriedades estruturais de uma rede. Os

resultados são mostrados na Figura 5.4. No caso do Brasil, os cruzamentos próximos da cidade

de Curitiba, que ligam as cidades da região Sul e Sudeste, e São Paulo são os mais importan-

Tabela 5.1 – Propriedades topológicas das redes utilizadas: número de vértices (N), número de conexões (M),
coeficiente de aglomeração médio (〈cc〉), média dos menores caminhos (`), diâmetro (d), média da
conectividade média dos vizinhos de cada vértice (r).

Paı́s N M 〈cc〉 ` d r
Austrália 816 1157 0,05 19,5 46 2,8
Portugal 295 456 0,09 12,4 37 3,1
Polônia 60 83 0,05 4,9 12 2,7
Brasil 800 1215 0,07 17,9 50 3,0
Índia 572 789 0,05 17,8 49 2,8
África do Sul 84 104 0,01 7,1 18 2,5
Romênia 224 370 0,11 8,8 21 3,3
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Figura 5.3 – Distribuição das conexões das redes de rodovias analisadas.

tes para a resistência da malha rodoviária. De maneira similar, na Austrália, os cruzamentos

próximos de Melbourne e Camberra são os mais importantes para manutenção da estrutura

de comunicação da rede. Observe que cidades importantes, como Sydney, na Austrália, e as

capitais do Nordeste brasileiro, que estão localizadas no litoral, não são fundamentais para a

robustez da rede, embora sejam importantes centros urbanos. De fato, os resultados apresenta-

dos na Figura 5.4 sugerem que os vértices que menos contribuem para o aumento da entropia

da rede são aqueles localizados na borda das redes, ou seja, nas fronteiras dos paı́ses.

Além da análise local, é possı́vel comparar as redes de rodovias globalmente. Nesse caso,

utilizamos medida de entropia dinâmica e entropia da distribuição das conexões, definidas an-

teriormente, isto é, Equações 3.10 e 3.9. Os resultados obtidos são apresentados na Tabela 5.2.

Conforme podemos observar, os paı́ses com maior valor de entropia dinâmica são Romênia,

Portugal e Brasil. Portanto, esses paı́ses são os mais resistentes a falhas na malha rodoviária, de

modo que o tráfego possa ser mantido por caminhos alternativos.

Ainda considerando caminhadas aleatórias, é possı́vel analisar a acessibilidade em redes de

rodovias. A acessibilidade está relacionada à facilidade de encontrar um certo vértice em uma

rede. Ou seja, tal medida quantifica o quanto uma cidade é acessı́vel em um paı́s. Uma possı́vel

medida para quantificar essa propriedade de uma rede complexa foi definida recentemente de

maneira multi-escala (113). Mais especificamente, a medida é calculada de acordo com um

parâmetro h, que representa a distância a partir de um vértice onde a medida é calculada. Por
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Figura 5.4 – Entropia dinâmica das redes de rodovias estudadas: (a) Austrália, (b) Brasil, (c) Índia, (d) Romênia,
(e) Portugal, (f) Polônia e (g) África do Sul. As cores indicam os valores da entropia dinâmica de
cada vértice nas redes.

exemplo, no caso h = 2, não levamos em conta os vizinhos imediatos de um vértice, mas sim

os vizinhos dos vizinhos para determinar a acessibilidade. Sendo assim, a acessibilidade foi

definida originalmente como:

Acch(i) = exp

[
−∑

j
Ph(i, j) logPh(i, j)

]
, (5.2)
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onde a soma é feita para Ph(i, j) 6= 0. A matriz Ph( j, i) representa a probabilidade de ir do vértice

i ao vértice j em h passos. Para caminhadas aleatórias tradicionais, essa matriz de probabilidade

de transição pode ser facilmente calculada. Seja

P(i, j) =
A(i, j)

∑ j A(i, j)
=

A(i, j)
ki

. (5.3)

então, temos

Ph = Ph. (5.4)

Observe que a definição da acessibilidade só leva em conta as probabilidades obtidas para ca-

minhos de comprimento h, não levando em conta as demais distâncias.

Com o intuito de considerar todos os caminhos possı́veis e com isso evitar o parâmetro h

na definição da acessibilidade, propomos uma definição alternativa dessa medida utilizando o

conceito de matriz exponencial. Nesse caso, seja A uma matrix N×N real ou complexa. Então,

eA =
∞

∑
k=0

1
k!

Ak. (5.5)

Essa relação é análoga à função exponencial ordinária. Com isso, podemos definir a acessibili-

dade em termos da matriz de probabilidade de comunicação, que definimos por

P =
∞

∑
k=0

1
k!

Pk, (5.6)

cujos elementos representam a probabilidade de ir do vértice i ao vértice j considerando todos

os caminhos de todos os comprimentos possı́veis, ponderando cada um deles pelo respectivo

Tabela 5.2 – Valores da entropia dinâmica (Hd), entropia de conectividade (H), acessibilidade (Acc) e betweenness
centrality obtidas para as redes de rodovias estudadas.

Paı́s Hd H 〈B〉 Acc
Austrália 1,58 1,91 1,51×104 8.64
Portugal 1,69 1,82 0,33×104 9.91
Polônia 1,63 2,15 0,02×104 8.42
Brasil 1,69 2,08 1,35×104 10.21
Índia 1,57 2,06 0,96×104 8.10
África do Sul 1,37 1,57 0,05×104 6.23
Romênia 1,79 1,96 0,17×104 11.40
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Figura 5.5 – Ilustração do conceito de acessibilidade. Os valores da acessibilidade de cada vértice estão indicados
na figura.

comprimento. Assim, definimos a acessibilidade da seguinte forma:

Acc(i) = exp

[
−

N

∑
j=1

P(i, j) logP(i, j)

]
. (5.7)

Essa medida apresenta um valor alto para vértices cujas localizações na rede permitem que

se comuniquem com outros vértices com a mesma probabilidade. Esse conceito é ilustrado na

Figura 5.5. Observe que o vértice em preto, cuja vizinhança é simétrica, apresenta o maior valor

de acessibilidade. Por outro lado, os vértices na borda da rede são os que apresentam menor

valor de acessibilidade. Esse fenômeno é também observado nas malhas rodoviárias, onde as

cidades nas fronteiras dos paı́ses apresentam menores valores de acessibilidade. Na verdade,

a definição original da acessibilidade também atribui os menores valores para os vértices nas

bordas da rede (114).

Devido à essa relação entre a posição do vértice na rede e a acessibilidade, tal propriedade

dinâmica é diretamente relacionada com a robustez da rede. De fato, os vértices na fronteira

das redes são os que recebem menor fluxo e são os menos acessı́veis. Sendo assim, tais vértices

Tabela 5.3 – Valores da correlação entre a entropia dinâmica local (Hd(i)) e a acessibilidade (Acc(i)).

Paı́s ρ

Austrália 0,85
Portugal 0,82
Polônia 0,86
Brasil 0,87
Índia 0,86
África do Sul 0,84
Romênia 0,85
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apresentam um valor baixo de acessibilidade e ao mesmo tempo, quando removidos não cau-

sam grande variação na estrutura da rede. Por outro lado, os cruzamentos internos, ou seja,

os vértices mais acessı́veis, são fundamentais para manter o nı́vel de comunicação. Quando

removidos, a comunicação deve ser feita por caminhos alternativos, o que diminui a eficiência

da propagação de informação na rede. Para verificarmos essa relação entre acessibilidade e

resiliência de forma quantitativa, calculamos o coeficiente de correlação entre essa duas quan-

tidades. Os resultados são apresentados na Tabela 5.3. Verificamos que há uma forte relação

entre a acessibilidade e a medida de entropia dinâmica. Como medida global de caracterização

das redes, calculamos a média amostral da acessibilidade. Os dados são apresentados na Ta-

bela 5.2. Novamente observamos que quanto maior a acessibilidade média, maior o valor da

entropia dinâmica da rede. De fato, o coeficiente de correlação entre tais medidas é igual à 0,97.

Outra propriedade topológica importante que podemos analisar em redes de rodovias é a

centralidade. Tal caracterı́stica pode ser calculada por diferentes métricas, como o grau de

intermediação (betweenness centrality) e a centralidade espectral (7). Nesse trabalho, analisa-

mos o grau de intermediação Bu, definido pela Equação 3.6. O grau de intermediação tem sido

usado para particionar redes em comunidades (115). Para as redes de rodovias consideradas,

os resultados são apresentados na Figura 5.6. Interessante observar que os vértices com maior

grau de intermediação são localizados nas regiões centrais de cada paı́s. Embora a acessibi-

lidade também seja relacionada com a centralidade, tal medida não é fortemente relacionada

com o grau de intermediação, conforme mostrado na Tabela 5.4. Apenas a Polônia e África

do Sul apresentam alto valor de correlação. A baixa correlação entre essa duas medidas para

Tabela 5.4 – Valores da correlação entre o grau de intermediação (Bu) e a acessibilidade (Acc(i)).

Paı́s ρ

Austrália 0,35
Portugal 0,54
Polônia 0,85
Brasil 0,56
Índia 0,48
África do Sul 0,87
Romênia 0,68
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Figura 5.6 – Grau de intermediação para as redes de rodovias estudadas: (a) Austrália, (b) Brasil, (c) Índia, (d)
Romênia, (e) Portugal, (f) Polônia e (g) África do Sul. As cores indicam os valores da entropia
dinâmica de cada vértice nas redes.

os demais paı́ses se deve ao fato de que enquanto o grau de intermediação considera apenas

os menores caminhos, a acessibilidade leva em conta todas as caminhadas possı́veis entre dois

vértices, ponderando cada uma delas pelo seu respectivo comprimento.

Utilizando as medidas de robustez, acessibilidade e centralidade, é possı́vel agrupar os

vértices de acordo com a semelhança entre esses três atributos. Nesse caso, cada classe de-
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fine a importância de um conjunto de vértices considerando esses três atributos. Utilizando o

algoritmo expectation maximization (116), determinamos três classes de vértices para cada rede.

Os gráficos com as cores representando cada classe são apresentados na Figura 5.7. Os vértices

em vermelho são aqueles que apresentam maiores valores de acessibilidade, entropia dinâmica

e centralidade, enquanto que os azuis possuem valores intermediários dessas quantidades e os

vértices em verde exibem os menores valores. Observamos que os vértices mais internos são

os da classe vermelha, enquanto que os mais periféricos da classe verde. Logo, há uma clara

relação entre o posicionamento de um cruzamento em um paı́s e sua respectivas propriedades

de robustez, acessibilidade e centralidade.

A análise que realizamos nesse capı́tulo tem diversas implicações práticas. As cidades

próximas aos cruzamentos que exibem maiores valores de robustez, acessibilidade e centrali-

dade são aquelas em que deve-se estabelecer pontos de distribuição de mercadorias, pois são os

locais onde mais facilmente atingı́veis quando se navega pela rede. Enquanto, que as cidades

próximas aos cruzamentos com menor acessibilidade, robustez e centralidade são aquelas em

que deve-se priorizar o investimento em infra-estrutura rodoviária, de forma a torná-las mais

acessı́veis. Além disso, nossos resultados podem ser utilizados no planejamento de novas ro-

dovias, de modo que deve-se priorizar as rodovias que contribuam significantemente para o

aumento dessas três propriedades de uma rede, isto é, robustez, acessibilidade e centralidade.
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Figura 5.7 – Classificação dos vértices de acordo com as medidas de robustez, acessibilidade e centralidade para
os paı́ses estudados: (a) Austrália, (b) Brasil, (c) Índia, (d) Romênia, (e) Portugal, (f) Polônia e (g)
África do Sul. As cores indicam os valores da entropia dinâmica de cada vértice nas redes.
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6 CONCLUSÕES E TRABALHOS
FUTUROS

Os sistemas naturais apresentam a capacidade única de resistir a uma ampla gama de

condições adversas extremas, como em cataclismos, por outro lado, produtos projetados pelo

homem podem ser corrompidos por causa da falha de um simples componente, como exemplo,

um pequeno erro na fiação do circuitos do computador podem desativá-lo completamente. Por-

tanto, cientistas têm reconhecido esta alta resiliência de ”projetos da natureza”, o que leva-os a

explorar as estruturas biológicas em detalhes. Ademais, robustez é um conceito importante do

ponto de vista biológico, pois é fundamental entender como uma célula sobrevive e desempenha

suas funções sob condições extremas. Tal resiliência está escondida em suas complexas redes

de regulação genica e de reações metabólicas. Por isso, a relação entre a estrutura e função de

redes biológicas constitui uma questão importante em sistemas biológicos. Particularmente, a

estrutura de redes de interação proteı́na-proteı́na está relacionada a importantes funções celula-

res, tais como a resiliência do organismo contra perturbações aleatórias (ex. mutações).

Nessa dissertação, analisamos a robustez de redes complexas naturais e artificiais com a

utilização de um conjunto de medidas estáticas e dinâmicas. Estas medidas foram utilizadas

na caracterização e análise dinâmica das redes de interação proteı́na-proteı́na das espécies S.

cerevisiae, C. elegans, D. melanogaster, H. sapiens, e das redes de rodovias dos sete paı́ses,

isto é, Brasil, Portugal, Polônia, Romênia, Austrália, Índia e África do Sul.

Assim sendo, analisamos no Capı́tulo 4, a correlação entre a organização topológica e a

resiliência de redes de proteı́nas dos quatro organismos: a levedura Saccharomyces cerevisiae,

o verme Caenorhabditis elegans, a mosca Drosophila melanogaster e o Homo sapiens. Verifi-
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camos que enquanto estas redes exibem variações estruturais similares sobre falha, diferenças

significativas surgem quando submetidas a ataques intencionais. Observamos que quanto mais

complexa é uma espécie, mais robusta é a sua rede. A adoção de medidas relacionadas com

a entropia, para quantificar a resiliência de redes, e suas comparações com seis medidas to-

pológicas revelaram que a densidade de hubs, quantificadas pelo coeficiente da lei de potência

da distribuição de grau, e a média dos graus dos vizinhos contribuem significativamente para a

resiliência das redes. A comparação das estrutura de hubs removidos indica que a presença de

caminhos alternativos entre a proteı́nas conectadas aos hubs é um artifı́cio desenvolvido pelas

espécies para reforçar a capacidade de resiliência. Esta análise realizada ajudou a entender como

a resiliência está subjacente às estruturas das redes, e pode ser aplicada ao desenvolvimento de

modelos de redes de proteı́nas. Como trabalho futuro, outras investigações podem ser realiza-

das levando em conta outras medidas topológicas da rede e outra dinâmica de remoção, como

considerar a remoção dos nós pertencentes a uma dada classe de proteı́nas. Remoção de arestas

também pode ser investigada através de uma abordagem semelhante. Outras medidas para a

quantificação da resiliência das redes de interação protéica podem também ser desenvolvidas.

No estudo de malhas rodoviárias, apresentamos a medida de acessibilidade, que está rela-

cionada à facilidade de encontrar um dado vértice em uma rede. Relacionando a posição do

vértice com a medida de acessibilidade, pudemos observar que os vértices na fronteira destas

redes são os que recebem menor fluxo, pois apresentam baixos valores de acessibilidade e, com

isso, quando removidos não causam grande variação na estrutura da rede. Mas quando são re-

movidos os vértices mais acessı́veis, o transporte deve ser feito por caminhos alternativos, o que

diminui a eficiência na distribuição de mercadorias na rede.

Estudamos diversas propriedades dinâmicas de malhas rodoviárias, com robustez (através

dos conceitos de entropia dinâmica) e acessibilidade. Achamos a relação entre acessibilidade e

resiliência de forma quantitativa, calculando o coeficiente de correlação entre essa duas quan-

tidades, e observamos a forte relação entre estas medidas. Outra propriedade topológica im-

portante que analisamos em redes de rodovias foi a centralidade, através do cálculo do grau

de intermediação. Então, utilizando as medidas de robustez, acessibilidade e centralidade, foi
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possı́vel agrupar os vértices de acordo com a semelhança entre esses três atributos, através de

um algoritmo de classificação. Identificamos as cidades próximas aos cruzamentos com meno-

res valores de acessibilidade, robustez e centralidade. Sendo assim, nossos resultados podem

ser utilizados no planejamento de novas rodovias, de modo que se devem priorizar as cidades

com menor acessibilidade e ı́ndice de robustez a fim de a aumentar significantemente essas três

propriedades de uma rede, isto é, robustez, acessibilidade e centralidade.
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