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Resumo

Redes neurais atratoras sao redes de neurdnios artificiais com realimentacao e
sem estrutura de conexao pré-definida. Estes tipos de redes apresentam uma rica
dinamica dissipativa e sao freqiientemente utilizadas como memérias associativas.
Tais dispositivos tém a propriedade de recuperar uma memdria previamente ar-
mazenada, mesmo quando expostos a informagao parcial ou degradada daquela
memdria. Armazenar uma memoria significa criar um atrator para ela na dinamica
da rede e isto é feito especificando-se adequadamente os pesos sindpticos. Nesta tese,
nos concentramos basicamente em duas maneiras de se definir os pesos sinipticos,
que dao origem ao modelo da pseudo-inversa e ao modelo dos pesos dtimos.

Para redes neurais extremamente diluidas, onde a conectividade C e o niimero
de neurdnios N satisfazem & condigao C < In N, obtivemos os diagramas de fase no
espago completo de parametros dos modelos da pseudo-inversa e dos pesos 6timos
atraves da andlise da dinamica da correlagao de recuperacao dos padroes armazena-
dos.

Além disso, investigamos as propriedades de recuperacao de redes neurais com-
pletamente conectadas através de duas abordagens: a investigacao analitica da vizi-
nhanga dos padrdes armazenados e a enumeracao exaustiva dos atratores por meio
de simulacoes numéricas.

Finalmente. estudamos analiticamente o problema da categorizacdo no modelo
da pseudo-inversa. A categorizacao em redes neurais atratoras é a capacidade da

rede treinada com exemplos de um conceito desenvolver um atrator para este con-

celto.



Abstract

Attractor neural networks are feedback neural networks with no pre-defined con-
nection structure. These types of neural networks present a rich dissipative dynam-
ics and,vin general, are used as associative memory devices. Such devices have the
capacity to retrieve a previously stored memory, even when exposed to partial or
degraded information. To store a memory means to create an attractor for it in the
network dynamics, and this is done by specifying the set of synaptic weighs. In this
thesis, we concentrate on two classical ways of specifying the synaptics weighs: the
pseudo-inverse and the optimal weighs models.

For extremelly diluted neural networks, for which the connectivity C and the
number of neurons N satisfy the condition C < In N, we obtain the phase diagrams
in the complete space of the model parameters through the analytical study of the
retrieval overlap dynamics.

We also investigate the retrieval properties of fully connected neural networks us-
Ing two approaches: the analytical study of the neighborhood of the stored patterns.
and the exhaustive enumeration of the attractors via numerical simulations.

Finally, we study analytically the problem of categorization in the pseudo-inverse
model. Categorization in attractor neural networks is the capacity to create an

attractor for a concept to which the network has had access only through a finite

number of examples.



Capitulo 1

Introducao

Talvez o objetivo mais audacioso do estudo de redes neurais seja entender o fun-
cionamento do cérebro humano. Nas tltimas décadas, fizeram-se grandes progres-
sos na compreensao de como redes de neurdnios realizam o processamento senso-
rial, particularmente em como o cérebro faz o processamento visual. Entretanto,
deseja-se nao sé entender como o cérebro realiza essas fungoes, mas também as di-
tas fungOes superiores, como o aprendizado, a inteligéncia e a consciéncia. Além
disso, o estudo de redes neurais pretende descobrir como se poderia construir redes
de neuronios artificiais com tais propriedades. Apesar desses ambiciosos objetivos,
a Implementagao destas funcoes através de redes neurais tem encontrado grandes
dificuldades e limitagoes. Mesmo quando utilizadas como memdrias associativas ou
para fazer reconhecimento de padrdes — aplicagbes onde as redes neurais sao mais
bem sucedidas — nao se pode dizer que o sucesso tenha sido total.

Os modelos de redes neurais tém demonstrado possuir algumas fungoes cogni-
tivas, como as ja citadas memdria associaliva e aprendizado. Sao capazes também
de categorizag¢do, que é a habilidade de criar um atrator para um conceito a partir
de exemplos com caracteristicas comuns. Os modelos de neurénios utilizados sao
uma simplificacao fabulosa do neurdnio real. A pergunta que se coloca é saber como
um conjunto de elementos simples pode apresentar comportamentos tao complexos

como memoéria, aprendizado e categorizagao, entre outros. Mesmo se considerar-



mos o neurdnio real, com toda a riqueza de detalhes ainda parcialmente conhecidos,
como uma rede composta de tais neurénios pode apresentar comportamentos tais
como as fungoes de raciocinio e abstracao? Nas iltimas décadas, grande atengao
vem sendo dada ao estudo do comportamento coletivo de conjuntos de elementos
simples. Sao as propriedades emergentes desses sistemas, que aparecem, em geral,
através do fendomeno das transi¢oes de fase, tornando seus comportamentos impre-
visiveis e surpreendentes. Exemplo de comportamento coletivo sao as propriedades
magnéticas de sistemas de spins. Como 14, nao seria a inteligéncia uma propriedade
emergente do comportamento coletivo de grandes conjuntos de neurénios?

No esforgo de compreender melhor as redes neurais, uma das abordagens possiveis,
particularmente & qual os fisicos tém-se envolvido mais, é a modelagem tedrica e
numérica de redes de neurdnios artificiais. Antes de descrevermos o neurdnio artifi-
ctal, concentremo-nos por um momento no neurdnio real e em redes desses neurénios,
em especial no cérebro de mamiferos superiores.

Muito simplificadamente, o neurénio pode ser dividido em trés partes: os dendri-
tos, que coletam os sinais de outros neurdnios; o soma, que transforma os sinais de
entrada em um sinal de saida; e o azénio, que transmite o sinal de saida para outros
neuronios. Numa rede neural os neurdnios estao conectados através de sindpses,
que sao pontos de contato entre dendritos e axénios. No cérebro de mamiferos. cada
neurdnio estid conectado em média com 10 outros neurénios, tendo o cérebro hu-
mano em média 10'® neurénios [1]. Os neurénios comunicam-se por meio de pulsos
elétricos que se propagam através dos axonios mantendo sua forma e amplitude,
até atingirem as sindpses, onde neurotransmissores fazem a ponte com os dendritos
de outros neurdnios, criando o potencial pds-sindptico. Os potenciais pds-sinapticos
gerados na arvore dendritica propagam-se com atenuagido para o soma, onde sao
integrados. Se a somatdria dos potenciais pds-sinapticos que chegam ao soma num
certo intervalo de tempo é superior a um certo limite, o neurdnio dispara um pulso
que se propaga por seu axonio, alcancando as conexoes sinapticas com os dendritos

dos neuronios aos quais esta conectado. A contribuigao de uma entrada pré-siniptica



ao potencial pés-sinaptico caracteriza a eficiéncia sindptica. Uma sindpse pode ser
tanto excitatéria como inibitéria, mas como existe uma grande variedade de fontes
de ruido sindptico, a transmissao de um sinal através de uma sinapse acaba tendo
um carater probabilistico [2].

Quanto 3 arquitetura das conexdes, as redes de neurdnios artificiais ou simples-
mente redes neurais podem ser divididas em duas grandes categorias: uma de redes
com estruturas de camadas sem realimentacdo, da qual sao exemplos os percep-
trons; e outra de redes com realimentacdo, sem uma estrutura geométrica definida,
chamadas de redes neurais recorrentes ou redes neurais atratoras. As redes tipo
perceptron tém uma dinamica muito simples: a informacao propaga-se num fluxo
continuo de atividade neural da primeira para a tltima camada. Esse tipo de rede é
encontrado nos estagios iniciais do processamento sensorial. Ja as redes recorrentes
apresentam uma rica dinamica de atratores. A entrada é assumida como sendo o
estado inicial da rede, que evolui segundo sua dinamica para atratores, pontos fixos
ou ciclos da dinamica. Sob certas condigoes a dinamica da rede pode apresentar
comportamento caético [3] [4].

Como o proprio nome indica, o sistema fisico denominado rede neural recebeu
forte influéncia da analogia com sistemas biolGgicos reais. Embora muitos dos termos
utilizados no estudo desses sistemas fisicos preservem os nomes provenientes da
motivacao original, a abordagem fisica desse problema ganhou a autonomia de uma
disciplina independente.

Dada a complexidade do neurdnio real, nos modelos de redes neurais sao uti-
lizadas muitas simplificagoes. Procura-se pelo modelo mais simples de neuronio, e
da rede como um todo, que possa abarcar o maximo de propriedades relevantes das
redes reais. Com tal propésitc em mente, McCulloch e Pitts [5] introduziram, em
1943. a nogao de neuronio formal como um elemento logico simples de dois estados
e mostraram que redes desses elementos podiam implementar funcoes légicas. A
unidade bésica para os modelos de redes neurais artificiais abordados nesse trabalho

sao estes neurdnios formais, reduzidos a elementos l6gicos simples de dois estados,



com funcoes de ativagdo bem definidas, eventualmente estocasticas.

Uma rede neural artificial é composta por um conjunto desses neuronios que
interagem através dos pesos sinapticos. Hebb propos em 1949 aquela que viria a
ser a regra mais utilizada para especificar os pesos sinapticos [6]. Nesta proposta, a
representacao de conceitos no cérebro se faria pela taxa de disparo de conjuntos de
neuronios e o aprendizado pela modificagao dos pesos sinapticos entre os neuronios.
Os pesos sindpticos podem assumir valores reais e, como veremos em segao posterior
desta tese, dependem fortemente de sua regra definidora.

Nesta tese, nos concentraremos na utilizacao das redes neurais como memorias
associativas. Tal dispositivo tem a propriedade de recuperar uma memoria pre-
viamente armazenada, mesmo quando exposto a informacgao parcial ou degradada
daquela meméria. Na auséncia de ruido, o estado de um neurdnio no instante ¢ + 1
é fungao da soma dos estados dos neuronios com que interage mediados pelos pesos
sinapticos J;;,

Aqui S; (t) é o estado do i —ésimo neurdnio no instante t, que pode assumir os valores
—1 e 1 se o0 neuronio estiver, respectivamente, inativo ou ativo; J;; € o acoplamento
sinaptico entre os neurdnios i e j; os indices i e j correm sobre todos os neuronios
da rede, variando de 1 a N; e C é a conectividade da rede neural.

Em redes neurais atratoras, um padrao (ou memdria) [ é representado pelo vetor
ﬁl = (5%,{5, .. ,fﬁv), onde ff é o estado do neurdnio 7 quando o padrao [ é recupe-
rado. Uma rede neural é dita uma memoria associativa se para um dado conjunto
de padroes armazenados {ﬁl} com | = 1,..., P, as respectivas configuragoes sao
atratores da dinamica neural. Dada uma configuragéo inicial da rede S; (t), a pro-
ximidade do padrdo &' a este estado. chamada de correlagdo de recupera¢do com o

padrao armazenado [, é definida como

(1) = 5 €5 (). (1.2)



Dado a correlagao de recuperagao do estado inicial da rede m! (0) com o padrao
¢', esta evolui de acordo com sua dinamica e, eventualmente, alcanga o padrao
armazenado, tal que m!(oo) &~ 1. Daf a denominacio de memdria enderegével
por contetido para este tipo de sistema. Em geral, as componentes dos padroes &!

sao varidveis aleatérias estatisticamente independentes, geradas pela distribuigao de

probabilidade
p(eh) =55 (ct 1)+ 56 (¢ +1). (1.3)
onde 6 (z) é a fungéo delta de Dirac.

Pode-se dizer que o envolvimento da Fisica com o estudo de redes neurais ganhou
maior impulso a partir 1982 com o trabalho de Hopfield [7], onde foi langado o con-
ceito de energia computacional, que caracteriza o estado da rede. Nesta abordagem,
a energia associada a determinado estado S é dada por

1N
E(S)=-3 > Ji38:S5, (1.4)
i
com os pesos sinapticos dados pela regra de Hebb

J,,z_l_(l_(su)ig!gl_ (1.5)
z N ij o iS5 .

Aqui, a conectividade é completa C = N — 1, isto é, cada neurénio interage com
todos os outros neurénios da rede. O que possibilitou descrever a rede através da
funcao energia e o processo de aprendizado, ou memorizacao dos padroes, como a
criagao de minimos dessa energia, foi justamente a regra de Hebb, que leva a redes
com acoplamentos simétricos J;; = Jj; e autoacoplamentos nulos J; = 0. Se o
aprendizado ¢ a criagao de minimos na fungao energia. a recuperagao dos padroes
armazenados se faz pela procura desses minimos.

O modelo proposto por Hopfield foi extensivamente estudado na literatura, ape-
sar da prescricao de Hebb, utilizada para os pesos sinépticos, nao garantir que os
padroes armazenados sejam pontos fixos da dinamica no regime em que P’ cresce
linearmente com a conectividade, isto é, P = aC. De fato. para a < a, ~ 0.144, os

pontos fixos atratores estao muito préximos dos padroes armazenados e o modelo de



Hopfield, mesmo neste regime, continua 1til como meméria associativa. Este valor
maéximo da razdo P/C é denominado capacidade de armazenamento. Para a = a,
a rede neural sofre uma transigao descontinua para o regime de nao recuperacao.
onde a correlacio de recuperagio m! (co) é da ordem de 1/+/N [7] [8].

A transmissao de sinal pelas sinapses é um processo repleto de perturbacgoes que
introduzem ruido e, conseqilentemente, uma componente estocdstica na dinamica da
rede. Na versdo estocéastica da dinamica deterministica (1.1), proposta por Amit,
Gutfreund e Sompolinsky [9] [10], a probabilidade de um neurénio assumir o valor

g ==+]lnoinstantet +1 ¢é

1
1+ exp [-208h; (1)

P [(T] . (1.6)

onde T = 1/ é por definicao a temperatura que mede a intensidade de ruido e h; (t)

é denominado de campo local no sitio 7 no instante ¢, definido por

hi (¢ 1585 (). (1.7)

1
No limite de ruido nulo, quando J — oo, recuperamos a dinamica deterministica
(1.1).

Outro momento importante na abordagem Fisica do problema de redes neurais
ocorreu quando o modelo proposto por Hopfield, agora com a introdugao da dinamica
estocastica. fol investigado analiticamente no limite N — oo por Amit, Gutfreund
e Sompolinsky [9] [10], empregando os métodos da mecanica estatistica de sistemas
desordenados desenvolvidos previamente para o problema de vidros de spin. O
estudo anterior do comportamento de sistemas heterogéeneos, como os vidros de spin.
permitiu estabelecer uma ponte com o estudo das redes neurais. Como o neurénio
formal, o spin de Ising é um elemento de dois estados, assim, por analogia uma rede
neural pode ser pensada como um sistema de spins de Ising e a similaridade com o
modelo de Sherrington-Kirkpatrick (SK) [11] para vidros de spin é imediata. Aqui.

o estado dos neuronios sao varidveis rapidas', enquanto os padrdes sao varidveis

"Tradugao livre do inglés annealed.



lentas?. As propriedades de equilibrio da rede de Hopfield podem ser caracterizadas

a partir da energia livre por sitio

f=—%{InZ)), (1.8)

onde Z é a funcao de particao dada por
Z = Trsexp [-BFE (S)], (1.9)

Trg é a soma sobre todos os estados da rede e ({...)) simboliza a média sobre os
padroes armazenados &'

Para realizar a média de (1.8), é necessdrio recorrer ao método das réplicas,
que consiste em primeiro calcular as médias de n fungbes de particao desacopladas

((Z™)) para n inteiro e, entao, efetuar a continuagao analitica n — 0, obtendo

{{In Z)) através da identidade

({In Z)) = lim —In ((Z")). (1.10)

n—0 713,

Existem alguns problemas com o método das réplicas, como por exemplo, o fato de
termos iniciado com n inteiro no célculo de ((Z")) e passado para n real quando
tomamos o limite n — 0. Também invertemos a ordem dos limites n — 0 e N — oo
[12]. Existem poucos resultados matematicos rigorosos que justifiquem tais proce-
dimentos. De fato, a maior justificativa tem sido os resultados de simulagoes, que,
em geral, concordam bastante bem com a teoria. Em certos limites e modelos,
é necessario, por exemplo. utilizar a quebra de simetria de réplicas para se obter
resultados corretos [13].

Em geral. os resultados das andlises feitas através da mecanica estatistica sao
apresentados na forma de um diagrama de fases no plano (a,T). No modelo de
Hopfield sao encontradas trés fases diferentes. a saber. a fase de recuperacac. a fase
de vidro de spin e a fase paramagnética. Para 7" = 0. a estimativa do célculo de

réplicas simétricas para a capacidade de armazenamento critica é o, ~ 0.133.

“Tradugio livre do inglés quenched.



Outra contribuicio importante para o estudo do modelo de Hopfield ocorreu em
1987, quando Derrida, Gardner e Zippelius [14] resolveram exatamente a dinamica
neural no limite de diluigio aleatéria extrema, ou seja, quando a conectividade C
satisfaz a condigdo C' < In N. Neste limite, a fase de vidro de spin nao existe e a
transicao entre a fase de recuperagao e a fase paramagnética é continua, ocorrendo
em o, = 2/ & temperatura zero. Outros regimes de diluigao foram considerados na
literatura, como por exemplo, Sompolinsky [15] [16], que estudou as propriedades
de equilibrio do modelo de Hopfield aleatoriamente diluido no caso em que C é da
mesma ordem de N.

Para armazenar padrdes, ou seja, criar configuragdes da rede neural que sejam
atratores de sua dinamica, é necessério especificar adequadamente o conjunto de
interacdes entre os elementos dessa rede, os pesos sinapticos. Um padrao sera um
atrator se o campo h;(t) sobre cada neurénio da rede for tal que estabilize seu estado,

isto é, se £lh; (t) > 0. A quantidade
1
Al =€h; (t) = =83 JyEl (¢ 1.11
? gz ( ) \/551,%: .7{7( ) ( )

é denominada estabilidade do sitio i do padrao [ e desempenha um papel fundamental
nas analises subsequentes.

O processo de especificar os pesos sindpticos é chamado de aprendizado e pode
ser feito por duas abordagens. A primeira, da qual é exemplo a regra de Hebb,
assume uma dependéncia especifica dos J;; com os padroes armazenados e foi his-
toricamente a primeira linha de pesquisa, que deu origem ao modelo de Hopfield.
A outra abordagem consiste em tratar os pesos sindpticos como varidveis e ajusta-
los de modo a satisfazer certos vinculos. Esta é a proposta de Gardner [17] [18],
que, apresentada em 1988, significou uma mudanga qualitativa no entendimento e
no tratamento tedrico do problema. Tratando os estados da rede como variaveis
lentas e as interagbes entre os neurdénios como varidveis rapidas, esta abordagem
permitiu tratar o problema de interagdes nao simétricas entre os neuronios e obter

propriedades de classes de redes neurais, em vez de realizagoes especificas dessas.
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As propriedades de recuperacio de padrdes em redes neurais sao fortemente
dependentes da regra utilizada para especificar os pesos sindpticos. Nesta tese,
seguindo o espirito da abordagem de Gardner, nos concentramos em dois modelos:
o modelo da pseudo-inversa e o modelo dos pesos dtimos. O modelo da rede neural
atratora pseudo-inversa [19], que pode armazenar perfeitamente um conjunto de N
padroes linearmente independentes, foi pela primeira vez estudado no contexto da
mecanica estatistica por Personnaz, Guyon e Dreyfus [20], utilizando uma prescricao
explicita para os pesos sinidpticos dada por

P
Ji; = % IRHIA(OTI (1.12)

Lk=1
onde Oy = + YN | £1¢F 530 s elementos da matriz de correlacao entre os P padroes
armazenados. Esta prescricao para os pesos sinapticos tem os termos diagonais
diferentes de zero e é denominado no restante desta tese de modelo PGD da pseudo-
inversa. As propriedades de equilibrio desta mesma regra, mas com os termos diago-
nais zerados, denominado daqui em diante de modelo KS da pseudo-inversa, foram
estudadas por Kanter e Sompolinsky [21] através da técnica de réplicas simétricas
no regime de temperatura diferente de zero.

O modelo da pseudo-inversa também pode ser analisado através da técnica de
Gardner. Neste caso, os pesos J;; sao obtidos tomando a solucido de menor norma

do conjunto de P equagdes lineares®

1
Al = DT =1, (1.13)
7 /Cyfz o ]Ej
com [ = 1,... P para cada sitio ¢ da rede. 7 = 1..... N [19]. A capacidade de

armazenamento da pseudo-inversa para padroes aleatérios é o, = 1. mas deve ser

*Considere a equagao vetorial Az = b. onde A é uma matriz (PxN). ez e b sao vetores
coluna, x € RN e b € R”. Se N > P, existem infinitas solugoes e € tomada a de menor norma. A
solucao de menor norma para x ¢ dada por z = AT (AAT> - b, onde (ATA) ~" AT ¢ denominada
de pseudo-inversa de A (pg.49, Kohonen |19]).

Se N < P, nem sempre existird uma solugéo para x e a prescricao dos pesos obtida pela mini-

mizagao de (1.14) corresponde ao conjunto de pesos com menor desvio quadratico.
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notado que, diferentemente do modelo de Hofield, os padrdes armazenados sao estri-
tamente estaveis abaixo de a,. O problema da existéncia de solucGes para a equagao
(1.13) pode ser visto, do ponto de vista da mecanica estatistica, como o processo

de aprendizado através da minimizagao de uma energia adequadamente definida, a

saber [22] [23]
1

E;(J) = 5;(1—&)2. (1.14)

O modelo da pseudo-inversa, entretanto, nao é 6timo no sentido de que sua
capacidade de armazenamento nao é méxima. Gardner [17] mostrou como tratar o
ensemble de pesos da rede 6tima sob o ponto de vista da mecanica estatistica. De

fato, os pesos da rede 6tima devem satisfazer as desigualdades

Al

I

NI (1.15)

Jj#

para todo ¢ e [, sujeitas a condicao

> (Jg)* =N (1.16)

j

O parametro de margem » > 0 é introduzido para garantir que os padroes &' possuam
bacias de atracao finitas, embora nao seja ébvio nem tenha sido mostrado que o
tamanho das bacias de atragao anule-se para x = 0. A capacidade de armazenamento
&, para padroes aleatérios diminui com k e, em particular. a, = 2 para £ = 0.
O tratamento do modelo dos pesos 6timos pela mecanica estatistica foi feito por

Gardner e Derrida [18], utilizando a seguinte funcao energia
E(3) =30 (r—Al). (1.17)
1

A determinagao dos pesos sindpticos para a rede étima. equagoes (1.15) e (1.16),
pode ser feita por um algoritmo originalmente proposto para redes tipo perceptron.
Iniciando com uma matriz de pesos arbitraria. com J;; = 0. examinam-se as desigual-
dades (1.15) para cada 7 e toda vez que uma nao for satisfeita. vs .J;, correspondentes
sao modificados por
icl

Jij — Jij + N

&(1=8,)0 (k- A}). (1.18)
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onde A é um parametro positivo que ajusta o tamanho do incremento de J;;. A cada
iteracdo, os pesos sdo renormalizados para satisfazer (1.16). Gardner [24] mostrou
que esse algoritmo pode ser aplicado a redes neurais atratoras e Abbott e Kepler [25]
apresentaram uma variante mais eficiente desse algoritmo. Entretanto, garantir que
os vinculos (1.13) e (1.15) sejam satisfeitos, ou seja, que os padroes armazenados
sejam pontos fixos da dinamica, nac garante um bom desempenho da rede como
memoria associativa. De fato, seu desempenho depende de propriedades como o
tamanho das bacias de atracao e a estabilidade dos atratores. Dail a necessidade de
se estudar a dinamica dessas redes. O regime de extrema diluicao do modelo dos
pesos 6timos a T' = 0 foi estudada por Gardner [24], enquanto Amit, Evans, Horner
e Wong [26] generalizaram esta anélise para temperaturas nao nulas. E importante
notar, entretanto, que ambas as anélises foram restritas ao regime de saturacao
a = (k). J& a versdo extremamente diluida da pseudo-inversa foi estudada por
Opper, Kleinz, Kohler e Kinzel [27] para temperatura zero.

Dada a importancia dos modelos da pseudo-inversa e dos pesos 6timos no con-
texto das redes neurais atratoras e, particularmente no contexto de memérias as-
sociativas. a obtencao dos diagramas de fase no espago completo dos parametros
relevantes aos modelos em questao foi um dos objetivos a que nos propusemos nesta
tese. Assim, estendemos a analise da pseudo-inversa para o regime de temperatura
nao nula, obtendo o diagrama de fases do modelo no espago («, T'). Para o modelo
dos pesos 6timos, obtivemos os diagramas de fase fora do regime de saturagao, no
espago dos parametros (¢, k, T'). Nossa contribuigao original ao estudo das versoes
diluidas de redes neurais atratoras [28] estd apresentada no capitulo 3.

De acordo com Gardner [24] e Kepler e Abbot [29], o ingrediente fundamental
para a investigacao analitica do regime de extrema diluicao é o conhecimento da

distribuicau de probabilidade das estabilidades

P(Ai)=<<<5 Ag—?/%gjgjijg; >J>> (1.19)

onde a notagao ({...)) significa a média sobre os padroes £ e {...), a média sobre
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o ensemble de pesos que definem o modelo em questao. Devido a independencia es-
tatistica dos padroes f;, a distribuicao de probabilidade das estabilidades é indepen-
dente dos indices 7 e I. Para obter a distribuicao das estabilidades (1.19), necessaria
para levantar os diagramas de fase no regime de extrema dilui¢ao, acrescentamos a

equagao (1.14) o termo auxiliar linear em h

1
B (I, =E;(J)+hé | Al = —=£5" T8, 1.20)
de modo que
N 19((In Zy))
fTAJ—~—ggA a0 ln=0, (1.21)

onde Z; é a fungao de particao

ZU&:/@Lﬁ(Qr—%zlﬁ)amFAEﬂlhﬂ (1.22)

e A7 desempenha o papel de um ruido no processo de aprendizado, que nao deve
ser confundido com o ruido da dinadmica neural 37! = T. Neste trabalho, nos
restringiremos ao limite A™! — 0, ou A — oo, de forma que nao hé necessidade
de dar uma interpretacao fisica para este parametro. O calculo da distribuigao de
probabilidade das estabilidades para a pseudo-inversa é apresentada em detalhe no
capitulo 2, uma vez que calculos semelhantes sao utilizados nos capitulos 4 e 6.

As propriedades de recuperagao de redes neurais atratoras completamente conec-
tadas (C' = N) foram analisadas utilizando-se duas abordagens. A primeira abor-
dagem ¢ original e consiste na anélise da vizinhanga dos padroes armazenados nas
redes pseudo-inversa e pesos Gtimos. Para isso, calculamos a fragao € de sitios
instdveis num padrao de teste 1! & distancia de Hamming d do padrao armazenado
¢'. O padrao de teste é gerado pela distribuicao condicional de probabilidades

1+b 1—b ~ ‘
p(n; 1 &) = — ¢ (n— &)+ —5— ¢ (n+¢). (1.23)

onde 0 < b < 1 mede a correlagao entre 7);. e f; Este parametro esté relacionado

com a distancia de Hamming d entre os dois padrdes por d = (1 —b) /2. Nosso
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objetivo é obter a fracio de sitios instaveis do padrao de teste 1!, ou seja, a fragao

entre o nimero de sitios para os quais a estabilidade

\/—m DI (1.24)

J#E

é negativa e o nimero total de sitios N. A independéncia estatistica entre nte &

para diferentes sitios permite escrever esta fracao como
0
= / dAW (A), (1.25)
onde W (Al) é a distribuicao de probabilidade das estabilidades do padrao de teste

W (A}) = <<<5 (Aﬁ \/_nZJZ#J”nJ>>J>> - (1.26)

7t €l

Aqui, a notaggo ({...)),: « significa a média sobre os padroes 7' e ¢’ enquanto {...),

7',

é a média sobre o ensemble de pesos que satisfaz a equagéo (1.13) para a pseudo-
inversa ou as desigualdades (1.15) para os pesos 6timos.

A dependéncia de € com d pode dar muita informagao sobre as propriedades da
vizinhanca do padrao armazenado £'. Por exemplo, se ¢ = d de modo que cada sitio
invertido torna-se instavel, a vizinhanga deste padrao é suave. Por outro lado, se
um pequeno desvio do ponto fixo €' leva a um aumento abrupto do niimero de sitios
instéveis, sua vizinhanca serd rugosa. A obtencao da distribuicao de estabilidades do
padrao de teste (1.26) e da fragao de sitios inst4veis (1.25) é semelhante a realizada
no capitulo 2. A anélise da vizinhanga dos padrbes armazenados para as redes
pseudo-inversa e pesos 6timos completamente conectadas, apresentada no capitulo
4, é uma contribuicéo original ao estudo de redes atratoras [28].

A segunda abordagem que usamos para analisar as propriedades de recuperagao
de redes neurais atratoras é a enumeracao exaustiva dos atratores através de si-
mulacdes numéricas realizadas por meio de um algoritmo proposto por Gutfreund,
Reger e Young [30]. Para redes neurais atratoras com NN < 24, identificamos todos

os atratores e estudamos como seu nimero, suas bacias de atragao e, em particular,

15



as bacias dos padroes armazenados, dependem de o e N. Os resultados dessas
simulacoes, apresentados no capitulo 5, também sao originais.

Dentro do contexto de memdrias associativas, além da bacia de atracao e da
estabilidade de um atrator, outra caracteristica importante dos modelos de redes
neurais é a capacidade de categorizagdo. A categorizagao é a capacidade de uma rede
treinada com exemplos £ de um dado conceito &', ao qual a rede nao tem acesso,

criar um atrator para ele. Os exemplos sdo dados pela distribui¢ao condicional de

probabilidades

1+ 1-b
v N _ lv ¢l v l
p(er1e) =~ s(e—&)+ ——s(e +€), (1.27)
onde !l =1...., Pev=1, .. s num total de sP exemplos (s exemplos para cada

um dos P conceitos).

O erro de categorizacao dos conceitos é determinado pela fragao de sitios instaveis

de &', dada por
0
€ = / dAWE (M), (1.28)

onde W¢ (Al) é a distribuicdo de probabilidade das estabilidades do conceito &',

we (A}) = <<<6 (AQ - \/Lﬁg;,lﬁgw >> . (1.29)

Elu,fl

definida como

Aqui, a notagao ((...))q o refere-se a média sobre os exemplos £ e os conceitos &',
enquanto (...), é a média sobre o ensemble de pesos. No capitulo 6, estudamos o
problema da categorizacao em redes neurais atratoras no modelo da pseudo-inversa.
como proposto por Fontanari [31]. O que é original aqui é que estudamos a rede
pseudo-inversa, enquanto os trabalhos anteriores sobre a categorizacao em redes
neurais atratoras se restringem ao modelo de Hopfield ([31], [32], [33], [34], [35] e
[36])-

O propésito deste capitulo introdutério, talvez excessivamente longo, foi o de

apresentar um breve histérico da abordagem fisica do problema de redes neurais e.
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também, de colocar claramente as questdes e técnicas tratadas no decorrer desta
tese. Finalmente, no capitulo 7, resumimos os pontos mais importantes tratados

nesta tese.



Capitulo 2

Mecanica estatistica do processo

de aprendizado

As redes neurais podem ser especificadas por uma energia, ou funcao custo, ade-
quadamente definida de acordo com a fungao que se quer que a rede desempe-
nhe. Neste capitulo, utilizaremos o tratamento da mecanica estatistica no ensemble
candnico proposto por Gardner e Derrida [18] para estudar o modelo da rede pseudo-

inversa treinada com padroes estatisticamente independentes com viés, gerados pela

distribuigao de probabilidade

p(ff):1;a5(5§’—1)+1;aé(£§+1). (2.1)

A fim de ilustrar a técnica que utilizaremos novamente nos capitulos 4 e 6, a apre-
sentacao dos céalculos seré bastante detalhada.

Na secao 2.1, obtemos a energia livre e os parametros de ordem para a pseudo-
inversa com padroes com viés e, em seguida. obtemos a distribuicao de probabi-
lidades das estabilidades, caracteristicas que utilizaremos nos préximos capitulos.
Apresentamos na secao 2.2, para futura referencia, a distribuicao de probabilidade

das estabilidades para o modelo dos pesos étimos, ja obtidos na literatura [24] [29].
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2.1 Padroes com viés na pseudo-inversa

A pseudo-inversa pode ser definida como a solugao de menor norma do seguinte

conjunto de equagdes lineares [19] [20]

l= T_glz Jy€ =1, (2.2)

J#i
com ! = 1,..., P para cada sitio 7 da rede, ¢ = 1,...,N. Na equacao acima,
Al é denominado estabilidade do sitio 4 do padrao I. No caso de P < (N —1)
padroes independentes, existem infinitas solugoes para (2.2) e quando P = N a
solucao € tnica. Naturalmente, no limite N — oo, este modelo tem capacidade
de armazenamento «, = 1. Em termos de uma energia, a pseudo-inversa pode ser

expressa como o cunjunto de pesos {.J;;} de menor norma Q; = % >, Ji; que anula

a energia de treinamento

t\DlP—‘

Z (1-ab). (2.3)

Escrever a energia dessa forma garante a solugao de (2.2), mas o termo entre
parenteses poderia ser elevado ao cubo, ou & quarta poténcia. De fato, a escolha da
potéencia deve ser feita com base nas dificuldades analiticas que uma ou outra opcao
introduziriam {37]. Seria interessante estudar o efeito dessa poténcia no ntumero e

tipo de atratores da pseudo-inversa.

2.1.1 Calculo da energia livre

Interessa-nos calcular a energia livre por sitio [ = —=5 ((InZ )). para o que uti-
lizamos o método das réplicas a fim de efetuar a média sobre as varidveis lentas.
Esse método consiste em primeiro calcular as médias de n funcoes de particao de-

sacopladas ((Z™)) para n inteiros e entao tomar continuagao analitica de n — 0.

através da 1dentidade

(InZ}) = lim ~1n ({ Z™). (2.4)

n—0n
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onde Z" =[], Z* é dado por

/ [Hdﬂ’é( éz(m)z)} exp [~ AE; (37)]. (2.5)

J

Substituindo a energia dada, obtemos

ofo-t0)

1 A 2
H dwﬁzﬁ (xpi - ff ijpfl'c) exp [—_ (1 - xﬁi) } . (2-6)
kp/ SENCIEA 2

O primeiro passo é escrever a funcao 6 (p — =) na sua representagao integral,

6 (¢ — x) = 5= [dTexp [~iZ (¢ — z)] e, em seguida, efetuar a média sobre os padroes
13 ]k Como a fungao de particao é independente do sitio i que consideramos, para maior
clareza da notagao vamos suprimir a referéncia explicita a este indice na variavel de

integracéo zf = z},. Assim,

(zm) = / [1dJ56 (Q - %Z (ij)z)}
/ (H d‘”;f) exp {i\k;zzxi -3~ xzf}

kp

<<exp (_0_1/5 > S ijg;?) >> | (2.7)

Fazendo a média em ff obtemos

-N=T1I [cos ((Jl/? ) ~aja> —iagf sin (% Zi;J;‘)} : (2.8)

kj

Expandindo em poténcias de 1/C'/2, obtemos a seguinte expressao para a média

1-—(25& ) Cm <Zz”ﬂﬂ (2.9)

— a?)

o~ Hexpli 50 <zp: NPJZ) Clhff <Zp:f£]{;>} (2.10)

Escrevendo o quadrado da somatéria como

(;x;))? =3 (@) + Y a2 =3 (@)’ + 2 227, (2.11)

p p£o p p<o

((--4)) =~ Hexpln
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e introduzindo as varidveis auxiliares ¢,, = % 2 J” Jie M, = 01/2 Z] 7., afungao
de partigao fica escrita como

(= /[gdjf}tﬁ (Q—%Z(JZ-Y)}

J

_ L
/| daset (qpa - 5>:J:;Jij)}
| p<o 3

/HdM5< , CWZ ﬂ

d bd A
/ ad xk)exp i25£x£—§

Y-

- (1-a?) ij (Z qpaa:ka:k)

p<a
~ia ) &F Zz:;;Mp} : (2.12)
k 4

Usando novamente a representacao integral da delta nas trés primeiras integrais

-~ A

e fazendo as mudangas de varidveis @), = 5—% y Qoo = [PEN M

e —Cﬁg, a funcao de

particao pode ser posta na forma

() [ (e | (e

p<o
exp Cz Q,Q + C’;y Gpo oo
+CV2N" M, M, + CGy + aCGl} : (2.13)
P
com
Go = In {/ (HdJ{’) exp [— S QU =S G I =Y MPJ{’} } (2.14)
P p p<o P
e

Gy = <ln {/ (H d&:;f”) exp [izpjfé”:vp _ %ZP: (1 27)?
5 L QE) - (1) (Z qpa"a?"i") - ia{izp:i”Mp} }> (2.15)

po &
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Para obter a equacao acima, foi utilizada a propriedade de automediancia
L hg ({f) = (g9 (&))e, para i fixo e uma fungao g arbitraria. A média sobre

&;, simbolizada por (...), , é efetuada com a distribuigao (2.1).

€
Neste ponto é importante observar que a forma especifica da regra de apren-
dizado (ou energia de treinamento) altera apenas o termo G;. Os termos restantes
sdo idénticos para qualquer modelo definido pela minimizagao de uma funcao das
estabilidades Al.
No limite C — o0, as integrais em (2.13) podem ser efetuadas pelo método do
ponto de sela. A expressao para a energia livre por sitio pode entao ser escrita como

1 ~
—/\f = }Llwl’}’(l);a extr C E QPQ+ C E qpanU
p

p<o
+CV2Y" MM, + CGo + aCGy|,  (2.16)
p

onde o extr é tomado em relacao aos parametros de ponto de sela Q,, @po; Goo, M,
e M,. O préximo passo é assumir simetria de réplicas nos parametros de ponto de

sela, @p = Q, Qoo = q, Gpo = q, M, = Me M, = M, o que facilita enormemente o

calculo analitico G e de Gj,.

Calculo de G,

Utilizando a identidade (2.11) e a transformacao gaussiana

/Dz exp (£bz) = exp (b2/2) : (2.17)

onde Dz = \/5-exp(—2?/2), podemos desacoplar as diferentes réplicas no termo

93 p<e 2%, de modo que a equagao (2.15) fica escrita como

G, = <ln{ / Dz / (Ip[ di;iwp> exp [izp:.’i”a:”

3 (1 —a?




O argumento da fungao logaritmo pode ser reescrito como
dzd A 1— a? ~
/Dzl}{/ ;ra: exp [iim—— 5 (1-12)° - (———2(1—) (Q—-q) 7

—ia§;M7T — i\/m&z}} =

- /Dz{...}"

- /Dzexpnln{...}

:v_/Dz[l—i-nln{...}]

~ 1+n/Dzln{...}, (2.19)

onde tomamos o limite n — 0. Dalf,

% ~ </Dzln{/d§:xexp [iiw—%(l—x)Q
_a _2"’2) (Q — q) 7 — ia&;ME — iy/(1 — a?) qiz] }> . (2.20)

&

Agora, as integrais sobre T e z sao triviais, levando a

% ~ —%ln[l-’r-/\(l—a?)(Q—q)]
_<§<1—a§iM>2+<1—a2>q>
2 1+X(1-a%)(Q—-9q) Ei'

(2.21)

Finalmente, efetuando a média sobre &;, utilizando a distribuigao (2.1), obtemos

Gy

n

R

5142 (1-a) (Q - 9)
A (1+a*M? —2a°M) +(1—a%)q
2 I1+42(1-a®)(Q—9q)

(2.22)

Calculo de G,

Para calcular Gy, utilizamos novamente a identidade (2.11) e a transformacao gaus-
siana. Colocando o produtério sobre as réplicas em evidéncia e integrando em J;,

obtemos, apds manipular a poténcia em n,
~ g M
G() = In 1+EIDW—EID<Q— g) +n—=—==
2 2 2 Q-1
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—n/Dz—qZ~——— n/Dz 1\/_Mz }=

4(Q-1) Q-1
T N ST AN e
= Sl 21 (Q 2>+ G (2.23)

Para finalizar o célculo da energia livre por sitio, observamos que, devido a
simetria de réplicas, o argumento da primeira exponencial da equagao (2.13) reduz-
se a equagao

nCQQ +n (n—1) cq—; +nCY2 MM, (2.24)

o que leva a expressao final para a energia livre por sitio

=Af = extr{QQ— +C~ 1/2MM+2ln7r—%ln<Q—§)

M M —a —Zmiea(1-a? (Q—19q)

IGCE) g1+ A(1-d’) )
)\a(1+a2M2—2a2M)+(1—a2)q}
2 1+2(1-a®)(Q —gq)

(2.25)

Calculo dos parametros de ponto de sela

Resta agora determinar os valores dos parametros de ponto de sela da pseudo-

inversa, (7, q, ¢, M e M, que levam ao extremo da energia livre. Das equacoes

Af/OM =0e 8f/8]\7 = 0, obtemos

M= —201 (@ - g) M (2.26)
(AT Mo
207 (@—3) M- DO—ad Q=g T (2.27)

cuja solucao no limite C — oo é M =0e M = 1.
As equacoes (9f/8@ = 0 e 8f/03 = 0 permitem escrever () e § somente em

termos de () e q. A expressao final para a energia livre é

1 1 1.1 1
—/\f={§+§In7r——ln—+—ln(Q—Q)+ !

2 2 2 Q(Q—q)
o , o A1-a)(1+q)
_§lnl/\(1—a>(Q_q)+1}_E{A(l—aQ)(Q—q)q—i-l]}' (2.28)
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A equacdo 0f/0q = 0 permite-nos obter uma equagao geral que relaciona Q e g,
A2 (14 q)
= 2
[1+2(@Q-9)]

onde reescalamos o ruido de treinamento A = X (1 — a?).

q
2(Q - q)°

(87
- — =0 2.29
: , (2.29)

Devemos tomar o limite A — 00, pois estamos interessados em caracterizar ape-
nas as configuracdes {J;;} que minimizam a energia de treinamento (1.14). Lem-
bramos que neste limite a energia livre por sitio é igual a energia de treinamento
por sitio, f = ep. O limite A — oo na expressao (2.28) pode ser tomado de duas
maneiras. A primeira é quando ) > q e, neste caso, er = 0. Quando uma rede
treinada com determinado nimero de padroes apresenta energia de treinamento
nula, isto é, os padroes sao os minimos globais da energia, dizemos que a rede esta

abaixo da capacidade de armazenamento a,.. Tomando o limite A — oo na equagao

(2.29) obtemos
o

q (2.30)

1—-a
Assim, enquanto estivermos no regime de operagdo a < «., qualquer valor de @),
tal que Q > g, serd adequado, e escolhemos o que d4 a menor norma. A menor
norma sera dada fazendo () tomar o menor valor possivel, isto €, fazendo ) = ¢ =
af (1 —a).

A segunda maneira de tomar o limite X\ — 00 na expressao (2.28) é quando ¢ — Q
tal que A (Q — q) = T permanece finito, 0 que leva a uma energia de treinamento

nao nula,
(1-a)Q  a(l-a)(1+Q)
2T 2(2+1) '

Agora, queremos escolher () de maneira a minimizar 7. A equagao Oer/9Q =0

ET = —

(2.31)

leva a

_ 1

= —. (2.32)

a—1
Por. rolado, Z também deve ser um ponto de extremo de =7 e a equagao der /0% =
0 leva a
(1—a*)Q _ a(l-a?)(1+Q)
272 2(2 +1)°

. (2.33)
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As duas equagbes anteriores levam a solugao

1
Q=7= . (2.34)
oa—1
Substituindo esta solugdo na equacao (2.31), obtemos
— a? —
=170 )2(a D) (2.35)

Neste limite, a energia de treinamento nao é nula, isto é, os padroes nao sao pontos
fixos e nao sao mais recuperados perfeitamente, de onde vemos que o valor da
capacidade de armazenamento é a. = 1, pois abaixo desse valor 7 = 0.

A conclusao a que chegamos pelos resultados anteriores é que o Unico efeito do
viés é reescalar o parametro de ruido do processo de aprendizado A — A=A (1 - a?),
de forma que . = 1, independente do valor de a.

Para finalizar, devemos discutir a validade da prescri¢ao de simetria de réplicas
empregada nos cdlculos acima. Em geral, a validacao desse procedimento é feita
através da analise da estabilidade local dos parametros de ponto de sela simétricos
com relagao as réplicas [38] [39]. Esta anélise foi realizada para o modelo da pseudo-
inversa sem viés por Fontanari [23], onde concluiu-se que os parametros simétricos
em relacao as réplicas sao localmente estaveis para quaisquer valores de a e A. Como

o efeito do viés é apenas reescalar )\, a mesma conclusao permanece vélida neste caso.

2.1.2 Calculo da distribuigao de probabilidade das estabili-
dades

A probabilidade de que a estabilidade AF = Vlgfzk > ki J,-jf;? assuma um valor entre
v e 7 + dv independe dos indices i e k, devido a independéncia estatistica de £,
sendo dada por P (v)dvy, onde P (y) = <<<6 (fy - Af)>J>> , equacao (1.19). Para
calcular a distribuicao de probabilidade das estabilidades P (7). necessaria para
obter a equagao de evolugao da correlagao de recuperacao m (t) no regime de extrema

diluigao, acrescentamos a energia da pseudo-inversa (1.14) o termo linear em h

E; (3 h,y) = 32(1—&)24-%26(7—&), (2.36)
k k
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de modo que
=0, (2.37)

onde Z; é a fungao de particao

Zi (h) 7) = / [Hd']zjé (Qz - _é,’z Jfg):l exp [_/\Ei (Jv h> 7)] : (238)

Aqui, h é uma variavel auxiliar, cujo significado fisico é irrelevante para nossa analise.
O primeiro termo da energia garante a solugao de (1.13) e o segundo termo é uti-
lizado para obtencao da distribuicao de estabilidades. Devido & equagao (2.37), o
procedimento para célculo de P () é andlogo ao empregado no célculo da energia
livre sendo apresentado a seguir para a pseudo-inversa com padroes com Viés.
Conforme mencionado na segao anterior, a alteragao da energia de treinamento

afeta apenas a expressao para (G, que neste caso é dada por

dzfdx?

G, = <ln{/<H ~ )exp[izpjipmf’—%Zu—xp)?

o P

s (y—a) - L2 5, (@)

~ (1 - a2) (Z quipa?’) - ia{fzpzi”Mp} }> . (2.39)

<
p=a &i

Seguindo o procedimento de célculo detalhado na segao anterior, podemos efetuar

as integrais em 7* e x”, e colocar (G; na seguinte forma compacta

% o~ (/ Dzln f(z, h))e,, (2.40)

onde

1
f(zh) = \/H_A(l—a?)(Q—(J)
V(1= a?)(Q—g) |(h—1)" ~ 1
AL+ 2(h—1)A+ A2
2+ A1 -0a”)(Q~-9g)]

exp

(2.41)
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e reescalamos a temperatura com A = A (1 — a?) e fizemos
A=a&;M + /(1 — a?)qz. (2.42)

Para obtermos a distribuicao de probabilidade das estabilidades utilizamos (2.37),

que leva a seguinte expressao
P(’y) = — llm ——— |h=0

1 ['(2,0)
wlleten) e

onde f'(2,0) = %Zil |h=0 - A fungao do numerador f'(z,0) é facilmente integrada,

fornecendo

A 2 [y - A]2
exp[——i(l—'y) _2(1—a2)(Q—q)}’ (2.44)
e para o denominador obtemos
f(Z,O) = [1 +X(Q —q)J_1/2exp [_% - 2(1 _ a124) (Q__q)
[4+3@-a) (2.45)

+ .

2(1-a2)(Q—q) [1+2(Q—0q)]
O célculo analitico completo para (2.43) fornece
Py) = < [1 1+ j @ _Aq)} "
2 (1-a2)]? [Q+X(Q - 9)7]
oo ] [L+r@-g]v- X<2Q —q) - a&: M| > .46
2[Q+MQ -9 (1-a?) .

= e (7)), - (2.47)

1/2

Vemos que para dado &;, a expressao para pg, (77) € uma distribuicao de proba-

bilidade gaussiana que pode ser escrita na forma geral

— N2
1 L7y =7
pe, (7) = 557 oXP [—5 <———6§ . ) } ; (2.48)
€ i
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com meédia R
AMQ —q) + a6 M
1+2(Q—9q)

7& = , (249)

e variancia

o (1= [Q+3(@Q- 9] |
[1+3@-9)

&
Finalmente, mediando sobre &;, obtemos a seguinte expressao para a distribuicao

(2.50)
de probabilidade das estabilidades

1 l+a 1 (v—7x 2
PO = e { e | (52)

onde ¥, = [X(Q—q)iaM}/[HX(Q—q)].

No regime de @ < o, = 1, fazendo A — oo, obtemos P (v) =6(y—1), conforme

esperado, pois estamos no regime de recuperagao sem erros. No limite a > o, = 1,

tomando A (Q — q) = Z, conseguimos a seguinte expressao para ¥

!
e para a variancia
p— 2 _—
g - (za)(e-1) (2.53)
? al

onde substituimos M =1eQ =2 =1/(a —1).

Calculo da fragao de sitios instaveis

Uma grandeza 1til para analisar a estabilidade dos padrdes armazenados numa rede

neural € a fracao de sitios instaveis, isto €, a fracdo de sitios com AF <0, dada por

¢ = /‘OOO dy P (7). (2.54)

No caso da pseudo-inversa com viés, conhecendo-se sua distribuicao de estabilidades.
podemos obter a funcao erro relacionada a recuperacao dos padroes armazenados.

isto é, a fragdo de sitios instaveis dessa distribuicao.
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Para a < o, a fungao € é dada por € = 0, e para a > «,, expressao para a fracao

de sitios instiveis é

2{1+aerfc [\[\/—1?@7} ® erfe [\[m” (2.55)

Tomando a = 0 com £ = —, obtemos o caso da pseudo-inversa com padroes

independentes
1 1
= = erfl — | . 2.56
e = gerfc |: 2= (2.56)
Ja no limite @ — oo (Z — 0) e a # 0, obtemos
l—a
= 2.57
=122 (2.57)

indicando que quanto maior o viés (maior a semelhancga entre os padrdes), menor é

a fracao de sitios inst4veis desses padroes.

2.2 Pesos 6timos

O modelo com méxima capacidade de armazenagem de padroes aleatérios, deno-
minado modelo dos pesos 6timos, foi proposto por Gardner {17], e tem os pesos

satisfazendo as desigualdades

k= \ng ST > (2.38)

J#t

para todo k e 2. O parametro de margem > 0 é introduzido para garantir uma bacia
de atragao finita para os padrdes estéveis £'. A capacidade de armazenagem diminui
com K e, em particular, o, = 2 para k = 0. Gardner [24] estudou a armazenagem de
padroes com e sem viés a T' = 0 e Gardner e Derrida [18] generalizaram o caso de
padroes sem viés para T # 0. A anélise para padroes com viés a T' # 0 foi realizada
por Theumann e Erichsen [40].

Os célculos para se obter a distribuigdo de probabilidade das estabilidades do

modelo dos pesos dtimos sem viés sao andlogos ao da secao anterior para o modelo
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da pseudo-inversa, diferindo apenas na expressao de G, pois nesse caso a energia
de treinamento é dada pela equacao (1.17), E; = Y, 6 (K — Aﬁ) A expressao para
a distribuiggo de estabilidades do modelo dos pesos 6timos foi obtida por [24] [29],

sendo dada por

P(y) - 57}(11__(])@ (v — ) /j’:o DyeXp 2% (v, ) /2] (2.59)

onde
- T — Y\ /q
=(x,y) = —=.
(@) = T

Aqui © () = 1se z > 0 e 0 caso contrario. O parametro ¢ mede a correlacao entre

(2.60)

dois conjuntos distintos de pesos 6timos. Ele é dado pela solucdo da equacao

0=y 5 [ Dy -yl 2= 0 (261)

Estas equacgoes, obtidas com a prescricao de simetria de réplicas, sao validas para

a < a. (k). No regime de saturagao, @ = a.(k), tem-se ¢ — 1, simplificando
bastante a equagao (2.59). Para redes neurais booleanas, a escolha da normalizagao
dos pesos ¢é irrelevante, por isso fazemos Q = 1 como usual.

O método de cdlculo apresentado neste capitulo sera utilizado tanto no capitulo 4
para estudar a vizinhanca dos padrdes armazenados como no capitulo 6 para estudar
a categorizacao na pseudo-inversa. Além disso, as distribuicbes de estabilidades
para a pseudo-inversa e para a rede dos pesos 6timos, obtidas nesse capitulo, serao
utilizadas no capitulo 3 para obter os diagramas de fase para essas redes no regime
de extrema dilui¢ao para o caso de padroes sem viés.

Para concluir, convém mencionar que a solugao simétrica com relagao as réplicas,
equacao (2.61), é localmente estavel frente a quebra de simetria de réplicas para
a < a. (k) [18]. Felizmente, essa é exatamente a regiao de interesse para as analises
apresentadas nos capitulos posteriores, de forma que nao precisamos nos preocupar

em quebrar a simetria das réplicas, que certamente seria necessaria para a inves-

tigacao do regime a > «. (k) ([41], [42] e [43]).
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Capitulo 3

Diagramas de fase para redes

extremamente diluidas

Para estudar os diagramas de fase das redes pseudo-inversa e pesos 6timos, traba-
lharemos com a versao diluida dessas redes. A vantagem de trabalhar no regime
de extrema diluigao, isto é, para C < In N, é que a dinamica pode ser estudada
de forma analitica e exata. O ponto crucial, primeiro notado por Derrida, Gardner
e Zippelius [14] no contexto do modelo de Hopfield e depois por Gardner [24] em
um contexto mais geral, € que, no limite de extrema diluigao, a correlacao entre os
diferentes sitios introduzida durante a evolugao da rede pode ser desprezada.

No modelo dos pesos 6timos, Gardner [24] mostrou que a evolugao temporal
da correlagao de recuperagao de um estado S (f) que possui correlagao nao nula
apenas com um dos padroes memorizados pode ser estudada analiticamente, obtendo
uma solucao exata, no caso de redes extremamente diluidas, isto é, C < InN. A
idéia bésica, desenvolvida independentemente por Keppler e Abbot [29], é escrever
o primeiro passo da dinamica em termos das estabilidades. Isto é feito calculando
a distribuicao de probabilidade para o primeiro passo da correlagao de recuperagao

mi =m'(t = 1), dada a correlacao de recuperagao inicial m) = m' (t = 0), através
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de
Trs [ (Nmi, TN, & sign (S, J38;)) 8 (Nmb, 5, 8560)]
Trs [5 (Nmf), ;V:1 Syfé)]

onde Trg é a soma sobre todos os possiveis estados da rede e 6 (z,y) é a delta de

P (mijm}) = , (3.1)

Kronecker. Calculando a distribuicao acima, obtém-se para o primeiro passo da

dinamica a seguinte expressao

AL
meA

Q1/2\/2 (1- (mf))2>

onde Q = Q; = 1/NY; ij é o quadrado da norma dos pesos sindpticos. Aqui,

(3.2)

mt = /_ °; dATP (A erf

P (Al) é a distribuicao das estabilidades, como definida em (1.19)

P(a) = <<<5 (Ai - %dgeﬂj&;) >J>> (3.3)

A notacéo ((...)) significa a média sobre os padrdes £ e (...), é a média sobre o
ensemble de pesos que definem o modelo em questao. Note que P (Ai) = P(A),
se supusermos que as varidveis aleatérias &! sejam estatisticamente independentes.
Daqui em diante, sempre que nao houver margem para dividas omitiremos o indice
dos padroes ! da distribuicao de probabilidade das estabilidades A e da correlagao
de recuperagao m. No limite de extrema diluicao a equacao (3.2) é vilida para
qualquer ¢ > 1 e a equagao da dinamica para a rede diluida é obtida simplesmente
substituindo os indices 1 e 0 por t + 1 e t, respectivamente.

A generalizacao de (3.2) para o regime de temperatura nao nula é simples: apés
a realizacao da média térmica, a funcao sign (Z;-V:l Jiij> em (3.1) é substituida

pela funcao tanh ([3 Z;V:l Jiij> [26], o que leva a seguinte equacao

e /_: dAP (A) /_Z Dy tanh [% (mtA +yQV2 /1 - m%)] | (3.4)

onde Dy = dy/+/ 2me V*/2 ¢ a medida gaussiana. As equagoes para a dinamica
diluidas sao validas para qualquer que seja a prescricao dos pesos sinapticos, bas-

tando conhecer a distribuigao de probabilidade das estabilidades do modelo de rede
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neural atratora que se estd considerando. E importante notar que as equagoes (3.2)
e (3.4) sao vélidas apenas para padroes sem Viés e, mesmo neste caso, apenas para
solucdes de recuperacao, isto é, estados com correlagao nao nula com somente um
dos padrdes. De fato. realizamos o célculo para o caso de padroes com vies. mas
a equacdo dinamica obtida resultou depender de varias outras grandezas além das
estabilidades, de forma que sua anélise tornou-se impraticavel.

O regime de equilibrio é descrito pelo parametro de ordem M., utilizado para
caracterizar as duas possiveis fases do sistema, a saber. a fase de nao recuperagaoc
do padrao &' ou fase paramagnética (me. = 0) e a fase de recuperagao (Mo >0). A
versao diluida do modelo da pseudo-inversa foi estudada por Opper, Kleinz, Kohler
e Kinzel [27] no regime de temperatura zero, enquanto Amit. Evans, Horner e Wong
[26] trataram do modelo dos pesos étimos no regime de saturagao @ = Q. (k). A
anlise & temperatura zero de Gardner [24] também foi restrita a este regime.

Na secéo 3.1, apresentamos o procedimento geral para obter os diagramas de fase
para redes extremamente diluidas. Apresentamos em seguida os diagramas de fase

para os modelos da pseudo-inversa e dos pesos étimos, respectivamente, nas secoes

3.2e3.3.

3.1 Determinacao dos diagramas de fase

Uma vez que se conheca a distribuicao de estabilidades P (A). a anélise da dinamica
de redes neurais diluidas torna-se simples. As diferentes fases no espago dos para-
metros de controle sio determinadas pelos pontos fixos myy; = m, = m” da equagao

(3.4). Para determinar esses pontos fixos é interessante definir a seguinte funcao
o o 1 L
g(m)=m— / dAP (A) / Dy tanh {T (mA +yQ'* V1 — m2>} : (3.5)

de modo que os pontos fixos sao agora as raizes de

g(m)=0. (3.6)
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E importante notar que g (—m) = —g (m) e, também, que o ponto fixo paramagnéti-
com® = 0 é sempre uma raiz. Além disso, como —m* também é raiz, consideraremos

na andlise que segue somente as raizes nao negativas da equagao (3.6). A expansao

dessa equacgao em poténcias de m fornece

(3.8)

determina a linha de transi¢ao continua entre as fases de recuperagao (m* > 0) e
paramagnética (m* = 0), desde que ¢"” (m = 0) # 0.

Como usual nesse tipo de andlise de campo médio, a determinacao do ponto
tricritico (PTC) se faz quando ¢”' (m = 0) e ¢’ (m = 0) anulam-se simultaneamente.
Além do mais, a equagao (3.8) também di o limite de estabilidade do ponto fixo
paramagnético m* = 0: se g’ (m = 0) > 0 trata-se de um ponto fixo atrator e se
g (m = 0) <0 de um ponto fixo instével.

Para os modelos da pseudo-inversa e dos pesos 6timos, a anélise numérica da
equacao (3.6) mostra que se m* = (0 é estdvel, ou existe somente uma raiz ou
existem duas raizes positivas adicionais, conforme ilustrado na figura 3.1. Se, entre-
tanto, m* = 0 é instavel, existe somente uma raiz positiva adicional. Finalmente,
para determinar a linha de transicao descontinua, é necessério resolver g (m) = 0
e ¢’ (m) = 0 simultaneamente, uma vez que nessa transicao, que ocorre na regiao
onde m* = 0 é estdvel, as duas raizes positivas coalescem numa raiz dupla antes de

desaparecerem.

3.2 Pseudo-inversa

Para obter a equagao da dinamica para a pseudo-inversa no regime em que os padroes

sao pontos fixos, isto é, para o < 1, substituimos a expressao da distribuicao das es-
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Figura 3.1: Gréfico da fungéo g(m) para diversos valores de a e 1", mostrando o
nimero e estabilidade de suas raizes. De baixo para cima (em m = 0.5), as curvas
sao para os seguintes parametros (o, T): (0.2, 0.6), (0.45, 0.4), (0.52, 0.4) e (0.6,
0.4). Embora este grafico seja para o modelo da pseudo-inversa, a analise qualitativa

€ identica para o modelo dos pesos 6timos.

tabilidades (2.51), obtida no capitulo anterior, na equagao (3.4), e fazemos a integral

em A (que é trivial neste caso), o que leva a

My = /O:O Dy tanh {% [mt + /(1 — m?) QH , (3.9)

onde @ =a/ (1l —a).
O diagrama de fase para < 1 é apresentado na figura 3.2. O ponto tricritico
estd em o = 0.249 e T' = 0.648. A curva pontilhada intercepta a linha de 7" = 0 em

a = 0.1/(1+7/2) ~ 0.389, em concordancia com o resultado de Opper, Kleinz,
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Figura 3.2: Diagrama de fase da rede neural atratora pseudo-inversa, onde se pode
ver a fase de recuperacao (R) e a fase paramagnética (P). A curva cheia é a transicao
descontinua . a curva tracejada, a transicao continua e a curva pontilhada, o limite

de estabilidade da fase paramagnética. O ponto tricritico estd em a = 0.249 e

T = 0.648.

Kohler e Kinzel [27]. Entre as curvas continua e pontilhada, ambas as fases coexis-
tem.

A figura 3.3 mostra a dependeéncia da correlacao de recuperacao m* com « para
alguns valores de temperatura. ParaT = 0.8 a transicao é continua, o que se percebe
pela curva suave que leva m* a zero. A transicao abrupta de m* para zero pode ser
vista para 7" = 0.3, indicando que neste caso a transicao é descontinua. Observar
que em ambos os casos m* # 1 pois T' > (. Deve-se notar ainda que o diagrama
de fase para a rede nao diluida, obtida por Kanter e Sompolinsky [21], apresenta

somente a transicao descontinua.
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Figura 3.3: Zeros da fungao g (m) em fungéo de & com T constante para a pseudo-
inversa. A primeira curva de baixo para cima é para T = 0.8, regiao em que ha
uma transicao continua. As duas outras curvas sao, de baixo para cima, T = 0.5 e

T = 0.3, regiao onde ocorre transicao descontinua, indicada nesta figura pela linha

pontilhada.

Para um dado a, pode-se obter o menor valor da correlacao de recuperacao inicial
tal que haja recuperacao. Na figura 3.4, podemos ver claramente a coexisténcia das
fases de recuperagao e paramagnética para T = 0.

No caso em que os padroes nao sao armazenados perfeitamente, a > 1, a equagao

(3.4) é escrita da seguinte forma

o0 1
Mipq = [ Dy tanh {? [Wmt + y\/(l -m2)Q + 52mg]} (3.10)
com Q =1/(a—1),6* =75(1-%) e¥ = 1/a. A tnica raiz desta equacio é a
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Figura 3.4: Bacia de atragao para a pseudo-inversa & T = 0. O gréifico mostra
o menor valor da correlacao de recuperacao inicial myg, tal que seja recuperado o

padrao armazenado em funcao da capacidade de armazenamento «.

paramagnética, m* = 0.
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3.3 Pesos Otimos

Para o modelo dos pesos étimos, a distribuigao de estabilidades foi obtida por Kepler
e Abbot [29] e Gardner [24] sendo dada pela equacao (2.59). Enquanto os parametros
de interesse na caracterizagao dos diagramas de fase da pseudo-inversa eram (o, T,
para a rede dos pesos étimos os parametros de interesse sdo (o, k,T'), onde K é o
parametro de margem, introduzido para controlar a bacia de atracao dos estados
memorizados. Tratemos primeiro do diagrama de fase no plano a = 0, mostrado na
figura 3.5. Em T = 0, o ponto fixo paramagnético torna-se instavel para x > 0.651.
O ponto tricritico estd localizado em k = 1 e T = 0.799. Para grandes valores de k,
a linha de transicao continua tende a reta T' = k. No limite de 7" = 0, o ponto fixo
de recuperagao € m* = 1.

O diagrama de fase no plano 7" = 0, mostrado na figura 3.6, nao apresenta a
transigao continua entre as fases de recuperacao e paramagnética. A curva ponti-
lhada, que delimita a regido de estabilidade do ponto fixo m* = 0, intercepta o eixo
a =0em k= 0.651. Além disso, ela intercepta a curva de transigao descontinua,
dada por a = a, (), em a = 0.42 e kK = 1.2, em concordancia com os resultados de
Gardner {24] e Amit, Evans, Horner e Wong [26]. Daqui por diante, nos referiremos
a linha @ = a. (k) como linha terminal. Para a > «.(k), podemos considerar
que o conjunto de pesos 6timos é tal que as violagOes do critério de estabilidade
sejam minimizadas, numa maneira similar ao que fizemos para o modelo da pseudo-
inversa na regiao « > 1. Entretanto, Amit e outros [26] mostraram que o ponto fixo
paramagnético € a unica solucao de equilibrio da equacado da dinamica neste caso.

Finalmente, consideremos valores genéricos dos parametros de controle a. ke 7'
Neste caso, a determinacao de g (m), equagao (3.5), envolve o célculo de uma inte-
gral tripla que. entretanto, pode ser reduzida a uma integral dupla através de uma
mudanca apropriada das varidveis de integracao, permitindo a resolucao analitica
da integral sobre A. Os diagramas de fase para x = 0, 0.5, 0.7, 1.0, 1.2, 1.5, 1.7 ¢ 2.0

sao apresentados na figura 3.8. Para x = 0, o ponto fixo de recuperacao é instavel,
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Figura 3.5: Diagrama de fase da rede neural atratora dos pesos 6timos no plano
o = 0. O ponto tricritico ocorre em k = 1 e T = 0.799. Entre as linhas continua e

pontilhada as duas fases coexistem. A convengao é a mesma da figura 3.2.

embora qualquer valor nao nulo de k possa estabilizé-lo. Isto pode ser facilmente
visto verificando-se a condicao ¢’ (m =1) > 0 para T = 0 e a = 0, j& que se este
ponto fixo for inst4avel nestes limites, é muito provavel que ele também o seja para
T > 0 e a> 0. Em particular, neste limite, obtemos
1 K2
"(m)=1- exp | ————==| , 3.11
g (m) wH (k) (1 — m?) P 2(1 —m?) (3:11)

onde H (k) = 3erfc (n/ﬂ) = \/%f:o exp (—x?/2) dz. Desta equagdo vemos que

g (m*=1) - —co para k = 0, e ¢ (m*=1) — 1 para & > 0. A medida que
Kk aumenta a partir de zero, a regiao de estabilidade do ponto fixo de recuperagao

também aumenta. A transigao descontinua termina abruptamente na linha terminal
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Figura 3.6: Diagrama de fase da rede neural atratora 6tima no plano T'= 0. A

convencao € a mesma da figura 3.2.

@« = a. (k). Para k > 0.651, aparece uma regizo préxima a origem T'=0e a = 0,
onde o ponto fixo paramagnético ¢ instavel. Seguindo nossa convencao, a fronteira
dessa regiao € indicada pela curva pontilhada. A primeira interseccao dessa curva
com a linha de transigao descontinua ocorre em & = 0 e k = 1; a primeira interseccao
com a linha terminal ocorre em 7' = 0 e k = 1.2. O ponto tricritico, gerado em
k = 1. atinge a linha terminal em k = 1.7. Como resultado, a transicao descontinua
e 0 PTC desaparecem para x > 1.7, apés o que o ponto fixo de recuperacao se torna
0 unico ponto fixo estavel abaixo da curva de transigao continua. Como esperado,
aumentando o parametro £ aumenta a robustez da rede ao ruido e diminui sua
capacidade de armazenamento. A linha tricritica no espago tridimensional (a. s, T)

€ mostrada na figura 3.7, juntamente com suas projecoes nos planos a =0, K = 0 e
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Figura 3.7: Linha tricritica no espago de parametros (a.x,T") do modelo dos pesos

otimos. As projegoes nos planos « = 0, k = 0 e T' = 0 mostram os limites citados

no texto.

Comparando o diagrama de fase para a pseudo-inversa, apresentado na figura
3.2, com o diagrama de fase da rede atratora 6tima, apresentado na figura 3.8, pode-
se concluir que, para a mesma capacidade de armazenamento «. = 1 (atingido com
x = 0.470), a pseudo-inversa tem melhor desempenho. De fato, além de ser mais
robusta ao ruido, a rede pseudo-inversa apresenta um regime onde o ponto fixo de
recuperacao € o inico ponto fixo estavel, enquanto para a rede atratora Gtima esse
regime estd presente apenas para & > 0.651. E importante mencionar que para s =
e o < 2 os padroes memorizados, embora sejam pontos fixos. nao sao atratores. No

capitulo 5, verificaremos se essa conclusao também é vélida para redes nao-diluidas.
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Figura 3.8: Diagrama de fase da rede neural atratora étima nos planos k = 0, 0.5.

0.7,1.0,1.2, 1.5, 1.7 ¢ 2.0. A convencao é a mesma da figura 3.2.
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Capitulo 4

Vizinhanca dos pontos fixos

Neste capitulo, investigaremos a estabilidade dos padroes armazenados em redes
neurais atratoras completamente conectadas, através da analise de sua vizinhanca.
A vizinhanca dos estados memorizados serd avaliada através da fracao de sitios
instéveis de um padrao de teste * & distancia de Hamming d do padrao armazenado

£*. O padrao de teste é gerado pela distribuicao condicional de probabilidades

1+ 1-0b

P(Uf\ff)2—2‘-5(77?—55>+T5(775+§f)7 (4.1)

onde 0 < b < 1 mede a correlacao entre * e £€*. O parametro b esté relacionado
com a distancia de Hamming d entre dois padroes por d = (1 — b) /2. Lembramos

que os padroes memorizados sao gerados pela distribuicao de probabilidade

p(&) =

Na segao 4.1, analisamos o modelo da pseudo-inversa. e na secao 4.2, o modelo

5(55—1)+%5(g§+1). (4.2)

(NN

dos pesos 6timos.
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4.1 Pseudo-inversa

Aqui, como na segao 2.1, a pseudo-inversa é definida pela minimizacao da energia

(1.14)

Ei(T) = %Z (1- a8, (4.3)

k

com as estabilidades dadas, como antes, por AF = —\}753 Dot Jijfjl- e os padroes &'
gerados por (4.2). Assim, o célculo da energia livre e das equacoes de ponto de sela

é identico ao do capitulo 2 para o caso sem viés (a = 0) e nao serd repetido aqui.

4.1.1 Calculo da distribuigao de probabilidade das estabili-
dades

A distribuigao de probabilidade das estabilidades do padrao de teste é dada pela
equagao (1.29),

W) = (B =41),)) e (1)

onde Af = anf PIFIE Jijn;-“. Para calcular W (), acrescentamos a energia da

pseudo-inversa (1.14) o termo linear em h

1 w2, D k
aumw—§;0—ag+p§ﬁ@—my (4.5)
de modo que
. 1 8 ln Zl k
W) =~ i 5 (46)

onde a fungao de particao é dada por

1

&mm=/hﬁmﬂ@—NmeﬂwMA&umw. (47
J J

Aqui. h é uma variavel auxiliar, cujo significado fisico é irrelevante para nossa analise.

O primeiro termo da energia garante a solugao de (1.13) e o segundo termo ¢ utilizado

para obtencao da distribuigao de estabilidades do padrao de teste. Devido a equagao

(4.6). o procedimento para célculo de W (7y) ¢ anélogo ao empregado no célculo da

energia livre do capitulo 2, sendo apresentado a seguir.
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Utilizando o método das réplicas, equacdo (2.4), a fungéo de parti¢ao replicada

n vezes fica escrita da seguinte forma

p 1 p)?
/ [de 5( N;(Jij) )}
'I;I/d:cﬁib" (a:ﬁ,- - Nll/foEj: JZf;) exp [—% (1- $£i)2]

II/d%ﬁ( Yhs — NUJhX}%%)@mP%mﬂv—ymk (4.8)

Utilizando a representagao integral da fungao delta, suprimindo a referéncia
explicita ao sitio ¢ nas varidveis de integragdo z = zf; e y; = y}; (devido & in-
dependéncia da funcao de partigdo com este indice), e explicitando a média sobre

os padroes n* e £*, conseguimos
1
(Z s = | [Hdeja ( 52 (%) )}
ir j
dzldx? A
/ (H#) exp [ Zxk:ck - -2—2 (1- :ck)z}
kp
dykdyk : ~P, P P
l/IIQW exp 1) Tryp — A6 (v — 1)
kp kp kp

(o (—N‘mszzsfmg;— A S n>>> 9
p J

Fazendo a média sobre os padroes 7];-“ e ﬁ;“, obtemos

1— b2 ~ ’
<<'“>>77’°y§k ~ ll;lexpln I:l -~ ( oN ) <;$£J5j>
-3 (e E +EW” Y
. %) (53000
~ Hexp { 5N (;%Jz‘j>

(mﬁﬁszﬂl Z:ﬂﬂ)}. (4.11)
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Escrevendo o quadrado da somatdria como (2.11) e introduzindo a varivel au-

xiliar oo = 5 >; J5JG, a fungao de partigio fica escrita como

. 1 1 p 70
<< Z >>n’° gk = _/ Iilj_p[ dJZ(S (Q - N ; (J£)2)} / I:pl:[adqpaé (QPU - _N zj:‘]z]‘]z])}
=0 .0
/ (11;,[ dngf’“) exp [I;ﬁxz — % 3 (1- xﬁ)ﬂ
~p 1. P
/ (H dy;jfyk) exp [i Wy~ ARS8y yz’)}
kp kp kp

exp E_ (1 —2b2) (i;i)Z _ (1 _ b2) Z qpoizig
——QZ (bntebat + )

— 3 a0 (OMFEEEL + ) (B0EEFET + 57) (4.12)

kp<o

Usando novamente a representagao integral da delta nas duas primeiras integrais
T S - FPUE . .~
e fazendo as mudancas de varidveis Q, = 71% e Qoo = T/% a funcao de partigao pode
ser posta na seguinte forma

d~,, 4400 4Gp0
(Eam— (1;[27r?/N>/ (H gﬂ—/?\f)

p<o

exp [NZQ Q—FNquaqule/?ZM M,

p<o
FNGo+ aNGy], (4.13)
com
~ 2
Go=1n {/ (Hde) exp {— > Q, (Jipj) -> t'jpanJf} } (4.14)
2 P p<o
e

257 (1 - ar)? lzyy —Ahzév V) (1—21)2)692(5”)2

p

49



- (1-8) Y g5 ——QZ (bni&sz” + )"

}>m,& . (4.15)

Na derivacao de (G, foi utilizada a propriedade de automediancia, 3 s g (nfff) =

=2 (ni&ia” + ) (37 + )

p<b

alN ((g (n:§:))),, ¢, » que resulta na eliminagéo do indice k. Na equagdo acima, as
médias sobre 7); e ; sao indicadas por (...) mc: - Novamente, a forma especifica da

energia de treinamento altera apenas o termo Gj.

Calculo de G;

Para obter a distribui¢ao de estabilidades para o padrao de teste, precisamos somente
de G;. O procedimento para efetuar as integrais em Z°, z°, 7 e y” é analogo ao
apresentado no capitulo 2 e por isso nao o reproduzimos aqui. Apés calcular estas

integrais, a expressao para (G; pode ser colocada na seguinte forma compacta

= (/ Dt/Dzlnf t, 2w, B, (4.16)

onde

[, z,w,h) = [1 + A (1 _ b2) Q- q)]—1/2
/Dw exp [*/\hé (fy — q1/22 -(Q- q)l/zw)]

) [1 . (1 b2 )1/2 12y _ bni&; ( 1/2Z+(Q—q)1/2w)]2
exp | =

2 L+2(1-8)(Q—9g)

(4.17)

E através de (4.4), obtemos a distribuicao de estabilidades

. 1 0G
W) = -1 -

xoo A Bk =0
'(t, z,w,0
=—lim—/Dt/Df 2w O (4.18)
A__'oo t z w 0) 74,64

onde f'(t, z,w,0 M n—o - Todas as integrais envolvidas sao gaussianas e
gr g

podem ser efetuadas facilmente. A forma final para a distribuigdo de estabilidades
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W(y)= (wniyéi (7)>n¢,ﬁi ’ (4.19)

onde wy, ¢, (7) é uma distribuigdo de probabilidade gaussiana para dado 7;{;, como

em (2.48), dada pela seguinte expressao

1 (v = mei)Q
Wn,g, (V) = \/m exp [—m} , (4.20)

onde = a/ (1 — «). Realizando a média sobre 7,§;, obtemos

1 140 (y — b)?
W = :\/27rQ(1—b2){ 2 e""[‘2@(1—&)}

1-b (y+b)?
e e

que nao € mais gaussiana.
E conveniente enfatizar que as distribuicoes de probabilidades condicionais pg, ()
(2.48) e wy, ¢, (7) (4.20) sdo gaussianas. Esse resultado serd utilizado no capitulo 6

para simplificar os cdlculos referentes ao problema da categorizagao.

Calculo da fragao de sitios instaveis

Desejamos obter a fracao de sitios instaveis do padrao de teste )", isto é, a fragao €

entre o numero de sitios para os quais a estabilidade

1
A = —=ni Y Ty (4.22)
VPP

é negativa e o niimero total de sitios N. A independéncia estatistica entre n¥ e &F

para diferentes sitios permite escrever esta fracao como

€= /_000 dyW (v), (4.23)

onde W (v) = <<<6 (7 — A§)>J>>"H,§i é a distribuicao de probabilidade das estabili-
dades do padrao de teste 1, dada pela equagao (4.21).
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Efetuando a integral sobre 7, obtemos a seguinte expressao para a fragao de sitios

instaveis em n

1-%
= +bH
€ 9 +

ﬁ} | (4.24)

onde H (z) = [;° Dt. Esta quantidade é mostrada na figura 4.1 como uma fungao

da distancia de Hamming para vérios valores de a. Para o = 0 obtemos € = d.

A medida que o cresce em diregao a a, = 1, a vizinhanga do padrao armazenado

torna-se mais abrupta: para pequenos valores de d a funcao erro € muito sensivel a

variagoes da distancia de Hamming, enquanto para grandes valores de d ela se torna

praticamente independente da distancia dos padroes armazenados. Em particular,
1

para @ = &, = 1 tem-se ¢ = 0 se d = 0 e € = ;; caso contrario.

Q5

04
a3
Q2 I~

at /

Qo I ) s 1 I )
Qo Q1 Q2 a3 Q4 as

Figura 4.1: Fracao de sitios instaveis do padrao de teste 77 como funcao da distancia
de Hamming do padrao armazenado £ para a rede neural atratora pseudo-inversa.
Os parametros sao (de cima para baixo) a = 1, 0.99, 0.9. 0.6, 0.1 e 0.01. A linha

pontilhada é € = d, que coincide com a curva de € para a = 0.
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4.2 Pesos o6timos

Os célculos para o modelo dos pesos 6timos sao anélogos aos descritos anteriormente.
O fator complicante é que algumas integrais nao podem ser efetuadas analiticamente,
mas o procedimento de calculo segue idéntico ao do da pseudo-inversa. Para o

modelo dos pesos 6timos, utilizamos a seguinte expressao para a energia
k\2 k
Ei(3,h,y) =36 (1— A8 +3 ho(v—AF). (4.25)
k k

Seguindo os procedimentos indicados na secao anterior, chegamos & seguinte equacgao

para a distribui¢ao de probabilidade das estabilidades do padrao de teste

W(7)=87/2</ Dy/ DH[H2> ./ (4.26)

onde
— ¥ S _ h2
5 " byni&i — /g (1 — b*)z (4.27)
Ja-9 1)

e

_ kb (yat /a1 —q)y) — /a1 - ) (4.28)

= = . .

1—gq

O parametro de ordem ¢ é dado pela equagao (2.61). Como antes, a integral tripla
que aparece no calculo de €. equagao (4.23), pode ser reduzida a uma integral dupla
através de uma mudanca apropriada de variaveis que permite a integragao analitica
sobre v, levando a
1+b/ /D H [h (k + w) — hyx]
H [h3k + hqw — hsx]

1—b H [hy (k — w) + hyz]
Dz 4.29
/ Dw/ hgl‘u — h4w + hsil)'] ( )

32 _p2 2 32
1-b4q h?_qlb? 1-b h2 h2_qlbq?

(1-q)(1-b2)> "2 ™ (i—q) (1-b2q)(1-q)° (1 -o ° T (g

A dependéncia de € com d para k = 0 é apresentada na figura 4.2. Em particular,

onde h? = , h3 = bg?

para o = 0, obtemos
1-b b
e(a=0) = —— + — arccosb, (4.30)
2 T
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Figura 4.2: Fracao de sitios instaveis do padrao de teste 1 como fungao da distancia
de Hamming do padrao armazenado £ para a rede neural atratora pesos étimos. Os

parametros sao k = 0 e (de cima para baixo) @ = 2, 1, 0.5 e 0. A linha pontilhada

ée=d.

enquanto para @ = a. = 2, obtemos e(@¢=2) = 0 para b = 1 e e(a=2) =
1/4 4 € (@ = 0) /2, caso contrario. E interessante comparar esses resultados com os
da pseudo-inversa. Enquanto a dependéncia de ¢ (o = 0) com d é muito simples para
a pseudo-inversa, ¢ (& = 0) = d, ela é mais complexa para a rede dos pesos étimos:
qualquer desvio do padrao armazenado leva a um aumento abrupto do nimero de
sitios instaveis, uma vez que todas as derivadas de ¢ (o = 0) divergem em d = 0.
Para melhor comparar os modelos da pseudo-inversa e dos pesos 6timos, escolhe-

mos k = 0.470 de modo que a capacidade de armazenamento de ambos os modelos
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Figura 4.3: O mesmo da figura 4.2, mas com x = 0.470 e (de cima para baixo)

a=1,05,0.25e0.

sejam iguais (o, = 1). A figura 4.3 mostra a dependéncia de € com d para este caso.
Para pequenos valores de d tem-se € & d. o que contrasta com o comportamento nao
analitico para o caso k = 0. E interessante que um valor nao zero para Kk garanta
uma vizinhanga suave, isto é, € &~ d, mesmo no regime de saturacao a = «,. Grandes
valores de k aumentam a faixa de d para a qual € = d. Em particular, para Kk — oo
tem-se ¢ — d para o < . — 0. As figuras 4.4 e 4.5, para k = 0.5 e 0.8, respecti-
vamente, confirmam a tendéncia da fungao erro em suavizar o comportamento em
d = 0.

Aparentemente, o papel de k é suavizar a vizinhanga dos padroes armazenados.

Entretanto, é necessario salientar que embora a fungéo ¢ possa indicar uma vizinhan-

ot
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ga suave, isto nao diz nada sobre a bacia de atragao quando se utiliza a dinamica

(1.1), pois esta depende localmente das estabilidades e nao de suas integrais, como

em e.

05

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 4.4: O mesmo da figura 4.2, mas com «x = 0.5 e (de cima para baixo) a = 0.96,

0.65, 0.5, 0.25 e 0.
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Figura 4.5: O mesmo da figura 4.2, mas com s = 0.8 e (de cima para baixo) a =

0.65, 0.5, 0.25 e 0.



Capitulo 5

Natureza dos atratores

Como vimos no capitulo 3, para avaliar o desempenho de uma rede neural € interes-
sante conhecer caracteristicas como o tamanho das bacias de atracao e a estabilidade
dos atratores, que podem ser avaliadas através do estudo da dindmica da rede neu-
ral. Naquele capitulo, obtivemos os diagramas de fase para redes neurais atratoras
no regime de extrema diluigao. Somente neste limite é possivel obter analiticamente
a equacao da dinamica para a correlagao de recuperacao das redes pseudo-inversa e
pesos 6timos. A fim de complementar nosso estudo das propriedades de recuperagao
de redes neurais atratoras completamente conectadas, é necessario recorrer ao uso
de simulagao.

Neste capitulo, apresentamos os métodos utilizados para a obtencao explicita dos
pesos sindpticos para o modelo dos pesos 6timos e para as trés formulagoes do modelo
da pseudo-inversa. Em seguida, descrevemos o algoritmo que realiza a enumeracao
exaustiva de todas as configuragoes da rede [30] e apresentamos os resultados obtidos
através de simulagoes numéricas. Devido ao alto custo computacional dessa busca.

estudamos redes com N < 24.
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5.1 Determinacao dos pesos sinapticos

Pseudo-inversa

O modelo da pseudo-inversa tem sido estudado na literatura em trés diferentes

formulacoes, que apresentamos a seguir.

(1)

Modelo PGD: A primeira formulagdo da pseudo-inversa obtém os pesos si-

napticos através da equacao

P
Jij = izgfgg (CH)kz’ (5.1)
N kl

onde os elementos da matriz simétrica C sao dados por Cy; = 1/N 3, £°¢! [19]
e os indices ¢ e j correm sobre os N neurdnios da rede. A equagao (5.1) produz
uma matriz de pesos simétrica com termos diagonais J; nao nulos. A solucao
do sistema de equagGes (1.13), dada por (5.1), permite armazenar P = N
padroes linearmente independentes. Esse modelo foi estudado numericamente

por Personnaz, Guyon e Dreyfus [20].

Modelo KS: Este modelo, dado pela mesma prescrigdo anterior (5.1), mas
com os termos diagonais J;; zerados, foi estudado por Kanter e Sompolinsky
[21]. Eliminando os termos diagonais de (5.1), ndo se pode mais garantir
que os padroes sejam atratores da dinamica. Entretanto, Kanter e Som-
polinsky mostraram analiticamente que no limite N — oo a capacidade de
armazenagem desse modelo é o, = 1. Os atratores da formulacao KS nao
coincidem, em geral, com os da formulacao PGD e, além disso, suas bacias de

atracao diferem enormemente.

Modelo E: E 0 modelo definido pela solugao de menor norma do sistema de
equacoes lineares (1.13). Ele produz uma matriz de pesos assimétrica com
termos diagonais nulos, sendo que o nimero de padroes linearmente indepen-

dentes que podem ser armazenados nessa formulacao é P = N — 1.
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Pesos 6timos

Os pesos sinépticos do modelo dos pesos 6timos devem satisfazer as desigualdades
Alz g3 gyt 2 (5.2)
\/‘Z_V J#

paratodoi=1,...,Nel=1,..., P, sujeitas a condigao
2 .
Z Ji=N, Vi, (5.3)
j

A determinacéo dos pesos sinapticos para a rede étima, equagoes (5.2) e (5.3),
pode ser feita por um algoritmo originalmente proposto para redes tipo perceptron
[44] [45]. Iniciando com uma matriz de pesos arbitraria, com J;; = 0, examinam-se
as desigualdades (5.2) para cada i e [ e, toda vez que uma néo for satisfeita (isto &,

Al < k), os J;; correspondentes sao modificados de acordo com a regra
A i !
Jij — Jij + Nfzéjé (1 - 6@') 0 (KZ — Az) 3 (54)

onde A é um parametro positivo que ajusta o tamanho do passo. A cada iteragao
os pesos sdo renormalizados para satisfazer (5.3). Este é o algoritmo padrao que
Gardner [24] mostrou convergir também para redes neurais atratoras. Entretanto,
sob virios aspectos, este algoritmo nao € o mais eficiente. Em primeiro lugar, o
tamanho do passo A\ de cada iteragao de (5.4) é sempre o mesmo, independente do
quanto as desigualdades (5.2) ou a normalizacao (5.3) diferem dos valores corretos.
Abbott e Kepler [25] apresentaram uma variante mais eficiente desse algoritmo,
aumentando o tamanho do passo se A} < & e diminuindo-o se Al estd préximo de
k. Além disso, o tamanho do passo também é ajustado de acordo com a magnitude

de 37, Jf] O algoritmo proposto por aqueles autores é dado pela seguinte regra
1 - =
Jig = Jig + 66T (A 1750 6 (1 = 6,)0 (= — A}) (5.5)

onde || Ji;|| = />; J}; é o fator de normalizacao e f (Ai) é uma funcao que deve ser

escolhida de forma a otimizar a velocidade de convergéncia do método. Seguindo as
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sugestGes de Abbott e Kepler [25], adotamos a fungao nao linear

f (Ai) =k+6— Al + [(n +6— Aﬁ)z - 52] v com 6 = 0.01. Dado o conjunto
de padrGes que se quer armazenar na rede neural, nem sempre serd possivel obter
uma matriz de pesos satisfazendo aos vinculos (5.2). De fato, para um dado i, os
padroes ({i, cen ll-_l,fﬁﬂ, e ,{f\,) devem ser linearmente separavels para que o
algoritmo encontre uma solugao. Além disso, a solugao a que se chega depende da
particular escolha da matriz de pesos inicial.

Ao contréario da matriz de pesos da rede 6tima, obtida pelo algoritmo do percep-
tron e suas variantes, a matriz de pesos da pseudo-inversa para cada uma das trés
formulacoes que estudaremos é tinica. E importante notar que, em todos os casos
(pseudo-inversa e pesos 6timos), os padroes {—{l} sao também automaticamente

memorizados.

5.2 Determinacao dos atratores

Para caracterizar os atratores, utilizamos um algoritmo simples e engenhoso, pro-
posto por Gutfreund, Reger e Young [30]. Através deste algoritmo, obtemos o
numero de atratores, o tipo e sua bacia de atragao. Como o nimero total de esta-
dos de uma rede neural binéria cresce exponencialmente com N, o algoritmo que
realiza a enumeracao exaustiva dos atratores deve ser eficiente para nao inviabilizar
a operagao. A seguir, descrevemos simplificadamente o algoritmo utilizado.

O nimero de estados S = (S},...,S;,...,Sn) de uma rede neural bindria é 2V,
podendo ser enumerados associando-se cada uma das configuracoes da rede a sua
representacao decimal. Assim, cada estado da rede é representado pelo inteiro b

que pode assumir os valores b = 0,1,..., (2N — 1) . num total de 2V estados'. A

'Por exemplo, ao estado da rede representado pelo vetor de estado com todos os spins 0 é
associado o indice b = 0, resultando em S° — (0,...,0). Numa rede de N = 4 spins, o estado com
todos os spins 1 ¢ associado ao indice b = 24 — 1 = 15. Assim, 8!°* — (1,1,1,1), ou simplesmente

dizemos que a rede estd no estado de niimero b = 15.
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cada estado b da rede sao associadas duas varidveis inteiras: ny armazena o proximo
estado da rede e m; que identifica a bacia de atragdo & qual b pertence. Temos
ainda o vetor (); que armazena o nimero de estados na i-ésima bacia de atracao.
Inicialmente, m; e €2; sao zerados. O primeiro passo é obter, para cada estado da
rede, o préximo estado, através da equagao (1.1), S; (t + 1) = sign [# 35 Ji5S; (t)] :
que fica armazenado em n,. Denota-se o estado atual da rede por a e o numero de
bacias ja identificadas por ¢ (inicialmente a = i = 0). O algoritmo, entao, segue os

seguintes passos.

(a) Se este estado ja foi visitado antes (m, # 0) passa-se para o préximo estado
a = a+ 1. Se ele nao foi visitado (m, = 0), entéo, identifica-se a bacia de
atracao a que pertence fazendo m, = 7 + 1, prosseguindo a dinamica até se
atingir um estado que ja tenha sido visitado antes (m, # 0). Agora, existem

duas possibilidades, (b1) ou (b2), dadas a seguir.

(bl) Se m, =i + 1, entéo, este estado é um novo atrator e utiliza-se o numero de
estados visitados desde o estado inicial a, como uma primeira estimativa de

sua bacia, ;4.

(b2) Se m, < 7+ 1. entao, foi atingido um estado pertencente a uma bacia de
atracao ja identificada. Volta-se ao estado a e segue-se a dinamica novamente.
mas agora nomeando a bacia de atragao com m,. O nimero de estados desde
a até o estado da bacia m, é agora somado & antiga estimativa do nimero de

estados nesta bacia de atragao, Q,,, .
(c) Sea+1 < 2V entdo, volta-se para (a), para nova iteracao.

Neste algoritmo. utilizamos a regra (1.1) para obter o proximo passo da dinamica
e assim identificar os atratores. De fato, nesta tese, aplicaremos a dinamica (1.1) de
duas maneiras. A primeira denominamos de dinamica serial, que consiste em aplicar
(1.1) a um spin de cada vez, sempre na mesma seqilencia. A segunda dinamica que

consideraremos ¢ denominada de dinamica paralela e consiste em aplicar (1.1) a

62



todos os spins de uma tunica vez. Como veremos a seguir, ambas as dinamicas
garantem a recuperacao dos estados memorizados, mas com propriedades distintas.
Vale salientar que este algoritmo para enumeragao exaustiva dos atratores funciona
apenas para dinamicas deterministicas, como é o caso das duas dinamicas estudadas.
Para uma dinamica serial estocéstica, em que o sftio a evoluir é escolhido aleatoria-
mente a cada passo, nao é possivel determinar de forma tinica o sucessor de um dado
estado, impossibilitando a contagem do ntimero de estados nas bacias de atracao.
Da mesma forma, nao se aplica este método & dinamica com temperatura diferente
de zero.

Apés identificados os atratores e contados o nimero de estados na bacia de cada

um deles, definimos o peso da s-ésima bacia de atracao como
W, = Q,/2", (5.6)

onde {2, é o nimero de estados que convergem para o s-ésimo atrator. A estrutura

das bacias de atracao é, entao, caracterizada pelos momentos
Yo=Y (Wy)", n=1, 2, ... (5.7)
38

Quando n = 1, a soma dos pesos das bacias de todos os atratores é necessariamente
1 e, de fato, esta propriedade foi utilizada para verificar a correteza do algoritmo.
De particular interesse para nossa andlise é o caso n = 2. O segundo momento
Y, d4 a probabilidade de que dois estados arbitrariamente escolhidos pertencam a
mesma bacia de atragac. Assim, se Yo — 0 no limite N — oo, entao, o espaco de
configuracoes é dominado por muitos atratores cujos pesos W, se tornam cada vez
menores. Por outro lado, se Y, permanece finito neste limite, entao, uns poucos
atratores dominam praticamente todo o espaco de configuracoes.

Na equagao (5.7), o indice s corre sobre todos os atratores. Entretanto, é de

interesse também investigar as bacias dos padroes memorizados. Para isso, definimos

a quantidade

1 .
'/\/5 = F Z Q87 (38)
se{¢}
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onde s € {£} significa que este indice corre somente sobre os padroes memorizados.
Este é o niimero médio de estados na bacia de atragao de cada padrao.

A seguir, discutimos como as grandezas introduzidas acima dependem dos varios
parametros que definem os modelos da pseudo-inversa e pesos 6timos. Nossa dis-
cussao focalizard principalmente a dinamica seqiiencial. Os resultados da dinamica

paralela serao apresentados brevemente no final do capitulo.

5.3 Analise dos resultados

Nos gréficos mostrados nesta segao, que apresentam os resultados das simulagoes,
cada ponto representa uma média sobre 100 realizagoes diferentes do conjunto de
padrdes {£}. Os valores de N serao sempre impares para o modelo PGD e pares para
o modelo KS da pseudo-inversa e dos pesos 6timos. Essa escolha objetiva evitar que
o argumento da fungao sinal na equacao dinamica (1.1) se anule, o que introduziria
uma arbitrariedade desnecessaria na dinamica. Como a matriz de pesos do modelo
de pesos 6timos nao é simétrica, mesmo no caso da dinamica sequencial podem
surgir ciclos de perfodo arbitrario (limitado, e claro, pelo nimero de estados 2V).
Lembramos que para as formulagoes PGD e KS da pseudo-inversa, cujas matrizes de
pesos sao simétricas, a dindmica seqiiencial leva apenas a pontos fixos. Assim, deve
ficar claro que o niimero total de pontos fixos, discutido a seguir, nao corresponde
ao numero total de atratores do modelo dos pesos 6timos. A analise do modelo
de pesos étimos ficard restrita a apenas trés valores do parametro de margem, a
saber, Kk = 0, 0.5 e 0.8, para os quais a, = 2, 0.96 e 0.66, respectivamente. Devemos
mencionar ainda que, dentro da precisao das figuras que serao apresentadas a seguir,
nao é possivel distinguir entre os resultados da formulagao KS e os da formulagao
E. embora as matrizes de pesos sejam diferentes nos dois casos (simétrica para KS e
assimétrica para E). Assim, apresentaremos apenas os resultados para a formulacao

KS da pseudo-inversa.
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Dependéncia com N para « fixo

00 " 1 It 1 A ]
Q00 00 010 015

Figura 5.1: Fungao gyr (N, @) = + In () contra o inverso do niimero de neurénios
N para a fixo. Como é claro da figura, o comportamento de g,s (I, @) no limite
1/N — 0 é claramente exponencial e fornece o valor de g, (@) no limite termo-
dinamico. Os pontos sobre o eixo 1/N — 0 sao obtidos da previsao tedrica. As
curvas plotadas dos modelos KS e PO sao para o = 1/2 e do modelo PGD sao para
a=1/3.

A fim de determinar como o nimero médio de pontos fixos (N,s) cresce com N,

apresentamos na figura 5.1 a funcao g, (N, a) = +In (NV,) contra 1/N. Podemos

inferir dessa figura a seguinte relacao

(Npg) = c(a) exp [goo () NT, (5.9)

onde In ¢ (o) € o coeficiente angular da reta que interpola os dados e g, () o ponto

onde ela toca o eixo 1/N = 0. No caso da pseudo-inversa, os valores analiticos,
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obtidos para N — oo por Kuhlmann e Anlauf [46], s3o também apresentados nesta
figura. Embora a concordancia entre a extrapolacao dos resultados das simulagoes
para o limite 1/N — 0 e os valores analiticos para o modelo KS seja excelente, essa
concordancia nao é muito boa para o modelo PGD, devido aos pequenos valores de
P empregados nas simulagdes (P =3, 5 e 7 para N = 9, 15 e 21, respectivamente).
Um resultado importante e original apresentado nesta figura é o de que o nimero
médio de pontos fixos também cresce exponencialmente com N no modelo dos pesos

otimos e, em particular, aumenta com ..

0.10
a=1/2
—v—POx= 00
0.05 } V. —O—PO k= 05
-V, —0—POx= 08
& N ¥
\

0.00 - o\ A \

-0.056 5 /A

(8]
(@)
-0.10 |-
O\ AN
o}
-0.15 | \o/o
_020 L 1 1 1 1 1 L i L }

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

1/N

Figura 5.2: Fungao g. (N, @) = & In (N,) contra o inverso do nimero de neurénios

1/N para « fixo.

Analogamente, introduzimos a fungao g. (N,a) = +In(N;) para investigar a

dependéncia do nimero médio de ciclos (V) com N e a. Os resultados mostrados
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na figura 5.2 para o modelo de pesos 6timos indicam o fato um pouco surpreendente
de que o niimero de ciclos aumenta com N. Note que g. pode tomar valores negativos
se algumas das realizagoes dos padrdes mediadas nao produzirem ciclos, uma vez

que neste caso teriamos (N,) < 1.

a=1R2
0.25 —g—PO«x= 00
—A—POx= 05
i —0—POx= 08
—o—KS
020 F f'\
V-V v
v
I v \v/ \V/
015

0.10 | /A/

Ja¥
~
005 b /A/ a=1/3
A/A A —O—PGD
! }f
0.00 L F@nﬁ 2 1 L ]
0.00 0.05 0.10 0.15

Figura 5.3: Y, contra o inverso do niimero de neuronios 1/N para « fixo.

A figura 5.3 apresenta a dependéncia do valor médio do segundo momento da
distribuicao dos pesos das bacias de atracéo, equacio (5.7), com N. Note que aqui
sao considerados todos os atratores: pontos fixos e ciclos. Hé uma clara diferenca
qualitativa entre o modelo de pesos étimos com k = 0 e os outros modelos: o fato de
(Y,) tender a um valor nao nulo para N — oo implica na existéncia de atratores com
enormes bacias de atragao no caso k = 0. E instrutivo comparar esses resultados

com o de um modelo uniforme, no qual todas as bacias de atragao sao idénticas, de
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Figura 5.4: Previséo para o segundo momento no caso de bacias uniformes Yy' =

exp (—Ng;) contra o inverso do niimero de neurénios 1/N para « fixo.

modo que
exp (N1n2) — exp (Ng:)
exp (N gt)

para todo s. Aqui, exp (Ng:) é o numero total de atratores. Segue imediatamente

Q, = (5.10)

dessa hipétese que (Yy) =~ exp (—Ng;) e, portanto, vai exponencialmente a zero no
limite termodinamico. Utilizando ¢, = g,y. obtido da figura 5.1 (que é uma boa
aproximacao no caso da dinamica segiiencial, pois o nimero de ciclos é desprezivel
frente ao numero de pontos fixos), apresentamos na figura 5.4 os dados obtidos
para o modelo uniforme. A comparacao desses dados com ous dos modelos originais
indicam que, como esperado, o modelo de pesos 6timos com £ = 0 tem as baclas de
atragao mais heterogéneas e, embora nao haja concordancia quantitativa, o modelo

uniforme descreve qualitativamente bem os outros modelos. As discrepancias, €
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claro, sao devidas & nao homogeneidade das bacias de atragao. Aqui vale observar

que quando as bacias de atracao sao idénticas, (Y3) assume seu menor valor.

080 -

00 006 010 015

Figura 5.5: A bacia de atragao dos estados memorizados pode ser avaliada pela

dependéncia de b (@) = + In ¢ contra o inverso do niimero de neurénios 1/N.

O numero médio de estados na bacia de atracao de cada um dos padroes memo-
rizados pode ser avaliado pela figura 5.5 onde mostramos b = 1/N In (N) contra
1/N. O que surpreende nesta figura é a quase desprezivel influéncia do parametro de
margem K sobre as bacias de atragao dos padroes memorizados. implicando assim
que esse parametro nao cumpre a fungao para a qual foi introduzido no modelo.
Lembramos que, por outro lado, a andlise do modelo extremamente diluido preve
bacias de atracao nulas para os padroes com k = 0. As possiveis razoes dessa

discordancia serao discutidas no capitulo 7.
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Dependéncia com « para N fixo

Nesta secdo, apresentaremos resultados de simulagdes para N = 22 (pesos 6timos e

KS) e N = 21 (PGD).

0.8 O PGD
0O KS
s —Q0O— PO x=08
—A—PO «=05
—-V— PO K= Oo
06pF - Hopfield
I [m]
e<> ° 0
]
w 04} o
o
@) o
° /A/A
= o3 ygﬂ V/V/
oY v
& an v I v
0.0 — 1 1 1 . 1 . 1 . I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
oL

Figura 5.6: Funcéo g,f (N, a) contra a. Aqui, os pontos vazios sao os resultados
da simulacao e os pontos cheios sao g (@), a extrapolagdo de g,s (IV, @) no limite
1/N — 0, como ilustrado na figura 5.1. Para maior clareza, apenas o maior valor de
N simulado é mostrado, a saber N = 21, 22 e 22, respectivamente, para os modelos

da PGD, KS e PO. A curva tracejada representa a previsao tedrica para o modelo

de Hopfield [47] [48].

A figura 5.6 mostra g,r (N, ) contra « para os varios modelos considerados.
As curvas cheias sao os resultados analiticos obtidos para o limite N — oo por

Kuhlmann e Anlauf [46] para o caso da pseudo-inversa. A discordancia entre as
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Figura 5.7: Funcao g.(N,«) contra . Lembrar que a dinamica serial da pseudo-

inversa nao apresenta ciclos.

simulacoes e os resultados analiticos para « pequeno ja era esperada, uma vez que
naqueles calculos foi utilizado P — oo, enquanto nas simulacoes o0 menor valor de «
corresponde a P = 1. J4 a discordancia para a formulagao KS no caso o >~ 1, deve-se
ao fato da capacidade de armazenagem desse modelo ser dada por a. = 1 — 1/N,
resultando em a, ~ 0.95 para N = 22, de forma que é esperada alguma discordancia
préximo a essa regiao critica. O resultado a, = 1 — 1/N, embora ébvio para a
formulacao E da pseudo-inversa, estd baseado apenas nos dados das simulagoes para
a formulacao KS que indicaram nao ser possivel encontrar uma matriz de pesos capaz
de armazenar P = N padroes aleatdrios. Ainda para o modelo da pseudo-inversa,
notemos que, no limite & = 1, o niimero médio de pontos fixos tende ao nimero total

de estados, levando a g,5 = In2 ~ 0.69. Embora nao existam resultados analiticos
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para o modelo de pesos 6timos, é claro, pela figura, que o aumento do niimero médio
de pontos fixos com ¢ é muito mais suave nesse modelo. E importante mencionar que
medimos também a grandeza (In V) , mas nao observamos diferencas significativas
em relagao aos dados apresentados nas figuras 5.1 e 5.6. A figura 5.7 apresenta
gc (N, @) contra « para o modelo de pesos étimos. No regime em que g. > 0, esta

quantidade é praticamente independente de «.

a5 r
—v— PO x=00
04 |- \ —A— PO k=05
—0— PO x=08
i —0— PGD
—0— K

/

01 os\ v\

A
00N, v
o0g 0

5 N\ g \O\A\

\\D\D\O\S\A\A\A
00! = =
00 02 04 06 a8 10
10/

Figura 5.8: (Y3) contra a.

A figura 5.8, que mostra (Y5) contra «, ilustra a diminuigdo do tamanho das
bacias de atragao dos atratores a medida que & aumenta. Notemos que para a —
0 ( P = 1 nas simulagdes) temos (Y,) = 0.5 para o modelo da pseudo-inversa,
implicando que dinamica seqliencial possui apenas dois atratores £ e —& dividindo
igualitariamente o espaco de configuracdes. O mesmo nao ocorre com os modelos

de pesos 6timos, pois, além desses dois pontos fixos, aparecem ciclos como podemos
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Figura 5.9: Previsao para o segundo momento no caso de bacias uniformes Yy =

exp (—Ng:) contra a para N fixo.

observar na figura 5.7. Os resultados do modelo uniforme sao mostrados na figura
5.9.

Finalmente, a figura 5.10 mostra a estimativa da bacia de atragao dos estados
memorizados como func¢ao de a. Dois aspectos sao merecedores de atengao. O
primeiro é o fato de no modelo PGD as bacias de atracao dos padroes tenderem a
zero para « > 0.5, em concordancia com os resultados de Kanter e Sompolinsky [21].
O segundo, que j4 fora observado na figura 5.5, é a surpreendentemente pequena
influéncia de x sobre as bacias de atragao dos padroes memorizados. Novamente, é
interessante observar que, no limite @« — 0 ( P = 1 nas simulagdes). encontramos
be =1/N1n <2N/2) = (1—1/N)In2 para todos os casos, exceto k = 0.

Consideraremos, a seguir, a dinamica paralela. Como demonstrado por Peretto
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Figura 5.10: Estimativa da bacia de atracao dos estados memorizados como funcao

de .

[49], mesmo com as matrizes de pesos simétricas, a dinamica paralela pode levar a
ciclos de periodo 2. Nao hé diferencas relevantes entre o niimero médio de pontos
fixos para as duas dinamicas, de forma que as figuras 5.1 e 5.6 nao sao modificadas
significativamente. A figura 5.11 ilustra como a dinamica paralela aumenta enorme-
mente o numero de ciclos, exceto para o modelo PGD cujo termo de autointeracao
positiva inibe o aparecimento de ciclos. Devido a estes novos estados estacionarios,
a estrutura das bacias de atragdo é bastante modificada conforme mostra a figura
5.12. O que chama a atencao nesta figura é o comportamento de (Y3) para o modelo
KS na regigo o préximo a 1: surgem uns poucos atratores, que observamos serem
ciclos de periodo 2, dominando praticamente todo o espaco de configuracdes. Outro

fato curioso com relagao ao modelo de pesos étimos com k = 0, mostrado claramente
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por estas figuras, é a independéncia dos ciclos e da estrutura das bacias de atracao

com .

07 r
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Figura 5.11: Funcao g. (/V,«) contra « para a dinamica paralela. N = 15 para a

PGD e N = 16 para os modelos KS e PO.



I —v— PO x=00

—A— PO x=05 g
08 - —0— PO k=08
—— K
i —0— PD
06

<Y >

Figura 5.12: (Y,) contra a para a dinamica paralela. N = 15 para a PGD e N = 16
para os modelos KS e PO.
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Capitulo 6

Categorizacao na pseudo-inversa

Neste capitulo, estudaremos o problema da categorizacao em redes neurais atratoras,
como proposto por Fontanari [31]. O problema consiste em treinar uma rede neural
com um conjunto de exemplos &€ dos conceitos £, aos quais a rede nio tem acesso,
com o objetivo de verificar as condigles e limites a partir dos quais a rede cria
um atrator para estes conceitos. Dados os conceitos, os exemplos sao gerados pela

distribuigao de probabilidade condicional
p(er1€) = s (e~ ) + W5 (v 4 el (6.1)
onde !l = 1,...,Pev =1,...,s num total de sP exemplos (s exemplos para
cada conceito). Os conceitos &' sdo gerados pela mesma distribuicao do capitulo 4,

equagao (4.2),

p({f)=%5(§f—l>+%5(§f—}—l). (6.2)
Na secao 6.1, analisamos a estabilidade dos conceitos e na segao 6.2, a estabilida-
de dos exemplos, em ambos os casos para a formulagdo E da pseudo-inversa definida
pela minimizacao da funcgao (1.14), como apresentado no capitulo 5. Encerramos
o capitulo na secao 6.3, com um estudo da termodinamica do problema da catego-
rizagao no modelo K8 para o limite P finito. Foi possivel estudar a termodinamica

do modelo KS, pois sua matriz de pesos sindpticos € simétrica com os termos de

diagonais nulos. Além disso, sua escolha se justifica, pois como vimos no capitulo
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5, as formulagdes KS e E sao, dentro dos limites de precisao de nossas simulagoes,

idénticas sob todos os aspéctos considerados.

6.1 Estabilidade de conceitos categorizados atra-

vés de exemplos

A pseudo-inversa treinada com exemplos é definida pela minimizacao da energia

Ei= %Z (1-am)’, (6.3)

kv

kv _ _1 kv kv : = : :
onde A" = 758" 30 Ji;€57. A seguir, na secao 6.1.1, obtemos a energia livre e
os parametros de ordem da pseudo-inversa treinada com exemplos e na secao 6.1.2,

a distribuigao de probabilidade das estabilidades dos conceitos e sua fragao de sitios

instaveis.

6.1.1 Calculo da energia livre

Para obter a energia livre por sitio f = —=5 ((In Z))¢rv gr» utilizamos, como nos
capitulos 2 e 4, o método das réplicas para efetuar as médias sobre as varidveis
lentas. Aqui ({ ... ))cw « denota a média sobre os exemplos £ e sobre os padroes
nao memorizados £F. A fungao de particao replicada n vezes Z" = I1, Z? se escreve

da seguinte maneira

7=

Substituindo a energia (6.3), na expressao para a Z", obtemos

- / {Hdﬂ’jé (Qi— %Z(JPJ)Q)}

P J

1 y A -
H/dfcﬁmﬁ (:Egui - Nl/QEf”Z szjf.;c ) eXp [—‘2‘ (1- aﬁm‘)?} (6.5)
J

kvp

exp (—AE?). (6.4)

[Ta7s (Qi -5 (ij)2)

J
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Usando a representagao integral da funcdo delta, 6(¢ —x) =
o [dZ exp (—iZ (A — 7)), e escrevendo 4, = x4, e yi = yl;, pois a fungio de

particao é independente do sitio, obtemos

(2™ erw g = /|:de3’?6 (Qp— %Z(J;’)z)}

=P 0
/ HM exp lzil’zua’ﬁu "52(1 _‘rﬁu)z
kvp 2 kvp 2 kvp
(e ( 7 Sf"ZJféf”) ) 6
kvp 7 gkv gk

Fazendo a média sobre os exemplos £ (j # i), obtemos

(Mg ge = H<<exp< N1/2§k"§k”2% >>> (6.7)
kju ghv gk

= g <cos (N1/2 Z”EiuJ]p)
_lbfk'j§ sin <N1/2 Z.’L‘ky >> . (6.8)
Ek

Expandindo em poténcias de Nﬁ}g, obtemos
(o Newvgr = 11 <exp In El - — (Z:EEVJJP>
kjv
ses(ser)), o
gk
H< (1-5) <25p Jp>2
~ exp | — ok
kjv 2N P e
ng’w (ZEQVJ;’)D . (6.10)
P €k

Fazendo a média sobre os conceitos f;“ (j # 1), obtemos

(o Dewrgr = H<exp [—A:?/foZQ"fﬁny}> (6.11)
pv ¢k

kj

b o~
~ Hcos [Nl/z E grek .riVJp} (6.12)
kj pv
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Expandindo em poténcias de obtemos

—1_
N1/2»

<< . '>>Ek",5"" ~ Hexp { [bz Jf’g gku EZV:I } ) (613)

Finalmente, o termo mediado fica dado por

(oD eno gr Hexp { — ) (Z Jff:’,';,,)

2
{bz Joerer 7 } } (6.14)
onde fica explicita a dependéncia no sitio i através do termo £F¢F.
2
Reescrevendo o quadrado do somatério com o auxilio da identidade (Zp ;1:) =
20 z? + 23 <o TpT, e introduzindo a varidvel auxiliar g,, = % > ijJJ‘-’, a funcao
de partigao fica dada por

() = /(ngga (Q—%Z(ny))

J

/ (H dgpmd (q,m - 5% JfJf)) / (H —dfﬁgffi")

p<o kvp

. - A
eXp |:IZIL'ZVII£,, - 5 Z (1 - ‘Tﬁu)z

kvp kvp

(- b2 ZQP P (1-0) % (Z qpai";'iﬁ‘éu>

kvp kv \p<o

5@ ( by et fck)
A DEEE RO T )} . (6:15)

kp<o

Usando novamente a representagao integral da delta nas duas primeiras integrais

e fazendo as mudancas de varidveis Qp = % e Qoo = —-/-"ﬁ a fungao de particao fica
dada por

n -~ d@p dqpsdqpo 7 ~
(2 = /(EL%i/N)/(H omi/N )eXp [A;Q"Q

p<o

—-N Z qpaYpc + NGO + CING]

p<o

(6.16)
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Gp=1n { / (defj) exp [— ;ij CAS> quJ;J;} } (6.17)

-(1-0)% (qu G ~“) = 5@%‘ (b;&&’ 55)2
=3 4w ( by 6! a:) (b;w x)} }> . (6.18)

<o
P 387

Na derivacao de Gy, foi utilizada a propriedade de automediancia,  ; g (ffff”) =
alN ((g (&&€7))) e ¢, » que resulta na eliminagdo do indice k. No limite N — oo, as
integrais em (6.16) sdo efetuadas pelo método do ponto de sela e a expressao para

a energia livre por sitio pode ser escrita como

1
—Af = Tllllrémextr [NZQPQ NZCIpaQ’pU

p<o

onde o extr é tomado em relagao aos parametros de ponto de sela Qpy Qoo € Gpo-
O préximo passo é assumir simetria de réplicas nos parametros de ponto de sela,

Qp Q doo = q € qps = q (p < 0), 0 que facilita enormemente o célculo analitico

de G] e G().

Calculo de (G,

O que torna o célculo de (¢; complicado é o usual acoplamento entre as diferentes
réplicas, aliado agora ao acoplamento entre diferentes exemplos de um mesmo con-
ceito. Utilizando a identidade (2.11) e a transformacao gaussiana, podemos de-

sacoplar as diferentes réplicas no termo Y p<o Qoo THT; . de modo que a equagao (6.18)
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fica escrita como

= o/ (o) 2/ 1 dwﬁi“)
exp {i;@xu—ag (1
a-»

Dg-9xr@r -9 qZ(bzss )2

vp

-im;zyt,,~i\/a; (b;g,@ :v) z]}> . (6.20)

- E;’;Ei

O argumento da funcao logaritmo pode ser reescrito como

/(HDt )/DZH{/d:rda;exp[ Zxﬂ;u__z 1= 5,)?

(-

L @-0x@)-L© ; (rrags)
g o () )

_ /(I;[Dt,,)/Dz{...}

_ /(HDt,,)/Dzexpnln{...}

:{/OJDQ>/D2H+nM{WH

~ 1+n/ (HDt,,> /Dzln{...}7 (6.21)

onde tomamos o limite n — 0. Dali,

% ~ </ (1:[1m> /Dzln/ (1‘[ dﬁgi“)
exp [Izm _ 32(1 )
a-#)

-y ar -9 i s )

v

\/1——b2—zm ~iya (ngg :L’)z}> . (6.22)

Efiéi
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Utilizando a transformacao gaussiana para desacoplar os exemplos no termo

quadrético (¥, &£Y %, )°, podemos facilmente efetuar as integrais sobre z, e %,

resultando

2 - </<I}Dtv>/Dm/D"H \/A(1—bz)(1Q—q)+1

B A1-A4,)
P < 214+ 2(1-0%)(Q — Q))> >g;’,5i  (62)

onde A, = /(Q — q) b26:E n+ /(1 —b2) qt, + /g bEEY =.

A integral em 7 € gaussiana e pode ser calculada com facilidade, levando a

R

! 2 2 AY, (1 B, )

—5 I [1+2@ -9 (1-0 +sb)}_2(1+A(1_b2)(Q_q))
N(@Q-gW[S, (1~ B, )&

*?H+Au—wa—mu+A@—@u_w+dﬂﬁkwﬁmm>

onde B, = /(1 — b?) gt, 4 ,/q b&;E} 2. Novamente, efetuando as integrais gaussianas
em z e 1, e usando <ZU#“ §f§f>gy (=S (s — 1) b?*, obtemos

% - _(S_Tl)m[HA(l—b?)(Q—q)]
1 ) ) As {1+
—gln[1+A(Q—q)(1”b+5b>] _2(1+A(1(—b2)qu—q))
. N (Q — q)b%s (1 — b+ sb?) (1 +q)

A Q-0 O-qU-Fra) O

Calculo de G,

O calculo de Gy é idéntico ao do capitulo 2, equacao (2.23), e leva a seguinte ex-

pressao
o mdla " - (@ Zj) /Dz qz*
Jo = In ST —-In(Q—2) -n = (
0 2 2 2 1(Q-19)
n n ~ q q
z_lm__ln@__)_n_N_T . (6.26)
2 9 2 4(Q-19) |
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Para finalizar o cdlculo da energia livre por sitio, observamos que, devido a
simetria de réplicas, o argumento da primeira exponencial da equagao (6.16) reduz-
se a equacao

nNQQ + n(n—1) N‘j—Qq, (6.27)

o que leva a seguinte expressao final para a energia livre por sitio

_ A qq 1 L (~ 4 q
M= QQ‘?*#”‘?“(Q‘E)‘;@
(s

—a—;llln [1 +A(Q—4q) (1 — bz)]

—a%ln [1+A(Q_q) (10" + st)]
N As (1 +q)
21+ A1 -0)(Q~-9)
MN(Q—-q)b?[1 — b2+ sb?|(1+q)s
21+ 2(Q—-q) (1 -02)) (1 + A (Q —q) (1 — 8% + sb?))

+

.(6.28)

Calculo dos parametros de ponto de sela

Para obter os valores dos parametros de ponto de sela, partimos das equagoes

df /05 =0e 8f/0Q = 0, de onde obtemos

~ q
- _ _ 6.29
TR0 (629
5 Q-2
= 6.30
Q 20— g’ (6.30)
Substituindo na expressao para [, obtemos
1 1 1 1 1
—)\f = "2'+'2‘1n7f—§ln<§)+§ln(Q—Q)+2—(©g‘_‘—(l—)
-1
s (1-#)]
_a%m 14 2(Q-q) (1= 82+ s2)]
N As(1+q)
2[1+A(1=0")(Q —q)]

20+ A Q- q) (1 =) [1+1(Q —q) (1 —b°+ sb?)]
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Tomando o limite A — co, com Q > ¢, na equacao 8f/0q = 0, obtemos

as

_ . 32
¢=7 (6.32)

Neste limite, a rede apresenta energia de treinamento nula, isto é, os padrdes sao
minimos globais da energia e dizemos que a rede est4d abaixo da capacidade de
armazenamento a < ..

Agora, tomamos o limite A — co, com A (Q — g) = z, na equacéo (6.31) o que
leva a seguinte expressao para a energia de treinamento
Q ., s(+Q

T2z T Y4200

b (1 -0 +sb?) (14 Q) s
AT [ o (10 + sR)] (6.33)

Er =

Da equagdo 0s7/0Q = 0, obtemos a expressao para
2? (1 -8 + sb?) (1 —b?) (as—1) +a s —2(1-8?) —sb?| —1=0. (6.34)

Podemos isolar as da equagao acima, o que leva & seguinte expressao

1+2(1-0%)][1+z(1—0+sb?))
z[l+z(1— b2+ sb?) (1 — b2)]

as =

(6.35)

Tomando o limite £ — 0o, obtemos a capacidade de armazenamento o, = 1 /s, como

esperado.

Substituindo s na equagao Oer/0z = 0, a expressao para Q fica dada por

Q=1 _“C; = (6.36)
onde
o [1+z(1—0) (1 -0+ b)) +b4(s—1) . (6.37)
T+z(1-02+sb2) (1 -8)][1+z(1—-b)][1+xz(1— b2+ sb?)]
No limite b = 0, obtemos C = l—iw, de forma que Q = .

85

e e WIOE TiE B QTECA &
oyt gty SR W G W LR ElDL E:) T EG
ol -UoP INFORMADAD



6.1.2 Calculo da distribuigao de probabilidade das estabili-

dades dos conceitos

Para calcular a distribuicao de probabilidade das estabilidades dos conceitos

We(y) = <<<6 (’y — Al>>J>>£lu " equacao (1.29), acrescentamos a energia (6.3) o
termo linear em h,

Ei:%Z(l—Af”)2+%zk:6(7—Af>, (6.38)

kv
k 1 : k k 1 ¢k .
onde A = N1/2€§ E#z‘ Jijfj € Aiu = Wfiuzg'# Jijf;'w- Dai,

c . 10{(InZ;)) .
We(y) = = Jim 5 —— ", (6.39)

com a funcao de particao dada por

Zi(h) = [ [HdJijé (Qi “¥Z <Ji->2)} exp[-AB: (3 b)) (640)

J
Aqui, h é uma varidvel auxiliar cujo significado fisico é irrelevante para nossa analise.
O primeiro termo da energia garante a solugéo de (1.13) e o segundo termo é utilizado
para obtencao da distribuicao de estabilidades dos conceitos. Devido a equagao
(6.39), o procedimento para célculo de W€ (y) é anilogo ao empregado no calculo da
distribuicao de probabilidade das estabilidades de um padrao de teste, apresentado
no capitulo 4. Como o termo Gy nao muda, basta recalcular G; a partir da nova

energia (6.38), o que leva a seguinte equagao (andloga a eq. (6.23))

% - </ (ry[DtV> /Dzln/Dn
/dy<5 (y —Vaz—(Q— q)n) exp (—Ahé (v — )

1 A(1-A, )
1:[ \//\(1—572) Q-—g+1°® <_2(1+)\(1—62)(Q~q))>> (6.41)

€764
onde A, = /(Q — q) b2:& n+ /(1 —b?) qt, + \/q b&E = Assim,
. . 1oG
We (7)== Jim === (6.42)
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Notando que as integrais que aparecem em (6.42) séo todas gaussianas e lem-
brando também dos resultados do capitulo 2, equagao (2.48), e do capitulo 4, equagao
(4.20), concluimos que a distribuicao de probabilidade das estabilidades dos con-

ceitos pode ser escrita como

W) = (Wire, (1)) g . (6.43)

onde wgy ., (7y) é uma distribuigido gaussiana, dada por

_ 2
1 1 (7= TVere,
. _ 1 I N ) 6.44
wEi W& (7) WGXP [ 2 ( 66;’,6:' ) } ’ ( )

para &Y e & (v =1,...,s) dados. Com isso em mente, podemos calcular somente os
dois primeiros momentos de wg, ¢, (77) e reconstituir a distribuigao de estabilidades
desejada. Para tanto, basta substituirmos 6 (v — y) por y e y* na equagao (6.41) e

eliminarmos as médias sobre §; e .

Calculo do primeiro momento

Substituindo 6 (v — y) por ¥ na equagao (6.41) e seguindo o procedimento de calculo
do capitulo 2, obtemos

%ﬁz/<HDt,,)/Dz{—(S;1)1n 1+A(1-8)(Q-9)]

—%1n[1+/\(Q—q)(1—b2+sb2ﬂ — Ahy/q 2
sA LD, B AN (B
204+A(1-)(Q@-q)] 20+A(1-0)(Q~q)

N(Q-9h(+21-1)(Q-q) b, && (1= B
i 20+ XMQ -9 (1 —=02+s)][1+A(1—-)(Q —q)] }= (6.45)

onde B, = /(1 — b?) qt, + /q b&:&) =.

O primeiro momento, para dados £} e §;, obtém-se de

1

N o (GY
Veve, = "

)Ef,fi

= (6.46)

h=0
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resultando

Tere = | (1:[ Dt") [Petvaz+ 1+ i Eg = Z; 1(712_ gf; sb?)]

A (Q-9)bT, & B, }
[1+)\(Q—q)(1—b2+sb2)] '

O primeiro e o terceiro termos sao lineares nas varidveis de integragao e, portanto,

(6.47)

nao contribuem. Sobrevive apenas o segundo termo, resultando

Teve = 1+)\(Q—Q) (1—b2+sb2)'

Agora, devemos tomar o limite A — oo das duas maneiras discutidas anterior-

(6.48)

mente. Para o < o, = 1/s, obtemos a seguinte expressao para o primeiro momento

b ZV &f:

Ny g = et 6.49

ryﬁi £ (1 — b+ sz) ( )
e para a > o, = 1/s, onde A (Q — q) = z, obtemos
— - xb Zv 516:/

Ve T T4 g (1— b2 + sb?) (6.50)

Aqui, = é dado pela solugdo de (6.34). Note que para T — 00 (o = a.) os dois

limites coincidem.

Ciélculo do segundo momento

Substituindo & (¥ — y) por ¥ na equagéo (6.41) e seguindo o procedimento de calculo

do capitulo 2, obtemos

GY)ev e, 5—
S_T)Tfﬁ:/(HDt,,>/Dz{—( 21)]11(1—!-)\(1—52)(@—‘1))
_%hl[1+>\(Q_q)(1_b2+sb2) +22h (142 (1- %) (@ - ) (@ - 9)]

sA 223, B, —AY, (B,
oA @ M Z2+2(1%A(1—b§(65—3))
[22hy/g A/@-9 1+ 2(1-)(@Q~9) W

@-ars.ee (-B)]
O+ A(Q — q) (1 — B + sb?)

F2AR(1+A1 =) (Q-)(Q@-gl(1+A(1-8)(Q—9)

. (6.51)

/
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onde B, = /(1 ~b?) qt, + /q b&:€Y 2
O segundo momento, para dado £” e §;, obtém-se de

3(6'?)5;,5,}
h=0 ’

5 (6.52)

resultando

— (T4+X(1—-10? - - 0
%m&=:/<HDt>/D{ Q0@
C2A/I(Q-bY & B 22 /G(Q—q)bT, &L 2
Q+MQ-q) (1 -8 +s2)) " (1+A(Q—q)(L— 8+ sb?))
N(Q-g (T, &) L X Q-9 P (5,68 B )
I+MQ - (=82 +sb2)*  (1+A(Q—q)(1—b2+ sb2))?
_ZV(Q—quWZLQQU(ZV&SZ%)}
(1+X(Q —q) (1 -8+ sb2))? '

(6.53)

Os termos lineares nas variaveis z e t, resultam nulos na integracao, enquanto

0s termos quadraticos fornecem o préprio coeficiente, o que leva & equacao

., = UHA0-0)Q-0)@-9q) = N(Q-¢ (T, &)
Ve LHAQ -0 -8+ T T1A(Q—q) (1- b2+ sb2))?
2Xg (@ — q) b’s M (Q — q)° gbts?

AFAQ-9 -V +s0) T (14 A(Q g (102 +s0%)’
X Q- g8 (1-1)q e
T Qe T ) / <HDt ) (2};5@. tu> . (6.54)
Usando [ (T, Dt,) (&, £:£°t,)* = s, escrevemos

Ve, = UHAI-P)Q-9)(@Q-q)  _ X(@Q-9" (L&)’
Tere 1+ A Qg (-2 +s2) 1 (14 A(Q — ) (1 — b2 + sb2))?
2Xq (Q — q) b%s X (Q — q)° gb*s?

TAFNQ - (-P ) T+ N O =) (1 0+ sb2))?
X (Q - "B (1-8)q
(1+/\(Q—q)(1 —b2+3b2))2'

Para o < o, = 1/s, devemos tomar o limite A — oo. com qg < @, o que, com

(6.55)

2 _ —i . =2 N . ~ . .~ .
66;’,& =Y Ve e leva a seguinte expressao para a varlancia

»  _ QU0
65;’,&' -

1 — b2 4 sb?’ (6.56)
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com @ = as/ (1 — as), equagao (6.32).
Para o > o, = 1/s, tomamos o limite A (Q — q) — z, obtendo
QU+ (1 -8+ sb”)] + a7 (L, 66 )
—2Qzb?s [1 +x (1 — b% + sb?)]
+Qz?b%s (1 — b% + sb?)
142 (1 - b2+ sb2))? ’

onde r e () sao dados por (6.34) e (6.36), respectivamente. A variancia é entao

Vv, = (6.57)

escrita como
52— Q{l+z(1 -2+ x (1 — b+ sb?)]}
sk [1+z(1— b2+ sb2)] '
Agora, a dependeéncia em &; e £ da funcao Wev ¢, (7). equagao (6.44), pode ser

(6.58)

posta na forma
Zfzfzy =2n, — s, (6.59)
v
onde n; € o nimero de sitios em que §;§} = +1, levando a wi ¢, (7) = wf, (7).

Finalmente, a equagao (6.44) pode ser mediada em &; e £, o que fornece a

seguinte equacao

We(y) = (wi, (),

B ni:o <7j+> (1 ; b) ) (1 ; b>s_mwfu () (6.60)

Cdlculo da fragao de sitios instaveis

A medida da estabilidade do conceito ¢' é dada pela fracdo média de sitios instéveis

de &', obtida por
0
€ = dyWe (), (6.61)

— 0

onde W () € a distribuigao de probabilidade das estabilidades dos conceitos. dada
por (6.60).

No regime o < . = 1/3, a fragao de sitios instaveis média nos conceitos é escrita

L)) )
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ler . (2n, —s)b
2 ot [\/ZQ (1-82)(1—b2+ sb2)j| ’ (6.:62)

onde @ = as/ (1 — as). No regime a > a. = 1/s, €. é escrita como

s\ [1+b\™ <1-—b>""+
€ = —_— —
=05 G

lerfc z(2ny — s)b

2 [\/ZQ{(l—b2)a:[a:(1—b2+sb2)+2]+1}
onde z e () sao dados por (6.34) e (6.36), respectivamente.

} (6.63)

05

04

03

02

0.1

00 1 L 1 1 1 1 1 i ]
00 04 08 12 16 20

Figura 6.1: Erro de categorizagao contra «, para d = 0.2. As curvas sao, de baixo

para cima, para s = 25, 20, 15, 10, 5 e 1.

A figura 6.1 mostra o erro de categorizagao contra « para uma rede treinada com

s exemplos a distancia d = 0.2 dos conceitos. Em todas as curvas o pico ¢, = 0.5
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Figura 6.2: Erro de categorizagao contra d, para o = 0.6. As curvas sao, de baixo

para cima, para s = 25, 20, 15, 10, 5 e 1.

ocorre para o = ¢, = 1/s. Para a < «, a rede est4 criando atratores novos para
cada exemplo apresentado. Para a > «. ocorre uma diminuicao abrupta no erro
de categorizacao, que logo passa a aumentar novamente. O limite @ — oo leva a
€. = 1/2.

A figura 6.2 foi obtida para o = 0.6. Para s = 1, recuperamos o comportamento
apresentado na figura 4.1. Apenas esta curva nao estd na regiao a > a.. Aqui.
novamente, aumentando o nimero de exemplos s o erro de categorizacao diminui.

A figura 6.3 permite uma melhor comparacao com o conhecido problema da
categorizacao do modelo de Hopfield. Como 14. aqui existe uma regiao acima da qual
o erro de categorizacao sempre diminui, nesta figura s. = 1/a, = 2. E interessante

notar, entao, que a categorizacao na pseudo-inversa para « nao nulo é similar a
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Figura 6.3: Erro de categorizagao contra s, para a = 0.5. As curvas sao, de baixo

para cima, para d = 0.01, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 e 0.49.

categorizacao no modelo de Hopfield para P finito (a = 0).

6.2 Estabilidade dos exemplos

A fim de complementar o estudo da segao anterior, vamos calcular a distribuicao de

probabilidade das estabilidades dos exemplos e sua fracao de sitios instaveis.
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A2 (Q - 9)° (1—b?) (5, &&Y)°
SL+XAQ-q) (1 =) [1+A(Q—q)[1+ (s— 1)
g (Q —q)* (1= b)) [1 4 (s — 1) ¥
[1+2(Q- )(1—b2)]2[ AMQ-q)[1+(s— 1)

N X0 (Q - 9’ (5, &€’
sI+A(Q—q) 1 -] [1+X(Q—q) (1— b+ sb?)]
QA% (Q — g)*[1 + (s — 1) b’

+ > 3 (6.69)
L+2Q-9) (1= 1+MQ—q)[1+(s—1)]
Tomando o limite A — oo com « < a, = 1/s, obtemos
Perg =1, (6.70)

de forma que w§, ¢ (7) = 6 (y — 1,), conforme esperado. A variancia fica dada por
5?5’51 = 0, neste regime.

Ja o limite A — oo, para @ > o, =1/s, leva a

5 _ka- b2))? Q _ 2%2Q (145 (s — 1)]
T 4z -)) l420-2)P [Q+z(1-0)1+2)
b (1 - 1) (%, &£Y)°
sl+z(1 - [1+z[1+(s—1)b?
Qb2z2 (1 — b2) [1 + b2 (s — 1))
M4+z(1=-) 14214 (s—1)82
%z (T, :6Y)?
s[l+z(1—0)][14+z[1+(s—1)02)
Qb2z2[1 + (s — 1) %)
[1+.’L‘(1—bQ)][l‘F.’E[].—F(S—l)bQ]]Q ’

(6.71)

onde z e () sao dados por (6.34) e (6.36), respectivamente.
Novamente, escreve-se Y, £,£Y = 2n; — s, onde n; € o nimero de sitios em que

£:€Y = 41, e a equagao (6.65) pode ser mediada em ny, levando a seguinte expressao

We(y) = <w§n+_s (’Y)>n+

BT w0 e




Calculo da fragao de sitios instaveis

A medida da estabilidade dos exemplos £ é dada pela fracdo média de sitios

instaveis de £, obtida por

= [ @), (6.73)

onde W () é a distribuigao de probabilidade das estabilidades dos exemplos, dada
por (6.72).

No regime a < a. = 1/s, €. é nula, pois todos os exemplos sao armazenados
corretamente. No regime o > o, = 1/, €, é escrita como

1S s\ [14b\™ [1-b\"™ 1%y,
= 2y (=2 RLLEN 74
€e 272220 <n+>< 5 > < 5 ) erfe \/;6n+ (6.74)

A figura 6.4 mostra a fragao de sitios instaveis dos exemplos €, contra « para d

fixo e vérios valores de s. H4 um aumento mondtono de ¢, & medida que @ aumenta.
Notar que para a < a. = 1/s os exemplos sao estiveis, isto é, ¢, = 0. Esta regiao
(e. = 0), corresponde, na figura 6.1, a a abaixo dos picos nos quais ¢, = 0.5.

O fenémeno da categorizagao fica mais claro na figura 6.5, onde pode-se ver que
a partir de s, = 1/a. = 2, a fragao de sitios instaveis dos exemplos ¢, contra s para

« fixo e varios valores de d aumenta monotonicamente.

6.3 Analise termodinamica para P finito

O problema da recuperacao dos padroes armazenados em redes neurais atratoras
pode ser estudado investigando-se a correlagao de recuperagao no equilibrio. No
caso de redes com matrizes de pesos simétricas e com termos diagonais nulos, é
possivel realizar o estudo termodinamico desse problema. Para a formulacao KS da
pseudo-inversa, esse estudo foi feito por Kanter e Sompolinsk [21] para « geral. Nesta
secao, estudaremos a termodinamica do problema da categorizacao na formulagao

KS da pseudo-inversa para P finito (mais precisamente, para P = 1).
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Figura 6.4: Fragao de sitios instaveis dos exemplos contra «, parad = 0.2. As curvas

sao, de baixo para cima, para s = 1, 5, 10, 15, 20 e 25.

Conforme mencionado, o problema da categorizagao consiste em estudar a re-
cuperagao de um conceito €', ao qual a rede s6 tem acesso através do conjunto de
exemplos &', dados pela distribuicao de probabilidade condicional (6.1).

Nossa rede é definida pela energia
1 -
E = —5 z_;:j JijSiSj; (670)

onde os pesos sindpticos sao dados pela equacao (5.1), Ji; = % P f}“fjl" (C"I)W
com os termos diagonais nulos, J;; = 0.

Utilizando a expressao da energia e fazendo a mudanga de varidvel m, = my, =
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Figura 6.5: Fragao de sitios instdveis dos exemplos contra s, para o = 0.5. As curvas

sao, de baixo para cima, para d = 0.01, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 e 0.49.
% S, EVS;, obtemos a seguinte expressao para a funcao de particao

zZ = 'l;rexp {-BE}

dm,dm ) N BN ~1
= / [];[ gﬂ L‘:! exp {l;mumu + N ; (C )}w mum,,}
e 1
Tgrexp {_N Xﬂ:m# ;gi“si} . (6.76)
Fazendo m,, = :—7]% e explicitando a média sobre as variaveis £}V e £, obtemos
dm,dm,, . BN .
<<Z>>€ku,£k = / lrl;‘[ QW—MV—jI exXp {N ;m#m# + “‘2— ; (C >,u1/ m#m,,

(sl g, o
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onde utilizamos o fato dos elementos C,.v serem automediantes no limite de P finito

21]. Istolevaa C,, =1e C,, = b? para v. A matriz inversa (C™!), pode ser
pp " K pv

facilmente calculada, resultando

_ -1 140° (s—2)
Go=(C7),.= (1—52)(1— 0%+ sb?) (6.78)

I b’
(C >u¢v (1 02) (1 — b2+ sb?)

Efetuando a soma sobre S;, reescrevemos a funcéo de particao como

UZ)) erv g1 = / [H %’%J exp {—ﬁN [Z ™m,m,

+§ 3 (al)w m,m, + <<ln2cosh (Z ’mug}“) >> } } , (6.80)
v L £lv g1

onde utilizamos a propriedade de automediancia % g (6VE) = (g (£€Y))

C]E

(6.79)

€161
No limite N — oo, as integrais em dmy, e dm, podem ser efetuadas pelo método

do ponto de sela, levando & seguinte expressao

—Bf(8,m) = extr {z m,m,, + g Z (C_l)uv m,m,
I pv

+ < <1n2cosh (Xu: m,g}“) >>£1u,€1} . (6.81)

Da equacao df/0m, = 0, obtemos

M= =03 (C7), m, (6.82)
que, substituindo na expressao para f, leva a
_ 1 -1 1 -1 1u
f=3 #Z (c )W mymy = <<ln2coshﬁ (uz (C )W my €| o (6.83)

Usando as equacGes (6.78) e (6.79), a equacio anterior pode ser escrita como

1 1
f = ECO Zmi + EC] Z m,m,
% p#EY

_% <<ln 2cosh 3 (C’o Zml‘@l“ +C1 > myfilu) >> . (6.84)

N#V 511’751
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Vamos nos concentrar no caso geral de solugoes assimétricas, com m,, = m; para

p#=1em, = mg_q para u > 1. Substituindo my, = my para p = 1em, = m,
~ - . 1

para g4 > 1 na expressao para a energia livre, além de fazer X, ; = 1 & Hel a

equacao 0f/0m, = 0 permite-nos escrever
C()ml + Cl (3 — 1) Mg.1 = <<[CO + Cle—l] tanh {ﬁE}))El,,’El . (685)
Ja a equacao f/Om,_; =0, leva a

(S - 1) (C() - C]) Me_1 + C] (S - 1) [m1 + (8 — 1)77’1,8_1] =
{({lls = 1) Cr+ X1 (Co+ (s — 2) C1)] tanh {BZ}))u, o1, (6.86)

onde

= = Comy; + C (8— 1) Mg_1 +

+ X1 [Crmy +my_y (Co + (s = 2) Cy)]. (6.87)

Apesar de sua aparéncia complicada, este sistema de equacoes tem uma solugao

analitica extremamente simples, a saber,

my = tanh (8m;) (6.88)

me_1 = b*my. (6.89)

Observe que tanto m; como M- independem de s. Fica claro, entao, que nao ocorre
categorizagao no limite P finito, ao contrario do modelo de Hopfield. onde para um
dado nimero critico de exemplos s., ocorre uma transicao descontinua para o regime
M1 = Ms-1, que corresponde a fase de categorizagao. Note que ocorre uma transicao

continua para o regime paramagnético em 3 = 1.
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Capitulo 7

Conclusao

O objetivo principal desta tese foi estudar as propriedades de recuperac¢ac de memé-
rias em dois dos mais populares modelos de redes neurais atratoras: a rede pseudo-
inversa e a rede dos pesos étimos. Além disso, estendemos a anélise da. categorizacao,
anteriormente restrita ao modelo de Hopfield, para o modelo da pseudo-inversa.
As propriedades de recuperacéao foram abordadas por trés métodos. No primeiro
método, nossa andlise tratou de redes neurais extremamente diluidas, onde o nitmero
médio de conexdes C é muito menor que o logaritmo do niimero de neurénios N.
Neste caso, uma vez que a dindmica do primeiro passo [29] torna-se exata para
qualquer tempo [14] [24], pudemos levantar o diagrama de fase do modelo da pseudo-
inversa no espaco («,T). Aqui, o é a razdo entre o niimero de padroes armazenados
P e a conectividade C; e T é o parametro que mede a intensidade de ruido na
dindmica neural. Assim, generalizamos a anélise anterior restrita 3 T = 0 [27].
Também obtivemos o diagrama de fase para a rede dos pesos 6timos no espago
completo de parametros (a,x,T), onde k é o parametro de margem, introduzido
originalmente para controlar a bacia de atracio das memdrias. Até este trabalho (28],
a anélise da rede dos pesos 6timos estava restrita ao regime de saturacio a = a, (k)
[24] [26]. Para os dois modelos, fomos capazes de delimitar uma fase de recuperacao,
outra de nao-recuperagéo e uma terceira fase em que ambas as solugbes coexistem.

Um dos principais resultados dessa abordagem foi mostrar que para o modelo dos
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pesos 4timos os padrdes memorizados, apesar de serem pontos fixos da dinamica
neural, possuem bacia de atragao nula para k =0 e a < 2.

A segunda maneira de estudar as propriedades de recuperacao consistiu numa
técnica analitica original para investigar a natureza da vizinhanga dos padroes
armazenados &'. Particularmente, calculamos a fragio de sitios € que se tornam
instaveis quando d sitios do padrao armazenado sao alterados. Esta pode ser uma
maneira interessante de caracterizar um modelo de meméria associativa, pois so-
mos capazes de imaginar uma dindmica que garanta a recuperagao dos padroes
armazenados quando € ~ d. De fato, basta que tal dinamica apenas altere um
sitio se o numero de sitios instaveis diminui. Segundo esta dinamica hipotética,
memorias na rede pseudo-inversa (figura 4.1) seriam mais facilmente recuperadas do
que memorias na rede dos pesos 6timos (figura 4.2) pois aquela tem a vizinhanca
mais suave que esta. K importante notar que esses resultados sao independentes
do grau de diluicao da rede. Pretendemos, em breve, estender esses calculos para o
modelo da pseudo-inversa com viés nao-nulo (a # 0).

A terceira maneira pela qual estudamos as propriedades de recuperagao foi pela
enumeracao exaustiva dos atratores das redes pseudo-inversa e pesos 6timos comple-
tamente conectadas (C = N), através de um algoritmo numérico bastante eficiente
[30]. Utilizamos trés formulagoes distintas para obter os pesos sinipticos da rede
pseudo-inversa, apresentadas no capitulo 5. Duas dessas formulagoes, o modelo KS
e o modelo E, sao, dentro da escala de comparacao utilizada, idénticas sob todos
os aspectos considerados. O modelo PGD difere do KS apenas por ter os termos
diagonais da matriz de conexao nao nulos. Conforme j4 era conhecido da literatura
[46]. o nimero de pontos fixos para a pseudo-inversa cresce exponencialmente com
o tamanho da rede (figura 5.1). O resultado original dessa figura foi a determinacao
da dependéncia, também exponencial, do nimero de pontos fixos do modelo dos
pesos 6timos com o tamanho da rede. Dois aspectos marcantes no que se refere
ao modelo dos pesos 6timos sdo a quase desprezivel influencia do parametro de

margem K no tamanho da bacia de atragdo dos estados memorizados (figura 5.5)

102



e a nao homogeneidade das bacias de atragdo de seus atratores quando x = 0 (fi-
guras 5.3 e 5.4). Ainda para a rede dos pesos étimos, a anélise numérica mostrou
que a bacia de atragdo dos estados memorizados nao é nula para k = 0 (figura
5.10). Para a dinamica paralela, verificamos a predominancia dos ciclos de periodo
dois sobre os pontos fixos (figura 5.11 e 5.1). Particularmente, para o modelo KS
préximo a saturagdo (@ — 1), esses ciclos dominam praticamente todo o espago de
configuragdes, pois (Y3) — 1 (figura 5.12).

Finalmente, estudamos analiticamente o problema da categorizacao no modelo
da pseudo-inversa, que é a capacidade da rede treinada com exemplos de um conceito
desenvolver um atrator para este conceito. Fomos capazes de identificar um regime
de operagao no qual pode-se dizer que o modelo da pseudo-inversa apresenta a
capacidade de categorizagao a partir de um certo nimero de exemplos s, = 1/a,
acima do qual a rede tem o erro de categorizagao diminuindo monotonicamente com
s (figura 6.3). De fato, esses resultados sao bastante similares aos obtidos para o
modelo de Hopfield no limite de P finito [31] [35], exceto pelo fato de ¢, aumentar
com s para s < S, na pseudo-inversa, enquanto €, praticamente independe de s no
modelo de Hopfield. Por ltimo, o estudo da termodinamica do modelo KS para
P finito demonstrou nao ocorrer categorizagao neste limite, contrariamente ao que

ocorre no modelo de Hopfield.
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