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Resumo

Redes neurais atratoras saG redes de neuronios artificiais com realimentac;ao e

sem estrutura de conexao pre-definida. Estes tipos de redes apresentam uma rica

dinamica dissipativa e saG freqiientemente utilizadas como memorias associativas.

Tais dispositivos tern a propriedade de recuperar uma memoria previamente ar-

mazenada, mesmo quando expostos a informac;ao parcial ou degradada daquela

memoria. Armazenar uma memoria significa criar urn atrator para ela na dinamica

da rede e isto e feito especificando-se adequadamente os pesos sinapticos. Nesta tese,

nos concentramos basicamente em duas maneiras de se definir os pesos sinapticos,

que dao origem ao modelo da pseudo-inver-sa e ao modelo dos pesos otimos.

Para redes neurais extremamente diluldas, onde a conectividade Ceo nllinero

de neuronios N satisfazem a condic;ao C « In N, obtivemos os diagramas de fase no

espac;o completo de parametros dos modelos da pseudo-inversa e dos pesos otimos

atraves da analise da dinamica da correlac;ao de recuperac;ao dos padroes armazena-

dos.

Alem dissu, investigamos as propriedades de recuperac;ao de redes neurais com-

pletamente conectadas atraves de duas abordagens: a investigac;ao analltica da vizi-

nhanc;a dos padroes armazenados e a enumerac;ao exaustiva dos atratores por meio

de simular;oes numericas.

Finalmente. estudamos analiticamente 0 problema da categorizar;ao no modelo

da pseudu-inversa. A categorizar;ao em redes neurais atratoras e a capacidade da

rede treinada com exemplos de urn conceito desenvolver urn atrator para este con-

ceito.



Abstract

Attractor neural networks are feedback neural networks with no pre-defined con-

nection structure. These types of neural networks present a rich dissipative dynam-

ics and, in general, are used as associative memory devices. Such devices have the

capacity to retrieve a previously stored memory, even when exposed to partial or

degraded information. To store a memory means to create an attractor for it in the

network dynamics, and this is done by specifying the set of synaptic weighs. In this

thesis, we concentrate on two classical ways of specifying the synaptics weighs: the

pseudo-inverse and the optimal weighs models.

For extremelly diluted neural networks, for which the connectivity C and the

number of neurons N satisfy the condition C « in N, we obtain the phase diagrams

in the complete space of the model parameters through the analytical study of the

retrieval overlap dynamics.

We also investigate the retrieval properties of fully connected neural networks us-

ing two approaches: the analytical study of the neighborhood of the stored patterns,

and the exhaustive enumeration of the attractors via numerical simulations.

Finally, we study analytically the problem of categorization in the pseudo-inverse

model. Categorization in attractor neural networks is the capacity to create an

attractor for a concept to which the network has had access only through a finite

number of examples.



Capitulo 1

Introduc;ao

Talvez 0 objetivo mais audacioso do estudo de redes neurais seja entender 0 fun-

cionamento do cerebro humano. Nas liltimas decadas, fizeram-se grandes progres-

sos na compreensao de como redes de neuronios realizam 0 processamento senso-

rial, particularmente em como 0 cerebro faz 0 processamento visual. Entretanto,

deseja-se nao so entender como 0 cerebro realiza essas fun<;oes,mas tambem as di-

tas fun<;oessuperiores, como 0 aprendizado, a intelig€mcia e a consciencia. Alem

disso, 0 estudo de redes neurais pretende descobrir como se poderia construir redes

de neuronios artificiais com tais propriedades. Apesar desses ambiciosos objetivos,

a implementa<;ao destas fun<;oesatraves de redes neurais tern encontrado gran des

dificuldades e limita<;oes. Mesmo quando utilizadas como memorias associativas ou

para fazer reconhecimento de padroes - aplica<;oesonde as redes neurais SaGmais

bem sucedidas - nao se pode dizer que 0 sucesso tenha sido total.

Os modelos de redes neurais tern demonstrado possuir algumas fun<;oesCOglll-

tivas, como as ja citadas memoria associativa e aprendizado. Sao capazes tambem

de categorizar;iio, que e a habilidade de criar urn atrator para urn conceito a partir

de exemplos com caracterfsticas comuns. Os modelos de neuronios utilizados sao

uma simplifica<;aofabulosa do neuronio real. A pergunta que se coloca e saber como

urn conjunto de elementos simples pode apresentar comportamentos tao complexos

como memoria, aprendizado e categoriza<;ao, entre outros. Mesmo se considerar-



mos 0 neuronio real, com toda a riqueza de detalhes ainda parcialmente conhecidos,

como uma rede composta de tais neuronios pode apresentar comportamentos tais

como as fun<:;oesde raciocfnio e abstra<:;ao? Nas liltimas decadas, grande aten<:;ao

vem sendo dada ao estudo do comportamento coletivo de conjuntos de elementos

simples. Sao as propriedades eme'rgentes desses sistemas, que aparecem, em geral,

atraves do fenomeno das tmnsir;oes de fase, tornando seus comportamentos impre-

visiveis e surpreendentes. Exemplo de comportamento coletivo SaGas propriedades

magneticas de sistemas de spins. Como la, nao seria a inteligencia uma propriedade

emergente do comportamento coletivo de grandes conjuntos de neuronios?

No esfor<:;ode compreender melhor as redes neurais, uma das abordagens possfveis,

particularmente a qual os ffsicos tem-se envolvido mais, e a modelagem teorica e

numerica de redes de neuronios artificiais. Antes de descrevermos 0 neuronio artifi-

cial, concentremo-nos por urn momento no neuronio 'reale em redes desses neuronios,

em especial no cerebro de mamiferos superiores.

Muito simplificadamente, 0 neuronio pode ser dividido em tres partes: os dendri-

tos, que coletam os sinais de outros neuronios; 0 soma, que transforma os sinais de

entrada em urn sinal de saida; eo axonio, que transrnite 0 sinal de safda para outros

neuronios. Numa rede neural os neuronios estao coneetados atraves de sinapses,

que SaGpontos de contato entre dendritos e axonios. No cerebro de mamfferos, cada

neuronio esta coneetado em media com 104 outros neuronios, tendo 0 cerebro hu-

mana em media 1010 neuronios [1]. Os neuronios comunicam-se por meio de pulsos

eletricos que se propagam atraves dos axonios mantendo sua forma e amplitude,

ate atingirem as sinapses, onde neurotransmissores fazem a ponte com os dendritos

de outros neuronios, criando 0 potencial p6s-sinaptico. Os potenciais pos-sinapticos

gerados na arvore dendrftica propagam-se com atenua<:;aopara 0 soma, onde SaG

integrados. Se a somatoria dos potenciais pos-sinapticos que chegam ao soma num

certo intervalo de tempo e superior a urn certo limite, 0 neuronio dispara urn pulso

que se propaga por seu axonio, alcan<:;andoas conexoes sinapticas com os dendritos

dos neuronios aos quais esta conectado. A contribui<:;aode uma entrada pre-sinaptica



ao potencial pos-sinaptico caracteriza a eficiencia sinaptica. Vma sinapse pode ser

tanto excitatoria como inibitoria, mas como existe uma grande variedade de fontes

de ruido sinaptico, a transmissao de urn sinal at raves de uma sinapse acaba tendo

urn carater probabilistico [2].

Quanto a arquitetura das conexoes, as redes de neuronios artificiais ou simples-

mente redes neurais podem ser divididas em duas grandes categorias: uma de redes

com estruturas de camadas sem realimentac;iio, da qual saG exemplos os percep-

trons: e outra de redes com realimentac;iio, sem uma estrutura geometrica definida,

chamadas de redes neumis recorrentes ou redes neumis atmtoms. As redes tipo

perceptron tern uma dinamica muito simples: a informac;ao propaga-se num fiuxo

continuo de atividade neural da primeira para a ultima camada. Esse tipo de rede e
encontrado nos estagios iniciais do processamento sensorial. Ja as redes recorrentes

apresentam uma rica dinamica de atratores. A entrada e assumida como sendo 0

est ado inicial da rede, que evolui segundo sua dinamica para atratores, pontos fixos

ou ciclos da dinamica. Sob certas condic;oes a dinamica da rede pode apresentar

comportamento caotico [3] [4].

Como 0 proprio nome indica, 0 sistema fisico denominado rede neuml recebeu

forte infiuencia da analogia com sistemas biologicos reais. Embora muitos dos termos

utilizados no estudo desses sistemas fisicos preservem os nomes provenientes da

motivac;ao original, a abordagem fisica desse problema ganhou a autonomia de uma

disciplina independente.

Dada a complexidade do neuronio real, nos modelos de redes neuralS saG uti-

lizadas muitas simplificac;oes. Procura-se pelo modelo mais simples de neuronio, e

da rede como urn todo, que possa abarcar 0 maximo de propriedades relevantes das

redes reais. Com tal proposito em mente, McCulloch e Pitts [5] introduziram, em

1943. a noc;ao de neuronio formal como urn elemento logico simples de dois estados

e mostraram que redes desses elementos podiam implementar func;oes logicas. A

unidade basica para os modelos de redes neurais artificiais abordados nesse trabalho

saG estes neuronios formais, reduzidos a elementos logicos simples de dois estados,



com fun<;oesde ativa<;aobem definidas, eventualmente estocasticas.

Vma rede neural artificial e composta por urn conjunto desses neuromos que

interagem atraves dos pesos sinapticos. Hebb propos em 1949 aquela que viria a

ser a regra mais utilizada para especificar os pesos sinapticos [6]. Nesta proposta, a

representa<;ao de conceitos no cerebro se faria pela taxa de disparo de conjuntos de

neuronios e 0 aprendizado pela modifica<;aodos pesos sinapticos entre os neuronios.

as pesos sinapticos podem assurnir valores reais e, como veremos em se<;aoposterior

Nesta tese, nos concentraremos na utiliza<;aodas redes neurais como memorias

associativas. Tal dispositivo tern a propriedade de recuperar uma memoria pre-

viamente armazenada, mesmo quando exposto a informa<;aoparcial ou degradada

daquela memoria. Na ausencia de ruido, 0 estado de urn neuronio no instante t + 1

e fun<;aoda soma dos estados dos neuronios com que inter age mediados pelos pesos

sinapticos Jij,

Hi (I + 1) ~ sign [ Jc ~ JijHj (I)] .

Aqui Si (t) eo estado do i-esimo neuronio no instante t, que pode assumir os valores

-1 else 0 neuronio estiver, respectivamente, inativo ou ativo; Jij e 0 acoplamento

sinaptico entre os neuronios i e j; os indices i e j correm sobre todos os neuronios

Em redes neurais atratoras, urn padrao (ou memoria) l e represent ado pelo vetor

t"l = (~i,~&, ... , ~~), onde ~~e 0 estado do neuronio i quando 0 padrao l e recupe-

rado. Vma rede neural e dita uma memoria associativa se para urn dado conjunto

de padroes armazenados {t"l} com l = 1, ... , P, as respecti vas configura<;oessan

atratores da dinamica neural. Dada uma configura<;aoinicial da rede Si (t), a pro-

ximidade do padrao t"l a este estado, chamada de correlafiio de recupemfiio com 0

padrao armazenado l, e definida como

ml (t) = ~ L ~~Sdt).
t



Dado a correla<;ao de recupera<;ao do estado inicial da rede ml (0) com a padrao

~I, esta evolui de acordo com sua dinamica e, eventualmente, alcan<;a a padrao

armazenado, tal que ml (00) ~ 1. Daf a denomina<;ao de memoria endere<;avel

par conteudo para este tipo de sistema. Em geral, as componentes dos padroes ~J
sao variaveis aleatorias estatisticamente independentes, geradas pela distribui<;ao de

p (~n= ~8 (~J- 1) + ~8 (~i+ 1) ,

Pode-se dizer que a envolvimento da Ffsica com a estudo de redes neurais ganhou

maior impulso a partir 1982 com a trabalho de Hopfield [7],onde foi lan<;adoa con-

ceito de energia computacional, que caraeteriza a estado da rede. Nesta abordagem,

a energia associada a determinado estado 8 e dada par

1 N
E (8) = -- '" J. 55·2 ~ tJ t J'

tJ

1 ( I:P
IIJ. = - 1- 8) t.ttJ N tJ '-"t'-"J·

1=1

Aqui, a coneetividade e completa G = N - 1, isto e, cada neuronio interage com

todos as outros neuronios da rede. 0 que possibilitou descrever a rede atraves da

fun<;aoenergia e a processo de aprendizado, au memoriza<;aodos padroes, como a

cria<;aode mfnimos dessa energia, foi justamente a regra de Hebb, que leva a redes

com acoplamentos simetricos Jij = Jji e autoacoplamentos nulos Jii = o. Se a

aprendizado e a cria<;aode mfnimos na fun<;aoenergia. a recupera<;ao dos padroes

armazenados se faz pela procura desses mfnimos.

o modelo proposto par Hopfield foi extensivamente estudado na literatura, ape-

sar da prescri<;ao de Hebb, utilizada para as pesos sinapticos, nao garantir que as

padroes armazenados sejam pontos fixos da dinamica no regime em que P cresce

linearmente com a conectividade, isto e, P = aG. De fato, para a < ac ~ 0.144, as

pontos fixos atratores estao muito proximos dos padroes armazenados e a modelo de



Hopfield, mesmo neste regime, continua util como memoria associativa. Este valor

maximo da razao P/C e denominado capacidade de armazenamento. Para a = ac,

a rede neural sofre uma transi<;ao descontfnua para 0 regime de nao recupera<;ao,

onde a correla<;ao de recupera<;ao ml (00) e da ordem de I/VN [7] [8].

A transmissao de sinal pelas sinapses e urn processo repleto de perturba<;oes que

introduzem rufdo e, conseqiientemente, uma componente estocastica na dinamica da

rede. Na versao estocastica da dinamica determinfstica (1.1), proposta par Amit,

Gutfreund e Sompolinsky [9] [10], a probabilidade de urn neuronio assumir a valor

(T = ±1 no instante t + 1 e
1

Pda] = r ( )]'1 + exp l-2af3hi t

onde T = 1/0 e par defini<;aoa temperatura que mede a intensidade de ruldo e hi (t)

e denominado de campo local no sftio i no instante t, definido par

Outro momento importante na abordagem Ffsica do problema de redes neurais

ocorreu quando a modelo proposto par Hopfield, agora com a introduc;ao da dinamica

estocastica. foi investigado analiticamente nu limite N ---+ 00 par Amit, Gutfreund

e Sompolinsky [9] [10], empregandu os metodus da mecanica estatlstica de sistemas

desordenados desenvolvidos previamente para a problema de vidros de spin. 0

estudo anterior do comportamento de sistemas heterog€meos, como as vidros de spin.

permitiu estabelecer uma ponte com 0 estudo das redes neurais. Como a neuronio

farmaL 0 spin de Ising e urn elemento de dais estados, assim, par analogi a uma rede



lentas2. As propriedades de equilIbrio da rede de Hopfield podem ser caracterizadas

a partir da energia livre por sftio

Tf = - N ((In Z)) ,

Trs e a soma sobre todos os estados da rede e ((... )) simboliza a media sobre os

padroes armazenados ~l.

Para realizar a media de (1.8), e necessano recorrer ao metodo das replicas,

que consiste em primeiro calcular as medias de n func;oesde partic;ao desacopladas

((zn)) para n inteiro e, entao, efetuar a continuac;ao analltica n -----+ 0, obtendo

Existem alguns problemas com 0 metodo das replicas, como por exemplo, 0 fato de

termos iniciado com n inteiro no ca.lculo de ((zn)) e passado para n real quando

tomamos 0 limite n -----+ O. Tambem invertemos a ordem dos limites n -----+ 0 e N -----+ 00

[12]. Existem poucos resultados matematicos rigorosos que justifiquem tais proce-

dimentos. De fato, a maior justificativa tem sido os resultados de simulac;oes, que,

em geraL concordam bastante bem com a teoria. Em certos limites e modelos,

e necessario, por exemplo. utilizar a quebra de simetria de replicas para se obter

apresentados na forma de um diagrama de fases no plano (a, T). No modelo de

Hopfield sao encontradas tres fases diferentes. a saber. a fase de recuperac;ao. a fase

de vidro de spin e a fase paramagnetica. Para T = 0, a estimativa do calculo de

replicas simetricas para a capacidade de armazenamento crftica e ar ~ 0.138.



Outra contribuic;ao importante para 0 estudo do modelo de Hopfield ocorreu em

1987, quando Derrida, Gardner e Zippelius [14]resolveram exatamente a dinamica

neural no limite de diluic;ao aleat6ria extrema, ou seja, quando a coneetividade C

satisfaz a condic;ao C «InN. Neste limite, a fase de vidro de spin nao existe e a

transic;ao entre a fase de recuperac;ao e a fase paramagnetica e continua, ocorrendo

em ac = 2lrr a temperatura zero. Outros regimes de diluic;aoforam considerados na

literatura, como por exemplo, Sompolinsky [15] [16], que estudou as propriedades

de equilfbrio do modelo de Hopfield aleatoriamente dilufdo no caso em que C e da

Para armazenar padroes, ou seja, criar configurac;oesda rede neural que sejam

atratores de sua dinamica, e necessario especificar adequadamente 0 conjunto de

interac;oes entre os elementos dessa rede, os pesos sinapticos. Urn padrao sera urn

atrator se 0 campo hi(t) sobre cada neuronio da rede for tal que estabilize seu estado,

isto e, se eIhi (t) > O. A quantidade

nas analises subseqiientes.

o processo de especificar os pesos sinapticos e chamado de aprendizado e pode

ser feito por duas abordagens. A primeira, da qual e exemplo a regra de Hebb,

assume uma dependencia especffica dos Jij com os padroes armazenados e foi his-

toricamente a primeira linha de pesquisa, que deu origem ao modelo de Hopfield.

A outra abordagem consiste em tratar os pesos sinapticos como variaveis e ajusta-

los de modo a satisfazer certos vinculos. Esta e a proposta de Gardner [17] [18],

que, apresentada em 1988, significou uma mudanc;a qualitativa no entendimento e

no tratamento te6rico do problema. Tratando os estados da rede como variaveis

lentas e as interac;oes entre os neuronios como variaveis nipidas, esta abordagem

permitiu tratar 0 problema de interac;oes nao simetricas entre os neuronios e obter

propriedades de classes de redes neurais, em vez de realizac;oesespecfficas dessas.



As propriedades de recupera~ao de padroes em redes neuraIS sao fortemente

dependentes da regra utilizada para especificar as pesos simlpticos. Nesta tese,

seguindo a espirito da abordagem de Gardner, nos concentramos em dais modelos:

a modelo da pseudo-inversa e a modelo dos pesos 6timos. 0 modelo da rede neural

atratora pseudo-inversa [19], que pode armazenar perfeitamente urn conjunto de N

padroes linearmente independentes, foi pela primeira vez estudado no contexto da

mecanica estatistica par Personnaz, Guyon e Dreyfus [20], utilizando uma prescri~ao

explicita para as pesos sinapticos dada par

P

Iij = ~ L ~;~~(Olkf1
1

l.k=l

onde C1k = * L~1 ~;~~ sao as elementos da matriz de correla~ao entre as P padroes

armazenados. Esta prescri~ao para as pesos sinapticos tern as termus diagonais

diferentes de zero e e denominado no rest ante desta tese de modelo PG D da pseudo-

inversa. As propriedades de equilibria desta mesma regra, mas com as termos diago-

nais zerados, denominado daqui em diante de modelo KS da pseudo-inversa, foram

estudadas par Kanter e Sompolinsky [21] atraves da tecnica de replicas simetricas

no regime de temperatura diferente de zero.

o modelo da pseudu-inversa tambem pode ser analisado atraves da tecnica de

Gardner. Neste casu, as pesos Iij sao obtidos tomando a solu~ao de menor norma

do conjuntu de P equa~oes lineares3

:lConsidere a equa~ao vetoria! A x = b. onde A e uma matriz (P x N) . e x e b sao vetorec;

co!una, x E RN e b E RP. Se N > P, existem infinitas so!uc;oese e tomada a de menor norma. A

so!uc;aode menor norma para :r e dada por x = AT (AAT) -I b, oncle (AT A) -I AT e denominada

de pseuclo-inversa de A (pg.49, Kohonen [19]).

Se N < P. nem sempre existir<i uma so!uc;ao para x e a prescric;ao dos pesos obticla pe!a mini-

miza~ao de (1.14) corresponde au conjunto de pesos com menor desvio quadratico.



notado que, diferentemente do modelo de Hofield, os padroes armazenados SaGestri-

tamente estaveis abaixo de O:c. 0 problema da existencia de soluc;oespara a equaC;ao

(1.13) pode ser visto, do ponto de vista da mecanica estatfstica, como 0 processo

de aprendizado atraves da minimizaC;aode uma energia adequadamente definida, a

Ei (J) = ~ L (1- ~n2 (1.14)
I

o modelo da pseudo-inversa, entretanto, nao e 6timo no sentido de que sua

capacidade de armazenamento nao e maxima. Gardner [17]mostrou como tratar 0

ensemble de pesos da rede 6tima sob 0 ponto de vista da mecanica estatfstica. De

fato, os pesos da rede 6tima devem satisfazer as desigualdades

1
;\ I = _c1 '""" J..c1 > Le-ui - rr;'-,i ~ tJ'-,j - ,,,vC ....L

Jrt

o parametro de margem K 2: 0 e introduzido para garantir que os padroes f"l possuam

bacias de atrac;ao finitas. embora nao seja 6bvio nem tenha sido mostrado que 0

tamanho das bacias de atrac;ao anule-se para K = O. A capacidade de armazenamento

O:c para padroes aleat6rios diminui com K e, em particular. O:c = 2 para K = O.

o tratamento do modelo dos pesos 6timos pela mecanica estatfstica foi feito par

Gardner e Derrida [18], utilizando a seguinte funC;aoenergia

Ei (J) = L e (K - ~n.
I

A determinac;ao dos pesos sinapticos para a rede 6tima. equac;oes (1.15) e (1.16),

pode ser feita por urn algoritmo originalmente proposto para redes tipo perceptIOn.

Iniciando com uma matriz de pesos arbitraria. com .Ii; = O. examinam-se as desigual-

dades (1.15) para cada i e toda vez que uma nao for satisfeita. os .Ii] correspondentes

sao modificados pOI'

A I I (I)J..~ J.. + _c c (1 - b) e K - ~tJ • tJ N 'o,i'-,j t] . t'



onde A e urn parametro positivo que ajusta 0 tamanho do incremento de Jij. A cada

itera<;ao, os pesos saG renormalizados para satisfazer (1.16). Gardner [24] mostrou

que esse algoritmo pode ser aplicado a redes neurais atratoras e Abbott e Kepler [25]

apresentaram uma variante mais eficiente desse algoritmo. Entretanto, garantir que

os vlnculos (1.13) e (1.15) sejam satisfeitos, ou seja, que os padroes armazenados

sejam pontos fixos da dinamica, nao garante urn born desempenho da rede como

memoria associativa. De fato, seu desempenho depende de propriedades como 0

tamanho das bacias de atra<;ao e a estabilidade dos atratores. Dai a necessidade de

se estudar a dinamica dessas redes. 0 regime de extrema dilui<;aodo modelo dos

pesos otimos a T = 0 foi estudada por Gardner [24],enquanto Amit, Evans, Horner

e Wong [26]generalizaram esta analise para temperaturas nao nulas. E import ante

notar, entretanto, que ambas as analises foram restritas ao regime de saturar;ao

°: = O:c (h:). Ja a versao extremamente diluida da pseudo-inversa foi estudada par

Opper, Kleinz, Kohler e Kinzel [27]para temperatura zero.

Dada a importancia dos modelos da pseudo-inversa e dos pesos otimos no con-

texto das redes neurais atratoras e, particularmente no contexto de memorias as-

sociativas. a obtenr;ao dos diagramas de fase no espar;o completo dos parametros

relevantes aos modelos em questao foi urn dos objetivos a que nos propusemos nesta

tese. Assim, estendemos a analise da pseudo-inversa para 0 regime de temperatura

nao nula, obtendo 0 diagrama de fases do modelo no espar;o (0:, T). Para 0 modelo

dos pesos otimos, obtivemos os diagramas de fase fora do regime de saturar;ao. no

espar;o dos parametros (0:, h:, T). Nossa contribuir;ao original ao estudo das versoes

diluidas de redes neurais atratoras [28]esta apresentada no capitulo 3.

De acordo com Gardner [24] e Kepler e Abbot [29], 0 ingrediente fundamental

para a investiga<;ao analitica do regime de extrema diluir;ao e 0 conhecimento da

distribuir;ao de probabilidade das estabilidades

onde a notar;ao (( ... )) significa a media sobre os padroes ~.~e (... )J a media sobre



o ensemble de pesos que definem 0 modelo em questao. Devido a independencia es-

tatlstica dos padroes ~~,a distribuic;ao de probabilidade das estabilidades e indepen-

dente dos fndices i e l. Para obter a distribuic;ao das estabilidades (1.19), necessaria

para levantar os diagramas de fase no regime de extrema diluic;ao, acrescentamos a

P (/:}.l) = _ r ~8 ((In Zi)) I
z 1m \ 81 h==O,

),-->00 /\ 7,

Zi (h) ~ J dJi,o ( Qi - ~, ~ .Ji~)exp [-,lEi (J, h)]

e A-I desempenha 0 papel de urn rufdo no processo de aprendizado, que nao deve

ser confundido com 0 rufdo da dinamica neural /3-1 = T. Neste trabalho, nos

restringiremos ao limite A-I -t 0, ou A -t 00, de forma que nao ha necessidade

de dar uma interpretac;ao ffsica para este parametro. 0 calculo da distribuic;ao de

probabilidade das estabilidades para a pseudo-inversa e apresentada em detalhe no

capitulo 2, uma vez que calculos semelhantes saGutilizados nos capftulos 4 e 6.

As propriedades de recuperac;ao de redes neurais atratoras completamente conec-

tadas (C = N) foram analisadas utilizando-se duas abordagens. A primeira abor-

dagem e original e consiste na analise da vizinhanc;a dos padroes armazenados nas

redes pseudo-inversa e pesos 6timos. Para isso, calculamos a frac;ao E de sftios

instaveis num padrao de teste 1]1 a distancia de Hamming d do padrao armazenado

~I. 0 padrao de teste e gerado pela distribuic;ao condicional de probabilidades

( 1 tl) _ 1 + b (I (1)' 1 - b (I I)P 7)i I '>i - -2-- 15 71i - "i :- -2- 15 7); + ~i ,

onde 0 ::; b ::; 1 mede a correlac;ao entre 7); e ~~. Este parametro esta relacionadu

com a distancia de Hamming d entre os dois padroes por d = (1 - b) /2. Nosso



objetivo e obter a fra<;aode sftios instaveis do padrao de teste 'ti, ou seja, a fra<;ao

entre 0 numero de sftios para os quais a estabilidade

1 1 I'" 1Ai = fji'TJi LJ Jij'TJj
Vi'll #i

e negativa e 0 numero total de sftios N. A independencia estatlstica entre 'TJi e ~i

para diferentes sftios permite escrever esta fra<;aocomo

onde W (Ai) e a distribui<;ao de probabilidade das estabilidades do padrao de teste

1'/1,

Aqui, a nota<;ao ((.. '))T)l,~l significa a media sobre os padroes 1'/1 eel enquanto (... )J

e a media sobre 0 ensemble de pesos que satisfaz a equa<;ao (1.13) para a pseudo-

inversa ou as desigualdades (1.15) para os pesos 6timos.

A dependencia de E com d pode dar muita informa<;aosobre as propriedades da

vizinhan<;a do padrao armazenado el
• Por exemplo, se E = d de modo que cada sftio

invertido torna-se instavel, a vizinhan<;a deste padrao e suave. Por outro lado, se

urn pequeno desvio do ponto fixo el leva a urn aumento abrupto do mimero de sftios

instaveis, sua vizinhan<;asera rugosa. A obten<;aoda distribui<;aode estabilidades do

padrao de teste (1.26) e da fra<;aode sftios instaveis (1.25) e semelhante a realizada

no capftulo 2. A analise da vizinhan<;a dos padroes armazenados para as redes

pseudo-inversa e pesos 6timos completamente conectadas, apresentada no capftulo

4, e uma contribui<;ao original ao estudo de redes atratoras [28].

A segunda abordagem que usamos para analisar as propriedades de recupera<;ao

de redes neurais atratoras e a enumera<;ao exaustiva dos atratores atraves de si-

mula<;oesnumericas realizadas por rneio de urn algoritrno proposto por Gutfreund.

Reger e Young [30]. Para redes neurais atratoras com N :::;24, identificamos todos



as bacias dos padroes armazenados, dependem de ex e N. as resultados dessas

simulac;oes, apresentados no capitulo 5, tambem sao originais.

Dentro do contexto de memorias associativas, alem da bacia de atrac;ao e da

estabilidade de urn atrator, outra caracteristica importante dos modelos de redes

neurais e a capacidade de categoriza~.iio. A categorizac;aoe a capacidade de uma rede

treinada com exemplos t;.lv de urn dado conceito t;.l, ao qual a rede nao tern acesso,

criar urn atrator para ele. as exemplos sao dados pela distribuic;ao condicional de

probabilidades

onde l = 1. ... ,P e v = 1, ... ,S, num total de sP exemplos (s exemplos para cada

urn dos P conceitos).

o erro de categorizac;ao dos conceitos e determinado pela frac;aode sitios instaveis

de t;.l, dada par

Ec = 10
00dAWC (A) , (1.28)

onde we (N) e a distribuic;ao de probabilidade das estabilidades do conceito t;.l,

definida cornu

Aqui, a notac;au ((... J J f,ll/.e refere-se a media sabre as exemplos t;.lv e as conceitos t;.l
enquanto (... J) e a media sabre 0 ensemble de pesos. No capitulo 6, estudamos 0

problema da categorizac;ao em redes neurais atratoras no modelo da pseudo-inversa.

como proposto par Fontanari [31]. 0 que e original aqui e que estudamos a rede

pseudo-inversa, enquanto as trabalhos anteriores sabre a categorizac;ao em redes

neurais atratoras se restringem ao modelo de Hopfield ([31], [32], [33], [34], [35] e

[36]).

o prop6situ deste capitulo introdut6riu, talvez excessivamente longo, foi u de

apresentar urn breve historico da abordagem ffsica do problema de redes neurais e.



tambem, de colocar claramente as questoes e tecnicas tratadas no decorrer desta

tese. Finalmente, no capitulo 7, resumimos os pontos mais importantes tratados

nesta tese.



Capitulo 2

Mecanica estatistica do processo

de aprendizado

As redes neurais podem ser especificadas par uma energia, au fun<;ao custo, ade-

quadamente definida de acordo com a fun<;ao que se quer que a rede desempe-

nhe. Neste capftulo, utilizaremos a tratamento da medinica estatfstica no ensemble

canonico proposto par Gardner e Derrida [18] para estudar a modelo da rede pseudo-

inversa treinada com padroes estatisticamente independentes com vies, gerados pela

senta<;ao dos caJculos sera bastante detalhada.

Na se<;ao 2.1, obtemos a energia livre e as parametros de ordem para a pseudo-

inversa com padroes com vies e, em seguida. obtemos a distribui<;ao de probabi-

lidades das estabilidades. caracterfsticas que utilizaremos nos pr6ximos capftulos.

Apresentamos na se<;ao 2.2, para futura refer€mcia, a distribui<;ao de probabilidade

das estabilidades para 0 modelo dos pesos 6timos, ja obtidos na literatura [24] [29].



2.1 Padroes com vies na pseudo-inversa

~~ e denominado estabilidade do sftio i do padrao t. No caso de P :::; (N - 1)

padroes independentes, existem infinitas solu<;oespara (2.2) e quando P = N a

solu<;ao e unica. Naturalmente, no limite N ~ 00, este modelo tern capacidade

de armazenamento Cl:r = 1. Em termos de uma energia, a pseudo-inversa pode ser

expressa como u cunjunto de pesos {.Iij} de menor norma Qi = tv L] .Iij que anula

a energia de treinamento

Escrever a energia dessa forma garante a soluc;ao de (2.2), mas 0 termo entre

parEmteses poderia ser elevado ao cubo, au Ii quarta pot€mcia. De fato, a escolha da

pot€mcia deve ser feita com base nas dificuldades analfticas que uma ou outra opc;ao

introduziriam [37]. Seria interessante estudar 0 efeito dessa potEmcia no numero e

tipo de at rat ores da pseudo-inversa.

Ccilculo da energia livre

lizamos 0 metodo das replicas a fim de efetuar a media sabre as variaveis Ientas.

Esse metodu consiste em primeiro calcular as medias de n func;oes de partic;ao de-

sacopladas ((zn)) para n inteiros e entao tomar continuac;ao analftica de n ~ O.

atraves da identidade

(( In Z )) = lim ~ In (( zn)) .
n-->O n



z:, ~ J [gdJf;o (Qi - ~ y (Jf;)')]

"ITJ dX~iO(x!:; - C;/2~fY Jf;~7) exp H(1 - x!:;)']. (2.6)

o primeiro passo e escrever a func;ao 0 (cp- x) na sua representac;ao integral,

o (cp- x) = 2~ f dxexp [-ix (cp- x)] e, em seguida, efetuar a media sobre os padroes

~;. Como a func;aode partic;ao e independente do sftio i que consideramos, para maior

clareza da notac;ao vamos suprimir a referimcia explfcita a este fndice na variavel de

integrac;ao x~ - X~i. Assim,

(( z;')) = J [gdJf;o ( Q - ~ y (Jf;) 2) ]

J (ITdX~dX~) exp [i L x~x~- ~ L (1 - X~)2]
kp 27f kp 2 kp

( (exp (- C:/2 i;:xWy Jf;~7)) ). (2.7)

Fazendo a media em ck• obtemos'-,J '

(LXp)2 = L (XP)2 + L xPx
u = L (XP)2 + 2 L xPx

u,
P P p=I=u P p<u



· t d . d .,. '1' - 1 ~ JP JU M - 1 ~ JP f -e III ro uzm 0 as vanavelS aUXllares qpu - C L..j ij ij e p - Gl/2 L..j ij' a un<;ao

de parti<;ao fica escrita como

(( Z~)) = J [gdJf;8 (Q - ~ ~ (Jf;)2)]

J IIIdqpu8 (qpu - ~ ~ JP&) ]

J [1]dMp8 ( Mp - C;/2 ~ Jf; ) ]

J (II dX~:X~) exp [i I:x~x~- ~I: (1 _ ~)2
kp kp kp

- (1 ~ a
2
) I: Q (X~)2 - (1 - a2) I: (I: qPUX~X%)

kp k p<u

-ia I:eI:~Mp], (2,12)
k p

Usando novamente a representa<;ao integral da delta nas tres primeiras integrais

f d d d ' , ' Q- & - ~ M Mp f - de azen 0 as mu an<;as e vanavelS p = i/G ' qpu = i/G e p = i/Gl/2, a un<;ao e

parti<;ao pode ser posta na forma

- ( ) -rv dQp dqpudqpu dMpdMp- J (1] 21fi/C) J ,J1 21fi/C J (1] 21fi/C1/2)

exp [CI: QpQ + CI: qpuqpu
p p<u

+C'/2 ~ MpMp + CGo + "'CG'] ,



Para obter a equa<;ao aClma, foi utilizada a propriedade de automediancia

~ Lk=l g (~f)= (g (~i)) ~i para i fixo e uma fun<;aog arbitniria. A media sobre

~i, simbolizada por (... )E.i ' e efetuada com a distribui<;ao (2.1).

Neste ponto e import ante observar que a forma especffica da regra de apren-

dizado (ou energia de treinamento) altera apenas 0 termo G1. Os termos restantes

saG identicos para qualquer modelo definido pela minimiza<;aode uma fun<;aodas

estabilidades ~i.
No limite C ---> 00, as integrais em (2.13) podem ser efetuadas pelo metodo do

onde 0 extr e tornado em rela<;aoaos parametros de ponto de sela Qp, qpa, qpa, Mp

e Mp. 0 proximo passo e assumir simetria de replicas nos parametros de ponto de

sela, Qp = Q, qpa = q, qpa = q, Mp = M e Mp = M, 0 que facilita enormemente 0

d.kulo analftico G1 e de Go.

J Dzexp(±bz) = exp (b2/2),

onde Dz = ;;£;exp (_;;2/2) , podemos desacoplar as diferentes replicas no termo

qLp<aXPXa, de modo que a equa<;ao (2.15) fica escrita como

(In {J Dz J (If dX;~XP) exp [i~?PXP
_~L (1 - xP) 2 - (

1 - a
2
) (Q - q) L (xP) 2

2 p 2 p

-ia~iM 2>' - iJ(1- a2) q 2:>PZ]} )
p p E.i



1Dz II{1_dx_d_xexp [iXX - ~ (1 - X)2 __ (1_-_a
2
_) (Q - q) x2

P 27r 2 2

-ia~iMx - iJ(l- a2) qXZ]} =

1Dz{ ... }n

1DzexpnIn { }

~1D z [1 + n In { }]

~ 1 + n1DzIn{ },

(1 {1dxdx [.~ >. 2
D z In ~ exp IXX - "2 (1 - x)

_ {1~ a') (Q _ q) x2 _ ia(;Mx _ iJ(l- a') qxz]} ),.

- ~ In [1 + >. (1 - a2
) (Q - q)]

>. (1 + a2 M2 - 2a2 M) + (1 - a2) q
2 1+>.(1-a2)(Q-q)

Para calcuIar Go, utiIizamos novamente a identidade (2.11) e a transformac;ao gaus-

siana. CoIocando 0 produt6rio sobre as replicas em evidencia e integrando em Ji1

obtemos, ap6s manipuIar a potencia em n,

Go = In {I + ~ In 7r _ ~ In (Q _ ~) + n ~2

2 2 2 4(Q-~)



Para finalizar 0 dJculo da energia livre por sftio, observamos que, devido a
simetria de replicas, 0 argumento da primeira exponencial da equac;ao (2.13) reduz-

~ qq / -nCQQ+n(n-1)C2 +nC1 2MM,

Resta agora determinar os valores dos parametros de ponto de sela da pseudo-

inversa, Q, if, q, 11,11 eM, que levam ao extremo da energia livre. Das equac;oes

8j IBM = 0 e 8j IBM = 0, obtemos

M = _2C-1
/
2 (0 - ~) M

~-1 (0 if) M a>.a2 [M - 1] 0
-2C - 2 - [>. (1 - a2) (Q - q) + 1] = ,

cuja soluc;aono limite C -l- 00 e M = 0 e M = 1.

As equac;oes 8j 180 = 0 e 8j 18if = 0 permi tern escrever Q e if somente em

termos de Q e q. A expressao final para a energia livre e

{
Ill 1 1 q

->.j = 2 + 2ln 7f - 2ln 2 + 2ln (Q - q) + -2 (-Q-_-q-)

a [( 2) ] a >. (1 - a2
) (1 + q) }- 2 In >. 1 - a (Q - q) + 1 - 2 [>. (1_ a2) (Q _ q) + 1] .



A equac;ao 8f j8q = 0 permite-nos obter uma equac;ao geral que relaciona Q e q,

q _ ::: ~2 (1 + q) = 0
2(Q_q)2 2[1+~(Q-q)r '

onde reescalamos 0 rufdo de treinamento ~ = >.(1 - a2).

Devemos tomar 0 limite ~ ---* 00, pois estamos interessados em caracterizar ape-

nas as configurac;oes {Jij} que minimizam a energia de treinamento (1.14). Lem-

bramos que neste limite a energia livre por sftio e igual a energia de treinamento

por sftio, f = CT. 0 limite>' ---* 00 na expressao (2.28) pode ser tornado de duas

maneiras. A primeira e quando Q > q e, neste caso, CT = O. Quando uma rede

treinada com determinado numero de padroes apresenta energia de treinamento

nula, isto e. os padroes saG os mfnimos globais da energia, dizemos que a rede esta

abaixo da capacidade de armazenamento O:C' Tomando 0 limite>' ---* 00 na equac;ao

0:
q=--.

1-0:
Assim, enquanto estivermos no regime de operac;ao 0: < o:c, qualquer valor de Q,

tal que Q > q, sera adequado, e escolhemos 0 que da a menor norma. A menor

norma sera dada fazendo Q tomar 0 menor valor possfveL isto e, fazendo Q = q =

A segunda maneira de tomar 0 limite ~ ---* 00 na expressao (2.28) e quando q ---* Q

tal que >.(Q - q) = x permanece finito, 0 que leva a uma energia de treinamento

(1 - a2
) Q 0: (1 - a2

) (1 + Q) (2.31)
CT = - 2x + 2 (x + 1) .

Agora, queremos escolher Q de maneira a minimizar CT. A equac;aoBCT j 8Q = 0

leva a
~ 1
X=--.

0:-1
Por , ro lado, x tambem deve ser urn ponto de extremo de CT e a equac;aoBCT j Bx =

o levu a
0: (1 - a2) (1 + Q)

2(x+l)2



Q=x=_I_.
a-I

Substituindo esta solw;ao na equa<;ao (2.31), obtemos

(l-a2)(a-l)
ET = 2 .

Neste limite, a energia de treinamento nao e nula, isto e, os padrOes nao saGpontos

fixos e nao saG mais recuperados perfeitamente, de onde vemos que 0 valor da

capacidade de armazenamento e ac = 1, pois abaixo desse valor CT = O.

A conclusao a que chegamos pelos resultados anteriores e que 0 linico efeito do

vies e reescalar 0 panimetro de ruido do processo de aprendizado A ---+ ~ = A (1 - a2),

de forma que ac = 1, independente do valor de a.

Para finalizar, devemos discutir a validade da prescri<;aode simetria de replicas

empregada nos ca1culos acima. Em geral, a valida<;ao desse procedimento e feita

atraves da analise da estabilidade local dos parametros de ponto de sela simetricos

com rela<;aoas replicas [38] [39]. Esta analise foi realizada para 0 modelo da pseudo-

inversa sem vies por Fontanari [23], onde concluiu-se que os parametros simetricos

em rela<;aoas replicas saGlocalmente estaveis para quaisquer valores de a e A. Como

o efeito do vies e apenas reescalar A, a mesma conclusao permanece valida neste caso.

Calculo da distribui<;ao de probabilidade das estabili-

dades

A probabilidade de que a estabilidade Ll~ 7c~fLHi Jij~J assurna urn valor entre

, e , + d, independe dos indices i e k, devido a independencia estatfstica de ~:,

sendo dada por P (r) d" onde P (r) = \ \ \ 0 (, - Lln) J) ,equa<;ao (1.19). Para

calcular a distribui<;ao de probabilidade das estabilidades P (r) , necessaria para

obter a equa<;aode evolu<;aoda correla<;aode recupera<;aom (t) no regime de extrema

dilui<;ao,acrescentamos a energia da pseudo-inversa (1.14) 0 termo linear em h

1 '"' ( k)2 h '"' ( k)Ei (J, h, ,) = "2 Li 1 - Lli + pLiO I - Lli '
k k



o primeiro termo da energia gar ante a soluc;aode (1.13) e 0 segundo termo e uti-

lizado para obtenc;ao da distribuic;ao de estabilidades. Devido a equac;ao (2.37), 0

procedimento para calculo de P (,) e analogo ao empregado no calculo da energia

livre sendo apresentado a seguir para a pseudo-inversa com padroes com vies.

Conforme mencionado na sec;aoanterior, a alterac;ao cia energia de treinamento

afeta apenas a expressao para G1, que neste caso e dada par

G1 = (In {J (I} dX~:XP) exp [i;;= xPxP - ~ ;;= (1 - XP)2

-Ah8 ({ - xP) _ (1 ~ a
2
) L Qp (XP)2

P

- (1 - a') (~qp'X'i') - iae ~iP M
p]}) (,

Seguindo 0 procedimento de calculo detalhado na sec;aoanterior, podemos efetuar

as integrais em xP e xP, e colocar G1 na seguinte forma compacta

G] J----;;~ ( Dzlnf(z,h)k,

V 1+ A (1 - ~2) (Q - q)

)..2 (1 - a2) (Q - q) [(h - 1)2 - 1]

-).. [1 + 2 (h - 1) A + A2]

2 [1 +).. (1 - a2) (Q - q)]



e reescalamos a temperatura com); = A (1 - a2) e fizemos

1 BG1
- lim --- !h-O

>'->00 An Bh -

_ lim ~ IJ Dz1' (z, 0))
>'->00 A \ f (z, 0) (i'

onde l' (z, 0) = af1~h) Ih=O. A fun<;aodo numerador l' (z, 0) e facilmente integrada,

fornecendo

[
~ ]-1/2 [A A2

f (z, 0) = 1 + A (Q - q) exp -"2 - 2 (1 _ a2) (Q _ q)

[A+);(Q-q)f j+--~------ (2.45)
2(1-a2)(Q-q)[1+);(Q-q)] .

Vemos que para dado ~i, a expressao para P(i (r) e uma distribui<;ao de proba-

bilidade gaussiana que pode ser escrita na forma geral



_ )..(Q - q) + a~iM
I~i= l+)..(Q-q) ,

2 (1-a2) [Q+)..(Q_q)2]
o~ = 2

, [l+)..(Q-q)]

Finalmente, mediando sobre t;i, obtemos a seguinte expressao para a distribuir;:ao

~ {I + a [1 (, - 1+) 2]-- --exp --
27fOli 2 2 O~,

1- a [1 (, -1~)2] }--exp --
2 2 O~i

onde 1± = [)..(q - q) ± aM] / [1 +).. (Q - q)] .

No regime de a :S ac = 1, fazendo )..--+ 00, obtemos P (r) = 0 (r - 1) , conforme

esperado, pois estamos no regime de recupera<;ao sem erros. No limite a > ac = 1,

tomando )..(Q - q) = X, conseguimos a seguinte expressao para 1±

1±a(a-1)
1-1- =

0'2 = (1-a2)(a-1)
E" a'2

Calculo da frac;ao de sitios instaveis

uma grandeza util para analisar a estabilidade dos padroes armazenados numa rede

neural e a frar;ao de sftios instaveis, isto e, a frar;ao de sftios com ~~"< 0, dada por

podemos obter a funr;:aoerro relacionada a recupera~ao dos padroes armazenados,

isto e, a frar;:aode sftios instaveis dessa distribuir;:ao.



Para 0: :::; O:c a func;ao f e dada por f = 0, e para 0: > O:c, expressao para a frac;ao

de sftios instaveis e

l{l+a f [fl x+a ] I-a f [fl x-a ]}
f = 2 -2- er c y 2 Jx (1- a2) + -2- er c y 2 Jx (1 _ a2)

Q~l' obtemos 0 caso da pseudo-inversa com padroes

f = ~erfc [ CCJ( 1 ).
2 Y~J

I-a
f=-- 2 '

indicando que quanto maior 0 vies (maior a semelhanc;a entre os padroes), menor e

a frac;ao de sftios instaveis desses padroes.

o modelo com maxima capacidade de armazenagem de padroes aleat6rios, deno-

minado modelo dos pesos 6timos, foi proposto por Gardner [17], e tern os pesos

satisfazendo as desigualdades

para todo k e i. 0 parametro de margem K, ;:::: 0 e introduzido para garantir uma bacia

de atrac;ao finita para os padroes estaveis ~l. A capacidade de armazenagem diminui

com K, e, em particular, O:c = 2 para K, = O. Gardner [24]estudou a armazenagem de

padroes com e sem vies a T = 0 e Gardner e Derrida [18] generalizaram 0 caso de

padroes sem vies para T i- o. A analise para padroes com vies a T i- 0 foi realizada

por Theumann e Erichsen [40].

Os calculos para se obter a distribuic;ao de probabilidade das estabilidades do



da pseudo-inversa, diferindo apenas na expressao de G1l pois nesse caso a energia

de treinamento e dada pela equac;ao (1.17), Ei = I:I ()(K, - D.~).A expressao para

a distribuic;ao de estabilidades do modelo dos pesos 6timos foi obtida por [24] [29],

sendo dada por

~ x-y~
::. (x, y) = vr=q'l-q

Aqui e (x) = 1 se x > 0 e 0 caso contnirio. 0 parametro q mede a correlac;aoentre

_ R- q Joo D ( / 17.) exp [_32 (K" y) /2]q-a -- yK,-yyq ~ .
21f -00 H[::.(K"Y)]

Estas equac;oes, obtidas com a prescric;ao de simetria de replicas, sao validas para

a :::; ac (K,). No regime de saturac;ao, a = ac (K,)' tem-se q ---+ 1, simplificando

bastante a equac;ao (2.59). Para redes neurais booleanas, a escolha da normalizac;ao

dos pesos e irrelevante, por isso fazemos Q = 1 como usual.

o metodo de ca1culoapresentado neste capitulo sera utilizado tanto no capitulo 4

para estudar a vizinhanc;a dos padroes armazenados como no capitulo 6 para estudar

a categorizac;ao na pseudo-inversa. Alem disso, as distribuic;oes de estabilidades

para a pseudo-inversa e para a rede dos pesos 6timos, obtidas nesse capitulo, serao

utilizadas no capitulo 3 para obter os diagramas de fase para essas redes no regime

de extrema diluic;aopara 0 caso de padroes sem vies.

Para concluir, convem mencionar que a soluc;aosimetrica com relac;aoas replicas,

equac;ao (2.61), e localmente estavel frente a quebra de simetria de replicas para

a :::;ac (K,) [18].Felizmente, essa e exatamente a regiao de interesse para as analises

apresentadas nos capitulos posteriores, de forma que nao precisamos nos preocupar



Capitulo 3

Diagramas de fase para redes

extremamente diluidas

Para estudar os diagramas de fase das redes pseudo-inversa e pesos 6timos, traba-

lharemos com a versao dilufda dessas redes. A vantagem de trabalhar no regime

de extrema diluic;ao, isto e, para C « In N, e que a dinamica pode ser estudada

de forma analftica e exata. 0 ponto crucial, primeiro notado pOl'Derrida, Gardner

e Zippelius [14] no contexto do modelo de Bopfield e depois pOl' Gardner [24] em

urn contexto mais geral, e que, no limite de extrema diluic;ao, a correlac;ao entre os

diferentes sftios introduzida durante a evoluc;aoda rede pode ser desprezada.

No modelo dos pesos 6timos, Gardner [24] mostrou que a evoluc;ao temporal

da correlac;ao de recuperac;ao de urn est ado S (t) que possui correlac;ao nao nula

apenas com urn dos padroes memorizados pode ser estudada analiticamente, obtendo

uma soluc;ao exata, no casu de redes extremamente dilufdas, isto e, C « In N. A

ideia basica, desenvolvida independentemente pOl'Keppler e Abbot [29], e escrever

o primeiro passo da dinamica em termos das estabilidades. Isto e feito calculando

a distribuic;ao de probabilidade para 0 primeiro passo da correlac;ao de recuperac;ao

m~ ml (t = 1) , dada a correlac;ao de recuperac;ao inicial mb = ml (t = 0), atraves



onde Trs e a soma sabre todos as possfveis estados da rede e 6 (x, y) e a delta de

Kronecker. Calculando a distribuir;ao acima, obtem-se para a primeiro passo da

onde Q = Qi = l/N ~j Ji~ e a quadrado da norma dos pesos sinapticos. Aqui,

p (~l) e a distribuir;ao das estabilidades, como definida em (1.19)

A notar;ao ((... )) significa a media sabre as padroes ~~e (. .. )J e a media sabre a

ensemble de pesos que definem a modelo em questao. Note que P (~~) = P (~),

se supusermos que as variaveis aleat6rias ~!sejam estatisticamente independentes.

Daqui em diante, sempre que nao houver margem para duvidas omitiremos a fndice

dos padroes l da distribuir;ao de probabilidade das estabilidades ~ e da correlar;ao

de recuperar;ao m. No limite de extrema diluir;ao a equar;ao (3.2) e valida para

qualquer t 2': 1 e a equar;ao da dinamica para a rede diluida e obtida simplesmente

substituindo as indices 1 e 0 par t + 1 e t, respectivamente.

A generalizar;ao de (3.2) para a regime de temperatura nao nula e simples: apos

a realizar;ao da media termica, a funr;ao sign(~f=lJij8j) em (3.1) e substituida

pela funr;ao tanh (;3 ~f=l Jij8j) [26], a que leva a seguinte equar;ao

mt+l = 1:d~P (~) 1:Dytanh [~ (mt~ + yQl/2J1- m~)] , (3.4)

onde Dy = dy / V27re-y2 /2 e a medida gaussiana. As equar;oes para a dinamica

dilufdas sao validas para qualquer que seja a prescrir;ao dos pesos sinapticos, bas-

tando conhecer a distribuir;ao de probabilidade das estabilidades do modelo de rede



neural atratora que se esta considerando. E import ante notal' que as equac;oes (3.2)

e (3.4) sao validas apenas para padroes sem vies e, mesmo neste caso, apenas para

soluc;oes de recuperac;ao, isto e, estados com correlac;ao nao nula com somente urn

dos padroes. De fato. realizamos 0 calculo para 0 casu de padroes com vies. mas

a equac;ao dinamica obtida resultou depender de varias outras grandezas alem das

estabilidades, de forma que sua analise tornou-se impraticavel.

o regime de equilIbrio e descrito pelo parametro de ordem Tnocn utilizado para

do padrao f.l ou fase paramagnetica (Tnoo = 0) e a fase de recuperar;ao (Tnee > 0) . A

versao dilufda do modelo da pseudo-inversa foi estudada pOl'Opper, Kleinz, Kohler

e Kinzel [27]no regime de temperatura zero, enquanto Amit. Evans, Horner e 'Wong

[26] trataram do modelo dos pesos 6timos no regime de saturac;ao a = Clr (1);). A

analise a temperatura zero de Gardner [24] tambem foi restrita a este regime.

Na sec;ao3.1, apresentamos 0 procedimento geral para obter os diagramas de fase

para redes extremamente dilufdas. Apresentamos em seguida os diagramas de fase

para os modelos da pseudo-inversa e dos pesos 6timos, respectivamente, nas sec;oes

3.1 Determina~ao dos diagramas de fase

Vma vez que se conher;a a distribuic;ao de estabilidades P (6), a analise da dinamica

de redes neurais dilufdas torna-se simples. As diferentes fases no espar;o dos para-

metros de controle sao determinadas pelos pontos fixos 'mt+1 = Tnt = Tn' da equar;ao

(~~.4).Para determinar esses pontos fixos e interessante definir a seguinte func;ao

JCX ICX) [1 ]
g (m) = m - -oc d6P (6). -cx Dytanh T (Tn6 + yQl!2Vl - m2

)



E importante notal' que 9 (-m) = -g (m) e, tambem, que a ponto fixo paramagneti-

co m* = 0 e sempre uma raiz. Alem disso, como -m* tambem e raiz, consideraremos

na analise que segue somente as raizes nao negativas da equa~ao (3.6). A expansao

dessa equa~ao em potencias de m fornece

g' (m = 0)
gill (m = 0)

paramagnetica (m* = 0), desde que gill (m = 0) =1= o.
Como usual nesse tip a de analise de campo media, a determina~ao do ponto

tricritico (PTC) se faz quando g"' (m = 0) e g' (m = 0) anulam-se simultaneamente.

Alem do mais, a equa~ao (3.8) tambem da a limite de estabilidade do ponto fixo

paramagnetico m* = 0: se g' (m = 0) > 0 trata-se de urn ponto fixo atrator e se

g' (m = 0) S; 0 de urn ponto fixo instavel.

Para as modelos da pseudo-inversa e dos pesos otimos, a analise numerica da

equa~ao (3.6) mostra que se m* = 0 e estavel. au existe somente uma raiz au

existem duas raizes positivas adicionais, conforme ilustrado na figura 3.1. Se, entre-

tanto, m* = 0 e instavel, existe somente uma raiz positiva adicional. Finalmente,

para determinar a linha de transi~ao descontinua, e necessaria resolver 9 (m) = 0

e g' (m) = 0 simultaneamente, uma vez que nessa transi~ao, que ocorre na regiao

onde m* = 0 e estavel, as duas raizes positivas coalescem numa raiz dupla antes de

desaparecerem.

Para obter a equa~ao da dinamica para a pseudo-inversa no regime em que as padroes

sao pontos fixos, isto e, para a < 1. substituimos a expressao da distribui~ao das es-
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Figura 3.1: Grafico da fun<;aog (m) para diversos valores de a e T, mostrando 0

mimero e estabilidade de suas rafzes. De baixo para cima (em m = 0.5), as curvas

SaGpara os seguintes parametros (a, T): (0.2, 0.6), (0045, 004), (0.52, 004) e (0.6,

004). Embora este gnifico seja para 0 modelo da pseudo-inversa, a analise qualitativa

e identica para 0 modelo dos pesos 6timos.

o diagrama de fase para a ::;1 e apresentado na figura 3.2. 0 ponto tricrftico

esta em a = 0.249 e T = 0.648. A curva pontilhada intercepta a linha de T = a em

a = 0.1/ (1 + lr/2) ~ 0.389, em concordancia com 0 resultado de Opper, Kleinz,
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Figura 3.2: Diagrama de fase da rede neural atratora pseudo-inversa, onde se pode

ver a fase de recuperac;ao (R) e a fase paramagnetica (P). A curva cheia e a transic;ao

descontinua , a curva tracejada, a transic;ao continua e a curva pontilhada, 0 limite

Kohler e Kinzel [27]. Entre as curvas continua e pontilhada, ambas as fases coexis-

tern.

A figura 3.3 mostra a dependencia da correlac;ao de recuperac;ao m* com ex para

alguns valores de temperatura. Para T = 0.8 a transic;ao e continua, 0 que se percebe

pela curva suave que leva m* a zero. A transic;ao abrupta de m* para zero pode ser

vista para T = 0.3, indicando que neste caso a transic;ao e descontinua. Observar

que em ambos os casos m* =I- 1 pois T > O. Deve-se notar ainda que 0 diagrama

de fase para a rede nao diluida, obtida por Kanter e Sompolinsky [21], apresenta
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Figura 3.3: Zeros da func;ao g (m) em func;ao de a com T constante para a pseudo-

inversa. A primeira curva de baixo para cima e para T = 0.8, regiao em que h:i

T = 0.3~regiao onde ocorre transic;ao descontinua, indicada nesta figura pela linha

pontilhada.

Para um dado a, pode-se obter 0 menor valor da correlac;aode recuperac;ao inicial

tal que haja recuperac;ao. Na figura 3.4, podemos ver claramente a coexistencia das

fases de recuperac;ao e paramagnetica para T = O.

No caso em que os padroes nao sao armazenados perfeitamente, a > 1, a equac;ao



o
E

Figura 3.4: Bacia de atrac;ao para a pseudo-inversa a T = o. 0 gnifico mostra

o menor valor da correlac;ao de recuperac;ao inicial mO, tal que seja recuperado 0

padrao armazenado em func;aoda capacidade de armazenamento 0:.



,
Pesos Otimos

Para a modelo dos pesos 6timos, a distribui~ao de estabilidades foi obtida par Kepler

e Abbot [29]e Gardner [24]sendo dada pela equa~ao (2.59). Enquanto as parametros

de interesse na caracteriza~ao dos diagramas de fase da pseudo-inversa eram (a, T),

para a rede dos pesos 6timos as parametros de interesse sao (a, K" T), onde K, e a

parametro de margem, introduzido para controlar a bacia de atra~ao dos estados

memorizados. Tratemos primeiro do diagrama de fase no plano a = 0, mostrado na

figura 3.5. Em T = 0, a ponto fuca paramagnetico torna-se instavel para K, > 0.651.

o ponto tricritico esta localizado em K, = 1 e T = 0.799. Para gran des valores de K"

a linha de transi~ao continua tende a reta T = K,. No limite de T = 0, a ponto fixo

de recupera~ao e m* = 1.

o diagrama de fase no plano T = 0, mostrado na figura 3.6, nao apresenta a

transi~ao continua entre as fases de recupera~ao e paramagnetica. A curva ponti-

lhada, que delimita a regiao de estabilidade do ponto fucam* = 0, intercept a a eixo

a = 0 em K, = 0.651. Alem disso, ela intercept a a curva de transi~ao descontfnua,

dada par a = ac (K,), em a = 0.42 e K, = 1.2, em concordancia com as resultados de

Gardner [24]e Amit, Evans, Horner e Wong [26]. Daqui par diante, nos referiremos

a linha a = ac (K,) como linha terminal. Para a > ac (K,), podemos considerar

que 0 conjunto de pesos 6timos e tal que as viola\oes do criterio de estabilidade

sejam minimizadas, numa maneira similar ao que fizemos para 0 modelo da pseudo-

inversa na regiao a > 1. Entretanto, Amit e outros [26]mostraram que a ponto fixo

paramagnetico e a unica solu~ao de equilfbrio da equa\ao da dinamica neste caso.

Finalmente, consideremos valores genericos dos parametros de cant role a, K, e 1'.

Neste casa, a determina~ao de 9 (m) , equa~ao (3.5), envolve a calculo de uma inte-

gral tripla que, entretanto, pode ser reduzida a uma integral dupla atraves de uma

mudan\a apropriada das variaveis de integra\ao, permitindo a resolu\ao analftica

da integral sabre 6. Os diagramas de fase para K, = 0, 0.5, 0.7,1.0, 1.2, 1.5, 1.7 e 2.0

saG apresentados na figura 3.8. Para K, = 0, a ponto fuca de recupera~ao e instavel.
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Figura 3.5: Diagrama de fase da rede neural atratora dos pesos 6timos no plano

a = O. 0 ponto tricritico ocorre em K, = 1 e T = 0.799. Entre as linhas continua e

pontilhada as duas fases coexistem. A conven<;aoe a mesma da figura 3.2.

embora qualquer valor nao nulo de K, possa estabiliza-Io. Isto pode ser facilmente

visto verificando-se a condi<;aog' (m = 1) > 0 para T = 0 e a = 0, ja que se este

ponto fuco for instavel nestes limites, e muito provavel que ele tambem 0 seja para

T > 0 e a > O.Em particular, neste limite, obtemos

g' (m) = 1 - 7rH (K,) ~1_ m2) exp [- 2 (1 : m2)] ,

onde H (K,) ~ erfc (K,/ J2) = vk J:' exp (_x2 /2) dx. Desta equa<;ao vemos que

g' (m* = 1) ~ -00 para K, = 0, e g' (m* = 1) ~ 1 para K, > o. A medida que

K, aumenta a partir de zero, a regiao de estabilidade do ponto fuco de recupera<;ao

tambem aumenta. A transi<;ao descontinua termina abruptamente na linha terminal
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Figura 3.6: Diagrama de fase da rede neural atratora 6tima no plano T

convenc;ao e a mesma da figura 3.2.

0: = O:c (~). Para ~ > 0.651, aparece uma regiao pr6xima a origem T = 0 e Q = 0,

onde 0 ponto fixo paramagnetico e instavel. Seguindo nossa convenc;ao, a fronteira

dessa regiao e indicada pela curva pontilhada. A primeira intersecc;ao dessa curva

com a linha de transic;ao descontfnua ocorre em Q = 0 e ~ = 1; a primeira intersecc;ao

com a linha terminal ocorre em T = 0 e ~ = 1.2. 0 ponto tricrftico, gerado em

K = 1. atinge a linha terminal em ~ = 1.7. Como resultado, a transic;ao descontfnua

e 0 PTC desaparecem para ~ > 1.7, ap6s 0 que 0 ponto fixo de recuperac;ao se torna

o unico ponto fixo estavel abaixo da curva de transic;ao continua. Como esperado,

aumentando 0 parametro ~ aumenta a robustez da rede ao rufdo e diminui sua

capacidade de armazenamento. A linha tricrftica no espac;o tridimensional (Q, ~, T)

e mostrada na figura 3.7, juntamente com suas projec;oes nos pIanos Q = 0, ~ = 0 e
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Figura 3.7: Linha tricritica no espa<;ode panimetros (a. K, T) do modelo dos pesos

6timos. As proje<;oes nos pIanos a = 0, K = 0 e T = 0 most ram os limites citados

no textCJ.

Comparando 0 diagrama de fase para a pseudo-inversa, apresentado na figura

3.2, com 0 diagrama de fase da rede atratora 6tima, apresentado na figura 3.8, pode-

se concluir que, para a mesma capacidade de armazenamento ac = 1 (atingido com

K ;::::; 0.470), a pseudo-inversa tem melhor desempenho. De fato, alem de ser mais

robusta ao ruido, a rede pseudo-inversa apresenta um regime onde 0 ponto fixo de

recupera<;ao e 0 unico ponto fixo estavel, enquanto para a rede atratora 6tima esse

regime esta presente apenas para K > 0.651. E importante mencionar que para K = 0

e a ::;2 os padroes memorizados, embora sejam pontos fixos. nao SaGatratores. NCJ

capitulo 5, verificaremos se essa conclusao tambem e valida para redes nao-diluidas.
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Capitulo 4

Vizinhan<;a dos pontos fixos

neurais atratoras completamente conectadas, atraves da analise de sua vizinhanc;a.

A vizinhanc;a dos est ados memorizados sera avaliada atraves da frac;ao de sftios

instaveis de urn padrao de teste 11k a distancia de Hamming d do padrao armazenado

e. 0 padrao de teste e gerado pela distribuic;ao condicional de probabilidades

( k k) 1+ b (k k) 1- b (k k)P T/i I 'i = -2- 6 T/i - 'i + -2- 6 T/i + 'i ,

onde 0 :s: b :s: 1 mede a correlac;ao entre 11k e e. 0 parametro b esta relacionado

com a distancia de Hamming d entre dois padroes por d = (1 - b) /2. Lembramos

que os padroes memorizados saGgerados pela distribuic;ao de probabilidade



Ei (J) = ~L (1 _ ~~) 2 ,

k

com as estabilidades dadas, como antes, por ~7 - JN~t L,#i Jij~; e os padroes t;l

gerados por (4.2). Assim, 0 calculo da energia livre e das equa<;oesde ponto de sela

4.1.1 Calculo da distribui<;aode probabilidade das estabili-

dades

A distribui<;ao de probabilidade das estabilidades do padrao de teste e dada pela

equa<;ao (1.29) ,

W (,) = \ \ \b (I - A~)) J ) ) 17k ,~k '

onde A7 7N7]f L,#i Jij7];. Para calcular W (,), acrescentamos a energia da

pseudo-inversa (1.14) 0 termo linear em h

W ( ) __ r ~ 8 ((In Zi) )17k,~k I
I - A~~ A 8h h=O,

onde a fun<;aode parti<;ao e dada por

o primeiro termo da energia garante a solu<;aode (1.13) eo segundo termo e utilizado

para obten<;aoda distribui<;ao de estabilidades do padrao de teste. Devido a equa<;ao

(4.6), 0 procedimento para calculo de W (r) e analogo ao empregado no calculo da

energia livre do capitulo 2, sendo apresentado a seguir.



Utilizando 0 metodo das replicas, equa<;ao (2.4), a fun<;aode parti<;ao replicada

n vezes fica escrita da seguinte forma

Z;' = J [TI dJf;8 (Qi - ~ ~ (Jf;)')]

uJ dx:i8 (X:i - N~/'~; ~ Jf;~J) exp H(1 - x:i)']

IIJ dy~Jj (Y~i - N~/2 T]~L JfjT]J) exp [-Ahb (r - Y~i)]· (4.8)
kp J

Utilizando a representa<;ao integral da fun<;ao delta, suprimindo a referencia

explfcita ao sftio i nas variaveis de integra<;ao x~ - X~i e y~ - Y~i (devido a in-

dependencia da fun<;aode parti<;ao com este fndice), e explicitando a media sobre

os padroes T]k e ~k, conseguimos

Fazendo a media sobre os padroes T]J e ~J, obtemos

((- •• )) k k ~
'I) ,E IIexpln [1- _(1_-_b_

2)(LX~Jfj)2
~ 2N p

- 2~ (bry7~7~>Pf;+ ~?:.rf;r]
gexp [_ (1;:2) (~XPf;)'

-2~ (bry7~;~XPf; + ~jJPf;r] .



Escrevendo 0 quadrado da somat6ria como (2.11) e introduzindo a variavel au-

xiliar qpa = ~Lj J~J0' a func;ao de partic;ao fica escrita como

Usando novamente a representac;ao integral da delta nas duas primeiras integrais

e fazendo as mudanc;as de variaveis Qp = #-R e qpa = FtR, a func;aode partic;ao pode

ser posta na seguinte forma

J (IT dQ p ) J (IT dqpadqpa)
p 2rri/ N p<a 2rri/ N

[
~ ~ 1/2~ ~exp N 0QpQ + N L qpaqpa + N 0 MpMp

p p<a p

+NGo + aNG1] ,

C1 \ In {J (1] dX;~XP) / (1] dY;~YP) exp [i ~?PXP
-~L (1 - XP)2 + iL fjPyP - >'h L <5h- yP) - (1 - b

2
) QL (XP)2

2 p p p 2 p



- (1 - b2) L: qpqxPxu - ~Q L: (b77i~iXP + fl)2
p<u 2 P

- ~ (lrryi~iXP + fl) (lrryi~ixu + fj)] })
~ ~~

Na derivac;ao de GI, foi utilizada a propriedade de automediancia, Lk g ("1f~f)=
aN ((g ("1i~i)))''1i>~i' que result a na eliminac;ao do indice k. Na equac;ao acima, as

medias sobre "1i e ~i sao indicadas por (... ) . c .• Novamente, a forma especffica da1J~,,,,t.

energia de treinamento altera apenas 0 termo G1.

Para obter a distribuic;ao de estabilidades para 0 padrao de teste, precisamos somente

de G1. 0 procedimento para efetuar as integrais em xP, xP, fl e yP e analogo ao

apresentado no capitulo 2 e por isso nao 0 reproduzimos aqui. Ap6s calcular estas

integrais, a expressao para G1 pode ser colocada na seguinte forma compacta

~l = (1Dt 1Dzlnf(t, z,W,h))1ji'~i'

f (t, z,w, h) = [1+ A(1- b2) (Q - q)r
1
/
2

1Dwexp [-Ah6 (,- ql/2Z - (Q - q)1/2 w)]

[
A [1 - (1 - b2)1/2 ql/2t - b"1i~i (ql/2Z + (Q - q)1/2 w) r]

exp "2 [1+A(1-b2)(Q-q)] .(4.17)

. 1 BC1W (r) = - 11m --- Ih-O
>'->00 An Bh -

_ _ lim !:. (1Dt 1Dzf' (t, z, w, 0))
>'->00 A f(t, z,w,O) 1Ji,~i

onde f' (t, z, w, 0) = af(t'a~W,h) Ih=O. Todas as integrais envolvidas sao gaussianas e

podem ser efetuadas facilmente. A forma final para a distribuic;ao de estabilidades



onde WTJi,(;i b) e uma distribui15ao de probabilidade gaussiana para dado 'T/i~i, como

em (2.48), dada pela seguinte expressao

V 1 {I + b [ b- b)2 ]
= 27rQ (1- b2) -2- exp - 2Q (1- b2)

1-b [ h+b)2]}
+-2- exp - 2Q (1- b2) ,

que nao e mais gaussiana.

:It conveniente enfatizar que as distribui150esde probabilidades condicionais P(;i b)
(2.48) e W11i,(;i b) (4.20) saG gaussianas. Esse resultado sera utilizado no capitulo 6

para simplificar os calculos referentes ao problema da categoriza15ao.

Desejamos obter a fra15aode sitios instaveis do padrao de teste "7k, isto e, a fra15aoE

entre 0 numero de sitios para os quais a estabilidade

e negativa e 0 numero total de sitios N. A independ€mcia estatistica entre 'T/f e ~f
para diferentes sitios permite escrever esta fra15aocomo

onde W (r) = (((0 (r - A7)) )) . . e a distribui15aode probabilidade das estabili-
J 11,,(;,

dades do padrao de teste "7, dada pela equac;ao (4.21).



E=l-b+bH[ b ] (4.24)
2 JQ (1- b2) ,

onde H (x) = Jx
oo Dt. Esta quantidade e mostrada na figura 4.1 como uma func;ao

da distancia de Hamming para varios valores de CI:. Para CI: = a obtemos E = d.

A medida que CI: cresce em direc;ao a Cl:c = 1, a vizinhanc;a do padrao armazenado

torna-se mais abrupta: para pequenos valores de d a func;aoerro e muito sensivel a

variac;oesda distancia de Hamming, enquanto para grandes valores de d ela se torna

praticamente independente da distancia dos padroes armazenados. Em particular,

para CI: = Cl:c = 1 tem-se E = a se d = a e E = !caso contrario.

Figura 4.1: Frac;ao de sitios instaveis do padrao de teste T/ como func;aoda distancia

de Hamming do padrao armazenado ~ para a rede neural atratora pseudo-inversa.

as parametros sao (de cima para baixo) CI: = I, 0.99, 0.9. 0.6, 0.1 e 0.01. A linha

pontilhada e E = d, que coincide com a curva de E para CI: = O.



Os calculos para 0 modelo dos pesos 6timos SaGanalogos aos descritos anteriormente.

o fator complicante e que algumas integrais nao podem ser efetuadas analiticamente,

mas 0 procedimento de calculo segue identico ao do da pseudo-inversa. Para 0

modelo dos pesos 6timos, utilizamos a seguinte expressao para a energia

Ei (J, h, 'Y) = L()(1 - ~7) 2 +L hb (, - A7) .
k k

_ _ K, - b,TJi~i - Jq (1 - b2)x

~l - J(1 - q)(l - b2)

__ K,-bTJi~i('Yq+Jq(1-q)y)-Jq(1-b2)x
~2- yT=q

o panlmetro de ordem q e dado pela equa<;ao (2.61). Como antes, a integral tripla

onde h2
1
= (1-b2q) h2 = q(1-b2

) h2 = b2 2 (1-b2
) h2 = _1_ e h2 = q(1-b

2
q)

(1-q)(1-b2), 2 (l-q)' '3 q (1-b2q)(1-q)' 4 (l-q) 5 (l-q)'

A depend€mcia de E com d para r~ = 0 e apresentada na figura 4.2. Em particular,

para ex = 0, obtemos
1 - b b

E (ex = 0) = -- + - arccosb,
2 7r



0.0
0.0

Figura 4.2: Frac;ao de sftios instaveis do padrao de teste 'f) como func;aoda distancia

de Hamming do padrao armazenado ~ para a rede neural atratora pesos 6timos. Os

parametros sao K, = 0 e (de cima para baixo) 0: = 2, 1, 0.5 e o. A linha pontilhada

e E = d.

enquanto para 0: = O:c = 2, obtemos E (0: = 2) = 0 para b = 1 e E (0: = 2) =

1/4 + E (0: = 0) /2, caso contrario. :It interessante comparar esses resultados com as

da pseudo-inversa. Enquanto a dependencia de E (0: = 0) com d e muito simples para

a pseudo-inversa, E (0: = 0) = d, ela e mais complexa para a rede dos pesos 6timos:

qualquer desvio do padrao armazenado leva a urn aumento abrupto do numero de

sftios instaveis, uma vez que todas as derivadas de E (0: = 0) divergem em d = O.

Para melhor comparar as modelos da pseudo-inversa e dos pesos 6timos, escolhe-

mas K, ;::::; 0.470 de modo que a capacidade de armazenamento de ambos as modelos



0.0
0.0

Figura 4.3: 0 mesmo da figura 4.2, mas com K,

0: = 1, 0.5, 0.25 e O.

Para pequenos valores de d tem-se E ~ d, 0 que contrasta com 0 comportamento nao

analftico para 0 caso K, = O. "It interessante que um valor nao zero para K, garanta

uma vizinhanc;a suave, isto e, E ~ d, mesmo no regime de saturac;ao 0: = O:C' Grandes

valores de K, aumentam a faixa de d para a qual E ~ d. Em particular, para K, ---+ 00

tem-se E ---+ d para 0: ::; O:c ---+ O. As figuras 4.4 e 4.5, para K, = 0.5 e 0.8, respecti-

Aparentemente, 0 papel de K, e suavizar a vizinhanc;a dos padroes armazenados.

Entretanto, e necessario salientar que embora a func;aoE possa indicar uma vizinhan-



c;a suave, isto nao diz nada sobre a bacia de atrac;ao quando se utiliza a dinamica

(1.1), pois esta depende localmente das estabilidades e nao de suas integrais, como

0.0
0.0

Figura 4.4: 0 mesmo da figura 4.2, mas com K, = 0.5 e (de cima para baixo) 0: = 0.96,

0.65. 0.5. 0.25 e O.
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Capitulo 5

Natureza dos atratores

Como vimos no capitulo 3, para avaliar 0 desempenho de uma rede neural e interes-

sante conhecer caracteristicas como 0 tamanho das bacias de atrac;ao e a estabilidade

dos atratores, que podem ser avaliadas atraves do estudo da dinamica da rede neu-

ral. Naquele capitulo, obtivemos os diagramas de fase para redes neurais atratoras

no regime de extrema diluic;ao. Somente neste limite e possivel obter analiticamente

a equac;ao da dinamica para a correlac;ao de recuperac;ao das redes pseudo-inversa e

pesos 6timos. A fim de complementar nosso estudo das propriedades de recuperac;ao

de redes neurais atratoras completamente conectadas, e necessario recorrer ao uso

de simulac;ao.

Neste capitulo, apresentamos os metodos utilizados para a obtenc;ao explfcita dos

pesos sinapticos para 0 modelo dos pesos 6timos e para as tres formulac;oesdo modelo

da pseudo-inversa. Em seguida, descrevemos 0 algoritmo que realiza a enumerac;ao

exaustiva de todas as configurac;oesda rede [30]e apresentamos os resultados obtidos

atraves de simulac;oesnumericas. Devido ao alto custo computacional dessa busca.

estudamos redes com N < 24.



5.1 Determina~ao dos pesos sinapticos

J. - ~ ~ ekel (c-1)tJ - N L..J '>i '>j kl '
kl

onde os elementos da matriz simetrica C sao dados por Ckl = l/N 2::i ~f~i[19]

e os indices i e j correm sobre os N neuronios da rede. A equac;ao (5.1) produz

uma matriz de pesos simetrica com termos diagonais Jii nao nulos. A soluc;ao

do sistema de equac;oes (1.13), dada por (5.1), permite armazenar P = N

padroes linearmente independentes. Esse modelo foi estudado numericamente

por Personnaz, Guyon e Dreyfus [20].

com os termos diagonais Jii zerados, foi estudado por Kanter e Sompolinsky

[21]. Eliminando os termos diagonais de (5.1), nao se pode mais garantir

que os padroes sejam atratores da dinamica. Entretanto, Kanter e Som-

polinsky mostraram analiticamente que no limite N -* 00 a capacidade de

armazenagem desse modelo e O:c = 1. Os atratores da formulac;ao KS nao

coincidem, em geral, com os da formulac;ao PGD e, alem disso, suas bacias de

atrac;ao diferem enormemente.

(3) Modelo E: E 0 modelo definido pela soluc;aode menor norma do sistema de

equac;oes lineares (1.13). Ele produz uma matriz de pesos assimetrica com

termos diagonais nulos, sendo que 0 numero de padroes linearmente indepen-



A determina~ao dos pesos sinapticos para a rede otima, equa~oes (5.2) e (5.3),

pode ser feita por urn algoritmo originalmente proposto para redes tipo perceptron

[44] [45]. Iniciando com uma matriz de pesos arbitraria, com Jii = 0, examinam-se

as desigualdades (5.2) para cada i e l e, toda vez que uma nao for satisfeita (isto e,

~i< K-), os Jij correspondentes saGmodificados de acordo com a regra

onde A e urn parametro positivo que ajusta 0 tamanho do passo. A cada itera~ao

os pesos sao renormalizados para satisfazer (5.3). Este e 0 algoritmo padrao que

Gardner [24] mostrou convergir tambem para redes neurais atratoras. Entretanto,

sob varios aspectos, este algoritmo nao e 0 mais eficiente. Em primeiro lugar, 0

tamanho do passo A de cada itera~ao de (5.4) e sempre 0 mesmo, independente do

quanto as desigualdades (5.2) ou a normaliza~ao (5.3) diferem dos valores corretos.

Abbott e Kepler [25] apresentaram uma variante mais eficiente desse algoritmo,

aumentando 0 tamanho do passo se ~i« K- e diminuindo-o se ~i esta proximo de

K,. Alem disso, 0 tamanho do passo tambem e ajustado de acordo com a magnitude

de LjJi~' 0 algoritmo proposto por aqueles autores e dado pela seguinte regra

onde II Jij II = JLj J'h e 0 fator de normaliza~ao e f (~i)e uma fun~ao que deve ser

escolhida de forma a otimizar a velocidade de converg€mciado metodo. Seguindo as



sugestoes de Abbott e Kepler [25], adotamos a fun«;ao nao linear

f(~~) =,.,;+8-~~+ [("';+8_~~)2 -82f/2 com 8 - 0.01. Dado 0 conjunto

de padroes que se quer armazenar na rede neural, nem sempre sera possivel obter

uma matriz de pesos satisfazendo aos vinculos (5.2). De fato, para urn dado i, os

padroes (~i,...,~L1,~;+l' ... , ~~ ) devem ser linearmente separaveis para que 0

algoritmo encontre uma solu«;ao. Alem disso, a solu«;aoa que se chega depende da

particular escolha da matriz de pesos inicial.

Ao contrario da matriz de pesos da rede 6tima, obtida pelo algoritmo do percep-

tron e suas variantes, a matriz de pesos da pseudo-inversa para cada uma das tres

formulaGoes que estudaremos e unica. E importante notar que, em todos os casos

(pseudo-inversa e pesos 6timos), os padroes {_~l} saG tambem automaticamente

memorizados.

Determina~ao dos atratores

posto por Gutfreund, Reger e Young [30]. Atraves deste algoritmo, obtemos 0

numero de atratores, 0 tipo e sua bacia de atra«;ao. Como 0 numero total de esta-

dos de uma rede neural binaria cresce exponencialmente com N, 0 algoritmo que

realiza a enumeraGao exaustiva dos atratores deve ser eficiente para nao inviabilizar

a operaGao. A seguir, descrevemos simplificadamente 0 algoritmo utilizado.

o numero de estados S = (51, ... , 5i, ... ,5N) de uma rede neural binaria e 2N;

podendo ser enumerados associando-se cada uma das configura«;oesda rede a sua

representa«;ao decimal. Assim, cada estado da rede e representado pelo inteiro b

que pode assumir os valores b = 0, 1, ... , (2N - 1) , num total de 2N est ados 1. A

1Por exemplo; ao estado da rede representado pelo vetor de estado com todos os spins 0 e
associado 0 indice b = 0, resultando em SO---.(0, ... ,0). Numa rede de N = 4 spins, 0 estado corn

todos os spins 1 e associado ao indice b = 24 - 1 = 15. Assirn, S15 ---. (1, 1, 1, 1) , ou simplesmente

dizemos que a rede esta no est ado de numero b = 15.



cada estado b da rede saGassociadas duas variaveis inteiras: nb armazena 0 proximo

estado da rede e mb que identifica a bacia de atrac;ao a qual b pertence. Temos

ainda 0 vetor Oi que armazena 0 numero de estados na i-esima bacia de atrac;ao.

Inicialmente, mb e 0i saG zerados. 0 primeiro passo e obter, para cada estado da

rede, 0 proximo estado, atraves da equac;ao (1.1), Si (t + 1) = sign [Jc Lj JijSj (t)] ,
que fica armazenado em nb. Denota-se 0 estado atual da rede por a e 0 nu.mero de

bacias ja identificadas por i (inicialmente a = i = 0). 0 algoritmo, entao, segue os

seguintes passos.

(a) Se este estado ja foi visitado antes (ma =I- 0) passa-se para 0 proximo estado

a = a + 1. Se ele nao foi visit ado (ma = 0) 1 entao, identifica-se a bacia de

atrac;ao a que pertence fazendo ma = i + 1, prosseguindo a dinamica ate se

atingir urn estado que ja tenha sido visitado antes (ma =I- 0). Agora, existem

duas possibilidades, (b1) ou (b2), dadas a seguir.

(b1) Se ma = i + 1, entao, este estado e urn novo atrator e utiliza-se 0 numero de

estados visitados desde 0 estado inicial a, como urna primeira estimativa de

sua bacia, 0HI.

(b2) Se ma < i + 1, entao, foi atingido urn estado pertencente a uma bacia de

atra~ao ja identificada. Volta-se ao estado a e segue-se a dinamica novamente.

mas agora nomeando a bacia de atrac;ao com ma. 0 numero de estados desde

a ate 0 est ado da bacia ma e agora somado a antiga estimativa do numero de

estados nesta bacia de atrac;ao, Oma'

:Nestealgoritmo. utilizamos a regra (1.1) para obter 0 proximo passo da dinamica

e assim identificar os atratores. De fato, nest a tese, aplicaremos a dinamica (1.1) de

duas maneiras. A primeira denominamos de dinamica serial, que consiste em aplicar

(1.1) a urn spin de cada vez, sempre na mesma sequencia. A segunda dinamica que

consideraremos e denominada de dinamica paralela e consiste em aplicar (1.1) a



garantem a recupera<;ao dos estados memorizados, mas com propriedades distintas.

Vale salientar que este algoritmo para enumera<;aoexaustiva dos atratores funciona

apenas para dinamicas deterministicas, como eo caso das duas dinamicas estudadas.

Para uma dinamica serial estocastica, em que 0 sitio a evoluir e escolhido aleatoria-

mente a cada passo, nao e possivel determinar de forma linica 0 sucessor de um dado

estado, impossibilitando a contagem do numero de estados nas bacias de atra<;ao.

Da mesma forma, nao se aplica este metodo a dinamica com temperatura diferente

de zero.

Ap6s identificados os atratores e contados 0 numero de estados na bacia de cada

um deles, definimos 0 peso da s-esima bacia de atra<;ao como

onde Os e 0 numero de estados que convergem para 0 s-esimo atrator. A estrutura

das bacias de atra<;ao e, entao, caraeterizada pelos momentos

Quando n = 1, a soma dos pesos das bacias de todos os atratores e necessariamente

1 e, de fato, esta propriedade foi utilizada para verificar a correteza do algoritmo.

De particular interesse para nossa analise e 0 caso n = 2. 0 segundo momenta

mesma bacia de atra<;ao. Assim, se Y2 -+ 0 no limite N -+ 00, entao, 0 espa<;ode

configura<;oese dominado por muitos atratores cujos pesos Ws se tornam cada vez

menores. Por outro lado, se Y2 permanece finito neste limite, entao, uns poucos

atratores dominam praticamente todo 0 espa<;ode configura<;oes.

Na equa<;ao (5.7), 0 indice s corre sobre todos os atratores. Entretanto, e de

interesse tambem investigar as bacias dos padroes memorizados. Para isso, definimos



onde s E {O significa que este indice corre somente sobre os padroes memorizados.

Este e 0 nlimero medio de estados na bacia de atra<;ao de cada padrao.

A seguir, discutimos como as grandezas introduzidas acima dependem dos varios

parametros que definem os modelos da pseudo-inversa e pesos 6timos. Nossa dis-

cussao focalizara principalmente a dinamica sequencial. Os resultados da dinamica

paralela serao apresentados brevemente no final do capitulo.

Nos graficos mostrados nesta se<;ao,que apresentam os resultados das simula<;oes,

cada ponto representa uma media sobre 100 realizac;oes diferentes do conjunto de

padroes {~}. as valores de N serao sempre impares para 0 modelo PGD e pares para

o modelo KS da pseudo-inversa e dos pesos 6timos. Essa escolha objetiva evitar que

o argumento da func;ao sinal na equac;ao dinamica (1.1) se anule, 0 que introduziria

uma arbitrariedade desnecessaria na dinamica. Como a matriz de pesos do modelo

de pesos 6timos nao e simetrica, mesmo no caso da dinamica sequencial podem

surgir ciclos de periodo arbitrario (limitado, e claro, pelo mimero de estados 2N).

Lembramos que para as formulac;oesPGD e KS da pseudo-inversa, cujas matrizes de

pesos saG simetricas, a dinamica sequencialleva apenas a pontos fixos. Assim, deve

ficar claro que 0 numero total de pontos fixos, discutido a seguir, nao corresponde

ao numero total de atratores do modelo dos pesos 6timos. A analise do modelo

de pesos 6timos ficara restrita a apenas tres valores do parametro de margem, a

saber, '" = 0, 0.5 e 0.8, para os quais O:c = 2, 0.96 e 0.66. respectivamente. Devemos

mencionar ainda que, dentro da precisao das figuras que serao apresentadas a seguir,

nao e possivel distinguir entre os resultados da formulac;ao KS e os da formula<;ao

E, embora as matrizes de pesos sejam diferentes nos dois casos (simetrica para KS e

assimetrica para E). Assim, apresentaremos apenas os resultados para a formulac;ao

KS da pseudo-inversa.
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Figura 5.1: FunGao9pf (N, a) = ~ In (Npf) contra a inverso do numero de neuronios

N para a fixo. Como e claro da figura, a comportamento de 9pf (N, a) no limite

l/N -+ 0 e claramente exponencial e fornece a valor de 900 (a) no limite termo-

dinamico. Os pontos sobre 0 eixo 1/N -+ 0 SaGobtidos da previsao teorica. As

curvas plotadas dos modelos KS e PO SaGpara a = 1/2 e do modelo PGD SaGpara

A fim de determinar como 0 numero medio de pontos fixos (Npf) cresce com N,

apresentamos na figura 5.1 a funGao 9pf (N, a) = ~ In (Npf) contra 1/N. Podemos

inferir dessa figura a seguinte relaGao

onde In c (a) e 0 coeficiente angular da reta que interpola os dados e 900 (a) 0 ponto

onde ela toca 0 eixo l/N = O. No caso da pseudo-inversa, os valores anallticos,



obtidos para N ---+ 00 por Kuhlmann e Anlauf [46],SaGtambem apresentados nesta

figura. Embora a concordancia entre a extrapola~ao dos resultados das simula~oes

para 0 limite 1/N ---+ 0 e os valores analfticos para 0 modelo KS seja excelente, essa

concordancia nao e muito boa para 0 modelo PGD, devido aos pequenos valores de

P empregados nas simula~oes (P = 3, 5 e 7 para N = 9, 15 e 21, respectivamente).

Urn resultado importante e original apresentado nesta figura e 0 de que 0 numero

medio de pontos fixos tambem cresce exponencialmente com N no modelo dos pesos

0.10
a = 1/2

-V-PO K= 0.0

0.05 Vv. -6-PO K= 0.5
V6.

6
-V"v -O-PO K= 0.8

0.00 o \ 'v\
-0.05

()

C>

-0.10
o 6"'0

-0.15 V
-0.20

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

1/N

Figura 5.2: Fun~ao gc (N, a) = ~ In (Nc) contra 0 inverso do numero de neuronios

l/N para a fixo.

Analogamente, introduzimos a fun~ao gc (N, a) = "* In (Nc) para investigar a

dependencia do numero medio de ciclos (Nc) com N e a. Os resultados mostrados



na figura 5.2 para 0 modelo de pesos otimos indicam 0 fato urn pouco surpreendente

de que 0 nillnero de cielos aurnenta com N. Note que gc pode tomar valores negativos

se algumas das realizac;oes dos padrOes mediadas nao produzirem cielos, urna vez

que neste caso terfamos (Nc) < 1.

a = 1/2
-V-POK= 0.0
-6-POK= 0.5
-O-POK= 0.8
-D-KS

0.15

A
N>- 0

V
0.10

0.05 a = 1/3
--<>-PGD

0.00
0.00

A figura 5.3 apresenta a dependencia do valor medio do segundo momento da

distribuic;ao dos pesos das bacias de atrac;ao, equac;ao (5.7), com N. Note que aqui

sao considerados todos os atratores: pontos fixos e cielos. Ha urna clara diferenc;a

qualitativa entre 0 modelo de pesos otimos com I\, = 0 e os outros modelos: 0 fato de

(Y2) tender a urn valor nao nulo para N ---+ 00 implica na existencia de atratores com

enormes bacias de atrac;ao no caso I\, = O. E instrutivo comparar esses resultados

com 0 de urn modelo uniforme, no qual todas as bacias de atrac;ao sao identicas, de
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Figura 5.4: Previsao para 0 segundo momento no caso de bacias uniformes Y2u

exp (- Ngt) contra 0 inverso do mimero de neuronios 1/N para cyfixo.

D
s

= exp (N in 2) - exp (Ngt)

exp (N gt)

para todo s. Aqui, exp (N gd e 0 mimero total de atratores. Segue imediatamente

dessa hip6tese que (Y2) ~ exp (-N gt) e, portanto, vai exponencialmente a zero no

limite termodinamico. Utilizando gt = gpf' obtido da figura 5.1 (que e uma boa

aproximac;ao no caso da dinamica sequenciaL pois 0 numero de ciclos e desprezlvel

frente ao numero de pontos fixos), apresentamos na figura 5.4 os dados obtidos

para 0 modelo uniforme. A comparac;ao desses dados com os dos modeios originais

indicam que, como esperado, 0 modelo de pesos 6timos com f\. = 0 tern as bacias de

atrac;ao mais heterogeneas e, embora nao haja concordancia quantitativa, 0 modeio

uniforme descreve qualitativamente bem os outros modeios. As discrepancias, e



claro, sao devidas a nao homogeneidade das bacias de atra<;ao. Aqui vale observar

que quando as bacias de atra<;ao sao id€mticas, (Y2) assume seu menor valor.

a=1I3
¢ FG)

a=1I2
o FOIC=0.8
I!. FOIC=0.5
V FOIC=00
o I<s

Figura 5.5: A bacia de atra<;ao dos estados memorizados pode ser avaliada pela

dependencia de bE (ex) = ~ In HE contra a inverso do numero de neuronios 1IN.

o numero media de estados na bacia de atra<;ao de cada urn dos padroes memo-

rizados pode ser avaliado pela figura 5.5 onde mostramos bE = liNIn (N() contra

1IN. 0 que surpreende nesta figura e a quase desprezfvel influencia do panimetro de

margem K, sobre as bacias de atra<;ao dos padroes memorizados. implicando assim

que esse panimetro nao cumpre a fun<;aopara a qual foi introduzido no modelo.

Lembramos que, par outro lado, a analise do modelo extremamente diluido preve

bacias de atra<;ao nulas para as padroes com K, = O. As possiveis razoes dessa

discordimcia serao discutidas no capitulo 7.
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Figura 5.6: Func;ao gpf (N, a) contra a. Aqui, as pontos vazios sao as resultados

da simulac;ao e as pontos cheios sao goo (a) , a extrapolac;ao de gpf (N, a) no limite

1/ N --+ 0, como ilustrado na figura 5.1. Para maior clareza, apenas a maior valor de

N simulado e mostrado, a saber N = 21, 22 e 22, respectivamente, para as modelos

da PGD, KS e PO. A curva tracejada represent a a previsao te6rica para a modelo

A figura 5.6 mostra gpf (N, a) contra a para as varios modelos considerados.

As curvas cheias sao as resultados analfticos obtidos para a limite N --+ 00 par

Kuhlmann e Anlauf [46] para a caso da pseudo-inversa. A discordancia entre as
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simulac;oes e as resultados analfticos para a pequeno ja era esperada, uma vez que

naqueles calculos foi utilizado P ---+ 00, enquanto nas simulac;oesa menor valor de a

corresponde a P = 1. Ja a discordancia para a formulac;aoKS no caso a C:::' 1, deve-se

ao fato da capacidade de armazenagem desse modelo ser dada par O:c = 1 - 1/N,

resultando em ac C:::' 0.95 para N = 22, de forma que e esperada alguma discordancia

pr6ximo a essa regiao crftica. 0 resultado ac = 1 - l/N, embora 6bvio para a

formulac;ao E da pseudo-inversa, esta baseado apenas nos dados das simulac;Oespara

a formulac;aoKS que indicaram nao ser possIvel encontrar uma matriz de pesos capaz

de armazenar P = N padroes aleat6rios. Ainda para a modelo da pseudo-inversa,

notemos que, no limite a = 1, a numero media de pontos fixos tende ao numero total

de estados, levando a gpf = In 2 C:::' 0.69. Embora nao existam resultados analfticos



para 0 modelo de pesos 6timos, e claro, peia figura, que 0 aumento do mimero medio

de pontos fixos com ex e muito mais suave nesse modeio. :It import ante mencionar que

medimos tambem a grandeza (InNpf) , mas nao observamos diferenc;assignificativas

em reIac;ao aos dados apresentados nas figuras 5.1 e 5.6. A figura 5.7 apresenta

gc (N, ex) contra ex para 0 modelo de pesos 6timos. No regime em que gc > 0, esta

quantidade e praticamente independente de ex.

-v- roK=QO
-fJ.- ro K=Q5

-0- ro K=Q8

-0- R3J
-0- I<s

A>-N
V 02

00
00

A figura 5.8, que mostra (Y2) contra ex, ilustra a diminuic;ao do tamanho das

bacias de atrac;ao dos atratores a medida que ex aumenta. Notemos que para ex -+

o ( P = 1 nas simuIac;oes) temos (Y2) = 0.5 para 0 modelo da pseudo-inversa,

implicando que dinamica sequencial possui apenas dois atratores ~ e -~ dividindu

igualitariamente 0 espac;o de configurac;oes. 0 mesmo nao ocorre com os modelos

de pesos 6timos, pois, a1E~mdesses dois pontos fixos, aparecem ciclos como podemos
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Figura 5.9: Previsao para 0 segundo momento no caso de bacias uniformes Y2u

exp (- Ngt) contra a para N fuco.

observar na figura 5.7. Os resultados do modelo uniforme saG mostrados na figura

5.9.

primeiro e 0 fato de no modelo PCD as bacias de atrac;ao dos padroes tenderem a

zero para a ~ 0.5, em concordancia com os resultados de Kanter e Sompolinsky [21].

o segundo, que ja fora observado na figura 5.5, e a surpreendentemente pequena

infiuE'mciade ~ sobre as bacias de atrac;ao dos padroes memorizados. Novamente, e
interessante observar que, no limite a -+ a ( P = 1 nas simulac;oes), encontramos

bE, = l/N In (2N /2) = (1 - l/N) In 2 para todos os casos, exceto ~ = O.
Consideraremos, a seguir, a dinamica paralela. Como demonstrado par Peretto



00
00

Figura 5.10: Estimativa da bacia de atraGao dos estados memorizados como fUll<;ao

de 0:.

ciclos de periodo 2. Nao ha diferen<;as relevantes entre 0 numero medio de pontos

fixos para as duas dinamicas, de forma que as figuras 5.1 e 5.6 nao saG modificadas

significativamente. A figura 5.11 ilustra como a dinamica paralela aumenta enorme-

mente 0 numero de ciclos, exceto para 0 modelo PGD cujo termo de autointeraGao

positiva inibe 0 aparecimento de ciclos. Devido a estes novos estados estacionarios,

a estrutura das bacias de atra<;ao e bastante modificada conforme mostra a figura

5.12. 0 que chama a aten<;ao nesta figura e 0 comportamento de (Y2) para 0 modelo

ciclos de perfodo 2, dominando praticamente todo 0 espa<;ode configura<;oes. Outro

fato curioso com relaGao ao modelo de pesos 6timos com K, = 0, mostrado claramente
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Figura 5.11: Func:;aogc (N, ex) contra ex para a dimlmica paralela. N = 15 para a

PCD e N = 16 para os modelos KS e PO.
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Figura 5.12: (Y2) contra ex para a dinamica paralela. N = 15 para a PGD e N = 16

para os modelos KS e PO.



Capitulo 6

Categoriza«;ao na pseudo-inversa

Neste capitulo, estudaremos 0 problema da categoriza<;aoem redes neurais atratoras,

como propos to por Fontanari [31]. 0 problema consiste em treinar urna rede neural

com urn conjunto de exemplos e1v dos conceitos el
, aos quais a rede nao tern acesso,

com 0 objetivo de verificar as condi<;oes e limites a partir dos quais a rede cria

urn atrator para estes conceitos. Dados os conceitos, os exemplos saG gerados pela

distribui<;ao de probabilidade condicional

onde l = 1, ... , P e V = 1, ... , s, num total de sP exemplos (s exemplos para

cada conceito). Os conceitos el saG gerados pela mesma distribui<;ao do capitulo 4,

equa<;ao (4.2),

p (~~) = ~ {j (~~ - 1) + ~ {j ( ~~ + 1) .
Na se<;ao6.1, analisamos a estabilidade dos conceitos e na se<;ao6.2, a estabilida-

de dos exemplos, em ambos os casos para a formula<;aoE da pseudo-inversa definida

pela minimiza<;ao da fun<;ao (1.14), como apresentado no capitulo 5. Encerramos

o capitulo na se<;ao6.3, com urn estudo da termodinamica do problema da catego-

riza<;aono modelo KS para 0 limite P finito. Foi possivel estudar a termodinamica

do modelo KS, pois sua matriz de pesos simipticos e simetrica com os termos de

diagonais nulos. Alem disso, sua escolha se justifica, pois como vimos no capitulo



5, as formula~oes KS e E sao, dentro dos limites de precisao de nossas simula~Oes,

id€mticas sob todos os aspectos considerados.

6.1 Estabilidade de conceitos categorizados atra-

yeS de exemplos

1L( kV)2E- = - 1-~·
t 2 t'

kv

onde ~7v = N~/2~fv ~#i Jij~jv. A seguir, na se~ao 6.1.1, obtemos a energia livre e

os parametros de ordem da pseudo-inversa treinada com exemplos e na se~ao 6.1.2,

a distribui~ao de probabilidade das estabilidades dos conceitos e sua fra~ao de sftios

6.1.1 CaIculo da energia livre

Para obter a energia livre por sftio f = - ~A ((in Z)) EkV,Ek, utilizamos, como nos

capftulos 2 e 4, 0 metodo das replicas para efetuar as medias sobre as variaveis

lentas. Aqui (( ... ))EkV,Ek denota a media sobre os exemplos ev e sobre os padroes

nao memorizados e. A fun~ao de parti~ao replicada n vezes zn = ITp ZP se escreve

cia seguinte maneira



Usando a representa<;ao integral da fun<;ao delta, 8 (<p - x)

2~ J dx exp (- ix (A - x)), e escrevendo X~lJ - X~lJi e y~ - Y~i' pais a fun<;aode

parti<;ao e independente do sftio, obtemos

Fazendo a media sabre as exemplos ~JlJ (j =1= i), obtemos

(( ... ))€kV,€k = II((exp (- N:/2~~lJ~JlJLX~lJJ;))) (6.7)kJlJ P EkV,€k

n(cas (N~/2 LX~lJJ;)kJlJ P

-i~f"~jsjn (N;/2 ~5J,;"Jj')t (6.S)

Expandindo em potencias de Nb, obtemos

II(exp In [1 - ~ (L X~lJJ;) 2
~lJ 2 P

- ~~/2~f"~j (~5J,;Jj')]t (6.9)

!t (exp [- (1;:2) (~i~Jj') 2
- ~~/2~f"~j (~i:Jj')] t .(6.10)

Fazendo a media sabre as conceitos ~J (j =1= i), obtemos

(( ... ) )€kV,e ~ II(exp [- ;~/2~J L ~~lJX~lJJ;])
~ ~ e

IIcas [N~/2 L~~~~lJ X~lJJ;] .
kJ PlJ



Expandindo em potencias de N}/2' obtemos

((.. ))"',,' '"U exp { - 2~ [b ~ Ji(f(fV x:vn.
Finalmente, 0 termo mediado fica dado por

((.. ))"',,' '" U exp { - (1~b') ~ (~JiX:v r
- 2~ [b ~?i(f(fVx:v]} (6.14)

onde fica explfcita a dependencia no sitio i atraves do termo (f (fv.

Reescrevendo 0 quadrado do somat6rio com 0 auxilio da identidade (Lp xr =

Lp x2 + 2 Lp<a xpxa e introduzindo a variavel auxiliar qpa = 1J LjJr;Jj, a func:;ao

de partic:;aofica dada por

(( zn)) ~ J (u:dJ&6 (Q - ~ ~ (1i)'))
J (II dqpab (qpa - ~ L Jr;Jj)) J (II dX~;:X~v)

p<a J kvp

[
.~~P p '\~(1 p)2exp 1LJXkvXkv - 2" LJ - Xkv

kvp kvp

(1- b
2
) ~Q (-p)2 ( b2) ~ (~ i!:. ~a )- 2 LJ P xkv - 1 - LJ LJ qpa kvXkv

kvp kv p<a

-~ LQp (b L(f(fV X~v)2
kp v

- L qpa ( b L(f(~V x~v) (b L(f(fV X%v)] . (6.15)
kp<a v v

Usando novamente a representac:;aointegral da delta nas duas primeiras integrais

e fazendo as mudanc:;asde variaveis Qp = ~ e qpa = ~, a func:;aode partic:;aofica

dad a por

J (II d~p ) J (II dqp~dqpa) exp [N L QpQ
p 27rI/N p<a 27rI/N p

-N L qpaqpa + NGo + QNGl] (6.16)
p<a



(In { J (udX;~X~) exp [i~;:X~x~
_~L (1 - X~) 2 - (

1 - b
2
) QL (X~) 2

2 vp 2 vp

- (1 - b2
) L (L qp~X~X~)- ~Q L (b L ~i~r X~) 2

v p<~ P V

- Lqp~ (bL~i~r X~) (bL~i~r X~)]})
p<~ V v (r,(,

Na deriva<;ao de G1, foi utilizada a propriedade de automediancia, Lk g (~f~fv)=
aN ((g(~i~n))(r'(i' que resulta na elirnina<;ao do indice k. No limite N --* 00, as

integrais em (6.16) sao efetuadas pelo metodo do ponto de sela e a expressao para

onde 0 extr e tornado em rela<;ao aos parametros de ponto de sela Qp, qp~e qp~.
o proximo passo e assumir simetria de replicas nos parametros de ponto de sela,

Qp = Q , qp~= q e qp~= q (p < cr), 0 que facilita enormemente 0 calculo analitico

o que torna 0 calculo de G 1 complicado e 0 usual acoplamento entre as diferentes

replicas, aliado agora ao acoplamento entre diferentes exemplos de urn mesmo con-

ceito. Utilizando a identidade (2.11) e a transforma<;ao gaussiana, podemos de-

sacoplar as diferentes replicas no termo Lp<~qp~x~x~:de modo que a equa<;ao (6.18)



G] = (In {J (!J Dt") J Dz J (Itx;~X~)
exp [i LXvxv - ~ L (1 - Xv)2vp 2 vp
_ (1 ~ b2) (Q _ q) L (xv)2 _ (Q ~ q) L (b L~i~r Xv )2vp P v
-iJ(1- b2) q ~X"t" - iyq~ (b ~ ~iCX") Z]} ) 'r.'.' (6.20)

J (!J Dt") J Dz 1]{r~~x exp [i~X"X" - ~ ~ (1- x,,)'
_(1~b2)(Q_q)PX")'_ (Q~q) (b~WX"r

- iJ(1- b2) q 2;xvtv - iylq (b 2;(i~r Xv) z]} =

= J (fJ Dtv) J D z { ... }n

= J (!JDt,,) J Dzexpnln{.]

~ J (fJ Dtv) J D z [1 + n In { }]

~ l+nJ (fJDtv) J DzIn{ }, (6.21)

~1 ~ (J (fJ Dtv) J D z In J (fJ dX;:Xv
)

exp [i LXvxv - ~ L (1 - xv)2
v 2 v

- (1 ~ b') (Q _ q) px")' - (Q ~ q) (b pi~rT" r
- iJ(1- b2

) q LXvtv - iylq (b L~i~r xv) z]) . (6.22)
v v €Y,€i



Utilizando a transforma~ao gaussiana para desacoplar os exemplos no termo

quadnitico (L:1I ~i~iXli )2 , podemos facilmente efetuar as integrais sobre Xli e Xli'

resultando

(J (fJ Div) J D z In J Dry fJ J >. (1 - &2) !Q - q) + 1

(
A (1 - All )

2
) )

exp - 2 (1 + A (1 - b2) (Q - q)) Er,Ei'

onde All = V(Q - q) b2~i~i 1] + V(1- b2) qtll + ~ b~i~r z.

(J (IJ Dtll) J D Z { - (s ~ 1) In [1+ A (Q - q) (1 - b2
) ]

1 [ ( ( 2 2)] A L:1I (1 - ElI)2-21n l+A Q-q) 1-b +sb - 2(1+A(1-b2)(Q-q))

A2 (Q - q) b2 [L:1I (1 - Ell) ~i~i]2 }) (624)
+2[1+A(1-b2)(Q-q)][1+A(Q-q)(1-b2+sb2)] C',Ei' .

•

onde Ell = V(1 - b2) qtll + ~ b~ia z. Novamente, efetuando as integrais gaussianas

em z e t'l e usando \L:vFfL ~i~f) v . = s (s - 1) b2, obtemos
Ei ,E.

_ (s ~ 1) In [1 + A (1 _ b2) (Q _ q)]

1 [ ( )] AS (1 + q)-21n 1 + A (Q - q) 1 - b
2 + sb

2
2 (1 + A (1 _ b2)(Q _ q))

A2 (Q - q) b2s (1 - b2 + sb2) (1+ q)
+2 (1 + A (1 - b2) (Q - q)) (1 + A (Q - q) (1 _ b2 + sb2)) (6.25)

Go In { I + % In 7T - % In ( Q - D -n J D z4 (lZ~D } =

~ % In 7T - % In ( Q - D - n4 (Qi/_ ~) (6 26)



Para finalizar 0 ca1culo da energia livre por sftio, observamos que, devido a
simetria de replicas, 0 argumento da primeira exponencial da equaGao (6.16) reduz-

- qq
nN QQ + n (n - 1) N 2'

- ifq 1 1 ( - if) if
QQ - 2 + "2In 7f - "2In Q -"2 - 4 (Q - D
_ a (s ; 1) In [1 + A (Q - q) (1 _ b2) ]

-a~ln [1 + A(Q - q) (1- b2 + sb2)]

AS (1 + q)-a---------
2 (1 + A (1 - b2) (Q - q))

A2 (Q - q) b2 [1 - b2 + sb2] (1 + q) s
+a2(1 + A(Q - q) (1- b2)) (1+ A(Q - q) (1- b2 + sb2))' (6.28)

Para obter os valores dos panimetros de ponto de sela, partimos das equaGoes

8118if = 0 e 8118Q = 0, de onde obtemos

- Q - 2q
Q = 2 (Q _ q)2'

Substituindo na expressao para 1, obtemos

1 1 1 (1) 1 q"2+ "2In 7f - "2In "2 +"2 In (Q - q) + -2 -(Q-_-q-)

_ a (s ; 1) In [1 + A (Q _ q) (1 _ b2) ]

-a~ln [1 + A (Q - q) (1- b2 + sb2)]

As(l+q)
-a---------

2 [1 + A (1 - b2) (Q - q)]
A2 (Q - q) b2 [1 - b2 + sb2] (1 + q) s

+a2[1 + A(Q - q) (1- b2)] [1+ A(Q - q) (1- b2 + sb2)] , (6.31)



asq-
- 1-as'

Neste limite, a rede apresenta energia de treinamento nula, isto e, os padrOes sao

minimos globais da energia e dizemos que a rede esta abaixo da capacidade de

Q s (1 + Q)-- +a------
2x 2 [1 + x (1 - b2)]

xb2 (1 - b2 + sb2) (1 + Q) s-a--------------
2 [1 + x (1 - b2)] [1 + x (1 - b2 + sb2)]'

[1 + x (1 - b2)] [1 + x (1 - b2 + sb2)]
as = -------------

x [1 + x (1 - b2 + sb2) (1 - b2)] •

Tomando 0 limite x ~ 00, obtemos a capacidade de armazenamento ac = 1/ s, como

esperado.

Substituindo as na equa~ao aCT/aX = 0, a expressao para Q fica dada por

xC
Q = 1- xC '

C = [1 + x (1 - b2) (1 - b2 + sb2)]2 + b4 (s - 1)
[1 + x (1 - b2 + sb2) (1 - b2)] [1 + x (1 - b2)] [1+ x (1 - b2 + sb2)]'

No limite b = 0, obtemos C = l~X' de forma que Q = x.

i..J ~: " V • .;,: D C) to t; I ;3 I. lOT E CAe
INFORMAt;!\O



6.1.2 CaIculo da distribui<.;ao de probabilidade das estabili-

Para calcular a distribui<;ao de probabilidade das estabilidades dos conceitos

web) = (((8(,-N))))f,IV,f,I' equa<;ao (1.29), acrescentamos a energia (6.3) 0

termo linear em h,

Ei = ~ L (1 - ~~II)2 + ~ L8 (, - A~) ,
kll k

o primeiro termo da energia garante a solu<;aode (1.13) eo segundo termo eutilizado

para obten<;ao da distribui<;ao de estabilidades dos conceitos. Devido a equa<;ao

(6.39),0 procedimento para ca1culode we b) e analogo ao empregado no calculo da

distribui<;ao de probabilidade das estabilidades de um padrao de teste, apresentado

no capitulo 4. Como 0 termo Go nao muda, basta recalcular Gl a partir da nova

onde All = )(Q - q) b2~i~r 7/ + )(1- b2) qtll + yq b~i~r z. Assim,

e . 1 8GlW b) = - bm ---lh=o,
>'-too An 8h



Notando que as integrais que aparecem em (6.42) sao todas gaussianas e lem-

brando tambem dos resultados do capitulo 2, equa<;ao(2.48), e do capitulo 4, equa<;ao

(4.20), conclufmos que a distribui<;ao de probabilidade das estabilidades dos con-

onde w~r'~i h) e uma distribui<;ao gaussiana, dada por

para ~re ~i (v = 1, ... , s) dados. Com isso em mente, podemos calcular somente os

dois primeiros momentos de W~v'~i h) e reconstituir a distribui<;ao de estabilidades,

desejada. Para tanto, basta substituirmos 0 h- y) por y e y2 na equa<;ao (6.41) e

eliminarmos as medias sobre ~i e ~r.

Substituindo 0 h- y) por y na equa<;ao(6.41) e seguindo 0 procedimento de ca1culo

do capitulo 2, obtemos

(G'!:"Y", ~ J (IJ Dt") J Dz {- (,; 1) In [1+ A (1 - b') (Q - q)]

- ~ In [1 + A (Q - q) (1 - b2 + sb2)] - Ahv0 z

SA 2A 2:.v Bv - A 2:.v ( Bv)2
2 [1+ A (1- b2) (Q - q)] + 2 [1+ A (1 - b2) (Q - q)]
A2 (Q - q) [h(l + A (1- b2) (Q - q)) - b2:.v~i~r (1- Bv)]2}

+ 2 [1+ A (Q - q) (1 - b2 + sb2)][1 + A (1 - b2) (Q - q)] ,

onde Bv = )(1 - b2) qtv + yq b~i~r z.



o primeiro e 0 terceiro termos sao lineares nas variaveis de integrac;ao e, portanto,

nao contribuem. Sobrevive apenas 0 segundo termo, resultando

_ A (Q - q) bL:II ~i~r
')'~r'~i= 1+ A(Q - q) (1- b2+ slfl)' (6.48)

Agora, devemos tomar 0 limite A -+ 00 das duas maneiras discutidas anterior-

mente. Para Q :::; Qc = 1/ s, obtemos a seguinte expressao para 0 primeiro momento

_ bL:II ~i~i
')'~r'~i = (1 - lfl + sb2)

e para Q > Qc = l/s, onde A (Q - q) = x, obtemos

- xb L:II ~i~r (650)
')'~r'~i = 1 + x (1 - b2+ slfl)" .

Aqui, x e dado pela soluc;ao de (6.34). Note que para x -+ 00 (Q = Qc) os dois

Ccilculo do segundo momento

Substituindo 0 (')' - y) por y2 na equac;ao (6.41) e seguindo 0 procedimento de calculo

do capitulo 2, obtemos

(Gi~~r~, ~ !(I]Dtv) !Dz {- (8; 1) In (1+ A (1 - b2) (Q - q))

- ~ In [1 + A (Q - q) (1 - b2+ sb2) +2Ah (1 + A (1 - b2) (Q - q)) (Q - q)]

SA 2 2A L:II BII - A L:II ( BII )2
+2 (1 + A (1 - b2)( Q - q)) - Ahq z + 2 (1 + A (1 - b2)( Q - q))

[2Ahy'q zJ(Q - q) (1 + A (1 - b2) (Q - q))

-AJ(Q-q)b2L:II~i~r (l-BII)f
2 [1 + A (Q - q) (1 - b2+ sb2)

+2Ah(1 + A(l- b2) (Q - q)) (Q - q)) (1 + A(l- b2) (Q - q))



onde Bv = )(1 - b2) qtv + yq b~i~r z.

o segundo momento, para dado ~re ~i, obtem-se de

"Y2 - J (II Dt ) J D {(I + -\(1 - b
2
) (Q - q)) (Q - q) + 2

I ';i,';i - v v Z 1+-\(Q-q)(1-b2+sb2) qz

2-\yq (Q - q) bLv ~i~rBv z 2-\yq (Q - q) bLv ~i~rz
- (1 + -\(Q - q)(l - b2 + sb2)) + (1 + -\(Q - q) (1 - b2 + sb2))
+ -\2 (Q _ q)2 b2 (Lv ~i~r)2 + -\2 (Q _ q)2 b2 ( Lv ~i~rBv )2

(1 + -\(Q - q) (1 - b2 + sb2))2 (1 + -\(Q - q) (1 - b2 + sb2))2

_ 2-\2 (Q - q)2 b2 (Lv ~i~n(Lv ~i~rBv )} (6.53)
(1+-\(Q-q)(1-b2+sb2))2 .

(1 + -\(1 - b2) (Q - q)) (Q - q) -\2 (Q _ q)2 b2 (Lv~i~r )2
1 + -\(Q - q) (1 - b2 + sb2) + q + (1 + -\(Q - q) (1 - b2 + sb2))2

2-\q (Q - q) b2s -\2 (Q _ q)2 qb4s2---------+---------(1 + -\(Q - q) (1- b2 + sb2)) (1+ -\(Q - q) (1 - b2 + sb2))2

+ S-\2(Q_q)2b2 (1-b2)q 2' (6.55)
(1 + -\(Q - q) (1 - b2 + sb2))

Para a :::;ac = 1/ s, devemos tomar 0 limite -\ ----+ 00. com q < Q, 0 que, com

D~,:c = ,2c,: c - 1~,:c, leva a seguinte expressao para a variancia
""'1. ,l."t l.,,'t ,(",1. l",'t ,l."t



com Q = as/ (1 - as) , equac;ao (6.32).

Para a > ac = l/s, tomamos 0 limite A (Q - q) ~ x, obtendo

Q [1 + x (1 - b2 + sb2)]2 + x2b2 (Lv ~i~r)2
-2Qxb2s [1 + x (1 - b2 + sb2)]

+Qx2b2 s (1 - b2 + sb2)

[1 + x (1 - b2 + sb2)]2

onde x e Q sao dados por (6.34) e (6.36), respectivamente. A variancia e entao

821/ = Q {1 + x (1 - b2
) [2 + x (1 - b2 + sb2

)]} (6.58)
~i ,~i [1 + x (1 _ b2 + sb2)]2

Agora, a depend€mcia em ~i e ~rda func;ao W~1/ ,~i (r) , equac;ao (6.44), pode ser
t

posta na forma

L~i~r= 2n+ - s,
v

onde n+ e 0 numero de sftios em que ~i~r= + 1. levando a w~i ,~i (,) = w~+ (,),

Finalmente, a equac;ao (6.44) pode ser mediada em ~i e ~r, 0 que fornece a

seguinte equac;ao

\ w~+ (r)) n+

"to (,::)e; b) ", e; b) ,-n" w:
H

(-r).

A medida da estabilidade do conceito €,l e dada pela fra<;aomedia de sftios instaveis

de €,l, obtida par



1 f [ (2n+ - s) b ]- er c ---;::=========
2 J2Q (1 - b2) (1 - b2 + sb2) ,

t (S) (~)n+ (~)8-n+
n+=o n+ 2 2

1 f [ x (2n+ - s) b ]
2 er c J2Q {(I _ b2) X [x (1 - b2 + sb2) + 2] + I}

onde x e Q SaG dados por (6.34) e (6.36), respeetivamente.

0.0
0.0

Figura 6.1: Erro de categorizac;ao contra 0:, para d = 0.2. As curvas sao, de baixo

para cima, para s = 25, 20, 15, 10, 5 e 1.

A figura 6.1 mostra 0 erro de categorizac;ao contra 0: para uma rede treinada com

s exemplos a. distancia d = 0.2 dos conceitos. Em todas as curvas 0 pico Ec = 0.5



0.0
0.0

Figura 6.2: Erro de categorizac;ao contra d, para a = 0.6. As curvas sao, de baixo

para cima, para s = 25, 20, 15, 10, 5 e 1.

ocorre para a = ac = 1Is. Para a < ac a rede esta criando atratores novos para

cada exemplo apresentado. Para a > ac ocorre uma diminuic;ao abrupt a no erro

de categorizac;ao, que logo passa a aumentar novamente. 0 limite a -+ (X) leva a

A figura 6.2 foi obtida para a = 0.6. Para s = 1, recuperamos 0 comportamento

apresentado na figura 4.1. Apenas esta curva nao esta na regiao a > ac. Aqui,

A figura 6.3 permite uma melhor comparac;ao com 0 conhecido problema da

categorizac;ao do modelo de Hopfield. Como la. aqui existe uma regiao acima da qual

o erro de categorizac;ao sempre diminui, nesta figura Sc = 1/ac = 2. E interessante

notar, entao, que a categorizac;ao na pseudo-inversa para a nao nulo e similar a



0.0
o

Figura 6.3: Erro de categorizac;ao contra s, para a = 0.5. As curvas sao, de baixo

para cima, para d = 0.01, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 e 0.49.

6.2 Estabilidade dos exemplos

A fim de complementar 0 estudo da sec;aoanterior, vamos calcular a distribuic;ao de

probabilidade das estabilidades dos exemplos e sua frac;aode sftios instaveis.



+ >..2b2(Q - q)2 (1 - b2) (Ell eien2

s [1 + >.. (Q - q) (1 - b2)]2 [1 + >.. (Q - q) [1 + (s - 1) b2]]
q>..2b2(Q _ q)2 (1 _ b2) [1 + (s - 1) b2]

+-[1-+->"-(Q---q-)(-l -_-b2-)]2-[-1+->.. -(Q---q-) -[l-+-(-s --1)-b2-]]

+ >..2b2(Q _ q)2 (ElIeien2
s [1 + >.. (Q - q) (1 - b2)] [1 + >.. (Q - q) (1 - b2 + sb2)]2

q>..2b2(Q - q)2 [1 + (8 - 1) b2]2 669
+ [1 + >.. (Q - q) (1 - b2)] [1 + >.. (Q - q) [1 + (s - 1) b2]]2· (. )

"12 - 1
I ~i.~i- ,

de forma que W~i.~i(r) = 0 (r - 1,) , conforme esperado. A variancia fica dada par

olv.~,= 0, neste regime .
•

Ja 0 limite>" ----+ 00, para 0: > O:c = l/s, leva a

"12 -
I ~i.~i -

[x (1 - b2)]2 Q 2b2xQ [1 + b2 (s - 1)]-----+----- -------
[1 + x (1 - b2)]2 [1 + x (1 - b2)]2 [1 + x (1 - b2)]( 1 + x)

+ b2x2 (1 - b2) (Ell eien2

s [1 + x (1 - b2)]2 [1 + x [1 + (s - 1) b2]]
+ Q b2x2 (1 - b2) [1 + b2 (8 - 1)]

[1 + x (1 - b2)]2 [1 + x [1 + (s - 1) b2]]

+ b2x (Ell eien2

s [1 + x (1 - b2)] [1 + x [1 + (s - 1) b2]]2
Qb2x2 [1 + (8 - 1) b2]2

+[1+x(1-b2)][1+x[1+(s-1)b2]]2' (6.71)

Novamente, escreve-se Ell eier = 2n+ - s, onde n+ e 0 numero de sftios em que

~ier= +1, e a equaGao (6.65) pode ser mediada em 71+, levando a seguinte expressao

we (r) - (W~n+-8 (r)) n+

- ,,~o (,;',) C ; b) "I C ; b) H" w~+ (,). (672:



A medida da estabilidade dos exemplos ekv e dada pela fra<;ao media de sitios

instaveis de ev, obtida por

No regime 0: ::; O:c = 1/ S, Ee e nula, pois todos os exemplos saG armazenados

corretamente. No regime 0: > O:c = 1/ S, Ee e escrita como

A figura 6.4 mostra a frar;ao de sitios instaveis dos exemplos Ee contra 0: para d

fixo e varios valores de s. Ha urn aumento monotono de Ee a medida que 0: aumenta.

Notar que para 0: ::; O:c = 1/ S os exemplos saG estaveis, isto e, Ee = O. Esta regiao

(Ee = 0), corresponde, na figura 6.1, a 0: abaixo dos picos nos quais Ec = 0.5.

o fenomeno da categorizar;ao fica mais claro na figura 6.6, onde pode-se ver que

a partir de Sc = l/o:c = 2, a frar;ao de sitios instaveis dos exemplos Ee contra s para

0: fixo e varios valores de d aumenta monotonicamente.

6.3 Analise termodinamica para P finito

o problema da recuperar;ao dos padroes armazenados em redes neurais atrataras

pode ser estudado investigando-se a correlar;ao de recuperar;ao no equilibrio. No

caso de redes com matrizes de pesos simetricas e com termos diagonais nulos, e
possivel realizar 0 estudo termodinamico desse problema. Para a formular;ao KS da

pseudo-inversa, esse estudo foi feito par Kanter e Sompolinsk [21]para 0: geral. Nesta

ser;ao, estudaremos a termodinamica do problema da categorizar;ao na formular;ao

KS da pseudo-inversa para P finito (mais precisamente, para P = 1).



0.0
0.0

Figura 6.4: Frac;ao de sftios instaveis dos exemplos contra 0:, para d = 0.2. As curvas

sao, de baixo para cima, para s = 1, 5, 10, 15, 20 e 25.

Conforme mencionado, 0 problema da categorizac;ao consiste em estudar a re-

cuperac;ao de urn conceito e, ao qual a rede s6 tern acesso atraves do conjunto de

exemplos ~lv, dados pela distribuic;ao de probabilidade condicional (6.1).

Nossa rede e definida pela energia

1E = -- ~ J·5-S2 ~ tJ t J'
tJ

onde os pesos sinapticos saG dados pela equac;ao (5.1), Jij

com os termos diagonais nulos, Jii = O.

Utilizando a expressao da energia e fazendo a mudanc;a de variavel mv = mlv =

~ '" c1J.Lclv (C-1)
N L-J.LV"t "J /-LV



0.0
o

7v Li ~lvSi, obtemos a seguinte expressao para a funr;ao de partir;ao

z = 1r exp {-I3E}

J [IIdffi/1dm/1] exp {iL ffi/1m/1 + I3N L (C-1) v ffi/1ffiv}

/1 271 /1 2 /1V /1

1rexp{- ~ ~m"~~;"8l (676)

Fazendo mil = ~ e explicitando a media sobre as variaveis ~lv e ~l, obtemos

((Z) ),'e,(' ~ J [l,t;,;;~~"]exp {N ~ 7n"m" + iJ; ~ (C-')"" 7n"7n,,}

((l}1rexp { ( - ~ m"~;") .'I,} ) ) "e,(' , (6.77)



onde utilizamos 0 fato dos elementos 0J.tv serem automediantes no limite de P finito

[21]. Isto leva a 0 J.tJ.t= 1 e 0 J.tV = b2 para f-t ~ v. A matriz inversa (0-1) J.tv pode ser

facilmente calculada, resultando

o = (0-1) = b
2

1 - wl=v (1 - b2) (1 - b2 + sb2)"

Efetuando a soma sobre Si, reescrevemos a fun~ao de parti~ao como

((Z))~."". = J [1]d~,;;~~"]exp {-jm [~m"m"
+~ ~ (c tv m"mV + ( (In 2 cosh (~m"~i"))),.J}, (6.80)

onde utilizamos a propriedade de automediancia t Lig (~IV~n = (g (eVe))~lV,~l .

No limite N ---* 00, as integrais em dmJ.t e drnJ.t podem ser efetuadas pelo metodo

do ponto de sela, levando it seguinte expressao

rnJ.t = -fJI: (0-1) J.tVmy,
v



Vamos nos concentrar no casu geral de solw;oes assimetricas, com mJ.L= ml para

f.1 = 1 e mJ.L= ms-l para f.1 > 1. Substituindo mJ.L= ml para f.1 = 1 e mJ.L= ms-l

para f.1 > 1 na expressao para a energia livre, alem de fazer Xs-1 - L~>l ~;J.L~l,a
equac;ao 8f /8ml = 0 permite-nos escrever

(s -1) (Co - C1)mS-l + C1 (s -1) [ml + (s -l)ms-l] =

(([(s - 1) C1 + Xs-1 (Co + (s - 2) C1)] tanh {,B2})\1",~1, (6.86)

COml + C1 (s - 1) ms-l +
+Xs-1 [C1ml + ms-l (Co + (s - 2) Cd].

Apesar de sua aparEmcia complicada, este sistema de equac;oes tern uma soluc;ao

analftica extremamente simples, a saber,

Observe que tanto ml como ms-l independem de s. Fica claro, entao, que nao ocorre

categorizac;ao no limite P finito, ao contrario do modelo de Hopfield. onde para urn

dado numero crftico de exemplos sc, ocorre uma transi<;ao descontlnua para 0 regime

ml = ms- 1, que corresponde a fase de categoriza<;ao. Note que ocorre uma transi<;ao

contfnua para 0 regime paramagnetico em (3= 1.



Capitulo 7

Conclusao

o objetivo principal desta tese foi estudar as propriedades de recupera<;ao de mem6-

rias em dois dos mais populares modelos de redes neurais atratoras: a rede pseudo-

inversa e a rede dos pesos 6timos. Alem disso, estendemos a analise da categoriza<;ao,

anteriormente restrita ao modelo de Hopfield, para 0 modelo da pseudo-inversa.

As propriedades de recupera<;ao foram abordadas por tres metodos. No primeiro

metodo, nossa analise tratou de redes neurais extremamente dilufdas, onde 0 nfunero

medio de conexoes C e muito menor que 0 logaritmo do nlimero de neuronios N.

Neste caso, uma vez que a dinamica do primeiro passo [29] torna-se exata para

qualquer tempo [14] [24],pudemos levantar 0 diagrama de fase do modelo da pseudo-

inversa no espa<;o(a, T) . Aqui, a e a razao entre 0 nlimero de padroes armazenados

Pea conectividade C; e T e 0 panimetro que mede a intensidade de rufdo na

dinamica neural. Assim, generalizamos a analise anterior restrita it T = 0 [27].

Tambem obtivemos 0 diagrama de fase para a rede dos pesos 6timos no espa<;o

completo de parametros (a, K, T) , onde K e 0 parametro de margem, introduzido

originalmente para controlar a bacia de atra<;aodas mem6rias. Ate este trabalho [28],

a analise da rede dos pesos 6timos estava restrita ao regime de satura<;ao a = ac (K)

[24] [26]. Para os dois modelos, fomos capazes de delimitar uma fase de recupera<;ao,

outra de nao-recupera<;ao e uma terceira fase em que ambas as solu<;oescoexistem.

Urn dos principais resultados dessa abordagem foi mostrar que para 0 modelo dos



pesos otimos os padroes memorizados, apesar de serem pontos fixos da dinamica

neural, possuem bacia de atra<;ao nula para K, = 0 e a ~ 2.

A segunda maneira de estudar as propriedades de recupera<;ao consistiu nurna

tecnica analftica original para investigar a natureza da vizinhan<;a dos padroes

armazenados ~l. Particularmente, calculamos a fra<;ao de sftios E que se tornam

instaveis quando d sHios do padrao armazenado sao alterados. Esta pode ser urna

maneira interessante de caracterizar urn modelo de memoria associativa, pois so-

mos capazes de imaginar uma dinamica que garanta a recupera<;ao dos padroes

armazenados quando E ~ d. De fato, basta que tal dinamica apenas altere urn

sftio se 0 numero de sftios instaveis diminui. Segundo esta dinamica hipotetica,

memorias na rede pseudo-inversa (figura 4.1) seriam mais facilmente recuperadas do

que memorias na rede dos pesos otimos (figura 4.2) pois aquela tern a vizinhan<;a

mais suave que esta. It import ante notar que esses resultados sao independentes

do grau de dilui<;aoda rede. Pretendemos, em breve, estender esses calculos para 0

modelo da pseudo-inversa com vies nao-nulo (a i- 0).

A terceira maneira pela qual estudamos as propriedades de recupera<;ao foi pela

enumera<;aoexaustiva dos atratores das redes pseudo-inversa e pesos otimos comple-

tamente conectadas (C = N), atraves de urn algoritmo numerico bastante eficiente

[30]. Utilizamos tres formula<;oes distintas para obter os pesos sinapticos da rede

pseudo-inversa, apresentadas no capftulo 5. Duas dessas formula<;oes,0 modelo KS

e 0 modelo E, sao, dentro da escala de compara<;ao utilizada, identicas sob todos

os aspectos considerados. 0 modelo PCD difere do KS apenas por ter os termos

diagonais da matriz de conexao nao nulos. Conforme ja era conhecido da literatura

[46],0 numero de pontos fixos para a pseudo-inversa cresce exponencialmente com

o tamanho da rede (figura 5.1). 0 result ado original dessa figura foi a determina<;ao

da dependencia, tambem exponencial, do numero de pontos fixos do modelo dos

pesos otimos com 0 tamanho da rede. Dois aspectos marcantes no que se refere

ao modelo dos pesos otimos sao a quase desprezfvel influencia do parametro de

margem K, no tamanho da bacia de atra<;ao dos estados memorizados (figura 5.5)



e a nao homogeneidade das bacias de atra<;ao de seus atratores quando,," = a (fi-

guras 5.3 e 5.4). Ainda para a rede dos pesos otimos, a analise nurnerica mostrou

que a bacia de atra<;ao dos estados memorizados nao e nula para,," = a (figura

5.10). Para a dinamica paralela, verificamos a predominancia dos ciclos de perfodo

dois sobre os pontos fixos (figura 5.11 e 5.1). Particularmente, para 0 modelo KS

proximo a satura<;ao (a --+ 1), esses ciclos dominam praticamente todo 0 espa<;ode

configura<;oes,pois (Y2) --+ 1 (figura 5.12).

Finalmente, estudamos analiticamente 0 problema da categoriza<;aono modelo

da pseudo-inversa, que e a capacidade da rede treinada com exemplos de urn conceito

desenvolver urn atrator para este conceito. Fomos capazes de identificar urn regime

de opera<;ao no qual pode-se dizer que 0 modelo da pseudo-inversa apresenta a

capacidade de categoriza<;ao a partir de urn certo numero de exemplos Se = l/a,
acima do qual a rede tern 0 erro de categoriza<;aodiminuindo monotonicamente com

S (figura 6.3). De fato, esses resultados saG bast ante similares aos obtidos para 0

modelo de Hopfield no limite de P finito [31] [35],exceto pelo fato de Ee aumentar

com S para S < Se na pseudo-inversa, enquanto Ee praticamente independe de S no

modelo de Hopfield. Por ultimo, 0 estudo da termodinamica do modelo KS para

P finito demonstrou nao ocorrer categoriza<;aoneste limite, contrariamente ao que

ocorre no modelo de Hopfield.
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