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Resumo

ROSSETTI, R. F. Simulação do não usual zitterbewegung e proteção de estados quân-
ticos em armadilhas iônicas. 2014. 94 p. Dissertação (Mestrado em Ciências) - Institutode Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2014.
Neste dissertação apresentamos um protocolo para simular, no contexto das armadilhasiônicas, o Zitterbewegung não usual, que é o análogo, na física do semicondutores, aomovimento de tremulação de uma partícula relativística. O Zitterbewegung não usual per-mite trajetórias cicloidais na ausência dos campos magnéticos. Além do Zitterbewegung,mostramos como gerar figuras de Lissajou para o movimento vibracional bidimensionaldo íon armadilhado. Ademais, o protocolo proposto nesta tese, permite gerar interaçõesspin-órbita dos tipos Rashba e Dresselhaus, abrindo a possibilidade de simular, no am-bito dos íons armadilhados, os acoplamentos spin-órbita dos tipos Rashba e Dresselhaus,Zitterbewegung não usual e as curvas de Lissajou. Além disso, nesta tese apresentamosprotocolo para produzir engenharia de interações confinadas aos subespaços do espaçode Fock. Mostramos como engenheirar os hamitonianos dos tipos Jaynes-Cumming eanti-Jaynes-Cumming confinadados aos subespaços de Fock delimitados superiormente ouinferiormente e também as interações Jaynes-Cumming e anti-Jaynes-Cumming confinadosa uma fatia do espaço Fock. Esses hamitonias delimitados superiormente (inferiormente)atuam sobre os subespaço de Fock de |0〉 a |M〉 (|N〉a∞), enquanto aqueles confinadosa uma fatia do espaço de Fock atuam sobre os subespaço de Fock de |M〉 a |N〉, com
M < N . Enquanto que, as interações dos tipo Jaynes-Cumming ou anti-Jaynes-Cummingdemilitadas superiormente conduzem qualquer estado inicial para o estado de Fock dequase-equilíbrio |N〉 e as interações confinadas a uma fatia do espaço de Fock conduzqualquer estado inicial a superporsição de estados de Fock de equilíbrio, que estão con-finados no subespaço {|N〉 , |N + 1〉}.

Palavras-chave: Simulação em armadilhas iônicas. Zitterbewegung. Proteção de estadosquânticos.





Abstract

ROSSETTI, R. F. Simulation of unusual zitterbewegung and produce steady Fock and
superpositions of Fock states . 2014. 94 p. Dissertação (Mestrado em Ciências) - Institutode Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2014.
In this dissertation we present a protocol to simulate, with a single two-leve trapped ion,the unusual zitterbewegung: the semiconductor analog of the relativistic trembling mo-tion of eletron, allowing cycloidal trajectories in the absence of magnetic fields. Beyonzitterbewegung, we show how to generate Lissajou curves from the vibrational motion ofan ion in two dimensional trap. Morever our protocol enables us to engineerthe Rashba-and the Dresselhaus-type spin-orbit interatiction, opening the possibility to simulate witha trapped ion, spin-orbit effects other than the unusual zitterbewegung and Lissajou cur-ves. Moreover, in this work we present a protocol to engineer interactions confined tosubspaces of the Fock space: we show how to engineer upper-, lower-bounded and sli-ced Jaynes-Cummings (JC) and anti-Jaynes-Cummings (AJC) Hamiltonians. The upper-bounded (lower-bounded) interaction acting upon Fock subspaces ranging from |0〉 to |M〉(|N〉 to∞), and the sliced one confined to Fock subspace ranging from |M〉 to |N〉, whatever
M < N . Whereas the upper-bounded JC or AJC interactions is shown to drive any initialstate to an equilibrium Fock states |N〉, the sliced one is shown to produce equilibriumsuperpositions of Fock states confined to the sliced subspaces {|N〉 , |N + 1〉}.

Keywords: Quantum simulation in trapped ion. Zitterbewegung. Quantum state protection.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO
Desde o início do século XX a mecânica quântica tem se mostrado, ao longo das décadas,como uma teoria extremamente bem sucedida, posicionando-se num lugar de destaquena história da física. Essa fabulosa teoria vem fornecendo explicações extremamente sa-tisfatórias para fenômenos que vão desde a supercondutividade macroscópica à teoriamicroscópica de partículas elementares. No atual momento, todos os campos que se en-contram sujeitos a uma minuciosa investigação científica, tais como a ótica e a informaçãoquânticas, a spintrônica, etc., fundamentam-se nesta área do conhecimento. Contudo, nãohá de uma forma geral, um acordo sobre seus fundamentos conceituais e sua interpretação.A teoria promove informações exatas sobre o resultado de uma medida de um objeto físico.Entretanto, muitos acreditam que a teoria quântica não fornece uma resposta satisfatóriaquanto à natureza da realidade que atribuímos aos objetos físicos.O obstáculo conceitual eclode através do fato de que a função de onda é usualmentedada por uma superposição coerente de vários estados distintos do sistema. Se desig-narmos a coleção de estados que revela os resultados possíveis de um experimento por{∣∣ψj〉}, então o estado (puro) mais geral de um sistema (objeto físico) será dado por
|ψ〉 = ∑

i cj
∣∣ψj〉, com cj = 〈

ψj |ψ
〉. A probabilidade de obtermos o estado ψj em umadada medida é pj = ∣∣cj∣∣2. Neste processo de medida, o então chamado “colapso da funçãode onda” (ou postulado de projeção) toma lugar e um único estado definido ∣∣ψj〉 do objetofísico é escolhido. O problema então surge quanto à interpretação do mecanismo pelo qualesse estado definido é escolhido dentre todos os resultados possíveis. Afinal de contas, aevolução da função de onda governada pela equação de Schrödinger é unitária e reversí-vel, e estas unitariedade e reversibilidade deixam de ser contempladas pelo processo demedida.
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Outro produto marcante do formalismo quântico, além da superposição de estados, éque ele possibilita uma descrição não-local de eventos. Esse caráter não-local da me-cância quântica tem sido objeto de diversos debates ao longo dos anos. No ano de 1935,Einstein-Poldolsky-Rosen (EPR)1 argumentam, com embasamento em um “experimentoidealizado”, que a mecânica quântica seria um teoria incompleta. Contudo, esse “experi-mento idealizado” de EPR possibilitaria, na hipótese de que a mecânica quântica fosseum teoria completa, a presença de fenômenos não-locais. Se considerarmos um par cor-relacionado de EPR preparado inicialmente num estado do tipo singleto, por exemplo, anão-localidade revela-se através da medida, num dado estado, sobre uma das partículasque constitui o par. Esta medida projeta instantaneamente a outra partícula num estadoortogonal àquele da primeira partícula. Entretanto, na escassez de uma situação experi-mental palpável para provar a localidade na mecânica quântica, esta discussão sobre osfundamentos da teoria permaneceu, por muitos anos, no plano filosófico.O cenário, todavia, mudou definitivamente quando, em 1964 J. S. Bell formulou o que seconhece hoje como “ desigualdades de Bell”,2 que seriam sempre verdadeiras para qualquerteoria que satisfizesse noções “intuitivamente razoáveis” de realidade e de localidade.Entre o grande número de resultados derivados ao longo dos anos pela Mecânica Quântica,um dos mais fascinantes é que esta teoria viola as desigualdades de Bell, o que tem secomprovado ao longo das últimas décadas de experimentos, impulsionando o entendimentoda natureza quântica.O estímulo fornecido pela desigualdades de Bell acarretou nas décadas seguintes odesenvolvimento de diversas técnicas experimentais para o controle minucioso de sistemasquânticos individuais. Por exemplo, métodos para o aprisionamento de um único íon atô-mico3 têm permitido a realização de testes da natureza fundamental da mecânica quântica— como por exemplo a não-localidade4 e a decoerência de estados5 — além de possibilitaruma plataforma singular para a implementação de operações quânticas lógicas.6Principalmente ao longo das duas últimas décadas, têm sido realizados diversos estu-dos teóricos e implementações experimentais envolvendo processos de interação radiação-matéria em íons aprisionados e eletrôdinamica quântica de cavidades (EQC). Podemoscitar como exemplo a preparação de superposição de estados do tipo “gato de Schrö-dinger”, da forma |ψ〉 ∝ (∣∣αeiφ〉+ ∣∣αe−iφ〉), com |α|2 ≈ 10, em cavidades de alto fatorde qualidade (alto-Q)7 e em íons aprisionados8 , o que tem permitido a investigação da
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coerência quântica mesoscópica. Ademais, a preparação de uma variedade de estadosnão-clássicos foi reportada no âmbito da EQC9–11 e de íons aprisionados.12,13 A geraçãoe a detecção de estados de Fock do campo de radiação foram demonstrados experimen-talmente14 e as oscilações de Rabi de átomos em estados circulares de Rydberg forammedidas,15 revelando a natureza quântica do campo de radiação.16

Concomitantemente aos desenvolvimentos em EQC, o controle preciso das técnicasde manipulação de estados eletrônicos e vibracionais de íons aprisionados via camposclássicos tem possibilitado a investigação de fenômenos quânticos fundamentais bem como,por exemplo, a realização de várias propostas para computação e comunicação quânticas.A operação de uma porta lógica quântica de dois bits de informação, "Controlled-Not"(C-Not), foi demonstrada via mapeamento de dois bits quânticos de informação nos graus deliberdade interno e externo de um íon aprisionado.3 Por outro lado, a superposição deestados vibracionais coerentes do tipo "gato de Schrodinger",8 bem como outros estadosnão clássicos do movimento de um único íon5 foram realizados experimentalmente. Areconstrução da matriz densidade e da função de Wigner de vários estados quânticos domovimento de um íon aprisionado em um potencial harmônico também foi reportada.17
Além da interação átomo-campo em EQC e em íons aprisionados, são várias as pro-postas para a preparação de estados de referência de campos de radiação propagantes,necessários para medir as propriedades de um campo sinal18,19 baseadas em dispositi-vos óticos lineares20 e não lineares.21 As técnicas desenvolvidas nas últimas décadaspara o processo de conversão paramétrica ascendente e descendentes de frequências têmpossibilitado um grande avanço no domínio da manipulação de campos propagantes.Ainda no ambito da computação quântica, é de grande interesse investigar a interaçãodo sistema quântico com o reservatório térmico (meio ambiente), que pode levar a umaemaranhamento quântico entre o sistema e o ambiente, que implica na perda de informaçãodo sistema quântico. Um conjunto de estado é menos sensitivos ao emaranhamento (pointer

states), pois esse depende da forma concreta da interação entre o sistema e o ambiente.22
Essas interações que rapidamente emaranham qualquer superposição de pointer statescom estados não observáveis do ambiente, de maneira que a matriz densidade do sistemaé indistinguível de uma mistura estatística. Por outro lado, os pointer states são maisestavéis, pois minimizam a taxa de decaimento do estado puro. O processo de perda decoerência da superposição de pointer state, que é a transformação do estado puro numa
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mistura estatítica, é o coração da teoria quântica de medida,23 além de ser uma regraessencial para o limite clássico da mecânica quântica.24

A luta contra a decoerência vem se tornando desde o início do século XXI até os diasatuais um grande desafio da física, motivado pelos progressos na teoria da informaçãoquântica, que demanda a preservação da coerência dos estados.25,26 Também é de interessea grande precisão da medida da frequência em íon armadilhado.27 As varias estratégiasderivas incluem esquema de correção de erros quânticos,28 feedback implementations,29,30
a produção de quibts em subespaços simétricos desacoplados do meio ambiente31 e atécnica de desacoplamento dinâmico.32

No contexto da cadeia de íons armadilhados, o mais importante efeito de decoerênciaestá associado ao grau de liberdade vibracional, que é relacionado aos modos normaisde vibração dos íons armadilhados.33,34 Para finalizar, no cenário dos íons armadilhados,existe a técnica de engenharia de reservatório,35 que simula o reservatório térmico (ambi-ente) e predomina sobre todos os outros processos de dissipação existentes. Tal técnicapotege contra decoerência todos os autoestados do reservatório engenheirado. No sistemade íons armadilhados já se propos uma técnica para proteger vários estados não clássicos37
contra decoerência .Simultaneamente ao desenvolvimento da teoria da mecânica quântica, surgiu um grandeinteresse em unificar as teorias da mecânica quântica com a relatividade restrita, fato queresultou em um novo campo da física que é a mecânica quântica relativística. A primeirateoria relacionada à mecânica quântica relativística foi poduzida pelos físicos Oskar Kleine Walter Gordon em 1927, que propuseram uma versão relativística para a equação deSchrodinger. Mas essa teoria logo foi abandonada, pois possuía uma problema ligadoa valores negativos para densidade de probabilidade da posição do elétron relativístico(algo que não tem interpretação física). Esses, estão relacionados à derivada de segundaordem na variável temporal da partícula relativística. Portanto, em um primeiro momento,a equação conhecida como equação de Klein-Gordon foi abandonada.Entre os anos de 1927 e 1934 a única equação reconhecida como aquela que descreve ocomportamento de um elétron relativístico com spin 1/2, foi proposta pelo físico Paul Diracem 1928, a qual através de uma ideia baseada nas equações covariantes de Maxwell, gerouum formalismo matemático com derivadas de primeira ordem nas variáveis relacionadas àposição e ao tempo da partícula relativística de spin 1/2. Esse fato implicou numa função
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de onda com quatro componentes para descrever o comportamento do elétron relativísticode spin 1/2. Das quatro componentes da função de onda do elétron relativístico de spin1/2, duas estão relacionadas a sua solução da energia positiva, enquanto as outras duasreferencem-se a negativa . Com isso, não existem mais valores negativos para densidade deprobabilidade da partícula relativística, logo o problema relacionado à equação de Klein-Gordon foi solucionado. Além disso, a equação de Dirac produz de forma natural o operadorquântico relacionado ao grau de liberdade de spin 1/2 do elétron relativístico, algo quenão está presente de forma natural na equação de Schrodinger. Mas em 1934 os físicos W.Pauli e V. F. Weisskopf, propuseram uma mudança na interpretação das componentes daequação de Klein-Gordon, a qual ao invés de ser interpretada como densidade de cargapassou a ser interpretada como densidade de probabilidade de corrente. Isso solucionou oproblema da equação de Klein-Gordon com relação aos valores negativos de densidade deprobabilidade, mas, mesmo assim, a equação de Dirac possuía um trunfo quando comparadaà equação de Klein-Gordon: a presença natural do operador quântico relacionado ao spin1/2 da partícula relativística. Portanto, a equação de Dirac é considerada como a principalequação que descreve a partícula relativística de spin 1/2 atualmente.Além dos triunfos da equação de Dirac, já mencionados, o seu formalismo tambémdescreve precisamente o espectro do átomo de hidrogênio, o que o tornou a principal teoriada mecânica quântica de campos, na qual se permiti a criação e a aniquilação de partículas. Por outro lado, a interpretação da solução de onda da equação de Dirac para umapartícula relativística de spin 1/2 prevê efeitos inesperados: Zitterbewegung36 e paradoxode Klein.36 Mas, tanto o Zitterbewegung quanto o paradoxo de Klein estão fora do atualalcance experimental. Portanto, nenhuma dessas previsões teóricas do formalismo de Diracforam comprovadas. Além das conclusões associadas à teoria de Dirac, existem muitasoutras consequências da física teórica que estão fora do atual alcance experimental. Logo,devido aos efeitos teóricos que ainda não possuem confirmação por meio de experimentos,recentemente surgiu um grande entusiasmo na comunidade científica em simular efeitosfísicos que estão fora do alcance empirico, em ambientes que possilbilitem um grandecontrole dos parâmetros experimentais. As recentes realizações foram as simulações doefeito Unruh em armadilha iônica,38 Zitterbewegung para fermions massivos na física doestado sólido,39 propriedades do buraco negro no condensado de Bose-Einstein40 e asimulação da equação de Dirac e seus efeitos relativísticos: Zitterbewegung41 e paradoxo
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de Klein.42 Ademais, a baixa energia de excitação de um elétron não relativístico, emduas dimensões, no contexto da física do grafeno, conhecida como equação de Dirac-Weyl,simula a física de uma partícula relativística não massiva.43,44 Por outro lado, o diálogoestimulante entre a informação quântica e a relatividade especial está levantando umaimportante questão no que diz respeito ao bispinor de Dirac sobre a transformação deLorentz.45

É importante ressaltar que efeitos anômalos, como Zitterbewegung, não estão presenteapenas em sistemas relativísticos, como a equação de Dirac; um efeito análogo ao Zitter-bewegung, conhecido como Zitterbewegung não usual ocorre na física do estado sólido,46
na qual o elétron está sobe ação de um hamiltoniano não relativístico.Nesta tese, apresentados protocolos para simular, no contexto de armadilhas iônicas,os acoplamentos dos tipos Rashba e Dresseulhauss da física do estado sólido. Consequên-temente, conseguimos produzir varias trajetórias (cicloidais, eliptica e figuras de Lissajou)no grau de liberdade vibracional do íon armadilhado, as quais são realizadas, na ausênciade campos magnéticos, utilizando apenas a interação entre os níveis internos e externosdo íon. Outro resultado desta tese é a geração de interações, no ambito de íons ar-madilhados, demitadas superiormente ou inferiormente no espaço de Fock. Além disso,produzimos hamiltonianos dos tipos Jaynes-Cumming e anti-Jaynes-Cumming confinadosao subespaço fatiado do espaço de Fock. Por fim, utilizamos as interações, delimitadassuperiormente (inferiormente) e as confinadas numa fatia do estado de Fock, para realizara engenheira de reservatório com o objetivo de conduzir qualquer estado inicial para osestados quase-estacionário de Fock e superposição de estados de Fock de equilíbrio.



CAPÍTULO 2

DERIVAÇÃO E SIMULAÇÃO DAEQUAÇÃO DE DIRAC ERESERVATÓRIOS TÉRMICOS
2.1 Derivação da equação Dirac

Nesta seção o nosso objetivo é a descrição de uma equação de onda relativística parauma partícula de spin 1/2. Para isso, utilizaremos o formalismo de Dirac, que incorpora ospin do elétron na teoria da mecânica quântica relativística de forma natural. Partindo dooperador de energia cinética da partícula livre relativística, temos:
E2
c2 − ~p2 = (mc)2 , (2.1)

utilizando a propriedade da matriz de Pauli:

(~a · ~σ )(~b · ~σ) = (~a · ~b) I + i
(
~a× ~b

)
· ~σ, (2.2)
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podemos reescrever a Eq.(2.1), na forma:(

Eop

c − ~σ · ~p
)(

Eop

c + ~σ · ~p
) = (mc)2 , (2.3)

na qual, aplicando o princípio de primeira quantização para Eop = i~∂/∂t = i~c∂/∂x0,com ∂x0 = c∂t e ~p = −i~ ~∇. Logo, podemos escrever uma equação de segunda ordem emrelação as derivadas temporais e espaciais da elétron relativística livre
(
i~ ∂
∂x0 + i~~σ · ~∇

)(
i~ ∂
∂x0 − i~~σ · ~∇

)
φ = (mc)2 φ, (2.4)

onde φ é uma função de onda de duas componentes. Estamos interessados em obter umaequação de onda de primeira ordem na derivada temporal, devido à falha da equação deKlein-Gordon, que possibilita a presença de valores negativos para a densidade de proba-bilidade da posição da partícula relativística, algo que não possui significado físico. Essadensidade negativa é devido à presença, na equação de Klein-Gordon, da derivada de se-gunda ordem na variável temporal.36 Assim, fica evidente a necessidade de uma derivadade primeira ordem na variável temporal. Além disso, é necessário que a nova equaçãorelativística, de primeira ordem em relação a componente temporal da partícula relativís-tica, seja covariante. Portanto, é obrigatório que essa nova equação possua também umaderivada de primeira ordem em relação a componente da posição do elétron relativístico
~∇. Observamos algo análogo a descriçao anterior, no contexto dos campos clássicos deMaxwell que são descrito por campos magnético e elétrico, na forma covariante:

∂Fµν
∂xν

= jµ
c , (2.5)

na qual Fµν é o tensor eletromagnético, que é uma matriz de ordem quatro constituidapelos campos elétrico e magnético, e jµ é um vetor composto pelas densidade de carga ecorrente elétricas. Já a equação covariante para os potenciais vetor e escalar é obtida apartir da relação entre os tensores Aµ e Fµν que é representada pela equação:
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∂Aν
∂xµ
− ∂Aµ
∂xν

= Fµν, (2.6)
na qual Aµ é o tensor covariante de quatro componentes que contém os potenciais vetor eescalar.Considerando uma transformação de "gauge"conveniente:

∂Aµ
∂xµ

= 0, (2.7)
obtemos:

�Aµ = − jµc , (2.8)
onde, � = ∇2 − ∂2/∂x20 .Portanto, a Eq.(2.8) é a equação covariante para os potenciaisvetor e escalar. Logo, notamos que o número de componentes que descrevem os camposde Maxwell é maior quando trabalhamos com a derivada de primeira ordem e essa é umaconsequência inevitável. Nota-se tal fato quando observamos as Eqs.(2.5) e (2.8).Podemos, então, voltar à discussão sobre uma equação covariante que possua derivadasde primeira ordem em relação às variáveis do tempo e da posição do elétron relativísticode spin 1/2. Logo, inspirado pelas equações covariantes de Maxwell, podemos substituira Eq.(2.4) por duas equação:

φR = 1
mc

(
i~I2×2 ∂

∂x0 − i~I2×2~σ · ~∇
)
φL, (2.9)

onde I2×2 é a matriz identidade e φR e φL são matrizes coluna de duas componentes, nasquais os subescritos R e L decorrem do fato de que quando m → 0, φR e φL descrevem,respectivamente, estados right-handed (spin paralelo à direção do momento) e left-handed(spin antiparalelo a direção do momento ) de partículas de spin 1/236 . Portanto, como jáera esperado, que ao mudar uma equação de segunda ordem para um equação de primeiraordem em relação as derivadas temporais e espaciais da partícula relativística, o número
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de componentes da função de onda associada a nova equação relatrivística aumentetou. AEq.(2.3) de segunda ordem é agora equivalente a duas equações de primeira ordem:

(
i~I2×2 ∂

∂x0 − i~I2×2~σ · ~∇
)
φL = −mcφR , (2.10a)(

i~I−2×2 ∂
∂x0 − i~I2×2~σ · ~∇

)
φR = −mcφL. (2.10b)

Nota-se que, a não ser que a partícula tenha massa de repouso nula (mc = 0), as Eqs.(2.10a) e (2.10b) de primeira ordem acoplam φR e φL exatamente como fazem as equaçõesde Maxwell, de primeira ordem, com os campos ~E e ~B.Somando e subtraindo as Eqs.(2.10a) e (2.10b) obtemos, respectivamente:

−i~
(
~σ · ~∇

) (
φR − φL

)
− i~ ∂

∂x0
(
φL + φR

) = −mc
(
φL + φR

)
, , (2.11a)

i~
(
~σ · ~∇

) (
φR + φL

)+ i~ ∂
∂x0

(
φR − φL

) = −mc
(
φR − φL

)
. (2.11b)

Defininfo a soma e a diferença de φR e φL por ψA = φR + φL e ψB = φR − φL, respecti-vamente, obtemos:

−i~
(
~σ · ~∇

)
ψB − i~

(
∂
∂x0
)
ψA = −mcψA, (2.12a)

i~
(
~σ · ~∇

)
ψA + i~

(
∂
∂x0
)
ψB = −mcψA, (2.12b)

podendo reescrever as Eqs. (2.12a) e (2.12b) na notação matricial
−i~ ∂

∂x0 −i~~σ · ~∇

i~~σ · ~∇ i~ ∂
∂x0


ψA
ψB

 = −mcψA
ψB

 . (2.13)

Agora, definindo ψ = ψA
ψB

 conseguimos escrever a Eq.(2.13) de forma mais concisa:
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(
γµ

∂
∂xµ

+ mc
~

)
ψ = 0, (2.14)

onde γµ , com µ = 1, 2, 3, 4, são as matrizes de ordem quatro, definidas por:

γµ =  0 −iσk
iσk 0

 , , (2.15a)
γ4 = I 00 −I

 , (2.15b)
com k = 1, 2, 3. As matrizes de ordem quatro da Eq.(2.15a) são chamadas de matrizes
γ ou matrizes de Dirac, e satisfazem, como pode ser verificado, as seguintes relações decomutação:

{γµ, γν} = 2δµν. (2.16)
Além disso, γµ é uma matriz hermitiana, γ†µ = γµ , e com traço nulo Tr [γµ ] = 0. Parafinalizar, multiplicando a Eq. (2.14) por γ4, obtemos:(

γ4~γ · ~∇+ γ24 ∂
∂ (ix0)

)
ψ + γ4mc~ ψ = 0,

i~∂ψ∂t = (c~γ4~γ · ~∇+ γ4mc2)ψ, (2.17)
onde definimos:

β = γ4 = I 00 −I

 , (2.18a)
αk = −iγ4γk =  0 σk

σk 0
 . (2.18b)
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Logo, obtemos uma forma hamiltoniana para a equação de Dirac:

i~∂ψ∂t = Hψ, (2.19)
com:

H = −ic~~α · ~∇+ βmc2, (2.20)
onde as matrizes α e β satisfazem:

{αk , βk} = 0, (2.21)
β2 = 1, (2.22)

{αk , αl} = 2δk . (2.23)

2.1.1 Solução de onda plana para a equação de Dirac

Iniciaremos esta subseção analisando problemas em que soluções exatas da equaçãode Dirac são possíveis. O resultado mais acessível da equação de Dirac diz repeito àpartícula relativística livre em repouso, ~p = 0. Logo, a equação que devemos resolver,obtida da Eq.(2.19), é:

γ4 ∂ψ
∂ (ict) = −mc

~
ψ. (2.24)

Primeiramente, utilizamos o Ansatz de uma função de onda com uma dependênciatemporal da forma ψ ∝ e−imc2t/~. Assim, substituindo o Ansatz na Eq.(2.24) temos:
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γ4
ic

(
−imc2

~

)
ψ = −mc

~

I 00 −I

ψA(0)
ψB(0)

 = −mc
~

ψA(0)
ψB(0)

 . (2.25)
Portanto, a solução da Eq.(2.25) é o resultado do sistema:

ψA(0) = ψA(0), (2.26a)
ψB(0) = −ψB(0). (2.26b)

Logo, o sistema das Eqs.(2.26a) tem solução somente se as duas componentes inferioresdo bispinor são nulas, ou seja, ψB(0) = 0. Mas, uma vez que a Eq.(2.25) é também satisfeitapela dependência temporal eimc2t/~, temos um novo sistema

ψA(0) = −ψA(0), (2.27a)
ψB(0) = ψB(0), (2.27b)

que possui solução somente se as duas componentes superiores do bispinor forem nulas(ψA(0)). Como na teoria de Pauli, as duas componentes do spin não nulas podem ter
o aspecto igual a 10

 e01
, de forma análoga à dedução do hamiltoniano de Jaynes-

Cumming quando introduzimos os pseudospins. Então, podemos utilizar essas soluçõespara as componentes diferente de zero que são resultados dos sistemas acima. Portanto,há quatro soluções independentes para a Eq.(2.25), essas que são:


1000

 e−imc
2t/~ ,


0100

 e−imc
2t/~ ,
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(2.28a)

0010

 eimc
2t/~ e


0001

 eimc
2t/~. (2.28b)

Se insistirmos na interpretação, de origem heurística, que i~ ∂∂t é o operador hamiltoni-ano, as duas primeiras soluções nas Eqs.(2.28a) são soluções de energia positiva enquantoque as duas últimas são soluções de energia negativa, pois essas soluções são autoestadose autofunções do operador hamiltoniano da Eq.(2.24), com autovalores iguas a ±mc2:

i~ ∂∂tψ = i~ ∂∂t e
∓imc2ψ = ±mc2ψ, (2.29)

a depender dos autovalores de γ4 = β que é ±1, fato que decorre da equação de Diracna forma hamiltoniana:

Hψ = i~∂ψ∂t , (2.30)
na qual H = −ic~~α · ~∇ + βmc2. Na referência,36 fica demonstrado que a existência desoluções de energia negativa está inerentemente associada ao fato de que a teoria deDirac pode acomodar o pósitron além do elétron, sua antipartícula.Vamos agora considerar o problema da partícula livre quando ~p 6= 0. Nessa situaçãoiremos resolver a Eq.(2.24), a qual possui dependências temporal e espacial, além depossuir um bispinor como sua autofunção. Logo o Ansatz mais conveniente é da forma :

ψ = ψA
ψB

 = uA (~p)
uB (~p)

 ei~p · ~r~
−
iEt
~ . (2.31)

Substituindo esse Ansatz nas Eq.(2.12a) e (2.12b), obtemos:
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uA (~p) = c
E −mc2 (~σ · ~p)uB (~p) , , (2.32a)

uB (~p) = c
E +mc2 (~σ · ~p)uA (~p) , (2.32b)

onde E = √
p2c2 +m2c4 > 0, a menos de uma constante de normalização. Utilizando os

vetores de estado 10
 e 01

 para uA (~p), encontramos facilmente a forma do spinor ub
através da Eq.(2.32b). Primeiro, para o caso:

uA (~p) = 10
 , (2.33)

obtemos:

u1
B =

 pzc
E +mc2(
px + ipy

)
c

E +mc2

 . (2.34)
Já para a o caso:

uA (~p) = 10
 , (2.35)

chegamos a:
u2
B =


(
px − ipy

)
c

E +mc2
−pzc

E +mc2

 . (2.36)
Portanto, chegamos às duas soluções independentes para energia positiva:
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u1 (~p) = N


10(

px − ipy
)
c

E +mc2
−pzc

E +mc2

 , (2.37)

u2 (~p) = N


01
pzc

E +mc2(
px + ipy

)
c

E +mc2

 , (2.38)

onde a constante de normalização será determinada a seguir. Para o caso de energianegativa E = −√p2c2 +m2c4 < 0 , podemos, à semelhança do que fizemos para E > 0,alcançar

u3 (~p) = N



−pzc
E +mc2

−
(
px + ipy

)
c

E +mc210

 e (2.39a)

u4 (~p) = N



−
(
px − ipy

)
c

E +mc2
pzc

E +mc201

 . (2.39b)

Para finalizar, só falta a normalização da função de onda u(~p). Há duas convençõesna literatura, a primeira é:

u† (~p)u (~p) = 1, (2.40)
o que implica em:
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N2(1 + p2c2
E +mc2

) = 1, (2.41)
e ,consequentemente,

N =√E +mc22E . (2.42)
A segunda convenção de normalização, que impõe:

u†u = E
mc2 , (2.43)

transforma-se à semelhança da componente de ordem zero de um quadrivetor, parecendoalgo artificial. Contudo, veremos adiante que essa convenção é natural do ponto de vistarelativístico e devemos daqui para frente usar a segunda condição de normalização.Em síntese, as soluções de onda plana normalizadas para um dado ~p decorrem da Eq.(2.31)e da consideração imposta na Eq.(2.43):
∫
ψ†ψd3r = N2 ∫

v
u†ud3r, (2.44)

obtendo-se:

N =√mc2
EV . (2.45)

Portanto, para energias positivas temos:

ψ =√mc2
EV u

(1ou2) (~p) ei~p·~r/~+iEt/~. (2.46)
Para o caso da energia E < 0, temos:
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ψ =√mc2
EV u

(3ou4) (~p) ei~p·~r/~+iEt/~. (2.47)
Quando tomamos V → ∞, os valores permitidos para a energia formam um espectrocontínuo. De fato, assumindo condições periódicas de contorno para as soluções da funçãoonda da partícula relativística:

eipxx/~eipyy/~eipzz/~ = eipx (x+l)/~eipy(y+l)/~eipz (z+l)/~, (2.48)
obtemos:

px = 2π~
L nx , (2.49)

py = 2π~
L ny, (2.50)

pz = 2π~
L nz, (2.51)

com nx , ny e nz = ±1,±2, .... Logo, qara a solução de partículas livres com energiaspositivas, temos:

E = mc2
√1 + p2c2(mc2)2 , (2.52)

E = mc2
√√√√1 + (2π~)2

mc2
[ (nx)2
L2 + (

ny
)2

L2 + (nz)2
L2
]
, (2.53)

as quais são soluções para valores discretos de energia positiva, mas se considerarmos olimite que volume tende ao infinito V →∞, temos:

E = ±mc2√1 + v2
mc2 , (2.54)

que é a equação do espectro contínuo de energia da partícula relativística. Portanto,



2.1 Derivação da equação Dirac 37
uma partícula relativística livre no espaço euclidiano está contida em um ambiente devolume infinito, logo, essa partícula possuí um espectro contínuo de energia, que é definanos intervalos mc2 ≤ E < ∞, para soluções de energia positiva, enquanto que para assoluções de energias negativas chegamos a −∞ < E ≤ −mc2. Os valores permitidos deenergia para partículas livres são representados na Fig.(1).

Figura 2.1 – Ilustração dos níveis de energia de uma partícula relativística livre, na qual, a região azulreproduz os níveis continuos de energia positiva mc2 ≤ E ≤ ∞ e a região vermelha da figurarepresenta os níveis continuos de energia negativa −∞ ≤ E ≤ −mc2, enquanto a a regiãobanca descreve os níveis proibidos de energia.Fonte: Elaborada pelo autor.
Esse espectro de energia relativística, faz com que o formalismo de Dirac proporcionea explicação para o pósitron,36 além de ser crucial para o Zitterbewegung, que será melhorexplicado em seguida.

2.1.2 Zitterbewegung.

Nesta seção analisaremos o comportamento da evolução temporal do operador posição.Para investigar tal comportamento é necessário utilizar a representação de Heisenberg.
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No caso de uma partícula relativística livre, o hamiltoniano é da forma:

H = cαjpj + βmc2, (2.55)
na qual j = 1, 2, 3. Logo, a equação de Heisenberg para a posição da partícula relativísticaé dada por:

dxjdt = i
~
[
H, xj

] = cαj . (2.56)
A equação nos diz que αj é a velocidade em unidades de c. Sabemos que os autovaloresda matriz αj são ± 1, logo teremos um resultado interessante, no que diz respeito aoautovalor da velocidade da partícula relativística que é ±c.Com isso, o próximo passo é verificar se o operador αj é uma constante de movimento.Portanto, a equação de movimento para esse operador é:

dαjdt = i
~

[H, αk ] = i
~
(
−2αjH + 2cpj) . (2.57)

Como podemos notar obsercando a Eq.(2.60), o operador α não é constante de movimento,pois possui uma dependência temporal da forma:

αj (t) = cpjH−1 + (αj (0)− cp−1
j
)
e−2iHt/~. (2.58)

Consequentemente, o operador posição não é uma constante de movimento. Logo, paradescobrirmos a dependência temporal do operador posição basta substituir a Eq.(2.58) naEq. (2.60). Sabendo que os operadores p e H são grandezas conservadas, ou seja, nãopossuem dependência temporal, obtemos:

xj (t) = xj (0) + c2pjH−1t + ic~2 (
αj (0)− cpjH−1)H−1e−2iHt/~. (2.59)
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O primeiro e o segundo termos do lado direito da Eq.(2.59) são análogos à equação demovimento para uma paríticula clássica livre. Já o terceiro termo que aparece na Eq.(2.59),devido ao segundo termo do lado direito da Eq.(2.58), é responsável pela adição de umarápida oscilação na trajetória uniforme retilínea da partícula relativística – esse movimentoé denominado Zitterbewegung. O termo que causa a tremulação na trajetória retilínea dapartícula relatívistica surge devido à sobreposição das soluções de energias positiva enegativa. Portanto, o zitterbewegung é possível somente quando temos um espectro deenergia equivalente à Fig.(2.1)

2.2 Íons armadilhados

Nesta seção discutiremos o hamiltoniano efetivo produzido pelo sistema físico consti-tuído de um íon de massa M dentro de uma armadilha, que pode ser do tipo Paul (na qualnão há campos magnéticos) ou do tipo Penning (na qual há campos magnéticos). Nessaarmadilha, o grau de liberdade interno do íon é aproximado para dois níveis eletrônicos,3que são acoplados por intermédio de um campo laser aos graus de liberdade vibracionaisdo íon na armadilha eletromagnética. Nesse sistema físico (íon armadilhado), a intera-ção dos subespaços eletrônico e vibracional do íon , que ocorre por intermédio do campoclássico, é descrita pelo hamiltoniano efetivo Jaynes-Cumming não linear, ferramenta quepossibilita a engenharia de inúmeras interações spin-órbita. Esse fato, juntamente com aflexibilidade experimental do sistema o torna adequado para física das simulações quân-ticas. Nos últimos anos há crescente interesse em simulações de efeitos relativísticos, porexemplo: o efeito Unruh38 e o Zitterbewegung.41
Para mostrarmos a interação Jaynes-Cumming não linear, começaremos a partir dohamiltoniano, na representação de Schrödinger, que corresponde ao sistema descrito noinício do parágrafo:

H = ~νa†a+ ~ωo2 σz +Hint, (2.60)
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onde ν é a frequência de vibração da armadilha, ω0 é a frequência de transição entreos níveis fundamental e excitado do íon, a e a† são, respectivamente, os operadores dedestruição e criação do subespaço vibracional e σz é o operador do subespaço eletrônico.O hamiltoniano de interação, que decorre do diálogo do laser com o íon armadilhado, édescrito da seguinte forma (na representação de Schrodinger):

Hint = ~2Ω (σ+ + σ−) [ei(~k ·~r−ωt+φ) + e−i(~k ·~r−ωt+φ)] , (2.61)
onde, Ω é a frequência do acoplamento dos níveis eletrônicos fundamental e excitado, σ+ e
σ− são, respectivamente, os operadores de criação e destruição do subespaço eletrônico, ~ké o vetor de onda do feixe laser, ~r é o operador posição do íon na armadilha, ω frequênciado laser e φ fase do laser. Neste momento, passaremos à Eq.(2.60) para a representação deinteração, com H0 = ~νa†a+ ~ωo2 σz e Hint = ~/2Ω (σ+ + σ−) [ei(~k ·~r−ωt+φ) + e−i(~k ·~r−ωt+φ)],tal que:

Vint = e
i

H0
~

t
Hinte

−i

H0
~

t
. (2.62)

Antes de calcularmos o hamiltoniano de interação, será necessário transfomar o elemento
~k · ~r, que está relacionado ao vetor de onda do laser e à posição do íon na armadilhaíônica, em um operador quântico. Por simplicidade faremos os cálculos em uma dimensão.Logo,

~k · ~x = kx cos(θ) = kxx (2.63)
Considerando que o operador quântico relacionado à posição do oscilador harmônico é daforma:

x =√ ~2Mω (a+ a†
)
, (2.64)
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consequentemente obtemos:

~k · ~x = kx
√

~2mω (a+ a†
)
. (2.65)

Então, podemos definir:
η =√ k2

x ~2mω, (2.66)
que é conhecido como parâmetro de Lamb-Dicke, que aborda a relação entre a energiade recuo do íon aprisionado, Er = ~2k2

x /2M , com a energia de vibração, Ev = ~ν. Dessamaneira, o parâmetro de Lamb-Dicke nos informa se a energia que o laser transmite parao movimento vibracional do íon armadilhado (energia de recuo) é suficiente para provocaruma transição de um nível de menor energia para um nível de maior energia vibracional.Portanto, quando consideramos o regime de Lamb-Dicke, η � 1, a energia de recuo émuito menor que a energia de vibração. Assim sendo, a energia de recuo não provocauma transição de um nível de energia vibracional menor para um maior. Outro modo deentendermos o regime de Lamb-Dicke consiste no fato de que o comprimento de onda dolaser é muito maior que a amplitude de oscilação do íon armadilhado, ou seja, há poucainteração do laser com o grau de liberdade vibracional do íon. Assim, quando o parâmetrode Lamb-Dicke é η ∼ 1, temos uma interação não linear do grau de liberdade vibracionalcom o eletrônico do íon, como veremos mais adiante. Portanto, o hamiltoniano de interaçãopode ser escrito da seguinte forma:

Hint = ~2Ω (σ+ + σ−){ei[η(a+a†)−ωt+φ] + e−i[η(a+a†)−ωt+φ]} . (2.67)
Agora, podemos retornar ao cálculo do hamiltoniano na representação de interação. Então,conseguimos da Eq.(2.62) o seguinte resultado:

Vint = Ω2 e−η2/2+iφσ+
∞∑

l,m=0
(iη)l+m
l!m! (

a†
)l amei(l−m)νte−i(ω−ω0)t +H.C, (2.68)
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onde, a diferença da frequência de transição dos níveis eletrônicos do íon, ω0, e do laser,
ω, é definida como uma dessintonia, δ = ω0 − ω. Essa é interpretada com o número devezes que a dessintonia é maior que frequência de vibração da armadilha iônica, δ = kν,onde k ε N. Logo, podemos reescrever a Eq. (2.68) da seguinte maneira:

Vint = Ω2 e−η2/2+iφσ+
∞∑

l,m=0
(iη)l+m
l!m! (

a†
)l amei(l−m+k)νt +H.C. (2.69)

Podemos então utilizar o regime de bandas laterais resolvidas, escolhendo um valor es-pecífico m = k + l. Em consequência dessa escolha a dependência temporal da Eq.(2.69)é anulada para os termos da somatória iguais a m = k + l, mas para todos os outrostermos da somatória m 6= k + l a dependência temporal ainda existe. Para ignorarmos ostermos que possuem dependência temporal, ou seja, para observarmos apenas o hamiltoni-ano efetivo, é necessário realizar a aproximação de ondas girantes, que nos assegura quequando a frequência de oscilação da armadilha iônica, ν, for muito maior que a taxa dedecaimento relacionada ao nível eletrônico do íon, Γ, podemos eliminar todos os termosque possuem dependência temporal. Além da aproximação de ondas girantes, é precisoque a frequência de oscilação da armadilha iônica, ν, seja muito maior que a frequênciade transição característica do sistema não linear, Ωnm. Portanto, obtemos um hamiltonianoefetivo da forma:

Vint = Ω2 e−iη2/2+iφ ∞∑
l=0

(iη)2l+k
l! (l+ k)! (a†)l alakσ+ +H.C. (2.70)

Logo, o hamiltoniano efetivo da Eq. (2.70) representa as interações Jaynes-Cumming eanti-Jaynes-Cumming não lineares, que são escolhidas através da dessintonia k > 0 parainteração Jaynes-Cumming não linear (também conhecida como red sideband regime) e
k < 0 para interação anti-Jaynes-Cumming não linear (também conhecida como blue

sideband regime). As interações do tipo red e blue sidebands baseiam-se no fato deque, quando há ganho de energia relacionado ao nível eletrônico do íon, o subespaçovibracional do íon pode perder k excitações em uma interação do tipo red sideband, ouganhar k excitações em uma interação do tipo blue sideband. Quando ocorrer perda deenergia relativa ao grau de liberdade eletrônico do íon, o nível de energia vibracional do
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íon pode ganhar energia em uma interação do tipo red sideband, ou perder energia em umainteração do tipo blue sideband. É importante salientar que não ocorrem nem grandesexcitações e nem grandes perdas energia no grau de liberdade vibracional, a partir dadiminuição ou aumento de energia do subespaço eletrônico do íon. Isso é proibido, poisa probabilidade de transição de um nível |n〉 para um nível |n+ k〉 está relacionada àfrequência de Rabi Ωn,n+k , que é dada pela seguinte equação:

Ωn,n+k = Ω0 [eiφ + (−1)k e−iφ] (iη)k ( n!(n+ k)!
)1/2

Lkn
(
η2) , (2.71)

na qual, Lkn (η2) é o polinômio de Laguerre. Assim, quanto maior for a dessintonia, emmódulo, menor será a frequência de Rabi ligada à transição dos níveis vibracionais do íon,e consequentemente a probabilidade de ocupação do nível |n+ k〉 será quase nula.Para finalizar, mostraremos as três interações mais usuais no sistema físico dos íonsarmadilhados, todas obtidas no regime de Lamb-Dicke (η� 1), que restringe a somatóriada Eq.(2.70) apenas ao primeiro termo, l = 0. Assim sendo, a Eq.(2.70) fica da seguinteforma:
Vint = Ω2 e−iφ (iη)k

k! akσ+ +H.C. (2.72)
Iniciaremos com a interação do tipo carrier,na qua o laser é ressonante com a transiçãoentre os níveis eletrônicos do íon, ou seja, não há dessintonia entre a frequência detransição dos níveis eletrônicos e a do laser (k = 0). Isso implica que não ocorre interaçãodos níveis internos com os externos do íon armadilhado. Além disso, é necessário ajustara fase para φ = 0. O hamiltoniano que representa essa interação é descrito na equaçãoabaixo:

Vint = Ω2 [σ+ + σ−] . (2.73)
Essa interação nos mostra que quando o grau de liberdade eletrônico do íon ganha ou perdeenergia, o grau de liberdade vibracional do íon permanece inalterado. A outra interaçãoconhecida como first-red sideband, é o acoplamento dispersivo do laser com o subespaço
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eletrônico do íon, ou seja, a dessintonia da frequência do laser com a relacionada aosníveis internos decorre da escolha k = 1, juntamente com o ajuste da fase φ = 0. Destaforma, o hamiltoniano que representa a interação Jaynes-Cumming é:

Vint = Ω2 [aσ+ + a†σ−
]
. (2.74)

Por fim, com a interação denominada first-blue sideband ou anti-Jaynes-Cumming, quese fundamenta em um laser com uma dessintonia k = −1 em relação aos níveis eletrônicosdo íon, acompanhado do ajuste de fase φ = 0, obtemos o seguinte hamiltoniano efetivo deinteração:

Vint = Ω2 [aσ− + a†σ+] . (2.75)
Portanto, como já foi dito no início da seção, a física do íon armadilhado possiblita ageração de vários tipos de interações, como demonstrado nas Eqs (2.73), (2.74) e (2.75).Mas outras interações podem ser produzidas, apenas com ajuste da frequência do laser, quepermite a geração de novas dessintonias, por exemplo k = 2 e k = −2, que produzem noregime de Lamb-Dicke, respectivamente, interações dos tipos Vint = Ω [(a†)2 σ− + a2σ+]e Vint = Ω [(a†)2 σ+ + a2σ−]. Também temos a possibilidade de não utilizar o regimede Lamb-Dicke, como será demonstrado no capítulo 4, que fornecerá interações seletivasrelativas ao subespaço vibracional. Além disso, a flexibilidade de produzir diferentes tiposde interações através da física do íon armadilhado possibilitou a simulação das maioriasdas interações spin-órbita da física de estado sólido que está presente no capítulo 3.

2.3 Simulação da equação de Dirac

Nas seções anteriores, primeiro discutimos a equação de Dirac, que apresenta umcomportamento não usual em relação à trajetória de uma partícula relativística livre. Essa
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trajetória não usual, representa um movimento retilíneo uniforme com a adição de ummovimento oscilatório, que possui frequência e amplitude da ordem de 1021Hz de 10−3A (valores que estão fora do atual alcance experimental). Depois abordamos o hamiltoniano deinteração gerado pela física do íon armadilhado, cujo característica não linear da interaçãodo subespaço vibracional com o eletrônico do íon, possibilita a simulação de vários tipos deacoplamentos entre os subespaços vibracional e eletrônico. Além disso, esse sistema físicopermirte um alto grau de controle sobre os parâmetros experimentais. Devido a esses fatosapresentados, foi realizado na referência41 a simulação da equação de Dirac. É importanteressaltar que simular efeitos quânticos relativísticos em outros sistemas físicos, como nocaso: a reprodução do zitterbewegung em íons armadilhados, não comprova a existência doefeito relativístico, mas permite explorar as semelhanças e diferenças entre tais sistemasfísicos.Para simular o Zitterbewegung, primeiro simularemos a equação de Dirac. Logo, osistema será constituído de um único íon de massa M dentro de uma armadilha do tipoPaul, com frequências νx , νy e νz , na qual os quatro níveis internos estáveis do íon (|a〉,
|b〉, |c〉 e |d〉), podem ser acoplados aos pares com o movimento do centro de massa nasdireções x , y e z por intermédio de um laser. Utilizaremos três interações-padrão para atecnologia dos íons armadilhados. Primeiro, a interação do tipo carrier, que consiste deum feixe laser atuando de forma ressonante com uma dada transição eletônica, enquanto ograu de liberdade vibracional permanece inalterado. Isso é descrito de forma efetiva pelohamiltoniano:

Hc = ~Ω (σ+eiφc + σ−e−iφc
)
, (2.76)

onde, Ω é a frequência de acoplamento do laser com os níveis eletrônicos do íon, σ+ e σ−são, repectivamente, os operadores de criação e destruição do subespaço eletrônico do íone φc é a fase do laser em relação à armadilha. Segundo, utilizaremos a interação Jaynes-Cumming, usualmente chamada de first-red sideband, que consiste de um laser atuandode forma ressonante a uma dada transição eletrônica e o modo vibracional do centro demassa do íon. Tipicamente, o acoplamento do tipo Jaynes-Cumming provoca uma excitaçãono nível eletrônico do íon, enquanto produz um decaimento do seu nível vibracional , ouvice-versa. O hamiltoniano efetivo da interação Jaynes-Cumming é descrito da seguinte
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forma:

Hr = ~ηΩ̃ (σ+aeiφr + σ−a†e−iφr
)
, (2.77)

na qual, η = k
√
~/2Mν é o parâmetro de Lamb-Dicke, onde k é ovetor de onda do laser e ae a† são, respectivamente, os operadores de criação e destruiçao no subespaço vibracionaldo íon. Terceiro, consideramos a interação do tipo anti-Jaynes-Cumming, conhecido tam-bém como first-blue sideband, que consiste em uma interação similar ao Jaynes-Cumming,mas agora a excitação do nível interno é acompanhada pela excitação do nível externo doíon e vice-versa. O hamiltoniano efetivo é descrito da seguinte forma:

Hb = ~ηΩ̃ (σ+a†eiφb + σ−ae−iφb
)
. (2.78)

Todas essas interações podem ser aplicadas simultaneamente e endereçadas a diferen-tes transições dos níveis eletrônicos, acoplados aos modos de vibração do centro de massado íon. Por exemplo, podemos utilizar simultaneamente dois lasers, cada qual produ-zindo as interações do tipo Jaynes-Cumming e anti-Jaynes-Cumming. Consequentementeteremos:

H = ~ηΩ̃ (σ+aeiφr + σ−a†e−iφr
)+ ~ηΩ̃ (σ+a†eiφb + σ−ae−iφb

) (2.79)
= ~ηΩ̃ [σ+ (aeiφr + a†eiφb

)+ σ−
(
a†e−iφr + ae−iφb

)]
.

Ajustando as fases adequadamente para φr = 3π/2 e φb = π/2, obtemos:

H = i~ηΩ̃σx (a† − a) , (2.80)
com i

(
a† − a

)
/2 = ∆p/~, enquanto ∆ = √~/2Mν é a amplitude de deslocamento ao longoda direção de oscilação do íon e p corresponde ao operador adimensional do momentolinear. Logo, conseguimos o hamiltoniano:
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H = 2ηΩ̃σxp. (2.81)
Portanto, podemos manipular o vetor de onda e a fase do laser para conseguirmos obteras seguintes interações:

Hpx
σx = ~ηΩ̃σxpx , (2.82)

Hpy
σy = ~ηΩ̃σypy, (2.83)
Hpz
σx = ~ηΩ̃σxpz. (2.84)

Essas interações já foram produzidas em laboratório, sobe condições ressonantes (Haljan)e dispersivas (Sackett).Para simular a equação de Dirac em três dimensões, precisamos de quatorze lasers. Oprimeiro e o segundo lasers acoplam a transição |a〉 ↔ |d〉 ao modo vibracional do centrode massa na direção x , através de uma interação Jaynes-Cumming produzida pelo primeirolaser e outra, anti-Jaynes-Cumming, gerada pelo segundo laser, com ajuste das fases
φr = 3π/2 e φb = π/2, nas quais φr está relacionado ao acoplamento Jaynes-Cumming,enquanto φb refere-se ao anti-Jaynes-Cumming. O terceiro e o quarto lasers acoplam atransição |b〉 ↔ |c〉 ao grau de liberdade vibracional do íon na direção x , nas mesmascondições de acoplamento e fases utilizados pelo primeiro e segundo lasers. O quinto e osexto lasers acoplam a transição |a〉, |d〉, com o subespaço vibracional do íon na direção y,através das interações do tipo first-red (quinto laser) e first-blue (sexto laser) sidebands,com ajuste das fases φr = π e φb = 0. O sétimo e oitavo lasers acoplam a transição
|b〉 ↔ |c〉 ao grau de liberdade externo do íon na direção y, respectivamente através dainteração Jaynes-Cumming e anti-Jaynes-Cumming, com as fases ajustadas para φr = 0 e
φb = π. O nono e décimo lasers acoplam a transição |a〉 ↔ |c〉 com o modo vibracionaldo centro de massa na direção z, através das interações Jaynes-Cumming (nono laser) eanti-Jaynes-Cumming (décimo laser), com ajuste de fase do nono igual ao primeiro laser edo décimo idêntico ao segundo laser. O décimo primeiro e décimo segundo lasers acoplama transição |b〉 ↔ |d〉 relacionado ao nível eletrônico do íon, com o nível vibracional doíon na direção z , através dos acoplamentoes Jaynes-Cumming e anti-Jaynes-Cumming,
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com o ajuste das fases φr = 3π/2 e φb = π/2. Para finalizar, os dois últimos lasers sãosintonisados de forma ressonânte com as trasições |a〉 ↔ |c〉 e |b〉 ↔ |d〉, e com ajuste dasfases φ13 = π/2 para o décimo terceiro laser e φ14 = 3π/2 para o décimo quarto laser.É importante salientar que o número de lasers pode ser reduzido de quatorze para oito,pois um único feixe de laser pode produzir, via modulador eletro-óptico (Sackett), doistipos de interações simultaneamente, ou seja, os acoplamentos Jaynes-Cumming e anti-Jaynes-Cumming são gerados por um único laser. O hamiltoniano efetivo que representaas interações descritas acima é:

HD = 2ηx∆xΩ̃x
(
σadx + σbcx

)
px + 2ηy∆yΩ̃y

(
σady − σbcy

)
py (2.85)

+ 2ηz∆zΩ̃z
(
σacx − σbdx

)
pz + ~Ω (σacy + σbdy

)
.

Podemos ajustar os parâmetros do laser tal que η = ηx = ηy = ηz , ∆ = ∆x = ∆y = ∆z eΩ̃ = Ω̃x = Ω̃y = Ω̃z . Logo, podemos reescrever a Eq.(2.85) da seguinte forma:

HD = 2η∆Ω̃ (σadx + σbcx
)

px + 2η∆Ω̃ (σady − σbcy ) py (2.86)
+ 2η∆Ω̃ (σacx − σbdx ) pz + ~Ω (σacy + σbdy

)
.

Também podemos escrever a Eq.(2.86) na forma matricial:

HD =  0 2η∆Ω̃ (~σ · ~p)− i~Ω2η∆Ω̃ (~σ · ~p)− i~Ω 0
 (2.87)

na qual, cada elemento da matriz representa uma matriz quadrada de ordem dois. Aequação de Schrodinger associada à Eq.(2.87):

HD |ψ〉 = i~∂ |ψ〉∂t , (2.88)
apresenta a mesma dinâmica da equação de Dirac em três dimensões para uma partícularelativística livre de spin 1/2, na qual |ψ〉 representa um bispinor.
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A representação matricial, supersimétrica, da equação de Dirac é:

H =  0 c~α · ~p− imc2
c~α · ~p+ imc2 0

 , (2.89)
onde c é a velocidade da luz, α é a matriz de Dirac e mc2 é a energia de repouso dapartícula relativística. Portanto, observamos que a analogia entre as Eqs (2.87) e (2.89)é imediata, logo faremos uma comparação eurítica dos termos da Eq. (2.87) com a Eq.(2.89). Com isso, obtemos c = 2η∆Ω̃ e mc2 = ~Ω, o que permite reproduzir a equação deDirac no contexto do íon armadilhado.Vamos agora nos dedicar ao estudo do zitterbewegung no ambiente dos íons armadi-lhados. Para isso, analisaremos a equação de movimento da posição na representação deHeisenberg:

~r(t) = ~r(0) + 4η2∆2Ω̃2~p
HD

t +(~α − 2η∆Ω̃~p
HD

)
i~∆Ω̃
HD

(
e2iHDt/~ − 1) , (2.90)

na qual os dois primeiros termos estão relacionados ao clássico movimento cinemático dapartícula livre, enquanto o terceiro termo é responsavel por uma tremulação transversalna direção de propagação da partícula relativística livre de spin 1/2. Se considerarmosum estado bispinor com uma distribuição de momento no entorno de p0, |ψ〉 = |a〉 ⊗
exp[−(p−p0)2/2σ2

p ], na qual σp é o desvio padrão da distribuição do momento. A frequência deoscilação do zitterbewegung relacionada à média do operador posição na representaçãode Heisenberg (〈~r(t)〉) pode ser estimada em:

ωzb ≈
2ĒD
~

= 2√4η2∆2Ω̃2p2 (2.91)
na qual, ĒD = 〈HD〉 é a energia média do íon armadilhado, que mapea a partícula rela-tivística livre. De forma similar, podemos cacular através da média da Eq.(2.90) (〈~r(t)〉) aamplitude associada ao zitterberwegung:
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Rzb = ~2mc
(
mc2
E

)2 = η~2Ω̃Ω∆4η2Ω̃2∆p20 + ~Ω2 , (2.92)
com Rzb ≈ ∆, se ηΩ̃ ∼ Ω.Como já dito anteriormente, a explicação-padrão para o movimento de tremulação dapartícula relativística (efeito que nunca foi observado) consiste da interferência entre ascomponentes associadas às energias positiva e negativa da partícula relativística. Osvalores reais de oscilação e amplitude, respectivamente, de um elétron relativistico são
ωzb = 1021HZ e Rzb = 10−3A, os quais estão fora do atual alcance experimental. Em vistada flexibilidade do sistema dos íons armadilhados, são permitidos valores de frequênciae amplitude de oscilação que estão no intervalo de ωzb ∼ 0 − 106 e Rzb = 0 − 103A,respectivamente.Em consequência da complexidade experimental para simular a equação de Dirac tri-dimensional, pois é necessário a utilização de oito lasers, foi realizado na referência47
a simulação experimental da citada equação em uma dimensão. Para simular a equaçãode Dirac unidimensional, o sistema utilizado consiste de um único íon de 40Ca+ em umaarmadilha linear do tipo Paul, com uma frequência νx = 2π × 1.36MHz. O íon foi pre-parado no estado fundamental de vibração. Foram utilizados dois lasers, sendo que umproduz, via modulador eletro-ótico, as interações Jaynes-Cumming, anti-Jaynes-Cumminge carrier, juntamente com o ajuste de fase φr = 3π/2, φb = π/2 e φc = 0, enquanto ooutro laser gera a interação do tipo carrier, com o ajuste de fase φc = π/2. Obtemosassimo o seguinte hamiltoniano:

HD = 2η∆Ω̃σxp + ~Ωσx + ~Ωσy. (2.93)
O próximo passo é calcular o hamiltoniano de interação da Eq.(2.93), com H0 = ~Ωσy e
Hint = 2η∆Ω̃σxp + ~Ωσx , ajustamos adequadamente o tempo de interação entre os doislasers, para que a Eq.(2.93) fique da forma:

HD = 2η∆Ω̃σxp + ~Ωσz. (2.94)



2.3 Simulação da equação de Dirac 51
Para estudar o zitterbewegung, é necessário medir experimentalmente a média 〈x(t)〉. Masno ambiente da armadilha iônica não há acesso ao grau de liberdade vibracional, logo énecessário utilizar a técnica conhecida como very short probe time, sem reconstruir porcompleto o estado quântico. Com isso, é possível coletar as informações relacionados aosubespaço vibracional para plotar o gráfico relacionado com 〈x(t)〉 versus t. Para fazer ográfico referente à simulação de uma partícula relativística livre, com diferentes massas,foi utilizado Ω̃ = 2π × 68KHz, que corresponde à simulação da velocidade da luz (c =0.052∆µs−1). A medida do valor esperado 〈x(t)〉, é mostrada na Fig. (2.2), para a partícula
inicialmente preparada no estado bispinor ψ(x, t = 0) = (√2π2∆)−1/2

e−x2/4∆2
11
.

Figura 2.2 – Valor esperado, 〈x(t)〉, para uma partícula relativística com diferentes massas. A curva linearvermelha (quadrados) representa um partícula sem massa (Ω = 0}, movendo-se na velocidadeda luz, que dada por c = 2ηΩ̃/Delta = 0.052∆µs−1 para todas as curvas. As outra curvasrepresentão o acréscimo de massa. Os comprimentos de compton, das partículas massivas, são
λc = 2ηΩ̃∆/Ω = 5.4∆(triângulo invertido), 2.5∆(Losângulo), 1.2∆(círculo) e 0.6∆ (triangulo),repectivamente. As cuvas sólidas representam os dados computacionais, enquanto os pontossão os dados experimentais. O Zitterbewegung é plotado para valores relativísticos, 2ηΩ̃� Ω,para valores não relativísticos, 2ηΩ̃ � Ω.O gráfico inserido, têm os plotes das amplitude ,
Rzb(quadrados), e frequência, ωzb(circular), do Zitterbewegung, versus o parametro ω/ηω̃que é proporcional a massa.Fonte: Gerritsmas47

É constatado através do gráfico que o Zitterbewegung aparece apenas para valores da
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massa diferentes de zero.

2.4 Reservatórios térmicos

Em todas as seções anteriores descrevemos os sistemas físicos na ausência do reser-vatório térmico, ou seja, os sistemas não interagem com o meio ambiente. Como já foimencionado na introdução, quando os sistemas não possuem interações com o reservatóriotérmico, não há perda de informação .Um dos resultados dessa tese é a proteção do sistema físico contra decoerência. Por-tanto, é de extrema importância dedicarmos esta subseção para descrever, matematica-mente, o que ocorre quando o sistema físico troca informações com o meio ambiente. Paraisso, usamos um hamiltoniano de um sistema que se subdivide em dois subsistemas (emnosso caso o sistema de interesse e oreservatório), conforme descrito por:
H = HS +HR +Hint, (2.95)

onde HS representa os graus de liberdade do sistema, HR os graus de liberdade doreservatório e Hint os graus de liberdade do sistema que interagem com os graus deliberdade do reservatório - mediados por uma determinada interação. Obviamente, aevolução do sistema composto é determinística e unitária, o que nos permite associar umvetor de onda ao estado do sistema composto.

2.4.1 Operador densidade

Para descrever apenas o sistema de interesse é necessário que o ambiente atue noestado desse sistema (via hamiltoniano de interação, que emaranhará, em quase todoscasos, o sistema e o reservatório) e focar-se apenas nos graus de liberdade do sistema
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de interesse; o efeito colateral de se optar por descrever a dinâmica do subsistema deinteresse é o de não ser possível (em geral) a utilização do vetor de onda para prever adinâmica desse subsustema, já que ele será descrito de maneira estatística pelos possíveisvetores de seu estado. Para contabilizar tal interferência que o reservatório faz sobre osistema de interesse utiliza-se o operador densidade.Como vantagem adicional, o operador densidade pode ser usado para descrever tantoestados puros quanto misturas estatísticas . O operador densidade é denotado por:

ρ =∑
i

∑
j
aij |ψi〉

〈
ψj
∣∣ . (2.96)

Como ρ é hermitiano é sempre possível diagonalizá-lo, pois sempre há uma tranforma-ção aplicável para diagonaliza-lo:
ρ =∑

i
pi |ψi〉 〈ψi| ; ∑

i
pi = 1. (2.97)

o que claramente nos dá:
Tr {ρ} =∑

k

∑
i
pi 〈ψk |ψi〉 〈ψi|ψk〉 =∑

i
pi = 1, (2.98)

uma propriedade imediata de ρ é:

T r{ρ} =∑
k

∑
i

∑
j
aij〈ψk |ψi〉〈ψj |ψk〉 =∑

i
aii ≡

∑
i
pi = 1. (2.99)

O valor esperado de um operador no formalismo do operador densidade é:
〈O〉 = T r {Oρ} =∑

k

∑
i
pi |ψk〉O |ψi〉 〈ψi|ψk〉 =∑

i
pi 〈ψi| O |ψi〉 =∑

i
pi 〈O〉i .(2.100)
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2.4.2 Equação mestra para o oscilador harmônico

Consideremos um sistema cujo hamiltoniano seja dado por:
H = ω0a†a+∑

j
ωjb†j bj +∑

j
gj (ab†j + a†bj ), (2.101)

com:
H0 = ω0a†a+∑

j
ωjb†j bj , (2.102)

V =∑
j
gj (ab†j + a†bj ), (2.103)

sendo, respectivamente, a e a† os operadores de destruição e criação do sistema deinteresse (não é necessário que o sistema seja um oscilador harmônico sempre. Nossosistema de interesse será, mas poderíamos ter um átomo ou conjunto de átomos comosistema de interesse), que no caso é um oscilador harmônico; bj e b†j os operadores dedestruição e criação do j-ésimo grau de liberdade do reservatório, gj é o acoplamento entreo j-ésimo grau de liberdade do reservatório e o sistema de interesse e ωj é a freqüência doj-ésimo grau de liberdade do reservatório. Será apresentado um cálculo de caráter geral,até que se possa introduzir explicitamente VI(t) nas expressões - o que ocorrerá após aEq.(2.112).O operador densidade total (sistema + reservatório) na representação de Schrödinger,satisfará, em geral, a equação diferencial:
dρT (t)dt = −i[H, ρT (t)]. (2.104)

Na representação de interação, se definirmos H0 = HS+HR , temos a operação unitária:
U0(t) = e−iH0t, (2.105)

que define, na representação de interação, a equação de movimento:
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dρIT (t)dt = −i[VI(t), ρIT (t)], (2.106)
sendo ρIT (t) = U†0 (t)ρT (t)U0(t) e VI(t) = U†0 (t)V (t)U0(t). Integrando, temos:

ρIT (t) = ρIT (0)− i∫ t

0 dt′[VI(t′), ρIT (t′)]. (2.107)
Substituindo a Eq.(2.107) na Eq.(2.106), decorre:

dρIT (t)dt = −i[VI(t), ρIT (0)]− ∫ t

0 dt′[VI(t), [VI(t′), ρIT (t′)]]. (2.108)
Assim, ao traçar sobre os graus de liberdade do ambiente, temos:

dρIS(t)dt = −iT rR {[VI(t), ρIT (0)]}− ∫ t

0 dt′T rR{[VI(t), [VI(t′), ρIT (t′)]]}. (2.109)
Inicialmente, supondo que o sistema e o reservatório estejam descorrelacionados, ouseja, ρIT (0) = ρIS(0)⊗ ρIR (0) e que T rR{[VI(t), ρIT (0)]} = 0 bilineares, temos:

dρIS(t)dt = − ∫ t

0 dt′T rR{[VI(t), [VI(t′), ρIT (t′)]]}. (2.110)
Assumindo que V possui um acoplamento muito mais fraco que os termos livres dohamiltoniano - ou seja, o acoplamento do sistema com o reservatório é fraco -, podemospressupor que o operador densidade reduzido do reservatório não é afetado significativa-mente pela interação, de forma que:

ρIT (t) ≈ ρIS(t)⊗ ρIR (0). (2.111)
Dessa forma a equação mestra nos fornece:

dρIS(t)dt = −∫ t

0 dt′T rR{[VI(t), [VI(t′), ρIS(t′)⊗ ρIR (0)]]}. (2.112)
Consideremos, como já anteriormente explicitado, o caso de um oscilador harmônico
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amortecido simples, no qual:

VI(t) = ~(a†Γ(t)eiω0t + aΓ† (t)e−iω0t), (2.113)
onde:

Γ(t) =∑
j
gjbjeiωj t, (2.114)

com:
[bj , b†k ] = δjk . (2.115)

Logo, com tal VI(t), a equação mestra gerará as seguintes integrais - que constituema Eq.(2.112):
I1 = ∫ t

0 dt1〈Γ(t)Γ(t1)〉eiω0(t+t1), (2.116)
I2 = ∫ t

0 dt1〈Γ(t)†Γ(t1)†〉e−iω0(t+t1), (2.117)
I3 = ∫ t

0 dt1〈Γ(t)Γ(t1)†〉eiω0(t−t1)e (2.118)
I4 = ∫ t

0 dt1〈Γ(t)†Γ(t1)〉e−iω0(t−t1). (2.119)
Daqui em diante será efetuada, como exemplo, uma das integrais, sendo que as demaisintegrais são imediatamente análogas. Usando a definição de Γ(t), temos:

I1 = ∫ t

0 dt1∑
l,j

glgj〈blbj〉e−i(ωlt+ωj t1)eiω0(t+t1). (2.120)
Passando para o contínuo, temos:
I1 = ∫ t

0 dt1 ∫ ∞0
dω12π ρ(ω1) ∫ ∞0

dω22π ρ(ω2)g(ω1)g(ω2)〈b(ω1)b(ω2)〉Re−i(ω1t+ω2t1)eiω0(t+t1),(2.121)onde ρ(ω) é a densidade de estados.Para banhos térmicos temos 〈b(ω1)b(ω2)〉R = 0. Entretanto, alguns reservatórios es-peciais, como os reservatórios comprimidos, possuem esse tipo de correlação não nula. A
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fim de incluí-los, admitamos:

〈b(ω1)b(ω2)〉 = 2πM(ω1)δ(2ω0 − ω1 − ω2), (2.122)
que corresponde a um estado de vácuo comprimido multimodal com uma frequência carrierigual à frequência de ressonância da cavidade, o que fornece, com a mudança de variável
ω = ω1:

I1 = ∫ t

0 dt1 ∫ ∞0
dω2πρ(ω)ρ(2ω0 − ω)g(ω)g(2ω0 − ω)M(ω)ei(ω0−ω)(t−t1), (2.123)

se τ = t − t1, temos:
I1 = ∫ t

0 dτ ∫ ∞0
dω2πρ(ω)ρ(2ω0 − ω)g(ω)g(2ω0 − ω)M(ω)ei(ω0−ω)τ . (2.124)

Agora faremos a aproximação de Markov assumindo que ρ(ω), g(ω) e M(ω) são funçõesque variam lentamente em torno de ω = ω0, com ω0 sendo uma freqüência alta. Se
ε = ω − ω0, e assumindo simetria em relação a ω0 temos:

I1 ≈
∫ ∞

0 dτ ∫ ∞
−ω0(→−∞)

dε2πρ2(ε + ω0)g2(ε + ω0)M(ε + ω0)eiετ . (2.125)
Sendo a extensão do limite inferior de integração justificável, já que ω0 encontra-se longeda região de contribuição da integral . Assim, justifica-se de maneira similar a extensãoda integral temporal para ∞. Efetuando a integração temporal temos:∫ ∞

−∞

dε2πρ2(ε + ω0)g2(ε + ω0)M(ε + ω0) [πδ(ε)− iP(1
ε

)]
, (2.126)

com: ∫ ∞
0 dτe±iεt = [πδ(ε)− iP(1

ε

)]
, (2.127)

sendo P o valor principal de Cauchy, que é definido por:
P
∫ b

−a

f (ω)dω
ω = lim

ε→∞

{∫ −ε
−a

f (ω)dω
ω + ∫ b

ε

f (ω)dω
ω

}
. (2.128)

O termo referente ao valor principal origina induz um pequeno deslocamento na freqüên-
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cia do oscilador. Há um termo semelhante a esse nas outras integrais, e tais termos serãodesprezados. Se definirmos a taxa de decaimento por:

γ ≡ ρ2(ω0)g2(ω0), (2.129)
obtemos:

I1 = γ2M(ω0). (2.130)
Procedimentos análogos ao realizado para I1 levam aos resultados das outras integrais:

I2 = γ2M∗(ω0), (2.131)
I3 = γ2 [N(ω0) + 1], (2.132)

I4 = γ2N(ω0). (2.133)
Nessa expressão N(ω) é definido por:

〈b† (ω)b(ω′)〉 = 2πN(ω)δ(ω − ω′). (2.134)
Substituindo tais expressões na Eq.(2.112) implica na seguinte equação mestra:

dρdt = γ2 (N + 1)(2aρa† − ρa†a− a†aρ) + γ2N(2a†ρa− ρaa† − aa†ρ) (2.135)
+ γ2M(2a†ρa† − ρa†a† − a†a†ρ) + γ2M∗(2aρa− ρaa− aaρ).

Se o banho está em equilíbrio térmico à temperatura T & M = 0, ou seja, o reservatórionão é comprimido, temos:
N(ω0) = 1

e~ω0/kT − 1 . (2.136)
Por conseguinte, podemos obter a seguinte equação mestra:

dρdt = γ2 (N + 1)(2aρa† − ρa†a− a†aρ) + γ2N(2a†ρa− ρaa† − aa†ρ). (2.137)
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O estado de equilíbrio de tal equação é dado por:

ρeq = ∞∑
n=0 e

−~ω(n+1/2)/kBTe−~ω/2kBT (1− e−~ω/kBT )|n〉〈n|, (2.138)
que é o operador densidade de um oscilador harmônico em contato com um reservatório àtemperatura constante T .

2.4.3 Engenharia de reservatório em eletrodinâmica de cavidade

Para finalizar a seção, iremos mostrar como realizar a engenharia de um reservatóriotérmico, no cotexto de eletrodinâmica de cavidades. Para esse propósito, consideremosum modelo para os modos normais do oscilador hamônico, relacionado a cavidade. Parasimular a engenharia de reservatórios utilizamos feixes átomicos passando pela cavidade.Ilustramos esse procedimenteo na Fig.(2.3).

Figura 2.3 – Descrição de uma feixe de átomos passando pela cavidade, na qual, o feixe vermelho repre-senta o feixe átomico, o feixe azul descreve o campo quântico que produz os modos normaisna cavidade, e a esfera vermelha representa o instante que o átomos está interagindo com acavidade, que possui um comprimento L.Fonte: Elaborado pelo autor.
Os átomos da Fig.(2.3) são configurados apenas com dois níveis eletrônicos, os quais
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possuem uma energia de transição entre os graus de liberdade fundamental e excitado queé igual a ~ω. Quando incidimos o átomo preparado no estado excitado durante a interaçãodo átomo com a cavidade ocorre uma perda de energia, relacionada ao nível eletrônico,que é transferida para o modo da cavidade, o qual ganha uma excitação. Mas quandoincidimos o átomo preparado no estado fundamental, após a interação do átomo com acavidade, ocorre a excitação do grau de liberdade fundamental para o excitado do átomos,que rouba um fóton do modo da cavidade. Logo, a interação átomo sistema é governadapelo hamiltoniano:

H = ~ωa†a+ ~ω0σ†σ + ~g
(
σa† + σa†

)
, (2.139)

onde, ω é a frequência de oscilação dos modos da cavidade, ω0 é a frequência de oscilaçãodo grau de liberdade elerônico do átomo e g frequência de Rabi, que determina a forçade acoplamento entre o modo da cavidade e os estados eletrônicos do átomo. Além dosoperados de criação a e destruição a† do subespaço vibracional e os operadores σ decriação e σ† do subespaço eletrônico do átomo. Além de definirmos ~ = 1Denotamos por ρt o operador densidade que descreve a combinação dos sistemas átomoe caviade, em função das variáveis dinâmicas a† , a, σ† , σ . Logo, descravemos o operadosda seguinte forma:

ρt = ρt
(
a† (t), a(t), σ† (t), σ (t)) . (2.140)

Agora supomos que t é o instante em que o átomo entra na cavidade e t+τ o instantequando o átomo emerge da cavidade. Portanto, teremos a evolução temporal do sistemainteragente da Fig. (2.3):

ρt+τ = e−iHintτρτeiHintτ , (2.141)
na qual, Hint é o hamiltoniano de interação da Eq. (2.139), que é descrito por
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Hint = g2
δ
(
a†σ + aσ†

)
. (2.142)

Para resolver a Eq. (2.141) utilizamos o método de Baker-Campbell-Hausdorff, no regime
τg2/δ � 1, que é a força de acoplamento, entre os níveis eletrônicos e vibracionais, muitomenor que o tempo de passagem do átomo na cavidade, τ = L/v , onde v é a velocidade doátomo e L o comprimento da cavidade. Logo, a evolução tempora da interação do átomocom a cavidade é dado por:

ρ(t + τ) = ρ(t) + [Hint, ρτ ] + [Hint, [Hint, ρτ ]] . (2.143)

ρ(t + τ)− ρ(t) = iΩτ [(a†σ + aσ†
)
, ρ(t)] (2.144)

+ (iΩτ)22 [(
a†σ + aσ†

)
,
[(
a†σ + aσ†

)
, ρ(t)]]

onde Ω = g2/δ . Antes do átomo passar pela cavidade, a partícula é preparada numamistura estatística dos estados exicitado e fundamental, ρátomo = |g〉 〈g| + |e〉 〈e| . Parafinalizar, eliminaremos o subespaço eletrônico do átomo no operador densidade, realizandoo traço do grau de liberdade eletrônico, tal que:

Tr [ρ(t + τ)] átomo = ρvib(t)
+(iΩτ)22 [

aa†ρvib(t) + ρvib(t)aa† − 2a†ρvib(t)a] (2.145)
+(iΩτ)22 [

a†aρvib(t) + ρvib(t)a†a− 2aρvib(t)a†] ,

Logo , multiplicando os dois lados da Eq. (2.145) por r que é a taxa de passagem doátomo pela cavidade, sendo definido como r = v/L. Temos:
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r [ρvib(t + τ)− ρvib(t + τ)] =
= r (iΩτ)22 [

aa†ρvib(t) + ρvib(t)aa† − 2a†ρvib(t)a] (2.146)
+r (iΩτ)22 [

a†aρvib(t) + ρvib(t)a†a− 2aρvib(t)a†] .

onde Γeng = r (iΩτ)2. Portanto, obtemos a forma de Lindblad que simula o meio ambiente:

L = Γeng2 [
−aa†ρvib(t)− ρvib(t)aa† + 2a†ρvib(t)a] (2.147)

+ Γeng2 [
−a†aρvib(t)− ρvib(t)a†a+ 2aρvib(t)a†] .

Voltando para representação de Schrödinger, obtemos a equação mestra do osciladorharmônico amortecido
dρvib(t)dt = −i [ωa†a, ρvib(t)]

+Γeng2 [
−aa†ρvib(t)− ρvib(t)aa† + 2a†ρvib(t)a] (2.148)

+Γeng2 [
−a†aρvib(t)− ρvib(t)a†a+ 2aρvib(t)a†] .



CAPÍTULO 3

SIMULAÇÃO DO ZITTERBEWEGUNGNÃO USUAL EM ARMADILHASIÔNICAS
3.1 Simulações dos acoplamentos spin-órbita.

3.1.1 Introdução

Em uma recente referência47 reportou-se a simulação quântica da equação de Diracunidimensional no contexto de armadilha iônica. A medida da evolução temporal da posi-ção do íon armadilhado, que simula matematicamente uma partícula relativística livre, foiutilizado para demonstrar o Zitterbewegung associado a equação de Dirac na referência.41
Essencialmente, o acoplamento entre o momento e o spin da partícula relativística, ocorrede forma natural no regime da mecânica quântica relativítica, é simulado por intermédiodo acoplamento, induzido por um campo clássico, dos graus de liberdades vibracional eeletrônico dos íon armadilhados. Além das armadilhas iônicas, diferentes sistemas físicosforam utilizados para mapear o Zitterbewegung, tais como os semicondutores, os cristaisfotônicos e os átomos frios. No mesmo contexto, foi demonstrado que o condensado deBosen-Eintein pode fornecer o análodo ao burraco negro sônico e ao boson de Huggs.Na mesma direção do crescente interesse pela simulação quântica, a armadilhas iônicas
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- utilizada nas últimas duas décadas como plataforma de teste para investigar fenômenosfundamentais da mecânica quântica e para a implementação de processos de informaçãoquântica - foram aqui considerados para a reprodução das equações de onda da mecânicaquântica relativística,Portanto, motivado pelos trabalhos mencionados acima, neste capítulo demonstraremoscomo simular o zitterbewegung não usual46 , análogo ao conhecido movimento de tremu-lação do elétron relativístico da física de semicondutores, em que trajetórias helicoidáisocorrem na ausência de campo magnético. Para realizar tal feito, utilizaremos um únicoíon, com dois níveis eletrônicos, em uma armadilha do tipo Paul.Para o Zitterbewegung não usual devemos considerar dois graus de liberdade vibraci-onais acoplados entre si através do níveis eletrônicos dos íon armadilhado, possibilitandoassim uma dinâmica vibracional que reproduz tanto o zitterbewegung não usual como cur-vas de Lissajou, o que revela o alto grau de controle que se alcança nas armadilhas iônicas.Portanto, além do problema de simulação quântica, estamos aqui tangenciando o problemade controle quântico das referências48,49 , outra linha de pesquisa que tem atraído muitaatenção, especialmente no que concerne à teoria de informação quântica, que demandaum controle preciso do sistema dinâmico. Notamos que as curvas de Lissajus não podemser derivadas do formalismo de Dirac, a menos que a velocidade da luz se altere com adireção de vibração do íon.Finalmente, observamos que para a simulação do zitterbewegung não usual e das cur-vas de Lissaju em armadilhas iônicas faz-se necessário a engenharia de hamiltonianos quesimulem os acoplamentos spin-órbita do tipo Rashba isotrópico e anisotrópico, respectiva-mente. A esse respeito, de forma análoga ao acoplamento Rashba, conseguimos alcançara interação do tipo Dresselhaus, o que certamente nos permite dizer que podemos repro-duzir toda a variedade das interações spin-órbita da física do estado sólido em armadilhasiônicas.
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3.1.2 Acoplamento spin-órbita do tipo Rashba

Para realizar a interação do tipo Rashba no contexto de íons aprisionados, conside-ramos dois feixes laser alinhados nas direções x e y, para que produzam, cada qual, como auxílio de um modulador eletro-óptico, interações do tipo fisrt-blue e first-red side-

bands.50 Os quatro campos assim gerados possuem frequências ωl e fases φl, sendo doisdesses campos sintonizados no first-blue sideband, e os demais sintonizados no first-red

sideband. Logo, conseguimos derivar o seguinte hamiltoniano (~ = 1):

H = i
[Ωxηx

(
eiφ1ax + eiφ2a†x

)+ Ωyηy
(
eiφ3ay + eiφ4a†y

)) +H.C
]
, (3.1.1)

onde ηα é o parâmetro de Lamb-Dicke e Ωα é a frequência de Rabi que acopla os níveiseletrônicos do íon (fundamental |g〉 e excitado |e〉) do íon a dois graus de liberdade vibra-cionais, descritos pelos operadores de aniquilação aα e criação a†α com as suas respectivasdireções α = x, y. Finalmente, σ+ = |e〉 〈g| e σ− = σ†+ são os operadores de criação eaniquilação para os níveis eletrônicos do sistema. O próximo passo consiste no ajustedas fases, tais que φ1 = 0, φ2 = π , φ3 = π/2 e φ4 = 3π/2. Com esses procedimentos,conseguimos na representação de interação, o análogo do acoplamento spin-orbita do tipoRashba:

H = (∆xηxΩxpxσy − ∆yηyΩypyσx
)
, (3.1.2)

onde Pα = i
(
a†α − aα

)
/2∆, com ∆α = 1/√2mvα , sendo m a massa do íon e vα suafrequência de vibração na direção α . Quando ajustamos os parâmetros do laser de talforma que ∆x = ∆y = ∆ , ηx = ηy = η e Ωx = Ωy = Ω, o hamiltoniano acima é reduzidoexatamente à interação do tipo Rashba:

H = γ
(
pxσy − pyσx

)
, (3.1.3)
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onde γ = ∆Ω.Além disso, podemos simular o acoplamento spin-órbita do tipo Rashba em três di-mensões. Para isso, consideramos uma armadilha do tipo Paul tridimensional, para oaprisionamento de um único íon. Além de utilizarmos as mesmas configurações de lasersusadas anteriomente para obter a Eq.(3.1.1), é necessário adicionarmos outro laser, queirá, via modulador eletro-ótico, produzir interações dos tipos first-blue e first-red side-

bands, além de gerar as fases φl, a seram adequadamente ajustadas. Com essa novaconfiguração de lasers conseguimos realizar a engenharia do acoplamento do tipo Rashbaem três dimensões, o que não ocorre na física de estado sólido:

H = γr̂.
(−→p ×−→σ ) , (3.1.4)

onde −→r define a posição do íon em relação ao centro de massa da armadilha iônica.Observamos que as Eqs.(3.1.2) até Eq.(3.1.4) - que descrevem respectivamente dois ha-miltonianos bidimensionais e um tridimensional - produzem o Zitterbewegung não usual,mas o mesmo não ocorre para qualquer acoplamento do tipo Rashba e Dresselhaus nocaso unidimensional, que possuem, respectivamente, hamiltonianos das formas H = γσxpye H = γσxpx . Para que ocorra tal efeito é necessário que um dos lasers utilizados paragerar a Eq.(3.1.1) seja ajustado de outra forma, a qual, ao invés de produzir uma interaçãodo tipo first-blue e first-red sidebands produzirá uma interação do tipo carrier. Nestecaso, derivamos um hamiltoniano em uma dimensão da forma (Ω sendo a frequência deRabi):

H = γpxσy + Ωσz, (3.1.5)
na qual o gap entre as energias positivas e negativas, que é ingrediente essencial para aprodução do Zitterbewegung, está presente no hamiltoniano da Eq.(3.1.5) com origem notermo Stark Ωσz que produzirá o Zitterbewegung não usual. Com as mesmas configura-ções de lasers da Eq.(3.1.5), mas com uma nova escolha das fases φ1 e φ2, conseguimosimediatamente obter o hamiltoniano H = ∆ηΩpxσx + Ωσz , que simula a equação de Dirac
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em uma dimensão.47

3.1.3 Acoplamento spin-órbita do tipo Dresselhaus

Além da interação do tipo Rashba, podemos simular a interação spin-órbita do tipoDresselhaus. Para isso, é preciso utilizar dois lasers, cada um produzindo um acoplamentodo tipo first-blue e first-red sidebands, além da escolha das fases φ1 = −φ2 = π/2 e
φ3 = −φ4 = 3π/2 , para obter:

H = γ
(
pxσx − pyσy

)
. (3.1.6)

3.1.4 Acoplamentos simultâneos dos tipos Rashba e Dresselhaus

Agora, podemos simular um acoplamento que possui as interações spin-orbita do tipoRashba e Dresselhaus agindo simultaneamente. Para isso, usamos quatro lasers, dos quaisdois passam através do modulador eletro-óptico e cada um produz interações do tipo firt-

blue e first-red sidebands. Além do ajuste das fases para φ1 = 0, φ2 = π , φ3 = π/2 e
φ4 = 3π/2. Os outros dois lasers também passam atráves de um modulador eletro-ópticopara que cada laser possa gerar as interações do tipo first-blue e first-red sidebands, mascom as fases ajustadas para φ5 = 0, φ6 = Π , φ7 = Π/2 e φ8 = 3Π/2. Pelo fato de asfrequências de Rabi serem distintas Ω1 = Ω2 = Ω e Ω3 = Ω4 = Ω, conseguimos derivar ainteração do tipo Rashba e Dresselhauss simultaneamente em duas dimensões, o que nosleva ao hamiltoniano (−→z seleciona a posição do átomo):

H = γẑ
(−→p ×−→σ )+ γ

(
pxσx − pyσy

) (3.1.7)
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onde γ = Ω, permitindo a simulação completa dos efeitos de spin-órbita da física deestadao sólido.Neste momento é importante salientar que um íon com quatro níveis eletrônicos, emuma armadilha do tipo Paul , como é realizado na referência,41 com dois níveis adicionais∣∣g‘〉 e ∣∣e‘〉 tem o mesmo momento angular que |g〉 e |e〉, mas energias e momentos angularesdistintos. É fundamental que ocorram transições cruzadas |g〉 ↔ ∣∣e‘〉 e |e〉 ↔ ∣∣g‘〉,como mostrado na Fig. (1). Todos os hamiltonianos das Eq.(3.1.2) a Eq.(3.1.6) têm asestruturas modificadas para simular matematicamente o hamiltoniano usado para derivaro Ziterbewegung não usual da referência46 . Focando apenas na interação do tipo Rashbao hamiltoniano é modificado para a seguinte forma:

H = σx ⊗ Γ (pxσy − pyσx) (3.1.8)
onde Γ = ∆ηΩ e σx é analogo à matriz de Pauli σx restrita ao subespaço ∣∣g‘〉 e ∣∣e‘〉. Todosos halmitonianos, da Eq. (3.1.3) até a Eq. (3.1.7), são modificados para incluir um produtotensorial com τx .Por outro lado, em termos de simplicidade, nos dedicaremos a desenvolver o sistemaconstituído por um íon com dois níveis eletrônicos, como demonstrado anteriormente, querecupera a mesma dependência temporal das equações de movimento do Zitterbewegungnão usual , similar a referência46 . De fato, ao começar com o acoplamento anisotrópicotipo Rashba da Eq.(3.1.2) obtemos na representação de Heisenberg

α(t) = α(0)− c2Pα
H t − iH

(
cσβ + c2Pα

H

)(
eiHt − 1) (3.1.9)

com β 6= α = x, y. Observamos que a Eq.(3.1.7) possui a mesma dependência temporalque a equação de movimento gerada a partir do hamiltoniano de Dirac, com o movimentode tremulação vindo do terceiro termo da equação. Considerando daqui em diante umestado inicial da forma |ψ(0)〉 =∏
α
exp [− (pα − p0α/2µα )]⊗|φ(0)〉, autoestado do momento

centrado em torno de p0α , sendo µα e a largura da distribuição e |φ〉 o estado associado aosníveis internos do íon, podemos com isso, computar o valor médio da posição vibracionaldo íon 〈α〉 = T r [αρ(t)]:
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〈α(τ)〉 = 〈α(0)〉+ (−1)1+δαxεδαy 〈σ (β)〉 τ
+εpβ2ξ [cos (2ξ1/2τ)− 1] 〈σz〉

+ εpβ2ξ3/2 [sin (2ξ1/2τ)− 2ξ1/2τ]
×
(
〈σx〉px + ε

〈
σy
〉
py
) (3.1.10)

onde são definidas as variáveis adimensionais de posição α = α/∆, momento pα = 2∆pαe tempo τ = ηΩt, com ξ =√〈p2
α
〉+ 〈p2

β
〉 e ε = ∆2

xηxΩx/∆2
yηyΩy. Além disso, temos umadelta de Kronecker δαx e ε = 1 (6= 1), indica a interações do tipo Rashba isotrópica (ani-sotrópica). Quando preparamos as funções de ondas que são autoestado dos operadoresmomento nas direções x com ε2p2

y � p2
x e y no vácuo, juntamente com a função de ondado estado eletrônico do íon |φ〉 = |a| |↑〉 + |b| eiφ |↓〉, com |a| 6= |b| e φ = Π/2, de talforma que 〈σx〉 = 0, obtemos as equações abaixo:

〈x(τ)〉 = (
ε2p2

y2p2
x
− 1) τ − ε2p2

y2p3
x

[sin (2pxτ)] , (3.1.11a)
〈y(τ)〉 = εpx2ξ [cos (2pxτ)− 1] (3.1.11b)

que nos levam às Figs.(3.1a e 3.1b) , que são os toroides da referência,46 onde consideramos
px = √10 e py = 1 para a Fig.(3.1a) ε = 3p2

x/2p2
y e para a Fig.(3.1b) ε = 2p2

x/2p2
y.
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(a) Movimento trocoidal.

(b) Movimento Cicloidal.
Figura 3.1 – Descrição dos movimentos realizado pelo íon armadilhado no subespaço vibracional, comajuste das condições iniciais para ¯px = √10 e ¯py = 1, sendo que, para produzir o movimentotrocoidal (a) utilizamos ε = 3p̄x2/2p̄y2, já em relação a trajetória cicloidal (b) utilizamos

p̄x2/p̄y2. Fonte: Elaborado pelo autor
Também obtemos um movimento eliptíco mostrado na Fig.3.2, quando consideramos

px = √10 e py = 1 com ε = p2
xp2

y.
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Figura 3.2 – Descrição do movimento elíptico produzido pelo íon armadilhado no subespaço vibracional,com ajuste das condições iniciais para ¯px = √10, ¯py = 1 e ε = p̄x2p̄y2.Elaborado pelo autor
Quando consideramos a interação do tipo Dresselhaus chegamos exatamente à mesmadependência temporal que na Eq.(3.1.8), mas com a mudança de 〈σx〉px + ε

〈
σy
〉
py para

〈σx〉py+ ε
〈
σy
〉
px , afetando apenas a amplitude das curvas geradas pela Eq. (3.1.8). Comisso, podemos concluir que a interação do tipo Dresselhaus também produzirá as mesmastrajetórias trocoidais, na ausência do campo magnético, derivadas na referência46 parao caso do acoplamento spin-órbita do tipo Rashba. Por outro lado, quando os acopla-mentos do tipo Rashba e Dresselhaus estão presentes simultaneamente no sistema, fatoreproduzido pela Eq. (3.1.6), obtemos ao invés da Eq.(3.1.8):

〈α(τ)〉 = 〈α(0)〉+ [(−1)1+δαx (〈σα〉 − κ 〈σβ〉)] τ (3.1.12)
−καχ−2 〈pβ〉 〈σz〉 [1− cos (χτ)]
−καχ−3 〈pβ〉 〈σz〉Λ [sin (χτ)− τ ] .

onde, definimos as grandezas adimensionais como o acoplamento κ = γ/γ e os parâmetros
κα = 2(κ2 + (−1)1+δαy) , ξ = 2κ [κξ2 + 2〈pxpy〉] e Λ = 〈(κpy + px

)
σy + (κpx + py

)
σx
〉.A Eq.(3.1.9) mostra que com ambos acoplamentos spin-órbita agindo simultaneamente comdiferentes acoplamentos (κ 6= 1), ainda obtemos trajetórias similares às que são provo-
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cadas pela ação dos acoplamentos spin-órbita separadamente, enquanto duas situaçõesespeciais emergem quando os níveis eletrônicos são preparados como autoestado de σz ou
σα . No primeiro caso, não conseguimos o Zitterbewegung como esperado, pois o autoes-tado de σz não simula a superposição entre as energias positiva e negativa necessáriaspara o Zitterbewegung. Por outro lado, chegamos um interessante efeito: aprisionamoso movimento da partícula em uma direção α e conseguimos o movimento de um osciladorharmônico na direção β:

〈α(τ)〉 = 〈α(0)〉 − καξ−2 〈pβ〉 , (3.1.13a)〈
β(τ)〉 = 〈

β(0)〉− κβξ−2 [1− cos (ξτ)] . (3.1.13b)
No segundo caso teremos um movimento uniforme na direção α e a dinâmica oscilatóriana direção β:

〈α(τ)〉 = 〈α(0)〉+ (−1)1+δαx 〈σα〉 τ, (3.1.14a)〈
β(τ)〉 = 〈

β
〉 (0) + (−1)1+δαx τ − κβξ−3 〈pα〉 〈px + py

〉 [sin (ξτ)− τ ] . (3.1.14b)
Embora Eq, (3.1.14a) não produza as trajetórias similares às Figs. (1) e (2), observamosque a Eq.(3.1.9) pode ser apropriadamente manipulada para produzir esses movimentoscicloidais.Agora, para a derivação de outros tipos de figuras de Lissajou, recorremos à versão dohamiltoniano do tipo Dresselhaus H = (

γxpxσx − γy
). Ajustando os feixes dos lasers detal maneira que γ2

y � γ2
x e preparando a os níveis eletrônicos do íon como autoestado de

σz obtemos:

〈α(τ)〉 = 〈α(0)〉 − 〈pβ〉 [1− cos (ω)] , (3.1.15a)〈
β(τ)〉 = 〈

β(0)〉+ 〈pαp−1
β
〉 [1− cos(√ωτ)] , (3.1.15b)

com ω = (
γx/γy

) 〈
py
〉. Na Fig. (3.3) mostramos as curvas determinadas a partir daEq. (3.1.15) com ω = 1.96.
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Figura 3.3 – Descrição do movimento vibracional do íon armadilhado que reproduz a figura de Lissajous.Para isso, foi utilizado aproximação dos feixes lasers γ2
y � γ2

x , além de preparar o subespaçoeletrônico do íon armadilhado em um autoestado de σz . Com o ajuste da frequência de vibraçãopara ω = 1.96. Fonte: Elaborada pelo autor.
Apresentamos neste capítulo o protocolo para simular o não usual Zitterbewegung, quepermite trajtórias cicloidáis na ausência de campos magnéticos, além de gerar as figurasde Lissajou no modo vibracional do íon armadilhado em duas dimensões. Esse protocoloé baseado na engenheirar do acoplamentos spin-órbitas dos tipos Rashba e Dresselhaus,que permite mapear os efeitos da interação spin-órbita da física do estado sólido noambiente experimental dos armadilhas iônicas, que possui alto grau de controle.
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CAPÍTULO 4

PARTICIONANDO O ESPAÇO DE FOCKPARA A PRODUÇÃO E PROTEÇÃO DEESTADOS
4.1 Introdução

Com o surgimento da computação e comunicação quântica tornou-se obrigatórioo desenvolvimentos de técnicas para o controle para manipulação coerente de estadoquânticos. Desde a década de 1990 muito se avançou no desenvolvimento de técnicasde engenharia de hamiltonianos efetivos para a preparação de estados não clássicos emanipulação da evolução coerrente desses estados. Observamos também os progressosrelacionados às técnicas para o controle da decoerrência de estados quânticos, tais comoa correção de erros, os subespaços livres de decoerrênia, a engenharia de reservatório e ofeedback quântico. Todos esses conhecimentos teóricos para controlar a decoerrência deestados quânticos já foi implementadas experimentalmente.Mais especificamente, a busca por estados de Fock estacionários, tem sido intensa.Essa busca levou recentemente a um importante resultado no ambito da eletrodinâmicaquântica, que é a geração de estados de Fock, com número de fóton variando até 7 ecom probabilidade no entorno de 0.4, utilizando o método de feedback quântico. Estadosde número fora do equilíbrio até 2 fótons eram há muito preparados em eletrodinâmicaquântica de cavidade, como também em armadilhas iônicas e mais recentemente, na ele-
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trodinâmica quântica de circuitos onde se alcança estados de número igual a 6.Neste capítulo utilizamos, no contexto da física de íons armadilhados, as técnicasde engenharia de hamiltonianos e de reservatórios mencionadas na introdução. Apre-sentaremos um protocolo para produzir, com alto grau de fidelidade, estados de Fockquase-estacionários e superposições estacionárias de estados de Fock. O protocolo pro-posto depende de dois ingredientes fundamentais: a engenharia de interações confinadasa um determinado subespaço do espaço de Fock e a adaptação, para o contexto do íonarmadilhado, da técnica de engenharia de reservatórios, originalmente proposta no ambitoda eletrodinâmica quântica de cavidade.51 No que diz respeito a engenharia, devemosderivar as interações efetivas do tipo Jaynes-Cumming e anti-Jaynes-Cumming confina-das a subespaço de Fock delimitados superiormente e inferiormente, além das interaçõesconfinadas a fatias do espaço de Fock. As interações delimitadas superiormente (upper

bounded, ub) atuam sobre os estados de Focke entre |0〉 e |M〉; aquelas delimitads infe-riormente (lower bounded, lb) atuam nos estados entre |N〉 e |∞〉 e, finalmente, aquelasque demilitam uma fatia do espaço de Fock (sliced) atuam nos estados entre |M〉 e |N〉,com M < N . Segundo esses hamiltonianos a evolução temporal do estado vibracional doíon deve permanecer confinada aos seus repectivos subespaços de Fock.A técnica de reservatórios atômicos ffoi empregada para a preparação do estado de vá-cuo na eletrodinâmica quântica de cavidades,52 e para a proposição teórica da engenhariade estados estacionários de Einstein-Podoslky-Rosen, utilizando dois modos comprimidosde uma cavidade com alto fator de qualidade.53 Neste capítulo, usaremos uma adapta-ção, para o contexto das armadilhas iônicas, da técnica de reservátorios átomicos a partirda interação Jaynes-Cumming ou anti-Jaynes-Cumming ub. A interação do tipo Jaynes-Cumming ou anti-Jaynes-Cumming ub será utilizada para realizar a engenharia de umsuperoperador de Lindblad associado ao processo de absorção. De fato, isso implicará nacompetição desse superoperador de Lindblad, derivado da engenharia de reservátiorios,com o Lindbladiano derivado do reservatório térmico naturalmente associado a armadilha.Essa competição poderá ser ajustada em favor do processo de absorção engenheirado,levando assim qualquer estado inicial relativo ao movimento vibracional, a um estado dequase-estacionário de Fock. Além disso, quando utilizarmos as interações confinadas auma fatia do espaço de Fock para a derivação de um reservatório engenheirado com osuperoperador de Lindblad associado ao processo de absorção e que atue no subespaço
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{|N〉 , |N + 1〉}, mostraremos que os parâmetros podem ser ajustados convenientemente,para que qualquer estado inicial seja conduzido a uma sobreposição estacionária de esta-dos de Fock |ψ〉 = cN |N〉+ cN+1 |N + 1〉. Assim estendemos o esquema da referência37 ,que se aplica ao subespaço específico {|0〉 , |1〉}, para qualquer subespaço {|N〉 , |N + 1〉}.

4.1.1 Derivações dos hamiltonianos dos tipos Jaynes-Cumming e anti-

Jaynes-Cumming upper e lower-bounded

Iniciaremos com o hamiltoniano que acopla os níveis eletrônicos e vibracionais do íonarmadilhado, no qual os operadores dos estados internos do íon são os de criação σ+ =
|e〉 〈g| e destruição σ− = σ†− , |g〉 e |e〉 descrevendo os estados eletrônicos fundamental eexcitado, respetivamente. Os operadores associados aos graus de liberdade vibracionaisdo íon são os de criação a† e destruição a. No regime de bandas laterais resolvidas, emque a dessintonia entre a frequência de transição eletrônica ω0 e a frequência do feixelaser ω (usada para acoplar os graus de liberdade externos e internos íon) é um múltiplointeiro da frequência vibracional ν, ou seja, k = (ω0 − ω) /ν, obtemos:

H = Ωeiφ−η2/2σ+
∞∑
l=0

(iη)2l+k
l! (l+ k)! (a†)l alak +H.c, (4.1.1)

onde Ω é a frequência de Rabi, η é o parâmetro de Lamb-Dicke e φ é a fase do laser.Por meio do ajuste do feixe laser para first red (k = 1) ou blue (k = −1) sideband etrabalhando com o parâmetro de Lamb-Dicke até a segunda ordem, derivamos a interação:

Hk=±1 = χ(η) [σ±A (η) + σ∓A† (η)] , (4.1.2)
na qual, χ (η) = Ωη (1− η2/2) e A (η) = (1− η2a†a/2)a. Expandindo o operador A e
A† na base dos estados de Fock e ajustando o parâmetro de Lamb-Dicke para η2 = 2/N ,de forma que A† (η) |N〉 = 0 decorre que Hk=±1 decompoem-se em duas componentes: os
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hamiltonianos upper e lower-bound, tal que

Hk=±l = H (ub)
± +H (lb)

± ,

H (ub)
± = N−l∑

n=0 χn (|n〉 〈n+ l| σ± +H.C.) , , (4.1.3a)
H (lb)
± = ∞∑

n=N+lχn (|n〉 〈n+ l| σ± +H.C.) , (4.1.3b)
onde χn = √n+ 1 (1− η2/2)χ(η) e as componentes (ub ou lb) H+ e H− referem-se àsinterações do tipo JC e AJC, respectivamente. A aproximação até segunda ordem conside-rada para o parâmetro de Lamb-Dicke, permite que sejam utilizados valores N ∼ 10 doespaço de Fock. Procedemos, portanto, à engenharia das interações Jaynes-Cumming eanti-Jaynes-Cumming restritas aos subespaços de |0〉 a |N〉 ou de |N + 1〉 a |∞〉, qual-quer que seja o interiro N ajustado através da escolha de η. Além disso, o estado inicialconstituí-se em outro ingrediente crucial para esse processo de engenharia, dado que estedeve também estar restrito ao subespaço desejado. De fato, a evolução do estado do campo
ρ = ∑N

m,n=0 ρmn |m〉 〈n| (ρ =∑∞
m,n=N ρmn |m〉 〈n|), qualquer que seja o estado eletrônico,permanece confinado ao subespaço upper (lower)-bounded sob a ação do hamiltonianoJaynes-Cumming ub (anti-Jaynes-Cumming lb).Obeservamos a possibilidade de desacoplarmos os graus de liberdade externo e in-terno nos hamiltonianos acima derivados, considerando-se um campo bicromático (geradoatravés do feixe laser utilizado acima e de um modulador eletroóptico), sintonizado simul-taneâmente com o firs red e first blue sidebands, tal que H = Hub +H lb, onde:

Hub = N−l∑
n=0 χN (|n〉 〈n+ l|+H.C ) σx ,

H lb = ∞∑
n=N+lχN (|n〉 〈n+ l|+H.C ) σx , (4.1.4)

A escolha do estado eletrônico como autoestado de σx evidentimente desacopla os grausde liberdade vibracionais e internos do íon, permitindo a seleção direta dos subespaços
upper e lower-bounded.A fim de realizar a engenharia do hamiltoniano que confine a dinâmica dos estadosvibracionais a uma fatia do espaço de Fock, consideramos novamente dois feixes laser.
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Um dos feixes sintonizado, via modulador eletro-óptico, de forma a produzir as intera-ções dos tipos first-red (Ω3) e first-blue (Ω2) sidebands, além da interação carrier (Ω1),enquanto o outro laser (Ω4) tem sua frequência ajustada de forma ressonante com a tran-sição eletrônica. Trabalhando novamente com termos até a segunda ordem nos parâmetrosde Lamb-Dicke, ajustados tal que η21 = η24 = 2/ (N + 1), η22 = 2/N e η23 = 2/ (N − 1),obtemos a interação:

H = Ω (Bσ+ + B†σ−
)
, (4.1.5)

onde, B = Ω̄1Nn+1 + Ω̄2Nn + Ω̄3Nn−1a + Ω̄4a†Nn+1 e Nn = 1 − η2a† /n. As frequênciasde Rabi foram ajustadas tal que Ω̄1 = Ω1/Ω = (N + 1)√N + 1/ (N − 1), Ω̄2 = Ω2/Ω =
N
√
N + 1/ (N + 1) , Ω̄3 = Ω3/Ω e Ω̄4 = Ω̄3−1. Verificamos que para um estado prepa-rado na forma |ψ〉 = cN |N〉 + cN+1 |N + 1〉 com cN/cN+1 = Ω̄3, a evolução governadapelo hamiltoniano da Eq.(4.1.5) confina |ψ〉 ao subespaço {|N〉 , |N + 1〉}. Embora essehamiltoniano não se aplique aos casos N = 0 e 1, devido a escolha do parâmetro deLamb-Dicke utilizado para a engenharia da interação confinada a uma fatia do espaçode Fock, o caso N = 1 pode ser implementado utilizando a engenharia de interações,confinada ao subespaço |1〉 , |2〉, via dois feixes laser, um dos quais sintonizado com atransição do tipo carrier (Ω1), enquanto o outro é sintonizado, via modulador eletro-ótico,nas interações dos tipos carrier e first-blue sidebands (Ω1 = Ω3). Ademais, o primeirolaser é ajustado para o regime de Lamb-Dicke, enquanto o segundo é ajustado para aaproximação de segunda ordem do parâmetro de Lamb-Dicke (η2 = η3 = η), com η = 1 eΩ1 = Ω2. Portanto, obtemos:

H = Ω (Cσ+ + C†σ−
)
, (4.1.6)

com C = Ω2N1/2 + Ω3a†N1/2. Ao ajustar Ω3 = (
c2/√2c1)Ω2, a evolução do estadopreparado |ψ〉 = c1 |1〉 + c2 |2〉 é automaticamente confinada ao subespaço {|1〉 , |2〉}.Finalmente, podemos estender, sobe as mesmas condições das Eqs.(4.1.5) e (4.1.6), aengenharia de hamiltonianos para confinar qualquer estado inicia ρ =∑N+l

m,n=N ρmn |m〉 〈n|ao subespaço {|N〉 , ..., |N + l〉} usando l lasers adicionais. Para isso, também é necessário
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ajustar os parâmetros de Lamb-Dicke e as frequências de Rabi associadas a cada laser deacordo com os coeficientes da superposição de estado de Fock (|ψ〉), tal que B |ψ〉 = λ |ψ〉.Como mostraremos em seguida, com a condição adicioanl para λ = 0 o estado confinadoserá também protegido contra a decoerência.

4.2 Estado de Fock de equilíbrio

Focando agora nas aplicações dos (sete) hamiltonianos derivados anteriormente, emprimeiro lugar apresentaremos um método para proteção de estados de Fock, que baseia-se na engenharia de reservatório atómicos51 . Para este fim, mapeamos para o contextode íon aprisionados a técnica originalmente proposta na referência51 , no contexto daeletrodinâmica quântica de cavidades. Nessa técnica, sucessivas interações do átomo coma cavidade são utilizadas para realizar a engenharia de um reservatório conveniente, extraao reservatório térmico naturalmente associado à cavidade. Para realizar a engenhariade reservatório no contexto da física dos íons armadilhados, simularemos as sucessivasinterações do atómo com a cavidade por intermédio de consecutivos pulsos laser, utilizadopara produzir a interação da Eq.(4.1.3a). Considerando H lb+ (Hub
− ) e preparando o íon noestado eletrônico |g〉 (|e〉) antes da aplicação de cada pulso laser, é direto obter, no regimede acoplamento fraco χ(η)τ � 1, com τ indicando o tempo de duração de cada pulso, aequação mestra derivada é:

L1
engρ = Γ2 [2A†ρ (t)A − AA†ρ (t)− ρ (t)A†A], (4.2.1)

com a constante de acoplamento efetiva Γ = r (χτ)2, onde r é o número de pulsos laser porunidade de tempo. Como a interação derivada na Eq.(4.1.3a), a atuação desse superope-rador de Lindblad, derivado via eliminação adiabática dos graus de liberdade eletonicos, éconfinada ao subespaço vibracional delimitado superiormente (ub). Analisando a equaçãocompleta:
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ρ̇ = Lengρ + Lρ, (4.2.2)
na qual L = [(1 + n̄) γ/2] (2aρa† − ρa†a− a†aρ)+ [n̄γ/2] (2a†ρa− ρaa† − aa†ρ) cor-responde ao termo de Lindblad derivado do reservatório térmico naturalmente associadoa armadilha iônica, não é difcil concluir que a condição Γ� γ (r � γ/ (χτ)2) implica quequalquer estado inicial |ρ〉 =∑N

m,n=0 cnρmn |m〉 〈n| é assintoticamente conduzido ao estadode Fock quase-estacionário |N = 2/η2〉. Isso ocorre porque, se Γ � γ, a contribuição dosuperoperador de Lindblad Lengρ, confinada ao subespaço |0〉 até |N〉, prevalece sobre aação do reservatório térmico natural da armadilha.Na Fig.(4.1), partindo do estado térmico vibracional ρth =∑n nn/ (n+ 1)1+n ( n ∼ 0.01indicando o número médio típico de ocupação e kβ a constante de Bolztman) e ajus-tando η2 = 2/M , apresentamos a evolução da fidelidade F (t) = T r |M〉 〈M|ρ(t) ver-sus γt, considerando os valores, típicos, Γ ∼ 102γ e τ ∼ 1/Ω ∼ 10−6s para obter
χτ ∼ 0.1. Como indicam as linhas pontilhadas preta e cinza o modo vibracional éconduzido ao estado de Fock quase-estacionário M = 5 (η2 = 0.2,Ω = 2.5× 104γ) e
M = 10 (η2 = 0.2,Ω = 2.5× 104γ ), com fidelidades significamente altas até o tempo derelaxação. O decaimento da fidelidade após atingir o máximo (no entorno da unidade), édevido a população de estados de Fock alheios ao subespaço de |0〉 a |M〉, induzida pelotermo de Lindblad, associado a absorção de fônons, do reservatório natural. Portanto, essaqueda da fidelidade diminui à medida que temperatura do reservatório natural também di-minui. É nesse sentido que nos referimos aos estados produzidoss como estados de Fockquase-estacionários.Observamos que embora a interação da Eq.(4.1.3b) não seja adequada para a proteçãodo estado (uma vez que o superoperador de Lindblad realcionado ao reservatório térmiconatural, inevitavelmente conduz qualquer estado confinado ao subespaço delimitado infe-riormente (lb) para o estado de vácuo), ela é perfeitamente adequado, bem como todas asdemais interações produzidas neste capítulo, para a implementação da "tesoura quântica",que é um dispositivo ótico para a engenharia de estados truncados.18
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4.3 Superposição de estado em equilíbrio

Usando novamente o protocolo para a engenharia de reservatórios atômicos,51 consi-deramos em seguida a utilização de sucessivos pulsos laser para a derivação da interação(4.1.4), com o íon preparado no estado fundamental antes da aplicação de cada pulso.Assumindo mais uma vez o regime de acoplamento fraco Ωτ � 1, obtemos a equaçãomestra

Lengρ = Γ̃2 (2BρB† − B†Bρ − ρB†B
)
, (4.3.1)

com Γ̃ = r (Ωτ)2. De forma similar ao que acontece com a Eq.(4.1.5), a ação do su-peroperador de Lindblad 4.3.1 é confinada ao subespaço {|N〉 , |N + 1〉}, com N 6= 0, 1,estabeleciado pelo hamiltoniano da Eq.(4.2.2) apartir do qual esse superoperador foi de-rivado. Voltando nossas atenções para a equação
ρ̇ = Lengρ + Lρ, (4.3.2)

verificamos que sobe a condição Γ� γ que faz com que a contribuição do superoperador
Lengρ prevaleça sobre Lρ, qualquer superposição do tipo |ψ〉 = cm |M〉+ cM+1 |M + 1〉 éprotegida contra a decoerência, se B |ψ〉 = 0. Partindo mais uma vez dos valores típicos
n̄ ≈ 0.01, Ω ∼ 105Hz, χτ ∼ 0.1, e Γ̃ ∼ 103γ, e ajustando η21 = η24 = 2/ (M + 1),
η22 = 2/M , η23 = 2/ (M − 1), apresentamos também na Fig.(4.1) a evolução da fidelidade
F (t) = T r |M〉 〈M|ρ(t) versus γt, para os casos M = 4 e 9. Verificamos que o modovibracional do íon é conduzido para a superposição estacionária de estados de Fock (|ψ〉),com excepcional valor da fidelidade, como é mostrado pelas linhas continuas preta e cinza.No inset da Fig.(4.1), ampliamos o rápido e portanto obscuro crescimento das fidelidades.Finalmente, observamos que enquanto a proteção da sobreposição de estado é baseada noprotocolo originalmente proposto na referência35 e adotado na referência,37 nosso protocolopara a proteção de estados de Fock difere daquela da referência.35 De fato, a proteçãoda superposição de estados |ψ〉 exige a equação de autovalor nulo B |ψ〉 = 0, como na
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referência.35 Contudo, embora a condição A† (η) |N〉 = 0 seja automaticamente cumpridapara a geração do requerido hamiltoniano cuja ação esteja confinada ao subespaço deFock demilitadas superiormente (ub), esta é apenas uma condição necessária. Nossoprotocolo apresentado nessa seção para protegeção os estados de Fock também demandaque a dinâmica desses estados permaneça confinada ao subespaço de Fock delimitadosuperiormente durante toda a evolução temporal. Os efeitos da temperatura associada aoreservatório térmico natural inevitavelmente aciona o hamiltoniano lb, fazendo com que afidelidade decaia conforme se observa através das curvas pontilhadas da Fig.(4.1).

Figura 4.1 – Considerando valores típicos Γ ∼ 103γ e τ ∼ 1/Ω ∼ 10−6s, para obter χτ ∼ 1. Aslinhas pontilhadas preta e cinza indicam, respectivamente, a evolução da fidelidadde F (t) =Tr |M〉 〈M|ρ(t) versus γτ , para os estados de Fock M = 5 e M = 10, iniciando de umestado térmico n ' 0.01. Começando do mesmo estado térmico e considerando Ω ∼ 105Hz,
χτ ∼ 0.1 e Γ̃ ' 103γ, as linhas sólidas preta e cinza apontam a evolução temporal dafidelidadeF (t) = Tr |ψ〉 〈ψ|ρ(t), na qual |ψ〉 representa a sobreposição de estados de Fockda forma |ψ〉 = |M〉+ |M + 1〉, versus γτ , para os casos M = 4 e M = 9. O gráfico inseridomostra a evolução da fidelidade,num intervalo de tempo inicial, dos estados de Fock |M〉 e
|ψ〉. Fonte: Elaborada pelo autor

Portano, apresentamos um protocolo original para particionar o espaço de Fock atra-vés da engenharia de hamiltoniandos dos tipos Jaynes-Cumming ou anti-Jaynes-Cumming
upper-bounded, lower-bounded e sliced, confinados a subepaços do espaço de Fock. Es-
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ses hamiltonianos são usados para produzir estados de Fock quase-estacionário |N〉 esuperposições estacionárias de estados de Fock confinadas ao subespaço |N〉 , |N + 1〉.Nosso protocolo pode também ser utilizado para a implementação da "tesoura quântica", oque demonstra sua adequação para a implementação de dispositivos lógicos quânticos epara testes dos fundamentos da mecânica quântica.



CAPÍTULO 5

OBSERVAÇÕES FINAIS EPERSPECTIVAS
Nesta tese, foi demonstrado como simular o zitterbewegung não usual46 , análogo aoconhecido movimento de tremulação do elétron relativístico da física de semicondutores,em que trajetórias helicoidáis ocorrem na ausência de campo magnético. Para realizar talfeito, foi utilizado um único íon, com dois níveis eletrônicos, em uma armadilha do tipoPaul.Para o Zitterbewegung não usual foi considerar dois graus de liberdade vibracionaisacoplados entre si através do níveis eletrônicos dos íon armadilhado, possibilitando assimuma dinâmica vibracional que reproduz tanto o zitterbewegung não usual como curvasde Lissajou, o que revela o alto grau de controle que se alcança nas armadilhas iônicas.Também foi notado que as curvas de Lissajus não podem ser derivadas do formalismo deDirac, a menos que a velocidade da luz se altere com a direção de vibração do íon.Finalmente, observou-se que para a simulação do zitterbewegung não usual e das cur-vas de Lissaju em armadilhas iônicas faz-se necessário a engenharia de hamiltonianos quesimulem os acoplamentos spin-órbita do tipo Rashba isotrópico e anisotrópico, respectiva-mente. A esse respeito, de forma análoga ao acoplamento Rashba, conseguimos alcançara interação do tipo Dresselhaus, o que certamente nos permite dizer que podemos repro-duzir toda a variedade das interações spin-órbita da física do estado sólido em armadilhasiônicas.Além disso, apresentaremos um protocolo para produzir, com alto grau de fidelidade,estados de Fock quase-estacionários e superposições estacionárias de estados de Fock. Oprotocolo proposto depende de dois ingredientes fundamentais: a engenharia de interações
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confinadas a um determinado subespaço do espaço de Fock e a adaptação, para o contextodo íon armadilhado, da técnica de engenharia de reservatórios, originalmente proposta noambito da eletrodinâmica quântica de cavidade.51 No que diz respeito a engenharia, foiderivado as interações efetivas do tipo Jaynes-Cumming e anti-Jaynes-Cumming confina-das a subespaço de Fock delimitados superiormente e inferiormente, além das interaçõesconfinadas a fatias do espaço de Fock. As interações delimitadas superiormente (upper

bounded, ub) atuam sobre os estados de Focke entre |0〉 e |M〉; aquelas delimitads infe-riormente (lower bounded, lb) atuam nos estados entre |N〉 e |∞〉 e, finalmente, aquelasque demilitam uma fatia do espaço de Fock (sliced) atuam nos estados entre |M〉 e |N〉,com M < N . Segundo esses hamiltonianos a evolução temporal do estado vibracionaldo íon deve permanecer confinada aos seus repectivos subespaços de Fock. A interaçãodo tipo JC ou AJC ub será utilizadas para realizar a engenharia de um superoperadorde Lindblad associado ao processo de absorção. De fato, isso implicaou na competiçãodesse superoperador de Lindblad associado a absorção, derivado da engenharia de reser-vátiorios, com o Lindbladiano derivado do reservatório térmico naturalmente associado aarmadilha. Essa competição foi ajustada em favor do processo de absorção engenheirado,levando assim qualquer estado inicial relativo ao movimento vibracional, ao estado dequase-estacionário de Fock. Além disso, quando foi utilizado as interações confinadas auma fatia do espaço de Fock para a derivação de um de reservatório engenheirado com osuperoperador de Lindblad associado ao processo de absorção e que atue no subespaço
{|N〉 , |N + 1〉}, mostraremos que os parâmetros podem ser ajustados convenientemente,para que qualquer estado inicial seja conduzido a uma sobreposição estacionária de Fock
|ψ〉 = cN |N〉+cN+1 |N + 1〉. Assim estendemos o esquema da referência37 , que se apliqueao subespaço específico {|0〉 , |1〉}.Para finalizar, decreveremos as perpectivas futuras: No âmbito da EQC, pretendemosarmadilhar átomos neutros em cavidades cruzadas —duas cavidades com eixos ópticosperpendiculares entre si, na ausência de campos externos. Para isso devemos recorrer àengenharia da interações entre o átomo e modos da cavidade que simule o Zitterbewegungnão usual.46 A ocorrência de trajetórias helicoidais de partículas na ausência de camposmagnéticos, fenômeno emblemático do Zitterbewegung não usual é que nos permite ante-cipar a possibilidade do aprisionamento de átomos neutros em cavidades cruzadas. Comisso podemos controlar com maior grau de liberadade o tempo de interação átomo-campo
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em EQC, além de outras aplicações, como por exemplo a possibilidade de interações su-cessivas do mesmo átomo com o modo da cavidade. Pretendemos também no contextoda EQC, simular o zitterbewegung tanto através do movimento espacial do átomo ,a serexplicitamente considerado como ocorre no tratamento do Stern-Gerlach ótico,? como atra-vés da quadratura de posição modo da cavidade. Dessa forma, se a medida da posição doátomo é um aspecto limitante para a verificação experimental deste efeito em EQC,podemosalternativamente evidenciá-lo através da medida da quadratura do campo.
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