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Resumo

A aproximagéo da densidade local para a teoria do funcional da densidade tem, no passado,
levado a resultados conflitantes para a dimerizacdo de cadelas infinitas do trans-poliacetileno
(trans-PA). Estes resultados variaram deste forte dimerizagao, préximo dos resultados experi-
mentais, até fraca dimerizacéo, ou até mesmo nenhuma dimerizagao. Desde que a aproximacéio
da densidade local usualmente descreve transigoes de fase estruturais corretamente, esta situ-
agao insatisfatéria no caso do trans-PA clama por uma investigagéq detalhada. Neste trabalho
estudamos o problema descrevendo a molécula como um modelo de Hubbard-Peierls unidimen-
sional. Estabelecemos uma teoria do funcional da densidade e construfmos uma aproximacao
da densidade local para este modelo. Em acordo com os cdlculos ab initio encontramos que
este tipo de aproximagio nao descreve adequadamente a dlmerlzagao Propomos entao um
formalismo alternativo, baseado em funcionais da matriz-densidade. Neste formalismo a ener-
gla de troca-correlagao é escrita como um funcional da densidade de carga (como no método
tradicional) e do pardmetro de ordem para a transicao. Desta maneira obtemos um tratamento
aperfeicado para a fase dimerizada. Nossos resultados sugerem .que uma descri¢ao adequada de
sistemas espacialmente correlacionados dentro da teoria do funcional da densidade requer uma
nova classe de funcionais, que vai além da aproximagao da densidade local por levar explicita-

mente em conta pardmetros de ordem espaciais de longo alcance.
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Abstract

The local-density approximation to density-functional theory has, in the past, lead to con-
flicting results for the dimerization of infinite trans-polyacetylene (trans-PA) chains. These
results range from strong dimerization, close to the one observed experimentally, to weak dime-
rization, or even no dimerization at all. Since the local-density approximation usually describes
structural phase transitions correctly, this unsatisfactory situation in the case of trans-PA calls
for a detailed investigation. In this work we study the problem by describing the polyacetylene
molecule as a one-dimensional Hubbard-Peierls model. We set up é density-functional theory
for this model, and construct a local-density approximation. In agreement with the ab initio
calculations we find that this type of approximation does not consistently describe the dimeri-
zation. We therefore propose an alternative formalism, based on density-matrix functionals. In
this formalism the exchange-correlation energy is written as a functional of the charge density
(as in the traditional method) and the order parameter for the dimerization transition. In this
way we achieve an improved treatment of the dimerized phase. Our results suggest that a
reliable description of spatially correlated systems within density-functional theory requires a
new type of functionals, going beyond the local-density approximation by explicitly accounting

for long-range spatial order.
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Introducao



Capitulo 1
Objetivo e Motivacao

Este trabalho tem como objetivo desenvolver um formalismo do funcional da densidade
para sistemas espacialmente correlacionados. Uma vez que o sucesso da teoria do funcional da
densidade (DFT) [1] depende da escolha adequada das densidades a que se referem o Teorema
de Hohenberg e Kohn e a constru¢ao de Kohn e Sham, sistemas com quebra espontinea de
simetria exigem uma redefini¢io das densidades com que se trabalha. Um exemplo é o dos
sistemas antiferromagnéticos, em que se pode esperar que a densidade staggered v, (r1,r2) =
(¥} (x1) v, (r2)) seja uma variével importante, j4 que ela pode descrever as ondas de densidade
de spin. Outro exemplo, no qual estamos interessados, é o dos sistemas dominados por ondas

de densidade de carga.

Nossa motivagao para estudar tais sistemas provém do interesse pratico nas propriedades
fisicas dos polfmeros condutores, do poliacetileno em especial. J4 a duas décadas, sabe-se que
a conducio nesse composto orghnico quasi-unidimensional est4 associada 4 dimerizacao das
cadeias poliméricas, um exemplo de instabilidade de Peierls com conseqiiéncias importantes. A
dimerizagao, associada a alternincia das ligagdes dupla (C =C ) e simples (C-C ), se traduz,
do ponto de vista da densidade eletrénica, na formagdo de uma onda de densidade de carga.

Nesse caso, em lugar da densidade

n (1‘1) = Z |<Pi (1"1)|2 ’ (1-1)



a matriz densidade
. .
y(r,t) =Y 9l (r1) ¢ (r2) (1.2)
i=1
poderia assumir o papel de varidvel bésica.

Tentativas de estender o formalismo da teoria do funcional da densidade para a matriz den-
sidade j4 foram feitas h4 duas décadas [1], com algum sucesso do ponto de vista formal: em
particular, a extensao do trabalho de Hohenberg e Kohn para a matriz densidade (1.2) é quase
que trivial. O formalismo, porém, nao evoluiu para aplicagoes préticas porqﬁe o problema de
como determinar a matriz densidade sem ter que resolver o problema de muitos-corpos nao foi
solucionado, além de que o formalismo DF'T se mostrou mais simples e conduziu & resultados
satisfatérios para a maioria dos sistemas fisicos. Entretanto, cdlculos DFT recentes de estrutura
de banda do poliacetileno, baseados na aproximacao da densidade local (LDA), levaram a resul-
tados desapontadores; enquanto medidas experimentais do pardmetro de dimerizagao [diferenca
entre o comprimento da ligagéo dupla (C=C) e o comprimento da ligagao simples (C-C)] o de-
limitaram ao intervalo 0.023A< uy < 0.030A, os célculos - feitos com métodos aparentemente
equivalentes - produziram resultados desde préximos dos resultados experimentais, fraca dime-
rizacio, ou nenhuma dimerizacao [2]. Uma vez que célculos DFT na aproximacao da densidade
local usualmente descreve transicoes de fase estruturais adeqiiadamente, esta situacao insatis-
fatéria tem clamado por estudos mais detalhados. Apenas a necessidade de se lidar com um
sistema, avesso A teoria mais simples,lcomo este caso, justifica o recurso a um formalismo mais

complexo como o que desejamos propor.

Como ambiente tedrico para desenvolver nossa proposta escolhemos o modelo Hamiltoniano
de Hubbard-Peierls para descrever a molécula do poliétcetileno. Esta escolha nos parece apropri-
ada primeiramente porque o modelo, néo obstante ser semi-empirico, descreve muito bem vérias
propriedades do sistema. Em segundo lugar, porque no limite da cadeia homogénea, modelo
de Hubbard, se sabe muito sobre o modelo, e no outro extremo, poucos sitios, é possfvel a di-
agonalizacdo numérica exata do mesmo, tal que podemos testar a eficiéncia do formalismo em
construcao. Enfim, sendo esta uma das primeiras vezes que se tenta contornar o problema de

determinar a matriz densidade sem ter que resolver o problema de muitos-corpos - i.e., estender



o esquema de Kohn e Sham para a matriz densidade' - é preferivel fazé-lo no contexto de um
modelo simples, onde podemos ter controle sobre fatores que em modelos mais complicados
mascarariam as vantagens do formalismo. Deste modo, este trabalho deve ser visto como um
primeiro passo na direcao de um formalismo mais robusto que esteje no mesmo nivel dos outros
cdlculos ab initio. Nos préximos dois capitulos apresentaremos o modelo Hamiltoniano adotado
. para representar a molécula do poliacetileno como também a metodologia seguida para alcancar

nosso objetivo.

I Mais precisamente, estenderemos o esquema KS para o parametro de ordem da transi¢io de fase.



Capitulo 2

O Poliacetileno

A molécula do poliacetileno consiste de uma cadeia de unidades C-H (i.c. um 4tomo de

carbono (C) ligado a um dtomo de hidrogénio (H}) formando uma rede quasi-unidimensional,
CHg = [CH - CH =]L—2 CH2, (21)

em que L ~ 10%. O descobrimento em 1977 de que este polimero quando dopado atinge altos
graus de condutividade iniciou uma era de intensa pesquisa em polimeros conjugados orgénicos.
A abordagem tedrica mais simples para um modelo de banda do PA foi proposta por Hiickel.
Neste modelo, trés dos quatro elétrons de valéncia de cada dtomo de carbono estao nos orbitais
hibridizados sp?; dois participam das ligacdes ¢ formando a estrutura da rede unidimensional
(1D), e o terceiro é responsdvel pela ligagio com o dtomo de hidrogénio. Estas trés ligagSes
formam um 4ngulo de 12(°, satisfeito pelas estruturas trans-PA (TPA) e cis-PA (CPA), com
dois e quatro monémeros C-H por célula unitdria, respectivamente, Fig.(2.1). A distribuicao
espacial do quarto elétron tém a simetria do orbital 2p,, com os l6bulos perpendiculares ao
plano definido pelas ligagGes anteriores. A superposicao e interagdo desses orbitais formam a
ligacao % responsével pela alternéncia das ligagoes duplas e simples, fendémeno conhecido como

dimerizacao.

O Hamiltoniano usado por Su, Schrieffer e Heeger [3] (modelo SSH) providenciou um modelo
semi-empirico simples para a teoria Hiickel. O Hamiltoniano consiste de duas partes, uma

associada com os elétrons ¢ e outra com os elétrons w. A primeira € justamente a energia



() H\c~——-—~c/H H\C=C/H
/SoN_ S NS
H/ \H I-I/ H

Puy

Figura 2.1: Estrutura da cadeia do (a) cis-poliacetileno e do (b) trans-poliacetileno. O isémero trans,

forma termodinamicamente mais estdvel, & considerado a estrutura padrao do poliacetileno.

eldstica da rede
] .
Hy = 5K Z (tig1 — u;)? (2.2)

em que K é a constante da forga restauradora F; ;11 = —K(ui1 — %) € u; € o deslocamento do
i—ésimo dtomo de sua posicio de equilibrio. A segunda parte é o termo tight-binding para os

elétrons 7
He =— Z ti,i+1(cgsci+la + h.C), (23)

em que cl,, ¢;, S30 os operadores fermidnicos de criacio e aniquilagio para os elétrons 7 no sftio
i e spin s (=7 ou |). A integral de “transferéncia” ou “ressonéncia” t;;;1 € uma fungéo do

comprimento da ligagao, e é expandida linearmente em torno da posi¢ao de equilibrio, Le.,
ti,i+1 =1 — a(u,-+1 - u,-). (24)

Este termo conecta os estados eletrdnicos a4 geometria molecular, em que « é a constante do
acoplamento elétron-fénon entre H, e H;. Com a finalidade de reproduzir os dados experimen-

tais do gap Stico, dimerizacao, e energia total, os trés pardmetros introduzidos nas equagoes



7

(2.2) e (2.4) foram estimados em K = 21 eV/A% t = 2.5 eV e @ = 4.1 eV/A [4]. Entretanto,
esta parametrizagio nio é a tnica, os resultados experimentais nédo séo precisos o suficiente
para isto. Por exemplo, a faixa de incerteza sobre o valor da dimerizacio & da ordem de 10%,

up = 0.027 £+ 0.003A.

Se nao existisse a alternancia das ligacoes, i.e., u; = 0 para todos sitios, a Eq.(2.3) produziria

uma banda tight—binding unidimensional (1D), com energias
e = —2tcoska (2.5)

e largura da banda W = 4t. Com um elétron por carbono a banda é.semi-preenchida €
portanto a rede apresentaria um comportamento metélico. Todavia, a histéria nao é bem assim,
a alternéncia das ligacoes sempre ocorre. A explicacao deste fendmeno foi dada por Longuet-
Higgins e Salem [5][6] no contexto da teoria do orbital molecular, e é essencialmente equivalente
& instabilidade de Peierls de um metal 1D [7]: um metal unidimensional é instdvel por uma
distorcéo que abre um gap no nfvel de Fermi, uma vez que a energia total da banda ocupada
€ reduzida pela presenca do gap. Para uma banda semi-preenchida a distor¢ao implica no
dobramento da periodicidade da rede, devido ao deslocamento dos ions para gerar a dimerizagao.

Se o deslocamento dos fons é
U; = (—1)iu, (26)

entao

£ = :!:\/4t cos? ka + 4a02u? sin ka, (2.7)

e o gap, em k = 7/2a, tem uma amplitude de A = 8au. A estrutura de banda modificada é

mostrada esquematicamente na Fig.(2.2).

A configuracao de equilfbrio do sistema no estado fundamental é obtida pela minimizacao

da energia total /L (energia por 4tomo de carbono),
E/L=2Ku2+2/Lanek, (2.8)
k

em que o primeiro termo corresponde ao aumento da encrgia eldstica da rede associada com

a distorcéo e o segundo a soma das energias dos estados ocupados da banda (n; = ocupagao
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Figura 2.2: Efeito da distor¢io de Peierls numa banda unidimensional (1D) semi-preenchida: um gap

se abre no nivel de Fermi impossibilitando que o sisterna seja wn metal.

do estado k). Desde que a iltima contribuigao depende fortemente de u, pois varia como
—u?In(t/au) para pequenocs u, um valor nao-nulo para ug (o valor de u que minimiza a energia

total) & sempre esperado.

Embora nao leve em conta explicitamente a interagéo coulombiana entre os elétrons 7, o
modelo SSH tem sido vastamente usado no estudo do espectro de energia, estados eletronicos e
modos vibracionais de polimeros nas iiltimas décadas [3){4][8] [9]. Paralclamente, pesquisadores
empregando variadas técnicas, tais como teoria de campo médio (ou abordagem Hartree-Fock)
[10]- [12], método variacional [13] [14] e de Monte Carlo [15]-[18], investigaram esta interagio e
mostraram que ela é crucial para uma melhor descrigao e fitting dos dados experimentais tais

como a amplitude de dimerizagéo, gap Stico, transigao metal-isolante, etc.



Capitulo 3

Metodologia

Como ambiente tedrico para desenvolver um formalismo da matriz densidade para sistemas
espacialmente correlacionados, escolhemos o modelo Hamiltoniano SSH acrescido do termo de
Hubbard para descrever o poliacetileno. Fsta escolha nos parece apropriada primeiramente
porque o modelo, nao obstante ser semi-empirico, descreve muito bem vérias propriedades do
sisterna [3]. Em segundo lugar, porque no limite de cadeia infinita, se sabe muito sobre o modelo
de Hubbard. Mais, & possivel a diagonalizacio numérica exata para poucos sitios, de modo que
podemos testar a eficiéncia do formalismo em constru¢do. Enfim, sendo esta uma das primeiras
vezes que se tenta pér o formalismo do funcional da matriz densidade no mesmo status da
teoria do funcional da densidade, i.e., prético, & preferivel fazé-lo primeiramente no contexto
de um modelo simples, j4 que assim podemos ter controle sobre fatores que em modelos mais

complicados mascarariam as vantagens (ou desvantagens) do formalismo.

Assim sendo, aproximamos uma molécula de poliacetileno por uma rede unidimensional de
L sftios descrita pelo Hamiltoniano

L L L L

» Z Z ZA ~ ~ 1

H=— ti,i+1 (CLCi+1a + h.C) + U Ty + E Vi1, + 'Q*K E (’u.,;’,pr] - ’U.i)2
=1 o=f,] i=1 i=1

i=1
em que ¢ | ¢;» sa0 os operadores de criagio e destrui¢go de um elétron de spin ¢ num estado
de Wannier situado no i—ésimo sitio da rede, fi;; = €l ¢;, € fi; = >, g, O primeiro termo
, deste Hamiltoniano representa a soma da energia cinética com a mteracao elétron-fénon, que
estd relacionada com o trénsito ou hopping dos elétrons 7(p,) ao longo da cadeia. O termo

proporcional a U descreve a energia da interacao repulsiva de um par de elétrons localizados no

9
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mesmo sitio. O termo seguinte representa a energia de interacio dos elétrons com um campo

externo, que pode ser por exemplo o campo eletrostdtico médio devido aos micleos de carbono

e hidrogénio e elétrons de carogo. Enfim, o tltimo termo se trata da energia potencial eldstica.

devida ao deslocamento dos sitios.

Para melhor descrever a metodologia adotada neste trabalho escreveremos o modelo Hamil-

toniano em uma maneira mais apropriada. Rotulando
Wil = —a(usp1 — us),

temos

L
- Z tc REN Z cwcz+lcr + h. C = —t Z Z (cga‘ci-l-ld + h"c)

o=T,] i=1 G:T l

— sz it Z chg+1a + h.c).

o=T,l

Fazendo uso da relagio de anticomutagdo dos operadores fermidnicos,

{cw, N} 815600,

podemos escrever o iltimo termo de (3.2) como

L
— E Wy i11d;,
i—1

em que

Z (cz+1rr i cz lacw)

a=T,]

O valor esperado do operador (i;,

d - Z < Ci115Cie — cz—lacio> 3

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

nada mais € do que a diferenca entre elementos nao-diagonais da matriz densidade n;;. Uma

>

vez que & positivo para w; ;41 > 0, negativo para w;;y1 < 0 e nulo para w;;4; = 0, d; é um

pardmetro de ordem da dimerizagao. Assim sendo, este pardmetro seria um substituto natural



11

1

ou uma redefinicdo para a densidade n; = ) <chw> no papel de varidvel bésica em um

formalismo da teoria do funcional da densidade para o problema da dimerizacao.

Ainda,
L L L
1 1K 1
oK Y (g —w)’ = 52 Z Wi = §szzi+1
i=1 =1 =1
em que redefinimos
K

Enfim, temos

= _tz > (chytiyso + hc) +U2n,fn,l+zvm=

i=1 o=T,] i=1
~ 1
— ; Wy 1d; + 51‘(; ’*‘U?,i+1: (3.7)

modelo conhecido como Hubbard-Peierls.

Para a construciao do formalismo do funcional da matriz densidade no contexto do modelo

Hamiltoniano (3.7), dividimos este trabalho em 7 etapas:

12) Extensao do formalismo do funcional da densidade para o modelo de Hubbard-
Peierls: Aqui interpretamos o nimero de ocupagaon; = 3, <clc,cz-o> commo sendo anélogo

a densidade n(r) do caso continuo. Dai & imediato provar o teorema de Hohenberg e Kohn

e escrever o esquema de Kohn e Sham em termos de n,.

22) Construgio da aproximagio da densidade local (ILDA): Os dois primeiros termos
e (3.7), modelo de Hubbard padrao, define no limite . — 00 o sistema homogéneo
equivalente ao gas de elétrons homogéneo do caso contfnuo. Partindo do ansatz de Bethe
obtemos urna parametrizagao para a energia em funcao da densidade local e entao cons-

truimos a LDA seguindo a receita padrao.
32) Teste da LDA para cadeias nao-dimerizadas, finitas e nao-homogéneas

42) Estudo da dimerizacao em funcao da interacao elétron-elétron (x U) e da

energia eléstica (x K) na aproximac¢io da densidade local
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5%) Desenvolvimento do formalismo do funcional do parimetro de ordem: Esten-
demos o teorema de Hohenberg e Kohn e o esquema de Kohn e Sham para o parimetro

de ordem d;.

62) Construcao de uma aproximacao para a energia de troca-correlacao no con-
texto do novo formalismo: Para isto interpolamos os funcionais exatos (de d;) do

sisterna totalmente dimerizado (“gds” de dimeros) e o sistemna nao-dimerizado.

72) Repeticao da 42 etapa com os resultados da 52 e 62 etapas.

Todavia, j4 que a extensao da teoria do funcional da densidade para o formalismo do fun-
cional do pardmetro de ordem é imediata, a etapa 5 p6de ser feita simultaneamente com a
\\ primeira etapa. Deste modo, exceto quanto a este detalhe, a apresentacao deste trabalho segue

as etapas que acabamos de enunciar.



Parte 11

Formalismo
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Capitulo 4

Introducao

4.1 O Que é a Teoria do Funcional da Densidade?

1 A teoria do funcional da densidade (DFT) é uma das mais populares e exitosas abordagens
da mecénica quéntica para a matéria. Nos dias de hoje ela é aplicada rotineiramente em
célculos de energia de ligacao em moléculas na quimica e estrutura de banda de sélidos na fisica.
Primeiras aplicacoes relevantes para campos tradicionalmente considerados mais distantes da
mecénica quéntica, tais como biologia molecular ¢ mineralogia estao comecando a aparecer.
Supercondutividade, 4tomos sujeitos & intensos pulsos de laser, efeitos relativisticos em micleos

atdmicos, liquidos cléssicos, e propriedades magnéticas de ligas tém sido estudados com a DFT.

A despeito de sua flexibilidade e generalidade, a DF'T esté fundamenté,da em uma base
conceitual bem rigida definida péio teorema de Hohenberg e Kohn {HK) e pelo esquema de
Kohn e Sham (KS). Segundo o tecrema de Hohenberg-Kohn é possivel, pelo menos em princt-
pio, escrever qualquer propriedade do estado fundamental de um sistema eletrénico como um

funcional da densidade n (r) [19]. Por exemplo, a energia poderia ser escrita como
En] =T,[n] + Eg [n] + V [n] + B, [n], (4.1)

em que 7}, [n] é a energia cinética de um sistema nio-interagente (o indice s se refere & ‘single-

lEste capitulo est4 baseado no artigo “A bird’s-eye view of density-functional theory” de Klaus Capelle,

ainda a ser publicado.

14
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particle’),

Bulr) = /&L/f’ rjn(r) (4.2)

r—r|

¢ o termo de Hartree para a energia da interacio elétron-elétron e

vmzfﬁmmum

6 a energia da ihteragé.o eletrénica com o potencial externo. A energia de troca e correlacao
(exchange-correlation, zc em E,. [n]) é definida como a correciio & soma dos trés termos ante-

riores, i.e.,

Eye|n] = Eln] — To[n] — Ex [n] — V[n]. (4.3)

Entretanto, o teorema de Hohenberg-Kohn nao diz como obter a energia do estado funda-
mental a partir da densidade n (r) ou como encontrar n (r) sem primeiro conhecer a funcio
de onda de N-corpos ¥{ry,r2,--+ ,ry). O passo fundamental para alcancar esse objetivo foi
dado por Kohn e Sham {20] que mostraram que a densidade n (r) de muitos-corpos do estado

fundamental de um sistema eletrénico interagente pode ser calculada a partir de

n(r) = Z I(pj (r)|2, (4.4)

em que {¢;} sdo os orbitais de um sistema de particulas independentes obtidos resolvendo

auto-consistentemente (4.4) e

5V 4+ (Dl ) = 5, (r), (4.9

em que
w® = v(e) + [atr o (4.6
vucln] = 222 @)

, Este sistema também define a energia cinética T;, em (4.1), por

ZEJ /d3r n{r)v, (r). (4.8)
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Ao contrdrio da aproximacao Hartree-Fock, como de outras abordagens tradicionais da
mecénica quéntica, na qual se busca uma melhor estimativa para a fungéo de onda (r), na
DFT a quantidade fundamental que governa todo o processo iterativo é a densidade eletronica
n(r). Aqui, os orbitais @; nio tem nenhuma outra fungéo além de pérmitir que a densidade

exata n(r) seja calculada a partir de (4.4).

Existe apenas um problema no uso das equacdes de Kohn e Sham (KS}, o funcional cor-
reto Fy. [n] é desconhecido. Vérios funcionais aproximados foram testados para Fi, [1]. Para
investigar a precisio de uma aproximagao em particular, primeiro se faz um cdlculo KS das
propriedades fisicas com esta aproximacao e entéo os resultados sdo comparados com os val-
ores experimentais respectivos. A falta de um procedimento sistemdtico de se obter E,, [n] é o

principal obstdculo no formalismo da teoria do funcional da densidade.

4.2 Tornando a DFT Pratica: Aproximégﬁes

4.2.1 Funcionais Locais: LDA

Historicamente (e em muitas aplicagdes também praticamente) a aproximégﬁo mais irnpor-
tante & a aproximacao da densidade local (LDA). Neste tipo de aproximacao imaginamos o
sistema real nao-homogéneo (com densidade n(r) num potencial v(r)) sendo decomposto em
pequenas células nas quais n(r) e v(r) sio aproximadamente constante. Em cada célula (i.e.,
localmente) podemos entao usar a expressio de um sistema homogéneo para aproximar a con-
tribuicao da célula para o sistemna real nao-homogéneo. Fazendo as células infinitesimalmente

pequenas e somando sobre todas elas temos
Bfnl » BEPA ) = [ dr eemnge)), (49)

em que €29 (n(r)) & a densidade da energia de troca-correlagio de um gas homogéneo de elétrons

com densidade constante n(r).?

Esta aproximagao para E,, [n] tem provado ser incrivelmente exitosa, mesmo quando apli-

?No Capitulo 8 falaremos mais sobre a aproximacao da densidade local.
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cada para sistemas bem diferentes do gis de elétrons que forma o sistema referéncia para a
LDA. Por muitas décadas esta apraximacao tem sido aplicada em cédlculos de estruturas de
banda e energias totais em fisica do estado-sélido. Entretanto, na quimica quéntica ela é muito
menos popular uma vez que falha em produzir resultados bons o suficiente para permitir uma
discussao quantitativa da ligagao quimica em moléculas (a assim chamada ‘precisdo quimica’

requer calculos com um erro de néo mais do que 1 keal/mole &~ 0.05 eV /mole).

4.2.2  Funcionais Semi-Locais: GEA, GGA e Além

Qualquer sistema real é espacialmente nao-homogéneo, i.e., a densidade n(r) varia espa-
clalmente, portanto seria interessante incluir informagdes sobre a taxa de sua variacio no fun-
cional. Uma primeira tentativa neste sentido foi a “aproximagao da expanséo-gradiente” (GEA,
gradient-expansion approximation). [1] Nesta classe de aproximagao busca-se corrigir a LDA
com termos proporcionais a |Vn(r)|, [Vn(r)| 2, Vn(r), etc. Na prética, a inclusio de correcoes
de menor ordem geralmente nao methoram a LDA, ao invés, pioram. Por outro lado, corregtes
de alta-ordem (ou seja, o< [Vn(r)|®, o« VPn(r) com a, 8 > 2) sao tremendamente dificeis de se

obter, e pouco é conhecido delas.

Nos anos 80 a situagao mudou quando percebeu-se que ao invés de expansdes gradiente
semelbantes s GEAs, um poderia experimentar funcdes mais gerais de n(r) e Vn(r). Tais

funcionais, de forma geral
BSCA [n] = / dr e(n(r), Va(r), (4.10)

sao conhecidos como aproximacdes generalizadas do gradiente (GGAs - generalized—gradieﬂtl
approximations) {21], sendo diferentes GGAs se diferenciam pela escolha da fungdo e(n(r), Vn(r)).
Em particular, GGAs usadas na quimica tipicamente procedem de parfmetros ajustados por
meio de testes sobre um conjunto de moléculas selecionadas, por outro lado, as GGAs na fisica
a0 baseadas em vinculos exatos com a finalidade de evitar procedimentos semi-empiricos. Nos
dias de hoje, as GGAs mais populares sio a PBE (denotando o funcional proposto em 1996 por
Perdew, Burke, e Ernzerhof [22]) na fisica, e a BLYP (denotando a combinacio do funcional

de troca de Becke [23] com o funcional de correlagio de Lee, Yang e Parr [24]) na quimica.
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Muitos outros funcionais do tipo-GGA estéo disponiveis, e novos continuam a aparecer.

A despeito destes avancos, a busca por funcionais mais acurados continua, e tanto na quimica
como na fisica vérios funcionais indo além da GGA tém sido propostos, entre eles estd o B3LYP,
provavelmente o funcional mais popular na quimica quéntica na atualidade. FEste funcional é

uma combinagio do LYP GGA para a correlagao [24] com o funcional hibrido de trés pardmetros

.proposto por Becke [25] para o termo de troca. Este funcional de troca mistura uma fracao do

funcional de Hartree-Fock com uma fracao do funcional da DFT. A mistura envolve uma certa
quantidade de empirismo, os fatores de peso sao ajustados e otimizados para uma seleta classe
de moléculas. Embora o empirismo seja formalmente um obstdculo, na pratica o funcional B3
temn provado ser um dos mais exitosos funcionais de troca para aplicagoes na quimica quéntica.
Um exemplo mais extremo deste modo semi-empirico de construgao de funcionais é o funcional

hibrido de Becke [26] de 1997, que contém 10 parAmetros ajustéveis.

Outro desenvolvimento recente de funcionais sao os emergentes meta-GGAs, que dependem,

em adigao 4 densidade e suas derivadas, da densidade energia-cinética Kohn-Sham 7(r) [27][28]
1 .
() = 2 S Ivel | (411

Em testes recentes [29]-[31] verificou-se que estes funcionais produzem bons resultados, mesmo

quando comparados com as melhores GGAs.

4.2.3 Funcionais Nao-Locais

Aparte dos funcionais orbitais, como o de Fock

Eul{o.)] Z[ds /d3 R’ (r)op(r )‘Pj(r’)(:ok(r), (4_1'2)

v —r'|

que sao implicitamente ndo-locais desde que os orbitais dependem da densidade de uma maneira
nao-local, existe uma classe de funcionais da densidade que é explicitamente nio-local. Tais
funcionais levam em conta nao apenas a densidade no ponto, n(r), ou suas derivadas, Vn(r),

etc., como também o comportamento da densidade em pontos diferentes, ie., r' # r. Um
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exemplo tipico é a aproximacéo da densidade média (ADA, average-density approzimation),
EAPA [] = / ) (4.13)
Lembrando que na LDA 7(r) = n(r), na ADA [32]

A(r) = / &Erwfrl(r — v n(r'), (4.14)

em que wn|(Jr — r'|) € a funcao peso posta para que o funcional considere a néo-homogenéidade
da densidade sobre o volume determinado pelo alcance de w. Conceitualmente similar & ADA,
porém ligeiramente mais complicada no aspecto formal e computacional, é a aproximacio WDA
(weighted-density approximation) [32]. Na prética, integrais do tipo-(4.14) tornam os funcionais

computacionalmente caros, e a despeito de prometer muito® s&o muito menos usados que as

GGAs.

4.3 Extensoes da DFT

Até este ponto temos discutido a DFT' em termos da densidade de carga (ou particula) n(r) .
como varidvel fundamental. A fim de reproduzir a densidade de carga do sistema interagente
por meio de um sistema nao-interagente (Kohn-Sham), devemos aplicar ao tltimo um potencial
efetivo v, = v + vg + Vs, Do qual vy + v, simulam o efeito da interacdo elétron-elétron na
densidade de carga. Esta forma de DFT, que foi proposta originalmente [19], poderia também
ser chamada de ‘carga-DEF'T". Ela nao é a DFT mais usada em aplicacoes praticas. Muito mais
comum ¢ a formulagio que emprega uma densidade para cada spin, ni{r) e n;(r). A fim de
reproduzir ambas varidveis por meio de um sistema nao-interagente, deve-se entao usar dois
potenciais efetivos, vy1(r) e v, (r).* Esta formulagao da DFT & conhecida como spin-DFT

(SDFT) [35][36]. Com as varidveis fundamentais n;(r) e n,(r) podemos calcular a densidade

8Comparacdes da ADA e WDA com a LDA e GGAs para o silicio [33] e sistemas de baixa dimensionalidade

[29](34] mostraram que estes funcionais podem ser superiores as aproximagoes locais e semi-locais.
“Geralmente requere-se um potencial efetivo para cada quantidade tipo-densidade. Tais potenciais e corre-

spondentes densidades s&o chamadas varidveis conjugadas.
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de carga n(r) e a densidade de spin-magnetizagio m(r), dadas por

n(r) = mr)+mnyr), (4.15)

m(r) = polni(x) — my(r)), | (4.16)

em que iy = gh/2mc (= 1 no sistema de unidades que estamos usando) é o magneton de Bohr.
-Mais geralmente, o teorema de Hohenberg-Kohn da SDFT estabelece que na presenca de um
campo magnético que se acopla apenas ao spin do elétron (via o familiar termo de Zeeman
J d&r m(r)B (r)) a funcio de onda e todos observéveis no estado fundamental sio funcionais

inicos de n e m on, equivalentemente, de n1(r) e n;(r).°

Quase todo desenvolvimento adicional ao teorema HK e as equagdes KS pode imediatamente
ser refraseado para a SDFT, justamente pondo o indice de spin nas densidades. Um excessio

a esta regra &€ por exemplo a expressao para a energia de troca,
BSP g, my] = o (EP™ (2ng] + EP"[2n,)) (1.17)
Em analogia com o esca.lonagnento
E,[m] = AE;[n], (4.18)

esta propriedade & freqllentamente chamada de ‘escalonamento de spin’ ou ‘spin-scaling’ [37],
€ pode ser usada para construir um funcional SDFT dado um funcional DFT. Para o funcional
de correlagao nao hd nenhuma relagdo similar e conseqiientemente estes funcionais sio normal-
mente formulados em funcao das densidades de spin. Uma discussio mais detalhada da SDFT
pode ser encontrada em {1] e [38], e particularmente, sobre a construgéo dos funcionais zc para

a SDFT, na referéncia [39].

kixiste muitas outras generalizagdes da DFT desenhadas para um ou outro caso especial.
Exemplos sao a RDFT, uma generalizacio da DFT que leva em conta o acoplamento spin-érbita
e outros efeitos relativisticos (daf o “R” em RDFT), o tratamento DFT da supercondutividade

[40]-[43], das ondas de densidade de spin [44][45], e muitas outras extensoes [1] [38][39] [46]-152],

.
que por brevidade ndo discutiremos aqui.

Nos casos particulares em que B == 0 ou em que hd polarizagio espontinea, o teorema de IK para a SDFT

continua a ser 1itil.
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Com esta visdo panorimica sobre o estado de arte do formalismo do funcional da densi-
dade, podemos localizar o trabalho desenvolvido nesta tese como sendo primeiramente uma
tradugao da DI'T para o modelo de Hubbard, como feito no trabalho original de Gunnarsson
e Schénhammer [53]-[55]. Entretanto, diferentemente destes autores, que usaram o modelo
de Hubbard apenas como um laboratério para estudar questoes formais da DFT (tais como
o significado dos autovalores KS ou o problema do gap), aqui, além disto, consideraremos o
Hamiltoniano de Hubbard como um problema de muitos-corpos por si, em qual a DFT pode
ser usada como ferramenta de cdlculo. Em segundo lugar, no contexto do modelo de Hubbard,
este trabalho apresenta como novidade uma extensdo da teoria do funcional da densidade para
sistemas com quebra espontdnea de simetria. A proposta é que o estado fundamental de tais
sistemas é um funcional tanto da densidade como do parimetro de ordem que caracteriza a

quebra de simetria.



Capitulo 5

Teorema de Hohenberg e Kohn

Neste Capitulo, seguindo o formalismo tradicional da Teoria do Funcional da Densidade
(DFT), no contexto do modelo de Hubbard-Peierls, estenderemos o teorema de Hohenberg
e Kohn (HK) [19] para o formalismo do funcional do pardmetro de ordem. O teorema HK
estabelece que dois sistemas eletrdnicos com potenciais externos que diferem por mais de uma
constante nao podem ter estados fundamentais iguais. O teorema ¢ vélido em geral apenas
para potenciais externos locais, i.e, para sistemas eletrdnicos com o Hamiltoniano da forma
T+U+ V, em que Véo operador gerado pelo potencial local v(r). Aqui, T e U sdo os

operadores de energia cinética e da interagao elétron-elétron, respectivamente.

A extensédo do teorema HK para sistemas eletronicos com potenciais ndo-locais é trivial. No
caso em que estamos interessados, i.e., (3.7) com o potencial nao-local sendo iui,i+1, o teorema
estabelece que dois sistemas eletrénicos com potencials externos locais que diferem por mais de
uma constante e potenciaié externos nao-locais diferentes nao podem ter a mesma densidade n;
e o pardmetro de ordem d;. Do teorema segue que (ny,d;) determina univocamente (U5, Wi 441),
além do niimero total de elétrons. Entao as densidades (n;,d;) determinam o operador hamil-

toniano e subseqlientemente todas as propriedades do sistema eletrénico.

O teorema HK permite-nos definir o funcional F[f,d] pelo valor esperado[56]
Fi,d] = (B[, d] |7+ 0| ¥l d]) (5.1)
em que a funcdo de onda do estado fundamental ]Ef[ﬁ, &]> pertence a (7, d;). O til em 7; e d;
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indica que n; e &; séo a densidade e diferenca da matriz densidade do estado fundamental do
operador hamiltoniano (3.7), T4+ +V+W. Tais densidades sio chamadas v-w-representdvelis.

As densidades (7, g,) geram F [72, (ﬂ de uma maneira indireta, que podemos simbolizar por

—~ ~—~ ———

(e @) — [¥F,d) — Pl dl = A =T+ T+ 7 +W. (5.2)

" Para um mimero especifico de N elétrons e potencials externos (v;, Wi441), pelo principio

variécional temos
Fii,dl+ > vt — Y wignd; > Fln?,d? + Z vinl — Zw, Y (5.3)
=1 i=1

em que (72;, 3;) sio densidades arbitrdrias v-w-representdveis. Em outras palavras, (ﬁi,&;) S20
densidades do estado fundamental de um operador hamiltoniano T+T+V + W' de potenciais
externos (v}, w};,;) que, em geral, sdo diferentes de (vi, w; 141)- Por outro lado, (n?,df) sdo as
densidades eletrénicas do estado fundamental do Hamiltoniano T+U+V + W com potenciais
externos (v;,w;;1). Psta inequagao, (5.3), sugere encontrar a energia do estado fundamental

a partir das densidades (n{, 2) que minimizam

E[ c? n al]+2'u,ﬂz Zw”_l_ld (5.4)

Nos métodos de Thomas-Fermi a densidade e a energia do estado fundamental séo obtidas pela
minimizacao direta deste funcional em relagéo a densidade. Em primeria insténcia, a inequagao
(5.3) poderia ser considerada como uma justificativa para tals métodos. Entretanto, se obser-
varmos com mais detalhe, veremos que (5.3) nio & suficiente para este propdsito. A razao é que
o funcional HK (5.1), e portanto (5.3), & definido apenas para densidades v-w-representiveis.
Como sao desconhecidos os critérios para determinar se dadas densidades sao ou nao v-w-
representaveis, néio & possivel levar adiante uma minimizagao baseada na inequacao (5.3) (pior_:
F [7, &] & desconhecido). Nos métodos de Thomas-Fermi, por outro lado, tal minimizacao € feita

sobre todas densidades sejam elas v-w-representédveis ou nao.
O problema da V—w—repreﬁentabiiidade pode ser resolvido definindo um funcional HK mais
* geral Fln,d] como

Fln,d] = (w 7+ U‘ v), (5.5)

\‘I')—'(m,d )
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em que a minimizagao (5.5) varre sobre todas fun¢oes de onda relacionadas as densidades
(n;,d;). O minimo, absoluto por definicao, existe para todas densidades bem comportadas
independentemente delas serem v-w-representaveis ou nao. A dependéncia do funcional Fn;d],
correspondente 4 funcéo de onda |¥[n,d]), e densidades (n;,d;), pode agora ser simbolizada
por

(ni,di) = [¥[n,d]) = Flndj=> H=T+ T +V +W. - (5.6)
Para densidades (n;, d;) v-w-representdveis, os funcionais F[77, d] e F[n, d}, como também “Al}[ﬁ, cﬂ)

e |¥[n,d]), sao idénticos.
Reescrevendo (5.3) para o funcional HK F[n,d], temos

L L L L
Fln,d) + Zvin,- - Z w; i11d; > F[n®,d% + Z vng — Zw¢,£+1d?. (6.7)
i=1 i=1 i—1

i=1
Agora, densidades arbitrdrias (n;,d;) podem ser substituidas no lado esquerdo de (5.7) o que

faz desta inequacéo uma base formal sélida para métodos de Thomas-Fermi.



Capitulo 6
Esquema de Kohn e Sham

Na préatica, a DFT é exclusivamente empregada via o formalismo de Kohn e Sham (KS)
[20]. O esquema de Kohn e Sham (esquema KS) & definido por duas condigoes: (i) n; e d;
correspondem ao estado fundamental de um sistema hipotético nao-interagente representado
por um Hamiltoniano da forma T+ ﬁ, + WS, em que V, 6 um potencial efetivo local de v] e

W, um potencial efetivo nao-local de wy,,;; (%) n; e d; sdo iguais as respectivas densidades do

estado fundamental de um sistema fisico real.

A condigao (i) volta a introduzir o problema de v-w-representabilidade, ainda que a definigao
(5.5) do funcional HK nao sofre dessa deficiéncia. Enquanto uma funcao de onda KS, que gera
as densidades n; e d;, & tinica se existe, nao existe garantia de sua existéncia. Em outras
palavras, o formalismo KS estd fundamentado na condigao da v—w—repr&;entﬁbilidade em que
cada densidade e pardmetro de ordeﬁx do estado fundamental de um sistema interagente também
& a densidade e pardmetro de ordem do estado fundamental de um sistema néo-interagente

(sisterna KS).

O sistema nao-interagente KS é determinado minimizando o funcional*
L L
Eln,d] = Ton,d] + Ugln] + Y wini— Y wisi1di + By [n, d] (6.1)
=1 i=1
com respeito a n; € d;. Neste funcional, T é a energia cinética de um sistema nao-interagente

cujas densidades no estado fundamental sao iguais as respectivas densidades do sistema intera-

LOmitiremos os tis usados na se¢io anterior para rotular os funcionais v-w-representsveis.
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gente, Uy é a energia de Hartree e os dois termos seguintes sao as energias devido & interacao

eletrdnica com os potencias externos. F, é a energia de troca e correlagao definida por

E, [n,d] = F[n,d] — Ty[n,d] — Ug|n)]. (6.2)

Seja um sistema nao-interagente caracterizado pelos pardmetros t, vf e 'wz i1

—tZ > (elyivro + hc) + qu 7oy Zw”H H (6.3)

i=1 o=1, il
tal que
N
- Z Z (#0575 05,5 (6.4)
g=T,1 j=1
N
Z <('00';J i Poi > (6.5)
a=1,l =1
e

Ts[n,d] Z Zsaj Zv n; + Zwa i+1ds, (6.6)

o=1| j=1
el que a soma j corre sobre os NV autoestados de menor energia £, ; - isto &, (6.4), (6.5) e (6.6)

sao calculadas para o estado fundamental do sistema nao-interagente. Substituindo (6.6) em

(6.1),
End = ZZEN Zvn,-l—Zw”Hd +Zvn

cruT,L =1 i=1 =1
— Z w; i41d; + Unln] + B, [n, d], (6.7)
i=1

e tomando a variagao deste resultado com respeito a n; e d;, com o vinculo

L
> ni=N, (6.8)
=1

obteremos
6 Egein, d]
(STLJ'
s b n,d
+6d;{w; ;1 — Wi + #}
8d,;

= 0, : (6.9)

| U
SE[n,dl = énj{~vi+v;+5ny — it}

2
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em que y é o multiplicador de Lagrange correspondente ao vinculo (6.8).

Entéo, para que (6.4) e (6.5) minimizem E[n,d], v} (a menos de uma constante) e wf;,,

devem satisfazer as equagOes auto-consistentes, Fig.(6.1),

ot = s 4 %m + 0% [n, d] (6.10)
le
Wi = Wig1 + wi;afn,d], (6.11)
cOom
v¥[n,d] = 65?;” (6.12)
<
wi®ln,d] = _Obee (6.13)

&d; -



28

n_f: 'guess 1

Jinht N PR g
d..!':djguess i

i

13 V-S[H d] i njguess — njf+1

diguess — ai;f +1
[SE— SO A

Opel 1%, dGS] \

SIM | NAO

n* f LY

n'*! —n;rf <1077

N ~ —_
djhl :Z<jld1lj> |dz'l+1"dz'!|‘:10 p
j=1

Figura 6.1: Esquema auto-consistente de Kohn e Sham {esquema KS). Um guess para a densidade
€ 0 pardmetro de ordem determina os potenciais iniciais v; e wf, ,, e portanto o Hamiltoniano nao-
interagente H,. Diagonaliza-se entdo o Hamiltoniano e determina,-se a densidade e o parimetro de’
ordem correspondente. Se os novos valores diferem do guess com uma precisio inferior a 107712 / nf %,

o célculo convergio, sendo, usa-se estes valores como um novo guess e repete-se o procedimento.



Capitulo 7
Diagonalizacao Analitica

A diagonalizagao numérica do Hamiltoniano do sistema nao-interagente do esquema KS é de
fécil implementacao. Melhor ainda, devido a simplicidade do modelo, podemos escrever todas
as etapas do esquema KS analilicamente para os casos que estamos interessados. Isto nos
permitird trabalhar com cadeias com qualquer mimero de sitios, por exemplo L ~ 10% ou mais,
O que seria impossivel numericamente. A seguir obteremos as férmulas analfticas da densidade
e do pardmetro de ordem para sistemas nao-interagentes com mimero par de sitios, condicao

de contorno periédica, e potenciais externos iguais a

= (—1)’6 (71)

Wiip1 = (—1)'w. (7.2)

Para outros potenciais, ou cadeia aberta, deve-se diagonalizar o Hamiltoniano numericamente
ou, se possivel, generalizar o procedimento de diagonalizacao analftica apresentado neste capi-

tulo.

7.1 Diagonalizacao Analitica

O Hamiltoniano do sistema nédo-interagente,
L L

L
ﬁs = —1 Z Z (CL.Cﬂ_lO— + h.C) + Z U:ﬁi - Z wazi_;_lfi:l; (73)

i=1 o=T,| i=1 i=1

29
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pode ser escrito como

L L |
H=- Z tiira Z (C:'rocz'ﬂa + h.c) + Z?Jf Tii, (7.4)
=1  a=f i1
em que
b1 =8+ Wi (7.5)

Dividindo a cadeia em células contendo dois dtomos, e rotulando

g 8 _ s 2
tiiyn = b1, Vi =Ua, €y =041y, S€ T = lmpar,

3 —_ 8 __ e

em que a,, (b,,) destréi um elétron com spin ¢ no sitio A (B) da c—ésima célula, temos

L/2 L/2

H = -4 Z Z (a’labw + hC) — by Z Z (az+lobw + hC)
c=1 g=T,] e=1 o=T,| ’
L/2 L2

-I—’UAZ Z al,a,, +v32 Z bl b,,. (7.7)

e=1o=1,| c=1 g=1,]

Pelo teorema de Bloch podemos escrever qualquer auto-estado de (7.7) como

A

Gatsn) = Citns 425 ) | (7.8)

¢;4',kj> + OOEJCJ )

em que C;f‘,kj,p e C‘fkj p 580 constantes determinadas no processo de diagonalizacao da matriz
correspondente ao operador (7.7} escrito na base { Q"ik,—) |82 kj>}, em que
| g L2
#a) = T 2ol 10) (79)
—1
e
5 L2
qsf,kj) =[5 Do, 10). (7.10)
c=1

Os indices A e B rotulam os dois 4tomos que formam a base da célula primitiva e k; € o vetor

" de onda especificado pela condigao de contorno periddica,

eifsl/? — giki® — 1 (7.11)
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dado por

4, X

Na base (7.9)-(7.10), para cada momento k; temos os elementos de matriz

<¢?',kj H ¢aA,ka'> = Vabso,
<¢f",kj H ¢f,kj> = UBéa,a’J
<¢?J,kj H ¢f,k,—> = —(t + t2%)86 57,
<¢f’,kj H ¢im‘> = —(t1 +tae")b001,
ou
VA —(t1 + tgeikj
His = ‘ ( ) (7.13)
'—(tl + tge_ikj) (¥ :
A diagonalizacao de (7.13) é trivial e tem como autovalores as energias

v+ v v — U

oty = A [ 4+ 2t cos(l) + (AP (7.14)

e autovetores (7.8) de coeficientes

Eokip — VA
cA = dae L4 7.15
7552 =\ Yery — (05 + )/ (7.15)

e
_zk.
CB o =— hthe , (7.16)
n \/2(50,-'65,:1 —va)leok;p — (ve +v4)/2]
em que
p=+l. (7.17)

7.2  Ordenamento dos Auto-estados

Existe wma diferenca qualitativa entre L = 4n e L = 4n + 2 sitios. Consideremos o estado

fundamental de um sistema com wf,,,; = v{ = 0, entao

€0, p = P2t |cos(2n(5 — 1)/}, i=1,..,L/2.
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Enquanto que para L = 4n existe quatro estados degenerados com energia zero (dois para cada

spin) com nimeros quénticos

p==l1 (7.18)

j=L/4+1, ' (7.19)

para I = 4n + 2 isto nao ocorre. Quando vi # v{,; a degenerescéncia é quebrada e a estrutura
de niveis de energia para uma cadeia de L = 4n sitios se torna diferente daquela com L = 4n+2.
Esta diferenca é relevante porque para a implementagao numérica do cdlculo KS é conveniente

ordenar as energias (7.14) em ordem crescente.

Entretanto, apesar das diferencas comentadas acima, no final as férmulas que ordenam as

energias terminaram por independer se L = 4n ou L = 4n + 2. Substituindo (7.12) por

T
ki =12j — 1+ (=1F], (7.20)
e (7.17) por
1 1<ji<Lfe
p; = (7.21)
+1 L2 <5< L,
ordenamos
Vg + U vg — v
€oj = B_QA + pj\/tf + 12 + 23ty cos(k;) + (%—”‘)2, (7.22)
L/2 ik
Eo',j - VA 1 ikie( .t tl —+ tze 3 1
i) = e (al, — ——8! ) |0), 7.23
00s) \/[s(,,j-@w,,)/m; - 0, (a9
tal que g, ; < g5 541 para j=1,2,... L.

7.3 Esquema Kohn-Sham Analitico

A energia total do estado fundamental do sistema nao-interagente KS é dado pela soma das

menores energias ocupadas. Considerando que cada estado pode ser ocupado apenas por um
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elétron, temos que

=) Zeﬂ (7.24)

o=l 7=1

Os elementos relevantes da matriz densidade sao obtidos a partir das seguintes equacoes:

No
na = Z Z (.?1 J[ G’Ioa'car |01j> 3

o=T,] j=1

np = z ZUU:JI ca ca |0 .7)

a=1, 5=1

N
Na-p = ZZ(jaalawaIJ:j):

o=",| j=1
No

NA=p = Z Z <J’ JI a‘la'bc+la |O',j) '
o=1,} j=1

Substituindo (7.22)-(7.20) nas expressdes acima, obteremos

1 Ne 1 V4 — U -
- I -3 : 7.25
A Lazzﬁij;( 2186,‘;;_%(UA+?—’B)|) ( )
e o= 7Y i(l po ARy (7.26)
L o=1,] j=1 2 IEG,J' —g(va+ ‘UB)|
1 i tl + tg COS(kj)
"a- = T : (7.27
A-B La;ljzl lea,j_%('UA"'UB)I )
N
Lty t1 cos(k;)
A 7.2
s 021‘:1 JZ_; IEU,J 'UA + ’UB)| (7.28)

respectivamente. Como cada célula (de dois dtomos) se repete ao longo da cadeia, (7.6),

podemos escrever a densidade e o pardmetro de ordem, (6.5), no i-ésimo sftio como

N
n=7 - «.+1) Z Z |€05 — (’U +vy)]

a-hly—l

(7.29)

cos(k;)
7.30
Ty Zm,j-—v Tl (750

o=1,] i=1
. Estas duas expressoes, mais (7.22), é tudo que precisamos para evitarmos o uso de programas

de diagonalizagdo numérica de matrizes, pelo menos para os casos mais interessantes para este

trabalho.
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Capitulo 8
Aproximacao da Densidade Local

O esquema Kohn-Sham constitue uma maneira prética de implementar a teoria do funcional
da densidade, desde que disponivel uma aproximacio precisa para a energia de troca e correlacao
Eqcln]. Em seu artigo original, Kohn e Sham [20] proporam a hipétese de que cada pequeno
volume de um sistema eletronico (tao pequeno que a densidade de carga possa ser considerada
constante no seu interior) contribue com a mesma energia de troca e correlagao que um volume
igual de um gés de elétrons-homogéneo de mesma densidade. Com esta hipétese, o funcional

da energia de troca-correlacao é aproximado por

B2 = [ em ()], mle)a,

em que el (n) & a energia de troca-correlacao por particula de um gds homogéneo de elétrons
de densidade n. Esta é a aprozimacdo da densidade local (LDA), como apresentamos no Cap. 8.
Formas aproximadas para e2™(n) sio conhecidas desde muito tempo. Resultados numeéricos,
aproximadamente exatos, de cdlculos de Monte Carlo para um gas de elétrons homogéneo
por Ceperley e Alder [58], foram parametrizados por Perdew ¢ Zunger (59] por umna férmula
analitica simples. Recentemente, parametrizacbes mais acuradas tém sido propostas por Ortiz

e Ballone [60]. Estas férmulas, néo obstante serem diferentes, na faixa de densidade relevante

para aplicacoes em matéria-condensada, geram resultados semelhantes.

Analogamente, para uma rede discreta 1D descrita pelo modelo de Hubbard-Peierls, pode-

34
viECA
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mos definir a aproximacio da densidade local como

L
EEPAR) = 3 eh(0) o, 81)

=1
em que €2°™[n] & a energia de troca e correlagio por sitio do sistema homogéneo, que & definido
pela rede de Hubbard
L L
H=—t) Y (chto+he)+U 3 sy (8.2)
i=1 g=T,} i=1

no limite em que L — oo. O objetivo deste capitulo é obter uma parametrizacao para a energia

de troca-correlagio eto™[n).

8.1 Equagoes de Lieb e Wu

No limite termodinimico a energia do estado fundamental do modelo de Hubbard para

N; = Nj, N/, <1, em que N = N; + N|, é obtida resolvendo as equagoes de Lieb e Wu [62]:

1 8 . QR 1 2nu
plk) = 5-(1+ = cos(k) f ) dk:p(k);(—l) e L
_ / " otk (8.4)
n = . p(k), .
+Q
Elt,Un] = —2L / dk cos(k)p(k), (8.5)
-

em que u = U/t. Para cada limite de integracao (), estas equagdes dao a densidade de estados

(no espago—k), a densidade eletrénica (n = N/L) e a energia, respectivamente.

F v ?

e portanto a energia do sistema é dada por

El[t,0,n] _

4
7 -t sin(1nn). (8.7)

2

" No limite oposto, U — +0o0,

(k) = 5 (538)
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¢ portanto

Elt,+oo,n] 2 |
—7 = Trt sin(7n). (8.9)

Para outros valores de U néo encontramos na literatura algo similar, de modo que dependemos

da solugao numérica das equagoes de Lieb-Wu ou da expansao assintética [62]

Eft,Un] 2 4In2 , sin(2mn) 1
— = —;t sin{mn) ——n t {1 syt O 3 ) (8.10)

que é vilida apenas para u > 1.

8.2 Parametrizacao

Neste trabalho propomos que a integral (8.5), para qualquer valor de t, U e n, segue apro-

rimadamente o mesmo padrao das férmulas (8.7) e (8.9), ou seja

E[t, U, n]

7 = —a(u)tsin [B(u)n], (8.11)

em que ¢ e 3 sao fungoes unicamente de u = U/t. Por outro lado, podemos eliminar uma das

incdgnitas, « ou B, acrescentando a hipdtese de que
a(u)f(u) =2 (8.12)

também seja vilida para todos valores de u. Sabemos das Eqs.(8.7) e (8.9) que isto é verdade

nos limites U = 0 ¢ U — oo. Deste modo ficamos com

E[t,U,n] sin [B{w)n] (8.13)

LS L =

L Bu)

Como para a banda semi-preenchida, n = 1, a dependéncia exata da energia com U e t é

conhecida [62],

ERUY [, hw)hiw)
A A dww(1+exp(wu/2))’

(8.14)

. em que Jp e J; sao as fungoes de Bessel, podemos determinar §{u) resolvendo a equagio

sin [B(w)] _ ) T Jo(w) ()
Bu) _2,/0 dww(l + explwu/2)) (8.15)
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EfL
0.00

-0.25
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Figura 8.1: Comparacio da solugio numérica das equacdes de Lieb-Wu com a parametrizacdo pro-
posta neste trabalho em funcio da densidade e da interagao U, para t = 1. Daqui por diante, quando

omitirmos o valor do parfmetro £ ficard subtendido que ele € igual a unidade.

A Tig.(8.1) mostra que a parametrizacao (8.13) & muito boa, sendo diferente da solucao das
equagoes (8.3)-(8.5) em poucos porcentos. Este resultado é importante porque nos habilita a

substituir as equagoes de Lieb-Wu por uma expresséo analitica muito simples e de fécil uso.

As equagdes (8.3)-(8.5), e portanto (8.13), sao védlidas apenas para densidades n < 1. Para
obtermos wma parametrizacio para densidades n > 1 precisaremos fazer uso da transformacao

particula-buraco

Ga — (=1)8L, (8.16)
ey, — (=1)bs. (8.17)

Com esta transformagao, o Hamiltoniano de Hubbard

L . L
7"2 = —tZ Z (C.,TgciJrIcr + h.C) + Uzﬁ'iTﬁ’iia (818)
i=1

’ i=1 o=1,]
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é escrito como

L L L
H=—1> > (tlbinie+hc) + U duaiins, +U Y (1 — fg), (8.19)
i=1 o=T,] ' i=1 i=1
cOoIm
o = Tivio (8.20)
a=T,|
e
Tipig = DI by ,_ o (8.21)

Comparando (8.18) com {8.19) podemos concluir que no limite termodindmico (L — oo) a

energia do estado fundamental para 0 < n, < 1 é dada por

Et,Uny)/L = -—%t sin{fny) + U(1 — ).

Desde que
n=2-—mn
temos
Elt,Un|/L = _%t sin[8(2—n)]+U(n—-1), 1<n<2 (8.22)
e portanto
—2tsin[On]/0, n<l

Elt,U,n]/L = { (8.23)

—2¢sin [(2 - )] /B+Un—-1), 1<n<2

8.3 Aproximacao da Densidade Local

Como comentamos no inicio deste capftulo, em analogia com o caso continuo, podemos

definir a aproximagio da densidade local para uma rede de Hubbard como

E;PA ] =) €™ () lnmm, (8.24)

=1
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em que eX™[n] é a energia de troca e correlagao por sftio do sistema homogéneo, iLe.,

hom (1) Tit, U, n] — T,[t, U, n] +LUeE[t, U,n) — Unlt,U, n], (8.25)

sendo T e U, a energia cinética do sistema interagente e a energia da interagao elétron-elétron,
respectivamente. Ainda, T}, ¢ a energia cinética de um sistema nao-interagente € Uy é a energia

de Hartree.

Uma vez que no regime homogéneo

T{t,U,n] + Unlt,U,n] = Elt,U,n],

Ult,Un] = %nzL,

Tot,U,n] = E[t,U=0,n],
temos que
el (n) = m%t sin [B¢(n)] + %t sin[gg(n)] — %g(n)z, (8.26)

com

n, 0<n<1,

() = (8.27)

2—n, l<n<?2
A Fig.(8.2) mostra o comportamento de 2™ em fungio da densidade e da correlagao eletrénica

U.

8.4 Potencial de Troca-Correlacao

Tomando a derivada do funcional (8.24) com respeito a d; e n;, obteremos que os potenciais

de troca e correlag do nao-local e local séo

wi,, =0 (8.28)

—2t cos(Bn;) + 2t cos(wn; /2) — Uny/2, 0<n; <1,
vin] = 0, ng =1, (8.29)
+2t cos[B(2 — n;)] — 2tcos[m(2—n:) /2| + U2 —n;)/2, 1 <ms < 2,
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respectivamente. De acordo com a Fig.(8.3), v¥° apresenta uma discontinuidade em n; = 1.

Hste fato terd conseqiiéncias importantes como veremos nos préximos Capitulos.
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 8.2: Energia de troca e correlagdo por particula para wm gés homogéneo de elétrons na cadeia

de Hubbard unidimensional em funcéo da densidade eletrénica e interagéo eletronica U.
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Figura 8.3: Potencial de troca-correlaciao em funcéio da densidade eletrénica. Observa-se uma dis-

continuvidade em n = 1 para U > 0.
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Capitulo 9

Isolante de Mott

Como primeira aplicacao do formalismo DFT desenvolvido nos capitulos anteriores estu-
daremos o gap do isolante de Mott [63]{64] do modelo de Hubbard. Especifica-se um isolante
como sendo um material em que a condutividade elétrica vai a zero em um campo elétrico
estético (fraco) a temperatura zero (T = ( Kelvin). O transporte de carga no estado sélido &
devido aos elétrons e estes estao sujeitos & interacio de Coulomb com os fons e outros elétrons.
Correspondentemente, numa primeira categoria de isolantes encontramos os isolantes de Bloch-
Wilson (ou isolantes de banda), Peierls, e isolantes de Anderson, que podem ser entendidos em
termos de elétrons independentes que interagem com o campo eletrostatico dos fons. Isolantes
de Mott constituem uma segunda categoria, em que o comportamento isolante & entendido

como um fendmeno cooperativo de muitos-elétrons.

Na auséncia de emparelhamento eletrdnico um isolante pode ser caracterizado por um gap
para excitagoes de carga nos estaﬂos em que as funcoes de onda das excitagdes se extendem espa-
clalmente sobre todo o material. Este gap a temperatura-zero estabelece uma escala de energia
que nos permite distinguir entre bons condutores (“metais”) e maus condutores (“isolantés”)
quando material estd a uma temperatura finita. Neste capitulo nos dedicaremos ao cgleulo do
gap de Mott-Hubbard através do formalismo DFT na aproximacio da densidade local, antes,

porém, deduziremos a equacdo do gap no contexto ab initio {1].
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9.1 Introdugao

Consideremos um sistema isolante com N elétrons preenchendo completamente as bandas
de valéncia. A energia total oorrespon&ente é denotada por Ex. Se um elétron da banda de
valéncia de maior energia é removido para o infinito a energia do sistema passa a ser Fy_;, o
que faz com que a energia minima para tirar um elétron do cristal, o potencial de ionizacao I,

seja igual a

I=En_— En. (9.1)

Se um elétron originalmente no infinito é introduzido no estado de menor energia da banda

de condugdo, a mudanga na energia é a afinidade eletrénica,
A=Ey— Enn. (9.2)

Entao I — A é igual (desprezando os efeitos da interagao elétron-buraco) & energia do gap

descrevendo as menores excitagoes do isolante, 1.e.,
A=1—-A= v+ Evo1— 2EnN. (93)

Para um sistema nao-interagente de N particulas, a diferenca I — A é facilmente calculada,

sendo!
Ay—o = €N/2+1(N) - 6N/2(N), | (9-4)
em que €,(N) & o m~ésimo nivel de particula-independente.
Para o caso interagente, podemos escréver I ¢ A em fungao do potencial quimico tal que,
deprezando termos da ordem de 1/V (V =volume), temos
A~ —u(N — 8) + u(N +6), | (9.5)

em que o limite 6 — 01 estd implicito. Agora, pelo significado da equagéao bésica da teoria do

funcional da densidade,

fsf([f‘)] ), (9.6)

L Consideraremos sistemas em que o mimero de elétrons com spin down é igual ao nimero de elétrons com

spin up.
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€ portanto

SE[n]

N+ B on(r)

Nﬁd}nzm . o1

Inserindo nesta expressao a representacéo fundamental do funcional da energia, i.e.,
Enl=T,[nl+ Exg[n] +V[n] + B [n],

obteremos

o {2

81,[n)

N46 - on(r)

SEy.[n}

N - én(r)

N_s} ,,:m*{%fi?] NH}MM, O (98)

em que as derivadas dos funcionais séo calculadas no estado fundamental ng(r) do isolante de

N particulas,

Para sistemas néo-interagentes, (9.8) se reduz a

§T,[n]

8T, [n)
An&o—inter. - 6n(r)

N4§ - én(r)

(9.9)

N-§
Por outro lado, se calculada no estado fundamental de um sistema interagente de densidade

no(r), o lado direito de (9.9) & exatamente o gap KS

s 67
Ags = { OLn}) - _ 81iln] } ; (9.10)
bn(r) [y On(r) |y s n=no
que por (9.4) &
Ags = f}I\{/SQH(N) - 6}15/32(]\;) : (9.11)
Escrevendo o tltimo termo de (9.8) como
b [ e
én{r) N5 on(r) N+46d g
finalmente obtemos a equacao do gap
A~ Ags + Age. (9.13)

Se para um isolante as equagoes KS séo resolvidas usando a aproximagéo da densidade local

para v, o gap resultante € muito pequeno, com erros tipicamente da ordem de 40 — 50% em
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comparagio com o experimento. Desde que (9.13) é uma aproximagao muito boa para o gap
experimental de sélidos, para muitos o erro encontrado pode vir de duas fontes: (i} existe uma

discontinuidade A;, que a LDA nio consegue capturar, ou (ii) o valor ALE4 nio é igual ao

gap Aks exato. Os resultados a serem apresentados neste capitulo sugerem que o problema

nao estd na LDA em si, mas sim no sistema referéncia adotado para sua construcao - o gds

homogéneo de elétrons.

9.2 Sistema Nao-Homogéneo

Consideramos primeiramente sistemas nao-homogéneos em que a “nao-homogeneidade” &

devida apenas ao tamanho finito da rede. Calculamos o gap a partir da definicio exata
A=I-A=Ey+ Eyv1—2ENy, (9.14)
como também por
A = Ags + Aa. (9.15)

Os resultados, Fig.(9.1), mostram que a discontinuidade Ag. do potencial de troca-correlacéo,
Fig.(8.3), contribui significadamente para o gap de Mott, sendo esta contribuicao maior con-

forme aumentamos a correlagao eletrénica U ou/e quando aumentamos o tamanho da rede.

9.3 Sistema Homogéneo

Nesta secao estudaremos o comportamento do gap de Mott-Hubbard no limite da rede

infinita. Os resultados serdo comparados com os resultados exatos dados por [62]
A=0 (9.16)

para n # 1, e [65]

Ji(w)

1+ exp(wu/2))’ (9-17)

—+o0
A:U—4t+8t/ dew
0 w(
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Figura 9.1: Gap na banda semi-preenchida do modelo de Hubbard. A descontinuidade A, do
potencial de troca-correlagio contribui significadamente para o gap de Mott, sendo esta contribuicao
maior conforme aumentamos a correlagéio eletronica U ou/e quando aumentamos o tamanho da rede.
A diferenca entre I — A (LDA) e Agg + A,., mais notdvel na cadeia de 6 sitios, é devida ao fato das

redes seremn pequenas.

em que como J; é a fracao de Bessel de primeira ordem, como também com as expansoes

assintéticas [66]

A = U—4+8In(23/U, Uft>S6, (9.18)

A = g Utexp(—2at/U), Ut <2, (9.19)
s

para n = 1. Desde que para o sisterma homogéneo os resultados LDA para a energia sao iguais

aos da parametrizacao, usaremos esta iltima para efetuar os cdlculos.
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9.3.1 Metal

Quando N + 1 < L temos que também N e N — 1 sido menores que L, e portanto n' =

N'/L<1,com N'=N=1, N. Assim devemos calcular (9.7) com a expressio

E[N = —2t152 Wg‘a;v Moy < (9.20)

Substituindo (9.20) em (9.7) e usando a série de Taylor
62
sin(z + ) = sin(z) + cos(x)é — sin(m)-éT +0(6%, (9.21)
em que x = B(u)n e § = £8(u)/L, obteremos no limite L — +oco que
A =0, (9.22)

para qualquer valor de U.

Similarmente, guando N — 1 > L temos que também N e N + 1 sido maiores que L, e

portanto n’ = N'/L > 1. Deste modo,

E[N'] = —21¢52 15 (ug?u; N/D) UN -1), N <L, (9.23)

€ assim

A=0. - - (9.24)

Resumindo, para n = N/L # 1, a LDA prevé que o modelo de Hubbard 1D homogéneo
¢ um metal, resultado que estd de acordo com os cdlculos exatos encontrados na literatura,

(9.16).

9.3.2 Isolante de Mott

Diferente dos casos anteriores, se N = L temos que N —1 < Le N +1 > L, e portanto o

célculo de (9.7) envolvers tanto (9.20) como (9.23). A LDA prevé entao um gap na banda de
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energia com uma largura de
A=Ay =U + 4t cos[B(U/T)]. (9.25)

A Fig.(9.2) mostra que os resultados da LDA sio bons® ¢ que reproduzem satisfatoriamente o

comportamento do gap de Mott versus correlagao eletrémica.

Na década de 80, Gunnarsson e Schénhammer [57] proporam o funcional

ESS-LPAL — _CU Z ni’? (9.26)

como uma extensao da LDA ab initio para o modelo de Hubbard.® Nesta pseudo—LDA elom &

—4/3 para que (9.26) seja exata para a banda

proporcional a n*? e o prefator C é fixado em 2
cheia (N = 2L). A Fig.(9.2) mostra que esta “LDA”, baseada no gés homogéneo de elétrons,
fracassa totalmente em estimar o gap de Mott. Isto porque (9.28) é um funcional continuo e

portanto AZS-LPA = (),

Destes resultados podemos concluir que o problema do gap, como levantado no fim da secao
9.1, nao & devido & aproximacao da densidade local em si, (4.9), e sim & escolha do sistema
referéncia para sua construcao. Isto significa que o mais adequado seria usar uma aproxima,géb,
seja ela local ou nao, baseada num sistema referéncia de mesma natureza do sistema eletrénico
em estudo, isto &, um referencial isolante para os isolantes e um metalico (o gds homogéneo de

elétrons, por exemplo) para os condutores.* Nao & por menos que a LDA ab initio funciona tao

?Desde que a parametrizacio é muito boa para sistemas homogéneos com densidades n =~ 1, Fig.(8.1),
poderia-se esperar que os resultados fossem melhores. O porque deste resultado estd no fato de que no célculo
do gap, {9.14), trabalhamos com diferengas de energias muito grandes (o sistema é “infinito”!) tal que desvios
de poucos porcentos na parametrizacio da energia levam & grandes erros no calculo do gap. De todos modos,
é possivel na aproximacdo da densidade local reproduzir exatamente a energia e o gap do sistema homogéneo

desde que a parametrizagao, Fig.(8.1), seja exata.
3Pela mesma razfo, a energia de Hartree & dada por Uyln] = 1/2U Zf=1 n?
40 ideal seria um funcional E.[n] especffico para cada sistema de IV de elétrons. Por exemplo, ao construir-

mos o funcional de troca-correlacao exato para o modelo de Hubbard de dois sitios,
= —tZ > (e, +ho) +UZanu +van
i=l o=T,] i=1 i=1

verificamos que para cada sistema, caracterizado pelo mimero de elétrons NV, existe um funcional EXN [n] especi-

fico. Ou seja, o mimero de elétrons determina a forma do funcional, i.e., N — ENn].
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bem para metais [67] e seja tdo decepcionante para isolantes do tipo Mott [68].
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Figura 9.2: Largura do gap da banda de energia do sistema homogéneo em funcio da correlacio U

e preenchimento eletrdénico 7.



Capitulo 10

Potencial Binario

Neste capitulo usaremos a LDA para estudar o estado fundamental do modelo de Hubbard
nao-homogéneo
R L L L
H = —1 Z Z (CIO,CT;+10. + h‘C) + U Z ﬁi‘l‘ﬁil + Z’U,;ﬁ,;, (101)
=1 o=1,] i=1 i=1

para a banda semi-preechida (N = L) e

As Figs.(10.1)-(10.2) mostram os resultados do cilculo KS da energia do estado fundamental
para uma cadeia aberta e fechada, respectivamente, com 6 sitios, 6 clétrons e t = 1, em funcao
de 6. Analogamente, as Figs.(10.4)-(10.3) ilustram o comportamento da energia em funcao
da correlacao eletrdnica U. Enfim, Fig.(10.5), mostramos a variacao da densidade do estado
fundamental em fungao de U para a cadeia fechada de 6 sitios e 6 elétrons. Todas estas figuras
mostram que o esquema KS converge desde que 6§ # 0, para U fixo, néo seje menor que um

certo 6.(U) eritico ou que U, para § # 0 fixo, nio seja maior que U,(6).

A Fig.(10.5) indica que o problema da nao-convergéncia do célculo KS est4 relacionado com
as densidades KS convergirem rapidamente para n; = 1, a densidade do sistema homogéneo.

,  Assim sendo, podemos determinar a curva U.(8), ou 6.(U), pela condigio

Ui — ¥ = v — v+ Ulngg — ) /2 + 04 [n] — vf%[n] = 0, (10.3)

53



54

j4 que somente neste caso o esquema KS reproduz a densidade do sistema homogéneo.! Para
U < U, e i {mpar temos v;;7 > v; e portanto n; > 1 > n;yy. Entéo, quando U — U, njp — 17

en; — 1t e
26 = U, + 4t cos (U, /1), (10.4)

que & exatamente a discontinuidade do potencial zc, Fig.(8.3), ou o gap de Mott, Fig.(9.2),
Eq.(9.25). O significado da curva universal U.(6), no sentido que independe do tamanho da
rede, estd ilustrado na Fig.(10.6). '

'A existéncia da curva {f.,U,) depende da razdo N/L. Para N/L < 1/2 ou N/L > 3/2 o esquema KS

converge ja que sempre teremos n; < 1 ou m; > 1, respectivamente.



55

EiL
04
o o000,
@ 0Otoco,, %DUDDD
-1 4 @Poogg,, 0°Dn,:,0 DDCQJ o
a 0 (=7
B, B, Op, _U=6
00 =)
] DD (u)
O‘:’n o D'Do
9 ™, DOQJD 00,
DDD ODO n“
D':’c: Gﬂa U=13 4
-3 cqjoo lhaao
o [
® EXATQ Coq Co
o LDA o‘hﬂ”“ DCQ_
-4 O q
o
ol
onchj
q
-5 T T T T T T b
0 1 2 3 4 L4}

Figura 10.1: Resultados da LDA e diagonalizag&o exata para a energia do estado fundamental de
uma cadeia de Hubbard aberta de 6 sitios, 6 elétrons, t = 1, em funcéo de §. Para I/ = 3 e 6 existe
um valor 6.(U) abaixo do qual o célculo KS nio converge. Para § > 8, os resultados da LDA séo

muito bons, apesar da forte ndo-homogeneidade dos sistemas.
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Figura 10.2: Resultados da LDA e diagonalizacio exata para a energia do estado fundamental de
uma cadeia de Hubbard fechada de 6 sftios, 6 elétrons, t = 1, em funcao de 6. Como na cadeia
aberta, para U/ = 3 e 6 exisi:e um valor 8. abaixo do qual o célculo KS nao converge, para § > &, os
resultados da LDA sfio muito bons. As energias da cadeia fechada séo menores do que as da cadeia
aberta devido a contribuicdo adicional, para a energia cinética, dos elétrons que tunelam do sftio 1

para o 6 (e vice-versa) devido a condigao de contorno periédica.
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Figura 10.3: Resultados da LLDA e diagonalizacio exata para a energia do estado fundamental de
uma. cadeia de Hubbard aberta de 6 sitios, 6 elétrons, £ = 1, em funcio da correlacio eletrdnica U,
Para § = 1 e 2 existe um valor U,(d) acima do qual o célculo KS nao converge. Para U < U, os

resultados da LDA sdo muito bons.
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Figura 10.4: Resultados da LDA e diagonalizacio exata para a energia do estado fundamental de
uma cadeia de Hubbard fechada de 6 sftios, 8 elétrons, ¢ = 1, em fungdo da correlacio eletronica
/. Como na cadeia aberta, para 8 = 1 e 2 existe um valor U,(6) acima do qual o cdleulo KS néo

converge. Para U < U, os resuttados da LDA sio muito bons.
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Figura 10.5: Comportamento da densidade em funcéo da correlagao nos sftios impares de cadeias de

Hubbard de 6 sitios, 6 elétrons, com potenciais binarios e condi¢ao de contorno periédica. ¢ = 1.
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Figura 10.6: A condigéo 6, = (vf,, — v})/2 = 0 define a linha (6., U.) que separa o espaco (§,U)
em duas regides. O esquema KS com a LDA converge apenas para pontos (8, /) situados na regiso

pontilhada (regifio I) e na linha 60, =0seb6=0t=1.



Capitulo 11
Dimerizacao

Enfim, reste capftulo nos dedicaremos ao estudo do estado fundamental do modelo de
Hubbard-Peierls,
L L L L
H=—t D (ehtiyrg +he) + U fgfiy — Y wiiids + %K > wly, (11.1)
i=1 o=1,] =1 i=1 i=1

no que diz respeito & competicio entre a interagéo elétron-fénon (w) e a elétron-elétron (V).

A priori, no & ébvio que um modelo tao simples como este possa descrever consistentemente
um conjunto de dados tais como a amplitude de dimerizagao, gap 6tico, constante de forca
renormalizada e experimentos de ressondncia magnética. Nio obstante, isto parece ser o caso,
e mais surpreendentemente, a parametrizacio deduzida para moléculas orgénicas pequenas
(72][73] pode ser usada para polimeros conjugados. Estes valores sio t = 2.9 ¢V e K — 9.1/eV
[74]. Para o termo de Hubbard, a partir da comparacao dos célculos variacionais com os dados
experimentais foi estimado que 2.5 < U/t < 3 [75]. Célculos @b initio [76] concordam com
o8 valores destes pardmetros. Baseando-nos nestes resultados, estudaremos o problema »da

dimeriza¢io parat =1, U <3, K <4 e w < 0.15.

61
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11.1 LDA

O comportamento da energia do estado fundamental com o potencial de dimerizacao w estd
mostrado na Fig.(11.1). Nesta ilustracao, a diagonalizacio numérica exata' e o cdlculo KS-
LDA prevém um estado fundamental dimerizado, caracterizado pelo parAmetro wo(t, U, K) que
minimiza a energia total £(t,w,U, K) do sistema. Para w = 0 temos que a energia calculada

com a LDA ¢ diferente da exata, uma conseqgiiéncia da rede ser finita.?

=L
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Figura 11.1: Energia do estado fundamental de uma cadeia Hubbard-Peierls em fun¢do do acopla-
mento elétron-fonon. A quebrsa esponténea de simetria é caracterizada pelo fato de que sem um campo

externo a energia total do sistema possui um minimo para w = wy # 0.

A Fig.(11.2) mostra a dependéncia de wg com K para alguns valores da correlagao eletronica.
Por estes resultados vemos claramente que a aproximacao da densidade local é incapaz de
reproduzir a dependéncia de wy com K e U: a LDA prevé que a dimerizagao wyp independe da

correlagao eletrdnica U. Para que o formalismo da DFT capture o efeito da interagao eletrénica

! As solucdes exatas para as cadeias de 6 sitios foram obtidas adaptando o programa de M.F. Silva [71] para

" incluir o termo da interacao elétron-fonon.

2Quando L — 0o a energia calculada com a LDA converge para a energia exata.
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na dimerizacao é necessdrio construir uma aproximagio melhor para o funcional da energia de
troca-correlagao. Hsta aproximacio tém que ser tal que o potencial nao-local wj;,, acople a

correlagao U & interaco elétron-fénon w; ;1.

W[]
1.00 —‘t:m&ﬁ
&
Ja —A—U=013 LDA
%
0.75 - o“ﬁ —a— U=1 ]»E}{ATO
. —0— U=3
s
0.50 -
0.25 -
0.00 :
1.0

Figura 11.2: Dependéncia da dimerizacio wq em funcio da constante eléstica K e correlacio eletréni-
ca U no modelo de Hubbard-Peierls. A regigo interessante é aquela abaixo da linha wy = 0.1, para
qual é aceitdvel a aproximacio harménica para a energia eldstica e a linearizagio da interacao elétron-

fénon.

11.2 Funcional do Pardmetro de Ordem

Neste capitulo proporemos uma aproximacao para a energia de troca e correlagao Iy, que
nos possibilitars tratar mais adequadamente o problema da dimerizacao no contexto do modelo
de Hubbard-Peierls. Para isto, escreveremos a aproximagio como um funcional da densidade

n; ¢ do parAmetro de ordem

d; = Z <C:'r+1acw - c;‘rflocia> . (11.2)
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Como primeiro passo na busca de tal aproxXimacao escreverermos
Eyeln,d} = Eaf‘cDA [7] + AEld], (11.3)

em que AF,. [d] é uma pequena correcao A aproximagao da densidade local. Nosso plano é
construir AF,;.[d] interpolando os resultados exatos conhecidos: a) sistema ndo-dimerizado
(w = 0) e b) sistema totalmente dimerizado (w = t), ambos sistemas com v; = 0, N = [

= 4n + 2 e condigio de contorno periddica.

11.2.1 Interpolacio Polinomial Simples

Entre tantas interpolacges possiveis, a que nos parece mais adequada para a situacdo seria

uma interpolagéo polinomial do tipo

AEL ] = ZL: i ad;, _ (11.4)

i=1 =0
€m que o niimero de coeficientes a;’s a ser mantido na interpolacao dependerd do nimero de
informagoes que temos sobre o problema. Por mormento, desde que o estado fundamental do

sistema dimerizado & degenerado temos
€ portanto

Q) =az =..= Aoyl = ... = 0. (116)

No estado nao-dimerizado o parmetro de ordem d; € nulo, assim
AEL.[d = 0]/L = a,, (11.7)

constante que podemos considerar como sendo uma corregao a aproximacao da densidade local.

Como para cadeias muito longas a LDA é exata, neste limite

ap =0 (L - oo).
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Entretanto, a fim de testar o formalismo, quando possivel usaremos

ao = BEFATO — pLDA, (11..8)

Agora, a tinica fonte de informacio que nos resta é o sistema totalmente dimerizado. Neste

caso, a energia total de uma rede de [ sftios é

— 2 2 —
FEXATO _ g (U vU? + 64t ) +B, (11.9)

EGS 2

em que £, , é a energia eldstica® armazenada no gas de dimeros. Ainda, temos que o parametro
de ordem &

8t .
dEXATO 1),
VU2 4+ 64t2( )

Com duas informacGes podemos no méximo obter uma interpolagao polinomial do tipo

(11.10)

L
AE[d] = (a0 + aid; + ad]"), (11.11)

i=1

em que ! e m, com m > [, sao nimeros pares.

Impondo que para o sistema totalmente dimerizado a energia de troca-correlacio é exata,

tal que

Ens = BoxATo (11.12)
e

%S dEXATO (11.13)

podemos determinar g, € a,, resolvendo

L
| —m L {U—-U? 1642
T, 4 Ugln, th+E£CDA[n]+;(aU+aE—l—amd ) = 5( 2 )1,1 14)
L2 ky
— COs —
( w) Z < 482+ 2@“(27: + @) (1 ~ cos k;) ( )
3 A expressso
K L
EP—P = 3 121-9-1

=1

¢ vélida apenas para pequenos valores de W; i1, caso contrdrio deve-se acrescentar termos nio-harménicos a

expansio.
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respectivamente. Nestas expressoes,
L/2
T, = 4 \/41:2 + 27 (2t + W) (1 — cosk;), (11.16)
F=1
_ —=i—1 —m-1
W = lad 4 mand (11.17)
€em que
. ST _
k=2 - 1+ (-], (11.18)
&
- 8t
d= ——. 11.19
VU? + 6412 ( )

Resolver (11.14) e (11.15), com (11.17), é muito complicado. Ao invés disto, primeiro

determinaremos o valor de W*® de modo que (11.15) seje satisfeita, e entéo, resolvendo (11.14)

e (11.17),

ad + amd " =y — ao,
=m—1

la;&l_l + ma,d = W,

obteremos que

Wd + (y — ao)m

a (m—Dd
L LTt (y—ao)l
" (m—0d™

COIN

4t
y = i(U — VU? + 6412) + %Sinﬁ -~ —wd

L/2

+% 3 \J4 2w (2% 4 T)(1 - cosky).
—1

11.2.2 Interpolacao Polinomial Composta

»

(11.20)

(11.21)

(11.22)

(11.23)

Nesta secdo apresentaremos um truque que nos permitiré construir uma interpolagao (11.4)

com um nimero de coeficientes maior do que os vinculos ou informagoes disponiveis. Isto &
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interessante porque é de se esperar que uma expansao polinomial com mais termos reproduza

melhor o potencial de troca-correlagio exato.

Seja {(ai,, @m, )}, com my > l;, um conjunto de pares de coeficientes de parametrizagao tal
que cada par, i.e.,

L

(a’h:amj) = AEic[d] = Z(aﬂ + alfdif + amrd?r), (1124)

g==1

satisfaca (11.12) ¢ (11.13). Entdo, para uma escolha adequada do coeficiente aq
1 "
=— > AE] 11.25
AR, = 53 AR (11.25)

tarnbém satisfard as condigoes (11.12) e (11.13). Rotularemos esta aproximagao, somada &

LDA, de dLDA,

E2PA d] = EEPAln] + AE, [d). (11.26)

11.3 Aproximacoes € Resultados

Na construcdo de funcionais do parimetro de ordem, (11.25), escolheremos valores para
| ag que além de satisfazer as condigdes (11.12) e (11.13) também reproduzam a energia exata
do estado ndo-dimerizado. Com esta escolha buscamos tirar de (11.25) a respoﬁsabilidade de
corrigir a deficiéncia da LDA em calcular a energia exata do sistema nao-dimerizado. O melhor
funcional, entre aqueles que serdo testados, serd apontado pela rede de 6 sitios,* sistema que

podemos diagonalizar exatamente.

1E padrio na quimica quéntica parametrizar modelos modelos ou funcionais (B3LYP, por exemplo) a partir
das propriedades de pequenas moléculas € entdo usar estes pardmetros para moléculas maiores. Além do mais,
como citamos no inicio deste Capitulo, surpreendentemente, parametrizactes deduzidas para moléculas orgénicas

pequenas podem ser usadas para polfmeros conjugados.
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A Fig.(11.3) compara os resultados do cdlculo KS para os seguintes funcionais candidatos:®

1 = (2,4), (11.27)
5 = 2,6), (11.28)
3= [(24)+(26)/2 (11.29)
4 = [(2,4)+(2,8)]/2, | (11.30)
5 = [2(2,4)+(6,8))/3, (11.31)

em que (I,m) séo definidos por meio da Eq.(11.24).

0.02+

215 2.20 2.2% 2.30

Figura 11.3: Resultados exatos e do célculo KS, com os funcionais (11.27)-(11.31), para o comporta-

mento da dimerizagéo em fungdo da constante eldstica para U/ = 2.

De acordo com a Fig.(11.3), a melhor proposta é o funcional 5, ou

L

2 2 1
AEEC [d] = Z(a{, + gazd? + §a4df‘ -+ gasdf +

1

3a8d§), (11.32)

i=1
que também reproduz satisfatoriamente o comportamento da dimerizagao para outras intensi-

dades da correlagio, Fig.{11.4).

®Fste & apenas uma parte dos funcionais testados.
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Figura 11.4: Resultados da dLDA para a dimerizacao em funcio da constante eldstica para alguns

valores da correlacéo eleironica.

Aplicando agora o funcional (11.32) no estudo de uma cadeia muito grande, L ~ 1000,
obtemos a Fig.(11.5). Comparando estes resultados com aqueles de 6 sitios, Fig.(11.4), podemos
tirar pelo menos trés informagdes interessantes. A primeira é que o aumento do tamanho da rede
favorece a dimerizacio. Esta conclusio é direta se observarmos que no limite termodinimico
a transicao do estado dimerizado para o nao-dimerizado acontece para valores de K maiores
do que aqueles para 6 sitios. Simulagoes [77] feitas com o funcional hibrido ab initio B3LYP

forneceram um comportamento similar para a transicéo de fase versus tamanho da rede.

A segunda informagéo se refere a forma como se dd a transicdo de fase em funcio da

constante de mola. Enquanto para 6 sitios a transicao é quase vertical, no limite termodindmico

ela é exponencial, i.e.,

wg ~ Aexp(—kK), kK >>1, (11.33)

em que A e # dependem de U. Para U = 0, W. Mintmire and C.T. White {78], forneceram

A = 1472 e¢ x = 0.785, pardmetros que reproduzem muito bem os dados numéricos obtidos

COIM O NOSSO programa.
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Figura 11.5: Resultados do célculo KS, na aproximacio da dLDA, para a dimerizacio em funcgéo da

constante eldstica K e da correlacio eletrénica U.

A terceira informacao, talvez a mais importante, é que a interacao eletrénica pode favorecer
a dimerizacao. Este fato € melhor ilustrado através de um gréfico wg versus U. Os resultados
dLDA mostram que a dimerizacao é favorecida se aumentarmos I/ e este for menor que um
valor Uy, e que é inibida se aumentarmos U e este for maior U,. As figuras (11.6), (11.7), (11.8)
e (11.9) comparam os resultados da dLDA com os do Monte Carlo quéntico (QMC, quantum
Monte Carlo) [15], expansao perturbativa [14], variacional de Gutzwiller [79], e extrapolagao
de Ogata [80], respectivamente.® Estas comparacoes apresentam um resultado surpreendente:
o formalismo do funcional ldo pardmetro de ordem, com a aproximagao (11.32), produz resul-
tados tao bons quanto os de Monte Carlo!! Isto é excelente, pois do ponto de vista do custo
computacional, sem didvida, o formalismo DFT é em muito superior ao QMC. Uma evidéncia
disto € que nos poucos trabalhos em que se aplicam esté cdlculo variacional ao estudo do modelo
de Hubbard-Peierls, sdo apresentados poucos resultados numéricos, i.e., pontos (wp, U), uma

indicagao das dificuldades deste método. A dLDA, por outro lado, & de facil implementacio

80s dados, utilizados para fazer estas quatro comparagoes, foram retirados da Tabela II do artigo de
Ogata.[80] Como em cada trabalho usou-se valores diferentes para K, nao foi possivel comparar simultane-

amente todos os métodos.
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computacional e permite obter em poucos minutos uma curva wy vs U praticamente continua.
Nenhum dos outros métodos citados, i.e., expansao perturbativa, variacional de Gutzwiller, e

extrapolaciao de Ogata, superam o formalismo do funcional do pardmetro de ordem.

Para uma melhor ilustra¢do do poder desta nova ferramenta de cdlculo, consideraremos o
seguinte comentario de Ogata sobre o valor U, da correlagao para o qual a dimerizacao wy é
-mé.xima. Segundo a extrapolagio de Ogata, Fig.(11.9), o méximo ocorre para um valor U, ~ 2.5.
Ogata entdo comenta que o resultado de sua extrapolacéo é consistente com as simulagoes de
Monte Carlo quéntico [15] porém nao com os resultados de outros cdlculos [81][82], para os
quais o méximo ocorre em [/, ~ 4. A solugao da polémica é que U, depende de K, como sugere

o trabalho de Jeckelmann e Baeriswyl [74] e & endossado pelos resultados da dLDA, Fig.(11.10).

Quanto ao porque da interacao elétron-elétron” favorecer a quebra de simetria, os pesquisa-
dores estao divididos [76][83]-[92]. Uma parte diz que este resultado é um artefato do modelo
Hubbard ac tratar a interagao eletrénica apenas localmente. Toda.via, outros, justificam o
modelo pelo seu sucesso em descrever, com apenas trés pardmetros, a, U, e {, uma grande var-
iedade de experimentos no Polia,cetileno, incluindo a transicao metal-isolante [74]. Um segundo
argumento da defesa é que para uma largura de banda estreita, Fig.(2.2), como é o caso dos

polimeros, a interagao de Hubbard é o termo dominante.®

Apesar do sucesso do modelo de Hubbard-Peierls, é ébvio que ele ndao pode descrever todos
experimentos. Isto & realmente certo para o transporte eletrénico que depende sensivelmente do
grau de ordem em diferentes escalas de comprimento [93]. E também verdade para a espectro-
scopia Stica para a qual as larguras, posicdes e intensidades de certos picos ou anisotropias po-
dem dar valiosas informagcoes sobre efeitos das flutuagoes quénticas, acoplamento entre cadeif'a,s,
comprimento de conjugacao, cargas das impurezas, e assim por diante. Portanto, dependendo

da sitnacao especifica, haverd a necessidade de se adicionar outros termos de interagao ao termo

"Neste trabalho usamos as palavras correlagio eletronica e interacio eletronica como sendo sindnimas. Na

literatura do formalismo DFT o termo correlagio é nsado para rotular a correciio da energia a aproximagéo de

, Hartree-Tock.

8Apesar da interacdo de Hubbard ser dominante, a interagdo de vizinhos préximos, ie., V Ef:l Tiiflip1, &

também relevante para polimeros. A sua exclusao é uma grande deficiéncia do modelo de Hubbard-Peierls.
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de Hubbard.
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Figura 11.6: Resultados da dLDA e Monte Carlo para a dimerizagao (wp) versus intensidade da
interacao elétron-elétron () em uma rede de Hubbard-Peierls no limite termodindmico. Como mostra
esta figura, os resultados dLLDA estao dentro ou muito préximos da faixa de erro do célculo de Monte

Carlo.
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Figura 11.7: Resultados da dL.DA e cdlculo pertubativo para a dimerizagao (o) wersus intensidade
da, interacio elétron-elétron (/) em uma rede de Hubbard-Peierls no limite termodinémico. Na regigo
em que o célenlo pertubativo é vélido, i.e., para pequenos valores de U, a dLDA reproduz com

exatiddo os resultados do célculo perturbativo.
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Figura 11.8: Resultados da dLDA e do cdlculo variacional de Gutzwiller para a dimerizagio (wg)
versus intensidade da interacao elétron-elétron (U} em uma rede de Hubbard-Peierls no limite ter-
modindmico. O variacional de Gutzwiller € bom no regime de fraca interacéo, neste regime a dLDA

reproduz seus resultados.
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Figura 11.9: Resultados da dL.DA e extrapolacio de Ogata para a dimerizagao (wg) versus intensidade
da interagdo elétron-elétron (U} em uma rede de Hubbard-Peierls no limite termodinadmico. De acordo

com esta figura, a extrapolacio proposta por Ogata e os resultados dLDA estio muito préximos,

principalmente para pequenas intensidades da interacao eletrénica.
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Figura 11.10: Célculo da dLLDA para a interacéo eletrénica U,, correspondente 4 méxima dimerizacio,
em funcio da constante eldstica K. Os dados foram obtidos com uma preciséo de +0.1 e a curva
¢ apenas um guia para os olhos. Sendo pioneira, esta curva poders servir para comparar a dLDA
com outros métodos. Por momento, o cdleulo Monte Carlo, Fig.(11.6), e a extrapolacio de Ogata,
Fig.(11.9), estimam para K ~ 3 um valor U, ~ 2.5[80], resultado coerente com o calculado com a

dLDA, UEPA — 9 4 + 0.1,
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Capitulo 12

Conclusao

12.1 Sumadrio de Resultados

Neste trabalho estendemos o formalismo da teoria do funcional da densidade para o modelo
de Hubbard-Peierls, no qual interpretamos o nimero de ocupagéo. n; como sendo andlogo &
densidade n(r) do caso continuo. Provamos o teorema de Hohenberg ¢ Kohn e escrevemos o
esquema de Kohn e¢ Sham em termos de n;. Construimos entdo uma aproximagao da densi-
dade local (LDA) para a energia de troca-correlacao do modelo - para isto usamos o modelo
de Hubbard no limite L — cc para definir o sistema homogéneo equivalenté ao gis homogé-
neo de elétrons do caso continuo. Testamos a LDA para cadeias nao-dimerizadas, finitas e
niio-homogéneas e verificamos que esta aproximagao produz resultados muito bons para VArios
valores da interacio eletrénica (U) ¢ demais parfmetros do modelo, i.e., tamanho da rede e po-
tencial externo [94][95]. Entretanto, como no caso contfnuo, verificamos que esta aproximacao
é incapaz de descrever a fase dimerizada do sistema. Para isto, desenvolvemos um formalis-
mo do funcional da matriz densidade usando como vari4vel bésica o pardmetro de ordem da
transicao de fase. Construimos uma aproximagao para a energia de troca-correlagao em ter-
mo do pardmetro de ordem e mostramos que este novo formalismo descreve muito bem a fase

dimerizada do sistema.
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12.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Em anos recentes, novas técnicas experimentais tornou realidade o crescimento de nanos-
truturas topologicamente unidimensionais, tais como fios quénticos e nanotubos de carbono.
Entretanto, apesar do rétulo “unidimensional” lembrar simplicidade, na pratica o estudo destes
sistemas mostrou-se complexo desde que nao-homogeneidades devern ser levadas em conta. Co-
mo exemplo de sistemas unidimensionais nao-homogéneos, com vista a aplica¢des como diodos
ou transistores, temos a recente onda de fabricagao de heterojungdes de nanotubos de carbono
[96]. Levando esta idéia um passo adiante, podemos considerar um outro tipo de heterostrutura:

uma super-rede.

Os efeitos da correlagao eletrénica tém sido introduzidos em super-redes através de modelos

unidimensionais do tipo-Hubbard, conhecidos como super-redes de Hubbard [97]-{100],

L L
H=- Z Z tiis1(ClyCip10 + B + Z Usiiir s (12.1)
i=1

i=1 g=1,]
que consiste de um arranjo periédico de sftios com correlagdo U;. A despeito da simplicidade
deste modelo, fatos interessantes foram descobertos em extremo contraste com o sistema ho-
mogéneo [101]. Aqui h4 um grande potencial de aplicacdo do formalismo desenvolvido neste
trabalho: Uma vez que a interacéo eletroénica continua sendo local espera-se que jé na aproxi-

macao da densidade local os resultados sejem bouns.

QOutra sugestao seria estender o formalismo do parfmetro de ordem para o liquido de Luttin-
ger, i.e, preenchimento de-banda diferente da banda semi-preechida. Com esta generalizacao
poderiamos estudar a contribuicio da correlacio (gap de Mott) e da dimerizacao (gap de Pelerls)
para o gap total do modelo, complementando assim o estudo que fizemos no capitulo 9. No
entanto, antes de todas estas aplicacoes e outras, seria adequado obter primeiro uma melhor
parametrizacido para a energia total do sistema homogéneo em func¢ao da densidade. Esta
parametrizacao deve ser tal que a LDA, obtida a partir dela, reproduza o gap exato do sistema
homogéneo. Também, do mesmo modo que fizemos com a LDA, serd imediato transferir a
, aproximacao LSDA e o SIC (Self-Interaction-Correction) [102] para o formalismo da teoria do

funcional da densidade no contexto do modelo de Hubbard-Peierls.
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Finalmente, o maior desafio ser4 transferir o formalismo do funcional do pardmetro de ordem
para tratar a molécula do poliacetileno no contexto de cdlculos ab initio. Qual seria o anslogo

do par&metro de ordem d; neste caso? Se fizermos uma tradugéo ao pé da letra, assim como
N
2
ni «— n(r) = > o, (r)]
i=1
- terfamos que

d; — d(r) = Zso; r) v, (r
ou
d(r) = lim y(r,r'), (12.2)

em que ¥(r, r’') é a matriz densidade de muito-corpos. Entretanto, o mais razodvel serd encontrar
o parémetro de ordem no préprio contexto do célculo ab initio, ficando (12.2) apenas como uma

primeira sugestao.
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