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Resumo

SOARES, P. M. S. B. Decoerência e recoerência da dinâmica de estados quânticos: in-fluência da injeção de ruído estocástico. 2014. 56 p. Dissertação (Mestrado em Ciências)- Instituto de Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2014.
A aplicação da Mecânica Quântica para o processamento de informação chamou a aten-ção para o problema da perda de características quânticas e, conseqüentemente, estimulouos estudos de tal fenômeno. Desde então, uma das maiores dificuldades neste campo éresponder a pergunta: Como entender a interação entre sistema e ambiente? Em sis-temas quânticos abertos tal interação é responsável pelo fenômeno da decoerência, quetransforma um estado quântico inicialmente puro em uma mistura estatística de estadospossíveis. Banhos térmicos são comumente utilizados para modelar a influência inevi-tável do ambiente e descrever matematicamente seus efeitos. Muitos estudos têm sidorealizados no sentido de construir mecanismos que evitam a perda de informação para oambiente, recuperando-se a potencialidade oferecida pelo mundo quântico. Assim, seriapossível a utilização de um ruído estocástico para anular os efeitos do ruído térmico? Emoutras palavras, queremos construir um ambiente artificial onde a ação do banho térmicoé minimizada devido à presença de um campo estocástico. O objetivo deste trabalho éinvestigar a influência da injeção de um ruído estocástico colorido na dinâmica de umoscilador harmônico em contato com um banho térmico, quando o sistema de interesseé preparado em um estado coerente. Nós faremos isso através de uma equação mestraquântica, abordando-a com o auxílio da representação P de Glauber-Sudarshan. Serásugerido que a recoerência causada pelo ruído estocástico colorido é uma assinatura danão-Markovianidade.
Palavras-chave: Decoerência. Recoerência. Ruído estocástico. Informação quântica.





Abstract

SOARES, P. M. S. B. Decoherence and recoherence in quantum states dynamics: influenceof the injection of a stochastic noise. 2014. 56 p. Dissertação (Mestrado em Ciências) -Instituto de Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2014.
The application of Quantum Mechanics to information processing called attention to theproblem of losing quantum characteristics and, consequently, stimulated the studies ofsuch phenomenon. Since then, one of the biggest difficulties in this field is to answerthe question: How can the interaction between system and environment be understood?In open quantum systems such interaction is responsible for the decoherence phenome-non, which turns a quantum pure initial states into a statistical mixture of possible states.Thermal environments are commonly used to model the unavoidable influence of the envi-ronment and to mathematically describe its effects. Many studies have been done in orderto build a mechanism that avoids the loss of information to the environment, recoveringthe potentiality offered by the quantum world. Thus, would be possible to use a stochasticnoise to cancel the thermal noise effects? In other words, we want to build an artificialenvironment where the action of the thermal bath is minimized due to the presence of astochastic field. The purpose of this work is to investigate the influence of the injection of acolored stochastic noise in the dynamics of a harmonic oscillator in contact with a thermalbath, when the system of interest is initially prepared in a coherent state. We are goingto do this through a Glauber-Sudarshan P-representation approach to a quantum masterequation. It will be suggested that the recoherence caused by the colored stochastic noiseis a signature of non-Markovianity.
Keywords: Decoherence. Recoherence. Stochastic noise. Quantum information.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO
Sistemas quânticos abertos e suas características dinâmicas têm atraído bastante aten-ção atualmente. Isso se dá porque o praticamente inevitável acoplamento entre o sistemaquântico de interesse e o ambiente no seu em torno leva a uma destruição da coerênciae do caráter quântico.1 Características essas que são fundamentais para o aumento dacapacidade e/ou da eficiência das possíveis aplicações tecnológicas no processamento dainformação.2,3 Em outras palavras, se a informação codificada no sistema quântico forperdida para o ambiente, sua aplicabilidade deixa de ser superior a que qualquer sistemaclássico pode nos dar. Assim, o entendimento acerca da interação sistema-ambiente eseus efeitos tal como a decoerência4,5 e a dissipação, pode levar ao desenvolvimento detécnicas ou dispositivos capazes de manter essas tão desejadas características quânticase, consequentemente, a uma maior eficiência dos processos.6Contudo, em alguns casos, a informação perdida pode ser recuperada, ao menos par-cialmente.7,8 Cabe notar que a dinâmica de um sistema quântico aberto é tipicamentedescrita a partir da aproximação de Born-Markov o que leva a uma equação mestra naforma de Lindblad.1 Essa aproximação deixa de fora possíveis efeitos de memória, tal comoa recoerência, não permitindo uma correta descrição da dinâmica do sistema. Sistemas queapresentam esse efeito de recoerência têm sido chamados de sistemas quânticos abertosnão-Markovianos9,10 e suas aplicabilidades no processamento da informação quântica têmsido amplamente especuladas nos dias de hoje. Esse efeito de memória pode surgir tantonaturalmente quanto pode ser induzido. Desenvolver métodos de indução do mesmo temgrande valia, pois transformam dinâmicas de sistemas que a priori não teriam utilidadedevido à decoerência em dinâmicas que preservam as características quânticas originais
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e, portanto são úteis para as tecnologias quânticas.A proposta dessa dissertação é estudar a dinâmica de um sistema aberto, nomeada-mente um oscilador harmônico acoplado a um conjunto de outros osciladores harmônicosque descrevem matematicamente um ambiente em que é permitida a troca de energia,e um método de promover a recoerência do estado quântico original. Essa recoerênciaserá induzida pelo bombeio de um ruído estocástico colorido no sistema o que, de certaforma, é contra intuitivo. Discutiremos os aspectos não-Markovianos dessa nova dinâ-mica e indicaremos assinaturas do mesmo. As consequências deste bombeio também serãomostradas.A dissertação está organizada da seguinte forma. No Capítulo 2, faremos uma apresen-tação dos conceitos fundamentais, ou seja, do ferramental matemático para o entendimentoda dinâmica do sistema. No Capítulo 3, apresentaremos o sistema aberto de interesse eencontraremos a equação mestra que rege sua dinâmica. No Capítulo 4, apresentaremos oruído estocástico colorido e encontraremos também a equação mestra que descreve a dinâ-mica causada pelo mesmo. Por fim, ainda neste capítulo, vamos comparar a ação das duasdinâmicas no estado inicial do oscilador harmônico e mostraremos que em determinadascircunstâncias podemos induzir o efeito de recoerência.



CAPÍTULO 2

CONCEITOS FUNDAMENTAIS
2.1 O formalismo do operador densidade

A teoria quântica é capaz de prever os resultados de uma medida e valores médiosde observáveis a partir do conhecimento do estado em que o sistema de interesse seencontra. De maneira conveniente, escrevemos |ψ〉 utilizando a base de auto-estadoscomum aos observáveis que particularmente estamos interessados:
|ψ〉 =∑

k

ck |Φk〉 . 〈Φj |Φk〉 = δj,k (2.1)
Uma vez que possamos repetidas vezes preparar o sistema de interesse em qualquer super-posição coerente de tais auto-estados, obteremos os respectivos auto-valores com proba-bilidade de ocorrência |ck |2. Tais características constituem a máxima informação possívelacerca de um sistema quântico, o que faz com que estados como (2.1) sejam conhecidoscomo puros e possuam dinâmica governada pela equação de Schrödinger:

ı~ ddt |ψ(t)〉 = H|ψ(t)〉 , (2.2)
onde H é o Hamiltoniano do problema.11

Em sistemas quânticos abertos não há garantia de que as variáveis envolvidas durantea preparação do vetor de estado comutam entre si, o que consequentemente provoca incer-teza sobre a medida dos observáveis de interesse.12,13 Para caracterizar esta informação
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incompleta, associamos probabilidades pn à estados puros |ψn〉, que são normalizados masnão necessariamente ortogonais, constituindo assim um ensemble de estados quânticos.Caso deseja-se calcular o valor esperado de um certo observável O, é necessário ponderara contribuição de cada um dos estados do ensemble:

〈O〉 =∑
n
pn〈ψn|O|ψn〉 .

∑
n
pn = 1 (2.3)

Quando um sistema físico não pode ser descrito através de um único |ψ〉, dizemos que omesmo se encontra em uma mistura estatística de estados quânticos.14
Para uma descrição completa e coerente com a condição estatística de alguns sistemasquânticos, utilizamos o operador densidade:15

ρ =∑
n
pn|ψn〉〈ψn| (2.4)

Note que o estado puro é um caso particular, onde apenas um micro-estado possui probabi-lidade não nula. A escolha arbitrária de uma base nos permite dar ao operador densidadeuma representação matricial em {|Φk〉} :
〈Φi|ρ|Φj〉 =∑

n
pnc(n)

i c
∗(n)
j , (2.5)

onde os elementos diagonais (i = j) são positivos definidos e recebem o nome de popula-ções. Esses elementos são interpretados como a probabilidade do sistema ser encontradoem um dos auto-estados do conjunto de observáveis que define a base. A assinaturaquântica da superposição de estados se apresenta por meio dos elementos não-diagonais(i 6= j), ou coerências.16 De (2.5) percebe-se claramente que ρ é hermitiano e que apobablidade é conservada, ou seja Trρ = 1. Esta nova ferramenta traz consigo toda ainformação sobre o ensemble de estados puros, facilitando o cálculo do valor esperado doobservável O:
〈O〉 = Tr{Oρ} . (2.6)

Uma mistura estatística é diferente de uma superposição de estados, que por si sógera um estado puro. A medida de pureza mais utilizada para distinguir entre estas duassituações é definida através de Trρ2:
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1
d ≤ Trρ2 ≤ 1 , (2.7)

onde d é a dimensão do espaço de Hilbert do sistema de interesse. Estados puros possuirãonaturalmente Trρ2 = 1.Se cada estado do ensemble evolui temporalmente segundo (2.2), então teremos aseguinte equação dinâmica para o operador densidade:
ı~dρ(t)

dt = [H, ρ(t)] . (2.8)
Em especial para Hamiltonianos independentes do tempo, a equação de Liouville-vonNeumann (2.8) é solucionada por:

ρ(t) = U(t, to)ρ(to)U† (t, to) , U(t, to) = e−ıH(t−to)/~ (2.9)
onde U(t, to) é o operador de evolução temporal e o instante arbitrário to determina acondição inicial: U(to, to) = I . Visto que a probabilidade deve ser conservada em qualquerinstante de tempo, chega-se à conclusão de que o sistema possui neste caso dinâmicaunitária: U† (t, to)U(t, to) = I .1

2.2 Oscilador Harmônico

Sob o ponto de vista da formulação clássica do problema, trata-se da solução apro-ximada para a dinâmica de uma partícula de massa m suficientemente próxima ao pontode equilíbrio estável de um potencial unidimensional V (X ) o qual está está submetida.Fixadas as suas condições iniciais de posição e momento, executará movimento harmônicosimples em torno do equilíbrio, limitando-se aos pontos de retorno permitidos. O osciladorharmônico (OH) é frequentemente utilizado para modelar sistemas físicos que sob certascondições podem ser descritos por um Hamiltoniano da forma:
H = P22m + mω2

oX 22 , (2.10)
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onde ωo é a frequência natural de oscilação.No contexto da Mecânica Quântica, costuma-se tratar o Hamiltoniano acima utilizandooperadores não-hermitianos definidos em termos dos observáveis posição e momento.11

a = 1√2
[√

mωo
~
X + ı√

m~ωo
P
] e (2.11a)

a† = 1√2
[√

mωo
~
X − ı√

m~ωo
P
]
. (2.11b)

Lembrando que tais observáveis obedecem a regra de comutação [X,P ] = ı~, reescrevemos(2.10) de acordo com as definições acima de a e a† :
H = ~ωo

(
a†a+ 12

)
. [a, a† ] = 1 (2.12)

Os estados que formam a base diagonal à H são chamados de estados de número:
{|n〉} , 〈m|n〉 = δm,n m,n ∈ N (2.13)

cujo nome provém da interpretação física do espectro de auto-valores de N = a†a comosendo o número de excitações no sistema.17 Logo, N também é conhecido como operadornúmero. É possível mostrar que formam uma base completa:
∑
n
|n〉〈n| = I (2.14)

e que a |n〉 e a† |n〉 também são auto-estados de N com seus respectivos auto-valoresdiminuido e aumentado. Tal resultado implica em
a |n〉 = √n |n− 1〉 e (2.15a)

a† |n〉 = √n+ 1 |n+ 1〉 , (2.15b)
logo a e a† recebem os nomes de operador de destruição e criação.18,19
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2.3 Estados coerentes do oscilador harmônico

Uma partícula clássica tem seu estado completamente especificado num espaço defases. Em contrapartida, encontra-se limitações na descrição quântica da mesma. Posiçãoe momento formam um par de observáveis que não comutam entre si, não sendo possívelobter informação simultânea sobre as duas grandezas físicas:12,13

∆X∆P ≥ ~2 , (2.16)
onde ∆X e ∆P são as variâncias associadas às mesmas. Conhecer uma delas implica emter incerteza sobre a outra.É notável a busca por estados quânticos capazes de reproduzir o comportamento clás-sico. Estados quase-clássicos ou coerentes, como também são conhecidos, promovem acorrespondência entre os valores médios dos principais observáveis e seus respectivos re-sultados clássicos. Define-se o estado coerente de um oscilador harmônico como sendo oauto-estado do operador destruição18,19 (2.11a):

a |αo〉 = αo |αo〉 , αo ∈ C (2.17)
onde o autovalor αo está relacionado às condições iniciais de posição e momento de umOH clássico, sendo utilizado para parametrizar o mesmo no espaço de fases.Como previsto, os valores médios dos observáveis posição, momento e energia de umOH que se encontra inicialmente em |αo〉 são idênticos aos clássicos. A única ressalva é odesconto da energia do vácuo em 〈H〉 para que assim tenhamos a equivalência desejada.Além disso, o estado coerente (2.17) corresponde à um pacote de onda gaussiano deincerteza mímina e independente do tempo: ∆X∆P = ~/2. Logo, o pacote de ondamantém a sua forma inicial e para |αo| � 1 descreve um OH macroscópico.12,19

As propriedades do estado coerente |αo〉 são melhor entendidas expandindo-o numabase de estados ortonormais. A base formada pelos auto-estados de H (2.13) é a escolhamais apropriada:
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|αo〉 = e−|αo|2/2∑

n

(αo)n√
n! |n〉 . (2.18)

De (2.18) obtemos a evolução temporal: |αo(t)〉 = |αoe−ıωot〉, onde mais uma vez ocorreanalogia com a dinâmica do OH clássico no espaço de fases.12 O módulo quadradodos coeficientes da expansão mostra que |αo〉 segue uma distribuição de probabilidadespoissoniana:20

P(n) = e−|αo|2 |αo|
2n

n! , (2.19)
onde |αo|2 define o número médio de excitações neste estado. Por outro lado, pode-segerar um estado coerente a partir do estado de vácuo:

|αo〉 = D[αo] |0〉 , D[αo] = exp(αoa† − α∗oa) (2.20)
onde D[αo] é o operador deslocamento.18,19 Talvez a propriedade mais interessante dosestados coerentes provenha do fato deles serem normalizados, porém não-ortogonais entresi. Isto fica evidente ao calcularmos o produto escalar:

〈αo|βo〉 = e−|αo−βo|2/2 . αo, βo ∈ C (2.21)
Com o auxílio da não-ortogonalidade (2.21) e da relação de completeza para os estadoscoerentes:

1
π

∫
d2α|α〉〈α| = I , d2α = dRe{α}dIm{α} (2.22)

qualquer estado |αo〉 pode ser expandido em termos de outros estados do contínuo, umindicativo de que a base é supercompleta.



2.4 A representação P de Glauber-Sudarshan 27
2.4 A representação P de Glauber-Sudarshan

Mesmo descrevendo aspectos inerentes da Mecânica Quântica, apresentados na formadas coerências, o operador densidade possui características estatísticas que tornam ine-vitável a sua comparação com uma distribuição clássica de probabilidades. Esta interfaceentre o clássico e o quântico requer uma nova abordagem que estabeleça uma correspon-dência entre operadores e funções ordinárias, de forma que valores médios de observáveispodem ser calculados através de métodos estatísticos clássicos.Para a construção da representação P de Glauber-Sudarshan, consideremos a basede auto-estados do operador destruição. Conforme comentado na seção (2.3), os estadoscoerentes do oscilador harmônico não são ortogonais e constituem uma base supercom-pleta.18,19 Portanto, é possível escrever o operador densidade como uma soma diagonal deestados coerentes:
ρ = ∫ d2α|α〉〈α|P(α, α∗) . d2α = dRe{α}dIm{α} (2.23)

A expansão (2.23) não necessariamente exclui os elementos não-diagonais do operadordensidade. Para isso, deveríamos escreve-lo utilizando a sua base de auto-estados.Ao impormos a condição de normalização para o operador densidade, Trρ = 1, nota-seque a função P(α, α∗) faz o papel análogo ao de uma distribuição clássica de probalidades:
∫
d2αP(α, α∗) = 1 , d2α = dRe{α}dIm{α} (2.24)

podendo ser utilizada para o cálculo de valores médios de observáveis, desde que estejamnormalmente ordenados:22

ON(a, a† ) =∑
j,k

Cj,k (a† )jak , (2.25)
ou seja, os operadores de criação à esquerda e os de destruição à direita. Distribuições dequase-probabilidade como a função P(α, α∗) recebem tal nome por violarem alguns axiomasde Kolmorogov da teoria de probabilidades.21 Possuem regiões no espaço de fases ondeassumem valores negativos, e outras que não representam estados mutualmente exclusivos,
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contradizendo respectivamente o primeiro e o terceiro axioma.Continuando a busca por analogias com distribuições probabilidades clássicas, nosvoltamos para o conceito de função característica.20 Sua existência muitas vezes faci-lita o cálculo dos momentos da distribuição, e por definição, pode ser obtida através datransformada de Fourier da mesma. Na representação de Glauber-Sudarshan, a funçãocaracteristica normalmente ordenada23

χN(z, z∗) = Tr{ρeza†e−z∗a} (2.26)
é a maneira alternativa de encontrarmos a distribuição de quase-probabilidade:

P(α, α∗) = 1
π2
∫
d2z ez∗α−zα∗χN(z, z∗) d2z = dRe{z}dIm{z} . (2.27)

Caso exista, a transformada de Fourier bi-dimensional de χN(z, z∗) (2.27) define univo-camente a relação entre P(α, α∗) e o operador densidade. Por meio de (2.4) calcula-setambém os valores médios de todas as possíveis combinações normalmente ordenadas de
a e a† :

〈(a† )jak〉 = (−1)k ∂j+k
∂zj∂(z∗)k χN(z, z∗)∣∣∣∣

z=z∗=0 , (2.28)
onde uma delas nos é mais interessante por se tratar do valor médio do operador número.



CAPÍTULO 3

SISTEMA QUÂNTICO SOB A AÇÃO DEUM BANHO TÉRMICO E O PAPEL DAINJEÇÃO DE RUÍDO ESTOCÁSTICO
3.1 O oscilador harmônico dissipativo

No estudo de fenômenos quânticos que envolvem a troca de energia entre sistema deinteresse e o ambiente, um banho térmico composto por infinitos osciladores harmônicosdesacoplados é o modelo mais utilizado. Logo, o Hamiltoniano do banho é descrito por
HB = ~

∑
k

ωkb†kbk , [bj , b†k ] = δj,k (3.1)
onde os operadores bk e b†k são responsáveis respectivamente por destruir e criar umaexcitação com energia ~ωk , enquanto o operador b†kbk conta o número de excitações coma mesma energia. Apesar de abstrato, tal modelo fornece resultados coerentes com o queé observado na natureza.1,6

Um oscilador harmônico quântico (OH), discutido com detalhes na seção (2.2), interagecom os infinitos modos de um banho térmico da seguinte forma: a cada excitação destruídano sistema de interesse, outra é criada em cada modo do banho, e vice-versa. Portanto, oHamiltoniano a ser estudado é
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H = ~ωoa†a+ ~

∑
k

ωkb†kbk︸ ︷︷ ︸
Ho: evolução livre

+ ~
∑
k

gk
(
ab†k + a†bk

)
︸ ︷︷ ︸V: interação entre o OH e o banho

, (3.2)
onde gk é a constante de acoplamento entre o OH e o k-ésimo modo do banho.18,23

É conveniente tratar Hamiltonianos similares à Eq.(3.2) utilizando a representação deinteração.17 Para isso, primeiramente definimos o operador unitário
Uo(t, 0) = e−ıHot/~ . U†o (t, 0)Uo(t, 0) = I (3.3)

A mudança de representação faz com que nos preocupemos somente com a interação entreo OH e o banho, além de preservar a equação dinâmica para o operador densidade:
dρ(I)(t)
dt = − ı

~
[H(I)(t), ρ(I)(t)] , (3.4)

onde ρ(I)(t) = U†o (t, 0)ρ(t)Uo(t, 0) e H(I)(t) = U†o (t, 0)VUo(t, 0) são respectivamente ooperador densidade e o Hamiltoniano escritos na nova representação. Com o auxílio doteorema de Baker-Hausdorff-Campbell encontramos H(I)(t) para o nosso problema:
H(I)(t) = ~

[
aΓ† (t) + a†Γ(t)] . Γ(t) =∑

k

gkbkeı(ωo−ωk )t (3.5)

3.1.1 A hipótese de acoplamento fraco entre o sistema de interesse e o

banho térmico

As dimensões do banho são supostamente muito maiores em comparação com o sistemade interesse (OH), haja vista que o primeiro possui infinitos graus de liberdade. Assim, énatural imaginarmos que a informação sobre o banho contida em ρ(I)(t) permaneça inalte-rada durante a evolução dinâmica do conjunto (OH + banho):
ρ(I)(t) ≈ ρ(I)

S (t)⊗ ρB . ρB = e−HB /kBTTrB {e−HB /kBT} (3.6)
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Esta aproximação é também conhecida como: hipótese de acoplamento fraco sistema-banho.1Antes de prosseguirmos, lembremos que buscamos por uma equação dinâmica parao operador densidade reduzido, obtido facilmente através de ρ(I)

S (t) = TrB{ρ(I)(t)}.15 Aoperação de traço parcial sobre os graus de liberdade do banho contabiliza os efeitos domesmo sobre o sistema de interesse (OH), porém o Hamiltoniano que nos interessa (3.5)não contribui em primeira ordem para a dinâmica reduzida: 〈H(I)(t)〉B = TrB{H(I)(t)ρB} = 0.Este aparente entrave é resolvido expandindo interativamente (3.4) até a segunda ordem:
dρ(I)(t)
dt = − ı

~
[H(I)(t), ρ(I)(0)]− 1

~2
∫ t

0 dt1[H(I)(t), [H(I)(t1), ρ(I)(t1)]] . (3.7)
Como já esperado, haverá somente contribuição do segundo termo do lado direito:

dρ(I)
S (t)
dt = − 1

~2
∫ t

0 dt1TrB {[H(I)(t), [H(I)(t1), ρ(I)
S (t1)⊗ ρB ]]} . (3.8)

Ao se calcular o traço parcial sobre duplo comutador no integrando de (3.7), nota-se o surgimento das correlações 〈Γ(t)Γ(t1)〉B , 〈Γ(t)Γ† (t1)〉B , 〈Γ† (t)Γ(t1)〉B , 〈Γ† (t)Γ† (t1)〉B eseus respectivos complexos conjugados. Como exemplo, vamos aqui mostrar que 〈bjbk〉B eobviamente 〈b†j b†k 〉B são identicamente nulos:

〈bjbk〉B = TrB{bjbkρB}= ∑
{n}

〈n1, ..., nj , nk , ...|bjbkρ1 ⊗ ...⊗ ρj ⊗ ρk ⊗ ...|n1, ..., nj , nk , ...〉
= ∑

nj ,nk

ρ(nj )ρ(nk )〈nj , nk |bjbk |nj , nk〉
= 0 ∀(i, j) , (3.9)

o que nos leva à: 〈Γ(t)Γ(t1)〉B = 〈Γ† (t)Γ† (t1)〉B = 0. Deixamos à cargo do leitor ademonstração de 〈b†j bk〉B = n̄kδj,k , onde é o número médio de excitações do k-ésimo mododo banho, descrito pela distribuição de Bose-Einstein.18,23 Portanto:
〈Γ(t)Γ† (t1)〉B =∑

k

g2
keı(ωo−ωk )(t−t1) (n̄k + 1) e (3.10a)
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〈Γ† (t)Γ(t1)〉B =∑

k

g2
ke−ı(ωo−ωk )(t−t1)n̄k . (3.10b)

3.1.2 A aproximação de Born-Markov e a equação mestra quântica na

forma de Lindblad

Os processos chamados markovianos são caracterizados pela total ausência de memó-ria.20 Classicamente, apenas é necessário o conhecimento da distribuição inicial de pro-babilidades para que possamos prevê-la em tempos futuros. Em analogia com a equaçãode Fokker-Planck, desejamos que a equação mestra quântica para o sistema de interesse(OH) possua as mesmas características markovianas. Para que a Eq.(3.8) se transformeem uma equação somente diferencial, faremos a seguinte hipótese: ρ(I)
S (t1) não sofre mu-dança significativa durante o intervalo de tempo em que as funções de correlação do banhocontribuem para o integrando. Neste caso, podemos fazer a mudança:

ρ(I)
S (t1) −→ ρ(I)

S (t) , (3.11)
conhecida como aproximação de Born-Markov.1Por se tratar de um modelo microscópico, é impossível ter acesso à informações como:os valores das constantes de acoplamento gk ou a frequência ωk de cada modo do banho.Apesar disso, podemos fazer algumas considerações sobre a distribuição do espectro. Ad-mitindo que as frequências do banho sejam muito próximas umas das outras, tomamos olimite para o contínuo:

∑
k

{...} −→
∫ ∞

0
dω2π σ (ω){...} , (3.12)

onde σ (ω) é a densidade espectral do banho. Geralmente, a literatura apresenta banhostérmicos de densidade espectral constante. Tal escolha torna a ação do banho uniformepara qualquer faixa de frequências, o que significa dizer que o mesmo injeta ruído térmicobranco sobre o sistema de interesse (OH).
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A passagem para o contínuo na Eq.(3.12) tem como consequência imediata a soluçãoanalítica das integrais relacionadas às funções de correlação do banho dadas nas Eqs.(3.10a) e (3.10b). Particularmente para 〈Γ† (t)Γ(t1)〉B temos:

∫ t

0 dt1〈Γ† (t)Γ(t1)〉B = ∫ t

0 dt1
∫ ∞

0
dω2π σ (ω)g2(ω)e−ı(ωo−ω)(t−t1)n̄(ω) . (3.13)

A presença da exponencial oscilante no integrando faz com que a contribuição das funçõesde ω seja somente relevante para ω ∼ ω0. Podemos então fatorar σ (ω0)g2(ω0)n̄(ωo) eestender o limite inferior de integração em ω ao infinito negativo, encontrando um resultadoaproximado para a Eq.(3.13):
∫ t

0 dt1〈Γ† (t)Γ(t1)〉B ≈ σ (ω0)g2(ω0)n̄(ωo)2 . (3.14)
O procedimento para 〈Γ(t)Γ† (t1)〉B é análogo ao apresentado.Retornando para a representação de Schrödinger,17 obtém-se finalmente a equaçãomestra quântica na forma de Lindblad1 para o sistema de interesse (OH):

dρS(t)
dt = −ıωo[a†a, ρS(t)]

+γ[n(ω0) + 1]2 [2aρS(t)a† − a†aρS(t)− ρS(t)a†a]
+γn(ω0)2 [2a†ρS(t)a− aa†ρS(t)− ρS(t)aa† ] , (3.15)

onde γ = σ (ω0)g2(ω0) é a taxa de atenuação devido às interações microscópicas com obanho e evidentemente:
n(ω0) = 1

e
~ωo
kBT − 1 . (3.16)

O segundo e o terceiro termo do lado direito da Eq.(3.15) estão respectivamente relacio-nados aos fenômenos de emissão (estimulada e espontânea) e absorção, já que mesmo daausência de excitações térmicas (T = 0), o sistema de interesse (OH) continua sofrendo aação do banho.18
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3.2 O oscilador harmônico sob a ação de um bombeio es-

tocástico

Como em todo sistema quântico aberto, o Hamiltoniano do problema é formado peloHamiltoniano livre Ho e pela parte referente à interação com os graus de liberdade ex-ternos, no caso a interação estocástica Ξ(t):
H = Ho + λΞ(t) , (3.17)

onde λ é apenas um parâmetro adimensional e pode ser escolhido igual à unidade semcomprometer o resultado.27 Consideremos um OH sujeito à um campo estocástico deamplitude complexa u(t), que bombeia o sistema de interesse com frequência externa ω,destruindo e criando excitações aleatoriamente.28 Tal sistema é descrito pelo Hamiltonianoabaixo:
H(t) = ~ωoa†a+ ı~[e−ıωtu(t)a† − eıωtu∗(t)a]︸ ︷︷ ︸bombeio estocástico , (3.18)

onde u(t) e u∗(t) são ruídos estocásticos gaussianos de média nula.21
Mais uma vez, é útil trabalharmos na representação de interação:17

H(I)(t) = ı~[e−ı∆tu(t)a† − eı∆tu∗(t)a] , (3.19)
onde ∆ = ω − ωo é a dessintonia entre a frequência externa do bombeio e a frequêncianatural do oscilador. A mudança de representação nos leva a definir uma nova amplitudeestocástica:

ξ(t) = e−ı∆tu(t) , (3.20)
obviamente com as mesmas características estocásticas da anterior.
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3.2.1 A dinâmica do operador densidade estocástico: Teorema de No-

vikov

Características estocásticas são refletidas na evolução dinâmica do estado quântico noqual o OH foi inicialmente preparado. Convenientemente define-se um operador densi-dade estocástico ρξ (t), que satisfaz todas as propriedades conhecidas,15 e basta somenteque efetuemos a média sobre o processo estocástico 〈...〉ξ , para recuperarmos o operadordensidade tradicional:
ρS(t) = 〈ρξ (t)〉ξ . (3.21)

Utilizando a definição (3.20), substituimosH(I)(t) no comutador da equação de Liouville-von Neumann:
dρ(I)

ξ (t)
dt = [ξ(t)a† − ξ∗(t)a, ρ(I)

ξ (t)] , (3.22)
para o operador densidade estocástico já na representação de interação.17 Em seguida, aoefetuarmos a média sobre o processo estocástico, nos deparamos com termos multiplicativosda forma 〈ξ(t)ρ(I)

ξ (t)〉ξ e 〈ξ∗(t)ρ(I)
ξ (t)〉ξ no lado direito da equação abaixo.

d
dt 〈ρ

(I)
ξ (t)〉ξ = [a† , 〈ξ(t)ρ(I)

ξ (t)〉ξ ]− [a, 〈ξ∗(t)ρ(I)
ξ (t)〉ξ ] (3.23)

Termos assim são problemáticos, pois não se pode ignorar a estocastidade contida em
ρ(I)
ξ (t). Afim de encontrarmos a equação dinâmica para 〈ρ(I)

ξ (t)〉ξ , recorremos ao Teorema deNovikov, que nos permite o cálculo exato do valor médio do produto de um ruído estocásticogaussiano ξ(t) com qualquer funcional M[ξ ] do mesmo ruído29

〈ξ(t)M[ξ ]〉ξ = 〈ξ(t)〉ξ〈M[ξ ]〉ξ + ∫ t

0 dt1 C2(t, t1)〈δM[ξ ]
δξ

〉
ξ
, (3.24)

onde C2(t, t1) é o cumulante de segunda ordem do ruído ξ(t).20
É importante que prestemos atenção ao fato de que ρ(I)

ξ (t) é funcional de ξ(t) e deseu complexo conjugado. Apesar de um ser simplesmente o complexo conjugado do outro,podemos estender a definição (3.24) e sem nenhum problema tratar ρ(I)
ξ (t) como funcional
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de dois ruídos distintos. No caso do termo 〈ξ(t)ρ(I)

ξ (t)〉ξ obtém-se como resultado:

〈ξ(t)ρ(I)
ξ (t)〉ξ = ∫ t

0 dt1〈ξ(t)ξ(t1)〉ξ 〈δρ(I)
ξ (t)

δξ(t1)
〉
ξ

+ ∫ t

0 dt1〈ξ(t)ξ∗(t1)〉ξ 〈δρ(I)
ξ (t)

δξ∗(t1)
〉
ξ

. (3.25)
Como não possui interpretação física, escolhemos 〈ξ(t)ξ(t1)〉ξ = 0 sem perda de genera-lidade. Já 〈ξ(t)ξ∗(t1)〉ξ se relaciona à função de correlação.21 Com base em (3.25) e nasúltimas considerações, reescrevemos (3.23):

d
dt 〈ρ

(I)
ξ (t)〉ξ = ∫ t

0 dt1 〈ξ(t)ξ∗(t1)〉ξ
a† ,〈δρ(I)

ξ (t)
δξ∗(t1)

〉
ξ


−
∫ t

0 dt1 〈ξ∗(t)ξ(t1)〉ξ
a,〈δρ(I)

ξ (t)
δξ(t1)

〉
ξ

 . (3.26)
obtendo assim uma nova equação dinâmica para 〈ρ(I)

ξ (t)〉ξ .

3.2.2 Cálculo da função resposta e a equação mestra quântica na forma

de Lindblad

Assumindo que os ruídos estão inicialmente descorrelacionados, prosseguimos com ocálculo para encontrar função resposta27,28 δρ(I)
ξ (t)/δξ∗(t1), que surge no comutador doprimeiro termo do lado direito da equação acima. Escrevemos a forma integral da equaçãodinâmica para ρ(I)

ξ (t):
ρ(I)
ξ (t) = ρ(I)

ξ (0) + ∫ t

0 dτ [ξ(τ)a† − ξ∗(τ)a, ρ(I)
ξ (τ)] , (3.27)

e tomamos a derivada funcional com respeito a ξ∗(t1) (0 < t1 < t), obtendo:
δρ(I)

ξ (t)
δξ∗(t1) = −[a, ρ(I)

ξ (t1)] + ∫ t

t1 dτ
[
ξ(τ)a† − ξ∗(τ)a, δρ(I)

ξ (τ)
δξ∗(t1)

]
, (3.28)
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pois pela definição da derivada funcional, δξ∗(τ)/δξ∗(t1) = δ(τ− t1). Diferenciando ambosos lados com respeito à t, encontramos a equação diferencial para δρ(I)

ξ (t)/δξ∗(t1):
d
dt
δρ(I)

ξ (t)
δξ∗(t1) = [ξ(t)a† − ξ∗(t)a, δρ(I)

ξ (t)
δξ∗(t1)

] (0 < t1 < t) , (3.29)
cuja condição inicial é definida pelo primeiro termo do lado direito de (3.28).Tanto a equação acima quanto (3.22) possuem a mesma estrutura, e portanto admitemo mesmo formato de solução. Afim de contruirmos uma dinâmica unitária, procuremos poruma solução da forma:

δρ(I)
ξ (t)

δξ∗(t1) = Gξ (t, t1)δρ(I)
ξ (t1)

δξ∗(t1) G†ξ (t, t1) G†ξ (t, t1) = G−1
ξ (t, t1) (3.30)

em analogia com (2.9). É importante frisar que a construção de um operador de evoluçãotemporal para sistemas físicos com Hamiltonianos dependentes do tempo não é trivial.17
Substituindo a proposta de solução em (3.29) encontramos a equação diferencial que opropagador estocástico deve satisfazer:

dGξ (t, t1)
dt = [ξ(t)a† − ξ∗(t)a]Gξ (t, t1) , Gξ (t1, t1) = I (3.31)

solucionada através da hipótese de ordenamento temporal,13 já que H(I)(t) (3.19) nãocomuta em tempos distintos. Para o OH forçado em questão temos:
Gξ (t, t1) = exp [ıθ(t, t1)]D[υ(t, t1)] , (3.32)

onde D[υ(t, t1)] = exp(υa† − υ∗a) é o operador deslocamento,18,19 θ(t, t1) é um fator defase irrelevante e
υ(t, t1) = ∫ t

t1 dτξ(τ) , (3.33)
é responsável pelo caráter estocástico do propagador. De acordo com a informação sobre
δρ(I)

ξ (t1)/δξ∗(t1) contida em (3.28), escrevemos:
δρ(I)

ξ (t)
δξ∗(t1) = −D[υ(t, t1)][a, ρ(I)

ξ (t1)]D† [υ(t, t1)] . (3.34)
O resultado parcial para a função resposta (3.34) nos leva à uma equação dinâmica
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integro-diferencial para 〈ρ(I)

ξ (t)〉ξ . Recorremos então à reversibilidade dinâmica previstapelo propagador estocástico para expressar o operador densidade no instante intermediá-rio:
ρ(I)
ξ (t1) = D† [υ(t, t1)]ρ(I)

ξ (t)D[υ(t, t1)] . (3.35)
Basta substituir o resultado anterior em (3.34) e utilizar a propriedade D[υ]aD† [υ] = a−υ,para encontrar:

δρ(I)
ξ (t)

δξ∗(t1) = [a, ρ(I)
ξ (t)] . (3.36)

A ausência de termos multiplicativos em (3.36) possibilita que efetuemos a média sobreo processo estocástico (3.21) sem maiores problemas. Retornemos à representação deSchrödinger17 para finalmente obter a equação mestra quântica novamente na forma deLindblad:1
dρS(t)
dt = −ıωo[a†a, ρS(t)]

+η(t)2 [2aρS(t)a† − a†aρS(t)− ρS(t)a†a]
+η(t)2 [2a†ρS(t)a− aa†ρS(t)− ρS(t)aa† ] , (3.37)

desta vez para o sistema de interesse (OH) sujeito à injeção de ruído estocástico gaussianode média nula e de correlação S(t, t1) = 〈u(t)u∗(t1)〉. O coeficiente η(t) que acompanhaos termos de emissão e absorção no lado direito de (3.37) está relacionado à escolha dafunção de correlação S(t, t1),21 e é definido como
η(t) = 2∫ t

0 dt1S(t, t1) cos[∆(t − t1)] , (3.38)
onde por razões físicas temos S(t, t1) = S∗(t, t1).



CAPÍTULO 4

INFLUÊNCIA DA INJEÇÃO DE RUÍDOESTOCÁSTICO SOB A AÇÃO DOBANHO TÉRMICO
4.1 O modelo para a competição entre banho térmico e bom-

beio estocástico

A motivação para esta nova abordagem conjunta surge da possibilidade de atenuaçãodo efeito dissipativo do banho térmico devido à escolha apropriada das característicasestocásticas do bombeio. A priori, teríamos que encontrar a equação mestra quântica parao sistema de interesse (OH) neste novo cenário (banho + bombeio). Uma alternativa àeste cálculo trabalhoso é tratar os dois fenômenos como independentes:
dρS(t)
dt = −ıωo[a†a, ρS(t)] + Lbanho{ρS(t)}+ Lbombeio{ρS(t)} . (4.1)

Basta sobrepor os resultados (3.15) e (3.37) previamente obtidos, e encontrar a novaequação mestra quântica30,31 já na representação de interação:17
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dρ(I)
S (t)
dt = γ[Θ(t) + 1]2 [2aρ(I)

S (t)a† − a†aρ(I)
S (t)− ρ(I)

S (t)a†a]
+γΘ(t)2 [2a†ρ(I)

S (t)a− aa†ρ(I)
S (t)− ρ(I)

S (t)aa† ] , (4.2)
onde Θ(t) é o número efetivo de excitações, definido como:

γΘ(t) = γn(ω0) + η(t) . (4.3)
De acordo com (3.38), a escolha da função de correlação S(t, t1) define a dependên-cia temporal de η(t), e consequentemente de Θ(t). Por uma questão de simplicidade,escolhemos um ruído colorido de correlação

S(t, t1) = Ω2τc exp(−|t − t1|τc

)
, (4.4)

onde τc é o tempo de correlação.24,25 Ao executarmos o limite para τc −→ 0 na expressãoacima, recuperamos o ruído branco markoviano: S(t, t1) = Ω2 δ (t − t1). Para um bombeiocom tal característica estocástica (4.4) temos:
η(t) = Ω1 + (∆τc)2 {1− e− t

τc [cos(∆t)− ∆τc sin(∆t)]} . (4.5)
A função Θ(t) contém toda a informação sobre a influência do bombeio externo sobrea ação do banho. Para instantes de tempo tais que

∆t(p) = π(p+ 1/2) , p ∈ N (4.6)
η(t) assume valores de máximo (p par) e mínimo (p ímpar). Podemos substituir (4.6) em(4.5) e encontrar explicitamente os valores extremos de η(t):

η(p) = Ω1 + (∆τc)2
{1 + (−1)p∆τc exp [−π(p+ 1/2)∆τc

]}
. (4.7)

Estamos particularmente interessados nos valores ímpares de p, já que para qualquer ppar, η(p) é positivo definido, o que gera apenas mais dissipação. Para a existência dodesejado cenário de competição entre banho térmico e bombeio externo, devemos impor
η(p) < 0 (p ímpar), obtendo como condição necessária:
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Figura 4.1 – Padrão oscilatorio induzido no sistema de interesse (OH) pelo bombeio estocástico para ofunção de correlação escolhida (4.4). Parâmetros utilizados: Ω = 5γ, ∆ = 3γ, τc = 10γ−1.Fonte: Elaborado pelo autor.
∆τc exp [−π(p+ 1/2)∆τc

]
> 1 . p ∈ N (4.8)

Também é importante estudarmos o comportamento de Θ(t) para tempos curtos e longos.No limite de tempos curtos (γt � 1), obtém-se:
Θ(t) ' n(ω0) + Ωt

γτc
, (4.9)

uma reta de coeficiente angular sempre positivo. Tal resultado mostra a não-eficiência domodelo para tempos curtos.26 A presença do bombeio estocástico além de não atenuar oefeito do banho térmico, prejudica ainda mais o sistema. Já no regime de tempos longos(t � τc), temos o seguinte resultado assintótico:
Θ(t −→∞) = n(ω0) + Ω

γ [1 + (∆τc)2] , (4.10)
que nos leva a desconfiar que a presença do bombeio estocástico faz com que o sistemade interesse termalize a uma temperatura maior que a do banho. No entanto, isto ainda é
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apenas uma suspeita.

4.2 Cálculo da função P de Glauber-Sudarshan para o sis-

tema inicialmente em um estado coerente

Desejamos descrever o mesmo problema de forma analítica, ou seja, sem lançar mão demétodos numéricos ou técnicas de aproximação. Para tanto, utilizaremos as distribuiçõesde quase-probabilidade. Primeiramente, escrevemos o operador densidade do sistema deinteresse (OH) na representação de estados coerentes:19,23

ρ(I)
S (t) = ∫ d2α|α〉〈α|P (I)

S (α, α∗; t) , d2α = dRe{α}dIm{α} (4.11)
e substituimos em (4.2). Lembrando que

a† |α〉 = ( ∂∂α + α∗) , (4.12)
obtemos a equação diferencial para a função P de Glauber-Sudarshan.23

dP (I)
S (α, α∗; t)
dt = γ

[12
(
∂
∂α α + ∂

∂α∗α
∗
)+ Θ(t) ∂2

∂α∂α∗

]
P (I)
S (α, α∗; t) . (4.13)

Ao invés de resolver (4.13), relacionamos a função de quase-probabilidade P (I)
S (α, α∗; t)com sua função característica:

P (I)
S (α, α∗; t) = 1

π2
∫
d2z ez∗α−zα∗χ (I)

S,N(z, z∗; t) , d2z = dRe{z}dIm{z} (4.14)
que nos leva à uma equação diferencial aparentemente mais simples para a função carac-terística normalmente ordenada:
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dχ (I)
S,N(z, z∗; t)
dt = −γ [12

(
z ∂∂z + z∗ ∂∂z∗

)+ Θ(t)|z|2]χ (I)
S,N(z, z∗; t) , (4.15)

onde χ (I)
S,N(z, z∗; t) = TrS{ρ(I)

S (t)eza†e−z∗a}.Como solução de (4.15), propomos o produto de duas funções:
χ (I)
S,N(z, z∗; t) = Φ(z, z∗; t)φ(z, z∗; t) , (4.16)

de forma que Φ(z, z∗; t) seja uma gaussiana com coeficientes dependendentes do tempo
βj (t) (j = 1, 2, 3) a serem determinados:

Φ(z, z∗; t) = exp [−β1(t)z2 − β2(t)(z∗)2 − β3(t)|z|2] . (4.17)
A escolha deste tipo de solução pode parecer pouco intuitiva, mas basta substituir (4.16)em (4.15) utilizando a definição de Φ(z, z∗; t) acima:
{[

dβ1(t)
dt + γβ1(t)] z2 + [dβ2(t)

dt + γβ2(t)] (z∗)2 + [dβ3(t)
dt + γβ3(t) + γΘ(t)] |z|2}φ(z, z∗; t)

+dφ(z, z∗; t)
dt = −γ2

[
z ∂φ(z, z∗; t)

∂z + z∗∂φ(z, z∗; t)
∂z∗

]
, (4.18)

e notar que a escolha apropriada dos coeficientes soluciona parte da dinâmica. Impondoque os termos que multiplicam z2, (z∗)2 e |z|2 sejam nulos, encontramos as equaçõesdiferenciais
dβj (t)
dt + γβj (t) = 0 e (j = 1, 2) (4.19a)

dβ3(t)
dt + γβ3(t) = −γΘ(t) , (4.19b)

que admitem como solução:
βj (t) = βj (0)e−γt e (j = 1, 2) (4.20a)
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β3(t) = β3(0)e−γt − γ ∫ t

0 dt1e−γ(t−t1)Θ(t1) (4.20b)
respectivamente. Sem perda de generalidade, escolhemos βj (0) = 1 (j = 1, 2, 3). Nosresta agora resolver a equação diferencial para φ(z, z∗; t):

dφ(z, z∗; t)
dt = −γ2

[
z ∂φ(z, z∗; t)

∂z + z∗∂φ(z, z∗; t)
∂z∗

]
. (4.21)

Uma boa proposta de solução é φ(z, z∗; t) = φ[z(t), z∗(t)], de forma que a dependênciatemporal está implícita em z. Ao impormos que esta seja a solução de (4.21), encontramosa equação diferencial que z(t) deve satisfazer:
dz(t)
dt = −γ2z(t) , (4.22)

que é facilmente solucionada por z(t) = ze− γt2 . Portanto:
φ(z, z∗; t) = φ(z, z∗; 0) |z−→z(t) . (4.23)

Até o momento, nada afirmamos sobre a condição inicial para (4.15). O valor de
χ (I)
S,N(z, z∗; 0) é determinado pelo conhecimento de ρ(I)

S (0). Logo para que sejamos coerentes,devemos impor como condição inicial para φ(z, z∗; t):
φ(z, z∗; 0) = χ (I)

S,N(z, z∗; 0)Φ(z, z∗; 0) , (4.24)
sendo que basta fazer z −→ z(t) para determinar completamente a dinâmica de χ (I)

S,N(z, z∗; t):
χ (I)
S,N(z, z∗; t) = Φ(z, z∗; t) χ (I)

S,N(z, z∗; 0)Φ(z, z∗; 0)
∣∣∣∣∣
z−→z(t) , (4.25)

ou de forma simplificada:
χ (I)
S,N(z, z∗; t) = e−D (t)|z|2χ (I)

S,N(z, z∗; 0) |z−→z(t) , (4.26)
onde a função D (t) é definida como:

D (t) = γ
∫ t

0 dt1e−γ(t−t1)Θ(t1) , (4.27)
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respeitando sempre: D (t) ≥ 0. Consideremos que o OH esteja inicialmente em um estadocoerente:

|ψ(0)〉 = |αo〉 . αo ∈ C (4.28)
Estabelecido o estado inicial, podemos efetuar o cálculo de χ (I)

S,N(z, z∗; 0), obtendo:
χ (I)
S,N(z, z∗; 0) = ezα∗o−z∗αo . (4.29)

Com base no último resultado, em (4.26) e na definição (4.14), temos assim a função P deGlauber-Sudarshan para o sistema de interesse (OH) preparado no estado inicial (4.28):

P (I)
S (α, α∗; t) = 1

πD (t) exp(−|α − αoe− γt2 |2
D (t)

)
, (4.30)

que mostra uma gaussiana inicialmente centrada em αo, com largura definida por (4.27),caracterizando um processo difusivo.20

4.3 Análise do valor médio do operador número e a defini-

ção de um novo estado de equilíbrio

Por de tratar de um modelo para a troca de energia entre sistema de interesse (OH)e ambiente,1,6 nada mais razoável que um estudo acerca do valor médio de H (2.12).Conhecida a evolução temporal da função característica (4.26), torna-se fácil econtrar
〈a†a〉S(t) a partir de (2.28). Para o OH inicialmente preparado em (4.28) temos:

〈a†a〉S(t) = 〈a†a〉S(0)e−γt + D (t) . 〈a†a〉S(0) = |αo|2 (4.31)
A interação com o banho provoca a dissipação da energia inicial e no regime de temposlongos (γt � 1) fará com que o OH se encontre em equilíbrio térmico, possuindo o mesmonúmero de excitações do banho.18
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Figura 4.2 – Número médio de excitações do sistema de interesse (OH). A linha contínua mostra o padrãooscilatório da energia num cenário de ação conjunta do bombeio estocástico com o banho,enquanto a linha tracejada mostra o sistema de interesse atingindo o valor médio de excitaçõesdo banho na ausência do bombeio externo. Parâmetros utilizados: n(ω0) = 0, 05, Ω = 5γ,∆ = 3γ, τc = 10γ−1. Fonte: Elaborado pelo autor.
Ao introduzirmos o bombeio estocástico, o comportamento oscilatório de Θ(t) é refletidona energia, como mostra a Fig.4.2. No entanto, caso o sistema de interesse (OH) se en-contre em ressonância com o bombeio externo (∆ = 0), tais oscilações não são observadas.Mesmo desempenhando seu papel dissipativo, o banho não é capaz de absorver a energiaexterna injetada pelo bombeio:

〈a†a〉S(t −→∞) = n(ω0) + Ω
γ [1 + (∆τc)2] , (4.32)

como mostra o resultado assintótico acima na Eq(4.32). Efetivamente, temos o OH terma-lizando em uma temperatura maior que a do banho.Como suspeitávamos, a presença do bombeio estocástico sobre o OH altera o seuestado de equilíbrio. Para que tenhamos a confirmação, é preciso analisar a dinâmicados elementos da matriz densidade, transformando (4.2) em uma equação diferencial para
〈m|ρ(I)

S |n〉(t). A escolha da base de número para a representação matricial de ρ(I)
S (t) nosfornece um conjunto infinito de equações diferenciais acopladas, que envolvem elementos
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não diagonais.18 Em geral, resolve-las iterativamente não é uma tarefa fácil, o que tornao resultado obtido na seção (4.2) oportuno. Basta substituir a expansão de um estadocoerente na base de número (2.18) em (4.11) para obter:

〈m|ρ(I)
S |n〉(t) = 1√

m!n!
∫
d2αe−|α|2αm(α∗)nP (I)

S (α, α∗; t) . d2α = dRe{α}dIm{α}(4.33)Já não é surpresa a decorência causada pelo acoplamento com o banho. Note naFig.4.3 o desaparecimento dos elementos fora da diagonal 〈0|ρ(I)
S |1〉(t) e 〈1|ρ(I)

S |2〉(t) paratempos longos (γt � 1). A ação do bombeio não é capaz de evitar a perda das caracte-rísticas quânticas,4 apesar de recuperarmos instantaneamente informação num fenômenoque podemos chamar de recoerência. Por sua vez, as populações são responsáveis peladefinição do estado de equilíbrio:
ρeq =∑

n
pn(n; Ω,∆τc)|n〉〈n| , (4.34)

que é semelhante ao estado canônico de Gibbs,14 o esperado na ausência do bombeio.Antes de o OH atingir o estado estacionário, novamente observamos o mesmo padrãooscilatório nos elementos diagonais 〈0|ρ(I)
S |0〉(t) e 〈1|ρ(I)

S |1〉(t) (ver Fig.4.4). Através de(4.33) determinamos toda a distribuição de probabilidades para mistura estatística (4.34):
pn(n; Ω,∆τc) =

{
n(ω0) + Ω

γ[1+(∆τc)2]}n

{
n(ω0) + Ω

γ[1+(∆τc)2] + 1}n+1 , n ∈ N (4.35)
o que confirma a suspeita sobre o estado térmico efetivo.
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Figura 4.3 – Comportamento dos elementos não-diagonais 〈0|ρ(I)
S |1〉(t) e 〈1|ρ(I)

S |2〉(t) ou coerências. A linhacontínua mostra o fenômeno da recoerência devido à influência do bombeio estocástico sobre obanho, enquanto a linha tracejada mostra apenas sua ação dissipativa. Parâmetros utilizados:
n(ω0) = 0, 05, Ω = 5γ, ∆ = 3γ, τc = 10γ−1.Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 4.4 – Comportamento dos elementos diagonais 〈0|ρ(I)
S |0〉(t) e 〈1|ρ(I)

S |1〉(t) ou populações. A linhacontínua mostra a redefinição do estado de equilíbrio devido à influência do bombeio esto-cástico sobre o banho, enquanto a linha tracejada mostra o sistema de interesse atingindo adistribuição térmica na ausência do bombeio externo. Parâmetros utilizados: n(ω0) = 0, 05,Ω = 5γ, ∆ = 3γ, τc = 10γ−1.Fonte: Elaborado pelo autor.



50CAPÍTULO 4. INFLUÊNCIA DA INJEÇÃO DE RUÍDO ESTOCÁSTICO SOB A AÇÃODO BANHO TÉRMICO



CAPÍTULO 5

OBSERVAÇÕES FINAIS EPERSPECTIVAS
Vimos nesse trabalho que a partir da injeção de um ruído estocástico colorido po-demos induzir a recoerência em um sistema quântico, recuperando assim boa parte dascaracterísticas quânticas do estado inicial. Para tanto, nós encontramos uma região deparâmetros que caracterizam o ruído de tal forma que esses se acoplam com os parâmetrosque caracterizam o sistema e assim surja o efeito desejado. Curiosamente, temos que ainjeção de mais ruído no sistema pode levar a uma condição em que a decoerência cesse!O próximo passo será estudar quantificadores de não-Markovianidade encontrados naliteratura8,32 e utilizá-los para testar a existência dessa característica no nosso sistema.Com base nas assinaturas que vimos ao longo da dissertação, acreditamos que não sóo encontraremos, mas também conseguiremos quantifica-lo. Num segundo momento, ten-taremos aplicar o método desenvolvido aqui em um ciclo de resfriamento termodinâmicoquântico em que a injeção de uma radiação externa desempenha um papel fundamental.33
Por fim, acreditamos que o método desenvolvido nesse trabalho tem um grande potencialde aplicação e que será possível estudar outras situações e protocolos de processamentoda informação quântica em que o mesmo desempenhe um papel fundamental no aumentoa eficácia na implementação destes.
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