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Resumo

Neste trabalho fizemos uma revisao geral e encontramos resultados novos sobre
a simetria unitdria simplética. Obtivemos uma férmula simples para a exponencial
da 4lgebra de Lie simplética complexa em quatro dimensdes, sp(4,C). A partir da
decomposigao de Gauss do referido grupo, impusemos a unitariedade para obtermos
expressoes analiticas para esta decomposi¢ao. Ao impormos a condigdo unitaria ao
grupo simplético, formamos o grupo unitario simplético e obtivemos as regras de
multiplicagdo deste grupo, as quais estdo implementadas simbdlicamente tendo em
mente aplicagoes futuras. Como uma consequéncia encontramos uma representagao
da 4lgebra de Lie em termos de operadores diferenciais. Uma segunda e mais im-
portante consequéncia foi a obten¢ido da métrica de Haar deste grupo, a qual é fun-
damental no estudo dos estados coerentes. Um rapido estudo da quebra de simetria
entre a cadeia canodnica e a cadeia de termos Majorana é apresentada no apéndice
tendo em vista futuras aplicagoes ao estudo algébrico do cédigo genético. Os estados
coerentes do grupo Usp(4) foram calculados para uma representagdo arbitraria e a
supercompleteza foi demonstrada devido a métrica de Haar, isto completa o pro-
gréma iniciado por Novaes em sua tese de PhD. Os valores médios dos geradores
da algebra de Lie foram obtidos tendo em mente a aplicagdo a um hamiltoniano
‘algébrico. Por fim, obtivemos a forma simplética numa representacdo arbitréria,

preparando o campo para aplicagbes aos sistemas dindmicos.
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Abstract

In this work we take a general revision and take new results on the unitary
symplectic symmetry. We have obtained a simple form for the exponential of the
complex symplectic Lie algebra on four dimensions, sp(4,C). With the Gauss de-
composition for this group, we impose the unitarity to obtain analytical expressions
for that Gauss decomposition. Imposing the analyticéd expressions to the Gauss
decomposition for the complex symplectic algebra, we have been obtained explicit
multiplication formulas for the unitarian group and implemented symbolically have
in mind further application. As a consequence a representation of the Lie algebra
in terms of differential operators have been obtained. The Haar measure that plays
a fundamental role in the study of coherent states is calculated in an arbitrary rep-
resentation. An early study envolving the symmetry breaking of canonical Sp(4)
tree by Majorana operators is presented in the appendix in the spirit of algebraic
approach to genetic code. The coherent states of USp(4) have been calculated for an
arbitrary representation and the overcompletness is demonstred thanks to the Haar
measure, the program initiate by Novaes in his PhD thesis is now fully completed.
The mean values of the Lie algebra generators in a coherent state base are calcu-
lated having in mind application to aigebraic hamiltonian. Finally we cbtained the
symplectic form in a arbitrary representation have also been calculate preparing the

field for applications to dynamical sysiems.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria dos grupos e algebras de Lie sio ferramentas indispensdveis para a
ciéncia contemporanea. Uma das dreas mais frutiferas para a aplicagio desta teoria
é a mecanica quantica, em que a obtengdo de espectros atémicos e moleculares é
bem sucedida. Estas aplicagdes foram iniciadas por Wigner e Weyl [1, 2], & mecénica
quéantica.

A aplicagdo a fisica nuclear, a partir da obtengdo da invariancia de isospin por
Heisenberg e de sabor por Gell-Mann e Ne’eman coroou o uso da teoria dos grupos,
j4 que através deste modelo, Gell-Mann previu a massa de repouso e 0s nimeros
quanticos da particula Q7 3, 4].

As aplicagoes a fisica nuclear e molecular também tinham como intuito a obtengao
de espectros e amplitudes de transi¢do nucleares e moleculares. Os trabalhos foram
iniciados por Iachello e Arima [5] para fisica nuclear e por lachello e Levine [6] para
fisica molecular.

H4 aproximadamente 2 décadas nosso grupo iniciou sua investigagio de fenome-
nos fisicos tendo como ferramenta principal a teoria dos grupos de Lie. As aplicagoes
iniciais em ciéncias molecures, com a obtengdo de espectros moleculares [7], devido a
uma colaboragéo com Iachello, e [8] mostraram-se bem sucedidas e abriram caminho

para a investigacao em genética molecular iniciada por Hornos e Hornos [9, 10] em
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1993. As investigacdes no campo da genética molecular continuam sendo foco de
nossa atencéo e motivaram muito do que foi feito durante este trabalho.

Os estados coerentes foram definidos primeiro para o oscilador harménico como
estados quéanticos de minima incerteza com comportamento quase-cléssico[ll].
Perelomov generalizou os estados coerentes para os grupos de Lie [12]. Esta abor-
dagem necessita apenas que o sistema possua uma simetria de Lie para que seus
estados coerentes sejam definidos. A partir de uma hamiltoniana com simetria de
Lie podemos investigar o limite cldssico (fungdes associadas & observéveis, paréntese
de Poisson associado a um comutador) de sistemas quanticos. Por exemplo, o caos
que é uma propriedade tipica dos sistemas clédssicos, foi obtida a partir de uma
hamiltoniana algébrica por Novaes et al em [13, 14, 15].

O trabalho desenvolvido por Novaes e Hornos sobre os estados coerentes para o
grupo unitdrio simplético nos serviram como incentivo para voltarmos nossa atengao
a esta drea e assim completar sua investigagdo buscando os estados coerentes para
uma representagao arbitrdria do grupo unitdrio simplético em quatro dimensoes, ja
que havia sido obtido apenas para representagGes simétricas. Para isso, a obtengao
da métrica de Haar do grupo é imprescindivel, bem como a base de polinémios dos
estados coerentes, os quais foram obtidos neste trabalho. O conhecimento adquirido
com o estudo do grupo simplético em 4 dimensdes, serd de grande valia para o estudo
do grupo simplético em 6 dimensdes, que é o grupo de simetria do cédigo genético.

No capitulo 2 faremos uma revisdo de conceitos de dlgebras e grupos de Lie
necessdrios ao desenvolvimento de nosso trabalho. No capitulo 3, abordaremos
a simetria unitdria simplética, tanto a algebra quanto o grupo, partindo de suas
definigoes. Daremos a representagdo matricial da dlgebra e também a representagéo
por operadores diferencidveis. Para o grupo, apresentamos a aplicagdo exponencial
da algebra simplética complexa, mostraremos a parametrizagdo do grupo simplético
para que este forme o grupo unitdrio simplético, as regras de multiplicacao e por

fim a métrica de Haar, que é fundamental para o estudo dos estados coerentes deste

13



grupo. O capitulo 4 é reservado aos estados coerentes, cdlculo da decomposi¢do na
unidade e o método de obtengdo de uma base de polindmios neste espago. Além
disso, calculamos os valores médios e uma representacdo dos operadores da algebra
neste espaco e a forma bilinear do mesmo, o que possibilita resolver um sistema
dindmico neste espago para representagoes arbitrarias. No apéndice A fazemos um
estudo sobre sistemas que evoluem entre as sub-simetrias de uma simetria maior,
uma delas é a simetria canodnica, a outra a simetria Majorana da simetria Sp(4).
O apéndice B contém os cédigos em maple 8 referentes aos resultados obtidos nos
capitulos 3 e 4, sendo o primeiro e o terceiro cédigos referentes ao capitulo 3 e o

segundo cddigo referente ao capitulo 4.
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Capitulo 2

Algebras e Grupos de Lie

Este capitulo possui duas grandes secgdes, a primeira é uma revisio de algebras
de Lie, a segunda é devotada & uma revisio de grupos de Lie. Ambas as revisdes
sdo feitas apenas para recuperarmos conceitos que serio importantes nos capitulos

finais desta dissertacao.

2.1 Algebras de Lie

Esta secgdo é devotada & uma revisao geral de conceitos de algebras de Lie due
serdo uteis nos capitulos adiante. Nosso objetivo é apenas tomar resultados e con-
ceitos que serdo tteis nos préximos capitulos, sem preocuparmo-nos em demonstrar
todos. A maioria das demonstragdes dos resultados aqui obtidos estdo escritas de

forma bastante simples em [16].

2.1.1 Definicoes

Um espago vetorial V' construido sobre um corpo K, complexo (real), dotado de

um produto (X, Y) — [X, Y] que satisfaz

[aX + B8Y, Z] = o[X, Z] + BY, Z], a,B8 € K (linearidade), (2.1)
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[X,Y]=-[X,Y], ¥V X,Y anti- simetria, (2.2)

X, Y], 2] + [IY; 2}, X] + [[Z, X], Y] =0, V X,Y,Z, €V, (2.3)

é denominado dlgebra de Lie. A relagdo 2.3 é a identidade de Jacobi. A &lgebra de
Lie V sera complexa (real) se for definida sobre um corpo K complexo (real). O
produto [, ] é denominado produto de Lie.

Uma &lgebra de Lie é definida comutativa ou abeliana se, dados X,Y € V,
[(X,Y]=0,V X,Y. Uma subdlgebra de Lie é definida por um subespaco N C V, tal
que dados X,Y € N, [X,Y] € N. Esta subélgebra serd um ideal se dados X € N e
Y €V, [X,Y] € N, o qual serd um ideal mazimal se [X,Y]=0.

O espago vetorial V possui uma base, ey, ez, ..., €s, que devido & linearidade, nos

permite escrever
[, €] = cfj €k, (2.4)

onde cfj sdo as constantes de estrutura da algebra com propriedades advindas das

equacgoes 2.2 e 2.3 respectivamente

k_ Kk

Ci = —Cjip (2.5)
! m ! m I m __
ciiCk + G + Ccl; =0, (2.6)

sendo que acima e adiante utilizaremos a notagao de Einstein.
De acordo com o teorema de Ado [17], toda 4lgebra de Lie pode ser representada

por uma matriz, neste caso o produto de Lie fica

[X,', XJ] = XiX]' - XjX,‘, (27)

e X;X; é o produto usual de matrizes. Daqui por diante repesentaremos algebras

de Lie por matrizes e o produto de Lie serd dado pela equagao 2.7.
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O conjunto de todas as matrizes (n X n) complexas, representado por gl(n,C),
dotado de adigdo e multiplicagio por escalar forma o espaco vetorial complexo de
dimenséo n®. Se este espago for munido do produto de Lie definido pela equagéo
2.7, formard a élgebra de Lie gl(n,C).

A base desta algebra é dada pelas matrizes de Weyl e;;, 4,j = 1,2, ...,n, cujos

elementos de matriz sdo dados por
(€ij)m = Sirju, (2.8)

de forma que uma matriz da algebra gi(n, C) é escrita como uma combinagio linear
das matrizes de Weyl. As matrizes de base de uma 4lgebra também sio chamadas

de geradoras desta dlgebra.
Uma 4lgebra de Lie é definida por suas relagbes de comutagio. Por exemplo, as

relagoes de comutagdo da base da dlgebra gl(n, C), sdo dadas abaixo por
e, ext] = djkear — uien, (2.9)

sendo que acima utilizamos o resultado para o produto entre duas matrizes de Weyl

dado por e;jex = d;xey.

2.1.2 Algebras de Lie Classicas

Nesta secgao apresentaremos as dlgebras de Lie cldssicas. Esta classificagdo foi
dada por Cartan e Killing que mostraram haver 8 tipos de dlgebras de Lie, sendo
que as algebras classicas sdo A,, B,, C, e D,.

A simetria A,_; é formada pela dlgebra s1(n, C) (especial® linear) de dimensao

n? — 1. Suas matrizes possuem trago nulo,

TrX =0, (2.10)

1Utilizaremos a palavra especial para designar slgebras cujas matrizes possuem trago nulo.
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sendo X um elemento da élgebra.

Além da condigdo 2.10, as matrizes X devem ser anti-hermiteanas,

X+ Xt=0. (2.11)

Uma possivel base para estas matrizes € escrita como

Xii = €ii — €irrit1y,  Xij = €ij (2.12)

sendo X;; os geradores da dlgebra sl(n,C). As relagdes de comutagao desta algebra

na base acima sao

[Xii, Xet) = (Oki — Ot — Okiv1 — Givr,t) Xhay (2.13)
[Xij, Xji] = e — €55 (2.14)

(X, X551 =0, (2.15)

[Xij, Xi] = 0 X — 0uXij- (2.16)

Um exemplo é a algebra sl(2,C) cuja base é

1 0
Xu= , X2 = , Xo1 = , (2.17)
0o -1 00 1 0

e as relagdes de comutagao sdo dadas por

[X11, X12] = 2X32, (2.18)
[X11, X21] = —2Xa, (2.19)
[X12, Xo1] = X11. (2.20)

As simetrias B, e D, s3o correspondentes as algebras especiais ortogonais
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so(n, C), de dimensdes {mpares e pares respectivamente. As matrizes n X n desta

algebra sdo anti-simétricas,
X+ XT=0o, (2.21)

sendo X7 a transposta da matriz X da &lgebra. As matrizes anti-simétricas
(2n + 1) x (2n + 1) formam a édlgebra especial ortogonal so(2n + 1,C) (B,) e as
matrizes 2n x 2n formam a algebra so(2n,C) (D,). As dimensdes destas 4lgebras
sdo n(2n + 1) e n(2n — 1), respectivamente.

As matrizes de base desta 4lgebra sio
Xij = ey — eji. (2.22)

Como exemplo, consideremos a élgebra so(3,R), cuja base é

0 10 0 01 0 0 O
Xi2=| -1 0 0 |,Xu3= 0 00 [|,Xs=1]0 0 1], (223)
0 00 -1 0 0 0 -1 0

e relagoes de comutagio sio

(X12, X13] = —Xas, (2.24)
[X127 -X23] = X137 (225)
[X23, X13] = X12. (226)

Podemos reescrever Xy3 = L1, X13 = Ly e X3 = La, tal que as relagoes de

comutacio ficam

[L,’, LJ] = E,'jkLk. (227)

Outra forma de escrevermos estas matrizes é
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J() = ’I:La, Ji—_ = (Ll + ’iLz),

Sl

tal que suas relagdes de comutagao ficam

[J(), Ji] = ﬂ:J:t, [J+, J_] = Jo.

Na forma acima as constantes de estrutura da so(3,R) s30 iguais as da s1(2) se

dividirmos todos os seus geradores por 2. Duas lgebras sédo denominadas isomor-

fas se suas constantes de estrutura forem idénticas, isto é, h4 uma transformagao

inversivel que leva um a um os elementos de uma algebra na outra, o isomorfismo

entre as lgebras so(3,R) e s1(2) é representrado por

so(3,R) ~ s1(2).

A simetria C, é formada pela dlgebra simplética sp(2n, C) cujas matrizes 2n X

2n, satisfazem

XTJ+JX =0,

onde J é a matriz 2n x 2n abaixo

e 1, é a matriz identidade de ordem n.

Para resolver a 2.28 escrevemos X na forma de blocos n x 7,

20
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e a substituimos na 2.28 para obtermos a matriz geral da sp(2n, C) abaixo

A B
X = , (2.31)

C -AT
onde A, BeC sdao matrizes complexas n x n sendo B e C simétricas. A matriz
A possui n? pardmetros complexos e BeC por serem simétricas n(n + 1)/2 cada
uma. Segue-se que a dlgebra sp(2n,C) possui n(2n + 1) pardmetros complexos ou

2n(2n + 1) pardmetros reais.

As matrizes A, B, e C sio escritas na notacio de Weyl como

€4 0
A= " , 1<i4, j<n, (2.32)
0 —€ji
0 8,']' + ej,- . .
B,’,j = y 1 _<_ 1 S ¥ __<_ n, (233)
0 0
0 0
€ij + €ji 0

As matrizes geradoras desta lgebra possuem as seguintes relagdes de comutagao:

[Aij, Ari] = 6 Aa — 6uAvj, (2.35)
[Aij, Bu) = ;5 By + 8; Bi, (2.36)
[Aij, Cu] = —0iCii — 8aCi, (2.37)
[Bij, Bu] = 0 = [Cy;, Chl, (2.38)
[Bij, Ci] = SixAjt + S Au + S Ajn + 81 A (2.39)

A dlgebra simplética sp(2), cujos geradores sao
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o
o
(==}

1 01
All = - 3 Bll = 3 Cll = 3 (240)
0 -1 00

—
o

e possuem as seguintes relagdes de comutagao

[A411, Bn] = 2By, (2.41)
[A11, Ca) = —2Cy, (2.42)
[B1, Cia] = A, (2.43)

e portanto é isomorfa as dlgebras s1(2) eso(3), j& que suas constantes de estrutura
sao idénticas se dividirmos os geradores de s1(2) e sp(2) por dois. Sendo assim,

€escrevemaos

s1(2) ~ so(3) ~ sp(2). (2.44)

2.1.3 Representagdes Adjuntas das Algebras de Lie

Dado um gerador X qualquer de uma slgebra de Lie V/, definimos
ad(X):Z - [X,2), V Z€Y, (2.45)

como a transformacio adjunta desta algebra.

Esta transformagao € linear,
ad(X)(Y + Z) = ad(z)Y + ad(X)Z. (2.46)

A partir da transformagio ”ad” obtemos a representacdo adjunta da dlgebra de

Lie V.
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Como exemplo, vamos calcular a representagéo adjunta da 4lgebra so(3), para

a qual temos ad(L,)L, = 0, ad(L,)L; = L3, ad(L,) L3 = —L,, portanto

00 O
ad(Li)=1 0 0 -1 | =M,
01 0

ad(L2)L1 = —L3, ad(Lg)Lz = O, ad(Lz)L;; = Ll, portanto

0 01
ad(Lp) = 0 0 0 | =M,
-1 00

ad(L3)L1 = L2, ad(Lg)L2 = —L1 e ad(L3)L3 = 0, €

0 -1 0
ad(Ls)=] 1 0 0 | =M;,
0 0 0

e suas relagoes de comutagio sdo dadas por

[M;, Mj] = € M.

Soma Direta

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

Dada uma algebra de Lie V, esta pode ser dividida em soma direta de subalgebras

de Lie se, para todo par de subélgebras V;, Vi, temos V;NV; =0, 4,5 =1,2,..,n, i#

j, tal que

V=VioVo.. oV,
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2.1.4 Algebras Soliiveis e Nilpotentes

Dado N um ideal de uma algebra V, entdo [N, N] (comutador entre dois ele-

mentos de N) é também um ideal de N, ja que
(L, [N, NT| C [N, [N, L]} + [N, (L, N1| C [V, N]. (2.52)

Dada uma &lgebra V ideal, obteremos um ideal [V, V], porém menor que V. Se

escrevermos a sequéncia
VO -y YO = [yO yO) o ye) = [y® ye n=12,.., (253)

resultando em V(™ =0, paran € N, definiremos V' como uma dlgebra soltvel.

Agora, consideremos a sequéncia
‘/(0) = ‘/, ‘/(1) = [‘/(0),‘/], veey ‘/(n-i—l) = [‘/(n),V], n = 1,2, ceey (254)

uma &lgebra de Lie é definida nilpotente se existe V() =0, para V n.

De acordo com as defini¢des acima, uma élgebra de Lie nilpotente é necessaria-
mente solivel, mas uma &algebra solivel ndo precisa ser nilpotente.

Um exemplo simples de 4lgebras soliveis é dado pelas dlgebras de Lie formadas

pelas matrizes triangulares superiores. Para o caso de matrizes 3 x 3, temos

a b c g h 1
Mi=|10de | M=1]1013j k[ (2.55)
00f 0 0 !

o comutador destas matrizes resulta em,
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0 hla—d)+b(f—g) i(a— f)+c(l—g)+bk—if
My, M) = | o 0 k(d— f) +e(l —3j) = M?,
0 0 0

ja o comutador entre matrizes do tipo M?, fica

0 m n 0 p g
Mi=lo00 s | . M=]00r+r],
0 0O 0 00
0 0 mr—ps
M, M= 00 O = M? (2.57)
00 0
sendo ficil ver que
(M, M3 = 0. | (2.58)

Um exemplo simples de dlgebra nilpotente é dado pelas matrizes triangulares

superiores de elementos diagonais nulos,

0 a b 0 de
Mi=100c¢ |, M=|00 [, (2.59)
00O 000

note que as matrizes acima sdo casos particulares das matrizes utilizadas para

exemplificar solubilidade,

0 0 af —cd
Mi,M)=1 0 0 0 = Nj. (2.60)
00 0
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E facil ver que o comutador entre matrizes do tipo M com matrizes do tipo N

¢ nulo,

[My, Ny) = 0. (2.61)

Os exemplos acima sio bastante ilustrativos. A partir deles, verificamos que a
glgebra nilpotente é também solivel, sendo fécil verificar que as matrizes utilizadas

para exemplificar solubilidade nédo sdo nilpotentes.

2.1.5 Forma de Killing

Sabemos que as constantes de estrutura definem uma élgebra de Lie. Definiremos
um tensor simétrico em termos destas constantes, denominado tensor métrico ou
forma de Killing,

Jor = Oro = CooChrs (2.62)

onde somamos sobre indices repetidos. Este tensor pode ser representado por uma
matriz n X n, onde n é a quantidade de geradores da élgebra.
A partir da defini¢io da forma de Killing, Cartan formulou um critério para

definir se uma &lgebra de Lie é semi-simples.

e Uma slgebra de Lie A é definida simples se néo contiver nenhum ideal além

de A e {0}.

e Uma slgebra de Lie A é definida semi-simples se ndo contiver nenhum ideal

Abeliano.

Toda 4lgebra de Lie simples é necessariamente semi-simples, o inverso nao
necessariamente.
De acordo com o teorema demonstrado por Cartan, a dlgebra de Lie V' é semi-

simples se e somente se o determinante da matriz |gag| for diferente de 0. Ou seja,
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podemos concluir que a forma de Killing é uma matriz inversivel para toda 3lgebra
de Lie semi-simples,

9" 9o = 04, (2.63)

A matriz inversa da forma de Cartan nos permitir4 definir o operador de Casimir

da élgebra de Lie na secgdo seguinte.

2.1.6 Os operadores de Casimir

Dada a 4lgebra de Lie V e {X,} o conjunto de seus geradores, definimos a
quantidade quadratica

C?=g¢"X,X,, (2.64)

tal que C? é o operador que comuta com todos os outros operadores da algebra.
Note que ele foi definido em fungéo da matriz inversa da forma de Killing, ou seja
esta definigdo é vdlida para dlgebras de Lie semi-simples, e é denominado operador
de Casimir.

Um exemplo bastante conhecido a partir da fisica é dado pelo operador
P =Rt

que comuta com todos os outros operadores da dlgebra do momento angular em
mecanica quintica, também conhecida como élgebra su(2).

Racah propés a generalizagio dos operadores de Casimir [18], considerando
os operadores

g XM X0, X, (2.65)

que também comutam com todos os elementos da dlgebra de Lie semi-simples.
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2.1.7 Forma candnica de Cartan-Weyl: Raizes

Uma 4lgebra de Lie é escrita sobre uma base, formada pelos geradores desta
4lgebra. Até aqui, ndo definimos nenhum critério de escolha para essa base.

Nesta secgdo definiremos um critério para a escolha da base de uma algebra de
Lie semi-simples.

Suponhamos que existam dois sub-conjuntos de geradores da &lgebra de Lie, tal

que

[4, X] = pX, (2.66)

sendo A e X combinacdes lineares arbitrarias dos geradore§ desta 4lgebra de Lie. A
equagio acima é uma equagdo de auto-valor matricial, sendo que X é o auto-vetor
correspondente ao auto-valor p.

Tomemos entdo o caso em que p = 0. Cartan mostrou que somente o auto-
valor p = 0 ser4 degenerado [18]. Neste caso, deveremos ter | geradores da algebra
formando uma base do subspago I-dimensional do espago n-dimensional da slgebra

V. Os auto-vetores de A correspondentes & p = 0 sdo denominados H; e desde que
[A, Hi] =0,
podemos escrever A como combinagéo linear de H;,
A=XH;, i=1,..1l (2.67)

Os geradores da base H; formam juntos uma subilgebra Abeliana, jd que
[H;,H;] = 0, chamada de subélgebra (nicleo) de Cartan. A quantidade [ de
geradores da subdlgebra de Cartan deve ser maxima para que apenas o auto-valor
p = 0 seja deganerado. A degenerescéncia deste auto-valor é chamada rank da
algebra.

Para os outros valores de p, escrevemos a equagao de auto-valor na forma

28



[, E] = aE,, (2.68)

a qual serd 1til para demonstragdo de propriedades e vantagens em escrevermos os

geradores de uma &lgebra nesta base.

O comutador [Hj, E,] é um auto-vetor de auto-valor a do operador A, pois

[A, [H,', Ea]] = [A, H,‘Ea] - [A, EaHi],

= [A’ [H,', Ea]] = a[Hh Ea], (269)

Da equagio acima concluimos que hd ! auto-vetores [H;, E,] de mesmo auto-
valor a. Mas de acordo com o que foi demonstrado por Cartan, este auto-valor é

nao-degenerado. Ou seja, os comutadores [H;, E,] sdo proporcionais & E,, portanto

[Hi, Ea] = a;E,. A (2'70)

Sabemos que A = A*H;, portanto escrevemos

[A, E,) = [N'H;, E,) = X, E, (2.71)
Sa=Nay, i=1,..1, (2.72)
e podemos concluir que o; sdo as componentes de um vetor a = (o, ..., ),

denominado raiz do elemento E,, num espago [-dimensional do rank da algebra.
Resta-nos investigar as relagdes de comutagao entre operadores nio pertencentes
ao nicleo de Cartan H;. Assim, devemos investigar as relacdes de comutacdo do

tipo [E,, Eg]. Para isto, escrevemos a identidade de Jacobi

(A, [Eq, Eg]] + |Ea, [Eg, A]] + [Es, [A, E,)] =0, (2.73)

[Aa [Eon EBH = (a + ﬂ) [Em Eﬂ] . (2'74)
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Se tivermos 3 = —a, entdo A comuta com [E,, Es], portanto este serd uma

combinagdo linear de H;,

By Bl = ch_oHs (2.75)
que apés uma normalizagéo adequada pode ser reescrita como
[Eq, Eg] = a;H;. (2.76)
Se a soma de rafzes a + 0 ainda for uma raiz da 4lgebra, entao escrevemos
[Ea, Es] = NagEatp, ou cas’ = Nag, (2.77)

se nao for raiz, entao

(Ea, Eg] = 0. (2.78)

De posse destas relagoes de comutagdo escrevemo-nas todas na forma candnica

de Cartan-Weyl

(Hi, H;) =0, ik=1,.1, (2.79)
[H;, Eq] = ai By, (2.80)
[Ea, Eg) = Nog,,,» se a+B#0, (2.81)
(Ew, E—al = osH;. (2.82)

Dentro desta base obtemos 3 teoremas importantes,
e Para toda raiz o de uma &lgebra de Lie semi-simples existe uma raiz —o;

e Se a e (3 sao raizes, entdo 2(a,B)/(c, &) é um inteiro e 8 — 20(a, B)/(ar, ) €

uma raiz. O paréntese (,) define o produto escalar;

e Se a é uma raiz, entdo seus linicos multiplos sdo *a.
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Uma raiz é definida positiva se sua primeira componente nao-nula for positiva

e simples se néo for combinacao linear de duas raizes positivas.

2.1.8 Representagoes das Algebras de Lie

Nesta secgao apresentaremos o conceito de representagio de uma 4lgebra de Lie,
o qual serd muito 1til no capitulo seguinte.

Seja V' uma élgebra de Lie sobre um corpo K e seja H um espago linear, uma
representacdo de A em H é um homomorfismo X — T(X ) de V sobre o conjunto

de operadores lineares em H, isto é, para X eY em Aeae S em K.,

aX + BY — oT(X) + BT(Y), (2.83)

[X,Y] = [T(X), T(Y)] = T(X)T(Y) — T(Y)T(X). (2.84)

Devido a 2.84, a identidade de Jacobi é satifeita. Outra forma de verificar se
um determinado conjunto de operadores representa a fﬂgebra V é verificar se este
conjunto satisfaz as relagées de comutagdo da algebra.

Uma representacao € dita irredutivel se ndo existe outro invariante no espago H
além da identidade, caso contrario, se houver algum subespago invariante em H a
representacao sera definida redutivel.

As matrizes de Weyl n x n da 4lgebra gl(n) formam a base para a representagao
fundamental desta élgebra. Assim, dadas as dlgebras s1(n), so(n) e sp(n), suas

representagoes fundamentais serdo dadas por matrizes n x n.

2.1.9 Pesos

Sabemos encontrar as relagoes de comutagio para uma dlgebra de Lie, j& que
para isso basta encontrar as matrizes da representagio fundamental desta dlgebra.
Mas pode ser conveniente ou necessario representar esta dlgebra por matrizes (irre-

dutiveis) de outras dimensoes. Para isso, definiremos os pesos.
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Peso é um vetor no espago das raizes cujas componentes sdo auto-valores dos
geradores da subélgebra de Cartan.

Uma representacio ¢ de dimensdo N(¢) deverd ter | matrizes H;, N(¢) x N(¢),
onde [ é o rank da 4lgebra representada ou o nimero de geradores da subdlgebra de
Cartan. O restante dos elementos representara os geradores E, desta dlgebra.

Esta representacéo satisfaz as relagdes de comutagéo postas na forma de Cartan.
A representagio ¢ atuard no espago Ry. Dadas as [ matrizes do nucleo de Cartan,

construimos um conjunto |u) de auto-vetores destas matrizes no espago Ry,

H, |u) = Ajlu), (2.85)

onde A; sio as componentes do vetor A e este vetor ¢ definido como peso do estado

|u).
Dado |u), cujo peso é A, entdo Eglu) é um estado de peso A + §, onde § é uma

raiz da 4lgebra. A demonstragio é dada abaixo

[Hau Eﬂ”“‘) = /BEﬁIU‘)’
HaiEﬂlu) - EﬂHailu) = ,BE’ﬂllL)

Ho,Eplu) = (A + B)Eglu). (2.86)

Um peso A é positivo se sua primeira componente nao nula for positiva e um peso
é maior que outro se a diferenca entre estes for positiva. Um peso é fundamental se
ele nao for uma combinacao linear entre outros pesos positivos.

Escrevemos abaixo alguns importantes teoremas sobre os pesos de uma repre-

sentagao irredutivel

e Seja A um peso e a uma raiz, entdo n = 2(A, a)/(a, ) é um inteiro e A — na

é um peso;

e Toda representacdo ¢ tem um peso maximo;
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e Se a representagdo ¢ ¢é irredutivel, seu peso méximo é fundamental;
e Duas representages ¢; e ¢, sdo equivalentes se seus pesos maximos sdo iguais;

e Para A ser o peso maximo de alguma representacdo ¢ irredutivel de G é

necessario e suficiente que todos os niimeros

_olha)
ha=2005,

sejam inteiros nao negativos, sendo « uma raiz positiva.

2.2 Grupos de Lie

Nesta secgdo faremos uma revisdo geral de conceitos de grupos de Lie que
serdo uteis nos capitulos subsequentes. Faremos uma abordagem bastante direta,
provando poucos resultados e formulando conceitos que serdo titeis nos préximos

capitulos .

2.2.1 Definigoes

Um conjunto G dotado de um produto ” o” tal que G x G — G e satisfaz 3

GoGy=GyoG =G, Identidade, (2.87)
Go(G)'=Gy Inversa, (2.88)

Go(G'oG"Y=(GoG)oG"=GoG 0G", Associatividade, (2.89)

é denominado um grupo.
Grupos de Lie
Um grupo abstrato G é dito um grupo de Lie se
1. Os elementos de G sdo etiquetados por parimetros contfnuos sobre um espago

suave, infinitamente diferencidvel;
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9 Dados dois elementos G e G’ etiquetados por parametros continuos, o produto
entre estes elementos G = GG' deve ser etiquetado por parametros que sao

funcdes continuas dos parametros de G e G'.

O exemplo mais simples de grupo de Lie é dado pelas rotagoes de um vetor
bidimensional em torno de um eixo fixo. Este grupo é denominado SO(2), Grupo
Especial Ortogonal em duas dimensdes. Um elemento deste grupo atua sobre um
vetor no espaco bidimensional, inicialmente na posigao 6, em relacdo ao eixo hori-
zontal gira por um angulo 6, a partir de sua posigéo inicial e chega & posicdo 03 em

relacdo ao eixo horizontal. Mas sabemos que
b3 = 0, + 62,

é uma funcio continua. Além disso, um elemento arbitrério deste grupo é represen-
tado pela matriz 2 x 2 abaixo,

cosf send
, (2.90)

—senfl cosf

que satisfaz todos os requisitos para formar um grupo.

A partir deste exemplo podemos esclarecer alguns pontos.

e H4 apenas um parametro § que etiqueta um elemento do grupo. Este

parametro forma o espago de pardmetros do grupo;

e Um elemento do grupo atua sobre um vetor pertencente ao espago euclidiano
bi-dimensional, ou seja, atua como uma transformagao sobre elementos de um

outro espago vetorial. Este conjunto forma um grupo de transformagoes.
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2.2.2 A aplicagao exponencial

As dlgebras de Lie possuem pardmetros sobre o espago tangente ao espago dos
parametros do grupo de Lie correspondente. Devido a essa relagdo entre estes
espagos, os elementos do grupo, em torno do elemento identidade do mesmo, sao es-
critos como a exponencial de um elemento arbitrdrio da lgebra de Lie, [19]. Assim,
dado V' uma algebra de Lie,

g=¢€", € G, (2.91)

forma o grupo de Lie correspondente  esta lgebra, na regido da identidade.

2.2.3 O grupo geral linear

O grupo geral linear, GL(n), é formado pelas matrizes n x n inversiveis (determi-
nante ndo-nulo). Se estas matrizes forem formadas por niimeros complexos, teremos
o GL(n,C), com n? parimetros complexos, ou 2n? parimetros reais, sendo que a

iaga tinua de cad dos 2n? parimet i tod f dc
variagao continua de cada um dos 2n* parametros reais gera todo o grupo, formando
assim um grupo caracterizado por 2n? pardmetros num espago 2n? dimensional. Isto
é, cada elemento de matriz representa uma coordenada do espaco de parametros. Se
utilizarmos somente a parte real dos pardmetros complexos, teremos o grupo geral

linear real, GL(n,R), com n? parametros
GL(n, C) D GL(n, R). (2.92)

O GL(n, C) forma um conjunto de matrizes (transformagdes) que atua sobre um

espago vetorial n-dimensional.

2.2.4 O grupo especial linear

O subconjunto das matrizes de GL(n) que possuem determinante igual a 1,

forma o grupo especial linear, SL(n,C), que é caracterizado por n? — 1 parametros
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complexos ou 2(n? — 1) pardmetros reais
GL(n, C) D SL(n, C) > SL(n, R). (2.93)

A restricio A parte real destas matrizes gera o grupo SL(n,R) de n® — 1

parametros reais

GL(n, R) D SL(n, R) (2.94)

2.2.5 O grupo unitario

O grupo unitdrio, U(n), é formado pelas matrizes n X n de n? parametros, tal

que atuando sobre um espago vetorial complexo n-dimensional preserva a forma
212} + 2025 + ..+ 2n2y. (2.95)

Dado o vetor z = (21, 22, .-, 2n) apés este sofrer a agdo de um elemento de U(n),

transforma-se em z’ = Az, A € U(n) tal que:

' 1 ! )
A2+ 2l + .+ 2z = 212 + 22+t 2z,

— 1A Az = 2tz

= ATA = 1,. (2.96)

As matrizes que satisfazem esta forma sio chamadas Unitérias. 1n é a matriz
identidade de ordem n e A'! é o transposto conjugado de A.

Este grupo possui espago de pardmetros compacto. Ou seja seus parametros
assumem valores finitos dentro de um intervalo do espago complexo. Demonstramos

isto facilmente se tomarmos a equagao 2.96 e reescrevermos
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(AN Ax; = 644, (2.97)

AL + | Aal? + .. + AP =1, i=1, .. n (2.98)

Da andlise da equagdo acima, obtemos que os elementos de matriz tém médulo
|4;;]% < 1, j4 que médulos possuem valores positivos e caso algum médulo possua
valor superior a 1, 2.98 ndo seré satisfeita. Desta forma, concluimos que o grupo U (n)
é compacto, j4 que cada um de seus parametros estd limitado a uma circunferéncia
de raio 1 do plano complexo.

O nimero de parimetros deste grupo pode ser analisado a partir da equagio
2.96. Para o caso de i = j teremos n equagdes reais conforme a equagao 2.98. J4a

para i # j temos

1A+ A3 Ay + ... =0,

IiAlJ' + A;iA2j +..=0,

e estas equagOes sdo apenas conjugados uma da outra, ou seja estas equagoes sdo
simétricas, de forma que temos equagdes complexas independentes apenas para o
caso de 7 > j. Teremos entdo n(n — 1)/2 equagdes complexas ou n(n — 1) equagGes
reais. Sabemos que as matrizes n X n complexas possuem 2n? parametros reais de

forma que teremos

2n® —n(n—1) —n = n?,

parametros reais.

2.2.6 Grupo especial unitario

O grupo especial unitirio, SU(n), é formado pela interseccio entre U (n) e

SL(n,C), de forma que nos restringimos s matrizes unitérias de determinante 1
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dotadas de n? — 1 parametros reais

SU(n) = SL(n,C) N U(n). (2.99)

2.2.7 Grupo ortogonal

O grupo ortogonal, O(n, C), formado pelas matrizes nxn de n(n—1) parametros

independentes, devem satisfazer

ATA = AAT =1, (2.100)

onde AT é a matriz transposta de A. Estas matrizes sdo chamadas Ortogonais.

Vejamos a conectividade do grupo ortogonal

det| AT A| = det|1],
det|AT|det|A| = 1,
det|A? =1,

det|A| = £1, (2.101)

Em 2.101 hi dois valores para o determinante de A, sendo que nao podemos
tomé-los continuamente, de forma que obtemos um grupo desconezo, formado por
2 sub-espacos, um deles composto pelas matrizes de determinante 1 e o outro pelas
matrizes de determinante -1. A parte que contém o determinante 1 forma o grupo

especial ortogonal

2.2.8 Grupo especial ortogonal

O grupo especial ortogonal, S0(n, C), é formado através da intersec¢ao entre

O(n, C) e SL(n, C), formando um grupo de n(n—1) parametros reais e determinante
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SO(n,C) = O(n, C)N SL(n, C). (2.102)
Estas transformacgoes conservam
2422+ + 2 (2.103)
Se nos limitarmos & parte real deste grupo, teremos o grupo SO(n, R)
SO(n,R) = O(n, R)NSL(n, R), (2.104)
que preserva
T3 +.35+ .. + 12, (2.105)

e cujo espago de parametros reais serd de dimensédo n(n — 1)/2.

2.2.9 Grupo Simplético

O grupo simplético, Sp(2n,C), é formado pelo conjunto das matrizes 2n x 2n

que mantém invariante forma bilinear

Z1Yn+1 — Tn+1lh + ... + Tplon — TonYn, (2~106)

O espago dos pardmetros serd de dimensdo 2n(2n + 1). Note que a dimensio do
grupo simplético é sempre par.
O grupo USp(2n), dado pela intersecgdo entre Sp(2n,C) e U(2n), é chamado

grupo unitario simplético e possui n(2n + 1) pardmetros,

USp(2n) = U(2n) N Sp(2n),
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este grupo serd estudado com detalhes no capitulo seguinte.
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Capitulo 3
A Simetria Unitdria Simplética

Neste capftulo e no subsequente dissertaremos acerca dos resultados obtidos
durante este trabalho. Este capitulo é dedicado & definigdo da 4lgebra unitéria
simplética e do grupo unitério simplético, obtencéo das coordenadas renormalizadas
deste grupo, obtengao das regras de multiplicagio do grupo, representacao da dlgebra
por operadores diferenciais sobre espaco tangente ao espago de pardmetros do grupo

e o calculo da métrica de Haar do espaco de pardmetros do grupo.

3.1 Definicao

Esta secgéo é constituida por duas partes. Na primeira delas, definimos a algebra
unitdria simplética, suas raizes e pesos, representacio matricial e tensor de Killing.
Na segunda secgio definimos o grupo unit4rio simplético, a forma bilinear simplética

e a forma geral de uma matriz pertencente i este grupo.

3.1.1 A &lgebra unitdria simplética

Uma matriz X, pertencente a dlgebra unit4ria simplética usp(2n), deve satisfazer

tanto a condigdo simplética dada na péagina seguinte,
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XJ+JXT =0, (3.1)

onde J é a matriz,

0o 1,
J = ; (3.2)
-1, 0
quanto a condi¢do unitéria,
Xt+X=0. (3.3)

Para obtermos a forma geral da matriz da representagdo fundamental da algebra

sp(2n, C), escrevemos X' como na equagéo 2.30,

X' = Lol (3.4)

sendo A, B,C e D matrizes blocos n x n e a substituimos na equagao 3.1 para

obtermos
A B
X = , (3.5)
Cc -AT
onde
B=BT, (C=C", (3.6)

sendo os elementos de matriz complexos.
No caso da 4lgebra sp(4,C), teremos 10 geradores complexos, ou 20 geradores

reais. Escreveremos os 10 geradores abaixo,

X, = , Xy = , (3.7)
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onde e;; sdo as matrizes de Weyl 2 x 2 e 0 sdo matrizes nulas 2 x 2. Note que X] e
X3 sao diagonais, portanto comutam e formam o niicleo de Cartan.
As matrizes X3 e X} abaixo formam as raizes simples da algebra sp(4,C), con-

forme veremos adiante através das relagdes de comutagio desta algebra,

X; = , X3= , (3.8)
0 €12 0 €21
0 0 0 V2
X! = X, = 2, (3.9)
V2es 0 0 o0

j& as matrizes restantes podem ser todas obtidas através das relagdes de comutagéo

entre as matrizes X3 e X} ou a partir da equagdo 3.5,

0 0 0 en+en

X} = , Xi= , (3.10)
ei2+ey 0 0 0
0 o0 0 V2
X!, = Xl = = (3.11)
V2e; 0 0 0
note que
X =(X.\_)', a=4,86,8,10. (3.12)

Colocamos as relagdes comutagéo desta dlgebra na forma de Cartan-Weyl,

(X5, Xi] =0, j, k=12 (3.13)

[X], X;] =i(aw)iXi, 7=1,2 e k=3,4, .., 10, (3.14)

(X, (X)) = —i(;)xXt, §=3,5,..,9 k=12 (3.15)
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A partir das relagdes de comutagdo acima, obtemos o tensor de Killing desta

algebra, que é dado por

(12 0 000000 0 0)
012 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0120 0 0 0 0 0
0 012 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0120 0 0 0 .10
0 0 0 0 120 0 0 0 0
00 000 0 0120 0
0 0 0 0 0 0120 0 0
0O 0 0 00O 0O 0O 0 0 12
\0 0 000 0 0 0 120)

Esta &lgebra de Lie, por ser complexa é ndo-compacta e além disso seu tensor
de Killing é ndo definido, j& que seus elementos ndo estao apenas na diagonal da
matriz, de acordo com [18].

As constantes de estrutura a; formam os vetores

Qg = [1,—‘1], Qg = [0,2], Q7 = [1, 1], Qg = [2,0],

as=[-1,1, as=1[0,-2], as=[-1,-1], a=[-20], (3.17)

que s30 as raizes da dlgebra simplética em quatro dimensoes. As raizes de 3, 5, 7 e
9 sdo as raizes de positivas e representam operadores de levantamento. As raizes de
4, 6, 8 e 10 s3o as raizes de negativas e representam operadores de abaixamento.
As raizes da 4lgebra sio visualizadas no diagrama de Van der Waerden da pagina
seguinte.
A partir de um diagrama de Van der Waerden podemos verificar, a menos das

constantes de estrutura, todas as relagbes de comutagdo de sua respectiva dlgebra.
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Para isso, dados dois operadores quaisquer, calculamos o operador resultante de
seu comutador se somarmos as componentes das raizes que representam estes o-
peradores. Se o resultado desta soma for outra raiz, o operador representado pela
mesma serd o operador resultante desta comutagio. Se o resultado nao for outra

raiz, entdo os operadores comutam. Por exemplo,

(X3, X =V2X;, — oastas=[1,-1]+[0,2]=[1,1]=ay, (3.18)

(X4L,X)1=0 — as+or=1[0,2+[1,1]=[1,3]#a, i=1,.. 10. (3.19)

Figura 3.1: Diagrama de raizes da algebra sp(4,C)

A matriz geral da élgebra usp(2n) é obtida a partir da imposi¢do de unitariedade

a matriz da equagéo 3.5, advinda da equagio 3.3. Destas relacdes obtemos

D=-AT At=-A  B=-C', cCc=CT. (3.20)

Portanto, escrevemos a matriz X,
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A —Ct
X = : (3.21)
Cc AT

A Algebra usp(2n) est4 sobre um espago vetorial de dimensao n(2n + 1).

A élgebra usp(4) possui 10 geradores, ou elementos de base. Escreveremos estes
geradores como combinagdes lineares dos geradores da algebra sp(4,C). Fazendo
combinagdes lineares entre os geradores da dlgebra sp(4, C), escrevemos os geradores

da algebra usp(4) abaixo,

Xe=iX,, k=12, (3.22)
X;j=Xj;—Xjy» 3=3579, (3.23)
X1 =i(X)+ X)), §=3,5,7,9. (3.24)

As relagdes de comutagio desta dlgebra sdo dadas em funcdo das relagdes de
comutacdo da dlgebra sp(4,C). O tensor de Killing desta algebra é dado abaixo,
note que seus elementos de matriz séo todos diagonais e negativos, sendo portanto

negativo definido

(12 0 o o 0o 0 0 0 0 O \
0O -12 0 0 0 ©0 0 0 0 0
0O 0 -24 0 O 0 0 O 0 O
o 0o o0 -24 0 0 0 0 0 O
o o 0 0 -24 0 0 0 0 O | (3.25)
o 0o o0 0 0 -24 0 0 0 O
o o o0 O 0 0 -2 0 0 O
O o 0o 0 O 0 0 -24 0 O
o o O O 0 O 0 0 -24 0
\ o o o o o0 o0 o0 0 O ~24
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se o tensor de Killing de uma 4lgebra for negativo definido, esta ser4 uma algebra

compacta.

3.1.2 Subdlgebras e Cadeias de Quebra de Simetria

Pesos

A cadeia de quebra de simetria candnica, associada a 4lgebra sp(4) é dada abaixo,

sp(4) D su(2) @ su(2) D u(1) ® u(1), (3.26)

(’\la /\2) K1 Ko hl hz

sendo os ndmeros {(\1, A2), (K1, K2), (ha, ho)} referentes as representagdes irre-
~dutiveis das dlgebras da cadeia de quebra de simetria acima.

A soma direta das subdlgebras su(2), forma a subélgebra maximal de sp(4).
Estas subélgebras séo formadas pelos subconjuntos {X1, Xo, X10} € {Xz2, X5, X6},
cujas relagbes de comutagao sdo verificadas na figura 3.1.

As subdlgebras u(1) sdo formadas pelos subconjuntos {X1} e {X,}. Ambas sio
Abelianas.

A partir da cadeia 3.26 obtemos o conjunto completo de niimeros quénticos para
etiquetar univocamente os vetores de uma representagdo arbitraria da algebra sp(4),
de acordo com [20]. Uma das formas de obter os elementos de matriz desta algebra
é dada em [21].

As representagdes irredutiveis sdo definidas pelo par de nimeros inteiros A, e A,,
onde A\; > A;. Os vetores de base sio escritos na formulagdo dada em [20] a partir

da cadeia canénica:

sp(4) D su(2) & su(2) D u(1) @ u(1),
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A1 Ao
Y12 h
> = IK/I, R?(’Yl?); h’l; h‘2)7 (327)
Wil
hy
AL > Y12 2> Ao, M2 2w = iz — Az, (3.28)
K1 =wy, Ke=A+A+K— 272, (3.29)
hi=kKi, Ki—2, .., —Ki 1=12, (3.30)

sendo que os niimeros x; ddo as representagdes irredutiveis de su(2).
Elementos de matriz

Os operadores diagonais da dlgebra sp(4) séo

X{l’il:K’Zahlah2> = h‘ilnl” K2,hla h2)7 1= 17 27 (331)

']ilefla Ko, hl, h2> = KZ,'(K,; + 2)'&1, Ko, hl, hg), 1= 1,2 (332)
K2|kq, K2, h1, ha) = (M + 4) + Ae(A2 + 2)] k1, K2, ha, ha), (3.33)

sendo os operadores J2 os operadores de Casimir das subélgebras su(2) e K 2o
operador de Casimir da 4lgebra sp(4). Nas equagdes 3.32 e 3.33 os operadores de

Casimir sado dados por

']12 = Xiz + [X!,)? X{0]+7 J22 = Xéz + [Xé,XéL,., (334)

K?= X2+ X2+ Y (X, (X)1+ i=3,57,9, (3.35)

sendo [A, Bl = AB+ BA.

Os operadores X{¢ e Xg,, , por pertencerem as subdlgebras su(2), agem

48



analogamente aos J* da 4lgebra do momento angular
1

1 3
Xé,ﬁlﬁl, Ka, hl, hg) = {-2-(K1 F hl)(Ul +h + 2)} |KZ1, K2, h + 2, h2>, (336)
1
1 2
Xp.10lK1, K2, by, ho) = {5(52 Fha) ozt he + 2)} |k1, K2, by, ha £2),  (3.37)
sendo que utilizamos a notagdo X/, ., = X*, i = +,i+ 1 = —. Note que estes

operadores acoplam representagdes irredutiveis da subélgebra u(1).

A agéo dos operadores X} 4, X; 4 é dada abaixo

X3.4lk1, Ko, by, ho) = A%|ky + 1, k3 + 1, hy£1, By FF1) (3.38)

+B*|ky + 1, k9 — 1, hy£1, hyF1) (3.39)

FC|ky — 1, ka + 1, hy£1, hoF1) (3.40)

+D*|k1 — 1, k3 ~ 1, hy£1, hyF1) (3.41)

[§]

X7glk1, K2, hy, ho) = FA=|ky + 1, k5 + 1, g1, Byt 1) (3.42)

+B= |k + 1,k — 1, by %1, hy%1) (3.43)

+C™|ky — 1, k2 + 1, hy£1, hyt1) (3.44)

+D"*|ky — 1, kg — 1, hy£1, hy£1), (3.45)

onde os simbolos com linha sdo obtidos a partir dos sfmbolos sem linha por uma

simples troca de sinal em h,
R* = R*(hy— —h;), R,R € {AB,C, D} (3.46)

Os coeficientes A* e B conforme mostrado em [21}, sdo dados por
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Oy — k) Oy + g +6) (5 = A +2)(ks + A +14)
64(k1 + 1)(k1 + 2) (52 + 1) (k2 + 2)

A= |

=

2

X(k1 + h1 +2) (kg — ha + 2)] (3.47)

(ke + A +2)(0e — k) Ay — 6o +2) (k- + A +4)
64(k1 + 1) (K1 + 2)ka(K2 + 1)

pt - |

(VI

< (6 + s + 2Rz + hz)] (3.48)

onde Ay = A\ € ks = K1£Ky. Os coeficientes C* and D se relacionam com At

e B* por simples mudangas em seus argumentos

C+ (Hl,HQ,hl,hz) = B+ (K,l - 1,’62 — 1, —‘(hl + ].), —(hz - 1)), (349)

D% (K, Ko, b, hy) = AT (51— 1, ke + 1, —(hy + 1), —(h2 — 1)), (3.50)

e os coeficientes dos operadores de abaixamento sdo dados por

A—(Kl,fig,hl,hg) = D+(K«1 + ].,Iiz + 1,h1 — 1,h2 + 1),
B—(K’17K’2ahlvh2)= C+(Hl+17’€2~1)h1_17h2+1),
C—.(h}17'€27h1,h2) = B+(K1 - 1:'{*2 + 11h1 - 17h2 + 1)7

D_(I‘El, Hz,hl,hz) = A+(Ii1 - 1, Kg — 1, hl — 1, h2 -+ 1) (351)

Note que a acdo dos operadores X3 4, X7 g acopla representagoes irredutiveis das

subélgebras su(2).
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3.1.3 O Grupo Unitdrio Simplético

A forma bilinear definida na equacio 2.106

Z1Yn+1 — Tn1¥1 + o + TpYon — Tonln,

é satisfeita se ao definirmos o produto escalar entre os vetores x e y utilizarmos

que é a métrica simplética.

Portanto, dados os vetores x = ( z, z, . Top Yey=( Y1 Yo o Yom )T

sua forma bilinear é dada por xTJy através do produto usual de matrizes. O
conjunto de matrizes g que atuam sobre x e y, tal que X' = gx e y’ = gy possuem

invariante a forma bilinear dada acima,

xTJy' = xTJy, (3.52)

xTg"Jgy = x"Jy,
forma o grupo simplético Sp(2n) de matrizes g 2n x 2n, tal que g satisfaz
T —
T Jg=J. (3.53)

Tanto a equagdo 3.53 quanto a forma bilinear definida na equagio 2.106 definem
o grupo simplético. Uma das formas reais deste grupo é a forma real unitdria

(compacta) USp(2n), obtida a partir da intersec¢do
USp(2n) = Sp(2n, C) N U(2n), (3.54)

sendo este o grupo de que nos ocupamos em investigar durante este trabalho.
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Para investigarmos o grupo USp(2n), devemos investigar concomitantemente suas
propriedades simpléticas e unitarias.

Num grupo U(2n) as matrizes devem satisfazer a
9'g=gg" = 12n. (3.55)

De forma que as matrizes g do grupo USp(2n) devem satisfazer ambas as
equagoes 3.55 e 3.53.
Nesta secgdo encontraremos a quantidade de parametros independentes da matriz

g pertencente ao grupo USp(2n). Para tal, multiplicaremos a equacgao 3.53 a direita

por g
g"Jgg' = Jg*,' (3.56)
mas gg' = 12,, portanto
gtJ = Jg'. (3.57)

Neste ponto definiremos uma matriz g, 2n x 2n, por blocos n X n
g= , (3.58)

onde {A, B, C, D} sdo seus blocos nxn. Substituimos esta matriz na equagado 3.57,

AT CT 0 1 0 1 At Ct
= (3.59)

BT DT -1 0 -1 0 Bt Dt

tal que sua solugao fica
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—CT AT Bt Dt

= , (3.60)
-DT BT -At -t
que implica em
B=-C", D=A" (3.61)
Portanto g assume a forma geral
A -C*
g= . (3.62)
c A

A equagdo 3.62 foi obtida da equagio 3.53, ou seja, resta-nos substituir a equagio
3.62 na equagdo 3.55 para obtermos o nimero de parimetros do grupo USp(2n).

Resolvendo a equagéo 3.55 da esquerda obtemos duas matrizes n x n

—CTA +ATC=0— CkiAkj = Akiij, (3.63)

ATA+ C1C =1, — AL A + CLCyj = 6. (3.64)

A equagdo 3.63 é simétrica se i # j e nula se i = j, portanto possui n(n — 1)
equacdes reais ou n(n — 1)/2 equacgdes complexas.

A equagio 3.64 ¢é simétrica se i # j e real se i = j, portanto possui n + n(n—1)
equagoes reais.

Portanto o niimero de pardmetros reais do grupo USp(4) é dado por

4n* —[n(n — 1) +n(n — 1)+ n] = n(2n + 1). (3.65)

23



3.2 Elementos de matriz do grupo Sp(4,C)

Nesta sec¢ao calcularemos a forma geral de um elemento do grupo Sp(4,C) para
a representagio fundamental.
O elemento geral g do grupo Sp(4, C) é dado pela exponencial g = ezp(X ), onde

X é a matriz

10
X = inX{, (3.66)
i=1
dada explicitamente por
—I —Z4 \/§$10 Ig
—z3 -z z V2z
X = s °1, (3.67)

V2z9  z7 T z3

; V25 x4 Z2

onde {z,%9,T10} € {x2,2s5, 76} referem-se as subélgebras su(2) e {z3,z4,%7,%s}
sio coordenadas referentes as raizes puras da &lgebra sp(4,C). Ressaltamos que
{z:} € C.

O resultado da exponencial pode ser expressado por

+ + -
g= __2_{[4(305}1.6__+Xé2——smh-62—+Mp(cosh%— —coshe )

2
et 2 et 2 e~
+——MP<e+ smh——— — é—smh -3—)}, (3.68)

onde
0t = \/E; £ 2V/E, (3.69)

e E; e E, sao dados por polindmios,
E1 = 2(1‘21’ + l'g + 2:1731‘4 + 2.’1?5.’1,'5 + 2.’1)7.’1)3 + 2(1791‘10), (370)
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E\? 5
E, = (71) —4(z129 + T334 + 1'71'8)2 +4(E3 + Ej),

sendo Ej3 o polindmio abaixo

E3 = (2(1:5.’591}3 + 2561.'1,'2.’173.’1/'4 + 2\/§$2$31‘71‘10 + 2\/§$1$41‘6$7

2 2 2
—2T6T9Ty — 2T5T6T9T10 — T9T10T5 — T5T6L7),
e Ej3 é obtido por uma permutagdo nos argumentos do polinémio Es

E; = Ea(xl,-’llz,$4,$3,$6,$5,$8,$7,$107$9)-

(3.71)

(3.72)

(3.73)

I e X sédo respectivamente a identidade 4 x 4 e 3.67. Mp e M P sao matrizes cujos

elementos sdo polinémios. Mp possui forma geral dada por

{ i pa 0 —P23
P21 %(2\/1’7 ~pu) Da 0
Mp = ,
0 P23 P11 P21
\ —P2 0 v 3(2vVE: —pn)

e seus elementos sdo

= 1'? - 13% + 2(x9z10 — T525) + V/ B,
P21 = Z1Z3 + Tox3 + \/-2—(1'7.1‘5 + .’1,'81‘9),

P23 = T1T7 — TaTr + V235 — T4Zs),

note que as estruturas de ps; e po3 sdo semelhantes.

Os elementos pj; sdo obtidos por uma permutagéo nos argumentos de Dij

Pi; = pij (21, T2, T4, T3, Tg, T5, Ts, T7, T1g, To).
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M P possui forma geral dada por

(-Py ~Pa Pu P )
o ~Pyp —Pyy Py Py , (3.79)
Psy Py Py Py

\ Py, Py Pn Pzz)

e seus elementos diagonais sdo

P11 = .Tl(.’L'? — .’L’g) + 21‘31‘4(.’151 -+ IL'2) + 211371‘8(931 — .’Eg)

+2V2(252873 + T1T6T4) + T1 (20010 — 2756 + V Ez), (3.80)

Py =24 (a:g - xr‘{) + 2x3x4(x1 + T2) + 2z728(T2 — 1)

+2\/§(£L‘3Ilgx7 + IE4IL'8.'IIQ) + .’122(21'51176 - 2.’1,'91'10 + vV Ez), (381)
note a semelhanca em suas estruturas. Os elementos restantes sdo dados como

Py = z3][(x1 + 72)? + 22576 + 22010 + V En]

+2V2(xyx5T0 + T127T6) — 4T4T6To, (3.82)

Pyy = z7[(z1 — :1:2)2 + 22576 + 2T9T10 + V/ En]

+2V2(2ax4T9 + T1T3T5) + 4TsT5 T, (3.83)

sendo que os elementos P; e P3; possuem estrutura semelhante, o mesmo aconte-

cendo com Ps; e Py
Py = \/-Q_mg(mf—x%+2:r3x4-—2:r5x6+2x7x3+2x9:v10+\/EQ)—2\/§(m§x5+z6m$)+4x2x3x7,

P42 = \/_2-.’155(IL'%—$f+213$4+21‘51‘6+2$7$8—"2.’1,'9.'131[)—1'- v Eg)+2\/§(13101L'3*‘.T9.’L'3)+4.T7I4.’121,
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sendo 15,~,- dados por uma permutagio nos argumentos de F;;

P,; = P,j(z1, T2, T4, T3, Ts, T5, T8, T7, T10, T9)- (3.84)

Certos polindémios de Mp e M P guardam semelhancas entre suas estruturas,
conforme afirmamos nos pargrafos acima. Estes polindmios ocupam posigoes
referentes as subdlgebras da élgebra sp(4,C). Por exemplo, Pi; e Pp; estao na
diagonal, posigdo dos elementos do nicleo de Cartan. P»; e P3y estdo nas posigoes
das rafzes puras da 4lgebra sp(4,C). Ps e Py estio nas posigdes das raizes das
subalgebra su(2). Uma possivel conclusdo é que elementos de matriz cujas raizes
sao semelhantes possuem polindmios semelhantes.

J4 a relagdo entre os polindmios
Pji=PF;= P,j(z1, T2, T4, T3, Tg, Ts, Ts, T7, T10, T9)

pode ser verificada pela as matrizes Mp e MP e por 3.67. Conforme 3.67, z;4+1 é
a coordenada do elemento de matriz transposto ao elemento de coordenada x; para
i = 3,5,7e9. Sendo assim, um polinémio cuja posigio na matriz é transposta a
de outro polindmio, deve ter estrutura semelhante aquele, mas sofre uma espécie de
operagéo transposta ou permutagdo entre suas coordenadas referentes a elementos
de matriz nao diagonais.

Vamos verificar como fica uma matriz do espago quociente

Sp(4,C)
SUQ2)® SU2)

Este espaco é calculado pela substituigdo de

Ty =Tg=1T5 =26 =Tg =T =0,
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na equacdo 3.68. Nesta substitui¢do, a matriz fica

o+ . +
g= I4cosh—-2— +X§smh—2—
{ cosh %t —z4 g5 sinh %t 0 - zsggksinh %t \
g= —I3 —e%; sinh %i cosh %i :rse% sinh 97+ 0
0 T7 & sinh % cosh %i T3¢ sinh e_2+_ ,
\ T7 & sinh 92—+ 0 T4z sinh —92—+ cosh %i }

onde ©% = 2/x314 + T728 €

0 —X4 0 itg\
X = —z3 0 zg O

0 7 0 I3

T7 0 T4 0 }

Devemos ressaltar que esta é uma aproximagédo e que este espago quociente so-

mente é vilido na regido ao redor do elemento identidade.

3.3 Decomposicao de Gauss

A exponencial da secgio anterior é muito complicada de ser manipulada. Nesta
secgdo faremos a decomposigio de Gauss, para o grupo Sp(4, C). Esta decomposicao
é til para a agdo do grupo num estado coerente, para a parametrizacdo do grupo
simplético Sp(2n, C) levando as coordenadas do grupo USp(2n) e também por tornar
simples a representacio do grupo em dimensdes superiores a fundamental, ja que
basta exponenciar as matrizes da 4lgebra na representagio e depois multiplicar pelas
coordenadas de Gauss.

Os enunciados abaixo estdo demonstrados em [19].
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1. Os operadores Abelianos da &lgebra formam a subdlgebra de Cartan e sua

exponencial forma o subgrupo Abeliano.

2. Os operadores positivos da algebra formam uma subélgebra positiva e sua

exponencial o subgrupo positivo.

3. Os operadores negativos da algebra formam uma subdlgebra negativa e sua

exponencial o subgrupo negativo.

Da decomposigao de Cartan, sabemos que toda dlgebra de Lie pode ser escrita
numa base tal que, todos os seus operadores se dividem em operadores positivos,
negativos e Abelianos. Portanto, obtemos o grupo todo pelo produto entre os sub-
grupos positivo, abeliano e negativo, PDN, sendo P o subgrupo positivo, D o
subgrupo abeliano e N o subgrupo negativo. Abaixo, temos a decomposigio de

Gauss para o grupo Sp(4,C),

9 2 10
g = exp (Z :I:iX,f> exp (Z ij]'-) exp (kaX,'c) , (3.85)
i—3 j=1 k=4

i=3,5,7,09, j=1,2, k=4,6,8, 10, (3.86)

onde, x € C.

Nosso objetivo é simplificar a0 méaximo a exponencial da algebra. Para isso,
faremos a decomposigao um-a-um da decomposi¢io de Gauss. Desta decomposicao
obteremos um novo sistema de coordenadas, as quais chamamos de coordenadas de
Gauss. A decomposi¢do um-a-um consiste em escrever a exponencial de uma soma

como um produto de exponenciais

9 9
exp (Z xiX,{) = Hexp(in{). (3.87)
i=3

=3

As relagGes entre os sistemas de coordenadas y e x sdo calculadas através da de-
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composicio de Baker-Campbell-Hausdorf (BCH), cujos resultados sao dados abaixo

Y3 = I3, Ys = Ts, (3-88)
I3Ts

=7 — —, 3.89

Y7 7 \/§ ( )

T3T7 Tizs (3.90)

y9=$9—ﬁ‘ 3

sao as coordenadas das rafzes positivas,

Yqg = Ty, Ys = L6, (391)
Ys = Tg — 24%s
\/§ ’

(3.92)

Y10 = T10 — 2 3 (3.93)
sao as coordenadas das raizes negativas e
=21, Y2=72o (3.94)
sio as coordenadas do nicleo de Cartan onde,y € C.
Desta forma, a matriz do grupo Sp(4, C) pode ser escrita como
9 4
g= [H exp(ini)] [exp(lel + szz)] [H exp(ijj)] : (3.95)

i=3 j=10

Para verificarmos as transformagdes de coordenadas acima, devemos realizar a
decomposigdo de BCH (Baker-Campbell-Hausdorf), resumida abaixo.
Dada p uma algebra de Lie e sendo «, 8 € p, podemos sempre escrever a expo-

nencial e**# em forma de produto de exponenciais

e*tP = e%ePete..., (3.96)

60



sendo que ¢y, cy,... também pertencem & p. A sequéncia de produtos é finita para
o caso de dlgebras nilpotentes. Para o caso das subélgebras positiva e negativa da
dlgebra sp(4), o produto acaba em c,, j& que estas subdlgebras sdo nilpotentes. As

férmulas de c; e ¢, sdo, de acordo com [14]

1
G = —i[a,,@], (397)

1 1
Cy = _g[[an@];ﬂ] - g[[an@]’ a]? (398)

as férmulas acima e para um elemento ¢, qualquer é dado em [22].

Podemos verificar explicitamente a decomposicio BCH na equacio 3.95 calcu-

lando
1 0 0 0 \
9 -z 1 0 0
exp{z :r,-X,-} = ’ , (3.99)
=3 V2zg — isézsxg z7 + %z3x5 1 z3
Ty — %x3x5 V2zs 0 1 )
1 0 0 0 \
9 —Ys3 1 0 0
[Texp{wxi} = ., (3.100)
i=3 V2o +ysyr yr+V2ysys 1 us

yr V2ys 0 1 /

em 3.100 fazemos a transformagao de coordenadas dada nas equagdes 3.88-3.90 para

obtermos
1 0 0 0 \
o —z3 1 0 0
[T exp{v:X:} = , (3.101)
i=3 V2ze — 36Qx5z§ 7 + ?}_ix-"mf‘ 1 zj
Ty — %z;;:q V2 0 1 )

que é idéntica & equagdo 3.99, ou seja:
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exp {Z :L‘,-X,-} = H exp {5 Xi}. (3.102)

1=3

Anélise semelhante pode ser feita para o subgrupo negativo.
As matrizes X; e X, sdo diagonais, e sua exponencial é dada pela exponencial

de seus elementos diagonais

e ™ 0 0 O \

0 e* 0 0
expz1 X1+ 22X2 = , (3.103)
0 0 €t 0

0 0 0 e“/

no caso das matrizes diagonais, tanto faz escrever a exponencial da soma, quanto o
produto de exponenciais, eles sao idénticos, ja que este é um subgrupo Abeliano.

Nomeando

9 4
P = HexP{ini}a N = H exp{y;X;} e D =exp{y1Xi+y2Xa},

=3 j=10

obtemos uma matriz arbitraria do grupo Sp(4,C), por

g= PDN.

3.4 Coordenadas renormalizadas do grupo USp(4)

Na secgéo anterior, encontramos as coordenadas de Gauss para o grupo Sp(4, C).
Estas coordenadas nos permitiram decompor a exponencial da soma num produto de
exponenciais. Nesta secgdo definiremos um sistema de coordenadas que simplificam
a0 méaximo a matriz geral do grupo Sp(4,C). De posse destas coordenadas, impore-

mos unitariedade & matriz simplética para obter o que chamamos de coordenadas
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renormalizadas do grupo USp(4) -

As coordenadas do subgrupo positivo sao

Z3=1Y3, 2B=1Ys5, 271 =Y7, 29 = 7—5(1/9 - y3y7),

1

as do subgrupo negativo sao

1
Z4 =14, 2=1Ys 2B/8=VYs 20 E(ylo + YaYs),

e as coordenadas diagonais ficam,

onde,z € C.

Neste sistema de coordenadas, as matrizes P, De N tomam as formas

a parte negativa fica

1=, 22=1Y2

( 1 0 0 0 \
—23 1 0 0
29 z+V2z2 1 2

\27 \/525 0 1/

( 1 —z4 210 2z — V222 )
0 1 28 \/526
0 O 1 0

\0 0 2z 1 /

e a matriz diagonal € escrita como
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(3.105)
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(3.107)
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31; 0 0 O
0 6l 0 0
D= 2 , (3.109)
0 0 6 O
\0 0 0 &
onde
§;i=¢€% i=1,2. (3.110)
O produto PDN resulta em
(e}
r 1
(51 b 461 1 b
:é ) z4ﬁ + T 3
_ 01 01 )
9= 29 % A + \/%Zgz5
n 3 ’
z7 27 225
= 3 —&Ae+ ;
\ 51 451 52
" .
10 61 )
23
-z + 8= ;
o 32'
2
210@ + Zs-(—zlj_——z—st—) + 01 + 022423
&1 é
20 + \/22_2:5 + 4. ;
1061 2g & 224 ;
1
(Zs - \/52426)5; \
1
—(28 — \/52426);_3 + \/2_266—
! 3.111)
5 (
(28 — \/52426)? + \/52697_‘*'_5\/_]{3_2_5)_ + 0223
1
2
(28 — \/52426)ﬁ + V226 jzs + &2 }
01 09

Para simplificar nossa notagdo definiremos quatro vetores coluna em termos das
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colunas da matriz P

1T
|1>=[1, —Z23; 29y 27 y (3112)
1T
|2)=[O; 1; z7+\/§z325; V225 ) (3.113)
1T
I3)=[0; 0; 1, 0| (3.114)
T
14) = [O; 0; 2s; 1] . (3.115)

Verificamos na equagdo 3.111 que suas colunas podem ser escritas em fungao dos

vetores acima

_ 10 _ 1D 12
ICh) = 5 |C2) = ~Eg T (3.116)
ng) = 210% + 23%222 + 61'3) + (5224!4), (3117)
1C) = (25— VEzazo) L+ VEze 2L+ o). (3.118)

Vale salientar que grupos simpléticos de dimensées superiores possibilitam abor-
dagem aniloga a esta que utilizamos. Ou seja, podemos definir vetores a partir das
colunas da matriz positiva do grupo e em fungao destes vetores escrever as colunas
da matriz do grupo.

O grupo USp(4) é obtido da imposigdo da condi¢do de unitariedade ao grupo
Sp(4,C). Em termos da matriz g, isto significa obter as coordenadas do subgrupo
negativo como fungoes das coordenadas do subgrupo positivo. Estas funcoes sao

obtidas a partir da ortonormalidade das colunas de uma matriz unitaria, que

65



podemos verificar em

AtA = ln = AZ,AkJ = 61']',

para o produto escalar complexo, ou seja (C;,C;) =0 e (C;,Cy) = 1.

Do médulo da coluna 1 obtemos o médulo de 4,

16,2 = (1,1), = & = |di]e"”" (3.119)

como &, é um nimero complexo, somente sua fase ¢; é uma varidvel independente
real, j& que seu médulo depende das varidveis {z3, 23, 27, 27, 29, z}-

Do produto escalar complexo entre as colunas 1 e 2 obtemos 24

(1,1  (1,2)
—24 |(51|2 (S

(ClaCZ) = Oa *6
102

(1,2)
= = -, 3.120
Z4 6{52 ( )

que juntamente com 2g sdo fungdes de {¢1,¢2,23,z§,z5,zg,Z7,z;,zg,zg}. Isto é
devido & 24 e 23 serem coordenadas referentes as raizes a4 € ag, que contém compo-
nentes nos eixos 1 e 2 do diagrama de Van der Waerden.

O médulo de 8, é obtido a partir do médulo da coluna 2

(Cr,C) =1

162> = (2,2) ~ <—2—’<—112’<—11>’—2), = 8 = |0y]€™®? (3.121)

e |62] é uma fungdo de {23, 3, 2s, 25, 27, 27, 29,23}, sendo que somente a fase ¢z é

uma varidvel independente real em Js.
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A partir do produto escalar entre as colunas 2 e 4 obtemos zg

(Cs,Cq) =0,
= 2= _\/6525; ((2, 1) - <—2Tll>%—4->) , (3.122)

zg independe de ¢1, j4 que é uma coordenada referente & rafz ag, cuja coordenada

no eixo 1 é nula.

Do produto escalar entre as colunas 1 e 4 obtemos 25

<02: C4> = 07

8
= 25 = —(—55(1,4). (3.123)
1

Por fim, z;4 € obtido a partir do produto entre as colunas 1 e 4

(Ch 04) = 0,

= 210 = —%(1,3), (3124)
1

219 independe de ¢,, pois é uma coordenada referente & rafz g, cuja coordenada

em 2 é nula.

As parametrizagbes acima sio denominadas como coordenadas renormalizadas
do grupo USp(4). Estas fungbes sdo analiticas (sem pélos).

Vale frisar que a parametrizagio dos |4;|?, dadas em termos dos produtos entre os
vetores |A), A = 1,2, 3,4, serd independente do sistema de coordenadas escolhido,

J& que a definigao desses vetores é em termos das colunas da matriz P e ndo de suas

coordenadas.
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Neste sistema de coordenadas a matriz g fica

[1 A N T B+ V25 )
o |61]205 L8 e 2
i U -SSR T S V25
g=| o’ *161]25, & 8 e &
_Z_g .z A +Z7+\/§Z3Z5_ l . _L ’
6’ 161|285 d2 S-S [ Y K 3
a A Vim o ooh AL
K & |61]262 &2 T8 e 03 )
(3.125)
onde,
A =(1,2) = —2} + 23 (2 + V22325) + V25, (3.126)
51 = |(51|6i¢1, Mll = \/1 + |23|2 + |Z7|2 + |29|2, (3127)
g2 A2
82 = |021e"2, |82] = 4 [ 1+ |27 + V225252 + 2| 252 — 16 (3.128)
1

Para a representacdo fundamental as equagdes de zg, 23 € 219 580 desnecessarias.
De acordo com 3.62, somente as duas primeiras colunas sdo suficientes para represen-
tarmos a matriz do grupo USp(4). Assim, bastam-nos as coordenadas |6,/2, {82/ e zs,
as quais sdo calculadas pela ortonormalidade das 2 primeiras colunas da matriz
unitéria simplética, conforme verificado nas equagoes acima. Tal situagao se repete
para grupos USp(2n). O niimero de pardmetros do subgrupo negativo é obtido a
partir de 3.63, da qual obtemos a quantidade de equagdes complexas, dadas por
n(n —1)/2. A partir das n primeiras colunas e suas relagdes de ortonormalidade é

possivel calcularmos as coordenas renormalizadas para os grupos USp(2n).
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3.5 Regras de multiplicagao do grupo USp(4)

Nesta secgdo encontraremos as regras de multiplicagio do grupo USp(4). Com
excessao do grupo S0(2), estas regras sdo complicadas de se encontrar. Nés apre-
sentaremos este resultado utilizando os elementos da matriz resultante do produto
entre dois elementos do grupo, ja que em termos das coordenadas este resultado seria

muito complicado de apresentar. O uso de computagdo simbdlica é indispensivel.

Figura 3.2: Representagdo grafica das regras de multiplicacio

Assim, dado
g”(¢,1,’ ’2/1 Z”, Z"*) = g(¢l: ¢2’ Z, Z*)g’(gb,l? ¢,27 zI7 Z,*),

onde g"(¢}, ¢4,2",2 *), g'(¢}, b5, 2, 2*), g(h1, b2, 2,2*) € USp(4) e possuem a forma

geral
(1 _ A B . A 5+ Vi)
&’ AR ' 06,]%6; ;
——23- z._.é__*_ i' _z_;- z* A* p— \/-22;’;
g=| & ST d’ &' 16.[263 o3
B DA mtVims 1 A ’
5 %1625, \/gz TR AT
27 A 225 -2z . AT 1
= —Z + ; ;R + =
\ ] 716126, b2 6 " "%|61]263 s )

encontramos as regras de multiplicacao deste grupo isolando os parametros da matriz
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g"(¢", #4,2",2"*) e igualando-os aos da matriz g(¢1, $2,2,2")g'( b, 22 ).

O parametro ¢; é isolado com simplicidade

"
9_32 = 621471 — ’1, = —1— n —————(g”)33, (3129)
gn 2i (9"
1 /
o, = L1n 89 (3.130)
2 (99
sendo
Il, = (D1(¢17¢27za Z*;¢,1a¢l27zlizl*)a (3131)
omitiremos os argumentos, mas ¢” = ¢"(¢], na'z*), g = g’(¢’1,¢’2,z',z'*) e

9= g(¢1’ ¢2a z, Z*)'
J4 o parametro ¢,, por estar na 2* coluna, € mais complicado de ser isolado, ja

que estd somado a um elemento da coluna 1,

it

943934 v 943934
T s i 1 s g
= e'¥? o= —In | ——5- 3.132
goz — gngz ~ © T ¢ 2 v 9ngia |’ ( )
g1 922 g
(99")aa — (g_gl)"_:‘(fﬂl)fﬁ
1 7
&= —In (9903 | sendo (3.133)
2 (4g)n — (99))21(99')12
(99 )1
3 = o1, 2,2,27; 9%, 6.7, 27). (3.134)

Os parametros z sio obtidos por operagdes entre os elementos das 2 primeiras
colunas. O pardmetro z3 é isolado com simplicidade, pois é um elemento de matriz

da 1 coluna dividido apenas por d;, ou seja, basta eliminarmos d; do denominador
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para isolarmos z3

g21 " 99
NN 3.135
g11 3 3 gh ( )
’
3= — Ezz,;i, sendo (3.136)
z.',}, = ¢5(¢la¢21zaz‘;¢,1v¢,212/a zl*)' (3137)

O parametro z5 estd na 2* coluna e além de estar dividido por d,, soma-se a um

elemento da 1* coluna, isto torna sua regra multiplicagido um pouco mais complicada

"o N

941912 v 941912
a2 — gn " 942 gill
T = 25— By = 3.138
o2 — 921912 5 5 . g ( )
gu gi’l
’ (99')41(99 )2
(99')42 - W——
o5 = I sendo (3.139)
(99)22 — (99')21(99 )12
(99")11
Zg = (D5(¢17 ¢27Z;Z*; ¢,17¢,2az,7zl‘)' (3140)

Os parametros 27 e zg estdo na 1* coluna e s6 precisamos eliminar §; de seus

denominadores para isold-los. O parametro 2; é

ga1 " 9‘/1/1
— =27 > 2y = ==, 3.141
gn ! ’ %) ( )
(991)41
= -—— sendo 3.142
"7 (99 (3.142)
Z;’ = ¢7(¢l1 ¢27 z, Z*; ¢I17 ¢127 Z,, zl*), (3143)
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e o parametro zg é

'
931 =z9—+zg=g%l, (3.144)
an 11
@y = S‘lg,—)‘”i‘-, sendo (3.145)
(99 1
ZsI;’ = <1>9(¢1,¢2,z,z*;¢'1,¢’2,z’,z'*). (3146)

As regras de multiplicagio dos pardmetros z* podem ser obtidas tanto a partir

de relagdes entre os elementos das colunas 3 e 4 quanto pela observacgdo de que

A -C*
g= )
c A
para matrizes do grupo USp(4), onde A e B sio matrizes 2 x 2.
Optaremos pelo processo andlogo ao utilizado para obtermos z, mas daremos

simplesmente os resultados. Pela equagdo 3.125, é facil ver que z3 estd em A e

portanto z} estd na mesma posigdo de A¥,

!
=99 ,)43, (3.147)
(99')ss
Z;* = @4(¢1,¢2,Z,Z‘;¢)’1,¢;,Z’, Z,‘)v (3148)

j4 z5 estd em C e portanto, z3 estd em —C*,

(09 )os — (99')23(99')34
Bg = — (99)ss (3.149)
’ (99 )as(gg )34
(99" )aa — ———(gg')ss
20t = Bg(h1, 62,2, 2"; 81, 85,2, 2 ), (3.150)
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0s parametros z; e zg estdo em C' e seus parimetros conjugados, 23 e 2 estdo em

—C*,
et
7" = By(¢1, 62,2,2"; 0}, 84, 7, 2%), (3.152)

e o parametro z; é dado por
By = —833;2, (3.153)
23" = 19(¢y, Bo,2,2"; ¢, ¢5,7,2"). (3.154)

Nestas regras de multiplicagao fica claro que os elementos de matriz tanto de g’
quanto de gg' obedecem & equagdo 3.125. As regras de multiplicagdo deste grupo
foram obtidas para as coordenadas renormalizadas. Caso seja tomado um outro
sistema de coordenadas, elas deverdo ser diferentes, mas o método para obté-las
serd o mesmo, portanto hd um caminho para obtengio de regras de multiplicagio,
para um grupo qualquer e para diferentes sistemas de coordenadas de um mesmo

grupo.

3.6  Operadores diferenciais da dlgebra usp(4)

Definiremos nesta secgdo os operadores diferenciais da dlgebra usp(4). Estes
operadores sdo obtidos a partir das regras de multiplicagio dadas na seccao anterior

e da defini¢do

i~ (0%;(a,b) 0
X' = Z (—6@-_).,:0 o (3.155)
=1
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onde a é o conjunto dos parimetros que sofre a agdo dos parametros b, tal que
obtemos o conjunto de paradmetros ¢ por meio de uma multiplicagio de elementos

do grupo e r é o nimero de parametros do grupo.

A obtencdo dos operadores diferenciais é imprescindivel para obtermos a métrica

de Haar do grupo USp(4). J4 que os coeficientes

8‘13_7' (a, b)
Ob; b0

sao os elementos da matriz Jacobiana cujo determinante resulta na métrica de Haar.
Os 2 primeiros operadores, pertencentes ao nicleo de Cartan, possuem formas

simples, dadas por

Xl= "~ 3.156
561 ( )

0
X2 = —=. 3.157
56 ( )

O operador X? fica

X3 = 5—115; [% (8%1 _ 8_‘?’52-) i |51|2(3—2; - ﬁzsg(z; - \/§z7£—;)] , (3.158)
onde A = —z3 + z3(27 + V22325) + V223 zs.

O comutador [X!, X?3] = iX?, e o comutador [X?, X?3] = —iX?, sdo calculados
com simplicidade, pois os elementos entre colchetes do operador X 3 sio indepen-
dentes dos ¢;, sendo necessério derivarmos apenas o termo em evidéncia para obter-
mos raizes idénticas as do operador X3, demonstrando que esta é uma representagao
da algebra unitdria simplética.

O operador X5 fica,

N 5|51|2—(z3~z;+z;)A) a 9]
=62 |—— — 4 — 3.159
w0 =[5 (g ) et o) (3159)
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onde

E= (5 +V222)z + V22, (3.160)

|81 = 1+ |23]% + |21 + | 202,
A2

I(Sg 2 = 1+ IZ7 + \/2—232512 + 2'25’2 - |6—12-
1

Basta derivarmos X5 em relagdo & ¢, ou ¢, para vermos que este operador possui

as raizes iguais as do operador Xj.
O operador X" pode ser obtido tanto via 3.155 quanto por [X3, X5] = \/2X7.

Escolhemos utilizar a equagdo 3.155 e obtemos

) i A*z3\ 0 —~ (2325 +23)A\ 0
7_9%1 9 ~ _ \Z3%9 T 27 o
=% {{ ) (”7 V24 léllz) 36+ ( e ) 5%

2 _ /5, Sl6i]” — (2325 + 27) A o1 &P '
i [I(SZI Ve |61/2 ] 0z |<51|2 \/_A 2 %+ 2

E|61]2 - (2323 + Z;)A* ] 8 5]51|2 - (2325 + Z;)A* o
A — -
" ( |62/2]01 |2 02 Vaz |61]2 Oz [’

(3.161)

seu comutador com X! e X? gera a raiz [1,1], que é idéntica & raiz de X, portanto
esta é uma representagdo para este operador.

Obtemos o operador X® por meio da equagio 3.155, que é dado por

XQ

612 {I5ll2 [ ijﬂa(ﬁ \/_(2329 + 27) [A - \/525(2326 + z;)} B

3} i(z3zg +23) O 0 }
2 _ e S s Bt € —
+ [161]? — 229(2323 + 23)] ang +A [ N + Aang ,

(3.162)

e sua raiz é dada por [2,0], como podemos observar pela derivada de X® em relagio
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a ¢ e o

Os operadores de abaixamento sao dados pelo conjugado dos operadores de
levantamento, conforme podemos esperar se nos basearmos em X; = X} ,

i=4,6,8,10, j=3,5,7,9. Portanto,

X% = X%V i=123,4,5. (3.163)

Os operadores obtidos nesta secgéo satisfazem todas as relagbes de comutagao

da 4lgebra usp(4) sendo portanto uma representagao da mesma.

3.7 A métrica de Haar do grupo USp(4)

Na seccdo anterior encontramos os operadores diferenciais da dlgebra usp(4), e
conforme dissemos, seus coeficientes sdo elementos da matriz Jacobiana, cujo inverso

do determinante [19] é a métrica de Haar do grupo USp(4).

08,
Vi, = (a—m)b-o' (3.164)

O célculo do determinante da matriz Jacobiana resulta em
|V| = 6167462652, (3.165)

e portanto, a métrica de Haar é dada por

_ Cd223d225d2Z7d229
du(z) = AR (3.166)
du(z) = Cd?z3d?z5d? 27d% 2 (3.167)

o (@2 - 2252
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onde d?z; = dz}dz; e C é a constante de normalizagio para que a métrica obedeca a

/ du =1, (3.168)

em todo o espago de pardmetros que, lembremos, é compacto.

No trabalho [14] a métrica de Haar foi obtida para as representagdes simétricas
da dlgebra usp(4), j4 neste caso a obtivemos para uma representacio arbitraria.
Uma representagdo simétrica possui A = 0. Outro caminho para demonstrar a

métrica obtida em [14] é desenvolver a integral abaixo

/ ( ‘222‘?51)(1,2))2

(2.2) - (1,1)

e encontrar um ndmero finito. Isto porque (1,1) é independente de zs.

Para demonstrar este resultado faremos a transformacéo de coordenadas
d’z5 = r5d0sdrs,

para obtermos

m rsdfsdrs
bl (2~ 2752 2))

calculamos a integral em dfs, que possui a forma

27 d05
o (Acosfs+ Bsends + C)*

cujo resultado é dado por
2Cm
(-BZ + C? — A2)3/2’

onde A, B,C sdo polinémios de grau 2 em relagio & r3,75,77,79 € possui alguns

termos multiplicados por senfs, senf;, senfly, cos @y, cosf; e cos by.
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A segunda parte da integral possui a forma geral

/°° 2m(Dr + E)rsdrs
0 (D27‘§ +(F + QDE)Tg + E2)3/2’

onde D, E, F sdo polindmios de grau 2 em relacdo & 73, 77,79 € possuem termos mul-

tiplicados por senfs, senfy, senfy, cos 3, cos B e cosby. O resultado desta integral,

apGs muitas simplificacdes é dado abaixo,

[ oy

(2,2) - a0

As integrais relativas & d?23d*z7d’2p sdo simples de se calcular, pois
(1,1) = 1+ |z + arf + 2]

Portanto, a integral em 3.168 fica
/ du = / Cd?z3d? z;d?zg / / m r5d95d'r5
=] U+ PP+ 20 + z]?) 2,141, 2\
(2,2) — —————(1 )

Cﬂ’ d223d227d229
d 3.169
[ =5 | Gt s P (3.169)

sendo que j4 esta computado o resultado da integral no subespago de z5. Abaixo fare-

mos a transformacdo de coordenadas d%z; = r;dfidr; para os parimetros restantes,

obtendo

Cr [® [* raroredf;d0;dfedradrodre
_Cr 17
/wt / / (1473 +rf 479 e
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cujo resultado é

Cr* 24

Concluimos e demonstramos que

du(z) = 24 d2Z3d225d227d229
ST EA LT AT

(3.172)

¢ a métrica de Haar do grupo USp(4). Este resultado é semelhante & resultados obti-
dos em outros grupos de rank 2 [23]. Por ser um invariante no espago de parametros
do grupo, a métrica de Haar é um pré-requisito bésico para estudarmos um sistema
dindmico que contenha a simetria do grupo. Além do mais, a forma acima para a

métrica de Haar, dependendo apenas de

617161 = (1, 1))* (<2, 2) - %‘22)

€ sempre a mesma, independente do sistema de coordenadas escolhido, o que é

esperado de acordo com os resultados obtidos em [19].
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Capitulo 4

Estados Coerentes do USp(4)

Este capitulo é devotado a definigdo e obtengdo dos estados coerentes do grupo
unitario simplético em 4 dimensdes e suas propriedades para representacdes ar-
bitrarias da &lgebra. Encontramos representagdes para os operadores da algebra na
base dos estados coerentes e seus valores médios nesta base. Encerramos o capitulo

encontrando a forma bilinear simplética do espago dos estados coerentes.

4.1 Definicao

H4 trés possiveis critérios para definirmos os estados coerentes [11, 23]. A
primeira definigio consiste em tomar estados que minimizam o principio da incerteza
de Heisenberg. A segunda defini¢do pode ser dada como sendo os auto-estados do
operador de aniquilagao.

Neste trabalho utilizamos a definigdo dada em [12], na qual se definem os estados
coerentes generalizados. Os estados coerentes generalizados sao obtidos pela acao
do subgrupo positivo sobre o peso minimo da &lgebra. Definigdes com maior rigor
e formalismo podem ser vistas em {12, 14, 23]. O conjunto obtido a partir desta
operagao define os estados coerentes do grupo correspondente e este conjunto forma

uma base no espaco de estados coerentes, que demonstraremos ser supercompleta
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na préxima secgao.
De acordo com o terceiro critério para a definigdo dos estados coerentes, tomamos

o peso minimo de uma representagio arbitrdria [A1, Ao} da dlgebra sp(4)
|0) = [A1, Az, =Aq, =Aa),
e definimos o vetor |Z) como
12) = 410}, (4.1)

onde g é a matriz do grupo Sp(4,C) obtida no capitulo anterior. N&o escrevere-
mos esta matriz por ser desnecessario. Para encontrarmos o conjunto dos estados

coerentes, basta tomarmos a decomposi¢do um-a-um do grupo, sem explicitarmos

9,

. 1
|2) = exp(23X3) exp(25X5) exp(z7X7) exp [\—/_5(29 — 2327) Xo | exp(z1.X1)

1
x exp(zX2) exp E(zlo - 2428)X10] exp(23Xs) exp(26Xs) exp(2:4X4)|0).

(4.2)

A acdo dos operadores de abaixamento sobre o peso minimo possui auto-valor
nulo e portanto suas exponenciais sdo iguais a 1. A agdo dos operadores diagonais

X; possui auto-valores —J;, @ = 1,2, portanto temos

|2) = exp(23X3) exp(z5X5) exp(z7 X7) exp [\/LE(ZQ — z3z7)X9]

x exp(—z1A1) exp(—22A2)|0).

A equacido acima pode ser reescrita na forma
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|2)

|2) = g (4.3)

onde §; = €% e

|z) = exp(23X3) exp(z5X5) exp(27.X7) exp li%(Zg - Z3Z7)ng| |0). (4.4)

Na equagdo acima, o subgrupo positivo de Sp(4,,C) atua sobre o peso minimo
de uma representacdo arbitriria da algebra correspondente. De acorto com [12],
o conjunto dos estados obtidos dessa operagdo séo chamados estados coerentes do
grupo. Os estados coerentes formam um espago de pardmetros difeomoérfico ao

espaco coset formado por {z3, zs, 27, (29 — 2327)/ V2}.

4.2 Resolugao da unidade

Nesta secgdo obteremos a resolugao da unidade da base dos estados coerentes.
Uma base que satisfaz a resolugio da unidade é uma base supercompleta. A super-
completeza é uma das propriedades dos estados coerentes, de acordo com a definigdo

em [11]. Desta forma, os estados coerentes devem satisfazer

[ nt1z)el = / du(2)]12) (el = 1, (4.5)

onde
6D, », A2 23d?25d?27d%2
d(z) = s Cslzolond
™ |61[816]

conforme conforme o resultado do capitulo anterior e ||z) = |2)/N(z, z*) sdo os esta-
dos coerentes normalizados, sendo N(z, z*) a condigdo de normalizagdo. A relagao
entre du(z) e dpu(z) é

dnp(z) = du(2)/N(z, 2%).
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Aqui fizemos C' = 6Dy, »,, j& que a constante de integracdo varia de acordo com a
dimensdo da representacdo, onde Dy, », = (A1 +2)(Ao+1)(Ar— Ao+ 1) (A1 + A2 +3)/6.

A integral 4.5 possui forma semelhante & integral que resolvemos para demonstrar
a métrica de Haar no capitulo anterior. Assim, resta-nos obter a norma de um estado
coerente. Para isso calculamos o produto escalar complexo entre (2|2) que é dado

por
s (2l2)
(2|2) = 012 [55]2 (4.6)

se substituirmos |Z) = ¢|0) acima, obtemos

1 _ (2]2)
<0‘g g|0> |51|2,\1|52|2)\2' (47)

Na equagéo acima, imporemos a condigdo de unitariedade a g, tal que glg=1.
A base de estados da 4lgebra sp(4) é ortonormal, de forma que (0|0) = 1. Aplicando

estas informagoes & 4.7 obtemos

(Olg'gl0) =1

= (z]z) = |61]221|82|22 = N(z, 2*)% (4.8)
Como impusemos a unitariedade, sabemos que

|51|2 =1+ ‘Zgl2 + |Z7|2 + |Zg|2,

. A
62)* =1+ |27 + V2z325|2 + 2|25)* — +—3, onde,

A =(1,2) = —z; + z5(zr + V22325) + V225 2,
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conforme resultados obtidos no capitulo anterior.
Em 4.8 obtivemos a norma de um estado coerente numa representagao arbitraria
da algebra us§(4). Portanto, os estados coerentes normalizados ficam
|2)

l2) = W (4.9)

Se impusermos A, = 0 obteremos as representacdes simétricas da dlgebra usp(4).
Os estados coerentes desta classe de representacgoes foram estudados detalhadamente
em [14]. Nosso objetivo ¢ investigar as representagdes arbitrarias desta dlgebra.
Naturalmente obteremos resultados complicados, porém tratdveis se utilizarmos
computagao simbdlica.

De acordo com 4.4, os estados coerentes sdo obtidos pela agdo do subgrupo
positivo sobre o peso minimo da &lgebra usp(4). Uma representacdo arbitraria
[A1, A2] de dimensdo D), »,, possui um conjunto de Dy, », elementos que formam a
base dos estados coerentes.

Os estados coerentes podem ser expandidos na base de estados da dlgebra usp(4),

tal que

|z) = Z}-n(a)lﬁl, kg, h1, ha). (4.10)

Sendo que a soma acima é feita sobre todos os estados da representacao e n séo
os numeros que etiquetam os estados quanticos da dlgebra usp(4). Os polinomios
Fpn(z) formam uma base de polinémios no espago de Hilbert de dimensao Dy,

Nesta base obtemos o produto escalar a partir de 4.5

[ FFul)un(z) = b (4.11)

A integral acima é semelhante aquela que resolvemos no capitulo 3 para obtermos

a métrica de Haar. A resolucdo desta integral pode ser vista em cddigo que estd
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escrito no apéndice. O mesmo cédigo calcula os polindmios para representagoes
arbitrarias. Neste caso, a equagao 4.11 é satisfeita se

_ 6D,\h,\2 d223d225d227d229

dpu(z) = NS AT (4.12)

Os polinémios F, s&o os elementos de matriz da primeira coluna da matriz do
subgrupo positivo. Isto ocorre por termos optado considerar o peso minimo como
o vetor coluna cujo tnico elemento ndo nulo estd na linha 1, de forma que apenas
a coluna 1 da matriz do subgrupo positivo forma o conjunto de todos os estados
coerentes do grupo.

A métrica para esta representacio é a mesma que foi obtida no capitulo 3. O
fator |6;|*|65|*? vém da normalizagao dos estados coerentes e foi incluido como parte
da métrica. Neste ponto fica clara a invariancia da métrica de Haar no espago de

parametros do grupo.

4.3 Acao dos elementos da algebra

Verificaremos como agem os operadores da &lgebra sobre os estados coerentes.
Esta ago é importante pois, em geral, os estados coerentes sdo estados quanticos
cujas propriedades sdo as mais proximas possiveis das propriedades dos estados
classicos do sistema analisado.

Obtemos a agdo de um operador da dlgebra sobre os estados coerentes a partir
da definigio 4.4 e das relagdes de comutagdo entre os operadores da élgebra. A
representacio que obteremos difere da representagdo por operadores diferenciaveis
obtida no capitulo 3, pois enquanto a representagao obtida no capitulo 3 referia-se a
todo o espago de parametros, esta representagdo é dada sobre o espago dos estados
coerentes.

A agdo dos operadores de levantamento sobre os estados coerentes é representada
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pelos operadores diferenciais abaixo

Xs|o) = (05 + 2204)|0), (4.13)
Xs|o) = [85 — V22384]|0), (4.14)
X1lo) = [87 — zs)|0), (4.15)
Xo|o) = V20s|0), (4.16)

onde J; representa a derivada relativa a z;. As relagoes de comutagdo dos operadores
diferenciais, obtidos através da agio dos operadores de levantamento, sdo obtidas

com sinal invertido, por exemplo

[X3,X5] = \/§X7, mas (417)

[33 + 2709 ,05 — \/52337] = —\/5(33 — 0104) . (4.18)

O sinal acima é explicado da seguinte forma, considere X; = D;, sendo D; um
operador diferencial qualquer na base dos estados coerentes referente ao operador X;
da élgebra. A acdo X;X;|z) = X;D;|z), mas D;|z) ndo é um estado coerente. Entao
devemos fazer X;D;|z) = D;X;|z) = D;D;|z). Portanto, [X;, X;]|z) = [D;, Di]|z), e
a 4.18 fica esclarecida.

A representagio dos operadores diagonais é dada abaixo,

Xi|2) = (2305 + 2187 + 22009 — Mi]|2), (4.19)
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Xo|2) = [~2305 + 2207 + 22505 — Xol|2), (4.20)
note que eles podem ser escritos na forma
Xil2) = [(0;)i0; — Mllz). i=1,2 e j=357T9, (4.21)
onde somamos em j e

Qg3 = [11 —1]1055 = [Oa 2]; Q7 = [1: 1],&9 = [Q’O]a

A agéo do operadores de abaixamento é representada de forma mais complicada,

X4IZ> = [—z§83 + \/5(27 =+ \/52327)87 + (Zg — 25327)87 — 232909

+Z3()\1 — )\2)”2), ) (422)

Xo|2) = [~ V22705 — 22205 + 2252 |2), (4.23)

Xg|z> = [—(Zg =+ Z3Z7)83 - 225(27 + \/52325)85 — 2387

—272989 + (27 =+ 2\/52325))\2 + 27)\1”2), (424)

1
X10|Z> = \/5[—232963 - 72_(27 + \/—2-2325)265 — 272987

—2209 + 291 + z3(27 + V2z325) M| 2), (4.25)
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4.4 Valores médios dos operadores de usp(4)

De posse da acgdo dos operadores da dlgebra sobre os estados coerentes, cal-
cularemos seus valores médios neste espaco. Os valores médios sdo obtidos pela
acdo dos operadores diferenciais sobre os estados coerentes normalizados [|z). Os
valores médios dos operadores da algebra sobre os estados coerentes sdo obtidos para
investigarmos o comportamento de um sistema cléssico analogo ao sistema quantico

definido. Abaixo sdo dados os valores médios dos operadores de levantamento,

)\1(25 -+ 2725) /\2
hX. = 22325 + 27
(linollz) = 25 g 4 s { VR (vRE s + 5)

A*
|51|2 [ V2zszi A 4+ A [1 — (V22520 + 25) + (25 + Z7Z§)W”} (4.26)

—\/_2-)\1232; )\2 ZgA \/EZ*A* ZgA
X = x — ’ 1-— 4.2
(alIXsllz) = —gra— + gp5, |25 O*w) L ( w)( ")

i = A5 e {(\/—z3z5 e (1+22)

2 oiF
1 . AP
|61|2 + V225N ~ (2 — 23%) 75 TAE (4.28)
\/i)ng \/_2-A2 A *A*
Xollz) = 325 4.29
(llnXslle) = S + o5 I61I2[ (V27325 + 27) + 75 T )

observe que os operadores puros da dlgebra usp(4) sdo mais complicados que os

operadores referentes as subélgebras su(2). Os operadores de Cartan sao dados por,
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M(2 + |2l + |2 ),
(z||hX1||z) = — 1l |2|Z|1|2 s 2!5 B {(23 \/_3725)|5 2

AP
|6,]*

(\/—zg ze + 27

+ I\/52325 + Z7|2

I 59I%} (4.30)

+ (|28l + lar* + 2|29|2)

_(\/_2_2325 + 27) |(5 |2

Mzl L) | o
2067 205

A A*
+(—]|2za]? + |21 )l6 :4 + |V22325 + 27|* + 2|z5|% — (2527 + 2527) % |2} (4.31)

(ZHFLXQHZ) = { (23 + \/52725) |5 |2 2‘52|2

e por fim, os valores médios dos operadores de abaixamento sao dados pelo conjugado

dos valores médios dos operadores de levantamento
(2||hXa5)|2) = ((2llhXg;-1ll2))t, 7 =2,3,4,5. (4.32)

Através dos valores médios dos operadores d4 algebra e da bi-forma do espago
coset, podemos escrever um sistema dindmico com simetria usp(4) sobre este espago.

A préxima secgdo é dedicada & obtengdo da bi-forma deste espago.

4.5 Forma simplética

Nesta seccdo calcularemos a métrica do espago coset, com a qual investigamos
sistemas dinamicos de simetria usp(4) dentro do formalismo de Hamilton. A ex-
pressao para (z|z) nos possibilida calcular explicitamente a métrica do espago coset.
Esta métrica é chamada Kahleriana, de acordo com [26]

?In(z|z)

4.33
32,;82; ’ ( )

wij =
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Da métrica acima obtemos a 2-forma fechada ndo-degenerada ou forma simplética

do espacgo coset,

w=1ihY wydz Adz], (4.34)

i,j

e o seu paréntese de Poisson sobre o espago coset

1 i [0f 99 _ 9f 9
_ ij
{9} = ih;w {8z, 0z} 8z; dz; }’ (4.35)

onde wwy; = 6}
Neste trabalho calculamos explicitamente w;j, 0s quais podem ser considerados
elementos de uma matriz hermitiana. Os elementos diagonais desta matriz sdo todos

reais e dados por

_ A1 |Z3|2 A2 2 2
w11 = |(51|2 (1 |6 |2 + |5 |2 2IZ5| |5 '2 [1 +2l25| I29|
. A2 2|23
+2Re{|51l2 ( \/—z3z5z9+z3)}— B |2 1- e

AP
(V22325 + 21) W2z2 + \/52529 + Zsl | } ) (4.36)

16212 16 12 THERTA
A { s 2zt 1
W 2+ 2 —
T L B TN R TAE

A
(V22325 + 23) + 2225 — \/_I(5 !2(2329 + 21)

2} (4.37)

M | 27| A2 2 2
S S R 1— 2
RRFAE (1 6.) " TaP |6 p Ll 21!
] o A AP 27|
—2Re {(z7zg + \/§z5z7)w} :61|2 (1 - |_53F

AR
V22325 + 27 — \/—25 — 29 +z7| | }, (4.38)

l5 |2 11 12 el el
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S |20/ A
INFAE (1 5.7 ) TP |6 E [V2zszs + =
A |A|2 |29|2
_2Re{29(\/—z325 )l5 |2} |61|2 (1_2W
212
14| } (4.39)

6114
observe que para representagdes simétricas Ay = 0, este resultado se torna muito

(\/_2325 + 27)

+ Z9v—1>

I52I2 |61 |2

mais simples e estd de acordo com o resultado obtido em [14].
Os elementos pertencentes a linha 2 ou coluna 2 sdo dados abaixo. Para o caso

de representagdes simétricas eles sdo todos nulos, conforme [14]

A2 . 1, .
Wig = W {223,25 T (2329 + 27) (22529 V22 5 |2>

I& |2 l:\/_23(\/—2325 + 27) + 225 \/_(2329 + 27) |(5 |2:|

A* A . A
V22 (ﬁz*z* + 27 — z*——) (1 + z )] } , 4.40
(Ve (VB 5 =i )+ o (1 (440

X

*

Ag * * * A
Wo3 = W {\/523 B |2 [\/_A + 22323 |20|? — V227(2325 + z7)‘—5—1—l2—]

Lla+v2 AN (—at o ) 2
THE TV B TEE BTEGE) 16l

[Vt + 5 = VB g =] @

A*
Waogq = "/\—2 { |51|2 [\/_z:;A \/—zg(zszg + 27) ]

|62 |6[?
1 ;\/523Z5 + 27 2 |AI2
|2 |62 "ol

A*
X [\/§Z3(\/§z;z§ +23) + 228 — V2(22 + z;)‘—é—P} } . (4.42)
1

E por fim os elementos restantes da matriz. Observe que estes elementos de
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matriz ficam bastante simples para o caso de representagdes simétricas,

)\1252:7 Az A*
- —_—_— —_— 2 _ 2 * *
wis TACIRTAE {fz5+ T [\fzs (1 |2o]* + (23 +z7zg)———|6l|2)

. , A\ A A
+(z“’z3‘z"‘22327|51|2> w] 152 V( B |2)“7

A* . A LAY A
* (zg N "W) w] V % (” %% A - ZQW) B (1 B Z“W) rslﬂ }’

(4.43)

_—‘)\12925; )\2 2
Wi = T +|62|2{|51|4 [M ( ATzl el )|6 g

A A* 1 A*
b4+ 1) — 2 (1= 2250 ) | = 5 |~ (V22325 + 21) 5
4 - s (12455 | - o |-V =i
IAI2 * % * * Ar A * A*
+29W V2zs (V22325 + 25 — 29|—51—P + W 1+2; B . (4.44)

(4)34:__A12927 + A2 { |6 |2 [A*+\/_ \/_23Z5+Z7)25
1
+2s At |2}
927

2] |d2f?
(|29| -+ \/5232:527 + |Z7| ) |(5 |2 \/_29 5|5 ‘2 |5 |4
A* Al?
[ (\/_2325-%—27 | I}

&P |5 IR
A* A |A|2] }
x (V222 + 2t — 2 — V22— — 4.45
[V + 5 ~ i VI i (449
e naturalmente,
wji = Wy i>j =1,...,4 (4.46)

Como podemos ver, a forma simplética tem um aspecto complicado para repre-
sentagdes arbitrarias, mas para o caso das representagoes simétricas h4 uma grande
simplificacdo nesta forma, como podemos observar quando Ay = 0.

Utilizando as expressoes acima podemos calcular o paréntese de Poisson, ja que
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0s w;; formam uma matriz cuja inversa tem como elementos os w*. Um paréntese
de Poisson nos possibilita investigar a transi¢do de um sistema algébrico para um
sistema continuo ou Hamiltoniano. Assim, dados X, Y € usp(4), o paréntese de

Poisson de seus valores médios X, ) se relaciona com seu comutador por
h .
5 LalXla), (o]Y]0)} = i{o][X, Y]|o) (4.47)

Trabalhos futuros utilizarao estes resultados para resolver a dinamica Hamilto-

niana de sistemas com simetria usp(4).
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Capitulo 5

Conclusoes

Este trabalho completa a investigagio iniciada por Hornos e Novaes do grupo
unitério simplético em quatro dimensdes. Neste trabalho, a obtivemos as coorde-
nadas para interseccdo entre os grupos simplético e unitério. Feito isso, calculamos
as regras de multiplicagdo deste grupo e representagao desta algebra por operadores
diferenciais no espaco de pardmetros. Este é um dos trajetos a serem percorridos na
obtencao da métrica de Haar deste grupo que obtivemos explicitamente. A métrica
de Haar de um grupo é o requisito béasico para desenvolvermos um sistema dindmico
dentro desta simetria.

O passo seguinte ao estudo da 4lgebra e do grupo foi a introducdo ao estudo dos
estados coerentes. Os estados coerentes formam uma base, cujo espago é adequado
a0 estudo de sistemas hamiltonianos ou cldssicos. Nossa investigagdo percorreu dois
campos bastante frutiferos da fisica teérica. Comegamos pela algebra, adequada
para a investigacdo fenomenolégica de sistemas discretos (quanticos). E chegamos
aos estados coerentes que permitem uma abordagem ” cldssica” a sistemas algébricos.

Algumas das possibilidades de investigagao sdo

e A investigacdo de sistemas dindmicos dentro da simetria unitdria simplética

em quatro dimensoes.

e A abordagem do grupo simplético em seis dimensoes e a solugdo de sistemas
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dindmicos do cédigo genético.

e O estudo do grupo simplético nao-compacto em quatro dimensoes e suas

possiveis aplicagdes em Gtica [24].
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Apéndice A

Quebras de simetria por termos de

Majorana

Neste apéndice descreveremos rapidamente a evolugao temporal e as quebras de
simetria que podem ocorrer dentro de uma simetria maior, neste caso a simetria Cs.
Neste apéndice apresentamos o conceito de quebra de simetria tencionando aplicé-
lo & investigagio da evolucio do cédigo genético entre o cédigo padrao e o cddigo
mitocondrial.

Vimos no capitulo 3 que a 4lgebra sp(4) possui uma cadeia de quebra de simetria

candnica, dada por
sp(4) O su(2); ® su(2)2 D u(1) ® u(1)a, (A.1)
sendo que ndo foi citada a cadeia de quebra de Majorana, que é dada por
sp(4) O su(2)p D u(l)m. (A.2)

No trabalho [7] foram utilizados termos da subdlgebra Majorana para a obtencgao

do espectro da molécula.

Ambas as cadeias acima sdo cadeias de quebra em subsimetrias A, da sime-
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tria maior Cy, [25]. Ou seja, o espago de sp(4) contém representagdes tanto de
su(2); ® su(2), quanto de su(2)y. Devido a isto podemos ter um sistema descrito
pela simetria maior C; que evolui e transiciona entre as duas simetrias (A41)1@ (A1)2
e (A1)m.

Suponhamos um sistema que inicialmente possua auto-valores advindos de
su(2)y e apos sofrer algum tipo de perturbagio sofre uma quebra de simetria
evoluindo para um sistema de auto-valores dados por su(2); & su(2),-

Este sistema terd auto-valores bem definidos no inicio, pois estard dentro da
simetria su(2)y. Apds a quebra de simetria, os autovalores também serdo bem-
definidos, pertencendo & su(2); @ su(2),. O interessante deste sistema é que durante
a transicao entre uma simetria e outra, seus auto-valores permacecem em estados
ambiguos, podendo pertencer tanto & uma quanto 4 outra simetria ao mesmo tempo.

Verificaremos esta afirmacao, escrevendo um sistema em que ocorrerd a quebra
de simetria para a representagdo adjunta da élgebra sp(4). Primeiro verificamos
quais s&o os geradores das algebras su(2);, su(2),, su(2)y.

Os geradores da subélgebra su(2); sdo dados pelos operadores X, Xo, X10, 08

quais sao definidos pelas relagdes de comutagao
[Xl,XQ] = 2Xg, [Xl,Xl()] = —2X10 [Xg,Xlo] = 2X1 (A3)

Os geradores da subdilgebra su(2), sdo dados pelos operadores X3, X5, Xg, 08

quais sdo definidos pelas relagGes de comutagao
[XQ,Xs] = 2X6, [X2,X5] = ——2X5 [X5,X6] = 2X2 (A4)

Os geradores da subélgebra su(2)y sdo combinagoes lineares dos geradores acima,

e sao dados por

Y, =3X,+ Xs, Ya=V3Xo+V2Xs, Y3=+3X1+V2Xs, (A.5)
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cujas relagoes de comutagao sao

A forma de Killing desta dlgebra é dada por

(12 0 0 0

000 0 0 O
0120 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0120 0 0 0 0 0
0 0 120 0 0 0 0 0 0
00000120000, A7)
0 0 0 0120 0 0 0 0
00 00 0 0 0 120 0
0 0 0 0 0 0120 0 0
00 00 0 0 0 0 0 12
\00000000120}

sendo simples calcular sua inversa, que é dada pelo inverso dos elementos nao-nulos.

O operador de Casimir da subdlgebra su(2), é dado por
1
Ji= T (X7 + XoX10 + X10Xo) , (A.8)

o operador de Casimir da subslgebra su(2), é dado por

1
Jz = 2 (X2 + X5 X6+ X6Xs) (A.9)

e o operador de Casimir da subdlgebra su(2)y é dado por

T = = (Y2 +2Y,Ys + 2YaY5), (A.10)

|

98



o operador de Casimir da subélgebra Majorana nio é diagonal, diferente dos
operadores de Casimir das outras subdlgebras especiais unitarias.

Através destes operadores de Casimir vamos construir uma Hamiltoniana efetiva
que contenha dois termos: um nao-nulo e outro nulo no tempo inicial, e vice-versa

no tempo final. Para isso definimos a fungao
1
y=3 [tanh(t —4) + 1], (A.11)

representada abaixo por

11

0.8

0.6 1

0.4

0.2 1

t

Figura A.1: Parametro de ligamento/desligamento da Hamiltoniana efetiva

Assim, podemos escrever nossa Hamiltoniana como

H,=Hy + H, (A.12)

onde,

Hy =pJ%, H=3aJ}+6bJ] +cXy, (A.13)
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sendo que escrevemos abaixo a matriz H, j4 diagonalizada, e esta fica

e

( A, 0 0 0 0 0 0 O 0 0
0O A 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0o B,L, 0 0 0 O O 0 O
0 0 0 B 0O 0O 0 0 0 0
o _ 0 0 0 0 C_. 0 0 0 0 O (A14)
0o 0 0 0 0 C, 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O Dy 0O 0 O
0 0 0 0 0O O O E. 0 O
0 0 0 0 0 O 0 0 D_ O
\ 0o 0o 0 0 0 0 0 0 0 E )
onde os auto-valores sdo dados por
Ar =2b+Tp+a £ +/(2b— a)? + p(16b + 25p — 8a), (A.15)
By =3a/4+3b/2+12p *c, (A.16)
Cy =2a+12p % 2, ‘ (A.17)
Dy =c/2+3a/8+11b/4+ Tp £ F, (A.18)
Ey=—c/2+3a/8 +11b/4+ Tp £ G, (A.19)
onde
F = 1/8+/(4c + 3a — 10b)2 — 16p(4c + 3a — 10b — 100p), (A.20)
G = 1/8+/(4c — 3a + 10b)? + 16p(4c — 3a + 10b + 100p). (A.21)

De posse do operador hamiltoniano, podemos investigar diversos sistemas de
acordo com valores determinados para os parametros a, b, c e p.

Abaixo expomos alguns gréaficos que foram obtidos,
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101

Figura A.2: Evolugdo dos auto-valores de H, paraa=y,b=y,c=0,ep=1-1y.

Na figura A.2, o sistema possui dois auto-valores H, = 2 e H, = 12, de de-
generescéncia 3 e 7 respectivamente, para a hamiltoniana efetiva. A evolugéo tem-
poral deste sistema leva a um desdobramento dos auto-valores da hamiltoniana
efetiva, levando-nos & obtengéo de trés auto-valores H, = 2, H, =9/4 e He =4, de
degenerescéncia 3, 4 e 3, respectivamente.

A quebra de simetria representada na figura A.2 pode ser justificada pela per-
turbacdo externa sobre o sistema. Sistemas fisicos que apds a acdo de uma per-
turbagdo externa, sofrem um desdobramento em seus auto-valores, em geral séo
dotados de alguma simetria interna. Esta simetria ndo é necessariamente visivel,
em geral ela é abstrata. Exemplo deste tipo de situagdo é o efeito Zeeman, no qual
niveis de energia para érbitas de um dtomo se desdobram sob a agdo de um campo
magnético [4]. Isto é devido a simetria su(2) do spin do elétron.

Outra situagdo interessante é dada abaixo.

Na figura A.3, obtemos a evoluggo de um sistema que é descrito por uma hamil-
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Figura A.3: Evolugdo dos auto-valores de H, paraa =y,b=y,c=2y,ep=1-y.

toniana que além dos operadores de Casimir das subélgebras su(2) canénica, foi
adicionada do operador de Casimir da subdlgebra canénica de u(1). Esta nova
forma da hamiltoniana leva a um maior desdobramento dos seus auto-valores. Ou

seja, diminuimos bastante as degenerescéncias deste sistema.
degenerescéncia 3 e 7, sofre uma perturbagdo externa, evoluindo para os auto-valores

H,=-2 H,=1/4,H . =2, H. =4, H. = 17/4 ¢ H, = 6 de degenerescéncias 1, 2,

1, 3, 2, 1, respectivamente.
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Apeéendice B

Cdédigos

Neste apéndice colocamos 3 dos cédigos que foram desenvolvidos neste trabalho.
Todos eles foram escritos em maple8.

O primeiro deles calcula todas as representagdes de uma algebra sp(4). Resolve a
exponencial desta dlgebra e obtémuma matriz do grupo correspondente. A partir dai
calcula as coordenadas renormalizadas para a obtengdo do grupo USp(4). Fazemos
a expansdo da exponencial para verificar que as matrizes obtidas sdo da dlgebra
usp(4). Apés isso calculamos a regra de produto e os elementos da matriz Jacobiana
que permitem o célculo da métrica de Haar. Calculamos a matriz Jacobiana e seu
determinante que resulta na métrica de Haar. Utilizamos a matriz Jacobiana para
calcularmos uma representacio por operadores diferenciais no espago dos parametros
do grupo e verificamos algumas de suas relagoes de comutagao.

O segundo programa toma a exponencial das raizes positivas da élgebra usp(4)e
da sua primeria coluna obtemos os estados coerentes de uma representagao arbitraria
desta slgebra. Além disso, demonstramos que a integral da métrica de Haar obtida
no programa anterior é finita e que os polinémios da coluna 1 sio ortonormais, ou
seja, a resolugdo da unidade dos estado coerentes.

O terceiro programa toma a exponencial total da dlgebra sp(4,C) para gerar a

matriz do grupo Sp(4). Também coloca a matriz obtida no formato do capitulo 3.
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Program Haar Measure

This program calculate the Haar measure to the USp(4) group.

> restart;

> with(linalg):

> omegal 1,2]:=1;

> omegal[2,2]:=0;

> h[1]:=h1;h[2]:=h2;

> sigma[1]:=s1;sigma[2]:=s2;

> sigma[p]:=sigma]|1]+sigma[2];

> sigma[m]:=sigmaf[1]-sigma[2];

> omega[p]:=omega[1,2]+omega[2,2];

> omega[m]:=omega[1,2]-omega[2,2];

> a:=sqrt((omega[p]-sigma[p])*(omega[p]+sigma[p]+6)*(-
omega[m]+sigma[p]+2)*(omega[m]+sigma[p]+4)/(64*(sigma[1]+1)*(sigmaf1]+2)*(sigma[
2]+1)*(sigma[2]+2)))*sqrt((sigma[ 1 J+h[1]+2)*(sigma[2]-h[2]+2));

> d:=sqrt((omega[p]-sigma[p]+2)*(omega[p]+sigma[p]+4)*(-
omega[m]+sigma[p])*(omega[m]+sigma[p]+2)/(64*(sigma[1])*(sigma[ 1 ]+1)*(sigma[2])*(
sigma[2]+1)))*sqrt((sigma[1]-h[1])*(sigma[2]+h[2]));

> b:=sqrt((omega[m]+sigma[m]+2)*(omega[m]-sigma[m])*(omega[p]-
sigma[m]+2)*(omega[p]+sigma[m]+4)/(64*(sigma[ 1 }+1)*(sigma[ 1]+2)*(sigma[2])*(sigma
[2]+1)))*sqrt((sigma[1]+h[1]+2)*(sigma[2]+h[2]));

> c:=sqrt({omega[m]+sigma[m])*(omega[m]-sigma[m]+2)*(omega[p]-
sigma[m]+4)*(omega[p]+sigma[m]+2)/(64*(sigma[1])*(sigma[1]+1)*(sigma[2]+1)*(sigma
[2]+2))*sqrt((sigma[1]-h[1])*(sigma[2]-h2+2));

> ni:=(omega[1,2]+2)*(omega[2,2]+1)*(omega[1,2]-
omega[2,2]+1)*(omega[1,2]+omega[2,2]+3)/6:

> for nh from 1 to ni do states[nh]:=[]: od:

> count:=0:

> for Delta[1,2] from omega[1,2] to omega[2,2] by -1 do

> for omegaf1,1] from Delta[1,2] to Delta[1,2]-omega[2,2] by -1 do

> for h[1] from -omega[1,1]to 0 by 2 do

> s[2]:=omega[1,2]+omega[2,2]+omega[1,1]-2*Delta[1,2];

> for h[2] from -s[2] to 0 by 2 do

> count:=count+1;

> states[count]:=[s[2],omega[1,1],h[2],h[1]];

> print(states[count]);

> #pol[count]:=z1"((s[2]- ‘
h[2])/2)*23~((s[2]+h[2])/2)*z4"((omega[1,1]+h[1])/2)*sqrt(binomial(omega[1,2],omega[1,
1])*binomial(omega[1,1],(omega[1,1]+h[1])/2)*binomial(s[2],(s[2]+h[2])/2));

> #print(pol[ count]);print(states[count]);

> #if h[1]=-omega[1,2] and h[2]=-omega[2,2] then print(count,omega[1,1],s{2],h[1],h[2])
fi;
> od;od;od;od;

> for Delta[1,2] from omega[1,2] to omega[2,2]'by -1 do

> for omega[1,1] from Delta[1,2] to Delta[1,2]-omega[2,2] by -1 do
> for h[1] from omega[1,1]to 1 by -2 do
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> s[2]:=omega[1,2]+omega[2,2]+omega[1,1]-2*Delta[ 1,2];

> for h[2] from -s[2] to 0 by 2 do

> count:=count+1;

> states[count]:=[s[2],omega[1,1],h[2],h[1]];

> print(states[count]);

> #pol[count]:=z1((s[2]-

h([2])/2)*237((s[2]+h[2])/2)*z4"((omega[1,1]+h[1 1)/2)*sqrt(binomial(omega[1,2],omega[1,
1])*binomial(omega[1,1],(omega[1,1]+h[1])/2)*binomia1(s[2],(s[2]+h[2])/2));

> #print(pol[count]);print(states[count]);

> #if h[1]=-omega[1,2] and h[2]=-omega[2,2] then print(count,omega[1,1],s[2],h[1],h[2])
fi;
> od;od;o0d;od;

> for Delta[1,2] from omega[1,2] to omega[2,2] by -1 do

> for omega[1,1] from Delta[1,2] to Delta[1,2]-omega[2,2] by -1 do

> for h[1] from omega[1,1] to 1 by -2 do

> s[2]:=omega[1,2]+omega[2,2]+omega[1,1]-2*Delta[1,2];

> for h[2] from s[2] to 1 by -2 do

> count:=count+1;

> states[count]:=[s[2],omega[1,1],h[2],h[1]];

> print(states[count]);

> #pol[count]:=z1"((s[2]-
h[2])/2)*z3’\((s[2]+h[2])/2)*z4"((0mega[1,1]+h[1])/2)*sqrt(binomial(omega[1,2],omega[1,
1])*binomial(omega[1,1],(omega[1,1]+h[1 1)/2)*binomial(s[2],(s[2]+h[2])/2));

> #print(pol[count]);print(states[count]);

> #if h[1]=-omega[1,2] and h[2]=-omega[2,2] then print(count,omega[1,1],s[2],h[1],h[2])
fi;

> od;od;od;od;

> for Delta[1,2] from omega[1,2] to omega[2,2] by -1 do

> for omega[1,1] from Delta[1,2] to Delta[1,2]-omega[2,2] by -1 do

> for h[1] from -omega[1,1] to 0 by 2 do

> s[2]:=omega[1,2]+omega[2,2]+omega[1,1]-2*Delta[1,2];

> for h[2] from s[2] to 1 by -2 do

> count:=count+1;

> states[count]:=[s[2],omega[1,1],h[2],h[1]];

> print(states[count]);

> #pol[count]:=z1((s[2]-

h[2])/2)*z3~((s[2]+h[2])/2)*z4"((omega[1,1]+h[1 1)/2)*sqrt(binomial(omega[1,2],omega[1,
1])*binomial(omega[1,1],(omega[1,1]+h[1 1)/2)*binomial(s[2],(s[2]+h[2])/2));

> #print(pol[count]);print(states[count]);

> #if h[1]=-omega[1,2] and h[2]=-omega[2,2] then print(count,omega[ 1,1],s[2],h[1],h[2])
fi;

> od;od;od;od;

> count,ni;

> for nw from 1 to 10 do A[nw]:=array(1..ni,1..ni,sparse) od:

> for nl from 1 to ni do

> for n2 from 1 to ni do

> aux1:=states[nl];
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> S2:=aux1[1];

> Sl:=aux1[2];

> H2:=aux1[3];

> H1:=aux1[4];

> aux2:=states[n2];

> s2:=aux2[1];

> sl:=aux2[2];

> h2:=aux2[3];

> hl:=aux2[4];

> ifnl=n2 then A[1][n1,n1]:=h1;A[2][n],n1]:=h2;fi;
> if S1=sl and S2=s2 and Hi=h1+2 and H2=h2 then
> A[9][n1,n2]:=sqrt(s1*(s1+2)-h1*(h1+2))/sqrt(2);

> fi;

>i1f S1=sl and S2=s2 and H2=h2+2 and H1=hl then
> A[5][n1,n2]:=sqrt(s2*(s2+2)-h2*(h2+2))/sqrt(2);

> fi;

>if H1=h1+1 and H2=h2-1 then

> #print(nl,n2,aux1,aux2);

> if S1=s1+1 and S2=s2+1 then

> A[3][n1,n2]:=a;

> #print(n1,n2,K[4][n1,n2]);

> fi;

> if S1=s1+1 and S2=s2-1 then

> A[3][n1,n2]:=b;

> #print(n1,n2,K[4][n1,n2]);

> fi;

>

>if S1=s1-1 and S2=s2+1 then

> #print(s1,s2,h1,h2);

>

> A[3]{nl,n2]):=-c;

> #print(nl,n2,c);

> #print(s1,s2,h1,h2);

> fi;

>1if S1=s1-1 and S2=s2-1 then

> A[3][n1,n2]:=d;

> fi;

> fi;

> od;od;

> A[4]:=transpose(A[3]):

> A[6]:=transpose(A[5]):

> A[10]:=transpose(A[9]):

> A[7]:=map(simplify,1/sqrt(2)*evalm(A[3]&*A[S]-A[5]&*A[3])):
> A[8]:=transpose(A[7]):

> map(simplify,evalm(A[3]&*A[5]-A[5]&*A[3]-A[7]*sqrt(2))):
The matrix Phil is the simplectic bilinear canonical form . A group elemt obey transpose(g)
* Phil * G = Phil;
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> eta:=matrix([[0, 0, 1, 0], [0, 0, 0, 1], [-1, 0, 0, 0], [0, -1, O, O]]);
Below we will evaluate the commutators of the algebra sp[4] and so we will take the
structure constants of the algebra.

> fori from 1 to 10 do

> forj fromito 10 do

> pli,)] :=evalm((A[i]&*A[j])-(A[]&*A[i]));
> pli] =plijl;

> pl[i,i] =0

> od:od:

Coordinates of A3: (1,-1)

Coordinates of A4: (-1,1)

> evalm(p[1,3]-A[3]):

> evalm(p[2,3]+A[3]):

> evalm(p[1,4]+A[4]):

> evalm(p[2,4]-A[4]):

Coordinates of AS: (0,2)

Coordinates of A6: (0,-2)

> evalm(p[1,5]-0*A[5]):

> evalm(p[2,5]-2*A[5]):

> evalm(p[1,6]+0*A[6]):

> evalm(p[2,6]+2*A[6]):

Coordinates of A7: (1,1)

Coordinates of A8: (-1,-1)

> evalm(p[1,7]-1*A[7]):

> evalm(p[2,7]-1*A[7]):

> evalm(p[1,8]+1*A[8]):

> evalm(p[2,8]+1*A[8]):

Coordinates of A9: (2,0)

Coordinates of A10: (-2,0)

> evalm(p[1,9]-2*A[9]):

> evalm(p[2,9]-0*A[9]):

> evalm(p[1,10]+2*A[10]):

> evalm(p[2,10]+0*A[10]):

> evalm(p[3,4]-A[1]+A[2]):

> evalm(p[5,6]-2*A[2]):

> evalm(p[7,8]-1*A[2]-1*A[1]):

> evalm(p[9,10]-2*A[1]):

> map(simplify,evalm(p[3,5]-sqrt(2)*A[7])):
> evalm(p[3,6]):

> map(simplify,evalm(p[3,7]-sqrt(2)*A[9])):
> map(simplify,evalm(p[3,8]+sqrt(2)*A[6])):
> evalm(p[3,9]):

> map(simplify,evalm(p[3,10]+sqrt(2)*A[8])):
> evalm(p[4,5]):

> map(simplify,evalm(p[4,6]+sqrt(2)*A[8])):
> map(simplify,evalm(p[4,7]-sqrt(2)*A[5])):
> map(simplify,evalm(p[4,8]+sqrt(2)*A[10])):
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> map(simplify,evalm(p[4,9]-sqrt(2)*A[7])):

> evalm(p[4,10]):

> evalm(p[5,7]):

> map(simplify,evalm(p[5,8]-sqrt(2)*A[4])):

> evalm(p[5,9]):

> evalm(p[5,10]):

> map(simplify,evalm(p{6,7]+sqrt(2)*A[3])):

> evalm(p[6,8]):

> evalm(p[6,9]):

> evalm(p[6,10]):

> evalm(p[7,9)):

> map(simplify,evalm(p[7,10]-sqrt(2)*A[4])):

> map(simplify,evalm(p[8,9]+sqrt(2)*A[3])):

> evalm(p[8,10]):

> for k from 1 to 10 do

> trace(evalm(transpose(A[k])&*A[k]));od:

Below we calculate in another way and save in a vector the structure contants of the sp(4)
algebra. Then we evaluate the Cartan’s tensor in a canonical form to sp(4) algebra.
> fori from 1 to 10 do

> for j fromito 10 do

> for k from 1 to 10 do

> ¢[1,1,k] :=0;

> c[1,j,k] :=(trace(evalm(transpose(A[k])&*p[i,j])))/trace(evalm(transpose(A[k])&*A[k])));
> c[j,1,k] =-c[i,},k];

> od:od:od:

> for km from 1 to 10 do

> for k from 1 to 10 do

> ge[km,k] := 0;

> forifrom 1 to 10 do

> forj from 1 to 10 do

> alpha:=c[km,i,j]*c[k.j,i];

> ge[km,k]:=ge[km,k]+alpha;

> od;od;od;od;

> G:=array(1..10,1..10):

> for j from 1 to 10 do

> for i from j to 10 do

> Gli,j]=ge[ij];

> Gj,1]:==Gli,j];

> od;od;

> evalm(G):

> inG:=evalm(inverse(G)):

Now we begin to calculate a general element of the group Sp(4) by exponentiating the
elements of algebra one by one. We call this process by Gauss decomposition, but we make
one by one element.

> for ie from 3 to 10 do gg[ie]:=array(1..4,1..4)od:

> for ie from 3 to 10 do

> gg[ie]:=exponential(u[ie]*A[ie]);
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> od;

> exponential(u[1]*A[1]);

> exponential(u[2]*A[2]);

> delta[1]=exp(u[1]);

> delta[2]=exp(u[2]);

> gg[1]:=array(1..4,1..4,sparse):

> gg[1][1,1]):=1/delta[1]:gg[1][2,2]:=1:gg[1][3,3]:=delta[1]:gg[1][4,4]:=1:

> evalm(gg[1]);

> gg[2]:=array(1..4,1..4,sparse):

> gg[2][1,1]:=1:gg[2][2,2]:=1/delta[2]:gg[2][3,3]:=1:gg[2][4,4]:=delta[2]:

> evalm(gg[2]);

> gp:=array(1..4,1..4):

> gp:=evalm(gg[3]&*gg[5]&*gg[7]&*gg[9]);

> gn:=array(1..4,1..4):

> gn:=evalm(gg[10]&*gg[8]& *gg[6]&*gg[4]);

> gh:=array(1..4,1..4):

> gh:=evalm(gg[1]&*gg[2]);

> g:=array(l..4,1..4):

> g:=evalm(gp&*gh&*gn);

Above we have the general matrix of the Sp(4ygroup in funtion of ten parameters. Using
complex parameters, and imposing unitarity, we will have ten real parameters. The
parameters |delta[1] |, |delta[2] |, u[4], u[6], u[8] and u[10] will be write in function of the
parameters u[3], u[5], u[7] and u[9] and its conjugates. This group is called USp(4).
> eta:=array(1..4,1..4,[[0,0,1,0],[0,0,0,1],[-1,0,0,0],[0,-1,0,0]));

Below we verify that the g matrix is simplectic.

> map(simplify,evalm(transpose(g)& *eta&k *g-eta));

Here we define the psi’s vectors. These vectors are in function of the odd parameters. Then
we can define dependents variables in function of these vectors.

> evalm(g&*e[2]);

> psi[1]:=array(1..4,1..L[[1],[-u[3]],[u[9]*sqrt(2)+u[3]*u[ 7]L.[u[ 7]]]);

> psi[2]:=array(1..4,1..1,[[0],[1],[u[3]*u[5*sqrt(2)+u[ 7]],[sqrt(2) *u[5]]]);

> psi[3]:=array(1..4,1..1,[[0],[0],[11,[01]);

> psi[4]:=array(1..4,1..1,[[0],[0L,[u[3]].[1]1]);

> e[1]:=array(1..4,1..1,sparse):e[1][1,1]:=1:

> ¢[2]:=array(1..4,1..1,sparse):e[2][2,1]:=1:

> e[3]:=array(1..4,1..1,sparse):e[3][3,1]:=1:

> e[4]:=array(1..4,1..1,sparse).e[4][4,1]:=1:

Below we define the columns of the g in function of the psi’s. Beta[i] is the i column.
> map(simplify,evalm(g&*e[1]-psi[1]/delta[1]));

> beta[1]=psi[1]/delta[1];

> map(simplify,evalm(g&*e[2]+u[4]*psi[ 1]/delta[ 1]-psi[2]/delta[2]));

> beta[2]=-u[4]*psi[1]/delta[1]+psi[2]/delta[2];

> map(simplify,evalm(g&*e[3]-(u[10]*sqrt(2)+u[8]*u[4])*psi[1]/delta[1]-
(u[8]+sqrt(2)*u[6]*u[4])*psi[2]/delta[2]-delta[ 1 ]*psi[3]-delta[2]*u[4]*psi[4]));

>

beta[3]=(u[10]*sqrt(2)+u[8]*u[4])*psi[ 1]/delta]1]+(u[8]+sqrt(2)*u[6]*u[4])*psi[2]/delta[ 2]
+delta[ 1]*psi[3]+delta[2]*u[4]*psi[4]; '
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> map(simplify,evalm(g&*e[4]-u[8]*psi[ 1])/delta[ 1]-sqrt(2)*u[ 6] *psi[2]/delta[2]-
delta[2]*psi[4]));

> beta[4]=u[8]*psi[1]/delta[ 1]+sqrt(2)*u[6]*psi[2]/delta[2] +delta[ 2] *psi[4];

Below we wil calculate | delta[1] |, | delta[2] | and u[4], using the orthonormality of the
USp(4) matrix.

From beta[1]* . beta[1] = 1, we calculate | delta[1] |.

From beta[1]* . beta[2] = 0, we calculate | u[4] |.

From beta[2]* . beta[2] = 1, we calculate | delta[2] |.

We put these variables in function of psi’s products.

|delta[1]]"2 = <psi[1]|psi[1]>=ps[1,1].

|delta[1]}"2= (ps[1,1] . ps[2,2] - ps[1,2] . ps[2,1])/ps[1,1].

u[4]=ps[1,2)/ps[1,1] . delta[1]/delta[2].

> abs(delta[ 1])"2=evalm(htranspose(psi[1])&*psi[1])[1,1];

> abs(delta[ 1])"2=ps[1,1];

> .

evalm(htranspose(psi[1])&*psi[1])[1,1]*u[4]/delta[ 1 J+evalm(htranspose(psi[1])&*psi[2])[
1,1}/delta[2];

>
evalm(htranspose(psi[1])&*psi[1])[1,1]*u[4]/delta[1]=evalm(htranspose(psi[1])&*psi[2])[
1,1]/delta[2];

> u[4]=ps[1,2)/ps[1,1]*delta[1}/delta[2];

> -

evalm(htranspose(psi[2])&*psi[1])[1,1]*u[4]/delta[1]/conj ugate(delta[2])+evalm(htranspos
e(psi[2])&*psi[2])[1,1]/delta[2]/conjugate(delta[2])-1=0;

> -ps[2,1]1*ps[1,2)/ps[1,11+ps[2,2]-1*abs(delta[2])"2=0;

> 1*abs(delta[2])*2=simplify(-ps[2,1]*ps[1,2)/ps[1,1]+ps[2,2]);

Below we use the block struture of a simplectic matrix to find de coordinates of the
parameters u6 and ul0.

> x:=array(1..2,1..2):

> y:=array(1..2,1..2):

> z:=array(1..2,1..2):

> w:=array(1..2,1..2):

> for ia from 1 to 2 do

> for ie from 1 to 2 do

> x[ia,ie]:=g[1a,ie];

> y[ia,ie]:=g[ia,ie+2];

> z[ia,ie]:=g[iat+2,i€e];

> wlia,ie]:=g[ia+2,ie+2];

> od;od;

> evalm(x);

> evalm(y);

> evalm(z);

> evalm(w);

> conjugate(z[2,2])+u[3]*conjugate(z[1,2]);

> y[2,2]+u[3]*y[1,2]=-conjugate(z[2,2])-u[3]*conjugate(z[1 20)55

> u[6]/delta[2]=conjugate(evalm(htranspose(psi[4])&*psi[ 1P[1,11-
evalm(htranspose(psi[4])&*psi[3][1, 1]*evalm(htranspose(psi[3])&*psi[1])[1,1])*conjugat
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e(u[4]/delta[1])-conjugate(evalm(htranspose(psi[4])&*psi[2])[1,1]-
evalm(htranspose(psi[4])&*psi[3])[1,1]*evalm(htranspose(psi[3])&*psi[2])[1, 1])/conjugate
(delta[2])+evalm(htranspose(psi[3])&*psi[4])[1,1]*(evalm(htranspose(psi[ 1 D&*psi[3])[1,1
I*conjugate(u[4]/delta[1])-evalm(htranspose(psi[2])&*psi[3])[ 1,1 J/conjugate(delta[2]));

> u[6]=delta[2]/conjugate(delta[2])*simplify((ps[1,4]-ps[3,4]*ps[1 3D*ps(2,1)/ps[1,1]-
ps[2,4]+ps[2,3]*ps[3,4]+ps[3,4]*ps[1,3]*ps[2,1)/ps[1,1]-ps[3,4]*ps[2,3]);

> u[10]=delta[ 1]*(evalm(htranspose(psi[ 1])&*psi[3])[1,1] *conjugate(u[4]/delta[1])-
evalm(htranspose(psi[2])&*psi[3])[1,1]/conjugate(delta[2]));

> u[10]=delta[1]/conjugate(delta[2])*simplify(ps[1,3]*ps[2,1]/ps[1,1]-ps[2,3]);

> y[1,1]+conjugate(z[1,1]);

>u[10]=solve(y[1,1]+conjugate(z[1,1]),u[10]);

> (-

ps[1,2)/ps[1,1]*delta[1]/delta[2]*delta[ 1 Jconjugate(delta[2])*simplify(ps[1,3]*ps[2,1])/ps[1
»1]-ps[2,3])-conjugate(1/delta[1])*delta[1]*ps[1,3]);

> u[10]=delta[1]"2/ps[1,1]*simplify(-ps[1,2]/(ps[1,1]*ps[2,2]-
ps[1,2]*ps[2,11)*(ps[1,3]*ps[2,1]-ps[2,3]*ps[1,1])-ps[1,3]);

> assume(aa[ 1],real,aa[2],real,al[1],real,al[2],real);

> delta[1]=sqrt(ps[1,1])*exp(I*aa[1]);

> delta[2]=sqrt((ps[1,1]*ps[2,2]-ps[1,2]*ps[2,1])/ps[1,1])*exp(I*aa[2]);

> u[4]=ps[1,2)/sqrt(ps[1,1]*ps[2,2]-ps[1,2]*ps[2,1])*exp(I*(aa[ 1]-aa[2]));

>u[10] = ps[1,1]7*(-ps[1,2]*ps[2,3]+ps[1,3]*ps[2,2])/(-
ps[1,1]*ps[2,2]+ps[1,2]*ps[2,1])*exp(2**aa[1])/sqrt(2);

> u[6]=(ps[2,1]*ps[1,4]-ps[2,4]*ps[1,1])/ps[1,1]/sqrt(2)*exp(2*I*aa[2]);

> u[8]=exp(I*(aa[1]+aa[2]))/sqrt((ps[1,1]*ps[2,2]-ps[1,2]*ps[2,1]))*(ps[1,3]*ps[2,1]-
ps[2,3]*ps[1,1]);

Now that we have the constraints that impose the unitary symplectic struture, we substitue
that on the symplectic matrix to obtain gn, belonging to USp(4) group.

> gn:=subs(delta[ 1]=sqrt(ps[1,1])*exp(I*aa[1]),delta[2]=sqrt((ps[1,1]*ps[2,2]-
ps[1,2]*ps[2,1])/ps[1,1])*exp(I*aa[2]),u[4]=ps[1,2]/(ps[1,1]*ps[2,2]-
ps[1,2]*ps[2,1])*(1/2)*exp(I*(aa[1]-a[2])),u[10]=ps[1,1]*(-

pS[ 1 ,2]*pS[2,3]+pS[1,3]*pS[2,2])/(-
ps[1,11*ps[2,2]+ps[1,2]*ps[2,1])*exp(2*I*aa[1])/sqrt(2),u[6]=(ps[2,1]*ps[1,4]-
ps[2,4]*ps[1,1])/ps[1,1)/sqrt(2)*exp(2*I*aa[2]),u[ 8]=exp(I*(aa[1]+aa[2]))/(ps[1,1]*ps[2,2]-
ps[1,2]*ps[2,11)(1/2)*(ps[1,3]*ps[2,11-ps[2,3]*ps[1,1]),evalm(g));

>

gn:=subs(ps[1,1]=evalm(htranspose(psi[ 1])&*psi[1])[1,1],ps[2,2]=evalm(htranspose(psi[2]
)&*psi[2])[1,1],ps[1,2]=evalm(htranspose(psi[ 1])&*psi[2])[1,1],ps[2,1]=evalm(htranspose(
psi[2])&*psi[1])[1,1],ps[1,3]=evalm(htranspose(psi[1])&*psi[3])[1,1],ps[2,3]=evalm(htran
spose(psi[2])&*psi[3])[1,1],ps[2,4]=evalm(htranspose(psi[2])&*psi[4])[1,1],ps[1,4]=evalm
(htranspose(psi[1])&*psi[4])[1,1],conjugate(u[3])=p[4],conjugate(u[9])=p[10],conjugate(u[
5])=pl6],conjugate(u[7]y=p[8],conjugate(u[9]*sqrt(2)-+u[3]*u[ 7])=p[ 10]*sqrt(2)+p[4]*p[8],
conjugate(u[3]*u[ 5]*sqrt(2)+u[ 7])=p[4]*p[6]*sqrt(2)+p[8],evalm(gn)):

Below we verify the matrices that belongs to the algebra usp(4) and verify these properties.
> gll:=map(diff,evalm(gn),aa[1]):

>

ggl[1]:=simplify(evalm(subs(aa[ 1]=0,aa[2]=0,u[3]=0,u[5]=0,u[ 7]=0,u[9]=0,p[4]=0,p[ 6]=0,
p[8]=0,p[10]=0,evalm(gl1))*aa[1]));
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> gl2:=map(diff,evalm(gn),aa[2]):

>

ggl[2]:=simplify(evalm(subs(aa[ 1]=0,aa[2]=0,u[3]=0,u[5]=0,u[7]=0,u[9]=0,p[4]=0,p[6]=0,
p[8]=0,p[10]=0,evalm(gl2))*aa[2]));

> gl3:=map(diff,evalm(gn),uf3]):

>

ggl[3):=simplify(evalm(subs(aa 1]=0,aa[2]=0,u[3]=0,u[5]=0,u[ 7]=0,u[ 9]=0,p[4]=0,p[ 6]=0,
p[8]=0,p[10]=0,evalm(gl3))*q[3]));

> gl4:=map(diff,evalm(gn),p[4]):

>

ggl[4]:=simplify(evalm(subs(aa[ 1]=0,aa[2]=0,u[3]=0,u[5]=0,u[ 7]=0,u[9]=0,p[4]=0,p[6]}=0,
p[8]=0,p[10]=0,evalm(gl4))*q[4]));

> gl5:=map(diff,evalm(gn),u[5]):

>

ggl[5]:=simplify(evalm(subs(aa[ 1]=0,aa[2]=0,u[3]=0,u[5]=0,u[ 7]=0,u[9]=0,p[4]=0,p[6]=0,
p[8]=0,p[10]=0,evalm(gl5))*q[5]));

> gl6:=map(diff,evalm(gn),p[6]):

>

ggl[6]:=simplify(evalm(subs(aa[1]=0,aa[2]=0,u[3]=0,u[5]=0,u[ 7]=0,u[9]=0,p[4]=0,p[6]=0,
p[8]=0,p[10]=0,evalm(gl6))*q[6]));

> gl7:=map(diff,evalm(gn),u[7]):

>

ggl[7]:=simplify(evalm(subs(aa[ 1]=0,aa[2]=0,u[3]=0,u[5]=0,u[ 7}=0,u[9]=0,p[4]=0,p[6]=0,
p[8]=0,p[10]=0,evalm(gl7))*q[7]));

> gl8:=map(diff,evalm(gn),p[8]):

>

ggl[8]:=simplify(evalm(subs(aa[ 1]=0,aa[2]=0,u[3]=0,u[5]=0,u[ 7]=0,u[9]=0,p[4]=0,p[6]=0,
p[8]=0,p[10]=0,evalm(gl8))*q[8]));

> gl9:=map(diff,evalm(gn),u[9]):

>

ggl[9]:=simplify(evalm(subs(aa[ 1]=0,aa[2]=0,u[3]=0,u[5]=0,u[ 7]=0,u[9]=0,p[4]=0,p[6]=0,
p[8]=0,p[10]=0,evalm(gl9))*q[9]));

> gl10:=map(diff,evalm(gn),p[10]):

>

ggl[10]:=simplify(evalm(subs(aa[1]=0,aa[2]=0,u[3]=0,u[5]=0,u[ 7]=0,u[9]=0,p[4]=0,p[6]=0
,p[8]=0,p[10]=0,evalm(gl10))*q[10]));

>

> gl:=evalm(sum(ggl[nn],nn=1..10));

> evalm(transpose(gl)&*etateta&*gl);

> condunit:=evalm(htranspose(gl)+gl);

>
subs(conjugate(q[3])=q[4],conjugate(q[4])=q[3],conjugate(q[5])=q[6],conjugate(q[6])=q[5]
,conjugate(q[7])=q[8],conjugate(q[8])=q[7],conjugate(q[9])=q[10],conjugate(q[10])=q[9].
valm(condunit));

> evalm(gl);

> gb:=array(1..4,1..4);

> evalm(g);
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> g[4,2];

> gb[1,1]:=1/delta[1]:gb[2,1]:=-u[3]/delta[1]:gb[1,2]:=-
1/delta[1]*u[4]:gb[2,2]:=u[3]/delta[ 1}*u[4]+1/delta[2]:gb[3,1]:=(u[3]*u[7]+u[9]*2"(1/2))/d
elta[1]:gb[4,1]:=u[7]/delta[1]:gb[3,2]:=- _
(u[3]*u[7]+u[9]*2~(1/2))/delta[ 1]*u[4]+H(u[3]*u[5]*2"(1/2)+u[7])/delta[ 2].gb[4,2]:=-
u[7]/delta[1]*u[4]+u[5]*2~(1/2)/delta[2]:gb[3,3]:=1/conjugate(delta[ 1]):gb[4,3]:=-
conjugate(u[3])/conjugate(delta[1]):gb[3,4]:=-

1/conjugate(delta[ 1])*conjugate(u[4]):gb[4,4]:=conjugate(u[3])/conjugate(delta[ 1])*conjug
ate(u[4])+1/conjugate(delta[2]):gb[1,3]:=-
(conjugate(u[3])*conjugate(u[7])+conjugate(u[9])*2~(1/2))/conjugate(delta[1]):gb[2,3]:=-
conjugate(u[ 7])/conjugate(delta[ 1]):gb[ 1,4]:=(conjugate(u[3])*conjugate(u[ 7])+conjugate(u
[9])*27(1/2))/conjugate(delta[ 1])*conjugate(u[4])-
(conjugate(u[3])*conjugate(uf5])*2"(1/2)+conjugate(u[7]))/conjugate(delta[2]):gb[2,4]:=co
njugate(u[7])/conjugate(delta[ 1 ])*conjugate(u[4])-
conjugate(u[5])*2(1/2)/conjugate(delta[2]):

Below we change the notation, just to simplify our calculations.

> gn:=(subs(conjugate(delta[1])=sqrt(ps[1,1])*exp(-
I*aa[1]),delta[1]=sqrt(ps[1,1])*exp(I*aa[1]),conjugate(delta[2])=sqrt((ps[1,1]*ps[2,2]-
ps[1,2]*ps[2,1])/ps[1,1])*exp(-I*aa[2]),delta[2]=sqrt((ps[1,1]*ps[2,2]-
ps[1,2]*ps[2,1])/ps[1,1])*exp(I*aa[2]),conjugate(u[4])=ps[2,1]/(ps[1,1]*ps[2,2]-
ps[1,2]*ps[2,1])™(1/2)*exp(-1*(aa[1]-aa[2])),u[4]=ps[1,2]/(ps[1,1]*ps[2,2]-
ps[1,2]*ps[2,1])*(1/2)*exp(I*(aa[ 1]-aa[2])),evalm(gb)));

>
gn:=subs(ps[1,1]=evalm(htranspose(psi[1])&*psi[1])[1,1],ps[1,2]=evalm(htranspose(psi[1]
)&*psi[2])[1,1],ps[2,1]=evalm(htranspose(psi[2])&*psi[1])[1,1],ps[2,2]=evalm(htranspose(
psi[2])&*psi[2])[1,1],conjugate(u[3])=v[4],conjugate(u[5])=v[6],conjugate(u[7])=v[8],conj
ugate(u[9])=v[10],u[3]=v[3],u[5]=v[5],u[7}=v[7],u[9]=V[9],conjugate(v[7]*v[3]+V[9]*2/(1
12))y=(v[8]*v[4]+Vv[10]*27(1/2)),conjugate(v[3]*v[5]*2/(1/2)+v[T])=(v[4]*v[6]*2~(1/2)+V]
8]),evalm(gn)):

> evalm(gb);

> evalm(g);

>

>

>

Below we obtain the Jacobian matrix and the multiplication rules to USp(4)

> ggn:=array(1..4,1..4);

>
ggn:=subs(aa[1]=al[1],aa[2]=al[2],v[3]=vI[3],v[4]=v1[4],v[5]=VI[5],v[6]=VI[6],v[7]=VI[7],v
[8]=vl[8],v[9]=VI[9],v[10]=VvI[10],evalm(gn)):

> ju:=evalm(gn&*ggn):

> V:=array(1..10,1..10);

> VV:=array(1..10,1..10),

> In(gn(3,3}/gn[1,1]);

> all[1]:=(In(ju[3,3])-In(ju[1,1]))/2/1:

> d[1]:=diff(all[1],al[1]):

>

V[1,1]:=simplify(subs(al[1]=0,al[2]=0,v][3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9
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1=0,vi[10]=0,d[1])):

>VV[1,1]:=1:

> d[2]:=diff(all[1],al[2]):

>
V[1,2]):=simplify(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,vI[ 5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v][ 8]=0,v1[9
1=0,v1[10]=0,d[2])):

>VV[1,2]:=0:

> d[3]:=diff(all[1],v1[3]):

>

V[1,3]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,vI[4]=0,v][5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,VI[ 1
01=0,d[3])):

> VV[1,3]:=1/2*T*(ps[1,2])/(delta]2]*conjugate(delta[ 1])):

> d[4]:=diff(all[1],v1[4]):

>

V[1,4]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,vI[4]=0,vI[5]=0,v][6]=0,vI[ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
01=0,d[4])):

> VV[1,4]:=-1/2*1*(ps[2,1])/(delta[ 1]*conjugate(delta[2])):

> d[S]:=diff(all[1],vI[5]):

>

V[1,5]):=(subs(al[ 1]=0,al{2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,v][ 1
01=0,d[5))):

>VV[1,5]:=0:

> d[6]:=diff(all[1],v1[6]):

>

V[1,6]:=(subs(al[1]=0,al{2]=0,vI[3]=0,vI[4]=0,v][5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[6])):

>VV[1,6]:=0:

> d[7]:=diff(all[1],v][7]):

>

V[1,7]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,vI[4]=0,vI[5}=0,v][6]=0,v1[ 7}=0,v1[8]=0,v][9]=0,vI[ 1
0]=0,d[7])):

> VV[1,7]:=1/2*I*(ps[1,3]/delta[ 1]/conjugate(delta] 1])*ps[2,1]-
ps[2,3])/conjugate(delta[2])*delta[1]:

> d[8]:=diff(all[1],v][8]):

>

V[1,8]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v][4]=0,v1[5]=0,v][6]=0,v][ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[8])):

> VV[1,8]:=-1/2*I*(ps[1,2]/delta[ 1])/conjugate(delta[ 1])*ps[3,1]-

ps[3,2])*conjugate(delta[ 1])/delta[2]:

> d[9]:=diff(all[1],vI[9]):

>

V[1,9]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v][4]=0,vI[5]=0,v][6]=0,v][ 7]=0,v][8]=0,vI[9]=0,v][ 1
0]=0,d[9))):

> VV[1,9]:=-1/2*T*ps[1,3]/conjugate(delta[ 1])*2~(1/2)*delta[1]:

> d[10]:=diff(all[1],vI[10]):

>

V[1,10]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,vI[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,v][
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10]=0,d[10])):

> VV[1,10]:=-1/2*T*ps[1,3]*conjugate(delta[ 1])*2"(1/2)/delta[ 1]:

> (In(simplify((gn[4,4]-gn[4,3]*gn[3,4]/gn[3,3])/(gn[2,2]-gn[2,1]*gn[1,2)/gn[1,1]))))/2/1;

> all[2]}:=(In((u[4,4]-ju[4,3]*ju[3,4]/ju[3,3])/(u[2,2]-ju[2,1]*ju[ 1,2)/ju[ 1,1])))/2/1:

> d[1]:=diff(all[2],al[1]):

>
V[2,1]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,vI[6]=0,vI[7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[1])):

>VV[2,1]:=0:

> d[2]:=diff(all[2],al[2]):

>

V[2,2]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,vI[4]=0,v][5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[2])):

>VV[2,2]:=1:

> d[3]:=diff(all[2],v1[3]):

>

- V[2,3]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v][3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,vI[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[3])):

>VV[2,3]:=-1/2*I/conjugate(delta 1])/(delta[2])*ps[1,2]:

> d[4]:=diff(all[2],v][4]):

>

V[2,4):=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,vI[4]=0,v][5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[4))):

> VV[2,4]:=1/2*1/conjugate(delta[2])/(delta[1])*ps[2,1]:

> d[5]:=diff(all[2],v][5]):

>

V[2,5]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
01=0,d[S])):

> VV[2,5]:=1/2*I*delta[2]*(ps[1,4]/delta[ 1]/conjugate(delta[ 1])*ps[2,1]-
ps[2,4])/conjugate(delta[2])*27(1/2):

> d[6]:=diff(all[2],vI[6]):

>

V[2,6]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[6])):

> VV[2,6]:=-1/2*V/delta[2]*(ps[1,2]/delta[ 1]/conjugate(delta[ 1])*ps[4,1]-
ps[4,2])*conjugate(delta[2])*2/(1/2):

> d[7]:=diff(all[2],vI[7]):

>

V[2,7]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,vI[6]=0,v1[ 7]=0,vI1[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[7])):

> VV[2,7]:=1/2*T*delta[2]*(-

ps[1,4]+(ps[1,4)/conjugate(delta[ 1])/delta[ 1]*ps[2,1]/conjugate(delta[2])/delta[2]-
ps[2,4)/conjugate(delta[2])/delta[2])*ps[1,2])/conjugate(delta[1]):

> d[8]):=diff(all[2],vI[8]):

>

V[2,8]:=(subs(al[1 ]=0,a1[2]=0,v1[3]=O,vl[4]=0,vl[5]=O,vi[6]=0,vl[7]=O,v1[8]=0,v1[9]=0,v1[1
0]=0,d[8])):
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> VV][2,8]:=-1/2*I/delta[ 1]*(-

ps[4,1]+(ps[1,2])/conjugate(delta[ 1])/delta[ 1]*ps[4,1]/conjugate(delta[2])/delta[2]-
ps[4,2])/conjugate(delta[2])/delta[2])*ps[2,1])*conjugate(delta[2]):

> d[9]:=diff(all[2],vI[9)):

>

V[2,9]:=(subs(al[ 1}=0,al[2]=0,v][3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,vI[6]=0,vI[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
01=0,d[9))):

> VV[2,9]:=-1/2*I*ps[ 1,4]/conjugate(delta[ 1])"2*2~(1/2)*ps[1,2]:

> d[10]:=diff(all[2],v1[10]):

>

V[2,10]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,vI[4]=0,v1[ 5]=0,v1{6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,v][
10]=0,d[10])):

> VV[2,10]:=1/2*T*ps[4,1]/delta[ 1]"2*2~(1/2)*ps[2,1]:

> -gn[2,1]/gn[1,1],

> all[3]:=-ju[2,1]/ju[1,1]:

> d[1]:=diff(all[3],al[1]):

>
V[3,1]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,vI[4]=0,vI[ 5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
01=0,d[1])):

>VV[3,1]:=0:

> d[2]:=diff(all[3],al[2]):

>
V[3,2]:=(subs(al[1]=0,al[2]=O,v1[3]=0,vl[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,v1[7]=O,Vl[8]=0,V1[9]=O,v1[1
01=0,d[2])):

>VV[3,2]:=0:

> d[3]:=diff(all[3],vI[3]):

>
V[3,3]:=(subs(a1[1]=O,al[2]=O,Vl[3]=0,vl[4]=0,V1[5]=O,vl[6]=0,vl[7]=0,vl[8]=O,V1[9]=O,v1[1
01=0,d[3D)):

> VV[3,3]):=delta[1]/delta[2]:

> d[4]:=diff(all[3],v1[4]):

>
V[3,4]:=(subs(a1[1]=0,a1[2]=O,Vl[3]=0,vl[4]=O,vl[5]=O,v1[6]=O,v1[7]=0,vl[8]=0,vl[9]=0,vl[1
01=0,d[4])):

>VV[3,4]:=0:

> d[5]):=diff(all[3],vI[5]):

>

V[3,5]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[5])):

>VV][3,5]:=0:

> d[6]:=diff(all[3],vI[6]):

>
V[3,6]:=(subs(al[1]=O,al[2]=O,Vl[3]=O,vl[4]=O,vl[5]=O,vl[6]=0,vl[7]==O,VI[8]=O,vl[9]=0,vl[1
0]=0,d[6])):

- >VV][3,6]:=0:

> d[7]:=diff(all[3],v][7]):

>

116



V[3,7):=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[ 5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,vI[1
01=0,d4[7])):

> VV[3,7]:=(-ps[1,4]/conjugate(delta[ 1])*ps[2,1]+ps[2,4]*delta[ 1])/conjugate(delta[2]):

> d[8]:=diff(all[3],vI[8]):

>

V[3,8]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,vI[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
01=0,d[8])):

> VV][3,8]:=0:

> df9]:=diff(all[3],vI[9]):

>

V[3,9]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,vI[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[9])):

> VV[3,9]:=ps[1,4]/conjugate(delta[ 1])*2~(1/2)*delta[1]:

> d[10]:=diff(all[3],vI[10]):

>

V[3,10]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[
~ 10]=0,d[10])):

> VV[3,10]:=0:

> evalm(gb);

> -gn[4,3)/gn(3,3];

> all[4]:=-ju[4,3)/ju[3,3]:

> d[1]:=diff(all[4],al[1]):

>

V[4,1]:=(subs(al[1 1=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,vI[ 5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
01=0,d[11])):

>VV[4,1]:=0:

> d[2]:=diff(all[4],al[2]):

>

V[4,2]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,vI[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
01=0,d[2])):

>VV[4,2]:=0:

> d[3]:=diff(all[4],v][3]):

>

V[4,3]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,v][5]=0,vI[6]=0,vI[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,v][ 1
01=0,d[3))):

> VV[4,3]:=0:

> d[4]:=diff(all[4],v1[4]):

>

V[4.,4]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,v][ 1
0]=0,d[4D)):

> VV[4,4]:=conjugate(delta[1])/conjugate(delta[2]):

> d[5]:=diff(all[4],v][5]):

>

VI[4,5]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[5))):

>VVI[4,5]:=0:

> d[6]:=diff(all[4],vI[6]):
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>

V[4,6]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,v][ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[6])):

> VV[4,6]:=0:

> d[7]:=diff(all[4],v][7]):

>

V[4,7]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v][6]=0,v][ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,v][1
0]=0,d[7])):

>VV{4,7]:=0:

> d[8]:=diff(all[4],v][8]):

>

V[4,8]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[8])):

> VV[4,8]:=(-ps[1,2])/delta[1]*ps[4,1]+ps[4,2]*conjugate(delta[1]))/delta[2]:

> d[9]:=diff(all[4],v1[9]):

>
V[4,9]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[ 5]=0,vI[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[9))):

>VVI[4,9]:=0:

> d[10]:=diff(all[4],vI[10]):

>
V[4,10]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,vI[7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[
10]=0,d[10])):

> VV[4,10]:=ps[4,1]*conjugate(delta[1])*2"(1/2)/delta[1]:

>

> evalm(gb);

> (-gn[4,1)/gn[1,1]*gn[1,2]+gn[4,2])/sqrt(2)/(gn[2,2]-gn[2,1]*gn[1,2]/gn[1,1]);

> all[5]:=(ju[4,1]/ju[1,1]*ju[1,2]+ju[4,2])/sqrt(2)/(Gu[2,2]-ju[2,1]*ju[1,2]/ju[1,1]):

> d[1]:=diff(all[5],al[1]):

>

V[5,1]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[ 5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,v1[ 9]=0,vI[ 1
0]=0,d[1])):

>VV][5,1]:=0:

> d[2]:=diff(all[5],al[2]):

>

V[5,2]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[2D)):

> VV][5,2]:=0:

> d[3]:=diff(all[5],v1[3]):

>

V[5,3]:=(subs(al{ 1]=0,a1[2]=0,v1[3]=0,vI[4]=0,vI[ 5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,v][ 1
0]=0,d[3])):

>VV]5,3]:=0:

> d[4]:=diff(all[5],v1[4]):

>

V[5,4]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,v1[ 5]=0,vI[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,vI[1
0}=0,d[4)])):
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>VV[5,4]:=0:

> d[5]:=diff(all[5],vI[5]):

>

V[5,5]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v[3]=0,vI[4]=0,v1[5]=0,vI[6]=0,v1[ 7]=0,v][8]=0,v1[9]=0,vI][ 1
0]=0,d[5])):

> VV[5,5]:=delta[2]"2:

> d[6]:=diff(all[5],vI[6]):

>

V[5,6]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v][4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[6])):

>VV[5,6]:=0:

> d[7]:=diff(all[5],vI[7]):

>

V[5,7]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v][4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,v][ 1
0]=0,d[7])):

> VV[5,7]:=delta[2]/conjugate(delta[ 1])*2"(1/2)*ps[1,2]:

. > d[8]:=diff(all[5],vI[8]):

>

VI[5,8]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,vI[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[8])):

> VV[5,8]:=0:

> d[9]:=diff(all[5],vI[9]):

>

V[5,9]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v][4]=0,v][5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v][8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
01=0,d[9])):

> VV[5,9]:=ps[1,2]"2/conjugate(delta[ 1])"2:

> d[10]:=diff(all[5],v1[10]):

>

V[5,10]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v]1[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[
10]=0,d[10))):

>VV][5,10]:=0:

> evalm(gb);

> (gn[2,3]/gn[3,3]*gn[3,4]-gn[2,4])/sqrt(2)/(gn[4,4]-gn[4,3]*gn[3,4]/gn[3,3]);

> all[6]:=(u[2,3])/ju[3,3]*)u[3,4]-ju[2,4])/sqrt(2)/(ju[4,4]-ju[4,3]*ju[3,4]/ju[3,3]):

> d[1]:=diff(all[6],al[1]):

>

V[6,1]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v][3]=0,v1[4]=0,v][5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[1])):

>VV[6,1]:=0:

> d[2]:=diff(all[6],al[2]):

>
V[6,2]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v][3]=0,vI[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v][8]=0,vI[9]=0, V][ 1
01=0,d[2])):

> VV[6,2]:=0:

> d[3]:=diff(all[6],v][3]):

>

V[6,3]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,vI[4]=0,vI[5]=0,vI[6]=0,v][ 7]=0,v][8]=0,vI[9]=0,V][ 1
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0]=0,d[3])):

>VV[6,3]:=0:

> d[4]:=diff(all[6],v1[4]):

>

V[6,4]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v][3]=0,v][4]=0,v][5]=0,v][6]=0,v][ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,vI[1
0]=0,d[4D):

> VV[6,4]:=0:

> d[5]:=diff(all[6],v][5]):

>

V[6,5]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v][3]=0,v][4]=0,v][5]=0,v][6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,VI[1
0]=0,d[5])):

>VV][6,5]:=0:

> d[6]:=diff(all[6],v1[6]):

>

V[6,6]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,vI[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v][ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,vI[1
0]=0,d[6])):

> VV[6,6]:=conjugate(delta[2])"2:

> d[7]:=diff(all[6],VI[7]):

>

V[6,7]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[7])):

> VV[6,7]:=0:

> d[8]:=diff(all[6],VI[8]):

>

V[6,8]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v][4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v][ 7]=0,v][8]=0,v1[9]=0,vI[1
0]=0,d[8])):

> VV[6,8]:=1/delta[ 1]*conjugate(delta[2])*2"(1/2)*ps[2,1]:

> d[9]:=diff(all[6],v][9]):

>

V[6,9]:=(subs(al{1]=0,a1{2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,vi[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[9D)):

>VV][6,9]:=0:

> d[10]:=diff(all[6],v][10]):

>
V[6,10]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,v1[ 5]=0,vI[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,vI[
10]=0,d[10])):

> VV[6,10]:=ps[2,1]"2/delta[1]"2:

> evalm(gb);

> gn[4,1)/gn[1,1];

> all[7]:=ju[4,1}/ju[1,1]:

> d[1]:=diff(all[7],al[1]):

>

V[7,1]:=(subs(al[ 1]=0,21[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[1
0]=0,d[1])):

>VV][7,1]:=0:

> d[2]:=diff(all[7],al[2]):

>
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V[7,2]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,vI[6]=0,vI[ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,vI][1
0]=0,d[2])):

> VV[7,2]:=0:

> d[3]:=diff(all[7],vI[3]):

>

V[7,3]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
01=0,d[3])):

> VV|[7,3]:=(-ps[4,2]+ps[4,3]*ps[3,2])/delta[ 2] *delta[1]:

> d[4]:=diff(all[7],v1[4]):

>

V[7,4]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v][8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[4])):

>VV[7,4]:=0:

> d[5]:=diff(all[7],v1[5]):

>

V[7,5]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v][3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,vI[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1

- 0]=0,d[5])):

>VV[7,5]:=0:

> d[6]:=diff(all[7],vI[6]):

>

V[7,6]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,vI[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v][8]=0,v1[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[6])):

> VV[7,6]:=0:

> d[7]:=diff(all[7],vI[7]):

> .
V[7,7]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,v][5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,vI1[9]=0,v][ 1
0]=0,d[7])): -

> VV[7,7]:=((conjugate(delta[2])*delta[2]+(ps[1,4] *ps[2,1]-
conjugate(delta[ 1])*delta[ 1]*ps[2,4])*(ps[4,2]-
ps[4,31*ps[3,2])/conjugate(deltal 1])/delta[ 1]))*delta[ 1]/conjugate(delta[2]):

> d[8]:=diff(all[7],vI[8]): ’

>

V[7,8]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]}=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,vI[1
0]=0,d[8])):

> VV[7,8]:=0:

> d[9]:=diff(all[7],v1[9]):

>

V[7,9]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,vI[6]=0,v1[ 7]=0,v][8]=0,v1[9]=0,vI[1
0]=0,d[9))):

> VV[7,9]:=(ps[1,2]-ps[1,4]*(ps[4,2]-ps[4,3]*ps[3,2])) *delta[ 1}/conjugate(deltal 1]):

> d[10]:=diff(all[7],vI[10]):

>

V[7,10]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,v][
10]=0,d[10))):

> VV[7,10]:=0:

> evalm(gb);

> gn([2,3]/gn[3,3];
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> all[8]:=-ju[2,3]/ju[3,3]:

> d[1]:=diff(all[8],al[1]):

>

V[8,1]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,v][1
0]=0,d[1])):

> VV[8,1]:=0:

> d[2]:=diff(all[8],al[2]):

>

V[8,2]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[ 5]=0,vI[6]=0,v][ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,v][1
0]=0,d[2])):

>VV][8,2]:=0:

> d[3]:=diff(all[8],vI[3]):

>

V[8,3]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,vI[1
0]=0,d[3])):

>VV[8,3]:=0:

> d[4]:=diff(all[8],v1[4]):

>

V[8,4]:=(subs(al[ 1]=0,a1[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v][8]=0,v1[9]=0,vI[1
0]=0,d[4])):

> VV[8,4]:=(-ps[2,4]+ps[2,3]*ps[3,4])/conjugate(delta[2])*conjugate(delta[ 1]):

> d[5]:=diff(all[8],vI[5]):

>

V[8,5]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[6]=0,v1{ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,vI[1
0]=0,d[5])):

> VV][8,5]:=0:

> d[6]:=diff(all[8],v1[6]):

>

V[8,6]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,vI[ 5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[1
0]=0,d[6])):

>VV[8,6]:=0:

> d[7]:=diff(all[8],vI[7]):

>
V[8,7]:=(subs(a1[1]=0,al[2]=0,v1[3]=O,vl[4]=0,vl[5]=O,vl[6]=O,v1[7]=0,v1[8]=0,V1[9]=O,v1[1
01=0,d[7])):

> VV][8,7]:=0:

> d[8]:=diff(all[8],vI[8]):

>

V[8,8]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v][8]=0,v1[9]=0,vI[1
0]=0,d[8])):

> VV[8,8]:=(delta[2]*conjugate(delta[Z])+(ps[2,4]-ps[2,3]*ps[3,4])*(ps[4,1]*ps[1,2]-
delta[1]*conjugate(delta[ 1])*ps[4,2])/delta[ 1]/conjugate(delta[ 1]))/delta[2] *conjugate(delta
[1]):

> d[9]:=diff(all[8],vI[9]):

>

V[8,9]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,vI[ 1
0]=0,d[9])):
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> VV][8,9]:=0:

> d[10]:=diff(all[8],vI[10]):

>

V[8,10]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v][4]=0,v][5]=0,v][6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,v][
10]=0,d[10])):

> VV[8,10]:=(ps[2,1]-ps[4,1]*(ps[2,4]-ps[2,3]*ps[3,4]))/delta] 1 ]*conjugate(delta[ 1]):

> evalm(gb);

> simplify((gn[4,1]/gn[1,1]*gn[2,1]+gn(3,1])/gn[1,1])/sqrt(2));

> all[9]:=(u[4,11/ju[1,1]1*ju[2,1]+ju[3,1])/ju[1,1]/sqrt(2):

> d[1]:=diff(all[9],al[1]):

>

V[9,1]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v][3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v][6]=0,v1[ 7]=0,v][8]=0,vI[9]=0,v][ 1
0]=0,d[1])):

>VVI[9,1]:=0:

> d[2]:=diff(all[9],al[2]):

>

 V[9,2]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,vI[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,vI[ 1

01=0,d[2])):

>VV[9,2]:=0:

> d[3]:=diff(all[9],v][3]):

>

V[9,3]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v][3]=0,v1[4]=0,v][5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[1
0]=0,d[3])):

> VV[9,3]:=(-ps[4,1]+ps[4,3]*ps[3,1])/delta[2]*delta[ 1]*27(1/2):

> d[4]:=diff(all[9],vI[4]):

>

V[9,4]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,v][8]=0,vI[9]=0,v][ 1
0]=0,d[4))):

>VV[9,4]:=0:

> d[5]:=diff(all[9],vI[5]):

>

V[9,5]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1[ 6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,V][1
01=0,d[5])):

> VV[9,5]:=0:

> d[6]:=diff(all[9],v][6]):

>

V[9,6]:=(subs(al[1]=0,al{2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v][ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vi[1
01=0,d[6))):

>VV[9,6]:=0:

> d[7]:=diff(all[9],vI[7]):

>

V[9,7]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[ 6]=0,v1[ 7]=0,v][8]=0,vI[9]=0,v][1
01=0,d[7])):

> VVI[9,7]:=(ps[1,4]*ps[2,1]-delta[ 1 ]*conjugate(delta[ 1])*ps[2,4])*(ps[4,1]-
ps[4,3]1*ps[3,1])/conjugate(delta[2])/conjugate(delta[ 1])*27(1/2):

> d[8]:=diff(all[9],v1[8]):

>
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V[9,8]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v]1[4]=0,vI[5]=0,v][6]=0,vi[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,v][ 1
0]=0,d[8])):

>VV[9,8]:=0:

> d[9]:=diff(all[9],v1[9)):

> :

V[9,9]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,vI[6]=0,vI[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,v]{ 1
01=0,d[9))):

> VV[9,9]:=(delta[ 1]*conjugate(delta[1])-2*ps[1,4]*(ps[4,1]-
ps[4,3]*ps[3,1]))*delta]1]/conjugate(delta[1]):

> d[10]:=diff(all[9],vI[10]):

>

V[9,10]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,vI[6]=0,v][ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[
10]=0,d[10])):

> VV][9,10]:=0:

> evalm(gb);

> -simplify((gn(2,3)/gn[3,3]*gn[4,3]+gn[1,3])/gn|3,3}/sqrt(2));;

> all[10]:=-(Gu[2,3}/ju[3,31*ju[4,3]+ju[1,3])/ju[3,3]/sqrt(2):

> d[1]:=diff(all[10],al[1]):

>
V[10,1]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v][3]=0,v][4]=0,v][ 5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,vI[
10]=0,d[1])):

>VV][10,1]:=0:

> d[2]:=diff(all[10],al[2]):

>

V[10,2]:=(subs(al{ 1]=0,al[2]=0,v][3]=0,v1[4]=0,VI[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,vI[
10]=0,d[2])):

>VV[10,2]:=0:

> d[3]:=diff(all[10],vI[3]):

>

V[10,3]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v][ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,v][
10]=0,d[3])):

>VV[10,3]:=0:

> d[4]:=diff(all[10],vI[4]):

>

V[10,4]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,vI[5]=0,v1[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,v][
10]=0,d[4])):

> VV[10,4]):=(-ps[1,4]+ps[1,3])*ps[3,4])/conjugate(delta[2])*conjugate(delta[ 1])*27(1/2):

> d[5]:=diff(all[10],v1[5]):

>

V[10,5]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5}=0,vI[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,v1[9]=0,v][
10]=0,d[5])):

>VV[10,5]:=0:

> d[6]:=diff(all[10],v1[6]):

>

V[10,6]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v][4]=0,v][5]=0,vI[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,v][
10]=0,d[6])):

> VV[10,6]:=0:
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> d[7]:=diff(all[10],v1[7]):

>

V[10,7]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,v1{6]=0,vI[ 7]=0,v1[8]=0,vI[9]=0,vI[
101=0,d[7])):

>VV[10,7]:=0:

> d[8]:=diff(all[10],VI[8]):

>

V[10,8]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v][3]=0,v1[4]=0,v1[ 5]=0,vI[6]=0,v1[ 7]=0,v1[8]=0,v][9]=0,v][
10]=0,d[8])):

> VV[10,8]:=(ps[1,2]*ps[4,1]-delta[ 1]*conjugate(delta[ 1])*ps[4,2])*(ps[1,4]-
ps[1,3]*ps[3,4])/delta[2]/delta] 1]*2~(1/2):

> d[9]:=diff(all[10],vI[9]):

>

V[10,9]:=(subs(al[1]=0,al[2]=0,vI[3]=0,v1[4]=0,v1[5]=0,vI[6]=0,v1[ 7]=0,vI[8]=0,v1[9]=0,v][
10]=0,d[9])):

>VV[10,9]:=0:

- >d[10]:=diff(all[10],vI[10]):

>

V[10,10]:=(subs(al[ 1]=0,al[2]=0,v1[3]=0,vI[4]=0,v1[5}=0,v1[6]=0,vI[ 7]=0,vI[8]=0,vI[9]=0,v
1[10]=0,d[10])):

> VV[10,10]:=(delta[1]*conjugate(delta[ 1])-2*ps[4,1]*(ps[1,4]-
ps{1,3]*ps[3,4]))/delta[1]*conjugate(delta[1]):

We can write the jacobian matrix and its determinant give us the haar measure to the
USp(4) group.

> evalm(VV);

>

> det(VV);
4 2o 2__ 4

2
5, 8, (8,) (3))
Below we have the differential operators to the usp(4) algebra.
> for ia from 1 to 10 do

> R[ia]:=0;

> for ie from 1 to 10 do

> R[ia]:=R[ia]+VV[ie,ia]*DER{[ie];

> od:od:

Below we verify the comutation relations of these operators
> for ia from 1 to 10 do

> rp[ia]:=0;

> for ie from 1 to 10 do

> rp[ia]:=rp[ia]+V[ie,ia]*DER{[ie];

> od:od:

>

> simplify(diff(rp[3],aa[1])-2*I*1p[3]);
> simplify(diff(rp[3],aa[2])+2*I*1p[3]);
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> simplify(diff(rp[4],a[1])+]*rp[4]);

> simplify(diff(rp[4],a[2])-I*1p[4]);

> simplify(diff(rp[5],a[1])-2*I*1p[5]);

> simplify(diff(rp[5],a[2])-0*I*rp[5]);

> simplify(diff(rp[6],a[ 1])+2**rp[6]);

> simplify(diff(rp[6],a[2])-0*[*1p[6]);

> simplify(diff(rp[7],a[1])-0**1p[7]);

> simplify(diff(rp[7],a[2])-2**1p[7]);

> simplify(diff(rp[8],a[1])+0**rp[8]);

> simplify(diff(rp[8],a[2])+2*I*1p[8));

> simplify(diff(rp[9],a[1])-1**rp[9]);

> simplify(diff(rp[9],a[2])-1*I*1p[9]);

> simplify(diff(rp[10],a[1])+1*I*rp[10]);
> simplify(diff(rp[10],a[2])+1*I*rp[10]);
>
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Program Coherent States

> restart;

> with(linalg):

This program calculate the coherent states to the USp(4) group. We take an arbitrary
representation of the sp[4] algebra using the matrix elements calculated by Bernardes, E.
S.. We use the Haar measure to the usp(4) calculated by us in the program USp(4)cs. To
define an arbitrary coherent state we can use the action of the raising or lowering operator
on the minimal or maximal weight of an algebra, but we use operators of the group, that
is, the exponential of the operator gave by the algebra.

Here we use the raising operators acting on the minimal weight of the usp(4) algebra.
Then the coherent state is defined by :

| z > = exp(z3*E3).exp(z5*E5).exp(z7*E7).exp[1/sqrt(2)*( z9-z3*27)*E9] | w12 , w22 , -
wl2, w22 >,

where the positive roots are:

a3 =[1,-1], a5=[0,2], a7=[1,1], a9=[2,0].

We will define:

Gp = exp(z3*E3).exp(z5*ES).exp(z7*E7).exp[ 1/sqrt(2)*( z9-z3*z7)*E9],

Gp is the raising part of USp(4) group afier the Gauss decoposition

The coherent state obeys the decomposmon of unity that is given by:

INTEGRAL{ dm(z) |z><z|} = SOMATORIO {|S1,S2,hl,h2><S1,S2,hl,h2
| 3=1

where dm(z) is obtained from the Haar measure.

The norma of this coherent state in an arbitrary representation is:

<z|z>=(<Psil | Psil >) ~(2.h1) * (<Psi2 | Psi2 > - <Psil | Psi2 >.<Psi2 | Psil > / <
Psil | Psil >)"(2.h2),

where | Psil > and | Psi2 > are vectors defined from the column 1 and 2 of the Gp matrix
in the fundamental representation.

It are:

| Psil > = Transpose( 1 ; -z3 ;29 ;27 );

| Psi2 > = Transpose( 0 ; 1 ; 23.25.5qrt(2) + 27 ; sqrt(2).z5 );

The Haar measure in this coordinates is given by :

dm(z) = 1/2 * (< Psil | Psil >)*(-4) * (<Psi2 | Psi2 > - <Psil | Psi2 > < Psi2 | Psil >/ <
Psil | Psil > )"(-2)

We know, from the USp(4)cs program, that :

| D1 *2 =<Psil | Psil >,

| D2 |*2 = (< Psi2 | Psi2 > - <Psil | Psi2 >.< Psi2 | Psil >/ < Psil | Psil >),

and | D1| don’t depends of z5, this is importante because in the symmetric
representations, w22=0, the integral on z5 of

| D2 |(-4), is a constant, Pi/2, and we can use just | D1 |*(-8) to calculate the integral of
dm(z).

Then to an arbitrary representation of the usp(4) algebra, the measure is given by:

dm(z) = (W12+42)*(w22+1)*(w12-w22+ 1) *(w12+w22+3) *
r3.r5.17.19.(df3.df5.df7.d9.dr3.dr5.dr7.dr9)
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Pir4 * 2 * (< Psil | Psil >)\4+w12) * (< Psi2 | Psi2 > - <Psil | Psi2 >.<Psi2 |
Psil >/ < Psil | Psil > )*(2+w22)

Using this measure we can do the decomposition of unity.

> omega[1,2]:=2;

> omega[2,2]:=1;

> h[1]:=h1;h[2]:=h2;

> sigma[1]:=s1;sigma[2]:=s2;

> sigma[p]:=sigmal[ 1]+sigma[2];

> sigma[m]:=sigmaf1]-sigma[2];

> omega[p]:=omega[1,2]+omega[2,2];

> omega[m]:=omega[1,2]-omega[2,2];

> a:=sqrt((omega[p]-sigmalp])* (omegalp]+sigma[p]+6)*(-
omega[m]+sigma[p]+2)*(omega[m]+sigma[p]+4)/(64*(sigmaf1]+1)*(sigma[1]+2)*(sig
ma[2]+1)*(sigma[2]+2)))*sqrt((sigma[ 1]+h[1]+2)*(sigma[2]-h[2]+2));

> d:=sqrt((omega[p]-sigma[p]+2)*(omega[p]+sigma[p]+4)*(-
omega[m]+sigma[p])*(omega[m]+sigma[p]+2)/(64*(sigma[1])*(sigma[1]+1)*(sigma[2])
*(sigma[2]+1)))*sqrt((sigmal 1]-h[1])*(sigma[2]+h[2]));

> b:=sqrt((omega[m]+sigma[m]+2)*(omega[m]-sigma[m])*(omega[p]-
sigma[m]+2)*(omega[p]+sigma[m]+4)/(64*(sigma[ 1]+1)*(sigma[ 1]+2)*(sigma[2])*(sig
ma[2]+1)))*sqrt((sigma[1]+h[1]+2)*(sigma[2]+h[2]));

> ¢:=sqrt((omega[m]+sigma[m])*(omega[m]-sigma[m]+2)*(omega[p]-
sigma[m]+4)*(omega[p]+sigma[m]+2)/(64*(sigma[1])*(sigma[ 1]+1)*(sigma[2]+1)*(sig
ma[2]+2)))*sqrt((sigma[ 1]-h[1])*(sigma[2]-h2+2));

> ni:=(omega[1,2]+2)*(omega[2,2]+1)*(omega[1,2]-
omega[2,2]+1)*(omega[1,2]+omega[2,2]+3)/6:

> for nh from 1 to ni do states[nh]:=[]: od:

> count:=0:

> for Delta[1,2] from omega[1,2] to omega[2,2] by -1 do

> for omega[1,1] from Delta[1,2] to Delta[1,2]-omega[2,2] by -1 do

> for h[1] from -omega[1,1] to O by 2 do

> s[2]:=omega[1,2]+omega[2,2]+omega[1,1]-2*Delta[1,2];

> for h[2] from -s[2] to 0 by 2 do

> count:=count+1;

> states[count]:=[s[2],omega[1,1],h[2],h[1]];

> print(states[count]);

> pol[count]:=z1"((s[2]-
h[2])/2)*z3~((s[2]+h[2])/2)*z4"((omega[1,1]+h[1])/2)*sqrt(binomial(omega[1,2],omega[
1,1])*binomial(omega[1,1],(omega[1,1]+h[1])/2)*binomial(s[2],(s[2]+h[2])/2));

> #print(pol[count]);print(states[count]);

> if h[1]=-omega[1,2] and h[2]=-omega[2,2] then print(count,omega[1,1],s[2],h[1],h[2])
fi;
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> od;od;od;od;

> for Delta[1,2] from omega[1,2] to omega[2,2] by -1 do

> for omega[1,1] from Delta[1,2] to Delta[1,2]-omega[2,2] by -1 do

> for h[1] from omega[1,1] to 1 by -2 do

> s[2]:=omega[1,2]+omega[2,2]+omega[1,1]-2*Delta[1,2];

> for h[2] from -s[2] to 0 by 2 do

> count:=count+1;

> states[count]:=[s[2],omega[1,1],h[2],h[1]];

> print(states[count]);

> pol[count]:=z1"((s[2]-

h[2])/2)*z3/((s[2]+h[2])/2)*2z4"((omega[1,1 I+h[1])/2)*sqrt(binomial(omega[1,2],omega[
1,1])*binomial(omega[1,1],(omega[1,1]+h[1 D/2)*binomial(s[2],(s[2]+h[2])/2));

> #print(pol[count]);print(states[count]);

>if h[1]=-omega[1,2] and h[2]=-omega[2,2] then print(count,omega[1,1],s[2],h[1],h[2])
fi;
> od;od;od;od;

> for Delta[1,2] from omega[1,2] to omega[2,2] by -1 do

> for omega[1,1] from Delta[1,2] to Delta[1,2]-omega[2,2] by -1 do

> for h[1] from omega[1,1] to 1 by -2 do

> s[2]:=omega[1,2]+omega[2,2]+omega[1,1 ]-2*Delta[1,2];

> for h[2] from s[2] to 1 by -2 do

> count:=count+1;

> states[count]:=[s[2],omega[1,1],h[2],h[1]];

> print(states[count]);

> pol[count]:=z1~((s[2]-

h[2])/2)*z3~((s[2]+h[2])/2)*z4"((omega[1,1 I+h[1])/2)*sqrt(binomial(omega[1,2],omega[
1,1])*binomial(omega[1,1 ],(omega[1,1}+h[1 1)/2y*binomial(s[2],(s[2]+h[2])/2));

> #print(pol[count]);print(states[count]);

>if h[1]=-omega[1,2] and h[2]=-omega[2,2] then print(count,omega[1,1],s[2],h[1],h[2])
fi;
> od;od;od;o0d;

> for Delta[1,2] from omega[1,2] to omega[2,2] by -1 do

> for omega[1,1] from Delta[1,2] to Delta[1,2]-omega[2,2] by -1 do

> for h{1] from -omega[1,1] to 0 by 2 do

> s[2]:=omega[1,2]+omega[2,2]+omega[1,1]-2*Delta[ 2],

> for h[2] from s[2] to 1 by -2 do

> count:=count+1;

> states[count]:=[s[2],omega[1,1],h[2],h[1]];

> print(states[count]);

> pol[count]:=z1"((s[2]-

h[2])/2)*237((s[2]+h[2])/2)*24"((omega[1,1]+h[1 1/2)*sqrt(binomial(omega[1,2],omega[
1,1])*binomial(omega[1,1],(omega[1,1]+h[1 1)/2)*binomial(s[2],(s[2]+h[2])/2));

> #print(pol[count]);print(states[count]);

> if h[1]=-omega[1,2] and h[2]=-omega[2,2] then print(count,omega[1,1],s[2],h[1],h[2])
fi;
> od;od;od;od;
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> count,ni;

> for i from 1 to mi do print(pol[i]) od;

> for nw from 1 to 10 do A[nw]:=array(1..ni,1..ni,sparse) od:
> for nl from 1 to ni do

> for n2 from 1 to ni do

> aux1:=states[n1];

> S2:=aux1[1];

> Sl:=aux1[2];

> H2:=aux1[3];

> Hl:=aux1[4];

> aux2:=states[n2];

> s2:=aux2[1];

> sl:=aux2[2];

> h2:=aux2[3];

> hl:=aux2([4];

> if n1=n2 then A[1][n1,n1]:=h1;A[2][n],n1]:=h2;fi;
> if S1=s1 and S2=s2 and H1=h1+2 and H2=h2 then
> A[9][n1,n2]:=sqrt(s1*(s1+2)-h1*(h1+2))/sqrt(2);
> f;

> if S1=sl and S2=s2 and H2=h2+2 and H1=hl then
> A[5][n1,n2]:=sqrt(s2*(s2+2)-h2*(h2+2))/sqrt(2);
> fi;

> if H1=h1+1 and H2=h2-1 then

> #print(nl,n2,aux1,aux2);

> if S1=s1+1 and S2=s2+1 then

> A[3][nl,n2]:=a;

> #print(n1,n2,K[4][n1,n2]);

> fi;

> if S1=s1+1 and S2=s2-1 then

> A[3][n1,n2]:=b;

> #print(nl,n2,K[4][n1,n2));

> fi;

>

> if S1=s1-1 and S2=s2+1 then

> #print(s1,s2,h1,h2);

>

> A[3][n],n2]:=-c;

> #print(nl,n2,c);

> #print(s1,s2,h1,h2);

>fi;

> if S1=s1-1 and S2=s2-1 then

> A[3][n],n2]:=d;

> fi;

> fi;

> od;od;

> A[4]:=transpose(A[3]):
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> A[6]:=transpose(A[5]):

> A[10]:=transpose(A[9]):

> A[7]:=map(simplify, 1/sqrt(2)*evalm(A[3]&*A[5]-A[5]&*A[3])):

> A[8]:=transpose(A[7]):

> map(simplify,evalm(A[3]&*A[5]-A[51&*A[3]-A[7]*sqrt(2))):

We define a coherent state by the action of raising operators on the minimal wheigt of an
arbitrary representation of the algebra.

> for ie from 3 to 9 by 2 do gg[ie]:=array(1..ni,1..ni)od:

> for ie from 3 to 8 by 2 do

> gg[ie]:=exponential(u[ie]*A[ie]);

> od;

> gg[9]:=exponential((u[9]/sqrt(2)-u[3]*u[7]/sqrt(2))*A[9]);

> gp:=array(l..ni,1..ni):

> gp:=map(simplify,evalm(gg[3]&*gg[5]1&*gg[ 71&*gg[9]));

> e[1]:=array(1..ni,1..1,sparse):e[1][1,1]:=1:

> psi[1]:=array(1..ni,1..1,sparse):

. >phi[1]:=array(l..ni,1..1,sparse):

> psi[1]:=evalm(gp&*e[1]):

> evalm(gp&*e[1]-psi[1]);evalm(psi[1]);

> phi[ 1]:=subs(u[3]=u[4],u[5]=u[6],u[ 7]=u[8],u[9]=u[10],evalm(psi[1]));

> for 1 from 1 to ni do print(pol[i],psi[1][i,1],states[i]);od;

>

> ¢[2]:=array(1..ni,1..1,sparse):e[2][2,1]:=1:

> psi[2]:=array(1..ni,1..1,sparse):

> phi[2]:=array(1..ni,1..1,sparse):

> psi[2]:=evalm(gp&*e[2]):

> phi[2]:=subs(u[3]=u[4],u[5]=u[6],u[ 7]=u[8],u[9]=u[10],evalm(psi[2])):

>

> torta:=1+(u[4]*u[6]*27(1/2)+u[8])* (u[3]*u[5]1*2/(1/2)+u[7])+2*u[6]*u[ 5]-(-
uf4]+u[10]*(u[3]*u[5]*27(1/2)+u[7])+u[8]*u[5]*27(1/2))*(-
u[3J+(u[4]*u[6]*27(1/2)+u[8])*u[9]+u[6]*2~(1/2)*u[ 7])/(1+u[4]*u[3]+u[10]*u[9]+u[ 8]*
ul7]);

> torta:=subs(u[3]=r{3]*exp(I*f[3]),u[4]=r[3]*exp(-
PI3],ulS]=r[5]*exp(I*f5]),u[6]=r5]*exp(-
PISD,ul7]=r[7]*exp(I*{] 7]),u[8]=t 7]*exp(-
HI7]),u[9]=r[9]*exp(I*{[9]),u[10]=r[9]*exp(-I*{[9]),torta);

> (((torta)));

> simplify(1+(r[3]*exp(-I*f[ 3])*r[ 5] *exp(-I*{ 5])*2°(1/2)+1[ 7]*exp(-

PALTDY* (e[ 3] *exp(f3]*D*r[S]*exp({ST*D*2°(1/2)+1[ 7] *exp(f{ 7]*D))+2*1[ 51" 2*exp(-
I*[5])*exp(f[ 5]*1))-simplify(expand((-r[3]*exp(-I*f[3])+r[9]*exp(-

PO *(r[3]*exp(f[31*D*r[ 5]*exp(f{ S]*Iy*2°(1/2)+1[ 7]*exp(f[ 7]*1))+r{ 7] *exp(-
7] *i[5]*exp(f1ST*D*2°(1/2))* (-1 3] *exp(f] 3I*T)+(x[3]*exp(-I*[3]) *1{ 5] *exp(-
HISI*27(1/2)+ [ 7]*exp(-I*{ 7)) *r[9]*exp(f 9] * D+ S *exp(-

PHLSTY*27(12)* [ 7] *exp(fl 71*D)))/(1+1[3]"2*exp(-T*f 3])*exp(f[3]*D)+1[ 9] 2 *exp(-
9] *exp(f19]*D+1{ 71" 2*exp(-I*f] 7]) *exp(f[ 7]*D)));
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> expand(2*cos(f[3H[ ST-f 71 *2(1/2)*t[ 7] *r[ 3]*1[5]-2*cos(f[ 3] +H{] 5]-
fI7D*[9)2*r[3]*r[5]*27(1/2)*1[ 7}/ A+2*cos(f[ 3]+[ 5]-

fI7D*27°A 72y [ 7131 SV A+2*[9]*1[3]72*1[5]* 2 (1/2) *cos(-f[ 9] +2*f[ 3]+H[ 5])/ A-
2*r[9)* [ 71 2*1[ 5]*2MN(1/2)*cos(f[9]-2* 1] 7]+[ 5])/A+H);

> aux:=L*sin(f[5])+M*cos(f[S])+H;

> int(1/aux"2,f]5]=0..2*Pi);

> In((-I¥*(M-H)/(-M"2+H"2-L"2)N1/2)) (M-H)/(-M"2+H"2-L "2)7(1/2)*1));

> bux:=2*H*Pi/(-M"2+H"2-L"2)(3/2);

> subs(H=14+2*r[5]"2*r[3]"2+1[7]"2+2*1[5]"2-(-2*cos({[9]-[ 7]-
f3])*r[9]*r[7]*r{3]+4*cos({[9]-] 7]-

fI3D*r[71*r[ 517 2*c[9)*r[3]+1[ 317 2+2*r[ 9] 2* [ 3] 2* [ 5] 2+2* [ 7] 2*1[ 5] 2+1[ 9] 2*1{ 7]
A2) A L=Q*t[91"2*r[3]1*1[51*27(1/2)*1[ 7}/ A*sin(f[3]) *cos(f] 7])-

2*r[ 9 2* [ 3]* [ 5]*27(1/2)*1[ 7}/ A*cos(f[3])*sin(f] 7])-
2%2°NA2Y*r[T1*r[3]*r[ 5}/ A*sin(f] 3])*cos(f[ 7])+2*2M(1/2)* [ 71*r[ 3] *1[ S}/ A*cos(f[ 3]) *sin
(117)-

2*c[91* [ 7172 * [ S]*2N(1/2)/ A*sin(f]9])+4* [ 9] *1[ 7] 2* [ 5]*27(1/2)/ A*sin(f] 9] ) *cos(f[ 7])
A2-4*1[9]*r[ 71" 2*r[51*27(1/2)/ A*cos(f[9]) *sin(f[ 7]) *cos(f[ 7])-

2% [ [ 3] 2*1[5]*2M(1/2)/ A*sin(f]9])+4* [ 9] *1[ 3] 2 * [ 5]*27(1/2)/ A*sin(f[ 9]) *cos(f[ 3])
/\2_
4*r[91*1[3]"2*1[5]*27(1/2)/ A*cos(f] 9]) *sin(f[ 3]) *cos(f[ 3])+2*r[3]*r[5]*2~(1/2)*1[ 7]*co
s(f[3])*sin(f[ 7])-2*r[3]*r[5]*27(1/2)*[ 7] *sin(f[ 3])*cos(f 7])),M=(-

2% 91 2* [ 3]1* [ S]*27(1/2)*1[ 7}/ A*cos(f[3]) *cos(f[ 7])+4*r[9]*r[ 3] 2*1[S]*27(1/2)/A*co
s(f{9) *cos(f[3])"2+2*27(1/2)* [ 7]*r[3]*t[ 5]/ A*sin(f] 3]) *sin(f[ 7])+2*2~(1/2) *r[ 7]*r[3]*r
[SVA*cos(f[3])*cos({] 71)-2*r[9]"2*r[31*r[5]*27(1/2)*[ 7]/ A*sin(f[3])*sin(f[ 7])-
4*r[91*r[ 7] 2*r[5]*2™N(1/2)/ A*sin(f]9]) *sin(f] 7]) *cos(f] 7])-

4*[91* [ 717 2*1[5]*27(1/2)/ A*cos(f{ 9D *cos(f 7] 2+2*r[ 91 *r[ 7172 *r[5]*2(1/2)/ A*cos(f
[OD+4*1[9]*r[3]"2*r[5]*2(1/2)/ A*sin(f[9]) *sin(f[ 3]) *cos(f] 3])-

2*r[9T*[3]72* e[ 5]*27(1/2)/ A*cos(f[ 9])+2*r[3]*1[ 5]*2°(1/2)*r[ 7]*cos(f[3]) *cos(f[ 7])+2*
[ 31*r[5]*27°(1/2)*1[7]*sin(f] 3]) *sin(f[ 7])),bux);

> cux:=2*(N*r[5]"2+P)*Pi/((Q+2*N*P)*1[5]"2+N"2*1[ 5] 4+P"2)"(3/2);

> int(r[5]*cux,r[5]);

> res:=limit(subs(r[5]=J1,int(r[5]*cux,r[5])),JJ=infinity)-subs(r[ 5]=0,int(r[ 5] *cux,r[ 5]));
> simplify(res);

> res:=2*Pi*2/(Q+4*N*P),

> res:=subs(N=(2*r[3]"2+2-4*cos({[9]-f[ 7]-f[3])*t[ 7]*1[9]*1[ 3]/ A-2*1[9]"2*1[3]"2/A-
2*1[7]1"2/A),P=t[7}1"2+1-(-2*cos(f[9]-f[ 7]-

fB3D*H N [ 7]*r[3]+1[3]"2+1[9]"2*1[ 7] 2)/A,Q=(-((-

2*1[91"2* [ 3]*2™N(1/2)*1[7)/ A*cos(f[3]) *cos(f[ 7])+4*r[ 9] *1[3]"2*2"(1/2)/A*cos({[9]) *co
s3] 2+2*27M(1/2)*t[ 7)*r[3)/A*sin(f[3]) *sin(f[ 7])+2*2~(1/2)*t[ 7]*1[3]/A*cos(f]3]) *cos
AL 7D-2*r[9]1"2*1[3]*27(1/2)*1[ 7}/ A*sin(f] 3]) *sin(f] 7])-

4*[91*1[7]"2*27(1/2)/ A*sin(f] 9]) *sin(f] 7]) *cos(f] 7])-
4*r[9)*1[7]"2%27(1/2)/ A*cos(f[9]) *cos(f{ 7D 2-+2*r[9]*r[ 7] 2*27(1/2)/ A*cos(f[ 9] ) +4*1[
O1*r[3]72*27(1/2)/ A*sin(f]9])*sin(f[ 3]) *cos(f[ 3])-
2*1[91*1[3]1"2%27(1/2)/ A*cos(f9])+2*r[ 3]*2~(1/2)*r[ 7]*cos(f[3]) *cos(f] 7])+2*r[3]*2~(1/
2)*r[71*sin(f[ 3] *sin(f{ 71))"2-((2*r[9]"2*r[3]*2(1/2)*r[ 7T}/ A*sin(f[3]) *cos(f] 7])-
2*r[9]"2*r[31*27N(1/2)*1[ 7}/ A*cos(f[3]) *sin(f[ 7])-
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2227172 *r 7]*r[3)/ A*sin(f[3])*cos(f] 7])+2*2~(1/2)*r[ 71*1[ 31/ A*cos(f[ 3])*sin(f[ 7])-
2*r[971*1[ 717°2*2(1/2)/ A*sin(f9])+4*r[ 9] *1[ 7] 2*27(1/2)/ A*sin(f[9]) *cos(f] 7])2-
4*r[9]*r[7]1"2*27(1/2)/ A*cos(f]9]) *sin(f[ 7]) *cos(f] 7])-

2*1[91*1[3]72*2(1/2)/ A*sin(f]9])+4*1[ 9]1*r[3]°2*27(1/2)/ A*sin(f[9])*cos(f[ 3])2-
4*r[91*1[3]1°2*2(1/2)/ A*cos(f[ 9])*sin(f[3]) *cos(f[31)+2*r[3]*27(1/2) *1[ 7]*cos(f[ 3])*sin
(fL7D-2*1[3]*27(1/2)*1[ 7] *sin(f[3]) *cos(f 71))*2)),A=(1+1[3]"2+1[9]"2+1[ 7]"2) res);

> (simplify(res));

>

1/2*Pi*(1+1[3]"2+1[ 9] 2+1[7]"2)"2/expand(1+1[ 9] 4+8*r[ 9] 2*1{ 7] 2*sin(f] 7]) *cos(f] 7]
)*r[3]"2*sin(f]3])*cos(f[3])-

8*r{9]"2*1[ 7] 2*cos(fl 7])*2*r[3]"2*cos(f[3])"2+4*1[9]"2*1[ 7] 2*cos(f[ 7])"2*1[ 3] "2 +4*
[ 91" 2*1[ 71" 2*r{3]"2*cos(f[3])"2+2*1[9]"2*1[ 7] 2+2*1[ 91" 2*1[3]"2+2*1[ 7] 2+2*1[3]"2
+2*r[9]72+2*1[ 3] 2*1[ 7]"2-8*1[ 91" 2*r[ 71" 2*cos(f[9])*2*cos(f[ 7)) 2*1[3]"2-

A*r[3]*r{ 71" 3*sin(f] 3])*sin(f[ 7])*r{ 9] *cos(f[9])+4*r[3]"3*r[ 7] *sin(f[ 3])*sin(f[ 7]) *1[9]*c
os(f[9])+16*r[9]"2*r[3]"2*cos(f[9])"2*cos(f[ 3])"2*r[ 7]"2*cos({[ 7])"2+16*1{9]"2*1[3]"2
*cos(f[9])*cos(f[3])"2*1[7]"2*sin(f[9])*sin(f[ 7])*cos({] 7])-
2*1[91*1[3]1"5*sin(f{9]) *1[ 7] *cos(f[3]) *sin(f] 7])-

2*r[91*r[ 31" 5*sin(f{9]) *r{ 71 *sin(f[3]) *cos(f] 7])-

16*r[91"2*1[ 7]"2*cos(f]9])"2*sin(f] 7])*cos(f] 7])*r[3]"2*sin(f[3])*cos(f[3])+2*1[9]*1[ 7]
~5*sin(f]9])*r[ 3]1*cos(f[ 3]) *sin(f[ 7])+4*r[31*r[ 73 *sin(f]3])*cos(f[ 7])*r[9]*sin(f[ 9])+2*
r[91*1[7]"5*sin(f]9])*r[ 3]*sin(f[3])*cos(f] 7])+4*r[3]*1{ 7] 3*cos(f[ 3])*sin(f] 7])*1[9]*sin(
f191)-4*1[3]"3*1[ 7] *cos(f3])*sin(f[ 7])*r[9]*sin(f]9])-

4*r[3]73*1[71*sin(f[3])*cos(f[ 7])*r[9]*sin(f[ 9])+2*r[3]1*5*cos({[9]-[ 7]-f[3]) *r[ 9] *1[ 7]-
4*cos(f{9]-fI 7]-f[3])*r[91*1[ 713 *1[3]-2*cos(f9)-f[ 7]-f[3]) *1[9] *1[ 71" 5*1[3]-4*cos(f[ 9]-
fI71-f13])"2*r[9]"2*1[7]"2*r[3]"2+4*r[3]"3*cos(f[ 9]-f] 7]-

3D *r[9T* [ 7]1+2*[9]*1[3]1"5 *cos(f[9]) *1[ 7]*sin(f[3]) *sin({] 7])+2*r[ 9] *1[ 7] 5*cos(f[9])
*r[3]*cos(f[3])*cos(f 7])-2*r[9]*r[ 7]"5*cos(f]9])*r[ 3 ]*sin(f[3]) *sin(f[ 7])-
2*r[91*r[3]"5*cos(f[9])*r[ 7}*cos(f[3])*cos(f] 7])-

8*1[9]"2*1[7]"2*cos(f[9]) *r[3]*2*sin(f]9]) *sin(f[3]) *cos(f[3])-

8*r[9]"2*1[ 7] 2*sin(f] 9])*sin(f[ 7])*cos(f{ 7] *1[31"2*cos(f[9])+16*1[9]*2*1[ 7] 2*cos(f[9
1)*cos(f]7])"2*r[3]"2*sin(f[9])*sin(f[3])*cos(f[ 3])-

4*r[31"3*r[ 71*cos(f[3]) *cos(f[ 71)*r[ 9] *cos(f[9])+4*r[3]1*1[ 7] 3*cos(f[3]) *cos(f[ 7]) *r[9]*
cos(f[9))-

8*r[9]"2*1[3]"2*cos(f[9])"2*cos(f[3])"2*r[ 7]"2+4*1[91"2*1[7]"2*cos(f[9])"2*1[3]"2+1[
3]M4+1[7]4);

>
1/2*Pi*(1+1[3]"2+1[9]"2+1[7]"2)"2/simplify(1+1[9]"4+8*1[9]"2*1[ 712 *sin(f[ 7])*cos(f] 7
D*r[3]"2*sin(f]3])*cos(f[3])-

8*1[9]"2*1[7]"2*cos(f] 7])"2*1[3]"2*cos(f[3])"2+4*1[9] "2 *1[ 7] "2 *cos(f] 7])"2*1[ 3] "2 +4*
r[91°2*1[ 7] 2*r[3]"2*cos(f[3])"2+2*1[9]"2*1[ 7} 2+2*[ 91 2 *1[3]"2+2*1[ 7] 2+2*1[3]"2
+2*[9]72+2*1[3]"2*1[ 7]"2-

8*1[9]"2*1[7]"2*cos({[9])2*cos(f{ 7])*2*r[3]"2+12*1[9]"2*r[3]"2*cos(f]9])*2*cos(f[3])
A2*1[7]"2*cos(f] 7])"2+8*[9]"2*1[3]"2*cos(f[9]) *cos(f[ 3])" 2 *r[ 7] 2*sin(f[ 9]) *sin(f] 7])
*cos(f]7])-8*r[9]"2*r[ 7]"2*cos(f[ 9])"2*sin(f] 7])*cos(f[ 7])*r[3]"2*sin(f[3]) *cos(f[ 3])-
8*r[9]"2*1[ 7] 2*cos(f[9])*r[3]*2*sin(f] 9])*sin(f[3]) *cos(f[3])-

8*1[9]"2*r[ 7]"2*sin(f{ 9])*sin(f] 7])*cos(f 7])*1[3]*2*cos(f[9])+8*r[9]"2*1[ 7] 2*cos(f[ 9]
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Y*cos(f[ 7])"2*r[3]"2*sin(f[9]) *sin(f[3])*cos(f[ 3])-
8*1[9]"2*1{3]*2*cos(f[9])"2*cos(f[3])"2*r[ 7]*2+4*1{9]*2*1[7]"2*cos(f][9])"2*1[3]"2+1]
314+ 7]1M4-

4*[3172*1[ 717°2*1[9]"2*cos(f[9])"2*sin(f] 7])"2*sin(f[3])"2+8*r[3]"2*1[7]"2*1[9] "2 *cos
(f[9])*sin(f] 7])*2*sin(f[ 3]) *sin(f[9]) *cos(f[3])+8*r[31"2*r[ 7]"2*1{ 9] "2 *cos(f[ 9]) *sin({[ 7
D*sin(f[3])*2*sin(f]9])*cos(f[7])-
8*1[3]72*1[7]*2*1[9]"2*sin(f[9])"2*sin(f] 7])*cos(f[ 3])*cos(f{ 7])*sin({] 3])-

4*r[3]"2*1[ 7] 2*1[9]"2*sin(f[ 9])*2*cos(f[ 7])*2 *sin({] 3])"2-

A*[3172*H{ 7172 *1[9]"2*sin(f[ 9])"2*sin(f] 7])*2*cos(f[3])"2),

>

1/2*%Pi*(1+1[3]°2+1[9]"2+1[7]"2)"2/factor(1+1[ 9] 4+2*1[ 9] 2*1[ 3] 2+2*1[9]"2+1[3]"4+2
*r[9]°2*1[ 7] 2+2* [ 71" 2+2*1[3]1"2* [ 712 +1[ 7]74+2%1[3]72),

> IIi=-
subs(r[3]=0,int(int(int(int(r[3]*r[7]*r[9]*1/2*Pi/(1+1[3]"2+r[9]"2+1[7]"2)"4,{[ 3]=0..2*Pi
),f171=0..2*Pi),f[9]=0..2*P1),1[3]));

> -subs(r[9]=0,int(-subs(r[ 7]=0,int(ILr[ 7])),r[9]))/2;

>

>

>

> N=(2*1[3]"2+2-4*cos({[9]-f[ 7]-f[3]) *r[ 7} *r[91*r[3]/A-2*1[9]"2*[3]"2/A-
2*r[7)72/A),P=r[7]"2+1-(-2*cos(f[9]-f[ 7]-

fI3)*r[9)* e[ 71*r{3]+1[3]1"2+1{9]"2*r[ 7] 2)/A,Q=(-((-
2*%[9]72*1[3]1*¥2°(1/2)*1[ 7}/ A*cos(f[3])*cos(f] 7])+4*r[9]*1[3]2*27(1/2)/ A*cos(f[9]) *co
s(f[3])A2+2*27M(1/2)*1[71*1[3)/ A*sin(f]3])*sin(f 7])+2*27(1/2)*r{ 7]*1[3]/A*cos(f[3]) *cos
(f17])-2*1[9])"2*1[3]*2"(1/2)*1[ 7}/ A*sin(f[3])*sin(f] 7])-
4*r[91*1[7]72*27(1/2)/ A*sin(f] 9])*sin(f] 7]) *cos(f 7])-

A*[9]*1[ 7172%2(1/2)/ A*cos(f]9])*cos(f] 71)"2+2*1[9]*1{ 7]"2*2~(1/2)/ A*cos({[9])+4*r{
91*r[3]72*27(1/2)/ A*sin(f]9])*sin(f[ 3])*cos(f[3])-
2*1[9]*1[3]°2*2/(1/2)/A*cos(f[9])+2*r[31*27(1/2)*1[ T]*cos(f[ 3])*cos(f{ 7])+2*r{ 3]*2"(1/
2)*r[7)*sin(f[3])*sin(f{ 7)) 2-((2*r[9]2*r[3]*2"(1/2)*r[ 7}/ A*sin(f[3])*cos(f[ 7])-
2*[9]1"2*1[3]*2/(1/2)*1[ 7}/ A*cos(f[3])*sin(f] 7])-

2%27(1/2)*1[ 71*1[3)/A*sin(f{3])*cos(f[ 7])+2*2~(1/2)*1[ 7]*1[ 3]/ A*cos(f[3])*sin(f] 7])-
2*r[9]*1[7172%27(1/2)/ A*sin(f[9])+4*1{ 9] *1{ 7]"2*27(1/2)/ A*sin(f[ 9]) *cos(f[ 7])"2-
4*r[9]*1[ 7]°2*27(1/2)/ A*cos(f[9]) *sin({] 7])*cos(f] 7])-

2%[9]*1[3]72%2/(1/2)/ A*sin(f{9])+4*r[ 9] *r[3]"2*2(1/2)/ A*sin(f[ 9]) *cos(f[ 3])"2-
4*r[91*1[3]72*2(1/2)/ A*cos(f]9])*sin(f[3]) *cos(f]3])+2*r{ 3]*2~(1/2)*r[ 7]*cos(f[ 3])*sin
(f170)-2*1[3]*27(1/2)*t[ 7]*sin(f[3])*cos(f[ 71))"2));

>

> A=(1+1[3]72+1[9] " 2+1[ 7]72), H=1+2*1 5]"2*1[3]" 2+t 7] 2+2*1[ 5}"2~(-2*cos(f[9]- 7]-
fI3D*r[91*r[ 7]*1[3]+4*cos(f[9]-1]7]-

3N T[S 2 9] * [ 3312+ 2 9] 2*1[ 3] 2*1[ 5] 2+2*1{ 71 2*1{ 51" 2+1[9]°2*1[ 7]
~2)/ A, L=(2*1[9)2*1[3]*1[5]*2°(1/2)*1[ 7)/A*sin(f[3])*cos(f[ 7])-
2*1[9172*1[3]*1[S]*27(1/2)*1[ 7]/ A*cos(f[3])*sin(f 7])-

2%27(1/2)*t[ T]*1[3]*1[5)/A*sin(f3])*cos(f 71)+2*2~(1/2)*t[ T1*1[3]*1[ 5V A*cos(f] 3])*sin
(fI7D-

2*e[OT*H[ 7] 2*H[5]*27(1/2)/ A*sin(f[9])+4*L[9*[ 7] 2*1[ 5]*2/(1/2)/ A*sin(f[9])*cos(f[ 7])
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A2-4*r[O]*r[ 71" 2*1[5]1*27(1/2)/ A*cos(f]9]) *sin(f] 7]) *cos(f] 7])-
2*r[97*r[3]72*1[5]*27(1/2)/ A*sin(f{9])+4* [ 91 *r[ 31" 2*1[ 51*2(1/2)/ A*sin(f] 9]) *cos(f[3])
/\2_

A*r[9]*r[3]172*1[ 5]*2/(1/2)/A*cos(f[9])*sin(f[3]) *cos(f[3])+2*r[3]*r[5]*2°(1/2)*1[ 7] *co
sA[3])*sin(f] 7])-2*r[3]*r[5]*2~(1/2)*r[ 7] *sin(f[3]) *cos(f] 7])),M=(-

2% e[ 9] 2* [ 31*1[51*27(1/2)*1[ 7)/ A*cos(f[3]) *cos(f[ 7])+4*r[9]*r[ 3] 2*[ 5]*2/(1/2)/A*co
s(f9])*cos(f[3])"2+2*2"(1/2)*r[ 7}*r[3]1*r[ S)/ A*sin(f[3]) *sin(f] 7])+2*2~N(1/2) *r[ 7]*r[3]*r
[5)/A*cos(f[3])*cos(f[ 7])-2*r[ 91" 2*r[31*r[5]*2~(1/2)*1[ 7}/ A*sin(f[3]) *sin(f[ 7])-

A*r[9]* [ 71" 2*1[ S1*27(1/2)/ A*sin(f]9]) *sin(f] 7]) *cos(f[ 7])-

A*r[9]*r[ 717 2*1[ S1*27(1/2)/ A*cos(f]9])*cos(f[ 7])2+2*r[91*1[ 7} 2 *t[ 5]*2~(1/2)/ A*cos(f
[OD+4*r[9]*r[3]1"2*r[5]*27(1/2)/ A*sin(f]9])*sin(f[ 3]) *cos(f[ 3])-

2*r[9]*1[3]72*1[5]*2"(1/2)/ A*cos(f]9])+2*1[3]*r[5]*27(1/2)*1[ 7] *cos(f[ 3]) *cos(f 7])+2*
r31*r[51*27(1/2)y*t[ 7] *sin(f]3])*sin(f] 7]));

> int(r[5]"4/aux"4,1] 5]=0..2*Pi);

> In((-I*(M-H)/(-M"2+H"2-L*"2)(1/2))/(M-H)/(-M"2+H"2-LA2)*(1/2) *1));

>

> bux:=2*H*P1*r[5]"2/(-M"2+H"2-L"2)(5/2);

> subs(H=1+2*r[5]"2*1[3]"2+r[7]"2+2*r[5]"2-(-2*cos(f[9]-f] 7]-
fI3D*r(9]*1[7]*1{3]+4*cos({]9]-f] 7]-
f3D*[71*1[5]"2*1[91*1[3H1[3]"2+2*1[9]"2*1[3]"2*1[5]"2+2*1[ 7] 2*1[ 5] 2+r[ 9] 2*1[ 7]
A2) A L=(2*r{ 91" 2*1[3]*1[5]*27(1/2)* [ 7)/ A*sin(f[ 3])*cos(f] 7])-

2%1[9]72*1[3]*r[ 5]*27(1/2)*1[ 7]/ A*cos(f[3]) *sin(] 7])-

2%¥27°(1/2y*e [ T1*r[ 3] *r[ 51/ A*sin(f[3]) *cos(f 7])+2* 27 (1/2) *t[ 71*r[3]*r[ 5]/ A*cos(f[ 3])*sin
({17D)-

2*1[91*r[ 717 2*1[5]*27(1/2)/ A*sin(f[9])+4*r[9]*r[ 7] 2*r[5]1*2"(1/2)/ A*sin(f] 9])*cos(f[ 7])
A2-4*r[91* [ 7] 2*r[51%27(1/2)/ A*cos(f] 9]) *sin(f] 7])*cos(f] 7])-

2*1[971*r[3]"2*1[ 5]*27(1/2)/ A*sin(f[ 9])+4*r[9]) *r[3]"2*1[ 5]*2~(1/2)/ A*sin(f]9]) *cos(f[ 3])
/\2_

4*1[9]*r[3]"2*r[5]*27(1/2)/ A*cos(f9]) *sin(f[ 3]) *cos(f[3])+2*r[3]*1[ 5]*2/(1/2)*1[ 7] *co
s(f[3])*sin(f] 7])-2*r[3]*r[5]*2"(1/2)*r[ 7]*sin(f[ 3])*cos(f] 7])),M=(-

2191 2* 1 31*1[ 51*2°(1/2)*1[ 7}/ A*cos(f[3]) *cos(f[ 7])+4*r[ 9] *1[ 3] 2 *r[ 5]*2~(1/2)/A*co
s(f{9D)*cos(f[31)"2+2*2°(1/2)* [ 71*r[3]*r[ S}/ A*sin(f 3]) *sin(f] 7])+2*2°(1/2) *r[ 7]*1[ 3] *r
[5)/A*cos(f[3])*cos(f[ 7])-2*r[9]"2*r[ 3]*1[S]*2(1/2)*r[ 7]/ A*sin(f] 3]) *sin(f] 7])-

4*r[9)*r[ 7] 2*1[5]*2™(1/2)/ A*sin(f] 9]) *sin(f] 7]) *cos(f] 7])-

4*1[91*1[ 71" 2*1[ 5]1*27(1/2)/ A*cos(f[9]) *cos({[ 712+ 2*1[ 9] *1[ 7172 *1[ 5]*2~(1/2)/ A*cos(f
[9D+4*[9]*r[3]"2*1[5]*2(1/2)/ A*sin(f[ 9])*sin(f[ 3]) *cos(f] 3])-
2*r[91*r[3]"2*1[5]*27(1/2)/ A*cos(f[9])+2*r[ 3] *r[5]1*2(1/2)*1[ 7] *cos(f[3]) *cos(f] 7])+2*
[ 31*r[51*27(1/2)*1[ 7] *sin(f]3]) *sin(f[ 7])),bux);

> cux:=2*(N*r[5]"2+P)*Pi*1[ S]"2/((Q+2*N*P)*r[ 5] 2+N"2*1[ 5]"4+P"2)(5/2);

> int(r[5]*cux,r{5]=0..infinity);

> res:=4/3*Pi*(2)/(Q"2+8*Q*N*P+16*N 2*P*2);

> res:=limit(subs(r[5]=]J,int(x[ 5] *cux,r[ 5])),JJ=infinity)-subs(r[ 5 ]=0,int(r[ S]*cux,r[5]));

> simplify(res);

> res:=8/3*Pi/(Q"2+8*Q*N*P+16*N"2*P"2);

> res:=subs(N=(2*r[3]"2+2-4*cos(f[9]-f] 7]-{[ 3] *1[ 71*r[9]*1[ 3/ A-2*r[9]"2*1[3]"2/A-
2*r[7172/A),P=t[7]"2+1-(-2*cos({[9]-f] 7]-
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13D *r[91*t [ 71*r[31+{ 31" 2+1[91"2*1{ 7] 2)/A,Q=(-((-

2*r[9]"2 *r[3]*2"(1/2)*r[7]/A*cos(f[3])*cos(f[7])+4*r[9]*r[3]"2*2’\(1/2)/A*cos(f[9])*co
s(f[3D72+2*27(1/2)*1[ 71*t[ 3}/ A*sin(f[ 3]) *sin(f{ 7])+2*2(1/2)*1[ 7] *r[3)/A*cos(f[3])*cos
(fI7])-2*r[9]"2*r[31*2"(1/2)*1[ 7]/ A*sin(f[ 3])*sin(f[ 7])-

4*1[91*r[7]°2*27(1/2)/ A*sin(f]9])*sin(f 7]) *cos(f[ 7])-
A*1[9]*1[71°2*2(1/2)/ A*cos(f[9]) *cos(f] 7])"2+2*r[9] *r[7]72*27(1/2)/ A*cos(f9])+4*1[
9]*r[3]72*27(1/2)/ A*sin(f]9])*sin(f] 3]) *cos(f[ 3])-

2*r[9]*r[3]72*27(1/2)/ A*cos(f[9])+2*r([3] *27(1/2)*1[ 71*cos(f[3]) *cos(fl 7])+2*r[ 3]*2°(1/
2)*r[7]*sin(f] 3])*sin(f1 71)))"2-((2*r{91"2*1[3]*27(1/2) *1{ 7}/ A*sin(f] 3]) *cos(f[ 7])-
2*1[9]"2*1[3]*27(1/2)*1[ 7T}/ A*cos(f[3])*sin(f] 7])-

2%27(1/2)*1[ 7}*r[3)/ A*sin(f[3])*cos(f{ 7])+2*2~(1/2)*r[7]*r[3)/A*cos(f[3])*sin(f] 7])-
2*1[9]*1[ 7]~2*27°(1/2)/ A*sin(f]9])+4*r[91*1{ 71"2*2"(1/2)/ A*sin(f[ 9])*cos(] 7])"2-
4*[9]*1[71"2*27(1/2)/ A*cos(f]9]) *sin(f] 7])*cos(f[ 7])-

2*1[9]*1[3]°2*2°(1/2)/ A*sin(f]9])+4*r[9]*1{3]"2*2"(1/2)/ A*sin(f[9])*cos(f] 3])"2-

4*r{9] *r[3]’\2*2"(1/2)/A*cos(f[9])*sin(f[3])*cos(f[3])+2*r[3]*2’\(1/2)*r[7]*cos(f[3])*sin
(f[7])-2*r{31*27(1/2)*1[ 7}*sin(f[3])*cos({[ 71))"2)), A=(1+1[3]"2+1[9]"2+1[7]"2),res);

> with(PDEtools);

>

eqd1:=z1*D[1](F)(z1,22,23,24)+z3*D[3](F)(z1 ,722,23,24)+2*24*D[4](F)(z1,22,23,24)=(W
w12+mml)*(F)(z1,22,23,z4);

> eqd2:=-

z1*D[1](F)(z1,22,23,24)+2*22*D[2](F)(z1,22,23,24)+z3*D[3](F)(z1 ,22,23,74)=(ww22+
mm?2)*(F)(z1,22,23,24);

>eqd3:=-

(1+2*ww12)*(z1*D[1](F)(21,22,23,z4)+z3*D[3](F)(z1 ,22,23,24))+z1°"2*D[1,1](F)(z1,22,
23,24)+23"°2*D[3,3](F)(z1,22,23,24)+z1*z3*(D[1,3](F)(z1 ,22,23,7z4)+D[3,1](F)(z1,22,23,
z4))- ' '

sqrt(2)*(z3+sqrt(2)*z1*z2)"2*(D[2,4](F)(z1 ,22,23,24)+D[4,2](F)(z1,22,23,24))+4*z1*(z3
+z1*z2)*ww22*D[4](F)(z1,22,23,24)=(SS1*(SS1+2)-
wwl12*(wwl12+1))*(F)(z1,22,23,24);

> eqd4:=(3+2*ww22)*21*D[1](F)(z1,22,23,24)+((3-2*ww22)*23-
4*sqri(2)*z1*z2*ww22)*D[3](F)(z1,22,23,24)+21"2*D[1,1](F)(z1 ,22,23,24)+z3~2*D[3,3
1(F)(z1,22,23,24)-

(2*z1*22+sqrt(2)*z3)*(D[1,2)(F)(z1,22,23,z4)+D[2,1](F)(z1 ,22,23,24))+z1*z3*(D[1,3](F
Xz1,22,23,24)+D[3,1](F)(21,22,23,24))+2*(z3+sqrt(2) *z1 *722)*z2*(D[2,31(F)(z1,22,23,24
WD[3,2](F)(z1,22,23,24))=(SS2*(SS2+2)-ww22*(ww22+2))*(F)(z1 ,22,23,24);

>

> pdsolve({eqdl,eqd2,eqd3,eqd4} F(z1,22,23,24));

> F(x,y,w,v) = F1(y,w/x,v/x"2)*x

>

> eqd2:=-

x*D[1]((F1)(y,w/x,v/x"2)*x)+2*y*D[2]((F1 Wy, w/x,v/x 2)*x)+x*D[1]((F1 )(y,w/x,v/x"2)
*x);

>

> (simplify(res));

>
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> for ju from 1 to ni do

> pint[ju]:=evalm(psi[1][ju,1]*phi[1]):

> od:

> for jo from 1 to ni do

> pinUo]:=subs(u[3]=r[3]*exp(I*ﬂ3]),u[4]=r[3]*exp(-

T3], ul5]=r[5]*exp(I*{] 5]),u[6]=r[5]*exp(-

IS, ul7]=t[7]*exp(I*{] 7]),u[ 8]=r[ 7] *exp(-
I*f[7]),u[9]=r[9]*exp(I*f[9]),u[10]=r[9]*exp(-I*f[9]),evalm(pint[io]));

> od:

>

Haar:=(1+u[3]*u[4]+2*u[9]*u[ 10]+u[ 7]*u[8]) 4*(( 1+u[3]*u[4]+2*u[9]*u[10]+u[7]*u[8]
*(1+Q[4]*u[6]*2(1/2)+u[8])*(u[3]*u[5]*2(1/2)+u[ 7])+2*u[6]*u[5])-(-

u[4]+2~( 1/2)*u[10]*(u[3]*u[51*2"(1/2)+u[ 7])+u[8]*u[5]*2(1/2))*(-

u[3 J+(u[4]*u[6]*27(1/2)+u[8])*2"(1/2)*u[9]+u[6]*2(1/2)*u[ 7)) 4;

> norma:=(1+u[3]*u[4]+2*u[9]*u[10]+u[7]*u[8])"(omega[ 1,2]-
omega[2,2])*((1+u[3]*u[4]+2*u[9]*u[10]+u[7]*u[8])*(1+(u[4]*u[6]*2"(1/2)+u[8])*(u[3
I*u[5]*2%(1/2)+u[ 7])+2*u[5]*u[6])-(-

u[4]+27(1/2)*u[10]*(u[3]*u[5]*2"(1/2)+u[ 7])+u[8]*u[ 5]*2"(1/2))*(-
u[3]+(uf4]*u[6]*27(1/2)+u[8])*2"(1/2)*u[ 9]+u[ 6]*27( 1/2)*u[7]))*omega[2,2];

> metr:=simplify(norma*Haar);

> assume(r[3],real,r[5],real,r[7],real,r{9],real);

> met:=subs(u[3]=r[3]*exp(I*{[3]),u[4]=1[3]*exp(-
I*[3]),ul5]=r[5]*exp(I*{[5]),u[6]=r[5]*exp(-

LS ul7]=t[7]*exp(I*f] 7]),u[8]=r{ 7] *exp(-
I*f[7]),u[9]=r[9]*exp(I*f[9]),u[10]=r[9]*exp(—I*f[9]),metr):

> me:=simplify(met);

> subs(r[5]=0,r[7]=0,r[3]=0,me);

> for xi from 1 to ni do

> for xo from 1 to ni do

>

inte[xi,xo]:=int(int(int(int(int(int(pin[xi] (x0, 17*r{ 31*r[ 7]*1[9)/(1+1[3]"2+2*1[ 9] 2+1[ 7]"2
)"(4+omega[1,2]),r[9]=0..inﬁnity),r[7]=0..inﬁnity),r[3]=0..inﬁnity),f[3]=0..2*Pi),f[7]=0..
2*P1),1{9]=0..2*Pi);

> if inte[xi,x0]<>0 then print(xi,xo,inte[xi,xo0]) fi;

> od:od:
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Program Total Exponential
This program calculate the total exponential of matrix belonging to sp(4,C) algebra

> restart;

> with(linalg):

> omega[1,2]:=1;

> omega[2,2]:=0;

> h[1]:=h1;h{2]:=h2;

> sigma[1]:=s1;sigma[2]:=s2;

> sigma[p]:=sigma[1]+sigma[2];

> sigma[m]:=sigma[1]-sigma[2];

> omega[p]:=omega[1,2]+omega[2,2],

> omega[m]:;=omega[1,2]-omega[2,2];

> a:=sqrt((omega[p]-sigma[p])*(omega[p]+sigma[p]+6)*(-
omega[m]+sigma[p]+2)*(omega[m]+sigma[p]+4)/(64*(sigma[1]+1)*(sigma[1]+2)*(sig
ma[2]+1)*(sigma[2]+2)))*sqrt((sigma[1]+h[1]+2)*(sigrna[2]-h[2]+2));

> d:=sqrt((omega[p]-sigma[p]+2)*(omega[p]+sigma[p]+4)*(-
omega[m]+sigma[p])*(omega[m]+sigma[p]+2)/(64*(sigma[1])*(sigma[1]+1)*(sigma[2])
*(sigma[2]+1)))*sqrt((sigma[1]-h[1])*(sigma[2]+h[2)));

> b:=sqrt((omega[m]+sigma[m]+2)*(omega[m]—sigma[m])*(omega[p]—
sigma[m]+2)*(omega[p]+sigma[m]+4)/(64*(sigma[1]+1)*(sigma[1]+2)*(sigma[2])*(sig
ma[2]+1)))*sqrt((sigma[ 1]+h[1]+2)*(sigma[2]+h[2]));

> c:=sqrt((omega[m]+sigma[m])*(omega[m]-sigma[m]+2)*(omega[p]-
sigma[m]+4)*(omega[p]+sigma[m]+2)/(64*(sigma[1])*(sigrna[l]+1)*(sigma[2]+1)*(sig
ma[2]+2)))*sqrt((sigmal[ 1]-h[1])*(sigma[2]-h2+2));

> ni:=(omega[ 1,2]+2)*(omega[2,2]+1)*(omega[1,2]-

omega[2,2]+1)*(omega[ 1,2]+omega[2,2]+3)/6:

> for nh from 1 to ni do states[nh]:=[]: od:

> count:=0:

> for Delta[1,2] from omega[1,2] to omega[2,2] by -1 do

> for omega[1,1] from Delta[1,2] to Delta[1,2]-omega{2,2] by -1 do

> for h[1] from -omega[1,1] to 0 by 2 do

> s[2]:=omega[ 1 ,2]+omega[2,2]+omega[1,1]-2*Delta[1,2];

> for h[2] from -s[2] to 0 by 2 do

> count:=count+1;

> states[count]:=[s[2],omega[1,1],h[2],h[1]];

> print(states[count]);

> #ipol[count]:=z1"((s[2]-

h[2])/2)*23~((s[2]+h[2])/2)*2z4"((omega[ 1,1]+h[1])/ 2)*sqrt(binomial(omega[1,2],omega[
1,1])*binomial(omega[1,1],(omega[1,1]+h[1])/2)*binomial(s[2],(s[2]+h[2])/2));

> #print(pol[count]);print(states[count]);

> #if h[1]=-omega[1,2] and h[2]=-omega[2,2] then print(count,omega[ 1,1],s[2],h[1],h[2])
fi;

> od;od;od;od;

> for Delta[1,2] from omega[1,2] to omega[2,2] by -1 do

> for omega[1,1] from Delta[1,2] to Delta[1,2]-omega[2,2] by -1 do
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> for h[1] from omega[1,1] to 1 by -2 do

> s[2]:=omega[1,2]+omega[2,2]+omega[1,1]-2*Delta[1,2];

> for h[2] from -s[2] to 0 by 2 do

> count:=count+1;

> states[count]:=[s[2],omega[1,1],h[2],h[1]];

> print(states[count]);

> #pol[count]:=z1™((s[2]-
h[2])/2)*z3"((s[2]+h[2])/2)*z4"((omega[1,1]+h[1])/2)*sqrt(binomial(omega[1,2],0omega[
1,1])*binomial(omega[1,1],(omega[1,1]+h[1])/2)*binomial(s[2],(s[2]+h[2])/2));

> #print(pol[count]);print(states[count]);

> #if h[1]=-omega[1,2] and h{2]=-omega[2,2] then print(count,omega[1,1],s[2],h[1],h[2])
fi;

> od;od;od;od;

> for Delta[1,2] from omega[1,2] to omega[2,2] by -1 do

> for omega[1,1] from Delta[1,2] to Delta[1,2]-omega[2,2] by -1 do

> for hf1] from omega[1,1] to 1 by -2 do

> s[2]:=omega[1,2]+omega[2,2]+omega[1,1]-2*Delta[1,2];

> for h[2] from s[2] to 1 by -2 do

> count:=count+1;

> states[count]:=[s[2],omega[1,1],h[2],h[1]];

> print(states[count]);

> #pol[count]:=z1"((s[2]-
h[2])/2)*z3"((s[2]+h[2])/2)*z4"((omega[1,1]+h[1])/2)*sqrt(binomial(omega[1,2],omega[
1,1])*binomial(omega[1,1],(omega[1,1]+h[1])/2)*binomial(s[2],(s[2]+h[2])/2));

> #print(pol[count]);print(states[count]);

> #if h[1]=-omega[1,2] and h{2]=-omega[2,2] then print(count,omega[1,1],s[2],h[1],h[2])
fi;

> od;od;od;od;

> for Delta[1,2] from omega[1,2] to omega[2,2] by -1 do

> for omega[1,1] from Delta[1,2] to Delta[1,2]-omega[2,2] by -1 do

> for h[1] from -omega[1,1] to 0 by 2 do

> s[2]:=omega[1,2]+omega[2,2]+omega[1,1]-2*Delta[1,2];

> for h[2] from s[2] to 1 by -2 do

> count:=count+1;

> states[count]:=[s[2],omega[1,1],h[2],h[1]];

> print(states[count]);

> #pol[count]:=z1"((s[2]-
h[2])/2)*z3"((s[2]+h[2])/2)*z4"((omega[1,1]+h[1])/2)*sqrt(binomial(omega[1,2],omega[
1,1])*binomial(omega[1,1],(omega[1,1]+h[1])/2)*binomial(s[2],(s[2]+h[2])/2));

> #print(pol[count]);print(states[count]);

> #if h[1]=-omega[1,2] and h[2]=-omega[2,2] then print(count,omega[1,1],s{2],h[1],h][2])
fi;
> od;od;od;od;

> count,ni;

> for nw from 1 to 10 do A[nw]:=array(1..ni,1..ni,sparse) od:
> for nl from 1 to ni do
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> for n2 from 1 to ni do

> aux 1:=states[n1];

> S2:=aux1[1];

> Sl:=aux1[2];

> H2:=aux1[3];

> Hl:=aux1[4];

> aux2:=states[n2];

> s2:=aux2[1];

> sl:=aux2[2];

> h2:=aux2[3];

> hl:=aux2[4];

>1if n1=n2 then A[1][n1,n1]:=h1;A[2][n1,n1]:=h2;fi;
>if S1=s1 and S2=s2 and H1=h1+2 and H2=h2 then
> A[9][n]1,n2]:=sqrt(s1*(s1+2)-h1*(h1+2))/sqrt(2);
> fi;

> if S1=s1 and S2=s2 and H2=h2+2 and H1=hl then
> A[5][n1,n2]:=sqrt(s2*(s2+2)-h2*(h2+2))/sqrt(2);
> fi;

>if H1=h1+1 and H2=h2-1 then

> #print(nl,n2,aux1,aux2);

> if S1=s1+1 and S2=s2+1 then

> A[3][n],n2]:=a;

> #print(n1,n2,K[4][n1,n2]);

> fi;

> if S1=s1+1 and S2=s2-1 then

> A[3][n],n2]:=b;

> #print(nl,n2,K[4][n1,n2]);

> fi;

>

> if S1=s1-1 and S2=s2+1 then

> #print(s1,s2,h1,h2);

>

> A[3][n],n2]:=-c;

> #print(nl,n2,c);

> #print(s1,s2,h1,h2);

> fi;

> if S1=s1-1 and S2=s2-1 then

> A[3][n1,n2]:=d;

> fi;

> fi;

> od;od;

> A[4]:=transpose(A[3]):

> A[6]:=transpose(A[5]):

> A[10]:=transpose(A[9]):

> A[7]:=map(simplify,1/sqrt(2)*evalm(A[3]&*A[5]-A[5]&*A[3])):
> A[8]:=transpose(A[7]):
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> map(simplify,evalm(A[3]&*A[S]—A[S]&*A[3]—A[7]*sqrt(2))):

> aa:=array(1..4,1..4,sparse):

> aa:=map(simplify,evalm(sum(x[i]*A[i],i=1..10)));

> B:=array(1..4,1..4,sparse):

> B:=evalm(exponential(aa)):

> eta:=array(1..4,1..4):eta[1,3]=1:eta[2,4]=1:eta[3,1]=-1 :eta[4,2]=-1:

> bl:=array(1..4,1..4,sparse):

> br:=array(1..4,1..4,sparse):

> fori from 1 to 4 do

> for j from 1 to 4 do

>

bl[1,j]:=simplify(limit(expand(subs(x[10]=0,x[9] =0,x[2]=0,x[3]=0,x[4]=0,x[5]=0,x[6]=0,
x[7]=0,x[8]=0,B[1,j])),x[1]=0,left));0d;0d;

> fori from 1 to 4 do

> for j from 1 to 4 do

>

br[i,j]:=simplify(limit(expand(subs(x[ 1 0]=0,x[9]=0,x[2]=0,x[3]=0,x[4]=0,x[ 5]=0,x[6]=0,
x[7]=0,x[8]=0,B[i,j])),x[1]=0,right));0d;0d;

> print(bl,br);

> for k from 1 to 10 do

> Gl[k]:=array(1..4,1..4):0d:

> for k from 3 to 4 do

> forifrom 1 to 4 do

> for j from 1 to 4 do

>

GI[k][1,j]:=simplify(limit(expand(subs(x[10] =0,x[9]=0,x[2]=0,x[3]=0,x[4]=0,x[5]=0,x[6]
=0,x[7]=0,x[8]=0,diff(B[1,j],x[k]))),x[1]=0,left));0d;0d;0d;

> for k from 7 to 10 do

> forifrom 1 to 4 do

> for j from 1 to 4 do

>
Gl[k][iJ]:=simplify(limit(expand(subs(x[10]=0,x[9]=O,x[2]=0,x[3]=0,x[4]=O,x[5]=0,x[6]
=0,x[7]1=0,x[8]=0,diff(B[1,j],x[k]))),x[1]=0,left));0d;0d;0d;

> for k from 5 to 6 do

> forifrom 1to 4 do

> for j from 1 to 4 do

>

Gl[k][i,j]-=simplify(limit(expand(subs(x[1 0]=0,x[9]=0,x[1]=0,x[3]=0,x[4]=0,x[ 5]=0,x[6]
=0,x[7]=0,x[8]=0,diff(B[i,j],x[k]))),x[2]=0,1eft));0d;0d;0d;

> for k from 1 to 10 do

> Gr[k]:=array(1..4,1..4):0d:

> for k from 3 to 4 do

> for i from 1 to 4 do

> for j from 1 to 4 do
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>

Gr[k][i,j]:=simplify(limit(expand(subs(x[ 10]=0,x[9]=0,x[2]=0,x[3]=0,x[4]=0,x[ 5]=0,x[ 6]
=0,x[7]=0,x[8]=0,diff(B[i,j],x[k]))),x[1]=0,right));od;o0d;od;

> for k from 7 to 10 do

> fori from 1 to 4 do

> for j from 1 to 4 do

>
Gr{k][i,j):=simplify(limit(expand(subs(x[10]=0,x[9]=0,x[2]=0,x[3]=0,x[4]=0,x[ 5]=0,x[ 6]
=0,x[7]=0,x[8]=0,diff(B[i,j],x[k]))),x[1]=0,right));0d;0d;od;

> for k from 5 to 6 do

> fori from 1 to 4 do

> for j from 1 to 4 do

>

Gr[k][i,j]:=simplify(limit(expand(subs(x[ 10]=0,x[9]=0,x[1]=0,x[3]=0,x[4]=0,x[5]=0,x[6]
=0,x[7]=0,x[8]=0,diff(B[i,j],x[k]))),x[2]=0,right));0d;0d;0d;

> for i from 1 to 4 do

> for j from 1 to 4 do

> GI[1][i,j]-=limit(limit(expand(subs(2*x[1]*2+2*(x[1]"4)"(1/2)=p,2*x[1]"2-
2*(x[1]"4)(1/2)=n,(subs(x[10]=0,x[9]=0,x[2]=0,x[3]=0,x[4]=0,x[ 5]=0,x[6]=0,x[ 7]=0,x[
8]=0,diff(B[i,j],x[1]1))))),x[1]=0,right),p=0,left);0d;0d;

> for i from 1 to 4 do

> for j from 1 to 4 do ‘

> Gr 1][i,j]:=limit(limit(expand(subs(2*x[1]"2+2*(x[1]*4)"(1/2)=p,2*x[1]"2-
2*(x[1]"4)(1/2)=n,(subs(x[10]=0,x[9]=0,x[2]=0,x[3]=0,x[4]=0,x[5]=0,x[6]=0,x[ 7]=0,x[
8]=0,diff(B[1,j],x[1]))))),x[1]=0,right),p=0,right);od;od;

> for i from 1 to 4 do

> for j from 1 to 4 do

> GI[2][i,j]-=limit(limit(expand(subs(2*x[2]"2+2*(x[2]*4)(1/2)=p,2*x[2]"2-
2*(x[2]74)"(1/2)=n,(subs(x[10]=0,x[9]=0,x[1]=0,x[3]=0,x[4]=0,x[5]=0,x[6]=0,x[ 7]=0,x[
8]=0,diff(B[i,j],x[2]))))),x[2]=0,right),p=0,left);0d;0d;

> forifrom 1 to 4 do

> for j from 1 to 4 do

> Gr[2][i,j]:=limit(limit(expand(subs(2*x[2]"2+2*(x[2]"4)"(1/2)=p,2*x[2]"2-
2%(x[2]74)"(1/2)=n,(subs(x[10]=0,x[9]=0,x[1]=0,x[3]=0,x[4]=0,x[5]=0,x[6]=0,x[ 7]=0,x[
81=0,diff(B[1,j1,x[2]))))),x[2}=0,right),p=0,right);0d;0d;

> for i from 1 to 10 do print (1,Gl[i],Gr[i]) od;

> #map(simplify,evalm(transpose(BB)&*eta&*BB-¢ta));

>
BB:=(subs(8*x[7]*x[8]*x[5]*x[6]+4*x[9]"2*x[10]"2+4*x[5]"2*x[6]"2+8*x[9]*x[10]*x
[3]1*x[4]+8*x[9)*x[10]*x[7]*x[8]+8*x[3]*x[4]*x[5]*x[6]+8*x[7]"2*x[10]*x[6]-
8*x[9]*x[6]*x[4]"2+8*x[9]*x[5]*x[8]"2-
8*x[9]*x[5])*x[10]*x[6]+8*x[3]*x[7]*x[101*2~(1/2)*x[2]+8*x[ 1]*x[ 7]*x[6]*2"(1/2)*x[
A)+8*x[1]*x[5]*27(1/2)*x[8]*x[3]+8*x[9]*2~(1/2)*x[4]*x[8]*x[2]-2*x[1]"2*x[2]"2-
4*x[5]*x[6]*x[1]"2-4*x[9]*x[10]*x[2]"2+8*x[1]*x[2]*x[3]*x[4]-
8*x[11*x[7]*x[8]*x[2]-
8*x[5]1*x[10]*x[3]"2+x[1]"4+x[2]"4+4*x[ 1] 2*x[3]*x[4]+4*x[1]"2*x [ 7] *x[8]+4*x[2]*
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2¥x[S]*x[6]+4*x[2]"2*x[3]*x[4]+4*x[2]"2*x[ 7]*x[8]+4*x[9]*x[10]*x[1]"2=€2,4*x[5]*
X[6]+2*x[2]"2+4*x[9]*x[10]+2*x[1]"2+4*x[3]*x[4]+4*x[ 7]*x[8]-2*e2/(1/2)=¢1-
2%e27(1/2),4*x[S]*x[6]+2*x[2]"2+4*x[9]*x[10]+2*x[ 11" 2+4*x [3]*x[4]+4*x[ 7]*x[8]+2
*e2N(1/2)=el+2*e27(1/2),e1+2*e2”(1/2)=F1,el-
2*e2"(1/2)=F2,exp(1/2*F1~(1/2))=EE1,exp(1/2*F2~(1/2))=EE2,exp(-
1/2*F17(1/2))=EE3,exp(-1/2*F2~(1/2))=EE4,evalm(B))):

> BB1:=subs(map(diff,BB,EE1)):

> BB3:=subs(map(diff,BB,EE3)):

> BB31:=map(simplify,evalm(BB1-BB3)):

> BB13:=subs(F1-F2=4*e2"(1/2),F1=e1+2*e2"(1/2),F2=¢l-
2%*e27(1/2),map(simplify,evalm(BB1+BB3)));

> BB2:=map(diff,BB,EE2):

> BB4:=map(diff,BB,EE4):

> BB42:=subs(map(simplify,evalm(BB2-BB4))):

> BB24:=map(simplify,subs(F1=e1+2*e2~(1/2),F2=¢l-
2*e27(1/2),map(simplify,evalm(BB2+BB4))));

> subs(F1-F2=4*¢2"(1/2),map(simplify,evalm(BB13+BB24)));

>
BB42:=subs(4*x[5]*x[6]+2*x[2]"2+4*x[9]*x[10]+2*x[1]"2+4*x[3]*x[4]+4*x[7]*x[8]-
2*e2”(1/2)=F2,map(simplify,subs(F2=4*x[5]*x[6]+2*x[2]"2+4*x[9]*x[ 10]+2*x[1]"2+4
*x[31*x[4]+4*x[71*x[8]-

2*e2"(1/2),F1=4*x[ 5]*x[6]+2*x[2]"2+4*x[9]*x[10]+2*x[1]"2-+4*x[3]*x[4]+4*x[ 7]*x[8
]+2*e27(1/2),map(simplify,BB42)))):

>
BB31:=subs(4*x[5]*x[6]+2*x[2]"2+4*x[9]*x[10]+2*x [ 1]"2+4*x[3]*x[4]+4*x[ 7]*x[ 8]+
2*e2”(1/2)=F1,map(simplify,subs(F2=4*x[5]*x[6]+2*x[2]"2+4*x[9]*x[10]+2*x[1]"2+4
*x[3]*x[4]+4*x[7]*x[8]-

2*e2™(1/2),F1=4*x[ 5]*x[6]+2*x[2]"2+4*x[9]*x[10]+2*x[ 11" 2+4*x[3]*x[4]+4*x[ 7] *x[8
1+2*e2”(1/2),map(simplify,BB31)))):

>
map(simplify,evalm(map(simplify,(evalm(BB42*sqrt(F2))+evalm(BB31*sqrt(F1))))/2));
> subs(2*x[1]*x[4]*x[3]-2*x[ 7]*x[8]1*x[2]-2*x[5]*x[6]*x[1]-
x[1]*X[2]"2+x[1]"3+2*x[21*x[3]*x[4]+x[1]*e2~(1/2)+2*x[51*27(1/2)*x[ 8] *x[3]+2*x[ 7]
*x[6]*27N(1/2)*x[41+2*x[1]*x[10]*x[9]+2*x[1]*x[8]*x[7]=P11,-
A*x[ST*x[101*x[3]+2*x[4]*x[6]*x[5]+x[4]*x[2]"2+2*x[10]*x[9]*x[4]+x[4]*x[1]"2+x[4
J*e27(1/2)+2*x[ST*27(1/2)*x [8]*x [ 1]+2*x[71*x[10]1*27(1/2)*x[2]+2*x[4]*x[1]*x[2]=P1
2,x[101%27(1/2)*x[1]"2-
x[10]*27N(1/2)*x[2]72+2*x[10]"2*27(1/2)*x[91+2 *x[41*x [ 10]*2(1/2)*x[3]+x[10]*2~(1/
2)*e2"(1/2)+2*x[5]*2(1/2)*x[8]"2-
2¥x[5]1*27N(1/2)*x[10]*x[6]+2*x[10]*27(1/2)*x[8]*x[ 7]-
2*x[6]*27N(1/2)*x[4]"2+4*x[4]*x[8]*x[2]=P13,4*x[7]*x[10]*x[6]+x[8]*x[2]"2+x[8]*X[
1]72+2*x[10]*x[8]*x[9]+2*x[ 8]*x[6]*x[5]-
2*x[2]*x[8]*x[1]+x[8]*€2"(1/2)+2*x[4]*x[6]*2"N(1/2)*x [ 1]+2*x[2]*x[ 10]*2/(1/2)*x[3]
=P14,x[3]*x[2]"2+x[3]*€2(1/2)+x[3]*x[1]"2+2*x [2]*x[8]*X[9]*2"(1/2)+2*x[6]*2"(1/2
YEx[7]*x[1]+2*x[3]*x[6]*x[5]-
A*x[6]*x[91*x[4]+2*x[2]*x[3]*x[1]+2*x[3]*x[10]*x[9]=P21,2*x[ 1]*x[4]*x[3]+2*x[4]*
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X[81*x[97*2/M(1/2)+2*x[31*x[10]*27(1/2)*x[ 7]+2*x[2T*x[6]*Xx[5]-
2%x[21*x[9]*x[10]+x[2]"3+2*x [ 7T]*x[8]*x[2]+2*x[2]*x[3]*x [4]-2*x[ 1 ]*x[8]*x[7]-
X[2]*x[1]"2+x[2]*e2(1/2)=P22,2*x[6]"2*2"(1/2)*x [ 5] +x[6]*2~(1/2)*x[2]"2-
2*x[6]1*27(1/2)*x[9]*x[10]-
x[6]*27N(172)*x[1]"2+2*x[3]*x[4]*x[6]*2~(1/2)+2*x[8]*x[6]*2N(1/2)*x[7]+x[6]*2"(1/2)
*e2MN(1/2)+4*x[31*x[8]*x[1]+2*x[8]"2*x[9]*2/(1/2)-2*x[10]*2~(1/2)*x[3]"2=P24,-
2*x[91*¥27(1/2)*x[5]*x[6]-
X[91*27N(1/2)*x[2]72+2*x[9]72*¥2M(1/2)* X[ 10]+x[9]*2(1/2) *x [ 1]"2+2*x[9]*2~(1/2)*x[ 4
1*¥x[3]+2*x[91*27(1/2)*x[81*x[ 7]+x[9]*2~(1/2)*e27(1/2)-
2¥x[3]"2*x[5]*2M(1/2)+2*x[6]¥2MN(1/2)*x[ 71" 2+4*x[ T]*x[3]*x[2]=P31,2*x[ 9]*2"(1/2)*
X[4]1*x[2]+x[7]*e2N(1/2)+2*x [ 1]*x[3]*x[5]*2M(1/2)+x[ 7T]*x[ 1] 2+x[ 7]*x[2]2-

2Rx[ 11X [7]*x[2]+2*x[7TT*x[61*x[5]+2*x[9]*x [ 10]*x[ 71+4*x[ 9] *x[8]*x[5]=P32,2*x[10]
F2NA2)AX[TIN2-2%x[9]*2M(1/2)* X [4]"2+2*x [ 5]*2~N(1/2)*x[4]*x[ 3]-
2#x[S1*¥2M(1/2)*x[91*x [ 10]+2*x[ 71*x [ 81*x[ 5]* 2N (1/2)+2*x [ 5]"2*2N(1/2)*x[ 6 ]+x [ 5]*27(
1/2)*x[2]"2-
x[S]*27(1/72)*x[1]"2+4*x[7]*x[4]1*x[1]+x[5]*2~(1/2)*e2"(1/2)=P42 ,evalm(BB31*sqrt(F
D));

> subs(x[1]"2-x[2]"2+e27(1/2)+2*x[9]*x[10]-
2*x[51*x[6]=p11,x[8]*x[S]*2(1/2)+x[10]*2(1/2)*x[ 7]+x[ 1]*x[4]+x[4]*x[2]=p12,-
x[81*x[1]+x[8]*x[2]+x[10]*2~(1/2)*x[3]-
x[6]*27N(1/2)*x[4]=p14,x[6]*2"(1/2)*x[7]+x[8]*x[9]*2"(1/2)+x[3]*x[1]+x[2]*x[3]=p21,
-x[2]72-e2™(1/2)+x[1]"2-2*x[51*x[6]+2*x[9]*x[10]=p22,x[ 3]*x[5]*2"(1/2)-
x[71*x[2]+x[1]*x[7]-x[9]*2"(1/2)*x[4]=p23,map(simplify,evalm(BB13)));

> .
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VOU-ME EMBORA PARA PASARGADA

Vou-me embora pra Pasdrgada

Lé sou amigo do rei

La tenho as mulheres que eu quero
Na cama que escolherei

Vou-me embora pra Pasirgada

Vou-me embora pra Pasargada
Aqui eu ndo sou feliz

L4 a existéncia é uma aventura
De tal modo inconseqiiente
Que Joana a Louca de Espanha
Rainha e falsa demente

Vem a ser contraparente

Da nora que nunca tive

E como farei gindstica
Andarei de bicicleta
Montarei em burro brabo
Subirei no pau-de-sebo
Tomarei banhos-de-mar!

E quando estiver cansado
Deito na beira do Rio
Mando chamar a mae-d’dgua
Pra me contar as historias
Que no tempo de eu menino
Rosa vinha me contar

Vou-me embora pra Pasargada
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Em Pasirgada tem tudo
E outra civilizagio

Tem processo seguro

De impedir a concepgao
Tem telefone automatico
Tem alcaldide a vontade
Tem prostitutas bonitas

Para a gente namorar

E quando eu estiver mais triste
mas triste de ndo ter jeito
Quando de noite me der
Vontade de me matar

-L4 sou amigo do rei-

Terei a mulher que eu quero
Na cama que escolherei

Vou-me embora pra Pasirgada.

Manuel Bandeira, Libertinagem.
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