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Resumo

MORBEC, J. M. Magnetismo orbital em sistemas de muitos elétrons. 2008. 179f.
Tese (Doutorado) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao
Carlos, 2008.

Neste trabalho investigamos os efeitos do magnetismo orbital sobre o gas de elétrons
tridimensional e sobre fons de camadas abertas em matrizes metalicas. Derivamos uma
expressao analitica fechada para a energia de troca do géas de elétrons tridimensional na
presenca de fortes campos magnéticos, incluindo contribuicoes do segundo nivel de Landau
e polarizacao de spin arbitraria. Esse calculo generaliza e corrige resultados anteriores
disponiveis na literatura. Em seguida, realizamos um calculo numérico da energia de
troca do gas de elétrons tridimensional na presenca de campos magnéticos, permitindo a
ocupacao de um numero ilimitado de niveis de Landau, possibilitando assim a obtencao
da energia de troca para quaisquer valores de campo magnético e densidade. Em uma
abordagem independente, usamos as aproximacoes de Thomas-Fermi e Thomas-Fermi-
Dirac para construir modelos simples para a funcao dielétrica do gas de elétrons tridimen-
sional no regime de campos magnéticos muito fortes (apenas o primeiro nivel de Landau
ocupado). Finalmente, estabelecemos vinculos entre os tratamentos fenomenoldgicos e
de primeiros principios do magnetismo orbital em ifons de camadas abertas em matrizes
metalicas. Esses vinculos forneceram um embasamento teérico para o uso dos termos de
polarizacao orbital em cédlculos Kohn-Sham e levaram a obtencao de expressoes aproxima-
das para os funcionais de troca-correlagao da teoria do funcional da densidade de corrente.

Palavras-chave: magnetismo orbital, teoria do funcional da densidade de corrente, energia
de troca, termos de polarizagao orbital, campos magnéticos ultrafortes



Abstract

MORBEC, J. M. Orbital magnetism in many electrons systems. 2008. 179 f. The-
sis (Doctoral) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos,
2008.

In this work, we investigate the effects of orbital magnetism in the three-dimensional elec-
tron gas and in open-shell ions in a solid. We derive a closed analytical expression for the
exchange energy of the three-dimensional electron gas in strong magnetic fields including
the contribution of the second Landau level and arbitrary spin polarization. This calcu-
lation generalizes and corrects earlier results available in the literature. Next, we perform
a numerical calculation of the exchange energy of the three-dimensional electron gas in
a magnetic field, allowing several Landau levels to be occupied, to obtain the exchange
energy for arbitrary values of magnetic field and density. In an independent approach,
we use the Thomas-Fermi and Thomas-Fermi-Dirac approximations to construct simple
model dielectric functions for the three-dimensional electron gas in the strong magnetic
field regime (where only the lowest Landau level is occupied). Finally, we establish links
between the phenomenological and the first-principles treatment of orbital magnetism in
open-shell ions in solids. These links provide a theoretical foundation for the use of orbital
polarization terms in Kohn-Sham calculations and allow to obtain approximations to the
exchange-correlation functionals of current-density functional theory.

Keywords: orbital magnetism, current-density functional theory, exchange energy, orbital
polarization terms, strong magnetic fields
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas de muitos elétrons sao, desde o inicio do século passado, objetos de intensa
pesquisa na Fisica da Matéria Condensada. O advento da Mecanica Quantica e, em
especial, a formulagao da Equagdo de Schrodinger (1926), permitiram descrever esses
sistemas através de uma equacao de onda e possibilitaram, em principio, obter suas pro-
priedades. Na pratica, entretanto, a solucao analitica da Equacao de Schrédinger somente
¢ possivel para elétrons nao-interagentes ou sistemas com simetrias especiais, e sua solucao
numérica completa é limitada a sistemas simples, como o gas de elétrons uniforme, atomos
e moléculas pequenas.

Neste contexto, um enorme esfor¢o foi e ainda é dedicado a tentativa de encontrar
solugoes mais acuradas para a Equacao de Schrodinger de sistemas com um nimero cada
vez maior de elétrons. Com esse objetivo, diferentes abordagens foram propostas ao longo
do Século XX (1). Entre as mais populares e bem sucedidas estd a teoria do funcional
da densidade (DFT) (2, 3), que utiliza a densidade eletronica como varidvel principal (ao
invés da fungao de onda) e mapeia o problema de muitos corpos em um problema de um
unico corpo. Formulada na década de 1960 por W. Kohn, P. Hohenberg e L. J. Sham
(2, 3), a DFT é, atualmente, uma importante ferramenta para o estudo de sistemas de
muitos elétrons na Fisica da Matéria Condensada e na Quimica Quantica.

Sistemas de muitos elétrons na presenga de campos magnéticos sao particularmente
interessantes, devido, principalmente, a ocorréncia do campo magnético na natureza e as

mudancas que sua interacao com os elétrons provocam em algumas propriedades desses
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sistemas. Entretanto, embora comuns e importantes na Fisica da Matéria Condensada,
tais sistemas nao podem ser estudados utilizando a formulacao mais simples da DFT.

Na mecanica quantica nao-relativistica, a interagao do campo magnético com os elétrons
ocorre de duas maneiras: através do spin eletronico (magnetismo de spin) e através da
corrente orbital (magnetismo orbital). O magnetismo de spin é mais frequente que o mag-
netismo orbital, e para trata-lo a DFT foi reformulada na década de 1970 incorporando
os efeitos da polarizagao de spin na sua formulagao autoconsistente. Essa reformulacao é
conhecida como teoria do funcional da densidade de spin (SDFT) (4-6) e hoje em dia é
amplamente utilizada no estudo de sistemas de muitos elétrons.

Na presenca de fortes campos magnéticos externos ou em atomos com camadas abertas,
o magnetismo orbital pode contribuir significativamente para a energia e a estrutura do
estado fundamental. Para estuda-lo G. Vignale e M. Rasolt formularam, no final da década
de 1980, a teoria do funcional da densidade de corrente (CDFT) (7, 8), que incorpora os
efeitos de correntes orbitais na formulacao autoconsistente da DFT e descreve os efeitos do
magnetismo orbital nas densidades e energias do estado fundamental. Nos tltimos anos,
calculos utilizando a CDF'T foram realizados para estudar os efeitos do magnetismo orbital
em atomos (9, 10), moléculas (11, 12), quantum-dots (13, 14) e solidos (15, 16). Essas
aplicagoes revelaram que o principal desafio no desenvolvimento da CDF'T ¢ a construcao
de funcionais que sejam confiaveis e faceis de implementar.

Esse desafio é a principal motivacao deste trabalho, que busca novas abordagens que

possibilitem a construgao de funcionais para a CDFT. Com esse objetivo,

(i) estudamos a energia de troca de um gés de elétrons tridimensional em campos
magnéticos ultrafortes, generalizando a expressao existente (obtida por Danz e
Glasser em 1971 (17), e vélida apenas no primeiro nivel da Landau, com completa
polarizacao de spin) para incluir contribui¢oes do segundo nivel de Landau e po-
larizacao arbitraria. Essa generalizacao permite trabalhar com campos magnéticos

mais baixos do que os exigidos pela expressao anterior;

(ii) analisamos os efeitos do campo magnético sobre o gas de elétrons tridimensional a

partir do calculo numérico da energia de troca na presenca de campos magnéticos,



19

permitindo a ocupagao de um ntimero ilimitado de niveis de Landau e possibilitando,
dessa forma, obter a energia de troca para quaisquer valores de campo magnético e
b

densidade;

(iii) construimos modelos simples para a fungao dielétrica de um gés de elétrons tridi-
mensional em campos magnéticos ultrafortes, descrevendo a modificagao na blindagem

de cargas provocada pela resposta dos elétrons ao campo magnético;

(iv) estabelecemos vinculos entre os tratamentos fenomenoldgicos e de primeiros principios
do magnetismo orbital na DFT e mostramos que os termos de polarizagao orbital
podem ser interpretados como aproximacoes para os funcionais troca-correlacao da

CDFT.

Os dois primeiros capitulos desta tese sao dedicados a uma descricao detalhada da
DFT (Cap. 2) e da CDFT (Cap. 3). O gés de elétrons tridimensional (objeto de estudo
em grande parte deste trabalho) é descrito no Cap. 4 e os efeitos do campo magnético
sobre algumas de suas propriedades sao discutidas. No Cap. 5 estudamos a energia de
troca de um gés de elétrons tridimensional em campos magnéticos ultrafortes e derivamos
uma expressao analitica fechada incluindo contribui¢des do segundo nivel da Landau.
Um calculo numérico da energia de troca para quaisquer valores de campo magnético e
densidade é realizado no capitulo seguinte (Cap. 6). No Cap. 7 apresentamos os modelos
obtidos para a funcao dielétrica do gas de elétrons tridimensional na presenca de campos
magnéticos ultrafortes e discutimos os efeitos do campo magnético sobre a blindagem
de cargas. No Cap. 8 estudamos os termos de polarizacao orbital e estabelecemos esses
termos como aproximagoes para os funcionais da CDFT. Finalmente, nossas conclusoes e

futuras perspectivas sao apresentadas no Cap. 9.
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Capitulo 2

A teoria do funcional da densidade

2.1 Introducao

A Teoria do Funcional da Densidade (DFT!) ¢ uma formulacao da teoria de muitos
corpos que tem sido largamente empregada (1, 18-20) em cdlculos das propriedades
eletronicas e estruturais de dtomos, moléculas e sélidos. Formulada na década de 60
por W. Kohn?, em colaboragao com P. Hohenberg (2) e L. J. Sham (3), a DFT permite
mapear o problema de muitos corpos em um problema de um tunico corpo, fazendo da

densidade eletronica n(7) a varidvel principal a partir da qual todas as demais observaveis

podem ser obtidas.

2.2 Fundamentos da DFT

Considerando apenas a estrutura eletronica de dtomos, moléculas e sélidos®, a funcao

de onda, ¥, de um sistema de N elétrons (interagentes e nao-relativisticos) pode ser obtida

'Do inglés: density functional theory.

2W. Kohn recebeu o Prémio Nobel em Quimica, em 1998, por sua contribuicio no desenvolvimento
da Teoria do Funcional da Densidade.

3Nesta aproximacdo, chamada Aproximacdo de Born-Oppenheimer, os graus de liberdade dos niicleos
atomicos sao considerados apenas como um potencial agindo sobre os elétrons.



a partir da equacao de Schrodinger

~

H\I/ (F10'1,FQO'Q, ...,FNO'N) = E\I[ (7?10'1,7?20'2, ...,FNO'N)

onde 7; e 0; sao as coordenadas espaciais e de spin do elétron i, e

H=T+U+V.

Aqui, T é o operador de energia cinética

Uéo operador de interacao elétron-elétron (interagdo de Coulomb)

62

)
I
N | —

2T =7

e V é o operador de interacao dos elétrons com um potencial externo
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(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Assim, conhecendo o potencial externo v(7) é possivel obter a func¢ao de onda (através

da Eq. (2.1)) e calcular os demais observaveis do sistema, entre elas, a densidade eletronica

n(7) = ;ng(f’) = ;N > /dgrg/d3r3.../d37“]v]\D(FJ,FQUQ,...,FNUN)|2- (2.6)

02...0N

Note que, até aqui, o objeto fundamental é a funcao de onda ¥ com 3N variaveis

espaciais e N variaveis de spin. A alternativa oferecida pela DFT é fazer da densidade

eletronica n(7), que tem apenas 3 varidveis, o objeto fundamental, e a partir dela obter

os demais observaveis do sistema.
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2.2.1 O Teorema de Hohenberg-Kohn

O alicerce da DFT é o teorema de Hohenberg e Kohn (2), que afirma que a funcao de
onda do estado fundamental Wg (71071, ..., "xyoy) é univocamente determinada pela densi-
dade eletronica do estado fundamental ng(7). Assim, Wy e ny sdo equivalentes e contém
as mesmas informacoes*. Além disso, todos os demais observéveis do estado fundamental,

Oy, também sao funcionais tinicos de ng

Oo = Olno] = (¥[n}|O|¥[no). (2.7)

Entre esses observaveis, um dos mais importantes é a energia do estado fundamental

Eo[n()] = (Yo[n] | H|Wo[n)) (2.8)

que, devido ao principio variacional para a funcao de onda, assume seu valor minimo para

a densidade correta®

Elng] = E[Wo = (0|71 Wy) < (0|H|W) = B[Y] = Efn]. (2.9)

Assim, a densidade do estado fundamental pode ser determinada minimizando o funcional
energia E[n].

A seguir, apresentamos a prova do teorema de Hohenberg-Kohn:

Prova: A prova ¢é feita por redugdo ao absurdo.

Considere dois sistemas nao-degenerados sujeitos aos potenciais externos v(7) e v'(7)
e com Hamiltonianos H = T+ U +V e H =T + U + V'. Sejam ¥, e U{ os estados
fundamentais desses sistemas, e ny(7) e ny(r) as densidades correspondentes. Suponha

ue U /. Entao, uma vez que a energia do estado fundamental é a energia minima
0 0 )

40 teorema de Hohenberg-Kohn garante que a densidade eletronica pode substituir a funcio de onda
como variavel fundamental do sistema.

°Na Eq. (2.9), a primeira e a tltima igualdade sao consequéncias do Teorema de Hohenberg-Kohn e
a desigualdade surge devido ao principio variacional para a fungao de onda.
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(principio variacional), temos

By = <\y0‘ﬁ1‘xpo () |y + |V — | w) (2.10)

H( vy = ()

£y = (w71

W) < (W, (ﬁ]’

Vo) = <‘1’0‘ﬁ"1’0>+<‘1/0‘\7’—\7’\110> (2.11)

onde Ej e Ej sdo as energias do estado fundamental de HeH , respectivamente.

A partir da Eq. (2.5), e utilizando a Eq. (2.6), encontramos

N
\110|V|\I/0 Z /d37"1 /d TN\IJ 7”10'1,.. TNO'N>ZU(’I:;>\IJ()(F10'1,...,’I?NO'N>

01...0N =1

—Z 3 /d3 /drN\Il R, o rNaN)/d?’m( (7 — ) Uo(Foor, o, Py o)

i=1 o01...0N

/d3rv F)Z Z /d3r1 /d rnVo(TLo, o, TNON)I(F — 7)) Wo(Fro1, .oy, TNON)

=1 01...0N

/d3rv (NZ Z /d3r2 /d rn|Wo(To, Thog, ..., TNON))| >

o 02..0N

/d3rv( o (7). (2.12)
Assim, as Eqs. (2.10) e (2.11) podem ser reescritas como

Ey < Bl + / Br [o(F) — o (7)] nl (7) (2.13)

%<%+/ﬁ[%wwmma> (2.14)

Se ng = ny, as desigualdades (2.13) e (2.14) levam a Ey + E| < E| + Ep, que é um

absurdo. Portanto, se ¥, e W( levam a mesma densidade ng(7), entdo Wy = V.

2.2.2 As Equacoes de Kohn-Sham

Uma vez que todos os observaveis sao funcionais da densidade, conhecendo o potencial

externo v(r) podemos escrever a energia do estado fundamental de um sistema de elétrons



24

interagentes como
Eln] =T[n]+ Uln] + Vin] (2.15)

onde as energias cinética e de interagao, T'[n] e Uln|, sao funcionais universais® definidos

como valores esperados de T e U (dados pelas Egs. (2.3) e (2.4)) e a energia potencial

Vin] = /n(F)v(F)d?’r (2.16)

¢ o valor esperado do operador V dado pela Eq. (2.5) (veja Eq. (2.12)).

Em principio, todos os observaveis sao funcionais da densidade e a densidade do estado
fundamental pode ser obtida minimizando o funcional F[n]. Na pratica, entretanto, a

expressao exata para T'[n] em termos da densidade nao é conhecida.

Para solucionar esse problema, Kohn e Sham (3) propuseram, em 1965, um esquema
indireto para a minimizacao da energia. Nesse esquema a energia de interacao elétron-

elétron é aproximada pela energia de Hartree

Uln] ~ / Pr / P |f)_”r ) (2.17)

e o funcional energia cinética dos elétrons interagentes, T'[n|, é decomposto em

Tn] = Ts[n] + T¢[n] (2.18)

onde T[n] ¢ a energia cinética de um sistema de elétrons nao-interagentes com densidade

n(r), e T.[n] é a energia cinética restante (devido as interagdes entre as particulas).

Assim, o funcional energia (Eq. (2.15)) pode ser reescrito como

E[n} = Tln] + Uln] + V[n] = Ts[n] + Un[n] 4+ Vn] + Ex[n] (2.19)

onde E,.[n] é a energia de troca-correlacao e contém as corregoes das energias cinética

(T — Ty) e de interacao (U — Up).

6T[n] e U[n] sao chamados funcionais universais da densidade porque dependem apenas da densidade
e nao dependem explicitamente do potencial externo.
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A minimizagao do funcional E[n] (Eq. (2.19)) em relacdo a n resulta em

0En] 0Ts[n] ~ o0Vin] o0Ug[n] = OFEu[n]
oo~ T Sl e T en() T on() D
= S )+ (1) + ) = 0
(;ZS([?Z)] + Ve (7) = 0 (2.20)
onde
_ 0Uy[n] _ o2 37,/”_7?I>
vy (T) = (i) /d 7 (2.21)

é o potencial de Hartree, v,.(7) = d E,./dn(r) é o potencial de troca-correlagao e

Ve () = 0(F) + v (T) + Ve (7). (2.22)

Considere agora um sistema de N particulas nao-interagentes descrito pelo Hamilto-

niano

. N 72
H. = 2 7)) . 2.2
=3 (i) (229

A funcao de onda do estado fundamental desse sistema pode ser escrita na forma de

determinantes de Slater como

1

v, =
Vv N!

det W)ﬂﬁgiﬁ]\[] s (224)

onde os orbitais de particula tinica 1; sao os N mais baixos autoestados do Hamiltoniano

de um elétron ﬁs

- 72
hs; (7, 0) = (——V? + vS(F)> Ui(7, 0) = (T, 0). (2.25)

2m

Uma vez que a energia cinética total de particulas nao-interagentes é a soma das energias
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cinéticas de cada particula, T;[n] pode ser escrita em termos de 1; como”’

——
Tifn) = -~ > Z / dPr i (7, o) V(7 o), (2.26)

g

e a condicao de minimizagao para esse sistema é

0T [n]
on(r)

+ v(7) = 0. (2.27)

A densidade que resolve a Eq. (2.27) é a mesma que resolve a Eq. (2.20) se vy(7) =

Ves(7). Dessa forma, a densidade de um sistema de NN particulas interagentes

n() = 30D (7o) 229

g

pode ser obtida resolvendo as N equacgoes de um elétron

m + Uef(F):| ’le = Ezwz (229)

As Eqs. (2.28) e (2.29) s@o conhecidas como Equagoes de Kohn-Sham e devem ser
resolvidas através de um calculo autoconsistente, uma vez que vy e v,. dependem de n,
que depende de 1); (através da Eq. (2.28)), que por sua vez depende de vy e v,. (através
das Egs. (2.22) e (2.29)). Basicamente, um calculo autoconsistente consiste em: fornecer
um valor inicial para n(7), calcular v.;(7) através da Eq. (2.22), obter v; a partir da Eq.
(2.29) e calcular uma nova densidade utilizando a Eq. (2.28). Esse processo é repetido
até convergir.

Uma vez encontrada a densidade do estado fundamental ny(7), a energia total pode

ser obtida através das Eqs. (2.22), (2.28) e (2.29). Multiplicando a Eq. (2.29) por v,

integrando em todo o espaco e somando sobre todos os orbitais ocupados, obtemos

Zei =T,[n] + / v(F)n(F)d>r + €2 / dr / d%’% + / Vee(F)n(F)dPr  (2.30)

=1

onde foram usadas as Egs. (2.21), (2.22), (2.26) e (2.28), ¢

TA expressdo exata para Ts[n] em termos de n é desconhecida.
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S [ Ervi oo = b (2.31)

Comparando as Egs. (2.19) e (2.30), a energia total é dada por

Eln] = XN: (@ — %2 / i / d%'”@—”fj'/) + Byfn] — / (PP, (2.32)

Note que a expressao para a energia total depende do funcional F,.[n] (diretamente
no terceiro termo do segundo membro, e indiretamente no quarto termo através de v,,. =
dE,./dn), cuja expressao exata nao é conhecida. A préxima segao é dedicada a discutir a

energia de troca-correlagao e a apresentar as aproximagoes mais comuns para F,.[n].

2.3 A energia de troca-correlacao

No esquema proposto por Kohn-Sham (3), todos os aspectos de muitos corpos do

problema inicial foram inseridos na energia de troca-correlacao,

Eye = E, + E, (2.33)

que ¢é composta pela energia de troca, F,, cujas contribuigoes surgem devido ao principio
de exclusao de Pauli, e pela energia de correlagao, E., que leva em conta os efeitos, nao
considerados na aproximagao de campo médio (representada pelo uso apenas do termo de
Hartree), de cada elétron sobre o movimento dos demais elétrons. A parte nao-classica
da energia de interacao elétron-elétron, U — Uy, contribui para E, e E., mas a corre¢ao
da energia cinética, T, = T — T, contribui apenas para E.. Em termos dos orbitais de

particula unica, a energia de troca é dada por

|71 — 73|

Ey[n] = _%2 Z/d37’1 Z/d% > Vio (151 )¥kp (T252) Y5 (32} (71 51)
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- __ Z Z/dgﬁ /d3 i ()Xo (51) Vs (T2) X0 (52) Vo (T2) X o (52) Vot (T1) X o (1)

$1,52 Jk |7n1 _TQ‘

-SYYY [ [ Gl T e V) 5 5
|71 — 73]

51,52 0,0’ 4,k

O’ 2/Jkd (T2)¢ U(T2)wk0 (Tl)
= ——ZZ/dSTl /d3 J |T1 — ;2| 500”

o0 4.k

= —— Z Z/d3ﬁ /d3 ]a wkoéﬂi?)_wizl(rﬂwka(rl). (2.34>

O principal problema do esquema de Kohn-Sham é que a expressao exata da energia de
troca-correlacao, em termos da densidade, é desconhecida®. Entretanto, existem muitas
aproximagoes para o funcional E,. (1, 3, 19-22). A mais popular é a Aproximagao de
Densidade Local (LDA?) (3) que consiste em considerar um sistema nao-homogéneo como
localmente homogéneo, e assumir que, em um elemento de volume dV', a energia de
troca-correlagao de um sistema nao-homogéneo com densidade n(7), é igual a energia de

troca-correlagao de um gés de elétrons homogéneo com a mesma densidade

B = [ @ = [ @) + o) e (239

hom

onde €™ é a energia de troca-correla¢ao (por volume) de um gés de elétrons homogéneo

de densidade n.

hom

O termo de troca, €™, é dado pelo funcional energia de troca de Dirac (1, 19)

2 1/3
elom(n) = —3% (é) n*/3, (2.36)

™

e leva a

BLPA] — —3762 <§>1/3 / ()5, (2.37)

™

hom

mas o termo de correlacao, e ", é mais complicado e nao pode ser determinado exata-

80 Teorema de Hohenberg-Kohn garante que E,. é um funcional da densidade, mas F, somente é
conhecida em termos dos orbitais de particula tnica (Eq. (2.34)), e a expressao exata para F, (em termos
dos orbitais ou da densidade) nao é conhecida.

9Do inglés: Local Density Approzimation.
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mente. Algumas aproximagoes para €™ largamente utilizadas (23, 24) sdo parametrizacoes
de valores numéricos obtidos por Ceperley e Alder (25) em calculos com Monte Carlo
Quantico.

Embora muito utilizada em célculos de estruturas de banda e energia total na fisica
do estado sélido, a LDA nao é, necessariamente, uma boa aproximacao se a densidade
n(7) do sistema variar muito em relagao a 7. A Aproximagao Generalizada do Gradiente
(GGA'%) (26), por sua vez, tenta corrigir essa falha, expressando o funcional F,.[n] em

termos da densidade n(7) e do seu gradiente Vn(7)

ESGAIn) = /d?’rf(n(f’),Vn(F)). (2.38)

Muitas formas para a fungao f tém sido apresentadas e constituem diferentes GGAs
(26-28). Em muitos casos, resultados obtidos com GGA sao melhores, em comparagao
com valores experimentais, do que aqueles obtidos com LDA (discussées sobre os desem-
penhos da LDA e das diferentes GGA podem ser encontradas na Refs. (29) e (30)).

Existem muitos estudos a respeito de funcionais E,.[n| e muitas propostas (como a
Meta-GGA (31-34) e o SIC (23), por exemplo) que vao além das conhecidas LDA e
GGA (35).

Do inglés: Generalized Gradient Approzimation.
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Capitulo 3

O magnetismo orbital e a teoria do
funcional da densidade de corrente

3.1 Introducao

O campo magnético é um importante elemento na fisica da matéria condensada' e sua
interacao com os elétrons pode ocorrer através do spin eletronico ou da corrente orbital.

A DFT, na sua formulacao padrao, nao consegue tratar sistemas na presenca de um
campo magnético, pois nesse caso, o teorema original de Hohenberg-Kohn nao ¢é valido.
Para haver um mapeamento univoco entre a densidade do estado fundamental e a fungao
de onda do estado fundamental é necessario incluir uma densidade de corrente e uma
densidade de spin que se relacionem ao potencial vetor Aeao campo magnético B da
mesma forma que a densidade de particulas n(7) se relaciona ao potencial escalar v.

Para lidar com campos magnéticos duas generalizacoes da DFT foram desenvolvidas:
a teoria do funcional da densidade de spin (SDFT?) (4-6) e a teoria do funcional da
densidade de corrente (CDFT?) (7, 8). A SDFT trata apenas a interagao do campo

magnético com o spin eletronico, incluindo o termo Zeeman

/ &rm(7) - B(7) (3.1)

LComo exemplos dessa importancia podemos citar: para particulas localizadas, as regras de Hund,
o diamagnetismo de Larmor, o paramagnetismo de Van Vleck e o paramagnetismo de Langevin; para
particulas delocalizadas, o paramagnetismo de Pauli e o diamagnetismo de Landau.

2Do inglés: spin density functional theory.

3Do inglés: current-density functional theory.
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no Hamiltoniano e tomando os observaveis do estado fundamental como funcionais da
densidade de particulas n(7) e da densidade de magnetizacao de spin m(7).

Como a SDFT ignora as correntes orbitais, ela nao é uma boa aproximacao para
tratar sistemas sujeitos a fortes campos magnéticos. Em tais casos, e em sistemas com
camadas abertas onde correntes orbitais podem estar presentes mesmo com potencial
vetor externo nulo (A = 0),

conta o acoplamento do campo magnético com correntes orbitais. Em principio, correntes

a CDFT é uma aproximacao mais adequada, pois leva em

orbitais espontaneas poderiam ser tratadas utilizando DFT. Na pratica, entretanto, isso
nao é possivel, pois a expressao da densidade de corrente, como um funcional apenas
da densidade de particulas, nao é conhecida. Por outro lado, correntes induzidas por
campos magnéticos externos nao podem ser tratados pela DFT, pois o acoplamento dessas
correntes com o campo magnético externo nao esta incluido no Hamiltoniano da DFT. Na
CDFT, os observaveis do estado fundamental sao funcionais da densidade de particulas
n(7) e da densidade de corrente paramagnética 7,(7).

O esquema a seguir mostra em termos de quais variaveis a funcao de onda ¥ pode ser

univocamente determinada nas diferentes teorias: DFT, SDFT, CDFT e CSDFT*.

DFT (n) n—U

SDFT (n,m) } — 0 CDFT (n,J,) z } — U

3 S

CSDFT (n,m, j,)

SIS
—
!

2

4Do inglés: current- and spin-density functional theory.
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3.2 Fundamentos da CDFT

O Hamiltoniano de um sistema de N elétrons, na presenca de um campo magnético,

¢ dado por®

)
I

)

3 L (A*+e[1’(f))2+1z ¢ +3 o)
: 2m pl c 7 2 — |7—,;_7—,‘;| i 7
i£]

- X RV [ i [U(F) " 2mC2A2(f*)1 +

Z/d%?p(ﬂ.ﬁ(ﬁ -|—%2/d3r/d37“/w (3.2)

=7

62

onde os operadores densidade de particula n(r) e densidade de corrente paramagnética

~
—

fp('r’) sao definidos como
A =)o —7i) (3.3)

S ih S L

A densidade de corrente fisica ;(F) esta relacionada a densidade de corrente para-

magnética j,(7) pela expressao

(&

J(7) = Jo(7) + —n(R) A(7). (3:5)

mc

Embora apenas a corrente fisica j(f") seja invariante quanto ao calibre e satisfaca a equacao
de continuidade V - j(f’) = 0, a CDFT padrao utiliza a densidade de corrente para-

magnética j,(r) como varidvel bésica®. Ha trés motivos para isso:

1) j,(7) é uma varidvel intrinseca do sistema e pode ser determinada exclusivamente em

termos da funcao de onda, sem necessidade de conhecimento do campo magnético;

2) ousode ]2,(7‘”) como variavel basica permite generalizar o teorema original de Hohenberg-

Kohn para a CDFT (como sera visto na Sec. 3.2.1). Tal generalizagdo nao é possivel

5As interacdes do campo magnético com o spin eletrdnico nio sdo consideradas.

6Uma CDFT cujas varidveis basicas sdo n(7) e j(7) foi desenvolvida por G. Diener (36).
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g .
)

em termos da densidade de corrente fisica j(7)

3) ¢é impossivel construir uma aproximagao de densidade local (LDA) para um funcional
de j(7), pois j(7) = 0 em um gés de elétrons com densidade constante sujeito a um

campo magnético uniforme (veja Sec. 3.3).

3.2.1 O teorema de Hohenberg-Kohn da CDFT

O teorema de Hohenberg-Kohn da CDFT (8) afirma que a funcdo de onda do es-
tado fundamental, ¥y, e consequentemente, todos os observaveis do estado fundamental,
sao univocamente determinados pelas densidades de particula n(7) e de corrente para-
magnética J, (7).

Esse teorema nao é valido em termos da densidade de corrente fisica j(f'), pois uma
transformacao de calibre no potencial vetor mantém ;(F) invariante mas fornece uma
fungao de onda diferente (como serd visto na Sec. 3.2.3). Assim, ndo existe uma relagao
univoca entre a funcao de onda do estado fundamental e a densidade de corrente fisica.

A prova desse teorema é feita por reducdo ao absurdo. Considere dois sistemas nao-
degencrados sujeitos a diferentes potenciais escalares v(7) e v/(7), e vetores A(7) e A'(7).
Sejam Uy e U( as fungoes de onda do estado fundamental desses sistemas (com ¥y # Uy),
H e H' seus Hamiltonianos, e Ey e E as correspondentes energias do estado fundamental.
Suponha que os sistemas possuam as mesmas densidades n(7) e 7,(7). A partir do principio

variacional para a funcao de onda, obtemos

Ey = (W H|Wo) < (V| H|W}) = <‘I’6|ﬁ'!‘1’6>+/dgrn(f3 [0(7) = o'(M)] +

62

¢ / Priy) - [AR) - A1) + 5oy / Pro() [420) - 4%0)]  (36)

By = (W B[ W) < (Wol F'[ W) = (| H| W) + / Fr () [V (7) - o) +

2

e €

@i [0 - A0+ 5o [ @@ [4%0) - 0] 60



34

Somando as desigualdades (3.6) e (3.7) encontramos Ey + Ej < Ej + Ey, que é um
absurdo. Assim, na presenca de potenciais escalares e vetores, diferentes funcoes de
onda nao podem originar o mesmo conjunto de densidades de particula e de corrente

paramagnética.

3.2.2 As equacoes autoconsistentes da CDFT

Na CDFT, a energia do estado fundamental é um funcional de n(7) e j,(7) dado por

Bln. 5] = T G + / o / M) s b 7+
/d3rn( 2 [ (

onde o segundo e terceiro termos sao, respectivamente, a energia de Hartree e a energia

<f>] : / & 3,5 A7 (3.5)

de troca-correlacao, e Ty[n, j,] é o funcional energia cinética nao-interagente

TS [nv jp] = <‘I}0[n7 jp]

h*v?
B ; 2m

\Ifo[n,jp]> . (3.9)

A fungao de onda do estado fundamental de N elétrons nao-interagentes, \Ilo[n,fp], éo
determinante de Slater de N orbitais de particula unica, v;, que sao as N mais baixas

solugoes da equacao de Schrodinger

[% (—mv + %Tef(F)) NG )} Di(7,0) = ey (7, ) (3.10)

com potenciais efetivos vs[n, 7,] e ffef 7, 7,).
Em termos dos orbitais de particula tnica, as densidades de particula e de corrente

paramagnética podem ser escritas como

n(r) = 303 (7o) (3.11)
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= (-3 )ZZ{ R P ) R

o =1

Multiplicando a Eq. (3.10) por ¢}, integrando sobre todo o espago e somando sobre

todos os orbitais ocupados, obtemos

;;/d%p 7o [im( H2V2 + ( ihV) - A (F) +
AQ(F)) + Vg f)] (7, 0) ZZ / dr €5 (7) (7

o =1

Ay (<inV)+

QICD

= ZZ/d?’mp ( h2v2> +ZZ/drvef ) a7, o) +

o =1 o =1

¢ ih §~ Z / dr A, () [(w;(ﬁ o) Jus(r.0) — i (7o) (ViilF. o) ) | +

c2m

/ & (7 A2, (7), (3.13)
onde utilizamos as Egs. (2.31), (3.11) e (3.12), e
[ EroiGo) =) Ay 0r.0) = ~ib [ @r )9 (Ls0(r0)
— il / d3r (w;f(f, a)) A (F)(F, o). (3.14)

Utilizando a Eq. (3.13), o funcional energia da Eq. (3.8) pode ser reescrito como

; zim [ #rne o) = g + £ [ @3- [0 - 2] +
)

2

‘ / &rn(F) [A2(7) — A2 (P)] +% / dr / d%’M + Eyeln, j,). (3.15)

2mc?
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Minimizando esse funcional em relacao a n, obtemos’

SE[n,j,] = E[n+6n,7j,) — En, 7]

=D dat / &r [0(F) — veg (7)) on(F) — / &1 50 (F)n(F) + 0 Byeln, J) —

2

© [ i 5 - e—c [ #rao i -Mem -

62 2 3 3 ./
e 12
— /d3 /d3 / . HI!5n(F)+6EIC[n jp]+

/d3 [0(7) — Ve (7)] On(7) + 2202 d*r [AQ(F) - Azf(fr?)} on(r). (3.16)
Aqui utilizamos

2561 _ / Pr [ + () Ay (7] - 670y (7) + / Frn(Pdv, (@ (317)

que é obtido a partir da Eq. (3.10), com o auxilio das Eqgs. (2.31), (3.11), (3.12) e (3.14).

A partir da Eq. (3.16), utilizando a defini¢ao

0F[n] o s
Fin] = d 1
dF[n] /5n(F) on(r)d’r, (3.18)
encontramos
5E[n7jp] 2/ 5 () 5Emc[”>jp] o e? 2/ 2
— = — Ve A —A . (3.19
571(?) e d’r |,’;* 7! | + 571(F) +/U(7:‘) v f(r)+2mcg [ (7") ef(m] ( )
Assim, a condi¢ao de minimizagao M =0 leva a
on(r
2 5 () 5Exc[”v;p] e? 2
= . 2
vug() = o)+ € [ T S e R - A ). (20)

“Durante a minimizacdo, os potenciais v e A sdo mantidos fixos, e os termos de ordem maior do que
1 em J sao desprezados.
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Minimizando agora o funcional da Eq. (3.15) em relagio a j,, obtemos (utilizando a

Eq. (3.17))
0E[n, jp] = Eln, jp + 0Jp] 1, Jy]
=Y b8 [ @i 620+ [ arsim - (A0 - 4] -
[ Ern@e @ - S5 [ Era@de 520 + 6B
= [ (A = Ast0)) - 850 + OEucln ) (3.21)
que leva a

—

0Eqc[n, jp)

[ —
=~ JA(7) = Aep (M) | + — (3.22)
5,(F) ¢ [ ] 6y (T)
E
Aplicando a condigao de minimizagao OF|n, jp ] = 0, encontramos
]p(F)

- - 0E,.

© 1) = S + Sl (323

57 Jp
Assim, a partir das Egs. (3.20) e (3.23), os potenciais efetivos vy e ffef podem ser

escritos como

2

—

Ves (1) = 0(F) + v (F) + v2el(7) + 5

[ 2(7) (E(f)+Am(F))1 (3.24)

Aes(7) = A(F) + Aol (3.25)

onde o potencial de Hartree vy (7) é dado pela Eq. (2.21) e

(3.26)

S Eyeln, 7o) ] B

-

Jp

5Emc[n,fp]]
07,(7)

sao, respectivamente, os potenciais escalar e vetor de troca-correlacao.
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Substituindo as Eqgs. (3.24) e (3.25) na Eq. (3.10), encontramos um conjunto auto-

consistente de equagoes de um elétron da forma

{5;0%N+§&m+§&mﬂ’+;;{ﬁm—(&m+&mﬂ1+
o(7) + vy (T) + ch(f')}wi(ﬁ o) =ei(T,o)  (3.27)

a partir do qual as propriedades do estado fundamental podem ser calculadas. A partir
da Eq. (3.15), e utilizando as Eqs. (3.24-3.26), a energia do estado fundamental pode

ser escrita como

E = Zez — —/d3 /d3 / p_”r /d?’rn(F)vm(F) -

‘ / Brio(F) - Aol + Eseln, ). (3.28)

3.2.3 Transformacoes de calibre

Considere a transformacao de calibre

A7) — A(F) — VA(P) (3.29)

onde A(7) é uma funciio arbitraria. Utilizando a Eq. (3.5) e o fato de que n(7) e j(F) séo
invariantes sob essa transformacao, a transformacao sofrida pela densidade de corrente

paramagnética é
- - € s
Jo) = Jo(7) + (P VA() (330)

e pela funcao de onda do estado fundamental é

Un, jp). (3.31)
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Substituindo a Eq. (3.31) na Eq. (3.9) e em

F[nm;p] = <\Ij[najp”H0|\Ij[n’jp]> (3.32)

onde Hy é o Hamiltoniano do gas de elétrons homogéneo

h2v2
Hy=— Z - Z ’n — TJ’ (3.33)

=1

¢ facilmente verificado que os funcionais F'[n, fp] e T, [n,;’p] transformam-se segundo

2

e
2mc?

Fln, j,] — Fln, j,) +§ / d*r jo(7) - VA(F) + / d*r n(F)| VA7) (3.34)

= - - — e? -
TG = Tin g+ S [ @ g0 VA0 + 5o [@ra@IVAGE (339
Como a relagao entre F'[n, fp] e Ts[n, fp] ¢ dada por
2 — —y
Fln.Jy) = Toln. Gy + 5 / & / Py % v Eln, 7o), (3.36)

a transformacao sofrida pela energia de troca-correlacao é

- € -
E,. [n i+ m—chA] = Euln, 7). (3.37)

Como A é arbitrario, E,. satisfaz a Eq. (3.37) se for um funcional da vorticidade /

o) = v x 220 (3.38)

que é uma quantidade invariante sob transformacoes de calibre®.

Assim, podemos escrever

- —

Eacc[nhjp] = Eacc[n7 ﬁ] (339)

8E facil verificar, usando as Eqs. (3.30) e (3.38), que ¥ permanece invariante sob uma transformagao
de calibre dada por (3.29).
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onde F,. é um funcional de n e v/.

Minimizando a Eq. (3.39) em relagdo a n

o Bl
S TE ] -5

o Jp

on(r)

_ [Eueln, 7] OFseln, 7] 0 o Bl |
)

- [0Bu 0,7l ] 6 peln, 7 07(7)
v=cte

S

nm |, Ten) e

& o,

 [6E.[n, 7] §Eye[n, 7] A G0 I WP

S Tea AV A i G Kt

_ [6Eq[n, 7] 6B e[n, 7]\  Jp(7)

T |, (VX (7 n2(7) (3.40)

e substituindo na Eq. (3.24), obtemos

Uef(F) = U(F) +UH(f) + |:T +

2mc?
— () Lo (7 (5Emc[n, V| B
= o) +on() + | T }
jp(m 5El«c[n,ﬁ] e2 ) .
n2(7) (V X 5 ) + 5, A7) — A ()] (3.41)

Agora, minimizando Eq. (3.39) em relagao fp

7 E 7 5 = =2
Aul) = _5Exc[wp1] 6Em[n,u]] [ Bl 75

87, (7) 87, (7) OT(F") 55, ()

_ 0Ee[n, 7] ) 0 N jp<77/) 3,0 _ 1 0B ze[n, ]
_/ o T (v )d = LM CRL)

Ql®

a partir da Eq. (3.25), encontramos

1
e () 55(7) (343)
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Substituindo a Eq. (3.43) na Eq. (3.41) e utilizando a Eq. (3.5), podemos reescrever

os potenciais efetivos como

V' (7) = () + vi(F) + Vge(7) — SfL ({;)) AP — 2;(32 A () (3.44)
Ay (7) = A(F) + Aue(P), (3.45)

onde os potenciais vetor e escalar de troca-correlagao sao, respectivamente,

0= 557 i

Ql®

(3.46)

Vge(T) = {%} - (3.47)

Assim, em termos dos novos potenciais vy, ¢ Ay dados pelas Eqs. (3.46) e (3.47), o

esquema autoconsistente (Eq. (3.27)) pode ser escrito como

Uma caracteristica importante do esquema autoconsistente acima é sua covariancia
sob transformacoes de calibre. Isso significa que, se 1; é solugao da Eq. (3.48) com um
potencial vetor /T(F), entao ; exp [z%A(FJ)] é solucao da mesma equacao com potencial
vetor A(7) — VA(7). Note que a nova funcio de onda e o novo potencial vetor correspon-
dem, respectivamente, as transformacoes de calibre da funcao de onda anterior (conforme
Eq. (3.31)) e do potencial vetor anterior (segundo Eq. (3.29)). Essa caracteristica da

Eq. (3.48) é uma consequéncia da invariancia quanto ao calibre de 7, A,. € vg.

Outra caracteristica igualmente importante é que a Eq. (3.48) satisfaz a equagao de
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continuidade V - j(7) = 0. Veja:
Tome o complexo conjugado da Eq. (3.48), multiplique por 9; e some sobre todos os i’s.

Subtraia essa equagao da equagao resultante de multiplicar a Eq. (3.48) por ¢ e somar

sobre todos os i’s. O resultado sera

: i (6160 (V- ') + 61 (A - (Vou() +

SO0 (761 + (-5 S 6109 (V20u) - 67 (F261(39) | =0 (3.0
que leva a
V| (i) 5 [ (V) - (T ] | +

=1

o [(Z |¢i<f>|2) (v-a@)+v (Z |¢i<f>|2> AR =0. @50)
Utilizando as Eqgs. (3.5), (3.11), (3.12) e (3.47), e a identidade’
v [n(F)A;C(F)] —0 (3.51)
obtemos
VG o [0 (V- A (7)) + (Vn() - Ay ()] = 0
= V- [+ —n®A@] =0 = Vi@ =0 (3.52)

3.3 Aproximacao de densidade local

Como na DFT, a expressao exata para o funcional de troca-correlagao da CDFT,

Ecn, 7], ndo é conhecida. Por isso, é necessario utilizar aproximagoes para esse termo.

9A identidade dada pela Eq. (3.51) surge diretamente da Eq. (3.46).
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A aproximacao mais conhecida na CDFT ¢é a LDA!

B 07 = [ e ). 700 (3.59)
onde e, (n(r), |F(r)]) é a energia de troca-correla¢do (por volume) de um gas de elétrons
homogéneo em um campo magnético uniforme B. A partir da Eq. (3.39), utizando a
Eq. (3.5) e o fato de que j = 0 em sistemas uniformes®?, a uniformidade de B implica na

uniformidade de 7/, que pode ser escrita como

7=—-"8 (3.54)

Na presenca de um fraco e uniforme campo magnético, a energia do estado fundamental
(por volume) de um gés uniforme de elétrons interagentes (com densidade n) é dada, até
segunda ordem em B, por

e(n, B) = e(n,0) — %XL(TL)BQ (3.55)

onde e(n,0) é a energia do estado fundamental (por volume) na auséncia de campo
magnético e x é a susceptibilidade (diamagnética) de Landau.
Similarmente, para um gas uniforme de elétrons nao-interagentes (com a mesma den-

sidade)

e’(n, B) = €(n,0) — %X%(n)BQ. (3.56)

onde o indice 0 indica a auséncia de interagoes elétron-elétron. Subtraindo as Eqgs. (3.55)

e (3.56) encontramos

1

xe(n, B) = €4(n,0) — 5 (xr(n) — x1(n)) B (3.57)

Inserindo a Eq. (3.57) na Eq. (3.53) e usando a Eq. (3.54) obtemos

1A LDA da CDFT é conceitualmente muito similar & LDA da DFT.

110 fato de que j = 0 em um sistema homogéneo sujeito a um campo magnético uniforme impede a
construcao de aproximagoes LDA para funcionais de j Esse foi um dos motivos apontados na Sec. 3.2
(p. 32) para que a densidade de corrente fisica ; nao fosse utilizada como variavel basica da CDFT.
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—=LDA. . 1pa mkr (XL L2 3
Bl = B+ [ |2 (K- 1) Wiy (3.58)

onde kr é o vetor de onda de Fermi e

62]'{3F

C1272me?’

X7 = (3.59)

A energia de troca-correlacao por volume na auséncia de campos magnéticos, e,.(n,0), é
conhecida (a partir de calculos Monte Carlo quantico) em duas (37) e trés (25) dimensoes
e a razao xr/x% foi calculada por Vignale, Rasolt e Geldart em (38).

Além dessa expressao até O(|V]?) para EﬁCDA (Eq. (3.58)), vélida apenas para campos
magnéticos fracos, existem poucos funcionais E,. conhecidos, a maioria dificeis de serem

implementados ou restritos a situacoes especiais:

e para um gas de elétrons tridimensional na presenca de fortes campos magnéticos,
Danz e Glasser (17) encontraram a seguinte expressao para a energia de troca (por

volume), valida quando apenas o primeiro nivel da Landau esté ocupado,

2 433,,2
er(n, B) = T2 [m (M) ~ 34 C} (3.60)

mw, m3w3

onde w, = fn—Bc é a frequéncia cyclotron e C = 0.577215.... é a constante de Euler (39).

O trabalho de Danz e Glasser serd discutido mais detalhadamente no Cap. 5, onde

a Eq. (3.60) serd deduzida e generalizada.

e para um gas de elétrons bidimensional sujeito a campos magnéticos, Glasser e
Horing (40) obtiveram a seguinte expressao para a energia de troca (vélida para

qualquer amplitude de campo magnético)

e rmw.
e:(n, B) = ~3- ( 5%

)3/ CIFu(E) + 2Ry (k) + 2F5 (k)] (3.61)

com
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> k 1
FQ(k) = / Z‘_l/ze_ka(I)Lk_l(J})dl’ = §7T1/23F2 <]. — k, 5, g, 2, 2, ].) (363)
0

Oo 2 2kT(k + % 1 1 1
Fy(k) = /0 w e (Ll(cl_)1(x)> dr = ﬁ?f—é <—k, 5 5 2, —k— 3’ 1)

(3.64)
onde ,F,(a,b,c;d, e; z) é a fungdo hipergeométrica generalizada (39). Aqui e, denota
a energia de troca por area, k := [Wﬂ} ¢ o maior inteiro menor ou igual a -, p é

(1)

o potencial quimico, Lj(z) é um polinomio de Laguerre e L,’(z) é a fungao de

Laguerre correspondente;

e a energia de correlagao foi calculada por Horing, Danz e Glasser (41) utilizando
a Aproximagao de Fase Aleatéria (RPA!?). Eles encontraram a seguinte expressio
(valida apenas para campos magnéticos muito altos, onde apenas o mais baixo nivel

de Landau estd ocupado) para a energia de correlagao por volume:

2

celn, B) = o (m;C)an (r) (3.65)

hw? 4rne?
<lew,<wonde w, =

valida para r := é a freqiiéncia de plasma;

We
e outras expressoes para energia de troca-correlacao, validas para diferentes ampli-
tudes de campo magnético, foram obtidas por Skudlarski e Vignale (42) utilizando

a RPA:

e uma detalhada investigacao numeérica dos efeitos de troca-correlacao em fortes cam-
pos magnéticos utilizando o método de Singwi, Tosi, Land e Sjélander (STLS) foi

feita por Takada e Goto (43).

Além das expressoes citadas acima, que permitem derivar funcionais do tipo LDA, existe
também um funcional do tipo ad hoc (que nao é fundamentado no teorema de Hohenberg-
Kohn da CDFT) (44) e um funcional do tipo meta-GGA que nao pode ser implementado

autoconsistentemente (45, 46).

12Do inglés: Random-phase Approximation.
13Detalhes desse trabalho serdo discutidos no Capitulo 6.
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Essa escassez de funcionais para a CDFT é a principal motivacao deste trabalho, que

dedica-se

(i) ao estudo das energias de troca de sistemas tridimensionais na presenga de campos

magnéticos (Cap. 5 e 6)

(ii) e a busca de novas abordagens para a constru¢ao de funcionais da densidade de

corrente a partir dos termos de polarizacao orbital (Cap. 8).
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Capitulo 4

Gas de elétrons tridimensional na
presenca de campos magnéticos

4.1 Introducao

A principal motivacao deste trabalho é a busca por novas abordagens que possibilitem
a construcao de funcionais para a CDFT. Nesse sentido, seguimos trés linhas de pesquisa:
(i) a andlise do efeito de altos campos magnéticos na energia de troca de um gés de
elétrons tridimensional (Cap. 5 e 6); (ii) a constru¢ao de modelos simples para a funcao
dielétrica do géas de elétrons tridimensional na presenca de campos magnéticos ultra-
fortes e a descricao do comportamento da blindagem de cargas em resposta aos efeitos
do campo magnético (Cap. 7); (iii) a determinagdo de um vinculo entre os tratamentos

fenomenoldgicos e de primeiros principios do magnetismo orbital na DFT (Cap. 8).

Embora os sistemas tratados na tultima linha de pesquisa sejam constituidos por ions
de camadas abertas em matrizes metalicas, nas duas primeiras linhas trabalhamos basi-
camente com o gas de elétrons tridimensional. Por isso, é essencial entender a interacao
do campo magnético com o géas de elétrons e o efeito do campo sobre algumas grandezas,

como a densidade e a energia cinética.

Neste capitulo descrevemos o gés de elétrons tridimensional na presenca de campos
magnéticos, discutindo os fenémenos produzidos pela interagao do campo magnético com
os elétrons (Sec. 4.3) e as mudangas sofridas pela densidade e pela energia cinética (Sec.

4.4). Na Sec. 4.5 analisamos a relacdo do fator g com a degenerescéncia dos subniveis
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de Landau e na Sec. 4.6 definimos o limite quantico para fortes campos magnéticos
e determinamos em que condigoes ele ocorre. Para entendermos as alteracoes sofridas
pelo gas de elétrons devido ao campo magnético, o gas de elétrons tridimensional na
auséncia de campos magnéticos é descrito na Sec. 4.2. Convém ressaltar que as discussoes
apresentadas nas Secs. 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5 sao conhecidas e podem ser encontradas em
livros-texto e artigos de pesquisa, mas algumas das expressoes determinadas na Sec. 4.6

sao originais.

4.2 O gas de elétrons tridimensional na auséncia de
campos magnéticos

Antes de discutir, nas Secs. 4.3 e 4.4, o efeito do campo magnético sobre algumas
propriedades do gés de elétrons tridimensional (3D), nesta Se¢ao descrevemos brevemente
o gas de elétrons 3D na auséncia de campos magnéticos.

Em trés dimensoes, a equagao de Schrodinger de um elétron livre na auséncia de
campos magnéticos €

RV
2m

() = ep(r), (4.1)

com solugoes na forma de ondas planas

Y(7) = ™7 (4.2)
e energia

h2 k> h?
2m - %

e(k) = (k2 + k2 + k) . (4.3)

Considerando os elétrons confinados em um cubo de lado a, as condicoes de contorno
para a funcao de onda impoem que as coordenadas k,, k, e k. do vetor de onda sejam

miultiplos inteiros de 27 /a. Assim, a densidade de estados no espago k é




49

Uma vez que a energia de cada elétron é proporcional a k2, os estados ocupados
no espaco k por um sistema de N elétrons no estado fundamental formam uma esfera
conhecida como esfera de Fermi. O raio dessa esfera é kp (chamado momento de Fermi)
e a energia na sua superficie é a energia de Fermi

h2k2

) —
F 2m

, (4.5)

que separa, a temperatura nula, os estados ocupados (dentro da esfera) dos estados vazios
(fora da esfera).
Como o volume da esfera de Fermi é 47k?./3 e a densidade de estados é dada pela

Eq. (4.4), o nimero de elétrons é

Ak k3
Ay V. Ry, (4.6)

N =2 =
3 (271')3 32’

onde o fator 2 é devido a degenerescéncia de spin.
A partir da Eq. (4.6) obtemos a densidade do gas de elétrons tridimensional na
auséncia de campos magnéticos

k‘3
S
32

(4.7)

Frequentemente o parametro adimensional r, é usado para a densidade. Em unidades
de comprimento, ryag representa a distancia tipica entre dois elétrons e é definido como o

raio de uma esfera (chamada esfera de Wigner-Seitz) que contém exatamente um elétron.

Assim
V 1 A7
e
3
= 4.9
4rrrdad’ (4.9)
onde
h2
ag = —— (4.10)

me?
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é o raio de Bohr. Note que as Eqgs. (4.7) e (4.9) levam a relagao

or\'? 1
rsaokp = <Z7T) =— (4.11)

onde a &~ 1.92 é uma constante adimensional.
Como no gas de elétrons livres cada elétron possui apenas energia cinética, a partir
das Eqs. (4.3) e (4.4) encontramos a densidade de energia cinética (por volume) do gas

de elétrons tridimensional na auséncia de campos magnéticos

kr 21.2 2 2 212/3
_T / 5. 1 _hk h 3h (37r) 53 (4.12>
0

Ark2dk = 15 =
m F 10m

(2m)3  2m 1072m

4.3 Paramagnetismo de Pauli e Diamagnetismo de
Landau

Num gés de elétrons livres, o campo magnético age sobre os spins dos elétrons, pro-
duzindo um fendémeno conhecido como paramagnetismo de Pauli ou sobre o movimento
orbital dos elétrons, produzindo o fenomeno do diamagnetismo de Landau.

Considerando, inicialmente, apenas as interacoes do campo magnético externo com o
spin eletronico (paramagnetismo de Pauli), o Hamiltoniano de cada elétron é dado por

1 }
H=|—p%?—[-B 4.13
Bt (4.13)

onde m é a massa do elétron! e /i é o momento magnético.
Para um campo magnético B unidirecional (tomando o eixo z na dire¢ao do campo

magnético), o Hamiltoniano da Eq. (4.13) pode ser reescrito como

1
H= [—ﬁ2 - MZB] : (4.14)

2m

onde pu, é a componente z do momento magnético

LA massa m deve ser substituida pela massa efetiva m*, quando m* # m.
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[z = —ghoo, (4.15)

escrita em termos do fator g, do magneton de Bohr

eh
- 4.16
Ho ome ( )
e do spin do elétron (0 = 5 = spin-up e 0 = —5 = spin-down).
Assim, a Eq. (4.14) leva a
L
H=|—p"+gumBo|, (4.17)
2m
e, para um campo magnético constante, a energia de cada elétron é dada por
5 2k‘2
k,o)= Bo. 4.18
e(k,0) = 5~ + gpoBo (4.18)

Considerando agora apenas a interacao do campo magnético externo com o movi-
mento orbital dos elétrons (diamagnetismo de Landau), o Hamiltoniano de um elétron na

presenca de um campo magnético uniforme na direcao z, B = Bz, é dado por

H—i(ﬁr E/T)2 (4.19)
© 2m c ’ '

onde o potencial vetor A é definido pela relacao

—

B=VxA, (4.20)
a menos de uma transformacao de calibre
A(F) — A(F) — VA(F). (4.21)

Entre os calibres mais utilizados estao o calibre de Landau

A=2xBj (4.22)
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e o calibre simétrico

— 1 —
A= Bxi (4.23)

Embora o resultado fisico independa da escolha do calibre, essa escolha pode facilitar
a realizagao de alguns célculos especificos: o calibre de Landau, por exemplo, é conve-
niente no estudo de sistemas com simetria translacional, uma vez que ele é invariante sob
translagoes na diregao y; ja o calibre simétrico, que ¢é invariante sob rotacoes em torno do

eixo z, ¢ uma boa escolha para o estudo de sistemas com simetria circular.

Optando pelo calibre de Landau, A= ZL"B/j\, e utilizando a Eq. (4.19) podemos escrever

a equacao de Schrodinger

o (22 (e SoB) 02| vy ) = (o, 2) (4.2)
om Yo Dy c D Y Y 2) )

cuja solucao tem a forma

U(x,y, z) = e*ve=F f(x). (4.25)
Substituindo a Eq. (4.25) na Eq. (4.24) e fazendo

h
¥=x+ e—;ky (4.26)

encontramos

lg_m +1m (m_B)] )= (e= ) s (.27

que pode ser vista como a equacao de Schrodinger de um oscilador harmonico unidimen-

sional com freqiiéncia igual a frequéncia cyclotron

eB
We = —.
mc

(4.28)

Assim, a Eq. (4.27) pode ser reescrita como
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1

et + gmete?] fulo) = o (L4 3) ulo) (429)

e a energia de cada elétron é dada por

h?k?

m

e(L,k,) = + hw, <L + 1) , (4.30)

2
onde L =0,1,2, ....

Comparando a energia dada pela Eq. (4.30) com a energia de um elétron livre na
auséncia de campos magnéticos (Eq. (4.3)), notamos que, uma vez que nao ha compo-
nentes da for¢ca de Lorentz na direcao z, a energia do movimento nessa dire¢ao nao é
afetada pelo campo, e continua a ser h?k?/(2m). Entretanto, a energia do movimento
perpendicular ao campo (que era 1*(k2 + k2)/(2m) na auséncia de campos magnéticos) é
quantizada, num fenomeno conhecido como quantiza¢ao orbital. O conjunto de todos os
estados eletronicos com um dado L é chamado de L-ésimo nivel de Landau.

Além disso, a partir das Eqgs. (4.3) e (4.30) verificamos que no plano k, — k, os
estados de elétrons livres, na presenga do campo magnético, ocupam circulos (conforme

Fig. 4.1(a)) cujos raios sao dados por

r2:k:i—|—k‘§:27mwc (L+%) :2% (L+%). (4.31)
A érea de cada circulo é
A(L) = nr? = 2%% (L + %) (4.32)
e a area entre dois circulos consecutivos é
AA = A(L+1) - A(L) = 2W% VL. (4.33)

No espaco k os estados eletronicos ocupam cilindros coaxiais e paralelos ao campo
magnético (Fig. 4.1(b)), com raios dados pela Eq. (4.31). A maéaxima ocupagado dos

cilindros é determinada pela energia de Fermi. Como a energia de Fermi é a mesma para
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todos os niveis de Landau ocupados, a esfera de Fermi cruza os cilindros de Landau nos

seus pontos de ocupagao maxima.

Combinando o paramagnetismo de Pauli com o diamagnetismo de Landau, a energia

de cada elétron é dada por

21.2

h 1
€(L,k,,0) = sz + hw, (L + 5) + guoBo (4.34)

onde L =0,1,2, ... indica os niveis de Landau e 0 = j:% é o spin do elétron.

4.4 Energia de Fermi, densidade e energia cinética
na presenca de campos magnéticos

Conhecendo o espectro de energia de um gas de elétrons tridimensional na presenca de

um campo magnético uniforme (Eq. (4.34)), a energia de Fermi (mais alta energia entre

(a) (b)

Figura 4.1. Estados eletronicos permitidos para um gas de elétrons tridimensional sujeito a um
campo magnético uniforme na direcdo z. Em (a) estados permitidos no plano k; — ky e em
(b) estados permitidos no espago k. Cada cilindro corresponde a um nivel de Landau e estados
eletronicos entre cilindros consecutivos nao sao permitidos. A esfera tracejada em (b) é a esfera
de Fermi, que determina a maxima ocupacao de cada nivel.
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Figura 4.2. Energia de um elétron (Eq. (4.34)) como funcao de k, para g = 0. A energia de
Fermi determina os mais altos estados ocupados: abaixo de Er todos os estados estao ocupados,
e acima, todos os estados estao vazios. Para k., = 0 a distancia entre dois niveis consecutivos ¢é

hwe.
os estados ocupados) é

h2 kg2 1
Er=—""+hw.| L+ 3 + guoBo, (4.35)

2m

onde k%; é o momento de Fermi do subnivel® (L, o) e corresponde ao estado ocupado de
mais alta energia desse subnivel. Como a energia de Fermi é a mesma para todos os niveis
ocupados, o subnivel de mais baixa energia do nivel L = 0 apresenta o maior momento
de Fermi (e consequentemente, a maior ocupacao, como veremos na Eq. (4.40)). Abaixo
da energia de Fermi todos os estados sao completamente ocupados, e acima, sao vazios.
A Fig. 4.2 mostra o comportamento parabdlico da energia (Eq. (4.34)) em fungao de k.,
com g = 0, apresentando os estados ocupados (abaixo de Er) e vazios (acima de Ef).

Como a densidade de estados no espago k é

V

D=

(4.36)

o numero de estados em cada cilindro, por unidade de k, e por componente de spin, é

V. ,eB_V

(2m)3 he  (27)2

DAL -D-AL-1)=D-AA= 112 (4.37)

2Cada nivel de Landau L possui dois subniveis: o subnivel spin-up e o subnivel spin-down.
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he ) L.
onde [ = B ¢ o comprimento magnético.
e

Logo, o nimero de estados ocupados é

MoV eB V eB Y,
N:ZZ/ . Wﬁdkz = FEZ;kFL (438)

L

¢ a densidade no espago real (n = N/V') é dada por

n= 2%2% SN kg (4.39)

L

Dessa forma, cada subnivel (L, o) tem densidade

1 eB, ,
o2 he TL

(4.40)

g __
np =

Note que, como ng é proporcional a k%, o subnivel menos energético do nivel L = 0

possui a maior densidade (pois possui o maior kp).

A energia cinética (T') de um gas de elétrons tridimensional exposto a um campo
magnético uniforme pode ser decomposta em duas componentes: uma componente lon-
gitudinal (TH) devido ao movimento dos elétrons na direcao paralela ao campo, e uma
componente transversal (7T+) devido ao movimento dos elétrons na diregao perpendicular

a0 calmpo

T=1++1 (4.41)

21.2
z

Segundo a Eq. (4.34), a energia cinética longitudinal de cada elétron é e a energia

cinética transversal é quantizada em niveis de Landau como

1 1
émivf — hw, (L + 5) )

Assim, a densidade de energia cinética (por volume) é
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T+ 717+ Moo 1 eB [h2k2 1
t: _— = — z hCUc L - dkz
4 ZZ/WFL (2m)? he [27” " ( +2)]

1 eB h2kg.,? 1
= —— hw. | L+ = | k%p |- 4.42
2712 he XL:EU: l 6m e ( * 2) FL} (4.42)

Quando apenas o subnivel (L = 0, | ) é preenchido, a densidade de particulas (Eq. (4.39))

e a energia cinética por volume (Eq. (4.42)) sdo dadas por

n = 2_;% o (4.43)
(§]
_ Ll eB %+1Mki] (4.44)
212 he o6m P .
Nesse caso, podemos escrever ¢ como funcao n
P (4.45)

B 3m3w§n * 2

Note que, na presenca de campos magnéticos, as componentes longitudinal e transversal

3

da energia cinética (por volume) variam com n” e n, respectivamente, enquanto que na

auséncia de campos magnéticos (Eq. (4.12)), t é proporcional a n®/3.

4.5 O fator g e a degenerescéncia entre os subniveis

A partir da Eq. (4.34), verificamos que a degenerescéncia entre subniveis (de um

mesmo nivel de Landau, ou de niveis diferentes) é determinada pelo fator g:

e quando g = 0, os subniveis spin-up e spin-down de um nivel L de Landau sao degene-
rados (Fig. 4.3 (a)). O caso g = 0 pode ser utilizado como dispositivo metodologico

em estudos tedricos, pois permite separar o magnetismo de spin do magnetismo
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orbital. Experimentalmente, sistemas com g = 0 sao estudados no contexto da

engenharia do fator g (47, 48).

e quando g > 0 (veja exemplos na Tabela 4.1),

e(ks, L, 1) > e(ks, L, 1), (4.46)

ou seja, o subnivel spin-up de um nivel L tem energia mais alta que o subnivel

a) g=0
L=1
o=11/2
L=0 o=1t112
b) O<g<2 €) 2<g<0
o=1/2 —_
L=1 L1 o 1/2
oc=-1/72 o=1/2
L=0 o=12 L0 c=-112
g=-1/2 o=1/12
c) g=12 f) g=-2
o=1/2 ag=-1/2

c=11/2 o=+1/2

ag=-1/2 o=1/2

d) g>2

c=1/12 o=-1/12

c=112 o=-1/2

c=-1/2 o=1/2

c=-1/2 o=1/2

Figura 4.3. Esquema de subniveis dos niveis de Landau L = 0 e L = 1 para diferentes valores do
fator g (com m = m™*). Valores do fator g para alguns semicondutores sao listados na Tabela 4.1.
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spin-down do mesmo nivel.

Dentro do caso g > 0, com m = m*, analisando a posi¢ao do subnivel spin-up de

um nivel L em relagao ao subnivel spin-down do nivel L + 1, temos:

e(k.,L,1) <elk,,L+1,]) & guB<hw. < g¢g<2. (4.47)

Entao,

— quando 0 < g < 2, nao ha degenerescéncia entre subniveis e ambos os subniveis

do nivel L tem energia mais baixa que os subniveis do nivel L+1 (Fig. 4.3 (b));

— quando g = 2 (Fig. 4.3 (c¢)), o subnivel (L,T) é degenerado com o subnivel
(L+1,1);

— quando g > 2 (Fig. 4.3 (d)), o subnivel (L,T) tem energia mais alta que o
subnivel (L + 1, |).

e quando g < 0, o subnivel (L, T) tem energia mais baixa que o subnivel (L, |) e, para

m =m*,

€(k.,L,|) > ek, L+1,7) & —guoB>hw. & ¢g<-—2. (4.48)

Logo,
— quando —2 < g < 0, nao ha degenerescéncia entre subniveis e os subniveis do
nivel L tem energia mais baixa que os subniveis do nivel L + 1 (Fig. 4.3 (e));

— quando g = —2 (Fig. 4.3 (f)), os subniveis (L, ]) e (L + 1,7T) sdo degenerados;

— quando g < —2 (Fig. 4.3 (g)), o subnivel (L + 1, 1) tem energia mais baixa que
o subnivel (L, |).

O entendimento das degenerescéncias e das posicoes dos subniveis serd fundamental

na discussao do limite quantico para fortes campos magnéticos (Sec. 4.6).
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Tabela 4.1 — Valores aproximados do fator g para alguns semicondutores (obtidos na Ref. (49)).
Para o gas de elétrons livres ¢ = 2 (com pequenas corregoes da eletrodinamica quantica que nao
serao consideradas aqui).

Semicondutor g Semicondutor g
GaAs -0.44 InSb -51.3
InP 1.2 InAs -14.7
GaSb -7.68 AlAs 2.0

4.6 Campos magnéticos fortes: limite quantico

Dizemos que um gés de elétrons exposto a campos magnéticos muito fortes® estd no
limite quantico quando todos os elétrons ocupam o mais baixo nivel de Landau (L = 0).
No entanto, como discutido na Sec. 4.5, a ocupacao dos niveis de Landau depende da
degenerescéncia e da posicao dos subniveis, que por sua vez depende do fator g. Assim,
as relagoes entre campo magnético e densidade que definem o limite quantico devem ser

determinadas para cada valor de g:

e quando g = 0, os subniveis (L =0,7) e (L =0, ]) sdao degenerados. Logo, o limite

quantico é caracterizado por ng = né =n/2 e ocorre quando

Ep=elkpy, L=0,1)=e(ky, L=0,1) <elk.=0,L=1,1T)=¢(k, =0,L=1,])

1/3
N - V2 N { - 42
n —_— —_—
w2[3 sy 3 ’

(4.49)

2

he ) i . -
onde [ = B ¢ o comprimento magnético, ap = — € o raio de Bohr e a relagao
e me

entre rs ¢ densidade é dada pela Eq. (4.9). A relagao (4.49) foi também obtida por
Takada e Goto em (43).

3Neste trabalho classificamos o campo magnético, quanto a sua intensidade, como: fraco, quando os
efeitos do magnetismo orbital podem ser desprezados relativamente ao magnetismo de spin; forte, quando
o acoplamento entre o campo magnético e a corrente orbital ndo pode ser ignorado (no gés de elétrons,
os elétrons entdo ocupam niveis de Landau); ultraforte ou muito forte, quando todos os elétrons ocupam
o mais baixo nivel de Landau (ou seja, quando o sistema estd no limite quantico).
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e quando 0 < |g| < 2, ndo hd degenerescéncia entre os subniveis (L = 0,7) e
(L = 0,]). Entao, o limite quantico ocorre para arbitrarias ocupagoes ng e né,

desde que ng + né =ne

Ep=elkpg, L=0,1)=e(kby, L=0,1) <elk.=0,L=1,])

para 0 < g < 2, ou

Ep=elkhy, L=0,1)=e(ky, L=0,]1) <elk.=0,L=1,1)

para —2 < g < 0. Essas relagoes implicam em

o V2ololtve L<{3%<\/2—7m+\/§)r3, (4.50)

2
2m2[3 rsQo

onde utilizamos

2 2 9
Ep = G(kll?m L=0,])= E(k%m[’ =01 = n(T) - n(l) A4S

(4.51)

e quando g > 2, o subnivel (L =0, 1) é degenerado com o subnivel (L =1, ]) ou tem
energia mais alta. Assim, a restricao ao nivel L = 0 exige ng =0e né =n,eo0

limite quantico ocorre se

Ep=ekpy, L=0,]) <elk.=0,L=1,])

1/3
V2 = l<<2\/§> .

223 rso 3r

= n< (4.52)

e quando g < —2, o subnivel (L =0, ]) é degenerado com (L = 1,7) ou tem energia

mais baixa. Logo, o limite quantico é obtido se ng =ne ng = 0, o que exige

Ep=e(kby, L=0,1)<e(k,=0,L=1,1)

/3 l (2\/§> 1/3
= < .

= n < —_—
3T

(4.53)

223 rsQo

As relagoes (4.50), (4.52) e (4.53) foram obtidas neste trabalho.
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Para sistemas com constante dielétrica ¢ = 1 e massa efetiva m* igual a massa do
elétron, a restricao ao limite quantico exige campos magnéticos da ordem de 10° T para
densidades metdlicas (1 < ry < 10). Embora nao sejam produzidos em laboratério (atual-
mente, campos continuos de 40 T e pulsados de 10* T sao produzidos em laboratério
especializados), campos ultrafortes possuem relevancia fisica: campos hiperfinos podem
atingir valores entre 10! e 102 T, campos magnéticos da ordem de 10* T sdao encontrados
na superficie de anas brancas e estrelas de neutrons possuem campos entre 108 e 10° T.

Entretanto, é possivel obter o limite quantico em campos magnéticos muito menores
se a massa efetiva for menor que a massa do elétron ou se € > 1. Escrevendo o raio de

Bohr (raio de Bohr efetivo) em termos de m* e ¢

ap = (4.54)

hc
e lembrando que o comprimento magnético é [ = 4/ 5 encontramos
e

[ hele2m* 1 m*2
_ Jhelem m 4.
Qg ersh ¢ /B . e?B (4.55)

Portanto, uma redugao na massa efetiva por um fator v, ou um aumento na funcao

dielétrica pelo mesmo fator, permite reduzir o campo magnético por um fator ~2.
Como exemplo podemos citar o arseneto de gédlio (GaAs), que possui? g = —0.44,
m* ~ 0.067m e € =~ 12, e pode ser encontrado no limite quantico para campos magnéticos

B > 0.3 T e densidade ry, = 6.

40s valores de g, m* e e do GaAs podem ser encontrados na Ref. (50).
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Capitulo 5

Energia de troca de um gas de
elétrons tridimensional em fortes
campos magnéticos: calculo analitico

5.1 Introducao

O conhecimento da energia de troca-correlacao (E,.) de um gés de eletrons é essencial
para a determinacao da energia do seu estado fundamental. Todavia, como foi dito nos
Caps. 2 e 3, a expressao exata para F,. é desconhecida, e aproximacoes para esse termo
sa0 necessarias.

Na auseéncia de campos magnéticos, muitas aproximacoes para F,. sao conhecidas:
além das populares LDA (3) e GGA (26-28), largamente utilizadas em calculos de estru-
tura eletronica e energia total na fisica do estado sélido e na quimica quantica, diferentes
propostas (como a Meta-GGA (31-34) e o SIC (23), por exemplo) estao sendo intensa-
mente estudadas ao longo dos ultimos anos (35).

Na presenca de campos magnéticos, no entanto, ha poucas expressoes disponiveis
para F,. (17, 40-43), a maioria dificeis de implementar e restritas a situagoes especiais
(veja Sec. 3.3). Embora a tentativa de obter uma aproximacao LDA para a energia de
troca-correlagao tenha levado a realizacao de alguns célculos analiticos (17, 40, 41, 51)
e numéricos (42, 43, 52), poucos deles resultaram em expressoes fechadas em termos da

densidade de particulas e do campo magnético.

A energia de troca de um gas de elétrons tridimensional na presenca de um campo
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magnético uniforme foi obtida por Danz e Glasser (17), em 1971. A expressao de Danz
e Glasser para F, é uma funcao da densidade n e do campo magnético B, e é valida
apenas no limite de altissimos campos magnéticos, com todos os elétrons no mais baixo
nivel de Landau e com spins antiparalelos ao campo magnético. Essa restricao constitui
uma enorme limitagao ao uso da expressao de Danz e Glasser em sistemas metalicos tridi-
mensionais, pois ocupar apenas o mais baixo nivel de Landau com completa polarizacao
de spin requer campos magnéticos da ordem de 10° T (encontrados somente em estre-
las de neutrons e anas brancas) ou sistemas com pequena massa efetiva e alta constante
dielétrica (veja Sec. 4.6).

Apés 1971, diferentes trabalhos (41-43, 53-56) procuraram estender o célculo de Danz
e Glasser para incluir outros niveis de Landau. Entretanto, como nesses trabalhos as
integrais foram calculadas numericamente ou expandidas em séries infinitas, nenhum deles
forneceu expressoes analiticas que possam ser utilizadas na construgao de funcionais para
a CDFT.

Motivados pela necessidade de expressoes analiticas para campos magnéticos mais

baixos e pela busca de funcionais para a CDF'T, neste capitulo

(i) repetimos com detalhes (Sec. 5.2.1) os calculos realizados por Danz e Glasser (17),

corrigindo pequenos erros por nés encontrados em (17);

(ii) estendemos os célculos de Danz e Glasser para sistemas com polarizacdo arbitréria,

considerando apenas o mais baixo nivel de Landau ocupado (Sec. 5.2.2);

(iii) generalizamos o procedimento proposto por Danz e Glasser e obtemos uma ex-
pressao fechada para a energia de troca incluindo contribuicoes do sequndo nivel de

Landau e considerando polarizacao arbitraria (Sec. 5.3).

Além disso, na Sec. 5.4 nds analisamos a dependéncia de spin da energia de troca e
mostramos que em sistemas colineares a dependéncia de F, nas densidades de carga e de
corrente pode ser reconstruida a partir de dois limites extremos: um sistema completa-

mente polarizado ou um sistema completamente nao-polarizado.
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5.2 Energia de troca - contribuicao do mais baixo
nivel de Landau

Nesta Secao investigamos o gas de elétrons tridimensional no limite quantico, onde
todos os elétrons ocupam o mais baixo nivel de Landau (L = 0). Inicialmente, na Sec.
5.2.1, repetimos os calculos realizados por Danz e Glasser (17) considerando completa
polarizacao de spin (spins antiparalelos ao campo magnético). Em seguida (Sec. 5.2.2),
generalizamos o procedimento proposto por Danz e Glasser e obtemos uma expressao
para a energia de troca de sistemas com polarizacao arbitraria. Finalmente, na Sec. 5.2.3
discutimos a validade das expressoes para a energia de troca considerando apenas o nivel

L = 0 ocupado.

5.2.1 Energia de troca - completa polarizacao de spin

Em termos de fungoes de Green, a energia de troca pode ser escrita como (17)

E, - %Tr {/d% /d3r2v(F1 ) [G(1,2,0)- (2, 1,0)][3%0} (5.1)

onde T'r é o trago sobre as varidveis de spin 0 = £1/2, § = 1/kgT (kg é a constante de
Boltzmann e T ¢ a temperatura absoluta) e as funcdes de Green G. do gés de elétrons

no campo magnético sao dadas por (57)

G.(1,2,0) = C(Fl,FQ)/(d—ﬁeiﬁ"?/d(hw)ifo(hw) x

2m)3
d+ioco d hQ 2
/ —S,exp [s (hw _ P gmﬂ?o)} X
S—ico 2T 2m
[ 2

1 hp 1
sech (—hwcs) exp ( P tanh (—hwcs) )] . (5.2)
2 MW, 2

Aqui C(7,7,) é um fator de fase unitario que obedece a relagao




66

C(F17F2) . C(F277?1> = ]-a (53)
Lo = 2;’? = f;TBc é a frequéncia cyclotron, p, e p (p* = p2 + pz)

sao as componentes de p paralela e perpendicular ao campo magnético, ¥ = 7] — T3 €

fo(hw) é a fungao distribuicao de Fermi-Dirac!

1
hw 5.4
) = oo o =) o0
Usando a identidade (39, 58)
exp [ xtanh( ﬂ Z 1) Ly (2z)e ™ [e " + e_(LH)O‘} (5.5)
L=0
=2
e fazendo = = e a = hw.s, podemos escrever
mwe
1 hp? 1
sech| —hw.s | exp | — P tanh | —hw,s = sech (g> exp [—x tanh (gﬂ
2 Mmw, 2 2 2
2 - L —xz [ —La —(L+1)
= o Z (—1)"Lr(2z)e [e 4 e~ (LD ]
e —La —a e
L (1 te ) _ L —z —La ,—a/2
=2 (=1)"Ly(22)e ea/2(1+e—a) =2 (=) Lye e
L=0 L=0
S L PP\ 1% s s
=2 (-1)'L, 2 )€ e e (5.6)

onde Ly (z) sdo polindmios de Laguerre. A partir da Eq. (5.6) notamos que hd um
pequeno erro na Eq. (2.3) de (17), onde se 1& e~ £<%/2 (nesse trabalho usamos L ao invés
de n para o indice do somatério sobre os niveis de Landau).

Agora, a partir da Eq. (5.2) temos:

— - &Pp  _inr hp?
G (71, 7,0) =2iC(7, 7)Y (=1)F “iF e Ly, (2
<(71.72,0) = 20 0(7, 7 ZO /(27r)3€ - L( mw,

/d(hw)fo( ) MOO 45 op { (hw B L )} (5.7)

S—ico 2T 2

Na Eq. (5.4), u é o potencial quimico. A temperaturas nulas, 4 = Er, onde Ef é a energia de Fermi.



Usando a defini¢ao da Transformada Inversa de Laplace (59)

Seja f(p) a Transformada de Laplace da funcao F'(t)

f0) = L{F@)} = | T F@r
0
Entao F(t) é a Transformada Inversa de Laplace da funcao f(p)

d-+ico
ﬂwzﬁlwwnzll/

podemos calcular a integral em s

d+ioco d h2 2 hw
/ 2—8 exp {3 (hw L guoBo — — — Lhwc>]
S—ico 2T 2m

2
h2p? hw
L { } < om giobo 5 >

e reescrever a Eq. (5.7) como

o

— d3p L 7;@52 h]_QQ
= — 9 = =2 L —ipT =
G (7,75,0) = 2i C(Tlﬂb);(—l) /We PTe Ly, (Qmwc)
h2p? heo.
/d(hw)fo(huJ)(5 {hw — (2:; + guoBo + 5 +Lhwc)}
o) d3p . hp? hﬁz
; = 2 L —ip-T
=N C(’T‘l,’l"g) Lz;) (—]_) / (27r)36 PT o™ mac LL (Qmwc)
2,2

hw,.
Jo + guoBo + — + Lhw, | .
2m 2

Escrevendo p’ em coordenadas cilindricas? temos

p-r=prsend + p,r,

(5.9)

(onde r, e T sdo as componentes de 7 paralela e perpendicular ao campo, respectivamente)

2Aqui tomamos o eixo z paralelo ao campo magnético e o eixo y paralelo a 7 (a componente de 7
perpendicular ao campo magnético).
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i o0 el 152 =2
G (7,7 0) = 2@C(F1,F2)Z(—1)L/ ip D, (2 b >
0

o 27 mwe
2 [e'] 2,.2
- dp. _; h?p 1
YV —iprsenf b’z —ipers z B ho | L + — . 5.10
/0 5 /00%6 f0(2m + gpoBo + ( +2)) (5.10)

A integral em 6 pode ser facilmente resolvida (59)

1 21 L 1 21 1 21
o . e~ PTsenlgg  — ), Cos(ﬁFseHG)dH—i%/O sen (p7sen 6)df
0
1 2m
= — cos (pTsen)dd = Jo(pT) (5.11)
2 Jo

onde Jy(x) é a funcdo de Bessel de primeira classe de ordem integral 0.

A resolugao da integral em p, é trivial se lembrarmos que, a temperatura nula, 4 = Ep

(1 é o potencial quimico e Er é a energia de Fermi) e

1 1 para e<p

fle) = 1+ eBle=pn)

0 para e€>pu

Assim,

h2p? 1
fo (&—FQ[LOBO—I-%C (L+—)> =1
2m 2

1
& L+ - . B
2m+( +2)7”‘u,u+guo o<l

2m 1 1/2
& |psl < {ﬁ {u - <L+ 5) hw, — 9#030}} (5.12)

2,,2

) h 1
dp.e "P="= f, L + guoBo + hw. | L+ =
2m 2

1 o
2 J_ o

1 o] 2,2

I 1
= ) dp. cos (p:r) - fo ( 27];2 + gpoBo + hw, (L + 5) ) —
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27 2m 2

1 {38l (pd)hoctanono] } 2
— dp. cos (p,r,) —

2 _{%[u—(LJr%)chrguoBo]}l/z

1 {’%[uf(L+%)hwc+guoBo]}l/2
i » dpsen (p.r)
T J {23 [y (L+ L) hwetgpoBo] }

-~

0

1 / 2 [p (144 hetonoBo] } 7
0

Y e h2p? 1
1— dp, sen (p.r.) - fo ( P + guoBo + hw, (L + —))

J/

dp, cos (p.r.)

T
1 2m 1 1/2
p— sen {rz {Fﬂ (u ( + 2) hw. — gto a)} } (5.13)

Entao, a solucao da integral em dp, deve ser reescrita como

1 00 ) h2 2 1
— / dp,e =" f, L + guoBo + hw. | L+ =
2m J_o 2m 2

1

2m 1 1/2
= 2| = — | L+ = e — GloB
p— sen {r {7? <u < + 2> hwe. — gp a)} }

. [u _ (L + %) P, — g,uoBa] (5.14)

onde n(x) é a fun¢ao degrau unitario

1 se >0
n(x) = . (5.15)
0 se <0

Agora, a Eq. (5.10) torna-se

- = 2 1 12
G (7,7, 0) = 21 C(71, ) Zsen {T’Z {h—? (u — (L + 5) hw, — guoBa)l }
L=0

-1t 1 <P _m? hp?
(=1 n {u — (L + —) hw,. — g,uoBa] / dﬁ%e mwe [ (Qm]i} ) Jo(p7) (5.16)
0

r, 2 B

e a integral em dp pode ser resolvida fazendo p? = x
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1 S 52 h_2 1 0o 2%
—/ dﬁﬁjo(ﬁf)efiwc Ly (2 b ) = —/ deo(?\/E)efchxLL ( x)
21 Jo A7 J, MW,

MW,
1 2 —1 L =2 Mmwe c ]_ c mwe - 2 c
- e () - Ly B (). 6

Aqui usamos (60)

o —1)"2p* b? b?
/ a2~/ I\ (by/z) L) (cx)da = (C/\)—Hexp (_>L7)~: (—) : (5.18)

0

Substituindo a Eq. (5.17) na Eq. (5.16) encontramos

_ > 2m 1 12
G (11,73,0) =21 C(11,T3) sen< r, {ﬁ <,u — (L + 5) hw, — guOBa)}
0

L=

1 1 c
nip— L+ =) hw — gugBo e oo Ly, ( T ) ) (5.19)
mr, 2 mh

A partir da Eq. (5.1), utilizando as Egs. (5.3) e (5.19), e fazendo as transformagoes
F=F—elRk= (71 + 7)/2, podemos escrever a densidade de energia de troca (por

volume) como

onde utilizamos v(7) = €*/r.
Note que até agora nenhuma restri¢ao ao limite quantico (L = 0) foi estabelecida. Isso
sera feito deste ponto em diante, para o caso® g = 2, n(T) =0e n(l] = n. Essa condigao leva

a relacao

3Como sera mostrado na Sec. 5.2.3, a condicdo n(T) =0e n(l) = n pode ser obtida para qualquer

g > 0, desde que os valores do campo magnético e da densidade satisfagam a relagdo (5.64) . Entretanto,
nesta Segdo usaremos g = 2 como no trabalho original de Danz e Glasser (17). O caso g arbitrario serd
discutido na Sec. 5.2.2.
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p=FEp=e(kpy, L=0,])<e(k,=0,L=0,7)

= <hwc+2 B 1 foe
S T 2 " 2me

Nesse caso, a densidade de energia de troca torna-se

27 1/2 2
]. 2 c mwe —
ey = —2/ d@/ d?’z/ d—r 7 ——sen |r, (—mu) mw e,ﬁm
G _,_7,2> T, h? 4mh
2
4 / d / a7 © 1 2m Y e e
= —Arx T, 7"7’ sen 1, | — e
7, + 7,2)1/2 473y, 2 h

42 mw.\2 [ 1 m 1/2 00 ?G_WS;)LCFQ
= — = dr,— sen? |r, [ =— dr —. 5.22
(27r>3< i) /o T [r (hﬂ) /0 T ) (5:22)
Fazendo
2h ht?
72 = (rzt + ) (5.23)
mwe. 2mw,
temos

462 rmw\? [ o | (2mp\"?
ey = _(27r)3< N ) /0 dr,r,~sen [( 2 T,

© p h h Rz 1Y?
/ o (TZ " t) {TE +2r—t+ —— 2] e "ot Tt
0 mwe mwe MW mews

4N6s verificamos que ha um erro de impressiao na Eq. (2.6) de (17), onde se 1& 7 (?2 + 7‘2) 1/2, a0 invés

de 7 (72 + 7‘3)71/2

, como obtivemos na Eq. (5.22).
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4e? (mwc>2 h /OO dr.r=2 sen? 2mpu\
= — r.r,°sen T,
(2m)3 \ h mwe Jo ? h?
~1/2
> h ho\
/ a (TZ - t) (TZ + t) ] e e QWIZUC 2
0 mw, mwe

4e? mwe [ _ _w g [ oo | 2mpu 2 it
— @ h dt e~ Tmec 0 dr,r*sen 7 r.le " (5.24)

Utilizando a seguinte relacao proveniente das Transformadas de Laplace (61)

/ e %c % sen (ac) sen (fc)de = e tan™! (L)
0

d? + a? — [
1 2aud 1 d* + (a — B)?
—ptan~! [ —dln | —F—% 5.25
+2ﬁ o <d2—a2+62)+4 n(al?—l—(oﬁ—ﬁ)2 (5.25)
resolvemos integral em r, e encontramos
4e? mw, [ ho 42 2myi 1
r = ¢ dt 72muct t -1
e (27r)3 > /o e 5 an . (h_2>1/2t +
2 \ 2mp
R 42
1 B! )
“tln | £ (5.26)
h2
4 (wtz—i—l
Fazendo
1 h2 1/2
T == t
2 (2mu>
obtemos
e? mw.dmp [ _Ap g2 (1 7
er = P /o dxr e hwe [2‘5311 (E>+xln(x2+1)1
e? /mwe\2 o 2 o 2
= —— = dz x1n (z%)e P — dezln (2% + 1)e P”
47r3<h> [p/o rxln(z%)e p/o rxln(z®+ 1)e P +
o 1 2
2p dr tan™' | — e P* (5.27)
0 x
Ap

ondep:hw.



Para resolver a tltima integral vamos considerar

F(a) = / e~ tan™! (—)dw = F(a) = —/ e " tan™! <2>dt,
0 x a Jo t

com ax = t. Utilizando a fungao erro Erf(z) (61)

x ) 1/2 x )
Erf(z) = %/ e dt = 9 (Erf(x)) = g/ e "dt
m 0 X 0

= %/2(% (Erf(x)) = % [(/ e‘tZdt)%] = %/2% (Erf(x)) = e v

podemos reescrever

F(a) = %/j /0 h % (Erf(t)) tan~! (%) dt

e obter, utilizando integracao por partes®,

/ o0 [e.9] —
F(a) = % [tan_l (%)Erf(t) _/ Erf(t)- (t(2+32))a2dt]
0 0 B
B /2 [ Erf(t)
_m I,

Mas (62)

O(a,c;x) = 207V 1My (2)

73

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

onde ®(a,c;x) é a fungao hipergeométrica confluente, My () é a funcdo de Whittaker,

a=p—k+1/2ec=2u+1. Assim

2 2
Erf(t) = —Wl/thl/Qe*t 120

(t)

N
=

5Aqui usamos Erf(0) =0e lim Erf(z) =1

Tr—00

(5.34)
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00 4=1/2,~t*/2 1 [ p—3/4e—/2
F(a) = M i (Ddt == L M d 5.35
(a) A My () QA My e (539

NI

com r = t2.

Utilizando a Transformada de Stieltjes (63)

> (2u+1 —A 11—k
[ i@ = 526 |y (5.36)
0 (k+n+1/2) A p41/2, 124
com
f(z) = x)‘e_“mka,u(ax)
ar, ..., ap B .
e onde G)" | @ ¢ a Fungao-G de Meijer (61), obtemos
b, .., b,
1 3/4, 5/4
F(a) = Za_3/2G§§ a? / / (5.37)
3/4, 3/4, 1/4
e
> 1 » 1 3/4, 5/4
/ dx tan™* (—>epx = Zp73/4G§§ / / (5.38)
0 t 3/4, 3/4, 1/4
A primeira e a segunda integral da Eq. (5.27) tem solucoes dadas, respectivamente,
por
e 2 _ I2 1 o0 —pt 1 1
zln (z%)e P dr = - In(t)e”dt = -LA{ln(t)} = —— (C+1n(p)) (5.39)
0 2 Jo 2 2p
e

fe’e) D oo D 1
/ zln (22 4+ 1)e P dr = - In (t)e P'dt = % [——ept In(t)] +
0

2/ p )
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1 [ e Pt eP e Pt eP [ e u e

o P
- —dt| = —/ —dt = — —du = ——Ei(—p 5.40
p/1t12opt 2p )y w 2p<) (540)
onde C ~ 0.57722 é a constante de Euler (39) e u = pt. Nas resolugoes acima utilizamos:

para a primeira integral (Eq. (5.39)), t = 2% e a Transformada de Laplace; para a segunda

integral (Eq. (5.40)), t = 2> + 1 e a Fungao Integral Exponencial (39, 61)

[oe} eft
Bi(—x) = — / " (5.41)
Substituindo as Egs. (5.38—5.40) na Eq. (5.27), encontramos a densidade de energia

de troca (por volume)®

2 2 3 4, 5/4
Co = % (m;)) C+Inp — e’Ei(—p) — p'*G3; ol (5.42)
T 3/4, 3/4, 1/4
onde (usando as Eqs. (4.35) e (4.40))
2
dp dep 4 Bk, 4 R R, s8R
= = = = —A4 = . 5.43
p hw. hw. hw. 2m hw. 2m e m3w§n ( )
Para p < 1, a Eq. (5.42) pode ser reescrita como
B ez /mwe\ 2 C C
em—@(7> [p—Cp—plnp+2p(C—2+1np)
= ¢ (m%)Q [C +1lnp — 3] (5.44)
eI = — n — . .
s \nz ) P b
Para obter a Eq. (5.44) utilizamos as seguintes expansoes (64):
(a)
P’ P
PERi(— = — i . — —
ePEi(—p) = <1+p+2!+...) [\11(1) Inp+p 2‘2!+3.3!
= C+lnp—p+Cp+plnp+ Op?) (5.45)

SNote que com a Eq. (5.42) reproduzimos a expressdo para a energia de troca obtida por Danz e
Glasser em (17).
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(b)
G2 (p 34, 5/4 )ng (p
3/4,3/4, 1/4

P T (5 ) 3_3
Or(1+2-14) '{{C—i—lnp—i-\ll(l_FZ_Z)_i_

1, 1+1/4—3/4
1+5/4—3/4

R R e

4
p)}Ti? (p bUE
3/2

p|+

1+3/4—5/4
143/4—1/4

242
1+3/4—1/4

IRYULICIN PR ASE B BV
F(%) [(C-i—l p+\lf(2) ‘I’(2>} oy 3/2 p|+
SF ( IS p) } = —2p3/4{ [C+Inp—2] - [14 O(p)] +@(p)} (5.46)
3/2 11 3/2
onde U(z) = diz InT'(2),
U(l)==C_ (5.47)
1
1\ (5) =—-C-2In2, (5.48)
‘I/(g>:2+\11(%>:2—([f—21n2, (5.49)
( 1, 1/2 )
3% | p =0, (5.50)
3/2
e oy e PF4 sao séries hipergeométicas generalizadas (64)
Ap = (O‘p)kzk 1/2
2y 1= 2 Fo =1+0 5.51
RO )
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s | 7 | = e+ ) - W) - w6+ )+ 060
7 Il 6, k=0 \ kT
e SR ORI ORIORIGIRE
= O(p). (5.52)

Nas Eqs. (5.51) e (5.52), ()i é interpretado como H ()

j=1

5.2.2 Energia de troca - arbitraria polarizagao de spin

Na Sec. 5.2.1, com o objetivo de detalhar o procedimento adotado por Danz e Glasser

em (17), todo célculo foi realizado utilizando g = 2, n(T) =0e né = n. Entretanto, seguindo

um raciocinio analogo podemos obter uma expressao para a energia de troca dentro do

limite quantico, valida para qualquer valor de g e com arbitraria polarizacao de spin.

Como foi discutido na Sec. 4.6, no limite quantico os elétrons ocupam apenas o mais

baixo nivel de Landau (L = 0). Assim, o limite quantico caracteriza-se por

(1)

(ii)

(iii)

(iv)

ng = n[l) =n/2 quando g = 0, pois nesse caso os subniveis spin-up e spin-down sdo

degenerados;

ng =0e né = n quando g > 2, pois o subnivel (L = 0,71) é degenerado com o

subnivel (L =1, ), quando g = 2, ou tem energia mais alta (quando g > 2);

n(T] =ne né = 0 quando g < —2, pois o subnivel (L = 0, ) é degenerado com o
subnivel (L = 1,71), quando g = —2, ou tem energia mais alta (quando g < —2);

arbitraria ocupacio n) e nj (com nl+ny = n), para 0 < |g| < 2, pois nesse caso nao

hé degenerescéncia dos subniveis (L = 0,7) e (L =0, ]) entre si ou com os demais

niveis de Landau.
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A partir da Eq. (5.20), mantendo apenas o nivel L = 0 ocupado, mas permitindo g

arbitrario e a ocupagao dos subniveis spin-up e spin-down, a energia de troca é dada por

mwc 3 2m hw,
B L e

e o) o

Seguindo um procedimento analogo ao descrito na Sec. 5.2.1 encontramos

2

€ = 5%5 <n¢;0>22§: n(p?) |C+In(p”) —exp (p7)Ei(—p”) —
oy [ O (5.54
3/4,3/4,1/4
com
p”zfik(u—%EMr—mmBa)==iz§n?- (5.55)
Como a parcela que contém a contribuicdo do nivel (L = 0,0) é nula quando

ng = 0, a fungdo degrau unitario n(p”) é desnecessaria. Assim, em termos dos nimeros
de ocupagao nf, a energia de troca (por volume) de um gés de elétrons tridimensional
no limite quantico (L = 0), com polarizagao arbitraria e vélida para qualquer valor de g,

pode ser escrita como

e? rmwe?2 8mind gt h? 02
ex(nd,ng, B) = 87r3< - ) Z[C—exp(mg 510 >E1< m3w3 —|—

A3 Ap3 1/4 4p3
In (—87T n"Q)—<87T n"2> G% ST ng?

m3w3 " m3w3 " m3w3 "

3/4,5/4
/4.5/ (5.56)

3/4,3/4,1/4
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Observe que para completa polarizagao de spin (que corresponde a ng =0e né =n,
se g >0, ou a n(T) =ne né =0,se g <0),aEq. (5.56) se reduz a’
2 ) 4453 453
p et rmwe 8m*h° )\ .. [ 87k 2
ex(n,B)—@< - > {C—exp(m3w§n>E1( m3w3 +
8t srthd )\ 8wthd | 3/4,5/4
R e
mwc mwc mwc 3/4’3/47 1/4

como obtido na Sec. 5.2.1 (Egs. (5.42) e (5.43)).
Além disso, para sistemas nao-polarizados (n = n/2), possiveis quando g = 0,

a Eq. (5.56) leva a

2 2 243 243
eivp(n,B):€—<mwc) {C—exp(Wth)Ei( mh 2 —|—

43\ h m3w? m3w3
2R, 2mth? 14 0 | 2R3 3/4,5/4
W™ ) e ) O | e (5.58)
c c ¢ | 3/4,3/4,1/4

As expressoes obtidas para os limites completamente polarizado (Eq. (5.57)) e nao-

polarizado (Eq. (5.58)) podem ainda ser reduzidas as expressoes mais simples

2 433
P _me*h 8mh” 5\
e, (n,B) = mwcn [(C +1In <m3w§n ) 3] (5.59)
e
2 433
NP meh P (N
e, (n,B) = 2mwcn {(C+ln <m3w§n ) - 3] , (5.60)

validas, respectivamente, quando

8mind 2mth3
n® <1 e

2
n° < 1.
miw? miw?

A validade das diferentes expressoes para a energia de troca (Egs. (5.57-5.60)) sera

detalhadamente discutida na Sec. 5.2.3.

"Os ndices P e NP em e, identificam, respectivamente, sistemas completamente polarizados (P) e
sistemas nao-polarizados (N P).
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Embora a imposi¢ao do limite quantico ainda restrinja imensamente o uso das ex-
pressoes apresentadas nesta Se¢do, a Eq. (5.56) constitui um ligeiro avan¢o em relagao
ao trabalho de Danz e Glasser (17), pois permite, para |g| < 2, a ocupagao dos subniveis
spin-up e spin-down do nivel L = 0. Como veremos na Sec. 5.2.3, a ocupagao dos subniveis
(L=0,1) e (L =0,]) possibilita trabalhar com campos magnéticos mais baixos do que
os exigidos para que os elétrons ocupem apenas L = 0 com completa polarizacao de spin.

Note, entretanto, que a ocupacdo de ambos os subniveis (L = 0,71) e (L = 0,]) no
limite quantico somente ¢ possivel se |g| < 2 (veja Secs. 4.5 e 4.6). Quando |g| > 2, a
restri¢ao ao limite quantico (L = 0) implica na completa polarizagao de spin e a Eq. (5.56)

se reduz a Eq. (5.57).

5.2.3 Validade das diferentes expressoes para a energia de troca
no limite quantico

A expressao mais geral para a energia de troca dentro do limite quantico é dada
pela Eq. (5.56). Essa expressao é vélida para qualquer valor de g e permite polarizagao
arbitaria de spin, ou seja, arbitraria ocupagao ng e né, desde que ng + né =n. Em termos

| he
do comprimento magnético | = 5 ° do parametro de densidade
e

S (i)l/g, (5.61)

ap \ 4mn

onde n é a densidade e ag é o raio de Bohr (Eq. (4.10)), a validade da Eq. (5.56) é°

‘< {% (v2=Tol+ ﬁ)]w (5.62)

T'sQo

para |g| < 2, e

s 3

1/3
l < (ﬁ) (5.63)

para |g| > 2.

Para sistemas completamente polarizados, a Eq. (5.56) se reduz a Eq. (5.57), vélida

8 As condigoes (5.62), (5.63), (5.65) e (5.68) apresentadas nesta segao foram derivadas na Sec. 4.6.
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quando

z 2191\
g
5.64
rsQg << 3T > ( )

para 0 < |g| < 2, e

1/3
! 2v/2
Zve 5.65
rsao < ( 3 ) ( )

para |g| > 2.

A condigao (5.64) foi obtida a partir da relagao

Ep=elkpy, L=0,]) <elk.=0,L=0,1) se 0<g<2, (5.66)
ou
Ep=ekpy, L=0,7) <e(k.=0,L=0,]) se —2<g<0, (5.67)

utilizando as Eqs. (4.34) e (4.40), e nl =nse —2<g<0oun,=nse0<g<2.

Note que:

(i) sistemas completamente polarizados® por um campo magnético externo sao possiveis
apenas se g # 0, pois os subniveis (L = 0,71) e (L =0, ]) sdo degenerados quando

g =0 (Sec. 4.5);

(ii) para |g| > 2, a restri¢ao ao limite quantico implica em completa polarizacao de spin
(Sec. 4.6). Por isso, as Eqgs. (5.56) e (5.57) possuem a mesma validade (Egs. (5.63)
e (5.65));

(iii) para 0 < |g| < 2, polarizacdo de spin arbitrdria ¢ permitida dentro do limite
quantico. Nesse caso, a Eq. (5.56) pode ser utilizada e o campo magnético minimo,
para uma dada densidade, é fornecido pela relagao (5.61). A partir da condigao

(5.64) observamos que a exigéncia de polarizagao completa aumenta o limite inferior

9Polarizacdo completa também é possivel para g = 0 no caso de um sistema ferromagnético (nio sob
investigacao neste trabalho).
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do campo magnético. Nesse sentido, a Eq. (5.56) constitui um avango na tentativa

de reduzir os valores do campo magnético.

Para sistemas nao-polarizados, encontrados quando g = 0, a Eq. (5.56) se reduz a

Eq. (5.58), vélida para

rsao 3T

1/3
: <<4ﬁ) | (5.68)

As Egs. (5.57) e (5.58), aplicaveis, respectivamente, a sistemas completamente po-
larizados e nao-polarizados, podem ser reduzidas a expressoes mais simples dadas pelas

Egs. (5.59) e (5.60), vélidas quando

1/3
4%3 2
Threr o L« <£> (5.69)

1/3
21t h3 [ 2¢/2
"Trcl = < (22 (5.70)
m3w? s 3
para sistemas nao-polarizados.
No limite
8min3
In (##)’ > | —3+C| (5.71)
para sistemas polarizados, ou
2743
In (£3w3n2>‘ > [ —3+C| (5.72)

para sistemas nao-polarizados, que correspondem a baixas densidades e campos magnéticos

ultrafortes, as Egs. (5.59) e (5.60) podem ser reescritas, respectivamente, como

el (ry, B) 27 1 [(hw,\ " hw
e\l P) 2t 2 [ e In{0.14172=5 5.73
w = () (01e) 579
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eNP(r,, B) 271 1 (hw,\ " fww
Tz " P) 2~ < In ( 0.22472=° 5.74
Ry 8 agrs ( Ry ) ! ( "Ry > (5.74)

onde e,/Ry e hw./Ry sdo as energias de troca e cyclotron medidas em Rydberg
(1 Ry = €*/2ag ~ 13,6 eV).
Esse limite foi obtido por Danz e Glasser em (17), para o caso completamente polari-

zado, como

el PG (ry, B) 27 1 [hw.\ Fuw
z = ) In{0.282r2—5). 5.75
Ry 167 adrS (Ry) . ( s Ry) ( )

Observe que o resultado de Danz e Glasser difere do nosso (Eq. (5.73)) no pré-fator
(27/16 ao invés de 27/4) e no argumento do logaritmo (0.282 ao invés de 0.141). Como
essa diferenca corresponde a um fator 4 no pré-fator e a um fator 2 no logaritmo, nés
acreditamos que Danz e Glasser empregaram unidades de Hartree (1 Hartree = 2 Rydberg)
mas erroneamente afirmaram que o resultado final estava em Rydberg!®.

Nas Figs. 5.1, 5.2 e 5.3 sao apresentados os menores valores de campo magnético,
para 2 < 7y < 10, acima dos quais as expressoes para energia de troca (apresentadas
nesta segao e na Sec. 5.2.2) sdo validas. Na Fig. 5.1, onde |g| = 2, a restri¢ao ao limite
quantico implica em completa polarizacao de spin e a Eq. (5.56) equivale a Eq. (5.57).
A Fig. 5.2, onde |g] = 1, revela que a restrigdo ao limite quantico com completa po-
larizacao de spin exige campos magnéticos mais altos do que os necessarios para obter
apenas o limite quantico (permitindo polarizagao arbitraria). Na Fig. 5.3, onde g = 0, os
sistemas sdo nao-polarizados e as Eqgs. (5.56) e (5.58) s@o equivalentes.

Enquanto as condigdes (5.61—5.68) sao bem definidas, as condigoes (5.69—-5.72) nao

podem ser precisamente determinadas. Dessa forma, adotamos

Suth3 2R3
"E <005 e ——n’<0.05
m3w3 m3w?

para as condigoes (5.69) e (5.70), e que |3 — C| seja menor que 5% do termo logaritmico

para as condicoes (5.71) e (5.72).

10Egsa explicacdo também foi dada por Rau, Mueller e Spruch em (65).
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Diferentes valores de massa efetiva (m*) e constante dielétrica (e) sdo utilizados nas
Figs. 5.1-5.3, mostrando que é possivel obter o limite quantico para valores de campo

magnético mais préximos aos campos produzidos em laboratério (como discutido na

Sec. 4.6).
(a) (b)
m*/m= e=1 m*/m= 0.1 e=10
50~ 50~
N El \ 20y
\ \‘ B
40} g 40}, -
e Y = k! e n
\ S \ NI
Dl AN = " Bq.(5.73) = 30p N s . ~Eq.(5.73)
o . \ -
= N b e [aal
= 20 ~ 5% ¥ o W
m \‘\ 4
10N\Eq.(5.57) “R‘*=~EEI-(5-59)
0 ----------

Figura 5.1. Validade das expressoes (5.57), (5.59) e (5.73) para sistemas completamente polari-
zados, com |g| = 2. Nesse caso, as Eqgs. (5.56) e (5.57) sao equivalentes. As curvas representam
0s mais baixos campos magnéticos acima dos quais as expressoes indicadas sao validas, para
m*/m =1ee=1em (a) e m*"/m = 0.1 e e = 10 em (b). As curvas cheia, tracejada e
pontilhada correspondem, respectivamente, aos limites inferiores das relagoes (5.65), (5.69) e
(5.71).

(a) (b)

m*/m= 1 e=1 m*/m= 0.1 =10

B/104 (T)
B (T)

Figura 5.2. Validade das expressoes (5.56) e (5.57) para |g| = 1. As curvas representam os mais
baixos campos magnéticos acima dos quais as expressoes indicadas sao validas, para m*/m =1
ee=1em (a) e m*/m =0.1ee =10 em (b). As curvas cheia e tracejada correspondem,
respectivamente, aos limites inferiores das relagoes (5.62) e (5.64). As duas curvas representam
sistemas dentro do limite quantico. Entretanto, no sistema representado pela curva cheia os
subniveis (L =0,7) e (L =0, |) estdo ocupados, enquanto a curva tracejada corresponde a um
sistema completamente polarizado.
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(a) (b)

B/104 (T)

Figura 5.3. Validade das expressoes (5.58), (5.60) e (5.74) para sistemas nao-polarizados, com
g = 0. Nesse caso, as Egs. (5.56) e (5.58) sao equivalentes. As curvas representam os mais baixos
campos magnéticos acima dos quais as expressoes indicadas sao vélidas, param*/m=1ee =1
em (a) e m*/m = 0.1 e ¢ =10 em (b). As curvas cheia, tracejada e pontilhada correspondem,
respectivamente, aos limites inferiores das relacoes (5.68), (5.70) e (5.72).

5.3 Energia de troca - contribuicao do segundo nivel
de Landau

Nesta Secao nés generalizamos o procedimento descrito na Sec. 5.2.1 e obtemos uma
expressao analitica fechada para a energia de troca de um gas de elétrons tridimensional
na presenca de fortes campos magnéticos, incluindo contribuicoes do segundo nivel de
Landau e permitindo polarizagao de spin arbitraria. Como veremos ao final desta Secao,
a inclusao do nivel L = 1 permite tratar campos magnéticos mais baixos dos que os
exigidos pelas expressoes apresentadas nas secoes anteriores!!.

A partir da Eq. (5.20), utilizando coordenadas cilindricas, a densidade de energia de

troca (por volume) pode ser escrita como

A

e rmw.\ 2 5 i T 1
€x:—@< 5 > Xa:/dTT—@{LZ:OT](,U/—(L+§>hwc—g/,toB0')

2
2m 1 Mmwe _o
sen [T"’\/ﬁ (,u— (L+§) hwc—guo(f)]LL( 57, | >}

110s resultados incluindo L = 1 sdo originais e foram publicados por J. M. Morbec e K. Capelle em
Phys. Rev. B 78, 085107 (2008).
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N o YT 0 (?2 + 7”2) Tz \L=0
2
1 2 1
n (u - (L + 5) hw, — guoBor) sen [rz\/h—? (,LL — (L + 5) hw,. — g,uoBa) } (5.76)

onde n(x) é a fun¢ao degrau unitario (Eq. (5.15)) e Ly (z) sao polinémios de Laguerre.

Considerando apenas as contribuigoes dos dois primeiros niveis de Landau (L = 0 e

L =1), temos

mwc _Mmwe g 2
Cxr = 471'3 Z/ d?“z/ dr —m8Mm ——— T e 1/2 2h
1 MW, 2m 1
{77 (,u — §hwc — guoBa) Lo ( o T ) sen [TZ\/ﬁ (u — §hwc — guOBa)
3 mwe 2m 3
n (u - §fwc - guoBo> Ly ( o7 | ) sen [r\/ﬁ (u - §hwc - guoBo)

Como as fungoes de r, sao pares, podemos escrever

/ drz:2/ dr,.
—0o0 0

2

} (5.77)

Assim, adotando

Cl=p- (L + —> hwe — gpoBo, (5.78)

2m 1
Dj = \/ﬁ [,u — <L + 5) fw. — guoBa} (5.79)

e utilizando Lo(z) =1 e Li(x) = 1 — x, obtemos

2 mwc 2

B mwc o 2 (o
€y = — 273 Z/ drz/ dr——— ( +r2)1/2 [U(Co)sen (Dgr»)

2n(CT)n(C7) sen (DGr.) sen (DY) ( T;ZCFZ) n

2(CF) sen? (D) (1 m“"‘r?ﬂ | (5.80)

2h
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Fazendo a mudanca de variavel

t2> , (5.81)

encontramos

e? mw, 2 e et . "
=93 [Caeds [Tan {n<co>sen2<Dorz>+

; B} A2\
n (CY) sen? (D7r,) (1 —tr, — 2mwc> +

27 (C2) 1 (C7) sen? (DGr.) sen? (D) (1—trz— i )} (5.82)

2mw,

As integrais em 7, podem ser resolvidas utilizando Transformadas de Laplace (63):

<1 2 1 4a*
/ — sen? (az)e Pdx = atan™" (_a) — —pln (1 + %), (5.83)
0 p 4 p

12

o 1 e o 1 e
2/0 —; sen (az) sen (bx)e " dx :/0 ) [cos (ax) — cos (bz)] e PPdx

X
=—pln |———| + bta -] —ata -, 5.84
2pn{p2+bz )T (5:84)

<1 <1
2/ —sen (ax) sen (bx)e P dr = / — [cos (ax) — cos (bx)] e P*dx
0 o

T
1. [p*+0?

o DO | 4a?

T sen” (ax)e P dr = 2 In{1+ o (5.86)
(§
o] 2@2
2 —px _
/(; Sen (a:t)e p dZL' = M (587)

Aplicando as relagoes (5.83—5.87) nas integrais em r, da Eq. (5.82), obtemos
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n(Cg)n(CY)

e? muw, i o o 2Dg§ 4Dg?
€ =—53 Z/ dte” 2mwc{ (C9) {D tan~ < ) ——tln( t20 )] +
_l’_
_l’_

(t_ 47:%753)1 ( Egi; )*
(1) 08 = ppyat (50 )
O L G|
n(C7) [D‘f (1 — mZCtQ + 475;31&4) tan ™! (2lt)?>+

3t h h2 4Do? t
= B — ) In (1 ! oD?? | (5.88
( 4 N 2mw, 16m2w? ) N ( * 12 ) Mt t2 4 4Dg? (5.88)

Resolvendo separadamente as integrais da Eq. (5.88) temos:

1% integral:

o 2 2D§ > 2 1
L = / dt e~ Tmac! tan_l( O) = 2D8/ dx e P tan™* (—>
0 ¢ 0 X

o0 2,.2 1
= 2Dg/ dre ™™ tan (—> (5.89)
0 T
onde fizemos
t 2 2
= — = 4 DU = .
v 2Dg’ p 2mw, (D5) ¢ p=a

Essa integral foi resolvida na pag. 73. Utilizando a Eq. (5.38), obtemos

1 3/4, 5/4
I ==Dgp3*G3 | p

5 (5.90)

3/4, 3/4, 1/4
onde G232 ¢ a Fungao-G de Meijer (61);

¢ integral:

< A(Dg)?
12:/ dtte” 7ot In <1+ (D5) ) (5.91)
0

t2
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Fazendo

podemos reescrever IQ Ccomo

I = zugf[Awdanhmx+1y—Amdxamhmm}

:_ﬁﬁpﬁwm@m—C—mﬂ, (5.92)

onde Ei é a integral exponencial (Eq. (5.41)) e C ~ 0.57722 é a constante de Euler (39);

¢ integral:
00 h e t2+(Da_Da)2
I; = dt e zmoc" t1n 0 L
’ LA <ﬁ-+<D8+«DfP
— l/oodye—ayln (y+(D(‘)7_D(17)2>
2 Jo y+(D§ + D7)?
. DS — DY , .
= mTw [2 In (ﬁ) — e'Ei(—q) + esEz(—s)] (5.93)
0 1
onde y = 2,
h h h
— — D° — D° 2 — D° + D° 2'
“ 2mw,.’ 1 Qmwc( 0 1) © s 2mw6< o+ D1)

4% integral:

oo De — D¢
I4 - / dt e_ﬁﬁ tan_l (%)
0

3/4, 5/4
3/4,3/4,1/4

_ (Dg_Df) —§G22

= S oy (5.94)

onde seguimos a resolugao da integral I; (Eq. (5.90)) e fizemos

B h
N 2mw,

q (D§ — D)%
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5% integral: Analogamente a integral I, com

h
2mw,

(DF + D7)?,

S =

encontramos

oo DO’ DO'
Iy = / dt e~ Tzt tan™! (%)
0

_ (DEDY) g || B 5/
- 4 23

; (5.95)

3/4, 3/4, 1/4

62 integral:

S t2 4+ (Dg + D9)?
Iy = dt e zma:t 3 1n 0 "1/ )
‘ /0 <t2+(D6’—Di’)2

Fazendo y = t? e a = , e utilizando integracao por partes, obtemos

mwe

1> y
Iy = — [ dye™ (1 DS + Dj)? —~
© T 2 ), Y (n<y+( e A N
y
In (y + (D — D?)?) — )
v+ (DF = Di)’) y+ (D§ — DY)?

1 1
= 5 {a [ln (D + DY)? — exp [(Dg + Df)2a} Ei (—a(Dg + Df)Q)} +

(Dg + D)2 exp [a(Dg + DY2]Ei (—a(Dg + DF)?) + 2_
1 [In(D§ — DY)? —exp [(D§ — DY)?a|Ei (—a(D§ — D7)?)] —

a
. R 1
(DF ~ DFexp [o(D§ — DI (~a(D5 — D) -}
2m2w? DS + D¢
= ¢ (s —1)e’Ei(—=s) + (1 — ¢)e?Ei(—q) + 21In (%)} (5.96)
h? DS — Dg
onde ¢= f (D§ — D7)* e 5= f (D§ + D7)%

2mw,. 2mw,
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7% integral:

& 2 DS — DY & 1
e [t () 5 [t (1) o
0 0 Y

com

h
q=

2mw,

(DF-D7P e y=

Integrando por partes obtemos

DS — D9y [ [ 1 >
I = (Dg 7) / dy e tan~ ! (_) _/ dy e y ]
2q LJo Y 0 y2 +1
Do — D° 3 [ foo 1 1 © 1
_ ( 0 1) / dy e*qy2 tan~ [ 2 ) = —/ dt xe 1" ——
2(] LJo Y 2 0 r+1
Dg = D{)* [ [ 1y, !
= —< 0 V) / dy e~ tan ™! (—) + —qui(—q)] (5.98)
LJo

2q y

onde fizemos z = y? na segunda integral. Observando que a primeira integral pode ser

resolvida de forma andloga a integral I;, encontramos

34, 5/4 + Lemi—g)| (5.99)

mwe , N I
I; = 3 (Dg — D7) Zlq 3/4G§§

3/4,3/4, 1/4

¢ integral:

&) DO’ DO’
Iy = / dt e~ Fmac' 12 tan ™! (g)
0

t
c 1 3/4,5/4 1
Zn?@%ﬂﬁzﬁwﬁs 45 + 5¢Ei(=s)| (5.100)
3/4,3/4, 1/4
resolvida de forma andloga a integral I7, com
h
s = (D§ + DY)*;

2mw,
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9¢ integral:

> : 2D° 1 , 3/4,5/4
Iy :/ dt ¢~ T tan ™! ( 1) = §Dfr’3/4G§§ r 4.5/
0 t 3/4, 3/4, 1/4
com
h
=4 D7)2.
r 2mwc( 7)

Essa integral foi resolvida de maneira analoga a integral I;

10¢ integral:

o g2 4(D?9)* 2(D7)?
]10:/ dt e~ Tzt t1n (1+ (D1) ) = — (D7) [e"Ei(—r) — C — In7]
0

12 r

resolvida de maneira analoga a integral /o com

h
r—

— 4Do 2.
2mw, (DY)

112 integral:

Iy, = / dt e~ Tnaet 2 tan ™! ( tl)
0

3/4, 5/4 1
T 4.5/ + EeTEi(—r)

A 1
= ey | G

3/4,3/4,1/4

resolvida de forma andloga a integral I; com

h
r—

= 4(D7)%;
2muw,. (D)

(5.101)

(5.102)

(5.103)
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12¢ integral:

0 o 4D02 1 0 4D02
Iy, = / dt e~ Tt 13 1n <1+ ( 21) ) :—/ dre “xln (_m—l— (D7) )
0 t 2 Jo x

1 e¢] oo
= 3 {/ dre “zln[z + 4(D7)?] — / dre *“xln m} (5.104)
0 0
onde
h
= t? = :
T e “=

Resolvendo a primeira integral por partes, obtemos

11 [ 1 [ T
Io==|= [ dre WD)+ = | dper—2
12 = 5 [a/o ze *lIn(z+4(D7) )+a/0 xre z + 4(D7)?

o 1
/ dxe *xln x} = 5.3 Inr — e"Ei(—r) + re"Ei(—r) + C] (5.105)
0 a

com

h
P =4(DF)a = 4 — (D9,

Mwe

13% integral:

o A2 t 1 [ 1 1
L= | dtemat—— " [ dre e~ —  —eEi(—r) (5.106
1 / T A 2/0 T e~ 2t B (106)

onde

h
= t? = 4(D7)*a = 4——(D7)*
' e r=4(D])a=d5 (D7)

14¢ integral:

X

ee , 2D°¢ o 1
I, = / dt tre~Tmaet tan L ( tl) = 32(Df)5/ dx ze ™ 23 tan ™! (—) (5.107)
0 0
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onde

t B
= = 4(D%)?a = 4——(D?)2.
2D3 € r ( 1)a Qmwc( 1)

T

Integrando por partes, obtemos

32(D9Y [ [ 1 x ’
Ly = (D7) {3/ dre ™ r2 tan™! (—) —/ dp e 2 (5.108)
2r 0 0

T 2 +1

2

onde fizemos y = x* na segunda integral. Observando que a primeira integral é analoga

a I;, temos

32(D7)° |3 34 0
472 er /G23

3/4, 5/4 3
Ly = r + (

3/4,3/4, 1/4

15% integral:

o0 L2 4(D?9)*
L = / dt ¢ T’ t5ln(1+ ( 1)>
0

t2

= 32(D9)° [/ dre " z%In (x + 1) —/ dre " x*In (1) (5.110)
0 0

onde
12 h
= 4(D7)%a = 4——(D7)%.
4(D3)? e r=4Di)a Qmwc( )

Integrando por partes a primeira integral, obtemos

I 32(D9)° Q/Ood e In ( +1)+1/Ood e T
= - re xln(x - Te -
o ! r Jo T Jo r+1
/ d:):e_meIH(x)}
0
67’

2 2
= 3PP |~ S + SeEil-r) - TEi(-r)-

1 2
ﬁ—i—ﬁ(C—l—lnr)] . (5.111)



Substituindo as integrais I; a I15 na Eq. (5.88), encontramos

e? (mwc>2 y
ey = —= [ ——
8m \ h

3/4,5/4
Z n(C§) |C+1Inp — ePEi(—p) — p1/4G§§ P /4, 5/ N
o 3/4,3/4, 1/4
1 3 3/4, 5/4
n(CY) (57“ — 1) ¢"Ei(—r) + C+1Inr — Z_1?01/461% , /4, 5/ N
3/4,3/4, 1/4
o o DU + Do‘ . 3/4, 5/4
n(Cgm(CY) |41In (ﬁ) + 2e?Ei(—q) + q1/4G§§ q _
v 3/4,3/4, 1/4
3/4,5/4
268Ei(—$) . 51/4Gg§ s / /
3/4,3/4,1/4

Mas, C7, DY, p, q, r e s podem ser escritos em termos de nf como

43274

CU_Qﬂhl o2

L= nr,
m

o __ 212 0
D7 =277l"ng,

p= 42me(D8)2 = 87T4l6n82
h o o\2 446/, O o\2
q= mec<Do — D7)* =27 (ng — n7)
r = 4 h (DO’)2 — 87T4l6n<72
2mw, ! !
5= (D§ + D9)? = 27*1%(ng + ng)?

2mw,

onde ng é a densidade do subnivel (L, o), dada pela Eq. (4.40).

95

(5.112)

(5.113)
(5.114)

(5.115)

(5.116)

(5.117)

(5.118)

Assim, a densidade de energia de troca (por volume), quando apenas os dois mais

baixos niveis de Landau (L = 0 e L = 1) estao ocupados, é dada por
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ex(ng, g, ni, ny, B)

e rmwe2 00 ON( o o -
= 5 (5F) X [0, B) + eV ngonf, B) + (0], B)] (5.119)

g

onde

8mih? 8wt h?
e (ng, B) = C — exp ( T ng2) Ei ( i ”2>

— n
m3w? m3w3 °

+
473 433 1/4 453 3/4,5/4
In (87T h (,2) _ <87T h 02> G2 8m"h ng? /4:5/ ) 7 (5.120)

3, 3 %0 3 3% 3,3
e e e 3/4,3/4, 1/4

o o 2R3 - o2 \ 2m'h? o )2

O (ng 1, B) = 2exp (m (nf = nf) )E (— gy 8~ ) ) -
2R3 o o2 \ o 2m'h? o o\2 ng +ny

2 exp <—m3wg’ (ng +n7) )El (_—m%g (ng +n7) ) +41n (ng — n({) +

274 p3 14 oA hB 3/4, 5/4
(2 g -n0) 62 | 250 o )

(ng —ng -
3,3 3,43
mw e 3/4,3/4, 1/4

[

\_/u

27T4h3 . , 1/4 27T4h3 . , 3/47 5/4
(m3w3 (ng + n1)2> G m3w3 (n§ +nf)* (5.121)
¢ c 3/4,3/4,1/4
o 8mih? o\ . [ 8TRE
W B) = C - exp (m3w3 n12) b (_ m3w3 n12> -
3 sThd 1/4 (o $Tih® | 3/4,5/4
4 \ m3w3' ! 23 | 3.8 1y
¢ ¢ 3/4,3/4,1/4
8rh° o 1 (87h° 8mtht o\ . [ 8TRY

As fungoes degrau unitario n(z) foram suprimidas porque 69(50’1) e eg) sao nulos quando

g __
ny = 0.

A expressao (5.119) é vélida para arbitréaria polarizagao de spin, desde que apenas os
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niveis L = 0 e L = 1 sejam ocupados. Entretanto, como discutido na Sec. 4.5, a posicao e
a degenerescéncia dos subniveis dependem do fator g. Portanto, a validade da Eq. (5.119)

deve ser determinada para cada valor de g:

e quando g = 0, os subniveis (L,T) e (L,|) sd@o degenerados e o sistema é nao-

polarizado. Assim, a Eq. (5.119) é valida quando

Ep=elkh, L=1,1)=¢(kb,,L=1,])

<ek,=0,L=2,1)=¢€(k,=0,L=2,]), (5.123)

que implica em

w23 e 3T

n<2+\/§ = l <{i<2+\/§>r/3; (5.124)

e quando g = 2, o subnivel (L =1, 7) é degenerado com subnivel (L =2, |). Por isso,

a restricdo L < 1 exige que o subnivel (L = 1,7) esteja vazio. Dessa forma,

n = ng +nl+nt (5.125)

com n(T) = n%, e a validade da Eq. (5.119) é dada pela relacao

Ep=elkh, L=1,])<e(k,=0,L=1,1)=e(k,=0,L=2,])

242 l 4 1/3

e quando g = —2, os subniveis (L =1, ]) e (L = 2, 1) sdo degenerados e a Eq. (5.119)

¢ vélida apenas quando (L = 1, |) estd vazio, ou seja, quando

n=n)+n§+nl (5.127)
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Ep=elkh,L=11)<elk,=0,L=1,])=€(k. =0,L=2,7). (5.128)

A degenerescéncia entre os subniveis (L =0, ) e (L = 1,7) implica em n(l) = nl, e

as relagoes (5.127) e (5.128) levam a

2+ /2 l 4 13
— (1 2 . 12
n<T=E T [ W( +\/_>] (5.129)

e quando 0 < |g| < 2, ndo ha degenerescéncia entre os subniveis. Assim, a restrigao
L <1 permite a ocupagao dos subniveis (L =1,7) e (L =1, ), e a validade da Eq.

(5.119) ¢é dada pelas relagoes

n:n8+né+nl+n%
se 0<g<2 (5.130)
Ep=e(kh,, L=1,1)<e(k,=0,L=2,])

ou

n:ng—%né—l—nl—i—n{
se —2<g<0 (5.131)
Ep=elkh,L=1,]) <e(k,=0,L=21)

e 0 caso |g| > 2 é particularmente interessante, pois

e(k.,,L=1,1) >¢€(k,,L=2,]) para g > 2,
k., L =0,1)=¢€(k. =0,L =2,]) para g =4,
€(k.,,L=0,1)>¢€(k,=0,L=2,]) para g >4,

e(k.,,L=1,]) >e€(k,,L=2,7) para g < —2,

ek, L =0,1) =¢€(k. =0,L =2,1) para g=—4

e(k,,L=0,]) >e(k,=0,L=2,1) para g < —4.
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Assim, a restricao aos niveis L = 0 e L = 1 implica em completa polarizagao do
nivel L = 1 quando 2 < |g| < 4, e completa polarizagao do sistema quando |g| > 4.

Dessa forma, a Eq. (5.119) é vélida se

Er=c¢lkl,,L=0,1)<elk,=0,L=2,
r = elkro D < D para 2 < g <4, (5.132)

com n:né—l—n%—l—ng

Epr=celkh,L=1,])<elk,=0,L =2,
r =l b <<l b para g >4, (5.133)

com n:n(l)—i-n%

Er = 6(]4]%;0,[/ =0, l) < G(kz =0,L= 2,T> para —4<g<—2 (5 134)
com n=nb+n!+n}

Ep=ce(kh,, L=1,1)<e(k,=0,L=2,1) I — (5.135)
com n = ng + nI

Na Sec. 5.2.3 nés discutimos, para diferentes valores de g, a validade da Eq. (5.56), que
considera apenas o nivel L = 0 ocupado. Comparando, agora, a validade das Eqgs. (5.56)
e (5.119), notamos que a inclusdo de contribui¢ées do nivel L = 1 possibilita trabalhar
com campos magnéticos mais baixos dos que os exigidos pela Eq. (5.56).

A Fig. 5.4 apresenta os regimes de campo magnético e densidade para os quais as
Egs. (5.56) e (5.119) sao validas. Na Fig. 5.4 (a), onde g = 2, as curvas cheia e
tracejada equivalem, respectivamente, aos limites inferiores das relagoes (5.126) e (5.65).
Na Fig. 5.4 (b), g = 0, e as curvas cheia e tracejada correspondem aos limites inferiores
das relagoes (5.124) e (5.68).

Como uma ilustracdo da Eq. (5.119), a Fig. 5.5 mostra a energia de troca (por
particula) para valores de campo magnético e densidade que levam & ocupagao dos niveis
L=0eL =1, e compara o uso da Eq. (5.119) com o emprego incorreto da Eq. (5.56)

no mesmo regime. A energia de troca (por particula) é representada por €, e é obtida
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dividindo as expressoes (5.119) e (5.56) pela densidade (e, = e, /n).

Um interessante comportamento de €., observado apenas quando niveis L > 0 sao
ocupados, é revelado na Fig. 5.5: como uma funcao da densidade, €, decresce com uma
derivada descontinua na densidade ng4, que corresponde ao inicio da ocupacgao do nivel
L = 1. Em seguida, ¢, passa por dois regimes separados por uma densidade critica n..
Abaixo de n., a energia de troca (por particula) decresce (em médulo), até atingir seu

valor minimo em n.. Acima de n. o médulo de €, cresce, podendo atingir valores maiores

\ (b)

B /104 (T)

Figura 5.4. Validade das expressoes (5.56) e (5.119) para os géds de elétrons tridimensional,
comm*/m=1ee=1 g=2em (a) e g =0em (b). Em (a), as curvas cheia e tracejada
correspondem, respectivamente, aos limites inferiores das relagoes (5.126) e (5.65). Em (b),
correspondem as relagoes (5.124) e (5.68).

0.25 [ T T T T T -
0.20f
= :
% o1sf
E [
0.10f
0-05 [ 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
10 9 g 7 6 5 4
1/7,

Figura 5.5. Energia de troca (por particula) como funcao de 1/rs, para g = 2 e B = 1.4448 x
10* T, nas curvas superiores, e ¢ = 0 e B = 1.1474x10* T, nas curvas inferiores. As curvas cheias
representam a energia de troca (por particula) obtida dividindo a Eq. (5.119) pela densidade.
As curvas tracejadas ilustram a incorreta continuagao da expressao (5.56) no regime L = 1. A
energia de troca (por particula) é representada por €, e é obtida dividindo as expressoes (5.119)
e (5.56) pela densidade (e; = ez/n). Aqui m =m* e e = 1.
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do que os obtidos colocando todos os elétrons no nivel L = 0.

Esse comportamento de €, pode ser explicado pela estrutura e forma de ocupagao dos
niveis de Landau: quando apenas o nivel L = 0 é ocupado, a energia de troca cresce
com o numero de particulas. Entretanto, quando o nivel L = 1 comeca a ser ocupado, o
reduzido overlap espacial entre os orbitais das particulas em L =0 e L = 1 provoca uma
reducao na energia de troca por particulas. Mas, como o nimero de particulas em L =0
e L =1 cresce, a energia de troca entre particulas do mesmo nivel aumenta e compensa
o decréscimo inicial. Na Fig. 5.6 apresentamos as contribuigoes das energias de troca

intranivel (6500’ e 69(01)) e internivel (6;071)) para a energia de troca total (Eq. (5.119)).

Para g = 2 (Fig. 5.5), o decréscimo inicial é muito mais pronunciado que para g < 2
pois, nesse caso, os subniveis (L = 1,]) e (L = 0,7) sdo degenerados e a ocupagao de
(L =1,]) ocorre simultaneamente a ocupacao de (L = 0,7). Assim, além da reducao na
energia de troca das particulas adicionais em (L = 1, ]) devido ao pequeno overlap entre
os orbitais, a energia de troca entre as particulas do subnivel (L = 0,7) e dos subniveis
(L=1,])e(L=0,]) énula.

A densidade ng, onde o decréscimo inicial ocorre, e a densidade critica n., onde a

energia de troca (por particula) atinge um minimo local, dependem do campo magnético

0.10 T T T T T
0.08

= 0.06

[

S’

& 0.04 e 4 e®
0.02 _ f(OI)T E(‘“)*
ool - S, [N e = ey

111 1 1 1 1
1o 9 8 7 6 5 4
1/rs

) , (1) (0,1)

Figura 5.6. Contribuicoes das energias de troca intranivel (e’ e €; ') e internivel (e; ') para a
energia de troca total (Eq. (5.119)). Aqui g = 0, B = 1.1474 x 10* T, m = m* e ¢ = 1. Como
os subniveis (L, 1) e (L, ]) sao degenerados, a energia de troca entre os elétrons com spin up é
igual & energia de troca entre os elétrons com spin down. Nesta figura sao plotadas energias de
troca por particula (e, = e;/n).
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aplicado. Para campos magnéticos muito fortes, ambas as densidades podem ser encon-

tradas no regime metélico.

5.4 Relacoes para a dependéncia de spin da energia
de troca em altos campos magnéticos

Nesta Secao discutimos a dependéncia de spin da energia de troca E, e mostramos que,
para sistemas colineares arbitrariamente polarizados, a dependéncia de E, nas densidades
de carga (n! e n') e de corrente paramagnética (j; e jé) pode ser obtida a partir de dois

limites extremos: um sistema completamente polarizado ou um sistema nao-polarizado'?.

O fenomeno de troca ocorre apenas entre elétrons de mesmo spin. Por isso, a energia
de troca (F,) de um sistema colinear'® pode ser sempre escrita como uma soma das

contribuicoes do subsistema spin-up (E]) e do subsistema spin-down (EY)

E,=E! +E. (5.136)

O Teorema de Hohenberg-Kohn para a CDFT (apresentado no Cap. 3) garante que
a energia de troca é um funcional das densidades de carga (n! e n') e de corrente para-

magnética (j; e j}), onde n =n! +nle fp = j; - ]} Assim,

Ex = Ea: [nTa ni,j;,ﬁ] ) (5137)

e, por simetria de spin
B, [nl,nt 1, 5b] = B [nonl 150 (5.138)

Utilizando as relagoes (5.137) e (5.138), a Eq. (5.136) leva a

1205 resultados apresentados nesta secdo sao originais e foram aceitos para publicacio em International
Journal of Modern Physics B (2008).

BEm sistemas ndo-colineares, o eixo de quantizacdo muda no espaco e a energia de troca possui
contribuicoes de spin fora da diagonal (66).
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B, [nl 0t 18] = B |0l 53] + B [0t 53] (5.139)
onde as contribuicoes dos subsistemas spin-up e spin-down sao dadas pelo mesmo fun-

cional F,.

Em sistemas nao-polarizados temos n! = nt = n/2 e j’p = j} = fp/ 2. Dessa forma,

podemos definir a energia de troca de um sistema nao-polarizado (EYT) como

x

ENP [n’ﬂ _ NP

nnjj
= =52 5.140
2’2’2’2] (5.140)

Da mesma forma, a energia de troca de um sistema completamente polarizado pode ser

definida como'*

—

EF [n,j} =EP [O,n,O,]’] =EP [n,O,j, O] (5.141)

se lembrarmos que, em sistemas completamente polarizados,

nl=n e jl=7j, se g<0 (5.142)
nt=n e j’é:jp se g>0

Calculando a relagao (5.139) para um sistema nao-polarizado (onde n! =n! =n/2 e

j; = ]} = jp/Q), encontramos

g |t _pnil g |
2'2°272 279 279
= EMP [ny} —92, |21 = E [ng} — ZENP [271,2]}
272 2
~ B [nT,ni,j;,]]i,] = SENF [QHT,QJ;} + 5B [in,%ﬂ . (5.143)

Aplicando um raciocinio anédlogo a sistemas completamente polarizados (onde as densi-

1A segunda igualdade da Eq. (5.141) é valida devido & simetria de spin.
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dades n? e jg sao dadas por (5.142)), obtemos

E, [n,o,]‘,o]:E [Onoj} [ } . [0,0]
= B |n] = B [n.]]
= B nlnd 0] = B et )]+ BE [0 ] (5.144)

A partir das Eqgs. (5.143) e (5.144), as energias de troca de sistemas completamente

polarizados e nao-polarizados podem ser relacionadas como

11 .
EP [n,jp] = SEYF [Qn,sz] . (5.145)

As Eqs. (5.143) e (5.144) mostram que a energia de troca de um sistema com po-
larizacao arbitraria pode ser completamente determinada a partir da energia de troca
de sistemas nao-polarizados (através da Eq. (5.143)) ou a partir da energia de troca de

sistemas completamente polarizados (utilizando a Eq. (5.144)).

Se ignorarmos a densidade de corrente paramagnética, a Eq. (5.143) se reduz a relagao
de escalonamento de spin de Oliver e Perdew (67)

E, [n',n'] = lEiVP [2n'] + %E;VP [2n'], (5.146)

2

comumente utilizada na SDFT para a obtencao de funcionais da densidade de spin de
sistemas arbitrariamente polarizados a partir de funcionais da densidade de sistemas nao-
polarizados (26, 68, 69). Nesse contexto, nossa Eq. (5.143) constitui uma generalizagao

do escalonamento de spin da SDFT para a CDFT.

Relacoes que permitem obter a energia de troca de um sistema arbitrariamente pola-
rizado a partir de um sistema completamente polarizado, como a Eq. (5.144), sdo pouco
utilizadas na SDFT, pois, em geral, os funcionais da densidade de spin sao construidos
a partir de sistemas nao-polarizados. No entanto, a Eq. (5.144) é 1til no regime de
campos magnéticos muito fortes, onde expressoes analiticas para a energia de troca do

gas de elétrons tridimensional sao conhecidas para o caso completamente polarizado, com
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ocupagao dos dois primeiros niveis de Landau (Secs. 5.2.1, 5.2.2 e 5.3).
As expressoes para a energia de troca apresentadas nas segoes anteriores sao escritas
como funcao da densidade n e do campo magnético B. Lembrando que a relagao entre as

densidades de corrente fisica j e paramagnética fp é dada por (veja Cap.3)

I = (R + (A, (5.147)

onde A é o potencial vetor (E =V X ff), e que f: 0 em um gas de elétrons homogéneo

exposto a um campo magnético uniforme, encontramos

B(n,j,) = —%V X (jp@) . (5.148)

n(r

~—>

Assim, a partir da Eq. (5.144), otemos

eFP (ni,B SIS VAN (]—>> , (5.149)
e nt

onde e, é a densidade de energia de troca (por volume). Note que as Eqs. (5.148) e
(5.149) sao vélidas somente para o gas de elétrons homogéneo na presenga de um campo
magnético uniforme.

Considerando apenas o nivel L = 0 ocupado, a aplicagao da relagao (5.149) a energia de
troca de um sistema completamente polarizado (Eq. (5.57)) produz expressoes similares
a Eq. (5.58) para sistemas nao-polarizados e a Eq. (5.56) para sistemas com polarizagao

arbitraria.

5.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo derivamos uma expressao analitica fechada para a energia de troca de

um gas de elétrons tridimensional exposto a fortes campos magnéticos, incluindo con-
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tribuicoes dos dois mais baixos niveis de Landau e permitindo arbitraria polarizagao de
spin. Além disso, discutimos a validade das expressdes para a energia de troca (con-
siderando apenas L = 0, ou ambos L = 0 e L = 1 ocupados) com diferentes valores de g.
Finalmente, obtivemos relagoes de escalonamento de spin para a energia de troca em
termos das densidades de carga e de corrente paramagnética, e mostramos que a energia
de troca de um sistema arbitrariamente polarizado pode ser obtida a partir dos limites
nao-polarizado ou completamente polarizado.

O trabalho apresentado neste capitulo é também descrito nas publicagoes:

o “Contribution of the second Landau level to the exchange energy of the three di-
mensional electron gas in a high magnetic field’, de autoria de J. M. Morbec e K.

Capelle, publicado em Phys. Rev. B 78, 085107 (2008)

e “Eract and approrimate relations for the spin-dependence of the exchange energy
i high magnetic fields”, de autoria de J. M. Morbec e K. Capelle, aceito para

publicagdo em International Journal of Modern Physics B (2008).
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Capitulo 6

Energia de troca de um gas de
elétrons tridimensional em um
campo magnético: calculo numérico

6.1 Introducao

No capitulo anterior obtivemos expressoes analiticas fechadas para a energia de troca
vélidas quando apenas os dois mais baixos niveis de Landau (L = 0 e L = 1) s@o ocupados.
Essa restricao a L < 1 limita a utilizacao dessas expressoes a campos magnéticos muito
fortes, a densidades baixas, a massas efetivas muito menores que a massa do elétron ou a
constantes dielétricas maiores que 1.

Neste capitulo realizamos um calculo numérico da energia de troca de um gés de
elétrons tridimensional na presenca de campos magnéticos, permitindo a ocupagao de um
numero ilimitado de niveis de Landau. Esse cédlculo nao leva diretamente a construcao
de novos funcionais para a CDFT, mas possibilita a obtencao da energia de troca para
quaisquer valores de campo magnético e densidade.

Esse cdlculo foi motivado pelo trabalho de Skudlarski e Vignale (42) e contou com a
colaboracao do Prof. Giovanni Vignale, do Departamento de Fisica e Astronomia, da Uni-
versidade de Missouri-Columbia (Estados Unidos). Parte deste trabalho foi desenvolvido
durante uma visita da autora ao grupo do Prof. Vignale, no periodo de 05 de Abril a 20

de Junho, 2008.

Ao longo deste capitulo, definimos algumas das variaveis utilizadas no calculo numérico
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(Sec. 6.2) e descrevemos a formulacao tedrica do célculo da energia de troca na presenca de
um campo magnético (Sec. 6.3). Alguns resultados do célculo numérico sdo apresentados
na Sec. 6.4 e comparados, quando possivel, aos resultados obtidos a partir das expressoes
analiticas do Cap. 5. O programa utilizado nesses calculos foi escrito em Fortran e

fluxogramas de algumas das suas subrotinas sao apresentados no Apéndice B.

6.2 Algumas definicoes preliminares

Como vimos no Cap. 4, em um géas de elétrons tridimensional exposto a um campo
magnético uniforme e unidirecional (na diregdo do eixo z, B = BZ), a energia de um

elétron é dada por

2 2 1
e(k,,L,o) = —=+ (L + ) hwe + guoBo, (6.1)
m
eh € , N 1 2
onde pig = m— ¢ o magneton de Bohr, w. = — ¢é a frequéncia cyclotron e o = 5 é o
2mc mc
spin do elétron (0 =1 =1 eo = —3 =|).

Além disso, a densidade de cada subnivel (L,0) e a densidade total sdo, respectiva-

mente,

1 eB . 1 .
Tﬂ%k” =5 k%r, (6.2)

S
SE
I

= 5 e 2 ML = 57 2 K (63

he
onde ! = 4/ °B é o comprimento magnético e k%, é o momento de Fermi do subnivel (L, o).
e

Introduzindo as varidveis adimensionais (42)

hw l
ke

_ —k° @o
Ry L \/5 FL FL\/§’

)

D

>
q

B =
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onde ag é o raio de Bohr, as Egs. (6.2) e (6.3) podem ser reescritas como

—3/2
N B
ng = (6.4)
L ym2g?
e
—3/2
ArB
n=—-—-. (6.5)
42al

Aqui, A pode ser interpretado como o fator de ocupacao do subnivel (L,o) e

A=)\
o L

Definindo A como o fator de ocupacao do mais baixo subnivel ocupado, temos:

)\(l) se g>0
A= A=) se g=0 - (6.6)
Al se g<0

Assim, podemos escrever o fator de ocupagao de cada subnivel A7 em termos de A:

e quando g > 0 e m* = m, a partir da Eq. (6.1) encontramos

Ep = e(kpp, L, 1) = e(kpy, L, 1) = e(kpy, L =0, 1)
I

m

h

12
%km

h
= kL2 4+ hw L 4 gpoB = %kﬁ + hwL =

= >\22+L+g:>\i2+L:)\$2

USRIV Sy SN A J
= 2 2 (6.7)
A=\ —L=Vv—T

Ly Ly
B . g
Ap = > VAT i+ ;:0: N—i-?, (6.8)

onde L; e L%,, representam, respectivamente, o niimero total de subniveis spin-up e

spin-down ocupados.
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e quando g < 0 e m* = m, a partir da Eq. (6.1) obtemos

Ep=e(kh,, L,1) = elkh,, L, |) = e(kLy, L =10,1)
h

= QEW + hw.L — guoB = ik” + hw.L = —k;%)
2m

= A +L—§=A} +L:Ag

Agz\/AgQ—L+Q:\/A2—L+Q
= 2 2 (6.9)

A=A L=V —L

;«/AQ—H +Z\/)\2—z. (6.10)

6.3 Formulacao Teérica

A energia de troca (por particula) de um gas de elétrons tridimensional é dada por!

1

d3
=3 | GV @@ 1] (6:11)

onde V(q) é a Transformada de Fourier do potencial de Coulomb

dme?
V(q) = " (6.12)
e So(q) é o fator de estrutura nao-interagente
h > o
So(q) = —— dw x0(q, iw). (6.13)

™ Jo

A fungao xo(q,iw), conhecida como fungao de Lindhard, é a funcdo resposta do gas

de elétrons nao-interagente, e é definida como (50)

'Uma breve derivacio da Eq. (6.11) sera apresentada no Apéndice A.
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e(N, k,o MK o L2
Xo(q, iw _hmVE E E )) = I (e , )) (M, K'|ng|N, k)
= EE,NMzhijeNka)—e(Mk o)+ in

onde f(e(N, k, 0)) é o niimero de ocupacio para os estados do subnivel (N, o) e fig = e "

¢ o operador flutuacao da densidade.

Como visto na Sec. 4.3, a equacao de Schrodinger de um elétron, considerando apenas

os efeitos do diamagnetismo e utilizando o calibre de Landau, tem a forma

lg_m +im <m_B)] )= (e= ) 1o, (6.15)

similar a equagao de Schrodinger de um oscilador harmonico unidimensional cuja solugao

é

_ 1 (ZE‘ + kylZ)Q z+ kylz tkyy Jikzz
\Ijn(l’,y, Z) = WGXP {—T Hn f (& e s (616)

onde H,(x) é o polinomio de Hermite de ordem n.

Utilizando a Eq. (6.16) podemos calcular o elemento de matriz do operador ng

<M,JZ’ I7ig] N, E> _ <M, E' e N, E>

2~ (VD ~ 1l > o)
VNIMIzl2 dz exp[—i(k; +q. — k2)] / dy exp [_Z(ky +qy — ky)y}
” Tk (kP v+ R v+ k2
| dee [_< K)ot ) _W}HM( L )HN( Lt >
= 1 5kt 40y k0
VRN NI e

. +k/l22 klZQ +k/l2 k’lz
/ dx exp {_(x 21; ) —(w—;l; ) —iQx-T:|HM (:p ly )HN (x—i_ly )

1.
= (Sk;Jrqy,ky&k’erqz,kzFMN(qj_) exp |:—§qu(k; + ky)ﬂ] 7 (6.17)
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onde ¢7 = ¢ + ¢,

- .\ TM-N
N g (gy — 142!

M1 B
FMN(QL) = s (618)

r . 1IN-M 272
%!6_1%3/4 (qy \—/%qx)l - (ful ) w M<N

e L™(x) sao os polinomios generalizados de Laguerre.

Na Eq. (6.17), as fungoes delta resultaram das integrais em y e z e a integral em x foi

resolvida utilizando a relagao (39)

/ e Ho(t + y)Hy(t + 2)dt = 2"7>mlz" "L (=2yz) com m<n. (6.19)

[e.9]

Substituindo a Eq. (6.17) na Eq. (6.14) encontramos

(qu)l”

€(N, ks, f(e(M, K, 0
Z > Z ihw + €( Nakba) E (M, k! )iék;"!‘nyky(sk‘;‘i‘q,z,kz

o kykl ko ki N,M 1R

e(N,k.,0)) Mk, —q., )
:_ZZZNZ:ZM+ENI<: a)fEE(Mk : )i [Fun(a)l”. (6.20)

k2 M

Como nao ha dependéncia em k,, a soma sobre k, ¢ reduzida a uma multiplicacao por
2
a

o2 (onde estamos considerando o sistema em um cubo de lado a e volume V = a?), e
T

Lo 11 f(e(N, k., 0)) 2
Xold,iw) = a 2ml? Z ; sz\; ihw + €(N,k,,0) —e(M, k, — q.,0) Farn(au)]

f(€<M7kz_qz,O')) )
N,Z]\/[ ihw + e(N, k., 0) — e(M, k. — ¢.,0) |Fan(qu)l| - (6:21)

Fazendo as mudancas M < N e k, — ¢, < k, na segunda parcela da Eq. (6.21)

obtemos
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(i) = 25 3303 Fula) F(eN ks, o)

o k.
1 1
: — - (6.22)
ihw + €(N, k,,0) —e(M,k, — q.,0) ithw+€e(M, k., + q.,0) — (N, k., 0)
Agora, substituindo o somatério em k, por uma integral
o[k
27 J_o
k=
e utilizando a Eq. (6.1), encontramos
(@) = s 3 3 1Pl )f* | dh eV, kev)
o N,M —o©
1 1
5 - - - (6.23)

h h

Mas,

1 se e(N,k,,o
F(e(N ks ) = Wokso)) <u (6.24)

0 se €(N,k,,0))>pn

onde p é o potencial quimico (a temperaturas nulas, y = Ep, onde Er é a energia de

Fermi). Assim, como
(N, k,,0)<pu <  —kiy <k, <k%y,

a partir da Eq. (6.23) obtemos

a
kFN

ny 1
Xo(q,iw) = 7 > \FMN(QL)F/ dk:

o N,M —kEN

1 1

12 72
ihw + o (2k.q. — ¢2) + (N — M)hw,  ihw + Gy (2k.q. + ¢2) + (M — N)hw,
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— 2 h2 -
thw + gk = 5—a; + (N = M)hw.
4%212 hQ ZZ [Evn(gu)]” 4 In 72 2 -
” T — ko — g2 4 (N — M)hw.
| i B2 (N = M),
Zhw + _QZkg’N + _qz - - c
In m =
o — gk + 22 — (N — M)hw,
_Z mq FN + 2qu ( ) a
h T 2
N — M)w. — 5—¢q q:k
= F | - .2
47T2l4hwcq,zza:z‘ un(qu)[’In > no 5| (6.25)
(N — M)w. — %qz —q:kE N

onde a integral em k, foi resolvida utilizando integracao por partes?.

Substituindo a Eq. (6.25) na Eq. (6.13), encontramos

So(q) = F
(@) = 47T3l4nwc q- g Z Farn(au)]

2 h 2 h o ?
0o w? + [(N = M)w, — o &=~ EszFN
/ dw In ; ; 5
0
2+ [(N — M)w. — oG~ qukfm}
1 2
= T%ing. D> 1 FPun(qu)l
¢ NM
2 [?
( §q§ + Pkfng. + M — N‘ — qu — PkS g, + M — ND . (6.26)

Note que Sp(¢) ndo depende da componente 6 de . Assim, substituindo a Eq. (6.26)
na Eq. (6.11) e utilizando a Eq. (6.12), obtemos

d 2 d6 . 4
e.(n, B) = / o / da:_Ame” 1) - 1]
o 0 2m 2w qL + q2
= —/ dqm/ dq 50(6,7) —1]
0

ZN6s constatamos que a Eq. (6.25) difere da Eq. (18) de (42). A dedugio feita aqui permite-nos
afirmar que a correta expressao para xo(q,iw) é dada pela nossa Eq. (6.25).
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| (k% — kFal = kfn — k)
47r3nl2 ZZ/ dgrqy [Fun(qu)| [ dg. R +
/kFN+kF1u d 1 ( ko o
Q55 4
Kot U T E = Ha)

62 00 qL , ;

= 1onl2 Z Z/ dq. |FMN(QJ_)’2 [7 In (qi + (k%y + kFM)Q)—
o NMYO
QJ_ o o o ( N — KT )
5 In (¢ + (kfy — kfar)®) + (kEy — kFy) arctan (W) -
— e ) -
1

Utilizando as variaveis adimensionais

ky = kg, Eyp = gy e 71 =lqu

encontramos a seguinte expressao para a energia de troca (por particula)® em unidades

de Rydberg efetivo (Ry*)

ex(n, B) =

47T>\TZZZ/ g, |Fan (@) [ (k;—FEXJ,qL)_

v (—kN + kM,qL) v (kN . kM,qQ T (—kN - E;},ql)] Ry*,  (6.28)

onde

U(a,r) = aarctan (2) — gln (¢* + a?), (6.29)
x

( _ M—-N r — 12
N' B 2 2
e (—q;) Ly (—%) se M >N

[Fun (@) = (6.30)

M! N-M r 62 12
72 /2 N-M [ 9L
\N'e (2) _LM (2) se M <N

3Nossa Eq. (6.28) difere da Eq. (19) de (42) no pré-fator e no sinal da terceira funcio W(...).
Entretanto, a dedugao realizada aqui permite-nos afirmar que a expressao correta para a energia de troca
é dada pela nossa equagao (6.28). Ao ser consultado, o autor sénior da Ref. (42) concordou com esta
observagao, bem como com a observagao da nota de rodapé anterior.
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*

m*/m
22

e Ry* = Ry (onde Ry= 13.6 eV, m* é a massa efetiva do elétron e £ é a constante
dielétrica).

Neste capitulo, a energia de troca (por particula) de um gas de elétrons tridimen-
sional na presenca de um campo magnético é obtida a partir da Eq. (6.28), calculando

numericamente a integral em g, . Os fluxogramas que descrevem o célculo numérico dessa

integral sao apresentados no Apéndice B.

6.4 Resultados do calculo numeérico

Nesta secao apresentamos alguns resultados do calculo numérico para a energia de
troca (por particula), comparando-os, quando possivel, a resultados obtidos a partir das

expressoes analiticas fornecidas no Cap. 5.

Nas Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3 sao listados os resultados numéricos da energia de troca
para diferentes valores de campo magnético (B), massa efetiva (m*), constante dielétrica

(¢) e fator-g. O numero de subniveis spin-up e spin-down, respectivamente denotados

Tabela 6.1 — Resultados numéricos (e2*™) e analiticos (e2"*) da energia de troca (por particula)
para g = 0. O resultado analitico é obtido dividindo a Eq. (5.119) pela densidade e os desvios
entre os resultados numérico e analitico sao dados pela Eq. (6.31). As energias e e €@
sao fornecidas em Ry* (Rydberg efetivo). n! e n! representam, respectivamente, o nimero de

subniveis spin-up e spin-down ocupados. Os valores de B, rs, m* e € satisfazem a relagao (5.124).

num
x

m*/m | e | B(T) |ry| €™ (Ry*) | € (Ry*) | desvio (%) | n! | nt
110000 | 2 | -0.471738 | -0.471749 0.0023 1] 1

1 1 | 20000 | 8 | -0.0886291 | -0.0886521 0.0259 111
50000 | 2 | -0.463735 | -0.463739 0.0009 2 |2

5000 | 8 | -0.116227 | -0.116229 0.0017 2| 2

6 3| -0.307482 | -0.307493 0.0036 111

0.1 10 2.5 6 | -0.135582 | -0.135597 0.0111 1] 1
3 3 | -0.305535 | -0.305540 0.0016 2 |2

0.8 6 | -0.152532 | -0.152535 0.0020 2 |2
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Tabela 6.2 — Resultados numéricos e analiticos da energia de troca (por particula) para g = 1.
O resultado analitico é obtido dividindo a Eq. (5.119) pela densidade e os desvios entre os

resultados numérico e analitico sdo dados pela Eq. (6.31). As energias €

num
xT

e €l

ana

sao fornecidas

em Ry* (Rydberg efetivo). Os valores de B, rs, m* e ¢ satisfazem a relagao (5.130).

m*/m | e | B(T) | r, | e (Ry*) | €2 (Ry*) | desvio (%) | n! | nt
700000 | 1 -1.18852 -1.18855 0.0025 011

10000 | 10 | -0.113038 | -0.113043 0.0044 011

500000 | 1 | -0.969583 | -0.969612 0.0030 111

5000 | 10 | -0.0955315 | -0.0955333 0.0019 111

1 1 | 300000 | 1 | -0.946667 | -0.946681 0.0015 1] 2
3500 | 10 | -0.0939103 | -0.0939123 0.0021 1] 2

200000 | 1 | -0.929413 | -0.929421 0.0009 2] 2

2200 | 10 | -0.0930363 | -0.0930373 0.0011 2| 2

220 2 | -0.514964 | -0.515020 0.0108 011

30 7 | -0.119321 | -0.119365 0.0367 011

90 2 | -0.458337 | -0.458356 0.0041 111

8 7 | -0.129279 | -0.129285 0.0049 171

0.2 12 50 2 | -0.466357 | -0.466365 0.0017 1] 2
4 7 | -0.133116 | -0.133118 0.0016 1] 2

35 2 | -0.462790 | -0.462795 0.0011 2|2

2.8 7 | -0.132311 | -0.132312 0.0010 2] 2

Tabela 6.3 — Resultados numéricos e analiticos da energia de troca (por particula) para g = 2.
O resultado analitico é obtido dividindo a Eq. (5.119) pela densidade e os desvios entre os

resultados numérico e analitico sdo dados pela Eq. (6.31). As energias €

num
xT

e €l

ana

sao fornecidas

em Ry* (Rydberg efetivo). Os valores de B, rs, m* e ¢ satisfazem a relagao (5.126).

m*/m | e| B (T) | rs | €™ (Ry*) | €™ (Ry*) | desvio (%) | n! | nt
200000 | 4 | -0.178318 | -0.178461 0.0801 011

1 11 20000 | 9 | -0.108894 | -0.108911 0.0156 011
25000 | 4 | -0.251458 | -0.251464 0.0024 1] 2

5000 9 | -0.112073 | -0.112076 0.0027 1] 2

6 5 | -0.201578 | -0.201604 0.0125 011

0.05 |5 1 12 | -0.0851835 | -0.0851932 0.0114 011
1.3 5 | -0.187225 | -0.187228 0.0017 1] 2

0.22 |12 | -0.0776770 | -0.0776783 0.0017 1] 2
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por n! e nl, sdo apresentados para cada densidade (aqui determinada pelo parametro
rs). Com o propdsito de comparar os resultados numéricos com os resultados analiticos
obtidos a partir das expressoes do Cap. 5, utilizamos campos magnéticos e densidades
que satisfazem a condigdo L < 1 (todos os elétrons ocupando apenas os dois primeiros
niveis de Landau). O resultado analitico é obtido dividindo a Eq. (5.119) pela densidade

(uma vez que a Eq. (5.119) fornece a densidade de energia de troca por volume) e o desvio

num
T

ana
T

entre os resultados numérico (e2*) e analitico (e2"*) é dado por

num

__ Lana |
T €

e

desvio = (6.31)

ana
Ex

A partir das Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3 nds verificamos que a concordancia entre os resultados
numéricos e analiticos é muito boa.

A Fig. 6.1 mostra o comportamento, em func¢ao da densidade, da energia de troca
(por particula) obtida numericamente, utilizando B = 1.5-10* T, g = 2, m*/m = 1 e
e = 1. Note que o comportamento de ¢, quando um novo subnivel comega a ser ocupado
(indicado pelas linhas tracejadas) reproduz o comportamento discutido na pag. 101 e

observado na Fig. 5.5.

0.30 . -
025/ I e
2 R I P
% 020!
& | L=0 :
0.15 | |
0.10 — ’
11 1 1 1 1 1 1
098 7T 6 5 s B

1/ry

Figura 6.1. Energia de troca (por particula) como funcio de 1/r, para B = 1.5-10* T, g = 2,
m*/m =1ee = 1. Os pontos apresentados nesta figura foram obtidos numericamente e a linha
cheia corresponde a expressao analitica dada pela Eq. (5.119). As linhas tracejadas indicam
quando um novo subnivel comeca a ser ocupado. A relag@o entre a densidade e r; é dada pela
Eq. (4.9).



119

Capitulo 7

Construcao de modelos para a
funcao dielétrica do gas de elétrons
tridimensional na presenca de
campos magnéticos fortes

7.1 Introducao

Uma carga positiva (ou negativa) na presenga de um gas de elétrons terd seu potencial
reduzido (ou aumentado) devido ao excesso (ou & auséncia) de elétrons em sua vizinhanga.
Esse fenomeno é conhecido como blindagem e constitui uma importante manifestacao dos

efeitos de muitos corpos em metais e semicondutores (70).

-

A blindagem é descrita por uma fungao dielétrica, e(k), dependente do vetor de onda

—

k. Na aproximagao de Thomas-Fermi (70, 71), a funcao dielétrica do gas do elétrons

tridimensional é dada por

4kp 1
aom k2

erp(k) =1+ (7.1)

e pode ser obtida minimizando o funcional energia de Thomas-Fermi. Na Eq. (7.1),
h2

ap = — € o raio de Bohr e kr = (37%n)'/3 é o vetor de onda de Fermi (onde n
me

é a densidade do gés de elétrons nao-perturbado). Recentemente, Févaro, Capelle e
Ferreira (70) generalizaram esse procedimento para a construgao de modelos para a fungao

dielétrica do gas de elétrons bi e tridimensional incluindo corregoes de troca e correlagao
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na auséncia de campos magnéticos. Neste capitulo nds utilizamos uma generalizacao
semelhante para a modelagem da funcao dielétrica de um gas de elétrons tridimensional
(3D) exposto a campos magnéticos ultrafortes.

Na préxima segao (Sec. 7.2), os modelos para a funcgao dielétrica serdo construidos
dentro da aproximagao de Thomas-Fermi, e na Sec. 7.3 efeitos da energia de troca serao

incluidos por meio da aproximacao de Thomas-Fermi-Dirac.

7.2 Funcgao dielétrica de Thomas-Fermi de um gas de
elétrons tridimensional na presenca de campos
magnéticos fortes

Nesta secao usamos a aproximacao de Thomas-Fermi e o procedimento proposto em
(70) para construir modelos para a funcao dielétrica de um gés de elétrons tridimensional
na presenca de campos magnéticos muito fortes.

Como vimos no Cap. 4, na presenca de campos magnéticos, a energia cinética (por
volume) do gés de elétrons tridimensional é escrita em termos de uma soma sobre os niveis

de Landau como

1 eB n2k%; 1
= o DX T e (1 5) (72)
Assim, uma expressao fechada para a energia cinética em termos da densidade somente é
possivel para um nimero pequeno de niveis de Landau.

Por isso, restringiremos nosso estudo ao caso em que apenas o primeiro nivel de Landau

é ocupado!. Dentro desse caso, consideraremos duas situacoes particulares:

(i) g = 2, onde a restricao a L = 0 exige completa polarizacdo de spin, ou seja,

1Como definido na Sec. 4.6, dizemos que um gés de elétrons esté no limite quantico quando todos os
seus elétrons ocupam o mais baixo nivel de Landau (L = 0).
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(ii) ¢ = 0, com todos os elétrons no mais baixo nivel de Landau (L = 0) e nao-
polarizados,

n) =ng =n/2.

7.2.1 Funcao dielétrica de Thomas-Fermi para o limite quantico
com g =2

O funcional energia total de Thomas-Fermi (TF) para o gés de elétrons tridimensional

na presenga de campos magnéticos é dado por (1, 19)

Erpln, B] = Treln, B]+ / dPr / &> ; ; / AP n(F) Ve (F) — / dPrm(7) - B(7)

(7.3)

onde os termos do lado direito sao, respectivamente, a energia cinética, a energia

eletrostédtica (Hartree), a energia potencial da distribui¢do de carga em um potencial
externo vz, € o termo Zeeman.

Considerando um campo magnético uniforme com direcao fixa no espago,

B = BZ, e lembrando que a restricio a L = 0 com g = 2 impde n! = ng =0e

n! = n} = n, temos

/ dri(7) - B(i) = / & m.(F)B = B / drn(i) = 1 / Pro(),  (14)

eh eB
onde py = Ime é o magneton de Bohr, w. = s é a frequéncia cyclotron e

m(7) = —po [0} (7) = n!(7)] (75)

Assim, o funcional Erp[n, B] (Eq. 7.3) pode ser reescrito como

Erpln, Bl = Trp[n, Bl + /d3 /d3 ! |j)_nr/’ /d3rn( ) Vet () — ficse /d?’rn
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e leva a

5ETF[7L, B] = ETF[’TL + (5”, B] — ETF[TL, B]

—(STTFTLB—F@ /d3 /dgl

Como foi mostrado no final da Sec. 4.3, a densidade de energia cinética quando n(T) =0

(5n(77)+/d3rvm(17)5n(77)—%/d3r(5n(F). (7.7)

1 z
eng=mné

2 mipt hw
t:t||+tl:_7r3 -n’® “n,
m wg 2

onde tll é a componente longitudinal e t+ é a componente transversal.
Assim, o funcional energia cinética de Thomas-Fermi para um gas de elétrons tridi-

mensional na presenca de fortes campos magnéticos é

Trpln, B = / {n(7), B = 2T / Brnd( h;" / Fro(®)  (7.9)

3m3w?

2mtnt 3 hw 3
dTrpn, B] = Trp[n + én, B] — Trp[n, Bl = 32 d*rn*(F)on(r) + — [ d®r on(7).
(7.10)
Substituindo a Eq. (7.10) na Eq. (7.7) e usando
dF[n]
OF d*r——on(7 11
] = [ @t Eon. (T11)
a derivada funcional de Erp[n, B] em relacao a n é
§Erp[n, B]  2ntht , 2/ 5, n(r)
- d ot (7). 12
o) m%g" () +e r 7 + Vegt (T) (7.12)
A partir da condicao de equilibrio
0 (E B| — uN

on(r)
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onde N = [ d®rn(7) é o ntimero total de particulas e u é o potencial quimico, obtemos

2 4h4 =/
p="= n*(7) +62/d3r' n() + Vet (7). (7.14)

m3w? |77 — 7|

Introduzindo o potencial blindado (ou potencial efetivo de Thomas-Fermi)

—

05 (7) = v () + Ve (7),

onde vy é o potencial de Hartree

vﬂa:w{/frv_w‘ (7.15)
encontramos
2rint -
p= 5 ah (7) + vs(7). (7.16)

A temperatura nula, usando a Eq. (4.35), com g =2, L =0e 0 = —1/2, temos

Rkpy

o (7.17)

Substituindo Eq. (7.17) na Eq. (7.16) obtemos

L omw? [ Rk ? .
n?(r) = 5 ( 2720 - vs(r)> : (7.18)

Com n =0 e nj, = n, a partir da Eq. (4.39) temos

he
ko = 27r26—Bnnp (7.19)

onde ny,, ¢ a densidade do sistema nao-perturbado. Substituindo na Eq. (7.18) obtemos

1/2

. US(F)
n(r) =np, | 1 — ol ? . (7.20)
2m
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Para potenciais blindados fracos, i. e.,

L kb
vs(7) < vt
a Eq. (7.20) pode ser linearizada
. 1 wvg(7)
n(r) = Ny ~ 3 th%OQ = n(r) = Ny (1 thQ (f’)> (7.21)
2m

onde fizemos k}o = kp.

Uma vez que o potencial externo ve,: ¢ composto pelo potencial v, de um fundo de

cargas positivas com densidade constante ny,

vg(7) = / d&*r ’|nj’9_< F,/)| (7.22)

e pelo potencial vy de uma carga de teste adicional n.4., entao o potencial blindado

vs(7) pode ser reescrito como

vg(r) = e /d3 /|?(_F:),| +e /d3 /M% + Vteste (7). (7.23)

|7~

Mas, a estabilidade do gés de elétrons nao-perturbado (vieste = 0) requer npg = —ny,,.

Assim

AN =/
US(F) — 62/d3T,n(r )_’ nnp(r)‘f‘vteste(?)

7 — 17|
m Ny Vs (T7)
_ 2h2k2 B ’rp_; T+ Ve (7.24)

Aplicando a Transformada de Fourier e o teorema da convolucao, encontramos

g
vs(k) = —¢ h;ZQ nnp}-{/d3  wl). }+Uteste(k)

=71

_ h%Q T (o)} - F {;} + Veste ()
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7 4m T Uteste(E)
= h2k2 gz Vs (k) 1+ Vreste () = i (7.25)
e h2k2 2
onde F ¢ o operador Transformada de Fourier, n,, ¢ espacialmente constante e
1 3 —ik —ikF
F<- d o e r? sen 0drd0d¢ e
r
ikrcosf __ 1 —ikrcos@
= 27r/ / rsen Odrdfe” 27?/ r——e dr
o  —tkr .
2 ) ) 2 ) oo 4
= —F (elkr — e’“") dr = —W / e*rdr — / P (7.26)
ik J, ik |Jo 0 k2

Portanto, na aproximacao de Thomas-Fermi, a funcao dielétrica do gés de elétrons

tridimensional na presencga de fortes campos magnéticos (com g = 2, ng =0e né =n)é

4Py =1+ ———— =1+ ———  (7.27)

.  Vseste(K) , drm 2 1 11
) h2k2 k2" maol? kpk? m3aglin k2

he\ M2
onde [ = [ — ¢ o comprimento magnético.
eB

Note que, para um valor fixo de k, a funcao dielétrica varia diretamente com B?
e inversamente com n. Dessa forma, um aumento no campo magnético provoca um
aumento na funcao dielétrica, mas um aumento na densidade leva a uma reducao na fungao
dielétrica. Esse comportamento pode ser explicado, de forma preliminar, pelo fato de
que elétrons sujeitos a campos magnéticos muito fortes possuem liberdade de movimento
apenas na dire¢ao paralela ao campo magnético, uma vez que o movimento no plano
perpendicular ao campo é restrito as érbitas ciclotronicas permitidas pela quantizacao de

Landau. Assim, a blindagem (resposta dos elétrons a perturbacao) fica restrita a uma

dimensao.

Em sistemas unidimensionais, onde os elétrons sao mais fortemente correlacionados,

os efeitos da impureza sdo mais fortes que em sistemas tridimensionais (72). Além disso,
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como a blindagem é evidentemente um efeito da interacao particula-particula, quanto

maior a razao entre a energia de interacao e a energia cinética, maior a blindagem.

Na presenca de campos magnéticos, a energia cinética longitudinal (a unica compo-
nente da energia cinética que contribui para a blindagem) varia com n® e 1/B?. A energia
de interacao, por sua vez, varia com n? e nao depende de B. Logo, um aumento no campo
magnético ou uma reducao na densidade leva a um aumento da energia de interacao em
relacao a energia cinética, favorecendo a blindagem.

O comportamento de eTF(lg, n, B) em relagao a densidade é oposto ao observado para
a funcao dielétrica de Thomas-Fermi na auséncia de campos magnéticos

4kB=0 1 4

- 1 1/3
PR =1t S = e BT 72

0 1/3

onde e£70 varia diretamente com n'/3.
Essa diferenca de comportamentos pode ser explicada lembrando que, na auséncia de

campos magnéticos, a energia cinética por volume é dada por (Sec. 4.2)

T Lk s Ay
HB =0) = {5k = =50 n’l

(7.29)

Como a energia de interacio varia com n? e t(B = 0) varia com n®/?

, um aumento na
densidade provoca um aumento da energia de interacao em relagao a energia cinética e fa-
vorece a blindagem. Na presenca de campos magnéticos, é observado um comportamento

inverso, uma vez que t! oc n?.

O comportamento de eTF(/Z, n, B) como fungao de k - ag é apresentado na Fig. 7.1,
para diferentes valores de campo magnético e densidade. Em (a), a fungao dielétrica é
plotada para um valor fixo de campo magnético (B = 3.5 T) e trés valores diferentes de
densidade (rs =4, rs =6 e rs = 8). Em (b), a densidade é fixada (rs = 3) e trés valores
de campo magnético (B =4 T, B=6T e B =8 T) sao utilizados. Uma comparagao

B#0 B=0

entre o comportamento de e,/ e e/ em relacao a densidade, para um valor fixo do

vetor de onda (k = 1/(3ay)) é apresentada na Fig. 7.2.

Enfatizamos que a andlise em termos da dimensionalidade e das componentes lon-
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Figura 7.1. Funcao dielétrica de Thomas-Fermi para o géds de elétrons tridimensional no limite
quantico (L = 0), com g = 2. Em (a), B=35T, m*/m = 0.1 e e = 10. Em (b), rs = 3,
m*/m = 0.05 e e = 8. Os valores de B, 15, m* e ¢ satisfazem a relacao (4.52).

Figura 7.2. Comparacao entre as fungoes dielétricas de Thomas-Fermi na presenca (Eq. (7.27))
e na auséncia (Eq. (7.28)) de campos magnéticos. Aqui, k = 1/3ag, m*/m = 0.1 e ¢ = 12.

gitudinal e transversal da energia cinética é preliminar, uma vez que ela é baseada em
uma expressao isotropica, a Eq. (7.27), para e(l;:), enquanto que a situacao real em
campos magnéticos fortes é altamente nao-isotréopica. Uma andlise mais detalhada ape-
nas sera possivel apés a generalizacao do procedimento descrito nesta secao a situagoes

anisotropicas e de dimensionalidade reduzida.
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7.2.2 Funcgao dielétrica de Thomas-Fermi para o limite quantico
com g =0

Para g = 0, a restricao a L = 0 implica em ng = né = n/2. Assim, a partir da Eq.

(7.5) temos

/ dri(F) - B() = / rm. (7B = 0 (7.30)

onde consideramos um campo magnético uniforme com direcao fixa no espago (B = BZ).

Além disso, a partir das Eqs. (4.39) e (4.42), para g = 0 e n}, = n}, = n/2 temos

1eBT 1 eB

_ _ l
n= 2 fie VFO T pgkm (7.31)
e
himd hw
4l 1 3 c
t=tlett = gagn’+ n. (7.32)

Assim, o funcional energia cinética tridimensional de Thomas-Fermi é

Trrln, Bl = / d*rt(n(7), B) = / d*r {6}14”4 4 h‘“’n} (7.33)

n
m3w? 2

Logo, o funcional Erp[n, B] (Eq. 7.3) pode ser reescrito como

h4 4 hwc 2 e =1
Erp[n, B] :/d3r{ T34 n] +e—/d?)r/d?’r’%+/d3rn(7*)vm(f)

6m3w? 2 2 =7

(7.34)
e sua derivada funcional em relagao a n é

dErr([n, B] miht hw, 2/ 5, n(r")
= 7 d’r’ et (T). 7.35
51 () 2m3w§n () + 5 te T 7 + Vet (7) (7.35)

Aplicando a condigao de equilibrio (Eq. 7.13) obtemos
miht 9, hwe .

= ot () 4 T () (7.36)
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onde vy(7) = vert (T) + v () é 0 potencial blindado (o potencial de Hartree, vy, é definido
pela Eq. (7.15)).

A temperatura nula, p = Er. Assim, usando a Eq. (4.35) com g =0 e L = 0, temos

2
_ Phig T

_ . 7.37
n= 5 (7.37)

Substituindo na Eq. (7.36) e usando

kb = w2£nn,, (7.38)

(obtido a partir da Eq. (7.31)), encontramos

o\ 1/2
) = o (1_?;;52) =) = (1 ) 39

2m

h2 kQ
onde fizemos kp = kL, = kb, e consideramos v,(F) < 5 £
m

Utilizando a Eq. (7.23) e a estabilidade do gas de elétrons nao perturbado

(Npp = —Niy), Obtemos

2 M [ g Pnps(T)
— P A AN
“rwz ) =

—\

vs(T) =

+ Vgeste (7). (7.40)

Lembrando que n,, é espacialmente constante, a aplicagao da Transformada de Fourier

leva a

(7.41)

Assim, na aproximacao de Thomas-Fermi, a funcao dielétrica de um gas de elétrons

tridimensional na presenca de fortes campos magnéticos (com n} = n} =n/2e g =0) é

g Uteste(E) 2 47Tm 4 1 4 1
P ) o . (742
erp(k,n, B) o () +e th%k‘Zn P + Taol? kpk? maglin k2 (7.42)

Note que, & excegao do fator 4 no segundo termo da Eq. (7.42), as expressoes para
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a fungao dielétrica de Thomas-Fermi para g = 2 (Eq. (7.27) e ¢ = 0 (Eq. (7.42)) sdo
idénticas.

Na Fig. 7.3 ilustramos o comportamento de eTF(lZ,n, B) para diferentes valores de
campo magnético e densidade. Os valores de B e ry apresentados nas figuras satisfazem

a relacao (4.49).

8TF
~
I
T

Figura 7.3. Funcao dielétrica de Thomas-Fermi para o géds de elétrons tridimensional no limite
quantico (L = 0), com ¢ = 0. Em (a), B =5T, m*/m =02 e e = 13. Em (b), r; = 5,
m*/m =0.05eec=>5.

7.3 Efeitos de troca na funcao dielétrica de Thomas-
Fermi de um gas de elétrons tridimensional na
presenca de fortes campos magnéticos

Seguindo o procedimento descrito na Sec. 7.2, obteremos agora, dentro da apro-
ximacao de Thomas-Fermi-Dirac?, modelos para a funcao dielétrica do gas de elétrons
tridimensional na presencga de fortes campos magnéticos. Nessa Secao, apenas o limite
quantico (L = 0) com g = 2 seré considerado.

O funcional energia de Thomas-Fermi-Dirac (TFD) para o gds de elétrons tridimen-

2A aproximacdo de Thomas-Fermi-Dirac consiste na adicdo de efeitos de troca & aproximacdo de
Thomas-Fermi (1, 19).
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sional na presenca de campos magnéticos é

ETFD [n, B] = ETF[TL, B] + Ex[n, B] (743)

onde Erp[n, B] é dado pela Eq. (7.3) e

E,[n,B] = / d*r e, (n(7), B) (7.44)

¢ a energia de troca. No limite de fortes campos magnéticos, com apenas os dois primeiros
niveis de Landau (L = 0 e L = 1) ocupados, a energia de troca é dada pela Eq. (5.119),
obtida no Cap. 5. Quando apenas o subnivel (L =0, |) é ocupado, a Eq. (5.119) se reduz

a3

h 8mth3
€x(n, B) = 2 1 2 {ln ( T n2) -3+ (C] (7.45)

mw miw?

onde C = 0.5772 ¢ a constante de Euler. Substituindo a Eq. (7.45) na Eq. (7.44) obtemos

En. B = e”—hc/d%n?(m {m (87r—4h3nQ(f')) _ 3+@]

mw miw?
_ 62777:30 / & n2(7) {m (eXp fgi 5 mZignQ(F))]. (7.46)
Fazendo
pro S (7.47)

exp (3 — C) m3w?’

a Eq. (7.46) leva a

SEy[n,B] = Eun+ 6n, B] — E[n, B]
= ¢2 mh /d3r {(n+ on)? In [A% (n+ 5n)2] —n*ln [A*n?]}
mw,

3Detalhes sobre a energia de troca de um gés de elétrons tridimensional na presenca de fortes campos
magnéticos, e discussoes sobre a validade das diferentes expressoes conhecidas, podem ser encontrados
no Cap. 5.
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= ¢ ;Z? /d3r {(n+ on)” In [A% (n+ (5n)2] —n’ln [A*n?]}
= 2627T—h /d3r [(n* + 2nén) In (An + Adén) — n®In (An)]
mw,
= 2627T—h /d37’ [n2 In (M) + 2nonIn[A (n + (571)]]
mMw, An
o Th s | 9 on on
= 2e dr|n“ln({1+— ) +2nonln(An) +2ndnln ( 1 + —
mw, n n
_ g2 ™ / &rn(F) 1+ 21n (An()] on. (7.48)
mw,
Aqui usamos
A
1n(x+1)—m—?+§—z—l—... (7.49)

e eliminamos os termos (0n)* com a > 2. Assim, a derivada funcional de E,[n, B] em

relacao a n é

dE.[n, B] o Th
0%l 21 _ 9
on(r) mwe

n(7) [1 + 21n (An(7))] . (7.50)

Aplicando a condicao de equilibrio

6 (Erpp[n, Bl — uN) 6 (Erp[n, Bl + E.[n,B] —uN)
) 0 = e —0 (7.51)

e usando 0 Erp[n, B]/on(r) dado pela Eq. (7.12), obtemos

B 2tk 7h

ILL_

— n?(7) + € / d*r' | ?(_F;?),‘ + Veat (F) + 26 mwcn(F) (14 2In (An(7)]. (7.52)

Na DFT, o termo de troca é uma contribui¢ao para o potencial efetivo (1, 19)

—

U5<T) - Uezt(ff) + UH(F) + Uﬂ?(F)
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Assim
V(7)) = Vgt (F) + vz (7) 4 262 ﬂln(f’) [14 21n (An(r))] (7.53)
= i:gj;l n?(7) + vy (7). (7.54)

Lembrando que ¢ = Ep (a temperatura nula) e usando as Eqs. (4.35) e (7.19),

encontramos
1/2
/US (F) —
n(r) =nn, | 1 — g = n(r) =Ny (1 thQ (77)) (7.55)
2m
le 2
onde consideramos v, < 2—F0 e fizemos kr = k#o.
m
Como
vemt(m = Ubg(f) + Vteste (F))
com vy, dado pela Eq. (7.22), e o gés de elétrons nao-perturbado é estavel (n,, = —np,),

o potencial efetivo pode ser reescrito como

wh m

v(F) = 2e*—n, (1 (_')) {1 +2In {Ann (1 - —’US(’F)>:|}
mwe " h2k2 P h2kZ,

3.1 Mg (7) - 2/ 3.0 Tnp m_ napvs(7)

o [ v [ (- =

7h
= o (1= i) {1+ 2t 20 (1- )
s m 5 MapUs (7
_ _mprsh J 7.56
+ Uteste(T) — € ) d°r o ( )

R2k?
Mas v, F
as vs(1) < ST

. Assim, usando Eq. (7.49),

111(1 o (*)) % (7.57)
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Vs (7#)

- Uteste(fj —€

. m NppVs (T7)
= Ve = g d3rl|7?p——r“/|
o Th s M -
+ 2e mwcnnp (1 h2k2 (_')) [1 +21n (An,,) 2—712]{:%@5(74)}
_ 7 _ 2 3. 1 Tnp¥s (7) 2 Th m
= teste") =€ [ ST 4 2y | L= S es(7)

T g(g—k%vs<f>)2+2ln<flnnp> (1_h2k2 m)]

2 M Br /nnpUS(r)

h2k2, |77 — 7|

7h

+ oo, {1 - 3#%@ +21n (Anyy) (1 - %Us(m)} . (7.58)
F F

Mwe

A aplicacao da Transformada de Fourier (lembrando que n,, é espacialmente cons-

tante) resulta em

vs(k) =

- , m vs(77)
Uteste(k) — € hQ—k%nnpf{/dgqf’/’T_r/l}

h m - -
2¢2 " 1 -3
€ [f{ b= 3 (F) & 21n (Any) <]—“{1} R (k))}
— 4 —
Uteste:(k) - QQi ﬂ-vs(k)

1y {5(/2) — 3#%%(/2) +21n (Any,) (5(/2) - %vs@’))}

N0 (K) [1+ 210 (Any,)]
WSPTIN C A EFERy o
e h2k2 R me, (20

- h
Uteste(k) + 262 T
mw

onde utilizamos

f{1}:/d3re’3? 5() (7.60)

f{/dgrl‘;sffg‘} = F{vs(7)} f{%} = v,(k) - %. (7.61)



135

Considerando uma carga de teste pontual com

1 - 4m
Uteste(f’) - 62; = Uteste(k> - Qk_’ (762)
e usando k25(k) = 0, obtemos
4 -
T RS 1+ 20 (Any)]
- k2 2muw,
vsk) = 1 h [3 1
1+ eXdr——s h2k:2 {@ + o |2 +In (Annp)_ }
_ Uteste(];> (7 63)
1+ e?dr—— i—k h _§+ln(An ) | |
h%z k2 mw, |2 "

Assim, a funcao dielétrica de Thomas-Fermi-Dirac de um gés de elétrons tridimensional

no limite quantico (L = 0), com g = 2 (o que implica n) = 0 e n} = n), é

- 4dm cAdmm R 3
_ 2
errp(k,n,B) = 1+e —th%kQ Npp + € h2k:2 nnp [2 +1In (Annp)}

2 1 2 3 1 2
~ 1 S Y N £
LN " {2 tam (eBC F)}

B 2 1 1 )
= 1+ PN ETI +— p—_—— [C + In (20°k3)]
T . . [C +In (871°n7)] . (7.64)

maglin k2 2m3agl?n

Utilizando a Eq. (7.27), podemos reescrever a Eq. (7.64) como

— —

errp(k,n, B) = erp(k,n, B) + [C +In (871°n%)] . (7.65)

2m3agl?n

Note que as corregoes de troca modificam a fungao dielétrica tridimensional de Thomas-
Fermi adicionando um termo independente de k mas dependente da densidade e do campo
magnético. Um comportamento similar é observado na auséncia de campo magnético,
onde a diferenga entre as funcoes dielétricas tridimensional de Thomas-Fermi e de Thomas-

Fermi-Dirac é um termo dependente apenas da densidade (70)

(7.66)
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Figura 7.4. Fungao dielétrica de Thomas-Fermi-Dirac para o gas de elétrons tridimensional no
limite quantico (L = 0), com g =2. Em (a), B=18 T, m*/m = 0.25 ¢ ¢ = 15. Em (b), r; = 6,
m*/m=0.07eec="T.

18 - B=3T 4
16 +— E1eD i
14 T |77 Cr
12+ -
10 + -
w B!

8 +— -
6 - 4
4 4
2+ -
0 | | |

6 7 8 9 10

r

Figura 7.5. Comparagao entre as funcoes dielétricas de Thomas-Fermi e Thomas-Fermi-Dirac
para o gas de elétrons tridimensional no limite quéantico (L = 0), com g = 2. Aqui, B = 3 T,
k =1/3ap, m*/m = 0.1 e e = 10.

Diferente do que ocorre na auséncia de campos magnéticos, onde é evidente que
os efeitos de troca reduzem a blindagem (79 (k) < ¢87°(k)), na presenca de campos
magnéticos as correcoes de troca parecem contribuir para o aumento da blindagem em

determinados valores de B e n. A partir da Eq. (7.66), usando a Eq. (7.27), nés verifi-

camos que
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erep(k) > erp(k) < C+1In (87°n?%) >0 & 87'n® > e . (7.67)

Entretanto, como discutido no Cap. 5, a Eq. (7.45) é vélida apenas quando 87%/%n? < 1.
Logo, a condigao (7.67) nao pertence ao limite de validade da Eq. (7.45), e consequente-
mente, da Eq. (7.66). Portanto, similarmente ao que ocorre na auséncia de campos
magnéticos, as contribuicoes de troca reduzem a blindagem de um gas de elétrons tridi-
mensional em campos magnéticos ultrafortes.

Na Fig. 7.4 mostramos o comportamento de eTFD(E, n, B) para diferentes valores de
campo magnético e densidade. Na Fig. 7.5, uma comparacao entre as funcoes dielétricas

de Thomas-Fermi e de Thomas-Fermi-Dirac é apresentada.
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Capitulo 8

Termos de polarizacao orbital:
vinculo entre tratamentos ad hoc e ab
initio do magnetismo orbital

8.1 Introducao

Nos capitulos anteriores (Caps. 5, 6 e 7), analisamos os efeitos de altos campos
magnéticos sobre algumas propriedades do gas de elétrons tridimensional. Neste capitulo,
trataremos o magnetismo orbital em sistemas magnéticos constituidos principalmente por
atomos com camadas abertas em matrizes metalicas.

Em geral, cdlculos de estrutura eletronica para esses sistemas sao feitos dentro do
formalismo da SDFT (4-6). Entretanto, uma vez que a SDFT considera apenas pola-
rizacao de spin, os momentos magnéticos orbitais obtidos nesses calculos sao fortemente
subestimados em relac@o a seus valores experimentais (73).

Esse problema poderia ser resolvido com a aplicagdo da CDFT (7, 8), que é uma
abordagem de primeiros principios que descreve os efeitos do magnetismo orbital nas pro-
priedades de particulas independentes e nas densidades e energias do estado fundamental
de sistemas de muitas particulas. Todavia, a aplicabilidade da CDFT é comprometida
pela falta de funcionais troca-correlagao que sejam confiaveis e faceis de implementar (veja
Cap. 3 para maiores detalhes sobre a CDFT).

Uma alternativa fenomenolégica a CDFT consiste em incluir os chamados termos de

polarizagao orbital (74, 75) no Hamiltoniano Kohn-Sham da SDFT. Embora esse procedi-
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mento melhore a descri¢ao de algumas propriedades magnéticas de sélidos (75-82), os ter-
mos de polarizagao orbital (OP) nao sao funcionais explicitos da densidade e sua inclusao
em calculos SDFT nao encontra fundamentagao tedrica no teorema de Hohenberg-Kohn.

Neste capitulo estabelecemos um vinculo entre os tratamentos fenomenoldgicos (uti-
lizando os termos de polarizagao orbital) e de primeiros principios (através da aplicagao
da CDFT) do magnetismo orbital dentro da DFT. Esse vinculo fornece um embasamento
tedrico para o uso dos termos de polarizagao orbital em calculos Kohn-Sham e estabelece

esse termo como uma aproximacao ao funcional troca-correlagao da CDFT.

8.2 Termos de polarizacao orbital

Os sistemas magnéticos de interesse dos cédlculos citados na Sec. 8.1 sao constituidos
principalmente por ions de camadas abertas em matrizes metélicas. Tais ions obedecem,
aproximadamente, as regras de Hund! sobre o ordenamento dos niveis de energia em
funcao do momento angular orbital L e do momento angular de spin S.

Em geral, esses sistemas sao tratados dentro do formalismo da SDFT, utilizando a
aproximagao de densidade local de spin (LSDA?) (21). No entanto, como a LSDA ¢é
baseada no géas de elétrons, que nao possui momento magnético orbital, o funcional ener-
gia total nao contém contribuicoes de L e nao respeita a segunda regra de Hund?®. Con-
sequentemente, calculos SDFT+LSDA fortemente subestimam os momentos magnéticos
orbitais em comparagdo com os valores experimentais (73).

Para solucionar esse problema, Brooks e colaboradores (74, 75) sugeriram utilizar as
propriedades de dtomos isolados (cujo espectro de energia tem a forma de multipletos)
para descrever os ions de camadas abertas, e adicionar ao funcional energia da SDFT uma
corre¢ao (chamada corre¢ao de polarizagao orbital ou termo de polariza¢ao orbital) que

descreva a abertura dos multipletos atémicos. Essa correcao (AE9T) é a diferenca

1 As regras de Hund sdo normas empiricas, originadas de observacoes espectroscépicas, que determinam
a organizagao dos elétrons nas camadas eletronicas a fim de obter o estado fundamental do atomo.

2Do ingles: Local spin-density approzimation.

3A segunda regra de Hund afirma que os elétrons devem ser arranjados de forma a maximizar seu
momento angular orbital L.
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AEY = E" — F, (8.1)

onde E* ¢é a energia do estado fundamental (i.e., do estado de menor energia do multipleto
proveniente da camada parcialmente preenchida) do atomo isolado. Devido & simetria
esférica, £ é uma funcio de L e S. E é a energia média do mesmo multipleto da
configuracao atomica (ja inclusa na LSDA). Dessa forma, AEY? inclui a abertura dos
multipletos atomicos que a LSDA ignora.

Uma forma simples para o termo de polarizagao orbital (hoje também conhecido como

termo de Brooks) foi proposta por Eriksson e colaboradores (75) para elétrons f

AEP = !

2E3L2 (8.2)

e depois estendida, por Norman (76), para elétrons d

1

AENT = —§BL2. (8.3)

Essas expressoes (Eqs. (8.2) e (8.3)) foram motivadas pela presenca de termos similares
em modelos vetoriais utilizados no célculo de E* (77, 78).

Nas Egs. (8.2) e (8.3), E® e B sao parametros de Racah? (83-85) e o L é momento an-
gular orbital total dos fons de camada aberta, definido em termos do niimero de ocupacao

dos orbitais de particula unica (Yuim,s) como (75-77)

L= Z </l\ = E Z Tnlmye T, (84)

% nlm;o
onde n, [, m; e o sao, respectivamente, os niimeros quanticos principal, orbital, magnético
e de spin.
Mais tarde, refinamentos adicionais baseados no tratamento dos multipletos atomicos
(87, 88) (objetivando encontrar melhores expressoes para E®) levaram & obtencao de

novas expressoes para os termos de polarizacao orbital. Seguindo o procedimento da

40 parametro de Racah (83-85) é uma combinacao linear das integrais de Slater (86), Fy, Fb, Fy e
F. Esse parametro é normalmente denotado por B para elétrons d, onde B = F, — 5Fy, e por E? para
elétrons f, com E? = (5Fy + 6Fy — 91F)/3.
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Eq. (8.1), Norman (87) obteve

AEN =2.25n,(5 —ng) B—1.5L(L+1)B (8.5)

para elétrons d e

AENT = (—=2n% + 14n;) E® — L(L + 1) E (8.6)

para elétrons f. Seguindo os argumentos de Norman (87), Shick e Gubanov (88) encon-

traram
AESY = —g [L(L+1)—6g(Gy)] E (8.7)

para elétrons f. Aqui ng e ny sao, respectivamente, os nimeros de ocupacao dos orbitais

3dedfe

1

9(Gs) = 22335 [6nf (7T—ny) + 41n?c (7 — nf)2 — Qn?} (7 — nf)g] ) (8.8)

Embora a motivacao fisica e os argumentos matematicos que levaram as correcoes
de polarizacao orbital para elétrons d e f possam ser aplicadas para elétrons p, nenhum
termo de polarizacao orbital foi proposto para esses elétrons. Seguindo o procedimento
da Eq. (8.1), calculamos a diferenca entre a energia do estado fundamental de &tomos

com camadas p abertas (85)

1 1
E = 5np(qu —1)Fy — 3 (5n) — 20n, + 3L(L+1) + 125(S + 1)) F (8.9)

e a média ponderada das energias de cada termo do multipleto, com pesos dados pela

degenerescéncia (2L + 1)(25 + 1),

— 1
E = §np(np —1)Fy — (n; —ny) F3, (8.10)
e obtivemos a seguinte correcao para elétrons p

AEp:g[np (6=n,) — L(L+1) —45 (S +1)] Fy (8.11)



142

onde Fy e F; sao integrais de Slater e n, ¢ o nimero de ocupacao do orbital 2p.

Ao contrério das expressoes (8.5) para elétrons d e (8.6) e (8.7) para elétrons f, vélidas
apenas para multipletos de mais alto spin (onde S = n4/2 e S = ns/2, respectivamente),
a expressao (8.11) vale para todo valor de S.

Em analogia as Eqgs. (8.2) e (8.3), nés propomos ainda uma expressao mais simples

AEY = %FQL% (8.12)
que deve simular o efeito da equagao completa (8.11).

Embora as expressoes (8.5), (8.6) e (8.7) fornegam uma melhor descrigdo dos multi-
pletos atomicos, a maior parte das aplicagoes envolvendo atomos de metais de transicao
e terras-raras (73, 75-81) empregam as expressoes originais (8.2) e (8.3), que levam a
resultados melhores para os momentos magnéticos orbitais em comparacao com calculos

SDFT. Assim, na proxima Secao trabalharemos principalmente com as propostas mais

simples (Egs. (8.2), (8.3) e (8.12)).

8.3 Relacionando as correcoes de polarizacao orbital

a CDFT

Nesta Secao estabelecemos um vinculo entre os termos de polarizacao orbital e a
CDFT. Este vinculo é estabelecido através de dois processos diferentes: utilizando o

Hamiltoniano Kohn-Sham, na Sec. 8.3.1, e a energia total, na Sec. 8.3.2.

8.3.1 Hamiltoniano Kohn-Sham

Na auséncia de campo magnético externo (é —0e A = 0), os Hamiltonianos da

CDFT (7, 8) e da SDFT (4-6) sao dados por
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~ h? ihe T - -
H¢ = — 2 _ A . AT r ¢ (r 1
3V 2mec[ () VAV A ()] 40 £ op(P) + 05 (7)) (8.13)
e
. A2
H® = . V2 +u(7) + vy (F) + v () (8.14)

onde m, é a massa do elétron, Exc(ﬁ e v,.(T) sdo os potenciais vetor e escalar de troca-
correlacao (Eq. (3.26)), v(r) é o potencial externo, vy () é o potencial de Hartree (Eq.
(2.21)) e “c” e “s” referem-se, respectivamente, & CDFT e a SDFT. Dessa forma, a

formulagao da CDF'T acrescenta ao Hamiltoniano da SDF'T os seguintes termos

A= B — B = 1

2mec (/T“(F) VAV A7 )> + 05 (7) — 03 (7) (8.15)

que, utilizando a identidade (7, 8)

V- [n() A7) =0, (8.16)

podem ser reescritos como

ihe

2mec

A = = (207 ¥ = s (V00 A 4 .0 = 020 (807

n(r)

Escrevendo AH em coordenadas polares esféricas (r, 0, ), adequadas a dtomos isola-

dos, obtemos

~  the . o 1, 0 1 o 0\
AH = _2mec |:2 (A:vc(ff)a + ;ch(f‘)% + T’SGD@AQKC(F)%)
VTL(TH) Y c (= s (=
’I’L(F) ’ A$0(7:j:| + Urc(r) UCEC(T)' (818)

Segundo o Teorema de Janak (89), os autovalores de um elétron no orbital nlm;o



144
podem ser obtidos diferenciando a energia total com relacao ao ntimero de ocupacao do

orbital (Vnim,o)

oF
a’}/nlmla '

(8.19)

€nlmic =

Aplicando essa relagao, valida na SDFT e na CDFT (veja Apéndice C), a soma do fun-
cional de energia da SDFT com o termo de polarizagao orbital, e mantendo o parametro
de Racah constante durante esse processo, a correcao de polarizagao orbital para a energia

(Eq. (8.2)) leva a seguinte corre¢ao para os autovalores de um elétron
AP = —EPLmy (8.20)

que, por sua vez, pode ser interpretada como o resultado da adicao do operador

AH® = —E*LI, (8.21)

ao Hamiltoniano da SDFT. Similarmente, as demais corre¢oes para a energia (Eqgs. (8.3),

(8.5), (8.6), (8.7) e (8.12)) correspondem aos operadores

AHN = —BLI, (8.22)
AFY = 295(5 - 20,) B 3B L+ 1)1, 8.23
~ Ly~
AHN = (—4ny 4+ 14) E* — 2E° (L + 5) Lz, (8.24)
A6 = 3B (L4 2V 2 | (7= ) (6 - 8202) +
2 22335 d
(7 —ny)* (8205 +6n%) — 607 (T —ng)” — 6”4 B (825)

AH” = —F,LL.. (8.26)
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Note que se o parametro de Racah nao for tratado como um nimero, mas como um
elemento de matrix envolvendo orbitais radiais (83, 84), termos adicionais devem aparecer

no segundo membro das Egs. (8.21-8.26). Por exemplo, para o operador AHB terfamos

A~ ~ 3 ) 3 3
AH? = —F3LI, — Lpp 0B 1 (—ﬁ) (iE V+V- (ZE : (8.27)
27 on(F) 2 2m ) \ 67,(7) 87,(7)

Ao final da Sec. 8.3.2 abordaremos novamente esse assunto.

Utilizando lAZ = —i0/0y, as diferentes corregoes de polarizacao orbital para os opera-

dores (Eqs. (8.21), (8.22) e (8.26)) podem ser reescritas como

~ 0
AHO? = iR [— 2
ZR[ 8g0’ (8 8)

onde R; = E3, B, F, para elétrons f, d e p, respectivamente, e o indice OP é equivalente

aos indices B, Nd' e p’ das Egs. (8.21), (8.22) e (8.26).

Comparando AHOP com AH (Eq. (8.18)), obtemos
AQC(F) =0, Agc(m =0, VTL(T_’)) ) A;JF) =0,
que sd@o corretos para sistemas com simetria esférica (veja Apéndice D),

Uach:OP (F) = U;c (F) )

que pode ser interpretado como uma aproximagao de fraco acoplamento (ou seja, o efeito

autoconsistente da corrente magnética no potencial elétrico é pequeno) e

meCRlLr senf @. (8.29)

JOP(= — _
OP(7) = ~ 2

A partir dos outros termos de polarizacao orbital (Egs. (8.23-8.25)) podemos identi-

- ~ Y Cc .
ficar outras aproximacoes para A,. e v5.:
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e para elétrons d, a partir da Eq. (8.23),

1 e 1 ~
ANd(7) = _3Cp (L + —) rsend @ (8.30)
he 2
veNYF) = vf (F) +2.25 (5 — 2ng) B (8.31)

e para elétrons f, a partir da Eq. (8.24),

e e 1 ~
ANT(7) = o3 (L4 ) rsend o (8.32)
he 2
Voo 1 (F) = 03 (7) + (—4ny + 14) B° (8.33)

e para elétrons f, a partir da Eq. (8.25),

1 e 1 ~
ASG(7) = —3%5” (L + 5) rsend (8.34)
9
¢,SG (= s 2
Uge (T‘) = Uwc(f) + 22335 |:<7 - nf) (6 - 82nf) +
(7—ny)® (82ns + 6n%) — 607 (7 —ny)° — 6nf} EB. (8.35)

Todas as expressoes obtidas para A,.(7) e v, (7) podem ser implementadas autocon-
sistentemente, recalculando os parametros de Racah e os niimeros de ocupagao em cada
passo de interacao. Esse processo, entretanto, é inconsistente com o tratamento desses
parametros como numeros quando as correcoes para autovalores sao deduzidas a partir

das correcoes para a energia.
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8.3.2 Energia total

Facamos agora a mesma analise em termos da energia total. Na CDFT, a energia do

estado fundamental na auséncia de campos externos (ff —0eB= 0) é dada por

By =T g+ [@en@ + 5 [ @r [@r" M) s BT (530)

e na SDF'T, por

B2 = T%[n, ] + /d?’rn o) + < /d3 /d3’ m” B n,m],  (8.37)

onde F,. é a energia de troca-correlacao, T, é a energia cinética nao-interagente, m ¢ a
densidade de magnetizacao e j, ¢ a densidade de corrente paramagnética.

A partir das Egs. (8.36) e (8.37), notamos que a formulagdo da CDFT adiciona, ao

funcional energia da SDFT, os seguintes termos:

AE = E&' - Eé’ = Tsc[n7 mvjp] - Ts[nv Tﬁ] + Egc[na mvjp] - E; [Tl, Tﬁ] (838)

S xc

Comparando AE (Eq. (8.38)) com as corregoes de polarizagao orbital para a energia

(Egs. (8.2), (8.3) e (8.12))

AEP = —_R/I?, (8.39)
obtemos
c¢,OP > 7 s - 1 2
ESZ  n,m, gy = E; [n,m] — §R1L : (8.40)
Utilizando as defini¢oes (veja Cap. 3) (7, 8)

. 5E§c[n7 T?L, jp]

Uge(T) = on(7) (8.41)
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. 5E§c[n’ Tﬁ, jp]

Al = =7

, (8.42)

o1 ®

podemos obter expressoes para v°, () e A,.(7) a partir da correcao para ESCF apresentada

na Eq. (8.40). Assim, temos

SES.In,m] 1
c,OP — xcl'™ -
e )= 5@ 28

e - oES.In,m| 1 9§ ~ ~ 0 ~ ~qo OR
200 = S S R = ~RAE) () - P
¢ 5];;(7’) 5]p(f> dJp 5Jp(f>
que, usando®
(L.) = ’% / &r rsend j,(7) - 3, (8.45)
podem ser reescritas como
1~ ., 0R
c,OP — 5 (P — Z{L 2 l 4
Uacc (F) 'ch(r) 2( Z> 5%(7:‘) (8 6)
(&
B} - ~ ., OR
AP (7 = e rsen @(1.)3 — —(L.)2—22L 8.47
o (7) R (L)§ — 5 (L2) 5 (8.47)

Se os parametros de Racah sao tratados como niimeros e nao como funcionais auto-

consistentes das densidades, nés encontramos

v T (F) = v3.(7) (8.48)

°A Eq. (8.45) é obtida no Apéndice E.
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c

AQP(7) = =Ry rsend(L.)3. (8.49)

que sao as mesmas relagoes obtidas na se¢ao anterior.

Entretanto, se na obtencao das corregoes para os operadores (Sec. 8.3.1), realizadas
utilizando o Teorema de Janak, considerarmos que os coeficientes de Racah sao recalcu-
lados autoconsistentemente em cada interacao, nés obteremos, pela aplicagao da regra da

cadeia

SR, on(F)  OR, 07,(P)

on(f) dy 55,7 Ov |’ (8:50)

orR, 3
8—7—/d7a

os mesmos termos adicionais encontrados nas Eqs. (8.46) e (8.47).

Finalmente, utilizando a Eq. (8.45), a expressao obtida para A, (Eq. (8.49)) pode

ser reescrita como um funcional explicito da densidade de corrente

2
mz2c

fl?f(f’) = —%ersenﬁ {/ d*rrsend j;"(F)] Q. (8.51)

8.4 Consideracoes Finais

Nesse capitulo estabelecemos um vinculo entre os termos de polarizacao orbital e a
CDFT. Esse vinculo possibilitou-nos obter aproximacgoes para os potenciais /Yxc e Uz da
CDFT e forneceu um embasamento tedrico para a inclusao dos termos de polarizacao
orbital nos funcionais da SDFT, identificando o uso desses termos como um passo em
direcao a CDFT.

Além disso, deduzimos uma generalizacao da correcao de polarizagao orbital para
elétrons p e verificamos que os termos dR;/0n e OR,/ 8]}, ignorados no tratamento padrao,

devem ser considerados se os parametros de Racah sao recalculados em cada passo de

interacgao.
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Esse trabalho estd apresentado na publicacao “Orbital-polarization terms: from a phe-
nomenological to a first-principles description of orbital magnetism in density-functional
theory’, de autoria de J. M. Morbec e K. Capelle, publicado em Int. J. Quantum Chem.
108, 2433-2441 (2008).
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Capitulo 9

Conclusoes

Neste trabalho investigamos os efeitos do campo magnético, principalmente os efeitos
do magnetismo orbital, sobre dois sistemas de muitos elétrons: o gas de elétrons tridi-
mensional e fons de camadas abertas em matrizes metalicas.

O gas de elétrons tridimensional na presenca de campos magnéticos foi estudado em
duas linhas de pesquisa. Na primeira, derivamos uma expressao analitica fechada para a
energia de troca em campos magnéticos ultrafortes, incluindo contribuigoes do segundo
nivel de Landau' e permitindo polarizacao de spin arbitraria®. Essa nova expressao facilita
a construcao de funcionais para a CDF'T e possibilita obter a energia de troca para campos
magnéticos mais baixos do que os exigidos pela expressao anteriormente conhecida (que
inclui apenas o primeiro nivel de Landau e exige completa polarizagao de spin). Além
disso, a inclusao do segundo nivel de Landau permite verificar como a estrutura e a
forma de ocupacao dos niveis altera o comportamento da energia de troca como fungao
da densidade. Com o propésito de trabalhar com campos magnéticos menores, realizamos
em seguida um calculo numérico da energia de troca permitindo a ocupagao de um nimero
ilimitado de niveis de Landau. Dessa forma, é possivel obter a energia de troca de um
gas de elétrons tridimensional para quaisquer valores de campo magnético e densidade.
Futuramente o conhecimento numérico da energia de troca para diferentes valores de

campo magnético e densidade podera ser utilizado na construcao de aproximagoes via

'Este trabalho foi publicado por J. M. Morbec e K. Capelle em Phys. Rev. B 78, 085107 (2008).
2Este trabalho foi aceito para publicacdo em International Journal of Modern Physics B (2008).
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interpolagoes.

Na segunda linha de pesquisa, construimos modelos simples para a fungao dielétrica
do gas de elétrons tridimensional no regime de campos magnéticos ultrafortes. Esses
modelos foram obtidos utilizando as aproximagcoes de Thomas-Fermi e de Thomas-Fermi-
Dirac (incluindo efeitos da energia de troca), considerando apenas o primeiro nivel de
Landau ocupado. Nés verificamos que a presenca do campo magnético provoca alteragoes
no comportamento da funcao dielétrica em relacao a densidade, quando comparado ao
comportamento na auséncia de campos magnéticos.

Além do gés de elétrons, fons de camadas abertas embebidos em matrizes metalicas
também foram objetos de estudo neste trabalho. Aqui, vinculos entre os tratamentos
fenomenolégicos e de primeiros principios do magnetismo orbital desses sistemas foram
estabelecidos e explorados. Esses vinculos forneceram um embasamento tedrico para o
uso dos termos de polarizacao orbital em cédlculos SDFT e permitiram interpreta-los como
um passo em direcao a CDFT. Além disso, expressoes aproximadas para os funcionais de
troca-correlacao da CDFT foram obtidos a partir dos termos de polarizacao orbital®.

Todas essas analises e investigacoes, seja no gas de elétrons ou em ions de camadas
abertas, propriciaram um maior entendimento dos efeitos do magnetismo orbital em sis-
temas de muitos elétrons. Entretanto, ainda ha muito a ser investigado. Em colaboragao
com o Prof. Giovanni Vignale, da Universidade de Missouri-Columbia, estamos escrevendo
um programa para o calculo numérico da energia de correlacao de um gas de elétrons
tridimensional na presenca de campos magnéticos. Como as expressoes conhecidas para a
energia de correlacao em altos campos magnéticos sao restritas a casos muito especificos,
este programa possibilitara a obtencao da energia de correlacao para valores menores
de campo magnético e densidade. Além disso, pretendemos generalizar nosso estudo de
modelos para a funcao dielétrica em altos campos magnéticos a situagoes anisotrépicas e

estende-lo ao gas de elétrons bidimensional.

3Este trabalho foi publicado por J. M. Morbec e K. Capelle em Int. J. Quantum Chem. 108, 2433
(2008).
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Apeéendice A

A expressao para a energia de troca em termos do
fator de estrutura

Neste Apéndice mostramos, brevemente, como obter a expressao para a energia de

troca em termos do fator de estrutura (Eq. 6.11).

Em um sistema de muitos elétrons, as energias de Hartree e de interagao sao dadas,

respectivamente, por

By = % / i / Eron(F)n(F)o(F — ) (A1)

1 SN L
B = [ @1 [ Eran(in()gri ot - 72) (A2)

onde

v(ry — 1) = —0——= (A.3)

é o potencial de Coulomb e

N 7 =)0 — ) ) = -2
g(r,79) = MEARES <Z o(m — 73)0(7 J)> n(7)n () n(r) (A.4)

i#]

é a funcao correlacao de pares, definida como a probabilidade de achar, simultaneamente,

um elétron em 77 € outro em 7.
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Uma vez que,

Eint = EH + Exw

entao, a partir das Eqs. (A.1) e (A.2), obtemos

onde

— — =

Nee(T1,T2) = n(73) [g(71,75) — 1]

¢ a densidade do buraco de troca-correlagao.

Em um sistema homogéneo, g(71,7) é uma funcao de r = |7} — 7
9(7,72) — g(F1 — 72) = g(r)

en(r) —n=N/V.

Dessa forma, a Eq. (A.5) pode ser reescrita como

B, = %n2 / iy / &r () — 1] v(r)

e a densidade de energia de troca-correlagao (por particula) é dada por

T = oo [ @l - o)
— / d37~§q;eﬁ%<r> lg(r) = 1]
= g [ Pragms [ Eaet o) -
- 5 [ avin [ @ lat) -
- 1 (2;)3 / dqV, 15(d) — 1]

(A.5)

(A.6)

(A.8)
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onde

S(@) =1+ n/d3r e [g(r) — 1] (A.9)

é o fator de estrutura estético.

O Hamiltoniano que descreve um sistema com constante de acoplamento A (onde

0<A<1)6

HN =T+ M+ V=T + U + / Prvin(F). (A.10)

Logo, a partir do Teorema de Hellman-Feynman,

B (w2 i) (A1)

encontramos

E(l)—E(O)_/O dif\)\)d)\ /01<\I/()\)‘l7‘\11()\)>+/01 <\P(A> %

' oV,
) v,
/0 INED, + /0 <\1:(A) At

Uma vez que A = 0 corresponde ao gas de elétrons nao-interagentes e A = 1 corresponde

xm)>

\P(A>> . (A.12)

ao sistema de muitos elétrons, temos

EW)=T,+Eg+V+E,=Ts+ FEy+ E,. + V24

E(()) :Ts'}_‘/s :T5+VA:0

onde T e Vi sao as energias cinética e eletrostatica do sistema nao-interagente.

Assim, a partir da Eq. (A.12), utilizando

By = = /d3 /d?’r’nf’)n Vor (7, 7)o (7 — ) (A.13)
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8VA

[l

obtemos

> /drn /%d)\ /drn ) [Vaier — Vi) (A.14)

By — % /0 " / dr / ' n(@n() [gn(F — ) — o(F— 7). (A15)

A Eq. (A.15) leva a

B=g / o / ' n( () lgo(7 — ) = ol ~ ) (A.16)
E,=FE,—E
= %/0 d)\/d?’r/d?’r’n(??)n(f”) [gA(F_ F’) — go(f’_ 7:’/)] U(F— 7:»/) (Al?)
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Apéendice B

Fluxogramas das rotinas de integracao do calculo
numérico da energia de troca

A energia de troca (por particula), dada pela Eq. (6.28), pode ser reescrita como

€z = —

4\;:2 {/000 @L(—Q)Z:%: |Fan (@)1 (0,7,)+

/OOO dq, ZZ [Fvn (@)l [‘I’ <2E;ﬂ¢> + W (_QEJ(\T/,QL)] +
/0°° quZ Z Z |Fun (@) [‘Ij (E; +EIC\T476L) -V (‘E; +E]T/[76L> -

o M#N N
v (kY —Fya) + ¥ (“kr - Fa)] b @)

onde as fungdes U(z,a) e |Fyu(q,)|” sdo dadas, respectivamente, pelas Eqs. (6.29) e
(6.30).

As trés integrais da Eq. (B.1) s@o calculadas numericamente utilizando o Método da
Quadratura de Gauss-Legendre (90, 91). Entretando, a rotina de célculo da primeira
integral é ligeiramente diferente das demais. Nas Figs. B.1 e B.2 apresentamos, respec-
tivamente, os fluxogramas que descrevem as rotinas de integracao da primeira integral
(Fig. B.1) e das outras duas integrais (Fig. B.2). Em ambas as figuras, n é o nimero de
pontos da Quadratura de Gauss-Legendre (ou o grau do polinomio de Legendre), e al e
a2 sao, respectivamente, os limites inferior e superior da integracao.

O programa utilizado no calculo numérico da energia de troca descrito no Cap. 6 foi
escrito em linguagem Fortran e estara disponivel na rede apds alguns testes.
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( Infcio |

v

n=10001
al=0
az=1
int1=0

L4

int2=intl

- =% - "
int1=0 < az2=2%z2-al |«

Y

Calcula a primeira integral entre al e a2
utilizando o Método da Quadratura de Gauss-Legendre
com n pontos

int1:=Resultado da integracéo

int3=intl
int1=0
al=1
a2=2
n=101

' <

Resultado=int1+int3

Figura B.1. Fluxograma que descreve a rotina de integragao da primeira integral da Eq. (B.1).
Aqui, n é o nimero de pontos da Quadratura de Gauss-Legendre, al e a2 sao, respectivamente,
os limites inferior e superior da integracgao, intl é o resultado da integracao no loop atual e int2
é o resultado anterior. Note que o intervalo [0, 1] é calculado separadamente, com 10001 pontos,
e seu resultado (int3) nao é considerado no teste de convergéncia.



( Inicio |

n=101
al=0
az=1

intl=0

Y

int2=intl

int1=0

Y

Calcula a segunda e a terceira integrais entre al e a2
utilizando o Método da Quadratura de Gauss-Legendre
€oMm n pontos

int1:=Resultado da integracéo

[int2-intl}/int2 < 1*10"(-5)

az2=2%a2

Resultado=intl
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Figura B.2. Fluxograma que descreve a rotina de integracao da segunda e terceira integrais
da Eq. (B.1). Aqui, n é o nimero de pontos da Quadratura de Gauss-Legendre, al e a2 sao,
respectivamente, os limites inferior e superior da integracao, intl é o resultado da integracao no

loop atual e int2 é o resultado anterior.
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Apéndice C

O Teorema de Janak e a CDFT

Segundo o Teorema de Janak (89), os autovalores ¢; de um orbital podem ser obtidos,
dentro do formalismo da DFT, diferenciando a energia total em relagao ao ntmero de
ocupacao orbital ~;

oFE

=5 (C.1)

€;

Neste Apéndice mostraremos que esse teorema também é valido na CDFT.
Como visto no Cap. 3, a energia total da CDFT é um funcional das densidades de

particula n(r) e de corrente paramagnética j’p(F) (7, 8)

e

E[n.J) = T J,) + Ul + Bacln J,] + / & (T (F) +

/ Pra@ AR+ [ arim - Aw (C.2)

2mc?
onde Ty = E t; é energia cinética ndo-interagente (f; é a energia cinética de cada
i
particula), U é a energia eletrostatica e F,. é a energia de troca-correlagao.
Minimizando a energia total em relacao a n e a j,, encontramos a equagao de particula

tunica (veja Sec. 3.2.2)

—

{—h—zw (A + Aal)) -V 4 V- (A + Au)] +

A?(7) + v(F) + vg (F) + vxC(F)} i (7) = €(7) (C.3)
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que leva a (multiplicando por ¥ () e integrando sobre todo espago)

i= [y 3( h2v2) ) = [ {vavxc(mv(m

A0 = g [(A) + At) -V 49+ (A7) + 4 it (€0

onde vy = 0U[n]/6n(7), e as expressdes para vy ¢ Ay, sao dadas pela Eq. (3.26).

Introduzindo os ntiimeros de ocupacgao ~; para cada estado, e definindo as densidades

de particula e de corrente paramagnética como

n(r) = Z%‘ |¢i(77)|2 (C.5)

: jpm:(—ﬁ)i%[ {VG) — (7)) (7). (C.6)

i=1

o funcional de energia total torna-se

B =T+ Buln i+ U+ [ @iy A0+ [ #ra [o)+ 5o a0] e

onde

F= =Y [ v (< ) w (©3)

Agora, diferenciando E em relagao a -;, obtemos

a’% - [Z /71 i

(aEm[n,j;] on(i)  6Esln. ;) am) o

M(f) 0 () O
((]F) ag% c %ﬁjf) {/fp(ﬁ : fY(F)d?’r} Br
Sﬁ) 5“5f’) U ) (U(F) * 2;;202 AQ(?*)) d3r] d*r
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=t S+ [ |6 0t 06+ gl e+

P ] 2F

Z% / [UH )+ vaclr) +0(7) + 2;(:2 A2(T)] i
: (_%) {/ Aee?) + A - [059904(7) — (V5 () ()| P+

! [ [t + A0 5 [45099 057 - (7050) wm}d?’r} )
Como as fungoes ¥ (7) desaparecem no infinito, temos
/ v. W(f) (Jm(m v 1@) wi(f)} &r =0 (C.10)
que leva a
[ @6 @) [Aule) + A0 w1 = = [0 - [ (Aalr) + A0 ) )] .
(C.11)
Assim,
[ A+ A0 - [0009640) - (90:09) )]
(C.12)

= [0 [(A) + A0 9 + 9 - (Al + A09)] 06)

o [V )~ (V5) (0]

PO (A + A7) -V + 9 - (Al + X(f))} 0y ()

Além disso, a partir da Eq. (C.8), temos



ot v 200 (7)
;%‘a—,;i Z /{ Vz% (7) + w-(T)V2# d’

Agora, utilizando as relagoes (C.11) e (C.14) na Eq. (C.9) encontramos

2 fonfs

Zh@ [(ga+,4m 7)) V47 (*(fj+£xc(f))}}w@< 7 dr +

(7) + Ve () + v(

8 r 2\72 62
Z [P @+ ) + V) + 5o 220

i
ine (A + 4 -V 4 V- (Al + 47))] } s

2me

S [0~ V) + e V1 (-

the (M) + @) - V 4+ V- (A7) + A7) } g—‘ﬁf &

2me

= [ue APy + 3 [ (000 + w0622 )

= E¢+Z’7j€j/( o >%(F) w (jaw];v)dg

7

onde usamos a Eq. (C4) e

/ G () dPr = 5
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(C.14)

(C.15)

(C.16)

Assim, mostramos que o Teorema de Janak (89), embora inicialmente demonstrado

dentro do formalismo da DFT, é também valido na CDFT.



172

Apeéendice D

Corrente paramagnética e potencial vetor de
troca-correlagao em sistemas com simetria esférica

Nesse Apéndice mostraremos que, em sistemas com simetria esférica, a densidade
de corrente paramagnética j,(r) e o potencial vetor de troca-correlagdo A,.(7") possuem
apenas componente azimutal.

Nosso ponto de partida serd a densidade de corrente paramagnética jp( ), dada por

(7, 8)

(P Vr(F) = Y (M) VY (7)] (D.1)

onde m, é a massa do elétron e 1, é a funcao de onda de um elétron.
Em um sistema esfericamente simétrico, ¢ (") pode ser separada em uma fun¢ao radial

e uma funcao angular,

Ui(F) = R (r) Y, (0, ¢), (D.2)

(onde n, [ e m sdo, respectivamente, os niimeros quanticos principal, angular e magnético)

e a Eq. (D.1) pode ser reescrita como

= - ik 3 {?[}Yé(&@)f ( ?*<T)81§T(r) _R?(T)E)Rgir)*>: +

o, o) m Y™ (0, ¢) ]

| RO (10,0022 nmw,w)%f’@)i b

>
I
=y
=3
S
S
RS
=
3
*
—
>
S
—




Como as fungoes radiais sao puramente reais, temos

OR} (r)
or

OB} (r)”

=0.
or

R (r) = Ri'(r) = R"(r) — Ri'(r)

Substituindo a Eq. (D.4) na Eq. (D.3), e utilizando a identidade

A DA (DA

obtemos

o = {iEj{ﬁ WG (v 0. 22 2) | +
S0 () N AN i ()
rsen 6 \S(Y2 (6,) Dy )]}
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(D.4)

(D.5)

(D.6)

Os harménicos esféricos, Y;™(0,¢), por sua vez, podem ser escritos em termos das

fungoes associadas de Legendre, P/"(cos#), como

20+ 1(l—m)!

nwa@:«4w¢zh(HwWBmewW:an%w@ww

Logo,
Y} ,

Y0, 2) ":9(5)’ ?) _ im1),, P"(cos §)e™? =imY;™ (0, ¢)

e
aYriL(GJ 90) _ imep ale(COS 9)
op e 26
im mcosf 1 m
= -1, " send _mpl (cosf) + mpl 1(cos 0)

oS Qme? ) Lmerl(e, o).

! - !
sen 0 1 ms1

= m

Na obtencao da Eq. (D.9) foi utilizada a relacao

(D.7)

(D.8)

(D.9)



174

Ara) = (1- 2" E
dP"(z) _  mx 1 il
de (1_x2>Pl ( )_'_—(1—1:2)1/2]3[ (x), (D.10)

onde Pj(z) é um polinémio de Legendre e x = cos 6.

A partir da Eq. (D.9) verificamos que

y;"(9, 90))

6 P (cosb)
g [ yme — G ym™ 2 cosv. 4y =0. D.11

Assim, substituindo as Egs. (D.8) e (D.11) na Eq. (D.6), encontramos

L= LS (R 00 B (D.12)

Me rsen 6
nlm

Note que em sistemas esfericamente simétricos a densidade de corrente paramagnética
(Eq. (D.12)) é proporcional ao niimero quantico m e possui apenas componente na dire¢ao

azimutal, .

Agora, escrevendo o potencial vetor de troca-correlacao (Eq. (8.42)) em coordenadas

esféricas
R c 0F c| OF 0E,. ~ OF
Ay = S0 ) Olue oy Ol Olae D13
N AR TG MR G M (D1
obtemos
c 0F
Amcr :Aic@—— - = {5 D.14
") 6y (T) (D-14)
pois
E E

Ainda para sistemas com simetria esférica, a densidade n(7)
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n(r) = E:M%WN=:§:RTOORﬂﬂKm7&¢ﬁT%&@)

nlm

= D (BN, [P (cosO)]F = n(r,0) (D.16)

nlm

é uma fungao apenas de r e . Logo, a partir das Eqgs. (D.14) e (D.16), verificamos que

[Vn(7)] - Age(7) =0 (D.17)

para sistemas com simetria esférica.
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Apeéndice E

Relacao entre o momento angular e a corrente
paramagnética

Nesse apéndice obteremos uma expressao para (L.) em termos da corrente para-
magnética j,.

O valor esperado do momento angular L, é dado por
L.

(L) = (w|L.

§)=3(n

1

Jj ¢k> = —ii/d?’r @(ﬁ%%(ﬁ (E.1)

onde 9 (7) é a fungao de onda de um elétron.

Escrevendo ¢ (7) = R}'(r)Y.L (0, ) e usando a Eq. (D.8), obtemos

zu;(f)%wk(f) — im |RP(r) [YA(0, ) (E2)

que leva a

L 0 : wrn O
i) o) =i {5 | (©3)
Substituindo a Eq. (E.3) na Eq. (E.1), utilizando a Eq. (D.5) e

~

- rsenfV = % (E.4)

encontramos



177

™

I
M =
—

#ra{uiion)

E

=1

i [ [wm Yul) — a7 5 w,m}

s
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I
[\3|‘~“
Mz

[ Errsend [V - bV @

??‘

=1

M 3 ih - 1~
— 7/d rrsen@( o ) Z [V (F) Vi (1) — Y () Vi ()] - @.

€/ k=

Finalmente, utilizando a Eq. (D.1) obtemos uma expressao para (Ez> em termos de

(L.) = % / drrsen 0], (7) - 3, (E.5)

que pode também ser escrita como



