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Resumo

CANDIDO, D. R. Relaxagao de spin via D’'yakonov-Perel’ em pogos quanticos com aco-
plamento spin-orbita intersub-banda. 2013. 230 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias)
- Instituto de Fisica de S3o Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos, 2013.

Em sistemas com acoplamento spin-érbita (SO) é possivel manipular eletricamente o
spin do elétron via a aplicacdo de um campo elétrico.! Isso permite a potencial aplicacao
do grau de liberdade de spin (Spintronica) no desenvolvimento de novos dispositivos e
tecnologias, como por exemplo na tecnologia da informacdo (computacdo quantica).>3 No
entanto, sabe-se que a interacdo SO causa efeitos indesejaveis, como por exemplo a
relaxacao e o defasamento de spin.* Dessa maneira, do ponto de vista de aplicacées, torna-
se desejdvel maximizar o tempo de vida do spin. Neste trabalho, investigamos a relaxacao
de spin dos elétrons de conducdo em pocos quanticos com duas sub-bandas® crescidos
ao longo das direcées [001] e [110] via o mecanismo de D’yakonov-Perel’® Combinando
teoria de grupos, o método k.p, a aproximagao da funcao envelope e teoria de perturbacéo
de Lowdin obtemos um Hamiltoniano efetivo para os elétrons da banda de condugdo na
presenca das interacoes SO de Rashba e Dresselhaus. Aqui, diferentemente de alguns
trabalhos anteriores,”® além de incluir o termo ctibico de Dresselhaus, também levamos em
conta as contribuicdes devido a influéncia da sequnda sub-banda de mais baixa energia do
poco. A partir deste Hamiltoniano derivamos expressdes para os tempos de relaxacao do
spin e analisamos como estas novas contribuicoes (termos do acoplamento com a sequnda
sub-banda) afetam os tempos de vida dos spins. Comparamos os tempos de relaxagao para
as direcdes [001] com os calculados para a direcdo [110]. Nossos resultados mostram que
as contribuigdes devido a sequnda sub-banda sao despreziveis para ambas as diregoes.
Mostramos também que o tempo de relaxagao para a direcdo [110] é mais longo que o da
[001], resultado consistente com experimentos®' e outros trabalhos teéricos anteriores.”

Palavras-chave: Interacao spin-orbita. Hamiltoniano efetivo para pocos quanticos. Pocos
quanticos em diferentes direcdes de crescimento. Acoplamento intersub-banda. Relaxacao
de spin via mecanismo de D’yakonov-Perel’.






Abstract

CANDIDO, D. R. D’yakonov-Perel’ Spin Relaxation in Quantum Wells with Intersubband
Spin-Orbit Interaction. 2013. 230 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de
Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos, 2013.

In systems with spin-orbit (SO) coupling, it is possible to electrically manipulate the
electron spin via applied gate voltages." This allows for the potential use of the spin
degree of freedom (Spintronics) in the development of new devices and technologies, for
instance information technology (quantum computing).>3 It is known however, that the SO
interaction leads to the undesired effect of causing spin relaxation and spin dephasing.
Thus from the point of view of applications, it is desirable to maximize the spin lifetimes.
Here, we investigate the spin relaxation of the conduction electrons in quantum wells
with two sub-bands® grown along the [001] and [110] directions via the D’yakonov-Perel’
mechanism. By combining group theory, the k.p method, the envelope function approach
and the Lowdin perturbation theory, we obtain an effective Hamiltonian for the conduction
electrons in the presence of the Rashba and Dresselhaus SO interactions. Differently
from some early works,”8 in addition to the cubic Dresselhaus term, we also account
for the contributions arising from the second lowest sub—band of the well. We derive
expressions for the spin relaxation times and analyze how the new contributions (second
sub-band terms) affect the spin lifetimes. We compare the relaxation times obtained in
the [001] direction with those calculated for the [110] direction. Our results show that the
contributions from the second sub-band are negligible for both directions. We also find
that the relaxation time in the [110] direction is longer than the one in the [001], a result
consistent with experiments®'® and earlier theoretical works.”

Keywords: Spin-orbit interaction. Effective Hamiltonian for quantum wells. Quantum wells
in different growth directions. Intersubband coupling. D’yakonov-Perel” spin-relaxation
mechanism.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A Spintronica é um ramo da matéria condensada que explora o uso do spin junto (ou
ndo) a carga dos elétrons em aplicacdes tecnoldgicas, tal como o processamento quantico
de informacdo.> Atualmente esse ramo se mostra uma das dreas mais importantes na fisica
de semiconductores, tanto pela pesquisa fundamental quanto pelas possiveis aplicacoes

! e computadores quanticos.? Dessa

em dispositivos, como por exemplo o transistor de spin
maneira, torna-se interessante o estudo tedrico de potencias sistemas a serem utilizados no
desenvolvimento de novos dispositivos. Um dos principais sistemas estudados atualmente
é o chamado gas de elétrons bidimensional (2DEG, do ingles two-dimensional electron
gas). Para obtermos este, devemos ter uma heteroestrutura com estruturas de bandas

dependente da posicao, onde apropriados offsets da banda de conducao, serao responsaveis

pelo confinamento dos elétrons em niveis discretos de energia.

O estudo de Hamiltonianos 2DEG em pocos quanticos com duas subbandas vem sendo
foco de pesquisas na area da Spintronica devido a gama de novos resultados que vem
sendo encontrados. Para estes sistemas, foi encontrado um novo termo de acoplamento
spin-orbita, similar ao termo de Rashba. Onde o resultado interessante é que este novo
termo, diferentemente do termo de Rashba, sobrevive mesmo quando nosso poco se mostra
totalmente simétrico.> Mostrou-se também, como consequéncia direta do surgimento deste

novo termo, uma condutividade nado nula no efeito Hall de spin."

Resultado este antiga-
mente desconhecido, uma vez que o termo de Rashba intrabanda gerava uma condutividade

nula.”
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Dessa maneira, como extensao dos trabalhos citados acima, temos como primeiro re-
sultado novo apresentado neste trabalho os Hamiltonianos efetivos para um 2DEG com
direcdes de confinamento [001] e [110], que levam em conta a influéncia da sequnda sub-

banda via acoplamento dos Hamiltonianos de Rashba e Dresselhaus (Cap. 6).

Sabemos que para haver a possibilidade de aplicacao tecnolégica destes sistemas,
necessitamos que a meméria do spin nestes seja a mais longa possivel.*'?> Dessa maneira
torna-se possivel o processamento da informacdo (através da polarizacdo de spins) antes
que essa “tenda a zero” devido ao mecanismo de relaxagao do spin do elétron. Hoje por-
tanto, temos como um dos mais importantes focos de pesquisa na fisica de semiconductores,
a investigacao de processos de relaxacdo de spin® em pocos quanticos, fios quanticos e

pontos quanticos.?

Utilizando experimentos e o Hamiltoniano efetivo para uma subbanda, sabe-se que
pocos quanticos crescidos em diferentes diregdes cristalogréficas, tem diferentes tempos

9,13,14

de relaxacao. Para pogos quanticos crescidos na diregao [001] sabemos que esse

9,1

tempo é muito pequeno,”’ o que torna invidvel o processamento de informacdo por meio

desses spins. Esse fato nos faz buscar pocos crescidos em outras direcées.’

Onde para
pocos quanticos crescidos na direcdo [110] encontramos tempos de relaxacdo da ordem de
ns, maior por mais de uma ordem de grandeza quando comparado aos tempos de relaxacao

de pocos quanticos crescidos na direcdo [001].%

Sabendo que o tempo de relaxacao é calculado teoricamente a partir do Hamiltoniano
2DEG do poco quantico, todos os trabalhos que tratam relaxacao de spin para 2DEGs

confinados nas direcées [001] e [110]%10.14-18

apenas os fazem considerando o efeito da
primeira subbanda de mais baixa energia. Dessa maneira, o seqgundo resultado novo
apresentado neste trabalho é a expressao analitica dos tempos de relaxacao de spin para
pocos quanticos crescidos nas direcdes [001] e [110] (Cap. 7) levando em conta agora a

influéncia do acoplamento com a sequnda subbanda (Cap. 6).

1.1  Outline do trabalho

Sumarizando entdo os resultados novos na literatura apresentados nesse trabalho

temos: a obtencdo dos Hamiltonianos efetivos dos 2DEGs (nas direcdo [001] e [110])
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levando em conta a influéncia da segunda subbanda (via acoplamento do Hamiltoniano
de Rashba e Dresselhaus) e o calculo dos tempos/taxas de relaxacdo de spin devido a
estes Hamiltonianos. Dessa maneira, o objetivo deste trabalho além da inclusao efetiva
da segunda subbanda é observar como esta contribuicdo altera os resultados fisicos ja
conhecidos na literatura, onde a inclusdo efetiva com a sequnda subbanda néo é levada
em conta. Para isso, precisaremos dos capitulos de 2-6 junto aos apéndices AB,C,D e E,

que nos guiam a obtengdo dos Hamiltonianos efetivos e ao calculo de relaxagao de spin.

Nos apéndices A e E fazemos uma revisao sobre as simetrias do cristal zincblend
e a aplicacdo destas a teoria de grupos, procedimento necessdrio para a obtengao dos

Hamiltonianos em bulk e para heteroestruturas.

No capitulo 2 derivamos o Hamiltoniano de acoplamento spin-drbita via aproximacoes
de baixas energias na equacdo de Dirac. Também deduzimos o método k.p, onde com o

auxilio do apéndice A derivamos o Hamiltoniano para cristais em bulk.

Devido a quebra de simetria perante o vetor da rede de Bravais em heteroestruturas,
o Hamiltoniano k.p junto ao teorema de Bloch na direcdo z ndo podem mais serem usados.
O que nos leva ao uso do formalismo da fungao envelope para a obtencdo do Hamiltoniano

para heteroestruturas, abordado no capitulo 3.

No capitulo 4, junto aos apéndices B,C e D derivamos os Hamiltonianos de Rashba
e Dresselhaus para a banda de condugao com as direcdes de crescimento [001] e [110].
Aqui também apresentamos o procedimento numérico autoconsistente a qual simularemos

estruturas realisticas.

No capitulo 5, utilizando os resultados do capitulo 4. apresentamos uma detalhada
derivacao dos novos Hamiltonianos efetivos (2DEG) para elétrons confinados nas diregoes
[001] e [110], onde agora levamos em conta a influéncia da sequnda banda de mais baixa
energia. Nesse capitulo também sdo mostrados as constantes de Rashba e Dresselhaus

intra e intersubbanda utilizadas para o célculo da relaxagao de spin.

Analisamos também a influéncia dos novos termos de acoplamento inter e intrasub-
banda nos tempo de relaxacdo de spin ja conhecidos referentes a nao inclusao efetiva da
segunda subbanda. O que torna necessario um estudo completo do principal mecanismo

de relaxacdo de spin em pogos quanticos dopados formados por materiais zincblend, o
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mecanismo de D’yakonov Perel.*®812 O mecanismo de relaxacdo de spin utilizado vem
descrito e derivado detalhadamente no capitulo 6, onde nesse mesmo capitulo calculamos

os novos tempos de relaxacao para os novos Hamiltoniano efetivos obtidos no capitulo 5.

Nossos resultados numéricos sdo mostrados no capitulo 7, onde simulando um poco
quantico realisticos, do tipo Al,Ga,_,As/GaAs/Al,Ga,_,As, obtemos auto-consistentemente
os parametros de Rashba e Dresselhaus, intra e intersubbanda. Uma vez obtidos estes
parametros, calculamos os tempos de relaxacao e as contribuigdes devido a primeira e a
segunda subbanda. Por sua vez, vemos que as contribuigdes da segunda subbanda se
mostram insignificantes, uma vez que estas sdo ~3 ordens de grandezas menor que as

contribuigdes provindas da primeira subbanda.



CAPITULO 2

EQUACAO DE DIRAC E O METODO K.P

No ramo da Spintronica, o Hamiltoniano de acoplamento spin-drbita tem uma grande
importancia Fisica. Podemos identifica-lo como a causa de diversos fendmenos descobertos
teorica e experimentalmente como por exemplo, a estrutura fina no espectro de energias do

dtomo de Hidrogénio e os “novos” estados da matéria, os chamados isolantes topolégicos."

O Hamiltoniano que representa essa interacao é dado por

Ao, - R
Hso = 7550 x VV(7) 7, (2.1)
mgc

onde h = % e h é a constante de Planck, my é a massa do elétron livre, ¢ é a velocidade
da luz, g é o operador momento do elétron, V() é o potencial sentido pela particula (e.g.
potencial atdomico do 4tomo ou o potencial periddico de uma rede) e G é o vetor matriz de

Pauli, representado por

Jd =X + X7 ' + X3 . (2.2)

Dado a grande importancia deste Hamiltoniano em diversos ramos da fisica e princi-
palmente no fisica de semicondutores, torna-se necessario e importante do ponto de vista

fisico, descobrir como e de onde ele surge. Essa dedugao sera feita na primeira secdo.

Na segunda secao desse capitulo deduziremos o método k.p, um método capaz de
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nos dar informacdes sobre a estrutura de bandas de um material. Este é um método
semi-emplrico, pois os parametros utilizados neste método sao obtidos por meio de dados
experimentais, calculos “ab-initio” e "tight binding”. Como exemplo, temos o caso da massa
efetiva obtida por experimentos de ressonancia ciclotronica?’ e dos “gaps” fundamentais

obtidos por emissao de fétons.?!

2.1 Equacao de Dirac e o Hamiltoniano Spin-Orbita

Em Mecanica Quantica nao relativistica, conhecida como Mecanica Quantica de Schro-

dinger??

ndo fazemos o uso do quadro de referéncia de Lorentz o que corresponde a nao
considerar o sistema invariante por Lorentz e portanto, inconsistente com a Relatividade
Restrita.”® Uma equacao invariante por transformacdo de Lorentz, exige que as derivadas
espaciais e temporal sejam da mesma ordem, pois nas transformagdes de Lorentz essas

sao simétricas em relagdo as coordenadas espaco-temporais. Essa simetria, ndo é vista

na equacao de Schrodinger para particula livre,

3
g W)= 5 3 017.0). 23

A principal motivacao da formulacao da teoria quantica relativistica é o fato da equacao
de Schrodinger nao fornecer, para altas velocidades (v ~ ¢), resultados de acordo com os
experimentos.”’ Ou seja, nesse regime de velocidades a transformacao de Lorentz comeca a
ndo ser mais aproximadamente a de Galileu, tornando-se necessaria entao a utilizagao de
uma equacdo que descreva fendmenos quanticos e que também seja invariante por trans-
formacdes de Lorentz?® Essa teoria é chamada de Mecanica Quantica Relativistica.?’~
Vale frisar aqui que a Mecanica Quantica Relativistica ndo precisa estar de acordo com a

Teoria da Relatividade Geral,”® uma vez que devido a sua baixa intensidade, a gravidade

pode ser desprezada quando tratamos fenémenos atomicos.

Dada essa motivagao, introduzimos a equacao de Dirac para uma particula livre,

297, 1)) = [cd 5+ Bmoc?] 017, 1) | (24)
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onde

02 o 12x2 022
a = , B = : (2.5)

o, 020 022 122
Na presenca de um campo eletromagnético, devemos adicionar a equagao (2.4) o termo
q¢(F) correspondente a energia potencial devido ao campo e realizar a troca § — g — ZA,
conhecido como acoplamento minimo. Esse mesmo procedimento também é feito no caso

28,31

cldssico.?831-33 Realizando entdo o acoplamento minimo, obtemos

d 5
i 197, 0) = [ca- (5~ LA) + Bmoc + 4] 197, 1) 26)

Sendo que a dimensdo das matrizes a e B é 4, a solucdo da equacao (2.6) deve ser da

forma

(A |

o | #0 [ eo | o
Us(7) Y_(7)
) |

conhecido como spinor de Lorentz. Inserindo este spinor em (2.6), encontramos o sequinte

sistema matricial a ser resolvido

moc® + qé(F) — E Cﬁ.(ﬁ_%/j) ¢, (7)

R (2.8)
ca-(p—2A)  —mct+qe(N—E || 47

27

Seguindo como principal referéncia,” encontraremos um Hamiltoniano efetivo para a

maior componente do spinor de Lorentz. Utilizando a segunda linha da equagao matricial

(2.8) obtemos

ca - (ﬁ— %/Z\)
E+ moc = q9()

Y () = TAGY (2.9)

Sabendo que para baixas velocidades v <« c e E ~ mgyc?, podemos simplificar a equa-
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cao (2.9)

~L«, (2.10)
C

-
¢(7)

Ou seja, a componente J; possui uma maior contribuicdo na funcao de onda total e
por esse motivo iremos obter uma equacao efetiva para ela. Para isso, inserimos (2.9) na

primeira equagao de (2.8), obtendo assim

o5 2A) g [

o |Q

A) (P + a9 (M) = (E = moc?) (7).
(2.11)

Esta sera a equacao de onde todos os termos de correcao do Hamiltoniano da Mecanica

Quantica de Schrodinger surgirdo “espontaneamente”. Identificando a energia da equacao

2

de Schrodinger como sendo Es = E — mgc” e realizando a expansao do denominador para

baixas energias, i.e. O (vz/cz) , obtemos

|50 (7= 2A) - (5 - 24) + g0t
1

~amza? (F= A E— oo (-

o |Q

ﬁ)]wr*) = Egf).  (212)

E importante destacar algumas sutilezas que essa equacdo apresenta. A primeira
delas é que esta nao é uma equagao de autovalores, uma vez que a energia E; esta
contida em ambos os lados da equacdo. A segunda estd ligada ao fato de que quando
escrevemos a equacao (2.11), nés eliminamos a componente (). Sabendo que a relagao
da densidade de probabilidade, dada pela equacao (2.13) deve ser mantida, torna-se

necessario renormalizar a funcdo (1)

/ Pt () = / &r (Wl +9fy ) =1, 213)

Como fizemos a aproximagao até O (vz/cz), realmente devemos renormalizar a fungao

de onda (., (7), uma vez que segundo a equacao (2.10) temos |(_(7)|* ~ Z—i |, (AI°. Ou seja,
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a parte do spinor ¢_(F) tem uma influéncia que deve ser considerada. Caso fizéssemos a
aproximagao até O (v/c), esta renormalizacdo seria desprezivel, uma vez que a componente

de correcdo é O(v?/c?).

Utilizando a equacdo (2.9), a aproximagdo E ~ moc? > — qd(F) e desprezando termos

maior que O(v?/c?) encontramos

—/}Pr¢1¢+c:1, (2.14)

onde
- 2 h —>
A)—an

Cc

-

o lQ

g () = |1+ Gy (7, (2.15)

2.2
8mjc
é a componente do spinor renormalizada.

Reescrevendo (2.11) em funcao da componente do spinor renormalizada (2.15) obtemos

ﬁz ﬁ4 h =1 = qh —
I &m3c2 - 7 (I' — G-
2my ~ Bmgc? 9N T g B T g
(GhBY?  qh sy s qh = -] - )
_8m3C2 - SmSCZI_I (? B— 8m2C2v . E L'[I_l_(lj,) = E5¢+(F,XZ16)
onde
—>_ N q_,
N=p-A (217)
e
E=—vv@. (218)

Nesse ponto vemos o surgimento “espontdneo” dos termos de correcao do Hamiltoniano
eletronico, concluindo assim que estes termos aparecem via a aproximacao da equacao de

Dirac para baixas energias.

O primeiro e o segundo termos correspondem a energia cinética e sua correcao de
mais alta ordem. O terceiro corresponde ao potencial que o elétron esta sujeito e o quarto
é o acoplamento spin-odrbita. O quinto, o sexto e o sétimo representam respectivamente o
termo Zeeman e suas correcoes de mais alta ordem. E finalmente o oitavo é denominado

termo de Darwin.
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— —
Em nossos estudos, consideramos o campo magnético nulo (A = 0), excluindo portanto
o efeito Zeeman. Desprezamos também a correcdo de mais alta ordem da energia cinética

dos elétrons, resultando em

ah” . E] J.()=Edi(m. (219

G-(F x E) —

p qh
2m0

2mg T 00— 4m562 8m§c2

Como estamos interessados no acoplamento dos movimentos orbitais junto aos movi-
mentos de spin, excluiremos o termo de Darwin uma vez que este termo é independente

do spin e sé resultam um pequeno deslocamento nas bandas de energia.

Indentificando V/(F) = qo(r) e E= —ﬁ¢(7) obtemos o Hamiltoniano tratado nesse

trabalho dado por

FVV(A) % B (2.20)

2.2 Método k.p

O objetivo deste trabalho é o estudo dos elétrons em sdlidos cristalinos. Temos,
portanto como meta, a resolucdo da equacao (2.20), sendo V/(r) o potencial efetivo sentido
pelos elétrons no cristal. Sabendo que esse potencial é devido a densidade eletronica
e aos (ons da rede, é fato que hd uma periodicidade deste sobre a rede de Bravais do
cristal, ou seja, V(F+ f?) = V(F), onde R é o vetor da rede de Bravais3* Verificada a
periodicidade do potencial V/(r), é imediato concluir que o Hamiltoniano (2.20) também é
invariante perante uma translacao de R, tornando possivel assim a utilizacdo do teorema

de Bloch.3* Este nos diz que a funcdo de onda pode ser escrita como

T s
N (221)

.
onde temos agora a periodicidade incluida nas fungées u, , ¢(F) = u, , (P + R). Como
discutido no apéndice A, devido ao teorema de Bloch, s6 precisamos resolver a nossa
equacao para a célula unitdria. Os indices, n, k e o, fazem referéncia respectivamente ao

indice de banda, vetor de onda e ao spin. A relacao de ortonormalidade para a funcao de
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onda ¢, ; ¢(7),

wwﬁﬂ¢%M):/H%@w%¢wfzmwmﬁaﬁ—ﬁy (2.22)

%

sendo V' o volume total do sélido, garante que

<un’,U’,I?} un,U,I?> = / d3ru:/’(;/,/:un,g,/? = 6n,n’60,a’V(Q) , (223)
V(Q)

onde V(Q) é o volume da célula unitéria.

Usando o teorema de Bloch na equacéo (2.20) obtemos

K22 |- . h . REXVV N
~ 2m + V() + WU'V\/(F) Xp+ m_ok. (P + “dmec? )] Uy o k(1) = B, o1ty 0 £(7),
(2.24)
onde En,g,E =E, .5~ % Dada a equagao que as fungdes u, , ¢(F) satisfazem, vamos
fazer algumas definicoes afim de compactar nossa notacao,
H ="Ho +Hso +Hiso + Hip, (2.25)
h?v?
= — % 2.2
Ho= =5+ V{7, (2.26)
h — = N =2
Hso = 550 VV(A)xp=3d-5, (2.27)
4mge
— h i =
Hip = m—ok P (2.28)
hz — — hz — — -
=——k-dxVV=g- VVxk=d-5. 2.29
Hso 4m}c? 7 4m}c? 8 ‘ (2.29)

Como ja justificado no apéndice A, a maioria dos semicondutores II-1V e IlI-V tem gap
direto, sendo assim, resolvemos perturbativamente nosso sistema em torno de k =0, o

ponto ['. A equacao (2.24) é dada entao por

h? B .
I:_Z_n”lovz + V(F) + 4—m(2)C2 Y4 \/(F’) X p] un,a,(j(,?) = En,a,ﬁun,a,(j(?) . (230)
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Como ja discutido no capitulo anterior, usaremos no calculo dos elementos de matriz
'H a formulagao do grupo simples. Com isso, excluimos o indice o das fungdes de Bloch, o

que nos resulta como Hamiltoniano nao perturbado

2
[_2h_mvz + V(F)] u,5(F) = E, gu,6(7) - (2.31)

Supondo conhecidas as energias E, 5 e as autofungdes u,, ;(7) dos estados nao pertur-
bados, e sabendo que v, 5(F) forma uma base ortonormal completa, i.e., ZnN:1 ”;,5(F)Un,6(ﬁ) =
0(F—r'), podemos escrever u,, ¢(F) = Z,/:,/:1 a,,,m(I?)umﬁ(F'). Usando esse resultado em (2.24)

obtemos

hd x VV

4m002

i E B - eovix itk 5+
m,0 n,ok 4m(2)C2 p mo p

)] Un,m(/?)um,ﬁ(F) =0.
(2.32)

m=1

Multiplicando esta por u* 6(?) e integrando sobre a célula unitéria, temos

-

{(Eng— Bro) B+ (m'[ s Im) + (m'| Hicp [m) + (m'| Haso Im) } () =0,
(2.33)

E

3
I

onde utilizamos a notagdo (r| m) = u,, 5(F) e (n|A|m) = fd3ru: (NAu,, 5(7), sendo A um

operador qualquer.

Lembrando via equagao (2.31) que as fungdes u,, 4(F) ndo tem dependéncia com spin, o

operador ¢ nado operara nestas podendo assim ser retirado da integral, ou seja,

N
> {(Ens— Enoe) Swem + & ('] SIm)+ (| iy m) + & ('] Sic m) } @ (K) = 0.
m=1

(2.34)

A equacao acima mostra que, fixado um vetor de onda K, temos que resolver uma
equacao matricial de autovalores de ordem N, onde em principio temos N — oco. Como
discutido no apéndice A, a base de maior interesse para nosso estudo é a banda de con-
dugado de mais baixa energia junto a banda de valéncia de mais alta energia, representada

respectivamente por
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{Ist.

S,

X1 IX 011,

Y. 1z1n.1Z2 1)} (2.35)

Ou seja, estamos interessados no bloco 8 x 8 que corresponde a projecdo do nosso Ha-
miltoniano (2.24) na base (2.35). Em outras palavras, truncamos nosso somatdrio em (2.34)
apenas na base (2.35). No entanto, se apenas diagonalizarmos a equagao (2.34), truncada
na base citada, de alguma maneira ndo estaremos considerando a existencia das outras
bandas e consequentemente estaremos desprezando suas influéncias fisicas nos resultados

obtidos por nés.

Dessa maneira, vemos que esse truncamento gera aproximacoes. Para o calculo da
massa efetiva do elétron esse truncamento nos garante bons resultados, fato esse que nao
acontece na determinacdo da massa efetiva dos buracos pesados, onde obtemos sinais

errados para as massas.”® Esse resultado serd visto na Tab. (2.1).

Um Hamiltoniano efetivo que contenha a influéncia destas outras bandas pode ser
obtido através da teoria de perturbacdo de Lowdin.® Posteriormente mostraremos a equi-

valéncia desta com o processo chamado “folding down” encontrado em.?

2.3 Teoria de perturbacao de Lowdin

Sequindo a referéncia,®® derivaremos nessa secdo o Hamiltoniano efetivo. Com o

proposito de maior simplicidade na notacao, escrevemos (2.34) como

N
S {H,,,m, _ Enam,m,} anm(®) =0, (2.36)
m=1
onde
En=E, i —Eng (2.37)

eprecisva colo

- h — hz - —
YV X |m')+{m] KB m' )+ (m] 55V V <K ') . (238)

Hawr = (m| dmic?

4mc?

Separamos agora as funcdes de Bloch em dois grupos como mostra a equagao (2.39). O



40 CAPI{TULO 2. EQUACAO DE DIRAC E O METODO K.P

primeiro grupo, chamado grupo ou classe A, contém a base de maior interesse. O segundo,
o grupo ou classe B, contém as bandas de menor interesse, também chamadas de bandas

remotas, devido a estas estarem energeticamente longe das bandas da classe A.

un,l?(F) = Z a”,m(lg)um,ﬁ(?) + Z an,m(lz)umlﬁ(?) . (239)

meA meB

Dividimos entdo o somatdrio de (2.36) em duas partes e fazendo uma pequena mani-

pulacao algébrica chegamos em

doalk) =) E%{%ammf(ﬁ) +> #an,,(”) V' (#m.  (240)

m'eA

—

Feito isso, inserimos a, (k) no somatério ) ,_; de modo a eliminar os estados de B

iterativamente, obtendo assim

o0 Hmm’ Hm[ m[ H[p Hpm
Gn,m( ) - Z En — Hmm + Z E Hmm E H” + Z Z E Hmm E H” E pr

leB —1n leB peB

+ an,m’(k),
(2.41)

que escrita na forma da equacao (2.36), é dada por

> {Hehy — Evduw } annt) =0, 24)

meA
com
H;fm’ = mm’+Z mlHlm Z Z mlHlp/]:{pm’ +--- \ m, m' :/é l, P, l 7/: P,

s E I€B peB (E Hu) (En - pr)

(2.43)
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sendo o Hamiltoniano efetivo. Hamiltoniano este que leva em consideracdo a influéncia
das bandas da classe B, chamadas de bandas remotas. Os indices n e m fazem referéncia
a classe A e os indices [ e p a classe B. O resultado do Hamiltoniano efetivo depende de

E,, uma energia desconhecida a principio.

2.4 Folding down

O Folding down, é um procedimento semelhante ao descrito na subsecdo passada onde
o objetivo é obter um Hamiltoniano efetivo para uma certa classe de fungoes Primeiramente
dividiremos nosso Hamiltoniano em duas partes correspondendo as proje¢des nas fungoes

de Bloch das Classes A e B. A equacao de autovalores correspondente é dada por

Ha H
ATE LT (2.44)

Hpa Hs b b
Realizando um procedimento igual ao realizado na equacdo de Dirac, eliminamos a

parte dependente da classe B. Sendo assim, substituimos

1

b =
E —Hpg

Hpaa , (2.45)

obtida via a sequnda linha da equacao matricial acima, na equacao (2.44) obtendo

Ha =Ea, (2.46)

onde o Hamiltoniano efetivo é dado por

HY =Ha+Has Hpa - (2.47)

1
E —Hsp

Supondo que a parte diagonal de Hg (H%) seja menor que a parte ndo diagonal (H%/),

. 1 ;- A nd -
expandimos Eiy) €M série de poténcias de ‘HE", ie,
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1 1 1 1 1
= ~ + H 2.48
E-Hsg (E-HE) -HY E-H§ E-HE °E- HE " (249)
Com isso, o Hamiltoniano efetivo dado pela equacao (2.47) fica na forma
HY =Hi+H 1 Hpa +H ! H ! Hpa + (2.49)
A = Ha ABEad He BA ABE_,Hd BE_ He BA : :

Obtido o Hamiltoniano efetivo via “folding-down” (2.49), nosso objetivo agora é com-

parar este com o Hamiltoniano obtido via a teoria de perturbacao de Lowdin (2.43).

Lembrando que o elemento H,,, mapeia a classe A, ie.,

Hy = H. , (2.50)

o elemento H,, a classe B,

Hp = Hip , (2.51)

e o elemento H,; o acoplamento entre as classes A e B, i.e,

Hag = H., , (2.52)
identificamos
Hnm - HA: (253)
HoHim 1
— Has Hpa, (2.54)
— E—Hy E —HdB
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Pt g e g Vg 255
e o o B A

Com isso, quando comparamos as equacdes (2.43) e (2.49), vemos que as duas sdo idén-
ticas, ou seja, ambas as equagoes, obtidas a partir de métodos aparentemente diferentes,

nos dao o mesmo resultado para o Hamiltoniano efetivo.

2.5 Abordagem por Winkler e Pikus

Além dos dois métodos perturbativos discutidos na secao 3.2 e 3.3 que incluem a
influéncia de bandas remotas, existe ainda um outro, abordado nas rereféncias.’’-3® Neste,
o resultado para o Hamiltoniano efetivo é exatamente o mesmo que as equacoes (2.49) e

(2.43), mostrando a concordancia das trés abordagens.

37,38

Tal método é derivado e discutido em detalhes em ambas as referéncias e nas

secoes 3.2 e 3.3, nao nos preocuparemos em derivar as equacgdes novamente. O objetivo
dessa secdo entdo passa a ser apenas o de entender como o resultado obtido em? 3 se

relaciona com as equagoes (2.49) e (2.43).

Primeiramente projetamos um Hamiltoniano genérico em todos as autofungdes da base
(classe A e B), obtendo um Hamiltoniano completo H de ordem N x N, dado pela Eq.

S em nosso Hamil-

(2.44). Posteriormente, aplicamos uma transformacao unitaria U = e~
toniano, de modo que essa bloco diagonaliza o Hamiltoniano H nos subespacos corres-

pondentes as classes A e B, i.e. UHgUT = 0, e consequentemente

Ha Hag U Hy O
HBA - 0

(2.56)

Com isso, concluimos que tal transformacao inclui a interacdo das classes A e B
(representada pela parte do Hamiltoniano que acopla as classes A e B), via adicdo de
novos termos na parte bloco diagonal do Hamiltoniano, exatamente como acontece nos

casos discutidos por nos.
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2.6 Hamiltoniano de Luttinger 6x6

O Hamiltoniano de Kane dado pela equacao (A.26) considera apenas o primeiro termo
do lado direito da equacao (2.43), obtida via teoria de pertubacao de Lowdin ou métodos
equivalentes. Ou seja, este ndo considera a influéncia das bandas remotas (classe B). Como
mencionado anteriormente, ndo sao em todas as situacoes estudadas que o Hamiltoniano
de Kane se mostra suficiente para a descricdo fisica do problema, tornando-se assim

necessaria a inclusao da contribuicdo devido aos termos de mais alta ordem.

Sendo assim, introduzimos o Hamiltoniano de Luttinger® afim de aprimorarmos o

Hamiltoniano de Kane. Este Hamiltoniano é de ordem 6 e é definido como

W W (nl 2K P10l 2K - 5 |m)
L _ k._, A V\/ = = mo mo
M = {0l ok plm) + (ol g (VWA % 5) JUEDN S
h?k?
— , 257
(I Ho + 5 m) (257)

onde |n, m) é a base descrita em (2.35) excluindo as bandas de condugdo. A contribuicdo
do Hamiltoniano Hysp (Hamiltoniano devido ao momento do cristal) ndo é levada em conta,

uma vez que esta corresponde a somente 1% da contribuicao do Hamiltoniano Hy ,.*

Para construir entdo o Hamiltoniano de Luttinger, basta calcularmos o terceiro termo
em (2.57) (os dois primeiros e os dois ultimos termos ja foram encontrados nos apéndice

A e E). Sendo assim, é necessério calcular para os autoestados |X),|Y),|Z) o primeiro

~ . hk-5
termo de correcdo devido a parte Top' obtendo

Lk? + M (k; + k?) Nkk, Nkk,
HORK = Nk, k, LkZ + M (k2 + k?) Nk, k, . (258)
Nk k, Nk, k, Lk? + M (k% + k2)

Aqui, o termo %koz ja foi adicionado na diagonal do Hamiltoniano HPXX. O Hamiltoniano

HPKK foi inicialmente derivado por Luttinger e Kohn*® e Dresselhaus, Kip e Kittel*" para

a estrutura de diamante. Estrutura essa que possui as mesmas simetrias (54, 0,..) da
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estrutura cristalina zincblend somadas a simetria de inversao.

Nesse Hamiltoniano, as constantes sao definidas por

h2
L:2—mO+F+ZG (2.59)
hZ
M=o+ Hi+Ha, (2.60)
N=F—G+H —H,, (2.61)
sendo - ,
_ B [(X] x| uj)]
F_m_gj EoE (2.62)
(X]| px
o= Ity el 269
J
R }XIP |U>|
_ ZZ v 1971 (2.64)
2 I NE
HZ:EzM, (2.65)

onde |uj> sdo os estados de base da representagdo irredutivel [';. Esses coeficientes sao

relacionados aos chamados parametros de Luttinger via as equacgoes

2mg 1 2m
ygz_h_z%(L 2M) = —1—§h—§(F+2G+2H1+2H2), (2.66)
b 2mol = Mo e oe 267
Vz—_ﬁé( — )__§ﬁ( + 1 —Hy) (2.67)
2mo 1 1m
y§:_h_2°6(/\/): 3h§(F G—H +H) . (2.68)

Uma vez que estamos trabalhando com a formulacao do grupo simples, estamos con-
siderando a divisdao de nosso Hamiltoniano como (A.4), i.e., nossas funcdes ndo dependem
de spin. A dependéncia deste é colocado na mao como vimos em (A.21). Dessa maneira, o

Hamiltoniano HPXK ¢ degenerado em spin, i.e.,
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A

Figura 2.1 — Representagdo esquemdtica da energia das bandas e as respectivas simetrias dos autoestados.
Nota-se que ndo representamos aqui todas as bandas envolvidas.

0 0 0
HPKK 0 0 0
0 0 0
H = . (2.69)
0 0 0
0 0 0  HPKK
0 0 0

Com isso, conseguimos facilmente reescrever o Hamiltoniano de Luttinger na base
do momento angular total (excluindo as bandas |iS T) e |iS |))) mostrado na Tab.(A.3),
correspondente a recombinacdo da base primordial (A.21) como mostrado no apéndice B.

Essa base se torna de uso util uma vez que o Hamiltoniano spin-drbita se torna diagonal

nesta.

Na base de momento angular total temos entao
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ut+vt St R 0 4St —V2R!
St oyt vt 0 R Vvt /35t
T 0 Ut—vt ST 380 Vvt
0 RL1 St U+ Vvt V2R LS
LS Vvt 38T VaRY Ut-A 0
Lt 3Lt L 1 &Lt L
~VZR'T 38 vt 18l 0 U -A
onde, sequem as seguintes definicdes
hZ
L _ El/ e LkZ
U 2m0 Vi '
L R0 L
Vi= —z—mo()’zkn — 2k, v3k;)
L n L2 12
R = —Z—nu)\/§(u k+ — yLki) ’

2
st =~ Bk ik,
ng
vh= (v +v5)/2,
pt=(v5 —v3)2,

definicdes estas baseados no artigo.*?

’

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)
(2.75)

(2.76)

2.7 Hamiltoniano de Kane estendido 8x8 e renormalizacao

dos parametros de Luttinger

A base do Hamiltoniano de Luttinger (2.70) ndo leva em conta a banda de conducao

(|éS T)e|iS |)) como pertencente a classe A de interesse. Portanto, quando diagonali-

zamos este, os resultados ndo nos dao nenhuma informacao sobre as funcdes de onda e

energia dos eletrons. No entanto, como estamos interessados nos Hamiltonianos que des-

crevem as propriedades dos elétrons, torna-se necessario a inclusdo da banda de conducao

como pertencente a classe A. Sendo assim, devemos tratar agora a base |m) de (2.57) como
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sendo a base completa do momento anqular total Tab. (A.3), ie,

AM;), i =1,.8. Em
outras palavras, o Hamiltoniano aumenta sua ordem, sendo agora 8x8, devido a inclusao

da banda de condugao de mais baixa energia (duplamente degenerada em spin),

2x2 2x6
HSXB — HCC 7_(CV (2 77)
IAM) H2><6 t H6><6 ’ )
( cv ) vv

Os parametros L, M, N em (2.58) foram calculados levando-se em consideracao a con-
tribuicao da banda de condugdo como banda remota, i.e., pertencente a classe B. Como o
Hamiltoniano (2.77) considera esta banda explicitamente na sua base, i.e., pertencente a
classe A, devemos redefinir os parametros N, L, M de modo a retirar a contribuicdo pro-
vinda desta banda, representada por ['{. Sendo assim, como ponto de partida devemos

trabalhar com um novo Hamiltoniano dado por

Ak? ik.P ik,P ik,P
S Lk? + M (k2 + k2) Nk, k, Nkyk,
—ik, P Nk, k, LkZ + M (k% + k2) Nk, k,
—ik,P Nk, k, Nk, k, Lk? + M (k? + k2)
(2.78)
agora 4 x 4, na base |S), |X),|Y),|2).

A primeira linha e a primeira coluna foram obtidas no apéndice A e E (com excessao
do termo Ak? que serd determinado posteriormente na secdo 3.1) onde sé foi levado em

conta o acoplamento da banda |S) com as bandas |X),

Y).|Z), via o Hamiltoniano H,
dado por (S| mL’Ol?ﬁ|X[) Como veremos no capitulo 5., se incluirmos o acoplamento da

banda de conducdo com as bandas remotas, representado pelo termo

5 (S| ek - BID (Ul 5ok - 51X
()

leB

(2.79)

novos termos serao gerados. Esses ddo origem ao chamado Hamiltoniano de Dresselhaus

ou “bulk inversion asymmetry (BIA) Hamiltonian"3®*

Para encontrarmos a relagdo dos antigos paramétros N, M, L com os novos N, M, L,
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basta procurarmos os somatdrios aonde a soma perante [ estd contida. Dessa maneira,

apenas parametro F sofre uma alteracao em seu valor.

Separando agora a parte do somatério devido a a contribuicao da banda ['{, obtemos

| {(XIpx 1%) > R (SIp )]
—mZZ S (2.80)
0 #FC 0 v c
Identificando
2moP?
Epzn;iL2 e E,=E.—F,, (2.81)
consegulmos escrever

" p?
F=F+_—. (2.82)

Eg

Com esse resultado, é possivel encontrar a relacdo entre os parametros do Hamiltoni-

ano DKK de ambos modelos, (2.58) e (2.78),

[=1+ Z—j , (2.83)
M=M, (2.84)
V=N, (2.85)
consequentemente nos dando a relacao entre os parametros de Luttinger,
Vi =V — 3% , (2.86)
V2 =5 — 6% : (2.87)
Y3 =5 — 6% : (2.88)

Redefinidos os parametros do Hamiltoniano de Luttinger via consideracdo da banda

['{ pertencente a classe A, conseguimos escrever H?AXAEE, onde
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o =

U+V -5 R 0 45

st u-v o0 R \f 5
RY o uU-v & —\@& ~vav |, (289
0 Rt S, U+V V2Rt S,

S 1Y —\@SI VIR U—-A 0

~VZR' —35T —vav 55T 0 U-A

H2x6:
1 2 1 1 1
(E/Dk+ ViPk kP 0 —LPK, 7§/Dk) (2.90)
1 2 1 1 1 '
0 —LPk iPk LkP —LPk  LPk,
e
HZ = [Ec + AK?] 1ax2 (2.91)

com

LR S IR

A=
2mo " mi e~ E.—E

(2.92)

O Hamiltoniano completo é dado por
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(€67)
v-n 0 ST AtA- sEf- dea- 4 Hd -
0 v-n  ¥zp osEf oazr ST A A5

L A A+N s Y 0 a4 0
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5 - dY i eF - 0 A+ 05 +T 0
V- - 0 ¥ AdEN G- 0 A+ 4205 +°3
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2.8 Diagonalizacao da matriz H?AXAEE, e obtencao das estru-

turas de bandas

Utilizando o pacote LAPACK ou o Software Mathematica, diagonalizamos o Hamilto-

8x8

niano H|AM para diversos materiais em bulk. Para isso, utilizamos os parametros de,?!*

obtendo assim as respectivias estruturas de bandas dadas pelas Fig. (2.3) e (2.2).

Nas figuras abaixo utilizamos as letras £, HH, LH e SO para indexar diferentes
energias. A curva representada por £ em k = 0 é igual a energia das bandas |AM, ;).
Ela recebe essa letra pois para a maioria dos materiais o perfil dessa energia é do tipo
“eletron-like” (concavidade positiva). As curvas representada por HH e LH em k = 0 séo
respectivamente iguais as energia das bandas |[AM5g) e |[AM,5). Essas recebem a ultima
letra como sendo H pois para a maioria dos materiais o perfil dessas energias sao do tipo
“hole-like” (concavidade negativa). Quando calculamos a massa efetiva para as curvas HH
e LH, vemos que HH possui uma massa efetiva maior que LH, o que nos motiva a escolher
a primeira letra fazendo referéncia a “heavy” e “light”. Ja a curva representada por SO
em k = 0 é igual a energia das bandas |AM;s), energia essa que contém o split devido

ao Hamiltoniano spin-odrbita, o que por sua vez justifica o uso de SO.

Tabela 2.1 — Tabela contendo as massas obtidas via modelo de Kane junto com obtidas experimentalmente.

Material me/mg  mpp/mo  my/mg  mg,/mg
GaAs Exp. 0.0670 -0.3496 -0.0901 -0.1719
Kane 0.0532 1.0000 -0.1880 -0.2403

InSb Exp. 0.0135 -0.2631 -0.0152 -0.1100

Kane 0.0134 1.0000 -0.0312 -0.1555

Afim de compararmos o cdlculo das 4 massas efetivas,

1 1 d%E
ol el (2.94)

via modelo de Kane (linha tracejada) com os dados experimentais, montamos a Tab. (2.1).

Nela, podemos ver que para ambos materiais, encontramos para massa efetiva do elétron
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Figura 2.2 — Gréfico das estruturas de Bandas dos materiais (a) GaAs. (b) InSb. A linha tracejada faz
referéncia a diagonalizagdo da matriz (A.26) enquanto a linha continua faz referéncia a dia-
gonalizacdo da matriz (2.93).

um valor préximo do experimental. No entanto, isso ndo acontece para nenhum dos buracos
(LH,HH e SO). Principalmente para o buraco pesado (HH) o qual o modelo de Kane nem

a0 menos corrlge.

Quando comparamos a estrutura de banda do material Hg e com o CdTe, vemos que
as bandas correspondente a £ e LH inverterem suas posicoes e também suas concavidades.
Dessa maneira, quando construimos o poco quantico HgTe/CdTe, obtemos um fechamento
de “gap” na interface entre estes materiais, caracterizando assim o comportamento de um
metal. No entanto, isso ndo acontece para o resto da heteroestrutura onde continuamos

observando um “gap” como em semicondutores usuais.

Dessa maneira dizemos que o pogo quantico Hgle/CdTe se comporta ao mesmo
tempo como metal (na interface) e isolante, caracterizando assim os isolantes topoldgicos.

O estudo da estrutura HgTe/CdTe é importante atualmente na descricdo destes materi-

ais'>* onde a denominada fase topologica ja foi comprovada experimentalmente para estes
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1.5 T T T 15 T T T
1 _\/_
05 | — E -
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—~ O F SO -
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Figura 2.3 — Gréfico das estruturas de Bandas dos materiais (a) HgTe. (b) CdTe. A linha tracejada faz
referéncia a diagonalizagdo da matriz (A.26) enquanto a linha continua faz referéncia a dia-
gonalizacdo da matriz (2.93).

pocos, na auséncia de campo magnético.*



CAPITULO 3

APROXIMACAO DA FUNCAO
ENVELOPE (EFA) E O HAMILTONIANO
PARA UMA HETEROESTRUTURA

No Cap. 2 deduzimos o Hamiltoniano que descreve o comportamento dos elétrons de
conducdo em bulk. Nesta dissertacdao no entanto, estamos interessados nas heteroestrutu-
ras semicondutoras em especial nos pocos quanticos. Nestes, devido a restrigoes espaciats,
veja a Fig. (3.1) , o movimento dos portadores de carga fica confinado a duas dimensdes.
Tal confinamento se deve aos diferentes offsets Fig. (3.2) das estruturas de banda dos
materiais que formam a heteroestrutura. A principal diferenca entre esses materiais e
bulk é a quebra de simetria de translacao, Fig. (3.1), o que torna necessaria a deducao
do Hamiltoniano eletronico de uma maneira distinta da obtida no capitulo anterior. Nas
proximas segdes discutiremos a aproximagao da funcdo envelope (EFA, do inglés Envelope

Function Approximation) aplicada a heteroestruturas.

3.1 Aproximacgao da funcao envelope (EFA)

Utilizaremos aqui o formalismo da funcdo envelope sequndo Burt.***? focando apenas

nas suas consideracoes e hipdteses e no resultado final (a deducao das equacoes pode ser
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encontrada, por exemplo em*%°1).

A Fig. (3.2) ilustra a interface entre diferentes tipos de materiais A e B mostrando a
diferenca abrupta quanto a estrutura de bandas. E importante frisar aqui, que o eixo de

crescimento da nossa heteroestrutura é orientado paralelamente ao eixo z,veja Fig. A.1.

.
B

Figura 3.2 — Representacdo esquematica dos offsets das bandas de conducao e valéncia para os pogos
simples do tipo .

3.1.1 Consideracgoes e hipoteses sobre a EFA

A primeira consideracao é sobre a descricdo das funcoes de onda eletronicas. Considera-

se que estas sdo escritas como combinacoes lineares das funcoes de Bloch de cada material
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no ponto [, ou seja

Wi =) (A (7 (3.1)

onde u; 6(?) é solucado de %0 + V/(P) e as fungoes fr‘; /?(F) sdo as chamadas funcgoes envelope.

O (ndice i faz referéncia ao material A ou B.

A segunda consideracao é sobre as funcoes uzﬁ(F). As heteroestruturas usadas em
nossos calculos sdo todas do tipo zincblende com constantes de rede muito prdéximas.
Assim, tratamos as funcoes de Bloch ufm(r”) como sendo iguais em ambos lados da interface.
Dessa maneira, podemos omitir o indice i na equacdo acima. Combinando a segunda
consideracdo e a continuidade da funcao de onda W?(P/) = LIJk‘Ef(F,), sendo rj os pontos da

interface, obtemos

D[t = £ ) = 0. (32)

n

Lembrando que as funcdes u; G(F) formam uma base, concluimos que
AU = 57 33)

ou seja, as fungdes envelope sdo continuas na interface.

A terceira consideracdo diz que a variacdo dos campos externos g(r) se da em uma
escala muito maior que a do pardmetro de rede do cristal (~ 5A), o que nos leva ao

resultado®’

/&@mmaz%Lf%m/f@m, (3.4)

onde h(F) é uma funcdo que varia na escala do parametro de rede.

3.1.2 Derivacao das equacoes de massa efetiva e do Hamiltoniano efe-

tivo

46-49

Utilizando as consideragoes acima e sequindo os calculos mostrados em encontra-
mos
U V2 (P ( E Bom - V() + Ep(Df, o(P) = Ef, ¢(P) (3.5)
—— o(f) — — am o(7 WD), 2(F) = e(F) .
2m0 n,k mo - p m,k n,k n,k
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onde g, = [ d*7u, 4(Ppu,, 5(F). que correspondem as equagdes de autovalores das fungoes
envelope f,i,/?(F) paran =1,..,N. Para a obtencao da equacao de massa efetiva e do nosso
Hamiltoniano, utilizaremos um processo semelhante ao descrito nas subseccoes 2.2, 2.3 e
2.4. Primeiramente dividiremos nossas fungdes envelope em duas classes: A (mais relevante

fisicamente) e B (menos relevante).

Sendo as fungées envelope pertencentes a classe B (., f, ¢, ..) menos dominantes
fisicamente, podemos dizer que estas ndo variam muito espacialmente. Como consequéncia,
as derivadas destas sdo préximas a zero, o que nos motiva a excluir o primeiro termo do

lado esquerdo da igualdade em (3.5) e excluir o somatério sobre a classe B, ou seja

0

b _ih
m_pnm : meE(F) = Z m_an me K F’) + Z _pnl Vf[k(_,) (36)

0 meA 0 leB

AB

Isolando as funcées envelope f, ¢, f, ¢, .. em (3.5) obtemos

i) = = El F))Z " - gl (3.7)

onde aqui também desprezamos as derivadas segunda por serem prdoximas a zero. Subs-
tituindo (3.7) em (3.5) obtemos as equacdoes de massa efetiva para as funcées envelope

pertencentes a classe A, ou seja fn’,;, fm’,;, ..

2
YO V)| - S Va0 = (E - B 0. (39

nm meA

onde

1
= N 39
ms " mg m% gp [(E E[ F’) (3:9)

Rearranjando a Eq. (3.8) podemos escrever

V2 & S
(=5 + Enl0) fast- Z[ o ¥+ 1 ZB Em e | el = 10
(3.10)

A equacao acima corresponde ao Hamiltoniano efetivo para uma heteroestrutura com
confinamento nas trés direcoes espaciais E;(F). No caso em que estamos interessados,

confinamento apenas na direcdo z, devemos realizar as trocas —id, — k,, —id, — k, e
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E((F) = E((z) e tomar f, k(F') E'VkLan(z), ou seja, elétrons livres no plano xy.

3.1.3 Hamiltoniano para heteroestruturas zincblende

Encontrado a forma genérica para o Hamiltoniano de uma heteroestrutura, vamos ao
caso de nosso interesse. Observando a Eq. (3.10), notamos que os trés primeiros termos
do lado esquerdo da equacdo j& sdo conhecidos do capitulo anterior. Sendo assim, falta
apenas encontrarmos o ultimo termo do lado esquerdo da igualdade, o termo responsavel

pela contribuigao devido as bandas remotas que denominaremos por H5",

R 1
rem — ———V - Ppl———Pim - V. 3.1
(R ,EZB” E—EM" >

Reescevendo entdo a Eq. (3.11) utilizando A-B= > Ao B, juntamente com a notagao

a=x,y,z

de Dirac temos

==y Y S dulalpall e e mds . (32

m
0 (eB a=x,y,z B=xy,z

O célculo procede de maneira equivalente ao da determinacao do Hamiltoniano em bulk,
bastando fazer a analise sobre os elementos de matriz. A sequir mostramos a deducao de

apenas alguns deles.
3.1.3.1 Calculo do termo (S|H™"|S)

Escolhendo n =S e m =S em 3.12 obtemos

W= ST ST ST autslpalt F—m el B3

0 leB a=x,y,z B=x,y,z
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Utilizando a tabela de multiplicacdo das representacdes irredutiveis, i.e., Tab. (A.2),

MRl = Ts

Helselh = Ty

Helsels = Ti@ls
el = holselisdls

el = IHel;el4al5,

(3.14)

e o teorema descrito no apéndice A temos que os uUnicos elementos de matriz (S| p, |

nao nulos ocorrem quando |l) € 's. A banda [5 aqui refere-se a banda de condugéo

remota com seus estados |5 (i)) representados por |[X'),|Y’),|Z’). A partir dos resultados

mostrados no apéndice E sabemos que os Unicos elementos nao nulos sao

(Tl paT5(1)) = (il py T5(2)) = (Tl p- [T53))

ou seja, quando a = B, o que nos leva a

rem c 1
Hss = Z Z |S|pa|r | maar

l1orxyz

que pode ser reescrito como
H" = —0A'0, —0,A0, —d,A0, ,

com

onde fizemos a aproximagao E ~ E..
3.1.3.2 Calculo do termo (X|H"™"|X)

Tomandon=Xem=X

==Y T S 0Nl e e )9

0 leB a=x,y,z B=x,y,z

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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utilizando a tabela de multiplicacao das representacoes irredutiveis, i.e., Tab. (A.2),

55 = Melselsals

@M = hel;elyels

@M = Melh,e2lse2,e 20

5@y = el @20304 4035

5515 = 1@l 203831 @4ls. (3.20)

e usando o teorema descrito no apéndice A, sabemos que os Unicos elementos de matriz
(Xi| pa |l) ndo nulos ocorrem quando |l) € 4,135,174, 5. As bandas 'y e ['s correspondem,
respectivamente, as banda [ de valéncia e [ 5 de condugao, cujos estados sao dados por

[Ty (i) e |5 (i)), representados por |S') e |[X'),|Y’),|Z’), respectivamente.

Como j& mencionado, existem 4 bandas que dao contribuicdes para o elemento de

matriz (X|H"" |X), ou seja

HE =M (0) +HE" (T3) + HE™ (Ta) + HE™ () (3.21)

Sendo assim, iremos calcular as contribuigdes devido as bandas na sequinte ordem |['}),

r3> ’ |r4> ’

Comegando por H;J" (I'}) e utilizando a Eq. (3.15) vemos que para esse termo ser ndo nulo,

rs)

devemos ter a = B = x, resultando em

h? 1
HE" (M) =——= ) 0 (X]|px|l7 (i) 7=——=—=5 ("7 ()] px | X) O« . 3.22
(1) m%Z < |p|1()>(E—Er1v(l7’))<1()|p| > ( )
Fazendo a aproximagao E ~ E, e definindo
B 5= (XL T ()1
F=— X1 1 , 323
m%Z (Ev — Erv (M) 3:29)
obtemos
HE" (M) = —0xF o, . (3.24)

Para o termo H.$" (I'3), teoria de grupos nos d& que os Unicos elementos ndo nulos
serdo os do tipo

(X[ px T3 (D)) - (3-25)
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Usando novamente a aproximacao E ~ E, e definindo

K X Ipx M5 (i)
2G = — E 3.26
zer E|'3 F)) ( )
obtemos
HS" (M) = —052G0, . (3.27)

Para a banda H.$" (I'4), as relacdes entre os elementos de matriz via teoria de grupos

é dada por

XIpy [T (3) = (YIp.ITa (1)) = (Z]ps IFa (2)) = — (X| p, T4 ()
= —(Y[puIF4 ) = —(Z]py T4 (1)). (3.28)

Analisando a equacao acima, vemos que para o termo H.S" (I'4) ser diferente de zero

devemos ter |["4(i)) # |[4(1)) e a = B resultando em

(X|pal [4(0)| pa|X
Hrem _ Zza |p |E4(l >E<|_44(I(7;;|p | >aa (329)

Hy = — : 3.30
’ m% +1 (EV - Er4 (F)) ( )

juntamente com a utilizacao da Eq. (3.28) obtemos
H)r()e(m (r4) = _ayHZGy - aszaz . (331)

Com os resultados acima, falta agora apenas calcularmos a contribuicao devido a banda
['§. Utilizando resultados do apéndice E, os tinicos elementos ndo nulos sao (X;| p; |I'5 (k))

onde i # j # k. Dessa maneira, a, B # x e [['§(i)) # |X’), o que nos leva a

(x| o ITE (i) (TS ()] g |X)
HE™ (FE) = O g . (3.32)
§5§ (E—Er (7)) g

As relagoes dos elementos de matriz dadas por teoria de grupos garante que a # B,
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resultando em

HE"(M5) = —0yHhdy — 0,Hh0, , (3.33)

onde usamos a aproximacao E ~ E, e definimos

|<X|Py|rc ‘)! 3.34
mO;(E Ee(P) (3:34)

Substituindo as Eqgs. (3.24), (3.27), (3.31) e (3.33) em (3.21), obtemos

H;im = —0, [F + ZG] d, — ay [H1 + Hz] ay — 0, [H1 + Hz] 0,. (335)
3.1.3.3 Calculo do termo (X|H"™™|Y)

Escolhendo n = X e m = Y obtemos

Mo = ST ST el EZE@ E 77 (Upsl¥)0s. (336)

m
0 /eB a= XY,z B=x,y,z

Como j& discutido no calculo do elemento (X|H"™™|X), sabemos que os unicos ele-
mentos de matriz (Xi| p, |{) ndo nulos ocorrem quando |l) € I'4,5,14,5. Sendo quatro, o
nimero de bandas que ddo contribuicées para o elemento de matriz (X|H"" |Y) podemos

escrever

Hy" =M () +HG" (T3) +HG" (Ta) +HG" (T5) (3.37)

Comegando entao por H{j" (I']), basta utilizarmos a equagao (3.15) para vermos que so

teremos termos ndo nulos quando o = x e B = y. Com isso,

rem vy __ X|pX|I— ><I—1v(l)|p |Y>
Hy" (1) ZZ (E— £ 1) 1179, , (3.38)

que simplicada resulta na expressao

rem X|pX|r (l)>|
Hem (0) = ’"5; (E— 6 () 9, (3.39)
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ou ainda

Hy" (7)) = —0«F oy, (3.40)
onde utilizamos a definigao de F via a Eq. (3.23).

Para o termo H7" (I'3) basta olharmos para a Eq. (3.25) para concluirmos que os

tnicos termos nao nulos se ddao quando a = x e B = x,

rem _ hZ <X|pX|r3([)><|—3([)|p |y>
H (r3)_—m—ZaX E—E () 1279, . (3.41)

No entanto, para relacionar esse somatdrio com a definicdo de G em (3.26) necessitamos

do uso da seguinte relacao

(HpITs (1) = =yl py T3 (1) = =V3(xlpu T3 (2) = =V3{ylpy IT3(2) . (3:42)
que quando aplicada a Eq. (3.41) permite-nos encontrar

HE" (T5) = 0,Ga,. (3.43)

Para o termo Hi™ (I'4) necessitamos do uso da Eq. (3.28), o restringe os somatérios a

a # x e B #y. Com isso obtemos

rem _ |p0!|r4 ><r4 ([)|p3 |X>
M T == Z @;ﬂ Oa E—E. () Jp - (3.44)

Abrindo ambos os somatdrios em a e B encontramos quatro possiveis produtos dos ele-

mentos de matriz

XLy T4 () Fa ] pu [V 5 (XT P2 Fa (D) (T4 (D] pic [Y)
XIpy T4 (@) (Ta @ p2 [Y) 5 (X[ p2 [Ta (@)} (T4 () p2 1Y), (3-45)

onde utilizando (3.28) novamente, vemos que apenas o primeiro produto de (3.45) é nao

nulo, o que nos leva a

rem _ hz <X|p |r4(l)><r4([)|pX|Y>
)= T L )

0, . (3.46)
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Para relacionar esse somatdrio com a definicao de H, utilizamos a relacao
XIpy [T (3)) = = (Y[p«l4(3)) (3-47)
extraida de (3.28). Inserindo (3.47) em (3.46) obtemos

Hyy" (Ma) = 9y H20x . (3.48)

Para o termo H ;" (T5), os tnicos elementos ndo nulos sao (X;| p; |S (k)) onde i # j # k.

Dessa maneira, a # x e B # y e |[['§(i)) # |X’),|Y’) resultando em

1 (X py T () (s ()] px [ V)
HE"(T5) = — d ! Oy . 3.49
y ( 5) m(Z) l y (E_Erg(?)) ( )
Lembrando que
(Xlpy 12"y = (YIp«1Z) (350)

conseguimos escrever a Eq. (3.49) em fungao da constante H,; definida em (3.34), que nos
leva a

HG" (I5) = —0yHi0y . (3.51)
Substituindo entdo (3.40), (3.43), (3.48) e (3.51) em (3.37) obtemos

Hy" =0 (G —=F)0y + 0, (Ha — Hy) oy (3.52)

3.1.4 Determinacao da matriz estendida de Kane para heteroestruturas

Utilizando o médoto k.p derivamos a matriz para o cristal em bulk dada pela Eq. (2.77).
Para obtermos o Hamiltoniano para heteroestruturas, como j@ mencionado, temos que uti-
lizar o formalismo da fungao envelope. A principal diferenca entre ambos os Hamiltonianos
reside no fato de que o vetor de onda dado por kK nao é mais um bom niimero quantico, o

que pode gerar termos diferentes aos de bulk como serd mostrado na secao a sequir.

Para recalcular entdo o Hamiltoniano de Luttinger para heteroestruturas, aplicamos a
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expressao

rem 1
Hiem = — m2 Z}WE EmPm Y (353)

0

e utilizamos os resultados das secdes anteriores, encontrando para o novo Hamiltoniano

DKK

ke Lk, +

keNiky + kyNoky  koNik, + kNok,
k,Mk, + k,Mk,
kyLk,+

kMk, + k,Mk,

HotRero = | kyNike + kNok, ky Nk, + ky Nk, (3.54)

ko Lk,+
k Mk, + k,Mk,

ko Nrky + keNok, ko Nik, + kyNok,

onde as constantes sdo definidas por

hZ
L=+ F4+2G, (355)
2
M= H o+ H,, (356)
2m0
Ny=F—G, (357)
No = Hy — Hy | (358)
com .
W = [(X]px]uj)
Fo 359
m & E —E(7 59
W (X1 )]
G- ANy 360
Zm%Z Ev—E/(F) ( )
R |(Xpy |uj)]
h=0sd e (361)
€ I 2
_#4}MWM . (3.62)

mi — E,—E;7

Note que esses coeficientes sdao os mesmos que os achados no caso em bulk quando feita

a correspondéncia E; — E;(F). Tais coeficientes sao relacionados pelos novos parametros
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de Luttinger, agora construidos para uma heteroestrutura,

2mo 1 2m
L 0 _ 0
y1——?§(L+2M)_—1—§ﬁ(F+ZG+2H1+2H2),
2mg 1 Tm
L 0 0
=———(L-M=——(F+2G—-—H—H
2my 1 1Tm
L 0 _ 0
e
1 mo 1 1 Tm
L 0 0
= — — ——(N; — =——=——(N;y =N, .
K 3 h23(1 )) 3 3712(1 2)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

Comparando os Hamiltonianos DKK em bulk (2.58) e para heteroestruturas (3.54),

vemos que o primeiro sé contém trés constante L, M e N, enquanto o segundo contém

quatro L, M, N; e N,. Assim, necessitamos de quatro parametros de Luttinger ao invés

de trés como era o caso em bulk. O resultado em bulk é facilmente recuperado bastando

tratar as componentes de k nao mais como operadores e sim como nimeros, ou seja, s

teremos o termo Ny + N, em (3.54), o qual definimos como sendo N e recuperando assim

a equacao (2.58).

No caso de pogos quanticos temos k= (ky, ky, —i0,) e E(F) = E(z). Utilizando agora

o mesmo procedimento contido na secdo 2.5 para a obtencdo da matrix (2.70) obtemos

Ut vt -5t Rt 0 45t VIR
S uteve ot RE VAL o\ f3%
e~ R Cr U s /38 -Vt
0 RL* S{ U+ Vv V2R S
LS vavt 38 VaRt Ut-a

_V2RLT —\@Sﬁ —V2vt  4sit et

onde seguem as sequintes definigoes

hz
L _ L2 L
U = EV(Z)—Z—InO(Y1kH +kzy1kz),
vi = _ Lk? — 2k, yhk
= (v2 I 2V2kz),

2m0

., (367)

(3.68)

(3.69)
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L _ _h_z\/_ Lp2  olgp2
Rt = 3(ptk? — yhk3), (3.70)
2ITIO
_ h?
St = ————V3ke ({V5 K} + [K5K]) (3.71)
2m0
St = —h—z\/§/<+ {vi k.} —l[KL k.| (3.72)
+ 2m0 =+ 31 Az 3 1 Nz ’
h2
Ct = —k_[k', k], (3.73)
mo
Vo= (vs = v2)/2, (3.74)
HE= (s + w2 (3.75)

com {x, y} sendo o anticomutador ({x,y} = xy + yx) e [x, y] sendo o comutador ([x, y] =
xy — yx). A partir destes, consequimos ver que se tratarmos o operador k, na matriz (3.77)

como um niimero teremos [k, k,]=0, recuperando assim a matriz para o caso bulk dada por

(2.70).

Seguindo o mesmo procedimento descrito na secao 3.6 para a adicdo das bandas

|iS 1),

(S |) na matriz (3.77) obtemos

2x2 2x6
Hcc Hcv

8x8 __
H|AM> N (H2><6)T H6><6 (376)
agora porém para um pogo quantico, onde
_ -
u+v -5 R 0 5SS V2R
-st U-v C R V2V = /35
R* ct  u-v s /35, Vv
HOX6 = ] ! 27" ’ . (377)
0 R* S, U+V V2Rt LS,
ct &t
58T Vav 38 VIR u-na
—V2R? —\/géi —V2v LSt o u-a
sendo os novos parametros de Luttinger relacionados aos antigos por
E
vi=vi— L (3.78)

3E,
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— — 3.79
v2=va— ¢ E, (3.79)
E
_yL_ =P
E
_ L P
K =K _6Eg , (3.81)
p=u" (3.82)
e
- Ep
y =yl — — | 3.83
y=v-¢ E, (3.83)

Para a obtencdo do termo H2*? basta olharmos para a Eq. (3.17) junto ao fato de

apenas k, ser um operador obtendo
HZ? = [Ec2) + Ak} + kA ] 1202, (3.84)

onde o coeficiente A é dado por
hZ
A=—+A. 3.85
s T (3-85)

No formalismo da funcdo envelope que utilizamos, consideramos que as funcoes de

Bloch séo iguais para materiais diferentes. Dessa maneira, o elemento de matriz de Kane

P nao depende de z, e portanto H2® tem a mesma forma de (2.90), i.e.,

H2><6:
1 2 1 1 1
— Pk, \@sz Pk 0 Pk Pk (3.86)
1 2 1 1 1
0 —%Pk /iPk kP —LPk. P,

O Hamiltoniano 3.76 pode ser visto completamente
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(£8€)

st agp 5%
S | 0

A—nN ) i)
> A-n S-
o S—  A+N

a4t N gL - 0

+v\ﬁ\m4\/|

N L~

R EE

NdE

Y4 -

d
g%

H
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com

T = Ec2) + Akj + kAk,, (3.88)
h2 5
U=El2) =5 - (viki + kovik) (3.89)
V = e k? — 2k, vk 3.90
- _Z_mO(YZ I = zY2 z)r ( . )
h? NTE )
R = ~Sme 3(pk? — yk2), (3.91)
_ h?
S, = ——V3ke ({ys. k. } + [k, k), (3.92)
2ITIO
S, = hz\@k {vs, k;} 1[ k,] (3.93)
+ — Zmo =+ VB: 4 3 Kl V4 ’ .
hZ
C = m—Ok_[K, k), (3.94)
v =(v3—1)/2 (3.95)
b= (vs+ )2 (3.96)

onde utilizamos nesse capitulo e no capitulo anterior as definicées utilizadas em.*

3.1.5 Meétodo ad-hoc/Simetrizacao

Para uma melhor interpretacdao do Hamiltoniano (3.10) vamos fazer a substituicao

— -
k — —iV e utilizar a notacao de Dirac, i. e,

- + En(F)

h2k>
2m0

h - R .

fa —{(n|p|m) -k + — 5|y - k——k - (| p fn(F) = Ef,

(m,,;lmo (nlplm)- K+ 50 _{nl By - kg gk |p|m>] (M) = Ef(7)
(3.97)

Nosso objetivo é comparar a equacao acima com (2.42). Para isso, assumiremos algumas

consideragoes em (2.42).

A primeira consideragdo é a escolha de u, ¢(F) como sendo a base que diagonaliza o
Hamiltoniano Hsp. A sequnda faz referéncia a exclusdo dos termos de correcdo de sequnda

ordem no Hamiltoniano efetivo (2.43). ]a a terceira refere-se a tratar o Hamiltoniano Hy,



CAPI{TULO 3. APROXIMACAO DA FUNCAO ENVELOPE (EFA) E O
72 HAMILTONIANO PARA UMA HETEROESTRUTURA

como sendo a parte dominante na interagdo com as bandas remotas.

Utilizando primeiramente a sequnda e a terceira consideragoes obtemos

E <n|Hk-p |l> <Z|Hk.p |m> R k2
—\Enok —Enog—5— 6n m >=0,
{<n| Hso + Hip |m) + IEZB E—H, n,o.K m0 " 2mo om0k
(3.98)

meA

a qual se torna

h2k? n|Hyp [0 (| Hip [m)
(2m0+E) nk+Z{ " Hep lm) +Z E —Hjy Ong =0 (599

meA leB

quando utilizamos a primeira consideracao. Vale lembrar aqui que na definicao da energia

E, ja leva em consideracao o termo Hsp. Se usarmos agora a definigdo de H, , obtemos

h2k? LR — (| B K| Bm) -k
— + E, Yok 4+ — -=0,
(2m0+ ) nk+Z{mO +mZZ E — H, 0 i
meA
(3.100)

0 que por sua vez, é “identica” a equacao 3.10 se fizermos as seguintes correspondéncias

E—) —[V_),
a *-)f v rr
mk = Fn (7 (3.101)
E, > E, (F)
P RIAME (| |1 - Kl (U] 5 |m) - K.

As equacoes acima mostram que respeitando as correspondéncias em (3.101), o método
ad-hoc é vélido. Vale frisar também que as correspondéncias devem ser feitas antes de se
realizar o somatério em (3.100), caso contrario isso pode levar a erros que discutiremos na

proxima subsecao.

3.1.6 Utilizacao da simetrizagao de forma incorreta

Em diversos textos a simetrizacao junto ao método ad-hoc vem sendo aplicados ao

método k.p como alternativa a derivacdo via aproximacao da funcao envelope. Aqui mos-
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traremos dois exemplos onde tais simetrizagdes, geralmente descritas por

kA + Ak,

k,A 5 (3.102)

KA —  kA(2)k, (3.103)
k Ak, + k, Ak,

Akik, — HJZF g (3.104)

sao falhas quando aplicadas de forma errada.
3.1.6.1 Simetrizacao do termo (X|HPKK| Y)

Mostraremos aqui um exemplo onde a simetrizacao dada por (3.104) ndo nos da um

resultado consistente com o formalismo da funcao envelope.

A partir do método k.p sabemos via a equacao matricial (2.58) que a contribuicao
de bandas remotas somado ao termo gz—n’:; nos dd o elemento (X|HPKK|Y), o qual é
explicitamente dado por

Hy' = (F — G+ Hy — Hy)kk,y. (3.105)
Utilizando a simetrizacao (3.104) obtemos

F—G—I—H1—H2)k (F =G+ Hi — Hy)

T a— ’ ,+k, ] k,
G—F+H—H G—F+H—H
= 5! L Vo, +a,! L o, (3.106)

No entanto, utilizando o formalismo da funcdo envelope via equacao (3.12) vemos que a

contribuicdo de bandas remotas para o elemento (X|HDPEK )| V) é dada por

H" = 0x(G = F)0y + 0, (Hy — Hh) 0y, (3.107)

0 que nos mostra uma incosisténcia na simetrizacao utilizada por nos.

3.1.6.2 Simetrizagao do termo S%

Um outro exemplo da utilizacdo errada da simetrizacdo aparece quando simetrizamos

a matriz em bulk dada por (2.89), sem consequir recuperar o termo [k, k,|. Para ver como
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isso se da, tomemos o termo Si dado por (2.74) e utilizemos a simetrizacdo descrita em

(3.103). Temos entao

2
SJL_r = _h_ﬁki()’ékz)
mo
— _h'_z\/§k yékz'i'kz)’é
mo * 2
G .
= —Z—mo\/gki{yg,,kz}. (3.108)

Nota-se claramente que a simetrizacao nao nos deu o mesmo resultado que o formalismo

da funcao envelope, j@ que para este tltimo temos

2
st —%\@ki ({Vh o} + [ K.]) (3.109)
0

Concluimos assim, que a simetrizacdo/método ad-hoc quando aplicados diretamente

aos elementos da matriz podem nos fornecer valores incorretos.



CAPITULO 4

HAMILTONIANOS EFETIVOS PARA A
BANDA DE CONDUCAO EM
DIFERENTES DIRECOES

Neste capitulo derivaremos o Hamiltoniano efetivo que descreve os elétrons da banda
de conducao de um poco quantico em diferentes direcées de crescimento. Este pode ser
essencialmente dividido em dois termos distintos: (i) o termo diagonal (independente de
spin) que contém o potencial de confinamento e leva em conta a correcdo de massa devido
ao acoplamento com outras bandas e (ii) o termo nao diagonal ou termo de spin-orbita
representado pelos Hamiltonianos de Rashba e de Dresselhaus. O Hamiltoniano spin-
orbita quebra a degenerescéncia de spin e como veremos mais adiante, é o responsavel

pela relaxacao destes.

Para obter esse Hamiltoniano efetivo aplicamos a teoria de perturbacao de Lowdin (ou

equivalentemente o procedimento folding down) ao Hamiltoniano de Kane (A.26).
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4.1 Hamiltoniano do poco quantico crescido na direcao [001]

com correcao da massa do elétron

O termo diagonal contendo apenas termos quadrdticos no momento k é dado por

ki ma 1 0

[001] I [007]
HO = [ -+ Velg) + 6 (2) | (4.1)
ow 2mpy 2 0z mjyy 0z °

onde m* representa a massa efetiva do elétron (em principio pode ser corrigida por outras
bandas), V(;(z) o potencial elétrico externo aplicado e a contribuicdo da regido doadora
(veja Fig. 7.1) e dsh,(z) o potencial estrutural (ds é o offset da banda de condugdo como

mostra a Fig. (3.1)). Desse modo, temos a equacao de autovalores

—

[001] )I? > _ Joo1] P > 47
HQW |» 1, O 001] ng,n,U |» N, O [001]. ( . )

Analisando a equacdo acima podemos separar as varidveis de modo que os autoestados

possam ser escritos como

r k ’ ’ > = [001] ’ 4'3
(7| n0) g, = T ohale) (43)
e os autovalores .
h2k?
001
Elmg = 5+ Ehy (4.4)
Migo1)

onde n = 0,1, 2, ... é o chamado indice de sub-banda (o confinamento gera a discreti-
zacao dos niveis de energia) e o é o (ndice de spin, assumindo os valores o =1 (}). O
confinamento na direcdo z é representado pela funcao <p£?,%” (funcao envelope). No plano

xy no entanto, os elétrons sao livres e por isso sao representados por ondas planas.

4.2 Potencial de Hartree e o calculo auto-consistente

Até agora, todos os nossos célculos foram feitos para apenas um elétron (single parti-
cle). Para levarmos em conta o efeito de muitos corpos no nosso Hamiltoniano adicionamos

aos potenciais V;(2) e 6%00”hw(z) o potencial de Hartree V,_£001](z). Como consequéncia, a
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Eq. (4.2) deve ser resolvida de maneira auto-consistente, i.e, juntamente com a equagao
de Schrodinger devemos resolver também a equacao de Poisson. Substituindo (4.4) em
(4.2) obtemos uma equacao para as funcdes envelope ¢, , do poco quantico,

Pa 1 9
— 55—+ Vadl2) [ 4 (2) = ent ol (4.5)

onde Vi.(z) = Vis(2) + VE[,OOH(Z) + 5([5001]hw(z) e sc denota self-consistent.
Como ja mencionado, a fungdo de onda (p%” deve ser calculada de forma auto-
consistente, ou seja, primeiramente resolvemos (4.5) encontrando a funcao de onda (pg?,(?] e

entdo contruimos a densidade de carga eletrdnica,

pie) = 5 3 A 1 (eliny) (46)

kH,n,J

onde
1

1 + e(San,a_U)/kBT

f (ngn’g) = (47)

é a distribuicao de Fermi-Dirac. A partir dessa densidade de cargas p[goﬂ(z) determinamos

o potencial devido a distribuicao eletronica VOl Via equacao de Poisson,*

d [001] € 001]
@Ve (Z):_e_eope (2), (4.8)

onde € é a permissividade e €, é a constante dielétrica.®> Encontrado este potencial, o

inserimos em (4.5) e realizamos o mesmo procedimento até que o valor da energia convirja.

O potencial Vi é obtido resolvendo-se a equacao de Poisson para a regiao doadora,

d? e
Vel = = pule). (4.9)

As distribuicées de carga em 3D (p.,pq4) sao relacionadas as distribui¢ées em 2D via
n?P = L[d\/p-(z) (4.10)
: eA e '

As duas primeiras auto-energias da Eq. (4.4) obtidas via calculo auto-consistente sao
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ilustradas na Fig. (4.1), a qual nos mostra a degenerescéncia em spin, uma vez que nao

temos a interacdo spin-d6rbita ou campos magnéticos externos para quebra-la.

3T ] =
o
2- ] [«P]
_ &k, 4,0 é
1- = & 10 1
O _sk,i,l
€k, 11 ]
T Z1.0 ~0.5 0.0 0.5 1.0
k

Figura 4.1 — Grafico que ilustra as energias €00 € Ek1,0- Ambos os eixos estdo em unidades arbitrarias.

4.3 Hamiltoniano de Rashba na direcao de crescimento [001]

O Hamiltoniano efetivo de Rashba possui dependéncia linear em k e sé aparece em
heteroestruturas. Como veremos a sequir, este fato estd diretamente relacionado aos
potenciais estrutural e de Hartree e possiveis potenciais externos. Esta interacdo SO

pode ser obtida apenas a partir do Hamiltoniano (A.26),%

i.e., sua forma nao depende
da presenca de bandas remotas em constraste com o Hamiltoniano de Dresselhaus (veja
proxima secdo). Em (A.20) temos k, = —id, e um potencial dependente de z somado a

diagonal.

A obtencao desse Hamiltoniano ndo sera detalhada aqui. A deducdo deste é feita em

detalhes em.’>?
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Assim, sequindo as referéncias®>' temos

0 —ik_
Hioonoa = 1°(2) = 1""z) [k, — kya], (411)
ik, 0
onde o0t
dh,(z dVi, iz
n(z) = n[fio”—dz( )_ n[ﬁoﬂ—t’jz( ) (4.12)
com _
P2l 1 1
nH=—|=-—-71, (4.13)
315 (Eg+Ag)2]
" [001 0071
r’w 3 EZ 2 ! ( ° )
[ 9 (Eq +2y)

onde Vi; = Ve, + Vi e 07 e dg correspondem aos offsets da banda de valéncia, veja Fig.

(32).3

4.4 Hamiltoniano de Dresselhaus na diregao [001]

O Hamiltoniano de Dresselhaus® possui dependéncia ctibica em ke ja aparece em bulk
para cristais zincblende. Esse Hamiltoniano provém da assimetria de inversao espacial que
o cristal zincblende possui e por isso, é muitas vezes também chamado de Hamiltoniano BIA
(do inglés bulk inversion assymetry). Como mencionado, diferentemente do Hamiltoniano
de Rashba, o termo relevante da interacdo spin-drbita de Dresselhaus aparece quando

levamos em conta o acoplamento da banda de condugdo com bandas remotas.

Na secdo 3.6 derivamos o Hamiltoniano

Ak? ik.P ik, P ik,P
F(DKK —ik P Lk} +M (k5 + k2) Nk.k, Nk, k,
001] — ~ - . . '
R 2 Nk, k. [kZ + N (K2 + k2) Rk, k,
—ik,P Nk, ki Nk, k, Lk? + M (k% + k2)

(4.15)
escrito na base |S), |X),|Y),|Z), que sabemos nao conter as todas contribuicoes quadra-

ticas devido ao termo H,,. A parte nao incluida corresponde ao acoplamento dos estados
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|S) e | X;) através das bandas remotas (classe B), i.e.,

h h
5 (el P U E -51X) )

— (E+E H )

Utilizando teoria de grupos, podemos mostrar que caso haja simetria de inversao, i.e.,
(x,y,z) = (—x, —y, —z), a contribuicdo devido a (4.16) é nula. No caso em que estamos
interessados, ou seja, em sistemas que nao possuem um centro de inversao (estrutura

zincblende), esse termo é nao nulo.

Para o célculo de (4.16) tomamos a banda de condugdo como nossa classe A, repre-

sentada por |AM,) e |[AM,), correspondentes respectivamente aos estados |iS 1) e [iS |).

2

) X L), Y L) e|Z]) respectivamente, aplicando-se a teoria de perturbagdo de

Se a classe B for representada apenas pelos estados |AM;) com i = 3,...8, ie,

Y1121

Lowdin (ou folding down),

Hzf Hnm + anlm anlp,{_{pm 4o (417)
IEZB Hll IEZB'L;(E H”) (En—pr)

ao Hamiltoniano (3.87), ie., H = Hm?, ndo encontramos nenhum termo proporcional a
k3, o que j& era esperado uma vez que o Hamiltoniano (3.87) foi derivado a partir do
Hamiltoniano (4.15) que ndo contém elementos devido a auséncia da simetria de inversao.
Torna-se assim necessaria a adicao dos termos devido a auséncia da simetria de inversao

H?AXA% e consequentemente a HPKK.

Adicionando esses termos dados pela expressao (4.16) obtemos

AK? ik P + Bk,k, ik, P + Bkk, ik,P + Bkyk,
Fios —ik P + Bkyk, Lk + /\/I (k2 + K2) ~ /i/kxky /f/kxkz
—ikyP + Bkyk, Nk, k, Lk2 + M (k2 + k2) Nk,k,
—ik,P + Bkyk, Nk, k, Nk.k, Lk? + M (k2 + k2)
(4.18)

O Hamiltoniano (4.18) é degenerado em spin (utilizamos o formalismo do grupo sim-

ples). Reescrevendo este na base do momento anqular descrita na Tab. (A.3) temos
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4.4 Hamiltoniano de Dresselhaus na direcao [001]

0 0 0 0 0 0 @mm\,mw ﬁam\\,im
0 0 0 0 0 (N (e PRl
0 0 0 0 0 (R v E R
1) o : : ; O T
0 0 0 0 0 0 oy v\m \/
0 0 0 o 0 0 i «1 g
@m\«,mwl N«?\mﬁiml Q?«N&,&;ml & v\mt\fl v:||v;m o 0 0
} fm\«,@ 0 3 & v\mt\fl v:||v;m 0 0
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O Hamiltoniano final H = Hf},&w + HE¥ contém todos os termos até sequnda ordem
em Hy ,. Aplicando a este a Eq. (4.17) e mantendo somente termos cubicos em k obtemos

o Hamiltoniano de Dresselhaus, dado por

k, (k2 — k2 —ik, (k2 — k2) + k¢ (k2 — K2
H[g?l]sselhau =Yy ( X y) ! y ( ‘ X) + ( v Z) ' (420)
ik, (k2 — k7) + ki (kg — Kk2) —k, (kZ — k2)

onde
2P BA
=——, 4.21
Y= 3E,(E, + A) (21

que esta relacionado apenas aos parametros de bulk do material.

4.5 Hamiltonianos efetivos na diregao de crescimento [110]

Como discutido no apéndice B, ndo existe um argumento simples para nos dizer que
Hamiltonianos em diferentes direcdes devem possuir a mesma forma. Na secao 4.1 e no
apéndice D, mostramos respectivamente que o Hamiltoniano do poco quantico e o Hamil-
toniano de Rashba possuem a mesma forma algébrica em qualquer diregao de crescimento.
Este fato ndao deve ser entendido como “Hamiltonianos iguais em qualquer direcao de
crescimento”, uma vez que os parametros n(z), ds, 07e0s podem depender da direcao em
que a heteroestrutura foi crescida. O Hamiltoniano de Dresselhaus, no entanto, depende

da direcdo de crescimento como demonstrado no apendice C.

Dessa forma, utilizando os resultados da secao 4.1 e dos apéndice C e D temos

ki 29 1 0
How = | s + == —— L 4+ Ve(2) + V) + 60 h) |, (422)

2mf 2 0z mfyy 02

para o Hamiltoniano do poco quantico,

0 —ik_
Higoonse = 1%2) | = n"%z) [keo, — kyo.], (4.23)
ik, O
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para o Hamiltoniano de Rashba e

H[110] VY Ky (ZKXZ - Kyz + Kzz)
Dresselhaus — 5 . 5 . ) 5
—iK, (—2K2 — 4iK,K, — K2 + K2)

para o Hamiltoniano de Dresselhaus.

iK, (—2K7 + 4iK,K, — K7 + K?)

—K, (2K? = K + K2)
(4.24)
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CAPITULO 5

OBTENCAO DOS HAMILTONIANOS
EFETIVOS PARA 2DEGS EM
DIFERENTES DIRECOES DE

CRESCIMENTO

Neste capitulo deduzimos e apresentamos os primeiros resultados novos que essa
dissertacao aborda. Mais especificamente, deduzimos para duas diferentes direcées de
crescimento, os Hamiltonianos efetivos para um 2DEG que levam em conta a influéncia
da seqgunda subbanda de mais baixa energia. Para levar em conta essa influéncia, pri-
meiramente projetamos os Hamiltonianos de Dresselhaus nas duas primeiras subbandas
de mais baixa energia para posteriormente utilizarmos a teoria de perturbagao de Lowdin
(ou o equivalentemente método “folding down”) afim de obtermos um Hamiltoniano efetivo

para a primeira subbanda que leva em conta essa contribuicao.

5.1 Projecao

Utilizando os resultados capitulo anterior, sabemos que nosso Hamiltoniano efetivo

total sobre a banda de conducéao é dado por
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H[Za[ng = H[abC]12><2 + H[;gsclvba + H[[gfiselhaus' (51)

onde [abc]| representa a direcdo a qual nossa heteroestrutura foi crescida. Sabendo disso,
iremos projetar esse Hamiltoniano nas duas primeiras subbandas (degeneradas em spin)

do Hamiltoniano HQW, representadas aqui por

k”’ 0. T>[abc] ' ‘k”’ 0. l>[abc] ' ‘k”' ! T>[abc] ' ‘k”' ! l>[abc] . (52)

Projetando-se entdao o Hamiltoniano (5.1) nas subbandas (5.2), obtemos os correspon-

dentes elementos de matriz

<k|| n, U’HZDEG i, ', U,>[ bl (5.3)
comn=0,1e0=7(l) e consequentemente
</?\| n 0’ on’ 0’> LT JYNT, S,
! ! 2DEG ! [UbC] k",n nn"¥Yoo Ykk'
g abc abc i ’ ’
+ <k‘|' n, U‘H[Ras}vba +H[Drelselhaus kH' n,o >[abc].
(5.4)
[001] i
5.2 Hamiltoniano l<||, n, o H , n', o
ZDEG I [001]

Nesta secao, iremos encontrar o Hamiltoniano efetivo de um 2DEG confinado na di-
recao [001], para as duas primeiras subbandas. Ou seja, iremos encontrar os elementos de

matriz dados por (5.4), utilizando para isso [abc] = [001].

5.2.1 Calculo da contribuicao devido a <k|| n, U)Hgglhba

i

o ">
[001]

- . I e 001
Vamos primeiro calcular os elementos devido a projecao do Hamiltoniano H[Ras]hba,
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K 7
I’ >[oo1] 8

Hioonsa = 1°2) (Ko, — kyo3) . (55)

Para 0 = ¢’, obtemos

4 001 ’
kH > <I7, U|H[Ras]hba |n ' O>[001]

001
UlH[Ras]hba| / U)[om]

- [001] e} ’ i -
<’<u' n, U‘HRushba Ky, ', 0>[OO1] = </<||
O

w (n,
= O (n, 0| 1°z) (keoy — kyay) [, T )o01)
= Oz (nn™(2) )01 0] Ky — kyor[0) . (5.6)

Utilizando agora

ol L)=1L1 oIt l)==ill.1), (5.7)

obtemos

Ko o) =0 (5.8)

E, ,U‘H[oon
< [ n Rashba [001]

Para o # ¢/, obtemos

—

4 001
<kH' n, U‘H[Ras]hba

o 001] ,
k|| > (n, U|H[Rashba n’, 0/>[oo1}

E/, n/' 0_/> _
| (001]

I
04040404/\

= O (N, |H[.gg15]hba ', ‘7,>[001]

= O (n, a| 1*™'(z) (k o, — k UX) In', o >[oo1]

= O (n| n™(z) |’ Yoot (0| kxoy — kyoy |0”)
i

n| #®z) |n’ >[001] [ (0l ay|o") — ky (a] o |U,>] :

(5.9)

Utilizando novamente as equacoes (5.7), obtemos
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ki, ', 0> = F 00 (1] 1°2) Yoo (ke F ik, ) - (5.10)

[001]
<k”' n, U‘HRashba 1001]

Combinando ambas equacdes (5.6) e (5.9) junto as defincoes®

a = (0] ’7[00”(2) |0>[oo1] o = (1] n*(z) |1>[oo1] n = (0] ’7[00”(2) |1>[oo1]r (5.11)
(5.12)

encontramos o Hamiltoniano HRUShba projetado nas duas primeiras subbandas,

0 —iogk_ 0 —ink_
ok, 0  igk, O
MR = | O T . (5.13)
0 —ink. 0 —iak

ll]k+ 0 ia‘] k+ 0

[001]
Dresselhaus

5.2.2 Calculo da contribuicao devido a <I<|| n, U‘ H

.
ﬁ’ n,’ 0-,>
[001]

Iremos calcular agora a projecao devido ao Hamiltoniano HD,esse,haus,

Dresselhaus

M e = Y[k (K~ k) 04 by (2 = K 0, + (K — k) 0] (514
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Calculando entdo os elementos de projecao para o = ¢’, obtemos

[001] . _ [001]
<k”' n, G‘HDresselhuus I’ n, 0>[001] - <k|| )k||> n, alHDresselhaus |n 0>[001]
_ [001] /
- 5/?!? <n' O|HDresselhaus |n ' 0>[001]
=0

= yoq | k k20, — (n| k*|n’
Vorp | kol oy |o) ( kyOnw — (n| k7 |n")ger,

=0

21,4 2
+ ky{oloy 1o} ((nl k2 1n" Yoo = k2du)
=+

——
+ (ol a:]o) (nlk; [n)oo (K = K7)

= £0pBia (ki —k;), (5.15)
enquanto que para g # ¢, obtemos

Dresselhaus

» 001 i 001
<k”' n, O-IH[Dre]sselhaus k” > <n' U|H[ ] |I7/, 0">[001]

Goo) - <k7
[001]
001
= » n U|H[Dre]sselhaus |n,' a/>[001]
= Yoz a| o |a k25 ,—(n| kZ|n")
kk/ X nn z [001]

;
+ k(010,10 ((n] K2 'Yy — K200 )
=0

—_——
+ {0l oz ]0") (nl ke |n)or) (K< = K7)

= 6EE’ [k (ykz nn’ 312) + [k (BI,Z - ykfénn’)]
= O [v (kekf % ikTky) Onn F Biz (ke % iky)],
(5.16)

onde utilizamos as sequintes defini¢oes

Boj = v (0| K. |0>[001] Bij=v (1K |1>[001] B>j = v(0|kl |1>[oo1]' (5.17)

onde k, = —i0, e ([ )y, = ‘P[r?m](z)-
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5.2.2.1 Nulidade das constantes B, e B, 3 e redefinicao das contantes 8

Escrevendo agora <pn( ) = e 9P(2), onde §P"(z) = Re[!®(2)], carregamos o

001]
caracter complexo de cpn (Z) na fase ei®

Sendo assim,

Bua = —iy | dzg;(2)0,¢"(2)

— iy [ dz e o (2)et® 3, 0 2)

= —iy | dz@"(2)0,"(2). (5.18)

Integrando por partes,
=0

Bo1 = —iy@™(2)@l(z) |t + iy/dz #(2)0, %" (2)
= =B, (5.19)

concluindo assim que para n = 0,1 obtemos

B.a =0, (5.20)

onde o mesmo argumento seque para a constante 5,3 jd que esta tambem é impar em

relacdo a derivada d,. Logo, para n = 0,1 temos

B3 =0. (5.21)

Utilizando o resultado de que as constantes By ; e B ; sao zero para qualquer j impar junto
ao fato de que so6 tratamos nosso problema até terceira ordem em k, ou seja, até j = 3,

redefinimos nossas constantes

BO = BO,Z = Y<0| kzz |0>[001] 31 = 31,2 = )/<1| kz2 |1>[001] ' (522)
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¢, o) 0
I [001]

: - [001] .
Combinando agora ambos resultados, encontramos o Hamiltoniano H ), ..coipaus Projetado

nas duas primeiras subbandas,

H’D[Om] —

v (kek? + ikZk,)

0 —iBo (k2 — kyz) —Booky
—Bok+
y (kek? — ik?k '
(ki) — ikiky) 0 —Book. iBor (K2 — K2)
—Bok_
. vy (kek? + ik?k
iBon (k¢ = ky) —Baak 0 (ks /)
—Biks
kok? — ik?k
—Book_ —iBo (k2 — k) v (kK iky) 0
—PBrk-
(5.23)
onde assumimos
Bo. B1, B2 €ER (5.24)
jd que B, o< k? e redefinimos
BZ,m - (_i)mBZ,m (525)

(para m # 2) afim de tratar B,, agora como um ndmero real, dado por y (0|07 |1). Aqui,

usaremos também a definicao B3 = %kz, obtendo desse modo

H'D[OO” —
4 (k k2 + ik%k,) &
0 ( y ;lkx 9) k2 _[32’1 (kf — ks) _/32’2/(_’_
—Pok+
4 (k k% — ik2k,) &
( y B [kx y) k2 0 —lezk_ [32’1 (k)g _ kj)
—Bok_
iBo (k2 — k2) —Byok. 0 4 (kekZ + ikZk,) &
y _B1k+
4 (kk? — ik%k,) &
Bk g (k)RR 0
—Bik-
(5.26)

Com isso, conseguimos escrever um dos primeiros resultados novos abordados nessa dis-
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sertacao: o Hamiltoniano efetivo para 2DEG nas duas subbandas de mais baixa energia,
representado pelo Hamiltoniano H[ZOBEG projetado na base (5.2). Este Hamiltoniano ge-
neraliza o resultado do Hamiltoniano com acoplamento de Rashba intersubbanda,® pois

este inclul os termos de Dresselhaus lineares e cubicos.

[001]
HZDEG =

4 (kek? + ikik,) &

k.0 —iBo1 (ki — k7) —Booky — ink_
—Bok+ — iaok_
4 (kok? — ikZk,) &
( y y) k2 ng'O _BZ,Zk, + ll]k+ iBZJ (kf — kj)
—Bok_ + iagk,
4 (kok? + ikZky) &
i32,1 (ks — kj) _82,2k+ — lnk_ ng ( y U) k2
—81 k+ — i0’1 k_
4 (kok? — ik2k,) &
—PBaak- + ink, —iBoa (kZ = k7) [k, i) e k1
—31 k_+ (o k+
(5.27)

Afim de ilustrarmos o efeito do Hamiltoniano de Rashba (5.44) e Dresselhaus (5.26)
sobre os autovalores do Hamiltoniano (5.27), trataremos apenas a primeira subbanda, o
que corresponde a tomar as constantes de acoplamento intersubbandas como sendo zero,

i.e., Bo1 = B22=n=0. Com isso, obtemos o Hamiltoniano

4 (koky + ikZky) b

k.0
—B()k+ — iO’ok_

. (5.28)

4 (kek? — ikZky) 5
k.0
—Bok_ + iagk,

degenerado em spin.

Analisando primeiramente o efeito isolado de (5.44), i.e., tomando By = 0 e diagonali-

zando entdo (5.28), obtemos a Fig. (5.1).

Analisando agora o efeito isolado de (5.26), i.e., tomando oy = 0 e diagonalizando entao
(5.28), obtemos a Fig. (5.2). Dessa maneira, vemos que o Hamiltoniano de Dresselhaus

apenas gera uma nao degenerecéncia em spin.
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Ko a’> 93
[001]

1.0
0.8F
0.6}
0.4F
0.2F
0.0
-0.2¢F
~0.4} . . E

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
k

Energia

Figura 5.1 — Influéncia do Hamiltoniano de Rashba sobre os autovalores .

5.2.3 Hamiltoniano efetivo para a primeira subbanda |k, 0, T ({))oy

Encontrado nosso Hamiltoniano (5.27), vamos agora utilizar a teoria de perturbagao
de Lowdin, descrita no capitulo 2, para encontrar um Hamiltoniano efetivo 2x2 para a
subbanda de mais baixa energia |k, 0,1 (U)[oow levando em conta assim a contribuicao da

segunda banda de condugdo de mais baixa energia, |k, 1, T (l))[ooﬂ. Sendo assim, a classe

A dos autoestados é dada por |k, 0, T (l)>[001] e indexada por m, ja a classe B é dada por
|k, 1,7 (I))por € indexada por . Sendo assim, nosso Hamiltoniano efetivo final fica na
forma
Heff Heff
Heff — 1; 12 ’ (529)
MY

onde nesse ponto, se convém escrever k, e k, na forma polar, ou seja,
k, = kcos(¥), ky, = ksin(V¥). (5.30)

Uma vez que o Hamiltoniano (5.27) sé mantém termos até O(k3), para ser consistente
quando calculado o Hamiltoniano efetivo dado por (5.29), deveremos manter somente os

termos até essa mesma ordem, onde vale tomar o cuidado de que a definicdo de B3 contem



CAPITULO 5. OBTENCAO DOS HAMILTONIANOS EFETIVOS PARA 2DEGS EM

94 DIFERENTES DlREC()ES DE CRESCIMENTO
1.0p v v v
0.5} -

=
£
0.0 .
=
= & =
-0.5F €k, 1 7
~1.0L : : :
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
k

Figura 5.2 — Influéncia do Hamiltoniano de Dresselhaus sobre os autovalores .

k2. Sendo assim, para m = m’ = 1, obtemos

-,

h2R2 (B2, + n?) + 2Boonsin(2¥)
, ' kz,
2m* e (60 - 81)

HS = (5.31)

onde o mesmo resultado vale para m = m’ = 2. Calculando agora param =1e m' = 2,

obtemos

HY = [—sin(¥)(ao + i(Bo — Bs)) + cos(W)(—iao — (Bo — Bs)) + iBssin(3W) — Bscos(3W)] k
N [Bz,ﬁin(q))(ﬁz,z —in)  Brasin(3¥)(Bap — in)
(€0 — &1) (€0 — &1)
+ ir1cos(W) (B2 + in) 4 ir1c0s(3VW) (B2 + in)] E
(€0 — &1) (€0 — &1)
N [COS(LP) (Ba2n(ao — 204 + i(Bo — 2B1)) + n?(Bo + i(ao — a1)) + B3, (iao + Bo — Br))

(€0 — 81)2
cos(3¥) (—Ba2n(ao + iBo) + ian B3, + Bi?)
(€0 — 81)2
sin(W) (Baanlico — 2iay + Bo — 2B1) + n*(ao — a1 + iBo) + Baa(ao + i(Bo — Bi)))
(€0 — €1)*
sin(3¥W) (Ba2nlico + Bo) — B30 — iBi?)

- P k3. (5.32)
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¢, o) .
I [001]

Como veremos no préximo capitulo, é interessante reescrever o Hamiltoniano (5.29) na

forma

He = - Q' (k), (5.33)

uma vez que esse Hamiltoniano é responsavel pela relaxagao do spin via um campo mag-

nético efetivo. Sendo assim, obtemos

05’ (k) = Hi', (5.34)
O (k) = Q2(k) + QR(K) + QL (), (5.39)
(k) = Q)(k)+ Q,° (k%) + Q;AS)Z(/&), (5.36)
Q(k)y = 0, (5.37)
onde
Q%(k) = [—apsin(V¥) — (Bo — B3)cos(V¥) — B3cos(3W)]k, (5.38)
QB (k%) = [ BoaBaa[sin(V) —sin(3W)]  Bran(cos() + cos(BW)]] K, (539
! (€0 — €1) (€0 — €1) o
BeP L3 [ sin(W) (2(a0 — a1) + a0B2, + Bo2n(Bo — 2B1))
Q77 (k7) ;
I (0 — &)
4 cos(¥) (32,217(0(0 —20) + 3%,2(30 —Bi) + Boflz)
(€0 — 81)2
cos(3¥)(Bin? — naoBaz  Sin(3¥)(c1B3, — B22nBo) . (540
(€0 — &1)° (€0 — €1)° -
Qg(k) = [apcos(W) + (Bo — B3)sin(VY) — Bssin(3W)] k, (5.41)
Qﬁs(k3) _ __32,182,2(621;(LI:) + cos(3V¥)) N lem(s[n(‘Pl— sin(3W))] K, (542)
| 0— &1) (€0 — &1)
(Ae) (13 [ cos(W) (n*(a0 — 1) + o3, + Bo2n(Bo — 2B1))
Q (k) = |- 2
| (€0 — €1)
_sin(W) (Ba2n(ao — 2a4) + B35(Bo — B1) + Bon?)
(€0 — 61)2
_cos(3‘P)(O(1/9§,z —232,20190) N sin(3W) (B n? _20(032,2'7)] . (5.43)
(€0 — €1) (€0 — &1)
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Para a diregdo de crescimento [001], este é o Hamiltoniano novo introduzido por nés .
Como ja dito, este Hamiltoniano 2DEG do poco quantico na primeira subbanda considera
a influéncia via teoria de perturbacdo da segunda subbanda de mais baixa energia, de
modo que se tomarmos as constantes de acoplamento intersubbanda igual a zero, obtemos

os Hamiltonianos j& conhecidos na literatura.'1>1°

5.3 Hamiltoniano </?|| n, U)H%(,)g](;

ﬁ’ n/' 0—/>
[110]

Nesta segao, iremos encontrar o Hamiltoniano efetivo de um 2DEG confinado na di-
recao [110], para as duas primeiras subbandas. Ou seja, iremos encontrar os elementos de

matriz dados por (5.4), utilizando para isso [abc] =[110].

5.3.1 Calculo da contribuicao devido a <l?|| n, U’H[;lg]hba

i

f n/, 0_/>
[110]

Utilizando os apéndices B e D, vemos que o Hamiltoniano 8x8 responsavel pelo sur-

gimento do Hamiltoniano de Rashba ndo muda de forma quando rodado. Dessa forma,
quando projetamos este Hamiltoniano nas duas subbandas de mais baixa energia, encon-

traremos novamente

0 —iak. 0  —ink.
iok, 0 gk, O
H = | L , (5.44)
0 —ink_ 0 —ionk_

lnk+ O iO(1 k+ O

onde temos agora

a = (0 ’7“10](2) |O>[1101 o = (1] n""%(z) |1>[110] n = (0] ’7[110](2) |1>[110]- (5.43)

"Denis R. Candido, Poliana H. Penteado, J. Carlos Eques, Em preparacao
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. o) o7
[110]

[110]
Dresselhaus

5.3.2 Calculo da contribuicao devido a </?|| n, 0) H

No entanto, utilizando os apéndices B e C, vemos que o Hamiltoniano de Dresselhaus

na direcao [110], H

Dresselhaus: CONtéM uma diferenca, sendo escrito como

[110] 4
HDresselhaus - §

[—4keky ko0, + k; (2k7 — K + Kk7) 0y + ky (27 + k7 — k) 0] . (5.46)

Usaremos as mesmas defini¢des da secao 6.2.2. No entanto, vale apontar aqui que agora
temos
Boj = v (0| k] |0>[110] B = v (1] K] |1>[1101 B =v (0| k! |1>[110]' (5.47)

onde k, = —id, e (F|n )y = (p[,jm](z). Calculando entdo os elementos de projecao para

o = ¢/, obtemos

[110]
Dresselhaus

N 110
kH > <n' U| H[Dre]sselhaus |I7/, U>[110]

<E\|' n, U’H

/?ﬁ, n/, U> </2”
[110]
[110]

= 5/?”' <n' U|HDresselhau5 |n,' 0>[110]
=0

)4 iy ’
= 55/?/?/ —4kcky(o| o |o) (n|k; |n >[110]

=0

ﬁ' n/’ 0_/>
[110]

k, |n’ 2k + k2) 8, — (n| k3 |n’
+ (olay|o) ((n] z|”>[110]( vt y) i — (] K [n")a)

=+

—_———
+ ko]0 [0) ( (22 = k) 8o + (] &2 |10

1
= iél?ﬂ’ I:gky (Zkf - kgz) 6nn/ + zkyBi,Z:l ’

(5.48)
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enquanto que para g # ¢’, obtemos

i [110]
<k\|' n, U’HDresselhaus

g (110]
kH > <I7 U| 7_{Dresselhaus |n o >[110]

Izﬁ n’, a’> = <l?||
[110]
5. [110]

ki <n' U| HDresselhaus |n,' 0J>[11O]
=1

Y T /
= Yo | kol o]0} ((nl ke n") )

— ’ ’ 2 2 31,47
+ (oloy o) (<”| k. |n >[110] (2kx + ky) —(n|k;|n >[110])
=0
—_——
+ ko]0, 107} ((2K2 = &) Bum + (] K2 "))

5i [2iBis — Ak, B F (262 + K2) Bis]

l\.)lA

_ [5,3+ 4kxky¢i(zk3+k5))3m].
(5.49)

Combinando agora ambos resultados encontramos o Hamiltoniano HD,esse,haus projetado
nas duas primeiras subbandas,

HpMO =
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ﬂ' ' a’>
[110]

—

5.3 Hamiltoniano </?|| n, U‘HQEDOE]G

(05°9)

Ly € —
(2 — 21z) ™5 -

. z
NNMQHI

m.mmm —

veg (2 + 21z) £ = Brone)

0
gy +
(2 = 22) ™%
eegly

o (21 + P1g) o+ yae)

: 14
Nwm\mv:

ceg iyt~
eegl+
'z (21 + 212) § + )
09"y § —
(2 — 2vz) -

m‘Nmml
2 (24 + 2¥e) § = "ie-)

gyt

09"y § +

(2 — 21e) ™%
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Onde novamente assumimos

Bo, B, B2 €R (5.51)

jd que B, o< k? e redefinimos

Bom = (—0)"Bom (5.52)

(para m # 2) afim de tratar B,,, agora como um ndmero real, dado por y (0|07 [1). A

definicdo de B5 seque a mesma, B3 = Yk%. Dessa maneira, obtemos
4

HpM0 =
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n’, J’>
[110]

’
I’

—

5.3 Hamiltoniano </?|| n, U‘HQEDOE]G

(€gq)

0

ﬁQT
mm: y— NV\NV &L

mmmm
i (1 + p1e) o+ e

: 14
Nwm»,v:

: z
Nmmmv:l

m.m%m+

e (21 + 1z) & + yime—)
ﬁ@T
v v\NI

mmA

2=

0

m‘wal
Ve (2 + 92) § -

ceghiy<

09"y § +

m%?N|«xav\N

)

Y Z-)
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Com isso, conseguimos escrever outro dos primeiros resultados novos abordados nessa
dissertacao: o Hamiltoniano efetivo para 2DEG nas duas subbandas de mais baixa energia,

representado pelo Hamiltoniano H%?_E]G projetado na base (5.2)

110
H[ZDE]G =
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n’, J’>
[110]

’
I’

—

5.3 Hamiltoniano </?|| n, U‘HQEDOE]G

(¥Gc)

—.__«nw l_l FMmkml

I 1

s[4

- §:|

. z
NNMQHI

Syl — g —
veg (2 + 21z) £ = Brone)

+v\ rb.g

Vs 4 me«m+

ﬂ? %v
+yln + MNQT.
veg (2 + 2yz) &+ yyig)

: 14
Nwm\mv:

: z
Nmm\@:l

Uy — €7gi4

'z (21 + 212) § + )
oz 1 om\@ml
mmA

N«Nv v\NI

Uy + mdmml
veg (2 + 2yz) & — Pyyiz—)

gyt

+v\o~6.~

0z 4 om@m+
€
I

Ni
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5.3.3 Hanmiltoniano efetivo para a primeira subbanda |k, 0, T ({))1

Utilizando o mesmo procedimento descrito na Segao 6.1.3, derivaremos o Hamiltoniano

efetivo 2x2 sobre a base |k, 0, T]);1o, levando em conta assim, a contribuicdo da banda

k, 1, Tl)[ﬂoy ou seja

He = - Qe (k), (5.55)
onde
Qo = &o, (556)
o — P (5.57)
O 7 4(eg—&) .
202
05 (k?) = -8172 + 6621823+ Bap + (2/92,132,3 — /92,2) cos(2¥) K2 (559)
0 N 8 (g0 — &1) ' .
Q(OAe)Z(kZ) _ [ ((Bo +Bi)n— (oo + 011)32,2)2(“)5(2“)) —1) B3 k2, (5.60)
i 4 (€0 — 1)

Q%k) = —[apsin(W)]k, (5.61)

pegpy — |Pe2Bessin(¥)
B0 = S [ o
Q0 () = (a0 + a1)/92,35i2n(q’)] K (5.63)

| 4(e0— &)

nep s | 9Ba1Baasin(W) | BaiBaasin(BY)] 5
Q%K) = Sl — £ + TP K3, (5.64)
QL) = [ (1000 + 2a1) B2,1B23 + 3 (a0 + 1) B2, + —6B1B2.2n + 16 (g — a1 nzsin(LIJ)
X B | 16 (80 — 81)2
B B 2

2 (o — 3) BZ1B§; (Co(cf) ;)‘;’1) 32,2 + 28162'2’75in(3q))] k3, (5.65)
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Q) (k) [agcos(W)] k, (5.66)
QB (k) ——mcos(q’) K (5.67)
v 4 (80 — 81)2 ’
Ae(y3 [ BoiBoo _ BaiBan ] 3
Q2 (k) e os(¥) — 5 2T scos(3) | K, (5.68)
QLAE)Z(P) _2(7a0 = Ma) Ba1Bap — (a0 + i) 33,22— BiBaan + 2 (an — ) 1? cos(¥)
i 16 (g9 — &1)
2 (a0 + 3a1) B2,1B23z — (a0 + 2(1) B3, + 2B 32,217605(3%] e (5.69)
16 (60 — &1)
Q) =[5 180 Basin(9) + Ssin3)| & 570)
Ae [ Bazn . ]
QW) = | et |k (571)
[ . 2 2
Qe (4 _(Bo+ B 2/932) Bz’3sin(L|J) _ 3B3B3 sin(3W) | &, (5.72)
8 (g0 — &1) 4 (g0 — &1)
Aer13 [ 82,1’7 . 332,1 n . 3
QZ (k ) :msm(q)) — msmBW)] k , (573)
Qe () _3(Bo— B1) B3, + 10(Bo + B1) Bo1Bas + 16 (Bo + B1) n* — 160(132,2'75m(w)

(Bo— B1) B2 —2(Bo + B1) BB

32 (g — &1)°

e sin(3w)] k3. (5.74)

Para a direcdo de crescimento [110], este é o Hamiltoniano novo introduzido por nés

2 Hamiltoniano este que recorre aos ja conhecidos

91018 quando tomarmos as constantes

de acoplamento intersubbanda igual a zero.

2Denis R. Candido, Poliana H. Penteado, J. Carlos Eques, Em preparacéo
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CAPITULO 6

MECANISMO DE RELAXACAO DE
SPIN VIA D'YAKONOV-PEREL

Com os avancos da spintronica, como por exemplo o dispositivo proposto por Datta
e Das' (transistor de spin), torna-se necessdrio saber como se d& a dindmica (também
chamada relaxacdo) de spin do elétron em semiconductores. Com isso, surgem diversos
modelos para o estudos dessa dinamica, como é o caso da relaxacao de spin via mecanismo

Elliott-Yafet,' D’yakonov-Perel’® e Bir-Aronov-Pikus e interacao hiperfina.!

Tratando-se de cristais e heteroestruturas de zincblende sem impurezas magnéticas,
temos D’yakonov-Perel’ como o principal mecanismo de relaxacdo de spin.*'? O estudo
desse mecanimos serd explorado nessa dissertacdo sequindo® como principal referéncia.
Também mostraremos ao leitor uma derivacao rdpida baseada em Mecéanica Estatistica

para o entendimento da origem fisica desta relaxagao.

Dessa maneira, esse sera o capitulo que nos mostrara o segundo resultado novo abor-
dado nesta dissertacdo, as expressdes analiticas do tempo de relaxacao (via D'yakonov-
Perel’) para os Hamiltonianos de 2DEGs da primeira sub banda que consideram a influén-

cia da seqgunda.
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6.1 D’akonov-Perel’

6.1.1 Descrigao do mecanismo e suas principais caracteristicas

O espalhamento via fonons (vibracoes térmicas) e elétrons diminui quando ha o de-
créscimo da temperatura. Sendo assim, trabalharemos em baixas temperaturas a fim de
desprezarmos esses espalhamentos. Dessa maneira, iremos abordar somente as colisdes
com impurezas (ndo magnéticas) da rede, onde o momento do elétron é alterado, preser-

vando totalmente o seu spin (D'yakonov-Perel’).°

Figura 6.1 — Representagdo esquemdtica da relaxacdo de spin via mecanismo de D’yakonov-Perel’ em
um 2DEG. As bolas e flechas vermelhas representam os elétrons e seus respectivos spins.
As flechas azuis representam a direcdo do campo ﬁ(E) e as bolas pretas representam as
impurezas, i.e., 0s centros espalhadores de elétrons.

Em outras palavras, o mecanismo de relaxacdo aqui ndo envolve relaxacdo do spin
durante as colisdoes mas sim entre as diversas colisdes, como mostra a Fig. (6.1). Esse
mecanismo de relaxacdo é conhecido como mecanismo de relaxacao de D'yakonov-Perel’®
Neste, o nosso gas de elétron é tratado como sendo permeado por impurezas espalhadoras

e um campo magnético efetivo, obtido via Hamiltonianos efetivos para a banda de conducao
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derivados nos capitulos anteriores, i.e.,

k> h, =~
= — 4+ =07 - Q(k). A
Hapec e T 25 (k) (6.1)

Dessa maneira, sabemos que o spin do elétron vai precessionar ao redor do campo (k)

de acordo com a equacao

% = S x Q(K), (6.2)
onde 5(/?) é a conhecida frequéncia de Larmor. Sendo assim, o spin do elétron precessiona
ao redor de ﬁ(l?) com frequéncia |(3(/:)| até este sofrer uma colisdo a qual altera seu
momento para K, passando a precessionar ao redor de ﬁ(l:’) com uma outra frequéncia
|5(I:’)|. Sabendo que devido as colisdbes o momento do elétron k muda randomicamente e
juntando isto com o fato de que o campo o qual o spin precessiona depende de K, concluimos
que a precessao do spin entre entre colisoes também ocorrerd de forma randomica. Dessa

maneira, apds muitas colisdes teremos uma precessao randomica do spin que nos leva a

relaxagao.

Uma estimativa do tempo de relaxacao devido a este mecanismo pode ser obtido utili-
zando uma analogia ao conhecido “random walk” de Mecanica Estatistica, onde sabemos
que o deslocamento total médio apés N passos serd de Lv/N, onde L é a distancida de
cada passo. Fazendo a analogia para a defasagem total média de spin do elétron temos

d¢VN, onde d¢ representa a defasagem do spin por colisdo, grandeza essa dada pela

.

frequéncia de Larmor |Q)|, vezes o tempo médio entre uma colisdo 7,, o que resulta em
- -

0¢ = |Q(k)|t,. Dessa maneira, apés um tempo t, o elétron sofre um ntimero de colisdes

N = t/t,, nos resultando em um defasamento total dado por

A1) = |ﬁ|rp\/;’;. (63)

Com isso, para conseqguimos obter o tempo de relaxacdo do spin desse mecanismo basta

encontrarmos o tempo tal que Ag¢(t) ~ 1, o que nos resulta em

1
- 1Q°7,. (6.4)

S
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O objetivo aqui foi mostrar ao leitor a origem fisica da relaxacdo de spin via mecanismo
de D’yakonov-Perel’. Para isso, utilizamos o fato de que o “random walk” da posicédo
eletrénica leva a um “random walk” dos vetores de onda k e consequentemente a um
“random walk” do defasamento de spin, uma vez que 0¢ = 5¢(I?). Aplicando os resultados
do “random walk” da Mecanica Estatistica®® ao defasamento do spin, obtivemos o tempo

de relaxacdo. Uma derivacdo mais formal e detalhada sera feita nas segdes sequintes.

Em contrapartida a esse mecanismo, temos o mecanismo de relaxacdo Elliott-Yafet'?
onde existe a ocorréncia do spin-flip ocorre durante a colisdo, i.e., ndo existe a conservacao
do momento angular durante a colisdo. Esse mecanismo por sua vez sera desprezado, uma
vez que a probabilidade de ocorrer o spin-flip durante a colisdo é muito baixa para as
condicdes utilizadas por nés. Ambos mecanismos possuem diferentes dependéncias com o
tempo de relaxagao de momento 7,. Para o mecanismo Elliott-Yafet, quanto maior o niimero
de colisdes, mais efetivo serd esse mecanismo. Comportamento esse, que ndo ocorre no
mecanismo D'yakonov-Perel. Mesmo sendo desprezado, o mecanismo de relaxacdo Elliott-

Yafet mostra-se conectado D’yakonov-Perel’.>

6.1.2 Equacao de Boltzmann

Para uma melhor derivacdo desse mecanismo, utilizamos a equacdo de Lorentz (6.5)
para a descricao da forga sentida pelo pacote de onda junto a equacdo quantica da velo-

cidade deste (6.6), nos dando assim uma descricdo semiclassica do nosso problema.

F=HhK=—eE—ev.xB, (6.5)
7= 9% (6.6)
(k)

No entanto, nota-se que até esse ponto, as equagdes de movimento ndo levam em
conta o spin. Em outras palavras, utilizando as equagdes acima, ndo observamos nenhuma
dindmica sobre a parte spinorial da fungdo de onda j& que nao ha nenhuma perturbagao
que conecta os diferentes spins. Sendo assim, torna-se necessario a inclusdo desse grau
de liberdade para vermos uma dinamica. Consequentemente, devemos incluir para cada

pacote de onda, uma matriz de densidade de estados 2 x 2 que descreverd o acoplamento
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dos nossos estados puros, |1 (])). Supondo entdo um Hamiltoniano ndo dependente do
tempo que conecta ambos spins, dado por H; = 5-6(E), sabema snuncamos que a evolucao

da matriz densidade do sistema é dada por

p(t) = e D (t — At)el 1A (6.7)
onde At — 0.

Note que a matriz densidade p deve ter uma dependencia com o tempo, com a posigao
7 e com o vetor de onda k, e portanto p = p [E(t),?(t), t]. Expandindo as exponenciais

para pequenos tempos (At — 0) temos

1

0 [/?(t), 7(t), t] (1 - ‘HT”) 0 [/?(t —dt), At — dt), t — dt] (1 + ‘H—”) +O(dt)

h
~ p [/?(t —dt), F(t — dt), t — dt] . ‘%t [Hk,p [/?(t —dt), F(t — dt), t — dt]] ,
(6.8)
e portanto
P [/?(t), 7(t), t] i [/Z(t _d1), 7t — d1), t — dt] ; 3
- - — [Hk,p[k(t—dt),F(t—dt),t—dt]]
~ _% [Hk,p [/?(t),?(t), t]] (6.9)

equacdo esta conhecida como equacdo de Heisenberg. Sabendo que o lado esquerdo da

equacao acima pode ser escrito como

p[kie. 7. t] = p[Kit —dnn 7t —dnt—dt] 5, gp08  apor

= =+ ==, 6.10
dt ot Togar Tarar 1Y
basta inserirmos esse resutlado em (6.9) para encontramos
dp [/?(t), 7(t), t] 5 5 -
p = p = L 4 21
- _ Fo— X .v.— —|H k ) NN
ot ohk) ©  oF K h[ k'p[ (1), 711) t]] (611)

Resumindo, sabemos que a equacao acima so6 leva em conta a evolucao de cada pacotes
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de onda via equagdes semi-classicas (equacoes 6.5 e 6.6) e que a dinamica do spin se da
restritamente ao Hamiltoniano H. Sendo assim, falta ainda levarmos em conta a evolucgéo
da matriz densidade devido a colisdes com impurezas da rede, elétrons e fonons, a qual

adicionado obtemos a famosa equacgao de Boltzmann

ap (t;,tr*(t),t] _ _afifﬁ) Fo Z_Frj.v— }i_L | o |K(0). 710), ]| + (%)Coum. (6.12)

A fim de ndo carregarmos uma notacdo muito grande, nesse momento faremos a se-

guinte troca de notacao p [IZ(t) r(t), t] = Proo

ao’

Definimos agora a probabilidade por tempo (taxa) de um elétron com momento k
espalhar para um outro estado com momento k" como sendo W, (Regra de ouro de Fermi
(6.14)). Como ja dito, o spin é conservado no espalhamento da maneira que para ser

’ ’ . . g 6/ . .
possivel o elétron transicionar do estado k para k' devemos ter esse ultimo estado vazio,
tornando-se necessario o uso do principio de Pauli.>* Projetando entdo o ultimo termo do

lado direito da equacdo (6.12) em |o),

d’) encontramos

a Loyl
( ﬁgk;w )C lisé - Z [nglﬁp/z’(ﬂf’ (1 _plzaa’) - WEF’pEaa’ (1 _pl?’zm’)] ’ (613)

N

kl

— —
onde Wj,; corresponde a taxa dos elétrons espalhados de k' para k, pg,, aos estados

— —
ocupados como momento k' e (1 —p,;w,) aos estados vazios com momento k.

Sendo assim, o primeiro termo do lado direito da equacao acima corresponde a variacado
positiva de p devido aos elétrons com momento k' serem espalhados para estados com
momento k. J& o sequndo termo do lado direito faz referéncia a variagdao negativa de p, o

— —
que corresponde aos elétrons com momento k espalhados para estados com momento k'
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6.1.3 Espalhamento elastico

Considerando nosso semiconductor como sendo impuro, sabemos que o gap de energia
entre o estado fundamental e o excitado da impureza é da ordem de ~ 1eV o que por
sua vez é muito maior que kgT (~ 25meV na temperatura ambiente).>* Sendo assim, os
elétrons dificilmente excitardo os elétrons da nossa impureza via colisdes, ou em outras
palavras, ndo haverd perda de energia dos elétrons por esse mecanismo de espalhamento,

caracterisando assim um espalhamento elastico.

Além desse fato, mesmo supondo que exista a perda de energia por parte de um
elétron (e consequentemente a excitacao de impurezas), existem poucos niveis eletronicos
disponiveis para receber esse elétron que acabou de perder energia, o que também aponta

para a dificuldade dessa transferéncia.

Ainda é possivel argumentar que existdo algumas impurezas excitadas que transferi-
rdo energia para o elétron, levando a uma nao conservacao da energia. No entanto, a
quantidade destas impurezas é muito pouca, devido ao gap de energia entre esses dois

primeiros estados desta (excitado ou nao) ser da ordem de ~ 1eV.

Com esses argumentos, concluimos que a utilizacdo da colisao eldstica é bem justifi-

cada fisicamente.

Sendo agora U(r) o centro espalhador devido a impurezas e considerando somente

colisdes eldsticas, temos via regra de ouro de Fermi

Wer = = 8leg — eg) KK UKD, (6.14)

e portanto
W =25 KU k) 6.15
or = - Olep — e (KUK, (6.15)

onde utilizando agora a hermiticidade de U(F), ou seja, (k| U(P)|k') = (K'| U(7) |k)", en-
contramos

Wep = Wy (6.16)

Utilizando esse resultado na equagao (6.13), obtemos
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0pg. .
( [:9/(;0 )C liss - Z [W’?/:' (pE/UU/ _pl?/aa/plzua’) - WI?I?’ (pl?zm’ _plzaa’plz’aa’)]
olisdo &

=0

= z WEE’ Pigor — Pkoor — (pF’aa’pEaa’ - pEaa’pE’aa’)
k/

= Z WEE’ (pE’UU’ - pEoo’) ' (617)
k’

ou na forma matricial

o0pr
(Q) =) W (oo —pp) - (6.18)
Colisao

k/
6.1.4 Equacao de Boltzmann com a inclusao de espalhamento elastico

Substituindo a equacao (6.18) na equacao de Boltzmann (6.12), obtemos uma equacéo

de Boltzmann modificada

dpp opg = Opg , i
— + ~ - F + V+ = |Hz pzl = — Wee (pe — per) s 6.19
ot " a(hk) T h[ 2 Pl Ek, KK (Pk Pk) (6.19)

aonde agora ja existe a inclusao do espalhamento eldstico. Vamos agora estudar o caso sem

— -

a aplicagao de um campo externo (F = 0) junto a consideragao de um sélido homogéneo

apE _ .
(?) = O, L.e.,

Opr i
a—tk + o [He ol = = > W (pi = pie) - (6.20)
k/

Sendo o espalhamento eldstico e a dependéncia da energia dada por € = h?k?/2m*

(onde utilizamos a aproximacao da massa efetiva para descrever os elétrons como sendo

S
elétrons livres em um campo spin-orbita), s6 existe dependéncia angular dos vetores k e

- — —
k' ja que ’k‘ = |k’|. Isso nos permite entdo reescrever nossa matriz densidade como uma

soma de duas matrizes, onde a primeira é dada pela parte isotrépica e a sequnda pela

parte anisotrdpica, dada pela equacado,

pr = P+ (0} (621)
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onde para elétrons livres no caso 2D (pogo quanticos) e 3D (bulk), temos

] dQ ] do
P = / Pl P = / 5P (6.22)
e consequentemente
oV dQ ’ oA d¢ /
72 = [ 4P =0, WP =[S =0 62

(Aqui, vale frisar que quando falamos em isotropia/anisotropia, estamos nos referindo aos
angulos dos vetores de onda) Substituindo entdo a equacao (6.21) na equagao (6.20) e

tirando a média no angulo sdlido (caso 3D) ou polar (caso 2D), obtemos

a(pk +pk») S
— 5 * ﬁ[HE'pk +thp| = - Wi (Pk + P = Px —P'k»,)
k/
0P« e
P —[H Pe]+ h[H/? Pl = =2 W (Pk P Pr —sz)
k/
8pk [ — ) )]
Tt [Hopd] + ﬁ[Hk», o] = o (6.24)

Para os Hamiltonianos spin-drbita usados por nés (Hamiltoniano de Dresselhaus e
Rashba), temos H; = 0 devido as poténcias impares em k. Obtemos assim a equacdo de
evolucdo da parte isotrdpica da matriz densidade,

Bpk i
9Pk | _[Hq, g] — 0. 6.25

E importante notar utilizando a equacdo acima que se a matriz densidade for total-

mente isotrdprica, isto é, se p’E = 0, ndo havera evolucao temporal de pi. Agora, vamos

utilizar a equacao (6.21) em (6.20), nos dando
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g (pk +p’k~) i

o+ [Hep+p] = - > Wee (pr + P — pr + —pj)
"
opr  Opp i _ , ;o
a_tk + a_tk tz [Hepe+p] = — kZ Wee (Pf = P) - (6.26)

Combinando agora a equacgéo (6.26) com a equacao (6.25), obtemos

ap: . ! Ty 1 ’ ’
atk + % [He pe+ o] + %[HE'P'E] =—Y W (pp—rp) (6.27)
k/

equacao esta que descreve a evolucao temporal da parte anisotrdpica da matriz densidade

de estado.

6.1.5 Aproximacao envolvida na equagao (6.27)

Para procedermos com o cdlculo do tempo de relaxacao devemos fazer uma andlise da

equacao acima.

Consideremos o caso em que nao ha espalhamento, ou seja, t < 7, onde 7, é 0 tempo
médio entre colisdes. Para estes valores de tempo, a nao existencia de colisoes implica

em igualar o lado direito da equacdo acima igual a zero, ou seja

ap. i ) i , T,
a_tk + o [He o + [He o] + ﬁ[HEIPk*] =0. (6.28)

Sabendo que os Hamiltonianos de ordem n, tratados por nds vem primordialmente
da teoria de perturbacdo de Lowdin aplicada sobre um Hamiltoniano de ordem m, onde

m > n, podemos escrever nosso Hamiltoniano de uma forma geral como

HonK)=a+ Y biki+ Y cykiki+ > cimkikikn + -+ (6.29)

i=x,y,z ij i,j,m

Reescrevemos nossos Hamiltonianos na forma
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HED = Zn,l,m Hlnm(k) = Zn,l,m A?mkn Ylﬁl(e' ¢)’ (630)
HI%D = Zn,m H;(k) = Zn,m B”mkneimd)' (631)

e tomamos os sequinte ansatz para a parte anisotrdpica da matriz densidade

PP == S w LR (== S [Hak. A, (632

Inserindo agora esse ansatz em (6.28), obtemos

A T o 1 * 0|
e % [H.P°) + - [HkéD, S 1 [H,m(k),pif’]] + [HED, > i [Hi (k). pi°]

n,l,m n,l,m

App)” i ] 1 . Ty - 1 _
(L R 1 WA AT | B S A AN

n,m n,m

Mantendo apenas os termos em primeira ordem de Hj (nossa perturbagao no spin)

obtemos

0P it appp sppo
L ) o =

equacao esta que nos mostra que a variacao da parte anisotropica da matriz densidade é

dependente em primeira ordem em Hp.

A partir desse ponto, vale apontar que existe uma grande diferenca nos calculos re-

4 4

alizados nessa dissertacao para com os realizados em.” Isso se deve pois em” o autor
realiza a deducdo do tempo de relaxacdo de spin utilizando uma ansatz restrito para

nosso Hamiltoniano.

Inserindo agora o ansatz (6.31) na equacao (6.25) obtemos
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1| o X 3D op” 1 oD
Eraa = YT [Hi(k). pP]| =0 5t Hp, > T [Ho(k), p2P] | =0,

n,l,m

(6.35)

onde aqui nota-se que a variacdo da parte isotrdpica da matriz densidade é dependente

em segunda ordem em H.

Sendo H; nossa perturbagdo, concluimos que a relaxacdo da parte anisotrépica da
matriz densidade se d& de maneira mais rdpida quando comparada a relaxacao da parte

isotrdpica.

Considerando entdo sé termos proporcionais a primeira ordem na nossa perturbacéo
(Hg) e utilizando o argumento de que a parte anisotropica da matriz densidade relaxa

rapidamente, ou seja

=0 NH/% ~H?2
’é’pT . - -
K L 7~ L / l / / ’
5¢ T 7 Hepd+ 5 [Heopp] + ﬁ[Hkn pk»] =— kZ Wie (P — p5) - (6.36)
obtemos
=[He Pl = = Y_ Wz (P = ) - (6.37)

6.1.6 Tempo de relaxacao para o caso bulk 3D

Derivada a equacao estatica (6.37), conseguimos continuar com o cdlculo do tempo de
relaxacdo. Nessa subsecdo, derivaremos o tempo de relaxacdo para o caso bulk 3D. Para

isso, basta lembrarmos que nosso Hamiltoniano pode ser reescrito como

HP =3 Hp (k=) Apk"Yi(0,9), (6.38)

n,l,m n,l,m
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o qual inserido na equacao (6.37) junto com o ansatz descrito por (6.32) nos leva a

D KYa(6. 9) AL il — ZWE*len (Yn(0, 0) = Vo(6. ) s Pl p = 0,

n,L,m

S ke | Yal09) ZWE/? (Y26, ¢)— Vi@ ) LiAan, ] = o,

l

n,l,m

(6.39)

e consequentemente

[
Y (9 ?) Z Wee (Y, — YL@, ). (6.40)

Para o caso 3D, sabemos que a transformacao de um somatdrio em integral é dada pela

relagao

—) Ak -0 V > P
Z WEP--- = 3 Z Wkk, = (2;1)3 /d3k Wik, k')... (6.41)
E/

Considerando o caso de espalhamento dependente somente do mdédulo da diferenca do
angulo entre os vetores K e K’ e substituindo Wee = W(W, k'), onde W = arccos [Ek—’f]

obtemos

Vv ,
> W = BEey /d3k’ W(W,K)... (6.42)

K
Utilizando o argumento descrito na subsecao 5.1.3, o termo W(W) deve conter uma delta do

tipo d(ep — €;), onde usando novamente & o< k%, obtemos (k% — k") e consequentemente

V I4 /. /.
EE, Wepr... = 2P /d3k W(W, K)... P /dQ /dkaW(LP k')o(k? — k...
(6.43)
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Utilizando agora a propriedade da delta de Dirac mostrada em,”® chegamos em

sem sentido fisico

Vv Sk —K)+ ok +K)
z . ’ 12 ’ -k + +
M@P“. - EZ;F;/rdQ /rdkk chy,k) 2k
g

Vk [dY
- (2ﬂ)2/ T WWK)..

Com isso,

[ 4
Vp(6.9) _ Vk /dQ W(W, k) (Y4(0, ¢) — Y(E. ¢)) .

i (2n)?2) 4

Utilizando agora a expansdo de W(W, k) em polinomios de Legendre P/(cosW¥),

W(W, k) =)  Pi(cosW)W,,
'=0

(6.44)

(6.45)

(6.46)

junto a férmula que relaciona os polinomios de Legendre com os Harmonicos esféricos,

4 : Vit ol
S 2 Ya'(0.9)Y5(6.9)

m=—

Pr(cosW¥) =

obtemos

=W(Y k)

00 4

47t

YL(0, $) V k / dQ’[

7 (2n)

m'=—l

YL (o, Vk & & : ,
m(T[* ¢) — (27[)2 Z Z I:Y[ 9 ¢)Yl(9 (b)/dQ'Y,ff(@', d)/))
=0

_gl
_6mm’

— Y6, cb)/dQ/er}*(@/, ¢)Yn(0. )|,

(6.47)

T Vol (6, ¢') Y, 6, ¢>)) Ww] (Yn(6, 0) = V(6. 9)

(6.48)
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YL(0, ¢) Vk ! , ,
m 2 = YL(6, )Y QYo ¢
- pE ZZZ,,H w(6.9) m(9,¢>/d w (0. 9) — Z,H 2(0.9)|
(6.49)
1 Vk a , . W,
— = YL (6, d'ylx(e, !
T (27)? ZO /Zl,zzf+1 ¢)/ (0. ¢) = 21+1]'
B =Py (cosW¥)
1 Vk | [do & R e W,
T (2n) /E;W”mgl,zwmmgl,ym’(9'¢)ym’(9'¢)_21+1
1 Vk [ [do W,
— = W(W, k) — .
" (27)? / 47 (¥, k) 2[—|—1]
(6.50)

Utilizando o resultado dos coeficientes da expansao dos polinomios de Legendre (W) dado

por

20 +1

Wi=—

/d(cosw)W(w, k)P(cosW), (6.51)

encontramos o parametro de nosso ansatz,

o ]
r,*1(/<) _ /(C%ﬂ)dqbw(w . /d(cosw)W(w,k)P,(cosw). (652)

onde definimos W(W, k) = Y5 W(W, k).

No entanto, podemos simplificar ainda mais a expressao de 7/ (k). Para isso, basta ver
que o resultado da primeira integral na equacao (6.52) ndo deve depender particularmente
da orientacdo do nosso sistema cartesiano (uma vez que a funcdo W é par na variavel W).
Logo, fazemos uma escolha particular do nossos eixos, colocando o vetor K paralelo ao
eixo 2, o que nos leva a 8 = ¢ = 0. Sabendo que o angulo W é relacionado aos angulos

dos vetores k e kK’ pela formula

cosW¥ = cosOcost + sinBsin6'cos (¢ — ¢'), (6.53)
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obtemos para 6 = ¢ =0
cosVY = cos¥O'. (6.54)

Manipulando a equacao (6.52), obtemos a expressao analitica para o parametro de nosso

ansatz (6.32),

le(k) = 1Z/d(cos@)W(LP, k)[1 — Py(cos0)]. (6.55)

Achado o parametro 7/ (k), sabemos que a solucdo da equacgao (6.37) é dada por (6.32).
Isso nos leva a um passo final na determinacdo do tempo de relaxacao, resolver a equagao

(6.25), ou seja

9P 1 s S (k) [Hi (k). 5] | = 0 6.56
+ c T (k) [Hi, (k). p2°] | = 0. (6.56)
n,L,m

ot h?

Inserindo a equacao (6.38) na equacao acima e manipulando-a, obtemos

1 ; ) S

v S| D HE kYT [Hi 0. 20] | =0,
n’U',m n,Lm

op°

1 T ____

L5 ) Y wRI[H k), [Hi k). P]] = 0,
n’,U',m" n,l,m

P, 1 FKK"KT YO, $)YE(O, @) | Al [A PIP]| = 0. (657

L5 ) ) T KKY6, @) Vi(6, 9) | A [AL ]| = 0. (657)

n’U',m’ n,l,m

Sabendo que Y.(8, ¢) = (=1)"Y" (0, ¢), obtemos

V(6. 9)Y,(6, )

[ Py 6, 6)v0(6, )

457
dQ ,
= () [ V6.6 116.9)
e

4or

(6.58)
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Equacdo estd que nos permite simplificar a equacao (6.57) a

/

at h2 > 2 *knkn 5r[n[’ [A?m (k), [A zm,PiD]_ = 0,

n’,l'm" n,,m

PP 1 e o
b s Y ()RR (AL, L [ AT = o,

n,n’,l,m

a n_* " A n ~ 1
ot 4ﬂh2 )" 7i(k) [Zk zmrlzk Azm,pif’] ~ 0. (659)

Lembrando que

HP =% ALK"Y1(6, ), (6.60)

n,l,m

basta multiplicarmos ambos os lados da igualdade por Y!*(0, ¢) e integrarmos em dQ para

obtermos
Zk”AT,m, = /dQHgDY," (6, ) = Hyw(k), (6.61)
o que leva a equacdo (6.59) a
2 Z )" 57 (k) [Hien (k). [Hin (K), 3°]] = 0 (6.62)
ot 4h2 t=n(K). [ Hin (k). 7] ] = 0. '

Reescrevemos nosso Hamiltoniano na forma H2? = - Q) junto & p° = @ -5 e

Him(k) = @ - Qun(K), onde

Gin(k) = / dOaPYE6, 9). (6.63)

Dessa maneira torna-se possivel simplificarmos os comutadores, dados por

[Hin (k). [Hink). 1] = [ Grnk), [ - Gunlh), 7577, (664)

utilizando a conhecida relacdo (¢ - A)(@- B) = A- B+ i@ - (A x B), obtendo portando

[5- Gin(k), G - §3D] = 2iG - (G (K) x 33P), (6.65)
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e consequentemente

[5- Gr (k). 2iF - (G % 530)] 4. [ﬁ,,m(k) x (ﬁ,m(k) x §3D)]. (6.66)

= s

Usando agora o resultado AxBxC = é(ﬁ- 6) —C(A- é), obtemos

[Hia(k), [Hin(k). 1] = =40+ [Gin(k) (Gin(k)-577) = 5% (Grnlk) - Bun(h) )|
(6.67)
Com isso,
J- {a;D e 1 [0 [ Gin (k) ( Gk - 577) =57 Gin(K) ﬁlm(k>)]} =0,
(6.68)

Definindo nossa equagdo como sendo

a(—>3D)

> = —17P(%");, (6.69)

onde |—3D é a componente i, j do nosso tensor (30, definido por
3D 3D 3D
I—X rX r)(Z

30 _ 3D 30 3D
[°Y = ryx ryy ryz , (6.70)

r3D r3D r3D

obtemos

t/ = hz Z [(le( ) ﬁ,_m(k)) 0ij — (61_"7(/())1 (ﬁzm(k))j] , (6.71)

conhecido como tensor da taxa de relaxacao de spin. O tensor relaxacdo de spin é relaci-

onado & taxa de relaxacao de spin via equagao

Tij = - (672)



6.1 D’akonov-Perel’ 125

6.1.7 Tempo de relaxacao para o caso de um poco quantico (2D)

Para o caso de um poco quantico (2D), o procedimento é exatemente o mesmo, motivo

pelo qual economizaremos nos detalhes. Primeiramente substituimos nosso Hamiltoniano,

HP =% Hp(k) =) Buk"e™, (6.73)

junto ao nosso ansatz (6.32) em

[ 4 /
7 [He, pi] = — Z Wi (p; - pk»,) ' (6.74)
k/
nos levando a
. 1 . /
KTty — =Y W (1 _eim(® —¢)) [Hont pi] = 0, (6.75)
[,m m K
e consequentemente
1 _ im(¢'—¢)
T—;?—ZW,('l—e ) (6.76)
Para o caso 2D obtemos
A S A0 A D
; Wep... = sz Wep. . AK = pEe /d KWk, K., (6.77)

o qual considerando os mesmo argumentos da subsecao anterior, nos leva a

A , A
Z Wi, = 7 /dzk, WY, K)... = P /d¢’/dk’k’ W(W, K')o(k*—k"™)... (6.78)

k/

Utilizando novamente a propriedade da delta de Dirac descrita na equagao (6.44), obtemos
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sem sentido fisico

. A ’ 1t ’ 6(/( B k,) + 6(k + k,)

EE, Wep... = (Zﬂ)Z/dqb /dkk W(W, k) T
A [d¢
= — [ SEww.k. (6.79)

e consequentemente

1 _A [d¥

T T 4x ) 2n

W(W, k) (1 - eim(‘f’/"i’)) . (6.80)

Fazendo a mesma consideracao de que a funcdao W sé depende de W e par em relagao
ao angulo ¥, ou seja, assumindo W (¢’ — ¢, k) = W(¢p — @', k), conseguimos reescrever a

equacao (6.80) como

1 A d(d — , ,
(k) Elwww — ¢, k) {1 —cos[m (¢'— ¢)]}. (6.81)

Achado o parametro de nosso ansatz, dado por 7, (k), basta resolvermos a equagao (6.25),

ou seja

apiD 1 * ~2D
5t | He D m (k) [Hak). p°] | =0. (6.82)

Inserindo agora nosso Hamiltoniano (6.73) na equagao acima, obtemos

-2D -
B S WK e By [Bon )] =0, (689

n’,m’ n,m

o qual usando a relacao
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21
aems — / 9P gitm+myo
0 271
27
_ / 4o im—-myp
0 ZJT
= Opw—m (6.84)
nos leva a
P K|S kB k"B, 522 || = 0 6.85
at ( ) Z n —mi Z nm,pk . ( . )
Onde obtemos
at Zrm(k _a(K), [Hw(k), pi°]] = O, (6.86)
utilizando a relacao
an o = ¢H20 —m'e = H,.(k). (6.87)
Sendo assim, a equacao da evolucao de p7” fica
op:P 1 . )
g’; = T (k) [H=m (), [Haw (K), 2D]] =0. (6.88)

Vamos agora reescrever nosso Hamiltoniano e nossa matrix densidade isotrépica na forma

HZP =g 2P, piP = @ §2°, junto a H, (k) = & - Q,(K), onde

S d —im
Qm(k) / zde)QZD ¢

Sendo assim, simplificando os comutadores

[Hn(k), [Ha(k), 5] = |9 - Gon(h), [ Guf), 7570 |

(6.89)

(6.90)
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utilizando conhecida relacao (- A)(G-B) = A- B+ id - (A x B), obtemos
[a- G, (K), G - §ZD] = 2iG - (G (k) x 3%0) (6.91)
e consequentemente

[5. G_(K), 2iF - (G x §ZD)] — 4G [d,m(k) X (ﬁm(k) x §2D)] . (6.92)

—

Usando agora o resultado AxBxC = é(ﬁ- 6) — 6(/2\- ), obtemos

A

[Hon(k), [Hn (k). 22°T] = =47 - [Gulk) (Gonlk) - 52°) =522 (Bn(k) - Gulh) )]

Com isso,

7 {65;;0 _ % S (k) [dm(k) (ﬁ_m(k) -§ZD) _3» (ﬁ_m(k) - ﬁm(k))]} —0 (6.94)

Definindo nossa equacdo como sendo

a(§2D)[
ot

~2D (22D
57 (57, (6.95)
onde IA_?]D é a componente i, j do nosso tensor IA_ZD, definido por

e
2D _ 2D 2D 2D
[~ = ryX Fyy ryz , (6.96)

2D 2D 2D
I—zx rzy rzz

obtemos

=Y ik [(ﬁm(k) Galk) 35— (A-n(k)) (Gatio) ] . (697)

]

conhecido como tensor da taxa de relaxacao de spin. Da mesma forma que no caso 3D, o

tensor relaxacdo de psin é relacionado & taxa de relaxacao de spin via
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6.2 Tempo de relaxacao de spin para um poco quantico

crescido na direcao [001]

Nesta secao mostraremos os sequndos resultados novos abordados nessa dissertagao:
O tempo de relaxacao de spin via mecanismo D’yakonov-Perel’ considerando um 2DEG
em um pogo quantico [001] na primeira subbanda incluindo perturbativamente a influéncia

da sequnda subbanda de mais baixa energia.

Aplicando entao a férmula (6.97) ao Hamiltoniano (5.33), encontramos o novo tensor

taxa de relaxacao de spin, cujas relacdo das componentes sdo dadas por

I—yz = I—XZ = l—zx = rzy =0, (699)

1
rxx = rgg = irzp (6100)

Devido a simetria desse tensor, convém definirmos [ ., onde

M= £y (6.101)

como mostra.'® Aqui, . corresponde a taxa de relaxacdo de spin na direcdo cartesiana

[110] e [110]. Dessa maneira, temos como equacgdes para a relaxacao de spin

0(s,*s
%:_ri (Sxisg), (6.102)

os,
ot

= —T,,s,. (6.103)
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As componentes do tensor sao dadas por

[y

=Ty

4’1'1

= —ao(Bo— Bs) k*

hZ

4B21nT ao KA
hZ (60 — 81)

462182, [Bo —B3(1 — (T3/T1))] i

h? (€0 — &1)
4n’ Ty lO(o (280 — B3) — a1 (Bo — 33)] Iz
72 (€0 — 1)
43, [ao (2B0 — B1 — B3) + a1B3 (T3/T1)]
n? (€0 — &)’
4B2,2nT1 [ao (a0 — 2a4) + Bg — Bo (2B1 + B3(13/m1) + Bs) + 2/9133]
2 (€0 — &)’
4B31B22nT [1 + (T3/T1)] £
72 (€0 — .51)2
485183, T [ — ]
h? (€0 — &1)3
4/92117 T [ Q) — o ]k6
(€0 — &1)
4/92.1132,2’771 [201 + (a1 — ao) (13/T1) i
h? (€0 — &1)°
4B2,1B221° T [231 + (Bo + B1) (T3/T1)] 6
h? (€0 — &1)3
4n'ty [Bo (a0 — 0f1)] e
h? (€0 — &1)3
4/93,271 [0(0 (Bo — 31)] 6
h? (€0 — &1)
4B> o’ l(a0 + 207 + BE) — 3aon — BoBr (2 + Ta/n)]
h? (€0 — &1)*
4B3,m’ T [0(0 (Bo(3+ 13/T1) —3B1) + a1 (B1 (5 + 13/T1) — 330)] 5
h? (€0 — &1)*
483y [ag + B2 —3BoBr + 282 — apary (2 + (rg/u))] 5
h? (g0 — &1)*

(6.104)
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h

a5+ (Bo— B + Bilesim) | €

832,1/92,2T1[ Qo ]k4
( )

h? Eo — &

8B2,1nT1 [Bo —B3(1 — (T3/T1))] 4

hZ (80 — 81)

885,11 [0(3 + Bo (Bo — 31)] i
)

h? (80 — & 2

168,20 [0(0 (B — Bo) + 0(130] L

h? (€0 — &€1)?

8n°t [ — avat + B3 4
hZ (80 — & )2

88%,233“ [ Bo — Bi ]k4
(

h? € — &1)?

8n°Bsi [Bo — B (T3/T1)] (4
(

h? €0 — €1)2

8622683071 [ a0 (1 + 13/T1) — 2 i
h? (€0 — &1)?

4B31 (B3, + 1) [1 + (T3/T1)] P

hZ (80 — &1 )2

8/32,1/92,2172 o + o (13/T1) K6
hZ (80 — & )3

8321/332 [ao + o (T3/T1)] 46

(€0 —&1)?

8321/922'7 [/91 + Bo ( T3/T1 ]

60—81

832,1'7 [Bo + B (T3/T1)] (5

hZ (80 — &1 )3

h? (€0 — &1)*

465, [a§ + o (13/71) + (Bo — 61)2] 5

4n' [Bé + B2 (r3/71) + (00 — m)zl g
h2

(€0 —&1)?

4B3,n [4(1030 + 4B — 6P — 2015 (2 + T3/T1)] (5

h? (€0 — €1)*

432,2’73 [40(0/90 +4a1p1 — 61y — 2a0B1 (2 + T3/T1)] K6
h? (g0 — &1)*

4B5.m | 4 (of + BE) — 6 (a0 + BoBr) + 3 (ad + B3) (1 + 13/m1) L6
G (€0 — &1)*

(6.105)
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6.2.0.1 Comparagao com trabalhos conhecidos [001]

Muitos trabalhos calculam o tempo de relaxagdo de spin para um pogo quantico cres-

cido na direcdo [001]."*>" No entanto, esses trabalhos calculam os tempos de relaxacao

(001] (001]

de spin para os Hamiltonianos HRashba e Hp,essetnaus Projetados apenas na primeira sub-

(001]

joo1]
banda de H{,,,. Onde apenas'’ considera o termo ctibico provindo de Hp,os einaus-

Nesse aspecto, esse trabalho contém resultados novos na literatura. Uma vez que

nosso Hamiltoniano efetivo (5.33) sobre a primeira subbanda

(l))[om] leva em conta

a influéncia da sequnda subbanda via teoria de perturbacdo de Léwdin até O(k).

Sendo assim, para compararmos nossos resultados com os conhecidos na literatura
devemos desacoplarmos as duas primeiras subbandas. Dessa maneira, devemos tomar os

parametros do subbespaco |k, 0, d) (k, 1, 0’| como sendo zero. Ou seja,

n=pH=p2=0, (6.106)

o que simplifica nossos tensores a

4T
Mye =Ty = =500 (Bo = B3) K, (6.107)
Mo=Tyy = 3= o 2+ B2 K 6.108
o =gy = 512 =55 [ + (Bo — Bs3) +33(T3/T1)] . (6.108)

Calculando ' via equacao (6.103), obtemos

211k? 2B213k%
M, = f; (a0 + (Bo — B3)) + B;Lj , (6.109)
e
211k? 2B213k?
r= 2 o — (B~ P + 22T (6:110)

Como podemos ver facilmente consultando a Tab. (6.1), esse resultado esta de acordo

17,57

com as referéncias, se tomarmos 11 = 13. Para obtermos agora o resultado das refe-
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Tabela 6.1 — Tabela comparando as taxas de relaxacdo I',, e . obtidos usando nosso modelo sem aco-
plamento intersubbanda com os tempos de outras referéncias.

13,15,16 17.57 Resultados simplificados

M g BB B @ (B B+ B(rsim)]

M oo+ Bl e [ao+ (B — B 2 oo + (Bo — Bl + L
2 28213k

- (e — B 2L [ag — (Bo — B 2 [ag — (Bo — Bs)) + —33,;3
réncias'>1>1% ndo devemos incluir o termo clbico de dresselhaus, correspondendo assim

a

B; = 0. (6.111)

Nota-se olhando as referéncias,'> 1%/

que as expressdoes nao sao exatamentes as
mesmas dada pela Tab. (6.1). Isso se deve a dois motivos, o primeiro é devido a nota-
cao diferente e o sequndo devido a alguns artigos fazerem o calculo a uma temperatura

diferente de 0, caso este que é considerado aqui.

6.3 Tempo de relaxagao de spin em um QW crescido na

direcao [110]

Nesta secdo mostraremos os sequndos resultados novos abordados nessa dissertagao:
O tempo de relaxacdo de spin via mecanismo D’yakonov-Perel’ considerando um 2DEG
em um pogco quantico [001] na primeira subbanda incluindo perturbativamente a influéncia

da sequnda subbanda de mais baixa energia.

Aplicando entao a formula (6.97) ao Hamiltoniano (5.55), encontramos o tensor taxa

de relaxacdo de spin, cujas relacao das componentes sao dadas por

O S S ) (6.112)

Dessa maneira, temos como equacoes para a relaxacdo de spin
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dsy

5= —Tusy, (6.113)

0s,
ast - _rXXSX - rxzsz:
0s,
ast = _rxzsx - rZZSZ

(6.114)
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As componentes do tensor sao dadas por

Mo = o |40t + (Bo— B + 982 (rsfm) | €
17/92,3T1 2(Bo — B3) 2
- h? [ (€0 — &1) ] g
_ B35 [40(0 (a0 — 1) + (Bo — B3) (Bo + B1 — 2Bs) + 18B3 (T3/T1)] )2
h? 4(gp — &1)
_ 2°Bism [ 1 ] o
h? (g0 — €1)°
’733,31'1 (Bo+ B1 — 2/93)] 2
" h? [ 2(g — 81)3 -
L Bt [ 4lao— @) + (Bo+ B — 2B3)° + 3683 (my/Ti) |,
h? 32 (80 — 81)4
npoat [Bo—B(1 + w3/ti) | 4
T [ 2(e0—e) ]k
32,132,2 T1 209 4
TR [(80—81)]k
_ B3, [40(0 (a0 + a1) —3(Bo — B1) (B + B3) + 3 (Bo — B1) B3 (T3/T1)] i
h? 16 (g9 — 51)2
_ 7T [ao (a0 — 1) = 4(Bo+ B1) (Bo + 31)] iz
hZ 4 (80 — 81)2
_ nBaam l0(031 — 4a1 (Bo — 33)] i
h? 2 (g0 — 81)2
B21B23Ti [0(0 (7a0 —1Mey) +5(Bo+ Bi) (B1 — B3) —3(Bo + B1) B3 (T3/T1)] i

2 2(& — 81)2

nB3:B23T1 [ 3(Bo—B1) ] .4
T TR [8(60—81)2]k
_ BaaBas [ 4o ] Iz
h? (€0 — &1)°
N*Br1B23TH l 1 ] i
h? (€0 — €1)°
7Bt [4(Bo+ Bi)] 4
- h? [(60—81)2]k
N B2 B33 [10(/90 + 1) + (Bo + B — 2B3) — 1883 (T3/T1)] KA
h? 8 (g0 — &1)?
32,152,2/95,31'1 [ (o — ) ]k4
hZ 2 (80 — 81)2

. Bl [4 (ag — a?) +3(Bo — B1) (Bo + Br — 2B3) — 6 (Bo + B1)Ba(f3/n)] y

hz 64 (80 — &1 )4



136CAPITULO 6. MECANISMO DE RELAXACAO DE SPIN VIA D'YAKONOV-PEREL’

. BT [(a —a?) +16(Bo + B1) (Bo + B —233)] g

k4

h? 16 (60 — 61)4
_ ’732,2322,3‘[1 [(ao —aq) By +4a (Bo+ B1 — 233)] L4
h? 8 (g0 — 51)4
N Bo2B33m |8 (ad — af) + 36 (a0 — a1)> 45 (Bo + B1) (Bo + Br — 2B3) + 6 (Bo + B1) B (13/T1)
h? 16 (g0 — &1)*
n*B3, 11 [1 +9(T3/T1)] 6
TR [8(60—81)2 ‘
B3B3, [ 1+ (13/11) | 6
" h? [2(60—51)2]k
Bt [ (Bo+ Bi) 6
" h? [2(50—81)3]k
Bo1B3, T [(O(o +a)(1+w/m) | 6
4 k
hZ 32 (80 — 81)3
L' (o= @)’ +128(Bo + A1)’ | 6
h? 128 (g0 — &1)*
Bg,zﬁ 4 (oo + 0(1)2 (14 3/71) + (Bo — 31)2 9+ 3/m) |,
4 k
12 512 (g0 — &1)"
BT | (g +127af) + 1288 — 2B (5 — w/t1) | 4
4 k
h? 64 (g0 — 81)4
B3, l31 (a0 + 1) (1 + 3/71) + 124 (Bo — /91)] 6
+ 2 3 k
h 32 (80 - 61)
nB21B3,T1 [(3/90 - 1B (1 + T3/T1)] 6
+ k
h? 32 (g0 — &1)°
4 2321322T1 [ (a0 — 9y) ]k6
8 (g0 — 51)
n 3Bzz‘ﬁ [31 ap— o) 64(30+B1)]
32 80 - 81)
'732,132,3“ [(Bo+31)(5 3(T3/T1))] 6
+ k
h? 16 (g0 — &1)°
1735,132,232,3T1 [(70{0 —Ma) — (ap + 3o) (T3/T1)] 6
+ - - k
4 (g0 — &1)
N 1’ B21BasTi | (a0 — ) (Tag — 1au) + 20 (Bo + 1)’ 45
h? 32(gp — &1)°

B 32’135'252’31-1 [4(0(0+O(1)(7(Zg—110(1)+4(0(0+O(1)(O’0+3O(1);—?—(83—312) (15+;—?) k6

W 144 (g9 — &)
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nB21B82,2823T1 [7/30 (ap + a1) + B (oo + 3aq) (13/11) + 2011 (1080 + /91)] (5
hZ 16 (60 — 61)4

, BB [8 (7a0 — 1)’ + (Bo+ B1)’ (25 + rgm)] g

h? 128 (g9 — &1)"
(6.115)
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vy

St |48 + (Bo — B’ + 982 (i) | &2
52,232,3T1 200 k2
n? (€0 — €1)

1732,3 7 [ 2(Bo — Bs3)
h? (€0 — &1)
B35 l40(1 (a0 + 1) + (Bo — B3) (Bo + B1 — 23) + 1853 (T3/T1)] K2
n? 4 (g9 — &1)°

35,25%371 [ 1 ] K2
)

h? 2(60—61 2

’7235,3'[1 [ 2 ]kz
h? (€0 — 81)2

Bo2B3 5T [ (o + 1) ] 2
h? 2(g0 — &)
nB3 5T l(Bo + B — 233)] 2
n? 2(& — 61)3
BT [4 (a0 + a1)’ + (Bo + B1 — 2B3)° + 3683 (a/n)] g
h? 32 (o — &1)°
B%zﬁ 3 3 4

20 | S tan+ an) + 55 (80— B0 (5o — B2 | &
nBa1T [(Bo — /93)] i

202 | (g0 — &)
B21B2,2T [ S5ap ]k4
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B3, [31 (a0 + a1) (1 + 73/71) + 1201 (Bo — /91)] 45
h? 32(gp — &1)°
NB21B3, T [(3,90 —11B) (1 + r3/r1)] 5
h? 32 (g9 — 1)

°B21B22ti [ (a0 —9a) | 6
" h? [8(80—61)Z]k
1Byt [31 (a0 — a1) — 64 (Bo + 31)] K

h? 32(g0 — &1)°

nB31B23T1 [(30 +B1) (5 — 3(T3/T1))] 6
+ 2 3 k

h 16 (g0 — €1)
B3 18222371 [(70{0 —1oy) — (ap + 31) (r3/r1)] £

hZ

P BaiBa311 | (a0 — 1) (Tao — 1) + 20 (Bo + Bi)° 45
W 32 (g0 — &1)"

4(g0— &1)

k6

32’135’232’31-1 4(&0 + CY1) (70(0 — 110(1) +4(O(0 + G1)(O’o + 30’1 ;—? — (B(% —312) (15+ ;—j)
h? 144 (g9 — &1)"

(6.116)
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h? (€0 — 61)3

B33t [ (ag + 0‘12) ]kz
4

h? 4 (g0 — &)
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h | 32 (80 - 81)
BoaB3,ts [ 5lap+ar) 1,6
- 2 3 k
h [ 32 (g9 — &1)
N 0192,1652‘8 [ 564 3] I
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Bo1B3,B23T3 [ g (ag + ) ]
B h? [16(60—81) |
+ B3 1B22B23T3 [ (5a0 + 9a) |
2 16 (€0 — &1)’ |
NnB2,1P22823T3 [ aopi ]

_+_
n? 8(eo — £1)*]
nB31B557s | (g +9a7) i
n? 16(c0—er)' |

(6.117)
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6.3.0.2 Comparagao com trabalhos conhecidos [110]

Muitos trabalhos calculam o tempo de relaxagdo de spin para um poco quantico cres-

cido na direcao [110]." No entanto, esses trabalhos calculam os tempos de relaxacdo de

. . . 110 110
spin para os Hamiltonianos H[R,as]hbu e H[D,e]sse,haus

na primeira subbanda de ng.

sem o termo cubico, projetados apenas

Nesse aspecto, esse trabalho contém resultados novos na literatura. Uma vez que
nosso Hamiltoniano efetivo (5.55) sobre a primeira subbanda |k, 0, 1 (J,))[HO] leva em conta

a influéncia da sequnda subbanda via teoria de perturbacdo de Lowdin até O(k°).

Sendo assim, para compararmos nossos resultados com os conhecidos na literatura
devemos desacoplarmos as duas primeiras subbandas. Dessa maneira, devemos tomar os

parametros do subbespaco |k, 0, d) (k, 1, 0’| como sendo zero. Ou seja,

n=PBy1=PB2=PF3=0, (6.119)
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Tabela 6.2 — Tabela comparando as taxas de relaxagao Iy, [y, I',, € 'y, obtidos usando nosso modelo

sem acoplamento intersubbanda com os tempos de outras referéncias. C = 4%2" Er

B Resultados simplificados

o (@ +BIC 5[40+ (Bo— Bo)’ + 98} (mm)
oy (@ +BIC 5 |40g + (Bo— Bo)’ + 983 (rsim)
B (g + a?)C Ao ok

M aBC a0 (Bo — B)

o que simplifica nossos tensores a

T k?
M=oy = S |48 + (B0 — Bs) + 93 (/)] (6120)
4o 1 k2
r, = Oh_; (6.121)
T k?
rxz = rzx = ;:L_ZQ'O (BO - 33) (6122)

Nd&o ha expressdes na literatura para o tempo de relaxagao na direcao [110] conside-
rando a inclusdo do termo cibico B3, dessa maneira, tomando B3 = 0 obtemos os valores

encontrados na literatura.™

Nota-se olhando a referéncia,' que as expressdes ndo sdo exatamentes as mesmas
dada pela Tab. (6.2). Para obté-la devemos tomar a; = o, que corresponde ao quadro

trabalhado por nés.
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CAPITULO 7

RESULTADOS

No capitulo 6, derivamos as expressoes analiticas dos tempos de relaxacdo do spin
do elétron em pogos quanticos crescidos nas direcdes [001] e [110] respectivamente. Estes
tempos sao escritos em funcao dos parametros de Rashba e Dresselhaus inter e intrabanda,
0s quais sao determinados encontrando-se os autoestados |k, 0,1, 1 (l))[abc], solugdes ob-
tidas auto-consistentemente a partir do Hamiltoniano H[Sﬁvc]. Como primeira aproximagao,

abc abc abc
, label glovl glavl

consideraremos os parametros m[*abd como sendo iguais aos da direcao

[001], de modo que os autoestados |k, 0,1, 1 (J,))hbc] serdo autoestados da direcao de cres-
cimento [001] da heteroestrutura.””*1%1® Dessa maneira, calculamos os pardmetros de forma
auto-consistente e os mostramos em funcdo do potencial elétrico aplicado, do tamanho do
poco quantico e finalmente em funcdo da densidade de elétrons. Por fim utilizamos estes

parametros para a obtencao do tempo de relaxacao de spin e concluimos que a contribuicao

do tempo de relaxagao total devido a sequnda banda é desprezivel.

7.1 Sistemas a serem simulados

Os resultados nessa dissertacdo foram realizados utilizando um pogo quantico simples
de Al,Ga,_,As/GaAs/Al,Ga,_As (para a qual escolhemos x = 0.3) com tamanho de 2L
mostrado na Fig. (7.1). Este poco possut largura L, e doadores do tipo n, de densidade
simétrica py, localizados a uma distancia L, da parede do poco, cuja sua fungdo é a de

doar elétrons para o nosso sistema.
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Esse sistema também esta sujeito a uma diferenga de potencial externa, V(L) — Vi (—L)
o que além de controlar o grau de assimetria estrutural, também é usado para controlar

espacialmente a densidade de elétrons dentro do poco.

Para a realizacdo do cdlculo numérico, foram utilizados pardmetros extraidos de?! e.?

GaAlAs

GaAlAs

Doadores
Doadores

Figura 7.1 — Esquema da nossa estrutura Aly3GagzAs/GaAs/Aly3Gag7As com tamanho do poco L, e ta-
manho total 2L. A estrutura possui densidade de doadores simetrico py, dispostos simetrica-
mente a uma distancia Ly do pogo. A regido cinza representa os gates metalicos, responsaveis
pelas diferenca de potencia aplicado V(—L) e V(L)

7.2 Uma banda ocupada

Nesta secao resolvemos o Hamiltoniano How (equacao (4.1)) acoplada a equacédo de
Poisson (equacao (4.8)) como descrito na secao 5.2. Aqui, nds fixamos a densidade eletrd-
nica em n. = 0.002 (nm)~?, densidade esta que corresponde a eletrons ocupando somente a
primeira banda de energia. Dessa maneira, a densidade dos doadores é ny = 0.001 (nm)~2.
Aqui, também aplicamos uma diferenca de potencial correspondente a Vi(—L) = 0 e

Vs(L) = 0.15eV.

As Figs. (7.2a) e (7.3a) mostram os perfis dos potenciais Vi, Ve, Vi, Vs e das fungoes
de onda para um poco de 15nm. Ja as Figs. (7.2b) e (7.3b) mostram os perfis das mesmas

grandezas, mas agora utilizando um poco de 30nm.

Olhando para as Figs. (7.2a) e (7.2b) vemos que existe uma inclinagdo positiva em
Vse, tornando o pocgo assimétrico e mais fundo no canto esquerdo. Utilizando agora as
Figs. (7.3a) e (7.3b) vemos que essa inclinacdo é resultado da diferenca de potencial

aplicado, representado aqui pela linha verde. Essa diferenca de profundidade por sua vez
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0.4} H Ve 0 0.4 M Ve 05
g 02 104 & 02 0.4
| o I L
e < E
E ) \ 1033 & ] 103
E > % 0 ‘< R
-0.2 1 BGAF_ {01 0.2 e 0.1
-0.4 L— : : : —1 0 -0.4 L— : : : —1 0
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
z (nm) Z (nm)
(@) Ly = 15nm (b) Ly, =30nm

Figura 7.2 — Fungdes envelope (r |i) = ; para a largura do poco quantico (a) 15nm (b)30nm. Aqui sé
temos a ocupagdo da primeira banda, Vg(L) — Vg(—L) = 0.15eV, n, = 0.002 (nm)™2 e ny =

0.001 (nm)~2.
I vsc — Vsc —
0.8 Vo) 0.8 Vo)
S 06 Ve ™1 = 06} Ve ——
- Vg -~ Vg
o (=]
> 04} > 04} —
/ /

> >
2 02 202}

3 B 3 ]
> 0f > O0F ]

-0.2 . . . . . -0.2 . . . . . . .

-20 -10 0 10 20 -40 -30 -20 -10 O 10 20 30
z (nm) z (nm)
(a) Ly =15nm (b) Ly, = 30nm

Figura 7.3 — Perfis dos potenciais: eletronico V., externo somado ao potencial dos doadores V,, auto-
consistente Vsc e heteroestrutural V,, para dois tamanhos de pogos diferentes, com elétrons
ocupando somente a primeira banda (a) 15nm (b)30nm. Utilizamos aqui n, = 0.002 (nm)~2 e
ng = 0.001 (nm)~—2.

é responsavel por um maior confinamento das funcoes de onda ao lado esquerdo do nosso

poco como se pode ver claramente na Fig. (7.2b).

15nm

Para a Fig. (7.2a), obtemos os valores £)°"™ = 0.1146 eV, £]°"™ = 0.1646 eV, """ =
0.1217 eV e portanto Ae™"™ = 0.050e V. J4 para a Fig. (7.2b), obtemos £3°"™ = 0.1051 eV,
€0 =0.1216 eV, p**™ = 0.1122 eV e portando A’ = 0.016e V.

Sabendo que o valor da diferenca entre dois niveis de energia deve diminuir em funcéo

Vqdev)

40

potenci
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Tabela 7.1 — Tabela com as definicées dos parametros de Rashba e Dresselhaus intra e intersubbanda.

ao = (0] n(z) |0) Bo = —v (0] 92|0) Boy = v(0]0,|1)
ar = (1| n(z) |1) B =—y(1]021) B, = —y (0|02 |1)
’7=<0|'7(Z)|1> B2z = y(0|6§|1)

do aumento do tamanho do poco L,, obtemos dados consistentes para Ae™"™ e Ag30™™
Como esperado, vemos que o potencial quimico p estd abaixo da energia €, para ambos
tamanho do pogo, comprovando assim que a densidade n, utilizada nos garante a ocupacao

somente da primeira subbanda.

Iremos calcular agora os parametros a’s e B’s (Tab. 7.1) para duas configuragdes expe-
rimentalmente relevantes. A primeira é obtido mantendo as densidades n, = 0.002 (hm)~2 e
ng = 0.001 (nm)~2 fixas, onde tomando V(—L) = 0 variamos V(L) de —0.15eV & 0.15eV/
para os tamanhos L, = 15 e 30nm. A segunda é obtido mantendo V(L) = 0.10eV,

n. = 0.002 (nm)=2 e ny = 0.001 (nm)~2 fixos, onde variamos agora L, de 15nm & 30nm.

As Figs. (7.4a) e (7.4b) mostram o comportamento dos parametros de Rashba e Dres-
selhaus sobre o primeiro aspecto. Observando estas figuras vemos que os parametros de
Rashba intrabanda oy e o sdo sensiveis a variacao de V, sempre mantendo a relacao
|ao| > |aq|. Vemos também que estes parametros para V(L) = 0. Esses comportamentos
se devem pois esses parametros estdo ligados diretamente a assimetria do nosso pogo,
sendo assim bem sensiveis 4s mudancas destes.® Dessa maneira, uma vez que V(L) =0

resulta em uma heteroestrutura totalmente simétrica, devemos obter ag = a4 = 0.

Diferentemente dos parametros de Rashba intrabanda, o parametro de interbanda
n para as especificacoes do nosso poco ndo é sensivel a variacdo de Vi, o que como
veremos passa a ser sensivel a variacao de V(; para maiores densidade eletronica e para
duplos.>® E A bém na | L L
pocos duplos. ste parametro também nao assume o valor nulo em pocos totalmente
simétricos. Dessa maneira, mesmo este sendo um parametro de Rashba, vemos que seu
3 y ligado f c [ ia d >3 Nota- bé
comportamento nao esta ligado fortemente a assimetria do poco. ota-se tambem que
mesmo sendo este um parametro interbanda, o seu valor em médulo é comparavel aos

pardmetros de Rashba.>®

Nas Figs. (7.4a) e (7.4b), observamos que os parametros de Dresselhaus intrabanda By

e By nao se mostram tdo sensiveis a variacao de Vi e sempre mantém a relacdo |Bi| > |Bol-
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Figura 7.4 — Perfis dos pardmetros a’s e B’s em funcao do gate aplicado, com elétrons ocupando somente
a primeira banda de energia. (a) 15nm (b) 30nm. Utilizamos aqui n, = 0.002(nm)~2 e
ng = 0.001 (nm)~2. O parametro B3 ndo foi mostrado no grafico uma vez que este é uma
constante em fungdo de Vj.

Utilizando a equacao
h? 0
[_ﬁ@ + Vsc(Z)] Po(2) = €0gpo(2), (7.1)

resolvida auto-consistentemente, podemos reescrever®

2 *
Br = v len — (n] Vac|n)], 72)

onde além de vermos diretamente a forte dependéncia com o confinamento, vemos tam-
bém a relacdo |Bi| > |Bo| ser satisfeita uma vez que €1 > &y junto ao fato de que
(0] Ve |0) > (1] Vs |1). Nota-se que o mesmo comportamento em relagdo a V acontece

para o parametro de Dresselhaus interbanda S5 1.

Diferentemente dos parametros By, B1 e B21, o parametro de Dresselhaus interbanda
B>2 é sensivel a variacdo de Vi como os parametros de Rashba intrabanda os sao, além
de também ser zero para V(L) = 0. Isso nos mostra que B,, também esta fortemente
ligado a assimetria do nosso pogo. Estes resultados podem ser entendidos diretamente

reescrevendo o parametro 8,, com o auxilio da Eq. (7.1), o que resulta em

B = {011 =01 | 5 (e - vt )
2 *
= ¥ 0 Vel) ).

(7.3)
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By 3(meV)

Sabemos pelo capitulo 5. que diferentemente do pogo crescido na diregao [001], o pogo
crescido na direcao [110] além de conter os pardmetros o, a1, 1, Bo, B1, B2, B22 também
contém o parametro 3,3. Analisando as Figs. (7.5a) e (7.5b) observamos que este parametro
ndo é tao sensivel a assimetria do poco. Uma forma direta de ver isso é utilizar novamente
a Eq. (7.1), o que resulta em

B = vl = —v(0l0. [ 5

2m* 2m*
2m* 2m*

= —& ?32,1 + Y? <0| 02 VSC(Z) |1> .

(e1 — Vic(2)) |1>

(7.4)

Dessa maneira compreendemos a dependéncia fraca de B, 3 com a assimetria do pogo, uma
vez que B, 3 é proporcional aos parametros B¢ e n (uma vez que (0| 9,V |1) < n), e estes

ultimos por sua vez nao sao tao sensiveis a assimetria do poco.

0.15 T T T T T 0.04
0.14 |
0.03
Bo3 _ Bo3

0.13} 13

E 0.02} ]
012} & T ]
011t 0.01}

0.1 : : : : 0 : : : :
-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
\Z (eV) \Z (eV)
(@) Ly = 15nm (b) Ly, =30nm

Figura 7.5 — Perfil do parametro B> 3 em funcdo do gate aplicado, com elétrons ocupando somente
a primeira banda de energia. (a) 15nm (b) 30nm. Utilizamos aqui n, = 0.002 (nm)~2
e ng = 0.001 (nm)~2.

As Figs. (7.6) e (7.7) representam o sequndo aspecto, o qual s6 deixa mais forte o argu-
mento que demos anteriormente sobre a sensibilidade dos parametros com a assimetria ou
com o confinamento. Para os parametros «y, a1, B2> encontramos a auséncia de uma forte
sensibilidade ao tamanho do poco, enquanto que para os parametros By, B1, B21, B23, 1 en-
contramos uma total sensibilidade a este. Lembrando o resultados de mecanica quantica

de que uma funcdo de onda estara mais confinada quanto menor for o tamanho do poco,
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observamos uma outra evidéncia de que os parametros By, B1, B21, B23, N provém majori-
tariamente deste confinamento, uma vez que os valores destas constantes diminuem em

funcdo do aumento do poco.

12 T T 180

10

8 160
T 6 o2
() 140
< 2 120 =
(eal 0 N
U‘ Q.

-2 100

-4

-6 80

L,, (nm)

Figura 7.6 — Perfis dos parametros a’s e B’s em fungdo do tamanho do pogo quantico L, fixado AV, =
0.10eV. Utilizamos aqui n, = 0.002 (nm)~2 e ny = 0.001 (nm)~2

0.2 . .

0.15

0.1

B, 3(meV)

0.05

O 1 1
15 20 25 30
L,y (nm)

Figura 7.7 — Perfil do pardmetro B,3 em fungdo do tamanho do pogo quantico L,, fixado AV, = 0.10eV.
Utilizamos aqui n, = 0.002 (nm)~2 e ny = 0.001 (nm)~2
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7.3 Duas subbandas ocupadas

Afim de ocuparmos agora as duas primeiras subbandas, resolvemos o Hamiltoniano
How (equagao (4.1)) junto com a equacdo de Poisson (4.8), para densidade eletronica
ne = 0.012 (nm)~2. Dessa maneira, a densidade dos doadores é de ny = 0.006 (nm)~2. Aqui
também aplicamos uma diferenca de potencial correspondente a Vi(—L) = 0 e V(L) =

0.15eV.

As Figs. (7.8a), (7.9a) nos mostram os perfis dos potenciais Vg, Ve, Vi, Vsc e das
funcdes de onda para a largura do poco igual a 15nm. Ja as Figs. (7.8b), (7.9b) mostram

os mesmos perfis mas agora utilizando a largura do pogo de 30nm.

0.6 T
€ 0.6

04 &
o { 05
0.2 \ 04

0 N
1 03
/

_02 - S{\ 1 02
-0.4 b— : : : —1 0.1 -0.4 L— : : : —1 0.1
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
z (nm) z (nm)

(@) Ly = 15nm (b) L, =30nm

Figura 7.8 — Fungdes envelope (r |i) = ¢; para a largura do poco quantico (a) 15nm (b)30nm. Aqui temos
a ocupacao dos elétrons na primeira e na sequnda banda parcialmente, V(L) — Vo(—L) =
0.15eV, n. = 0.012 (nm)~2 e ng = 0.006 (nm)~2.

Olhando para as Figs. (7.8a) e (7.8b) percebemos que comparado as Figs. (7.2a) e
(7.2b) o fundo do nossos pocos estao mais elevados. Olhando para as Figs. (7.9a) e (7.9b)
percebemos que essa contribuicdo provém da linha preta destes gréficos, linha esta que
representa o potencial devido aos elétrons V.. Esse aumento no potencial eletronico ja
era esperado uma vez que a densidade de elétrons foi elevada em quase uma ordem de

grandeza.

Para a Fig. (7.8a), obtemos os valores > = 0.2263eV, ™ = 0.2683eV,
"™ = 0.2687 eV e portanto Ae™™™ = 0.0420eV. J& para a Fig. (7.8b), obtemos

VdeV)



7.3 Duas subbandas ocupadas 157

1

vsc — Vsc —
08} Vg — 1 0.8} Vi ——
S Ve — | S Ve —
2 06} v 1 2 06¢ v
o 9 o g
> 04 :_//\\__' > 0.4 :_/ —
>; >; ]
» 0.2F L T T, 02¢f L ]
>d.) >GJ /
g O0¢f ] 8 Ot
> >
-0.2F ] -0.2}
-20 -10 0 10 20 -40 -30 -20 -10 0O 10 20 30 40
Z (nm) z (nm)
(@) Ly, =15nm (b) Ly, = 30nm

Figura 7.9 — Perfis dos potenciais: eletrdnico V,, externo somado ao potencial dos doadores V,, auto-
consistente Vi, e heteroestrutural V,, para dois tamanhos de pocos diferentes, com elétrons
ocupando a primeira e a sequnda banda parcialmente (a) 15nm (b)30nm. Utilizamos aqui
ne = 0.012(nm)~2 e ny = 0.006 (nm)~2.

0 =0.2299 eV, £ = 0.2393 eV, 12" = 0.2560 eV e portando Ae®"™ = 0.009¢ V.

Como ja discutido na secdo 8.2, as energias e a diferenca destas diminuiram com o
aumento de L,, uma vez que essas grandezas tem dependéncia com o inverso do tamanho
do pogo L,,. Observamos também que o potencial quimico para ambas figuras estao acima
da energia da sequnda banda, comprovando assim que a densidade utilizada nos garante

a ocupacao das suas primeiras subbandas.

Nota-se aqui que diferentemente do caso onde temos somente uma banda ocupada, a
inclinacdo de V(; (devido ao gate aplicado) junto ao grande potencial V, (potencial devido
a distribuicao eletronica) influéncia com um peso muito maior, o confinamento da funcéo
de onda nos cantos do pogo. Dessa maneira, observa-se aqui pelas Figs. (7.8a) e (7.8b)
que o potencial eletronico V. faz o papel de um poco quantico duplo efetivo, pois como

observamos, existe uma “barreira central” entre ambas extremidades do nosso poco.

Seguindo o mesmo procedimento da secdo 8.2, iremos calcular agora os parametros
a’s e B's mantendo-se as densidades n. = 0.012(nm)~2 e ny = 0.006 (hm)~2 fixas, onde
tomando V(—L) = 0 variamos V(L) de —0.15eV a 0.15eV para os tamanhos L,, = 15nm
e 30nm. Fazendo isso, obtemos as Figs. (7.10a) e (7.10b).

Comparando as Figs. (7.10a) e (7.10b), vemos que diferentemente das Figs. (7.4a) e

(7.4b), encontramos uma diferenca qualitativa no comportamento de o (em funcao de V()
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Figura 7.10 — Perfis dos parametros a’s e B’s em funcao do gate aplicado, com elétrons ocupando
a primeira e parcialmente sequnda banda de energia. (a) 15nm (b) 30nm. Utilizamos
aqui ne = 0.012(nm)~2 e ny = 0.006 (nm)~2. O parametro B3 nao foi mostrado no
grafico uma vez que este é uma constante em fungdo de Vj.
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Figura 7.11 — Grafico do parametro ;3 em funcdo do gate aplicado, com elétrons ocupando somente
a primeira banda de energia. (a) 15nm (b) 30nm. Utilizamos aqui n. = 0.012 (nm)~2
e ng = 0.006 (nm)~2.

quando o tamanho passa de 15nm para 30nm. Nas Figs. (7.4a), (7.4b) e (7.10a), vemos
que a; assim como o parametro qp decresce em fungao de V. No entanto, vemos pela Fig.
(7.10b) que o parametro o, agora cresce em funcdo de V;; para L, = 30nm. Dessa maneira,

um poco largo com densidade eletrdnica alta é efetivamente um pogo duplo, resultado esse

mostrado e discutido em.®

Mantendo V(L) = 0.10eV, n. = 0.002(nm)~2 e ny = 0.001 (nm)~2 fixos, variamos
agora L, de 15nm a 30nm, obtendo a Fig. (7.12).

Na Fig. (7.12) vemos que os parametros q, a1, S22 S@o mais sensiveis ao tamanho do
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Figura 712 — Perfis dos pardmetros oa’s e B’s em fungdo do tamanho do pogo quantico L, fixado AV, =

0.10eV.
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Figura 7.13 — Perfis do parametro 5,3 em fungao do tamanho do pogo quantico L,, fixado AV, = 0.10eV.
Utilizamos aqui n, = 0.002 (nm)~2 e ny = 0.001 (nm)~2
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poco L, quando comparados ao da Fig. (7.6). Isso se deve pois para a Fig. (7.12) os
potenciais V. e V; sao maiores quando comparados aos da Fig. (7.6) e portanto acabam

influénciando mais fortemente uma mudanca dos parametros em relacdo ao tamanho do
pogo.

Os parametros By, B1, B2.1, B23, n continuam sendo totalmente sensiveis ao tamanho do

poco L, de modo que a argumentacdo segue a mesma da feita na se¢ao 8.2.

7.4 Tempo de relaxacao para o pogo quantico crescido na

diregao [001]

Conhecido os parametros de Dresselhaus e Rashba intra e interbanda, conseguimos
por meio das férmulas (6.104) e (6.105) obter os tempos de relaxacao em funcao do vetor
de onda k para o pogo crescido na direcdo [001]. Aqui, os tempos de relaxacdo serdo
calculados somente para os elétrons com k = kg (superficie de Fermi). Elétrons com
k < kr sdo impedidos de espalhar elasticamente de um vetor de onda K para k' uma
vez que estando abaixo da energia de Fermi ndo existem estados disponiveis. Sabemos
que esses parametros dependem do cdlculo auto-consistente o que por sua vez depende da
energia de Fermi e da densidade eletronica. Dessa maneira, esses parametros sao fungoes
de kr. Para um gas de elétrons livres, sabemos que o vetor kr é relacionado a densidade
eletrénica n. pela férmula kr = \/27n..>* Plotando entdo esses pardmetros em funcdes

de kr obtemos a Fig. (7.14).

Observando a Fig. (7.14) vemos que tais parametros ndo sao tao sensiveis a variacao
de kr, com excecao do parametro . Dessa maneira, como primeira aproximacgdo iremos
considerar tais parametros como sendo constantes em kr e portanto constantes em n,.
Sendo assim, utilizaremos os paradmetros obtidos para n. = 0.002(nm)~2, L, = 15nm e

V(L) = 0.10eV, mostrados na Tab. (7.2). Utilizamos também 13 = 1;.8

Feita essas consideracoes, obtemos a Fig. (7.15) que mostra a dependéncia dos para-
metros 7. e T,, em funcao da densidade eletronica n, onde o maior tempo de relaxacao é
o 7,. Nela, vemos que os tempos de relaxacdo de spin para o poco quantico crescido na

direcdo [001] sdo menores que ns e decrescem em fungao da densidade eletronica pois em
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Tabela 7.2 — Tabela com os valores dos pardmetros utilizados para o calculo dos tempos de relaxacao
utilizando n, = 0.002(nm)~2, L,, = 15nm e V(L) = 0.10eV.

ap = —0.937 (meV A) ar = —0.853 (meV A) n=—3.615(meV A)
By = 2.761 (meV A) B, = 10.644 (meV A) By = 2.750 kZ (meV/ A)
Bry = 0395 (meVA)  Boy = —159.643 (meV A2)
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Figura 714 — Dependéncia dos pardmetros de Rashba e Dresselhaus intra e interbanda em funcdo de
kr para L, = 15nm. O pardmetro B3 nao foi incluido nesse grafico uma vez que sabemos

a dependéncia deste com kg, B3 = kaE kr = 0.012A corresponde & densidade eletrdnica

ne = 0.002(nm)~2 e kr = 0.027 A corresponde & n, = 0.012(nm)~2.
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1
ne’

primeira ordem em kg temos 7; o< k# 0 que junto & kr = \/27n,, nos resulta em 7;; o
Como serd mostrado nas Figs. (7.16), (7.17a) e (7.17b) a contribuicdo devido ao acopla-
mento interbanda é neglicencidvel. Dessa maneira, podemos escrever com o auxilio da Tab.
(6.1) a contribuicdo majoritaria dos tempos de relaxagdo, i.e, 7' o< n.Jao + (Bo — Bs)),
=" o< nag— (Bo— Bs)* e T, o< nelag + (Bo— B3)%]. Para o sistema que estamos plotando
sabemos que ap = —0.937meVA, By = 2.761meVA e B3 ~ 0.350me VA (Tab. (7.2)). Dessa

maneira vemos diretamente que T, > 1_ pois (ay — (Bo — B3))> > (a0 + (Bo — B3))*-

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
n (1012cm_2)

Figura 7.15 — Tempos de relaxacdo para um poco quantico com L, = 15nm crescido na dire¢ao [001] em
fungao da densidade eletronica n.. Os parametros de Rashba e Dresselhaus utilizados aqui
sao correspondentes ao da Tab. (7.2).

Afim de analisarmos qual a influéncia da primeira e da sequnda subbanda de mais baixa
energia no tempo de relaxacdo de spin, escrevemos [;; = F?j + r},. Onde r?, corresponde
a taxa de relaxacao devido a da primeira subbanda, representado pela primeira linha das
equacoes (6.104) e (6.105). E o termo r}j corresponde a taxa de relaxacdo devido ao
acoplamento com a sequnda subbanda, representado pelas linhas restantes das equacoes

(6.104) e (6.105).

As Fig. (7.16), (7.17b) e (7.17a) mostram as contribuicoes da primeira e da sequnda
subbanda para a taxa de relaxacdo em funcdo da densidade eletronica n.. Vemos que

ambas crescem em fungao de n. uma vez que a parte majoritaria das taxas de relaxacdo
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de spin sao proporcionais a poténcias de n,.

10° ' ' '
02 04 06 08 1 1.2

n (10%cm 9

Figura 7.16 — Contribuigdes das taxas de relaxagdo I',, para um pogo quantico com L,, = 15nm crescido na
diregao [001] em fun¢do da densidade eletronica n.. Os pardmetros de Rashba e Dresselhaus
utilizados aqui sdo correspondentes ao da Tab. (7.2). As curvas vermelha e preta estao
sobrepostas uma vez que a diferenca numérica entre elas é imperceptivel nesta escala.

1, -1,
[ e e (T
rrorips?Y

10°® ' ' ' : 10°® ' ' ' :
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
n (1012cm_2) n (1012cm_2)
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Figura 7.17 — Contribuicdes das taxas de relaxacdo [+ para um pogo quantico com L, = 15nm
crescido na diregdo [001] em funcdo da densidade eletronica n.. Os pardmetros de
Rashba e Dresselhaus utilizados aqui sao correspondentes ao da Tab. (7.2). As
curvas vermelha e preta estdo sobrepostas uma vez que a diferenca numérica entre
elas é imperceptivel nesta escala.

Analisando entdo as Figs. (7.16), (7.17b) e (7.17a), vemos que para os parametros

mostrados na Tab. (7.2), a contribuicdo a taxa de relaxacdo de spin devido a segunda



164 CAPITULO 7. RESULTADOS

Tabela 7.3 — Tabela com os valores dos paradmetros utilizados para o calculo dos tempos de relaxacao
utilizando n. = 0.002(nm)~2, L, = 15nm e V(L) = 0.10eV.

ay = —0.937 (meV A) a; = —0.853 (meV A) n=—3.615(meV A)
Bo = 2.761 (meV A) Bi = 10.644 (meV A) B3 = 2.750 kZ (meV A)
B2z = 0.395 (meV A) Boq1 = —159.643 (meV A?) B2z =0.113(meV)

banda é menor por duas a trés ordens de grandezas, o que por sua vez nao gera uma
grande diferenca qualitativa e muito menos quantitativa entre [ ; e I—?j, como é observado

notando-se que as curvas vermelha e preta essencialmente coincidem nas Figs. (7.16),

(7.17b) e (7.17a).

7.5 Tempo de relaxacao para o po¢o quantico crescido na

direcao [110]

Analisando as Eqgs. (5.33) e (5.55), vemos o Unico parametro diferente que o Hamil-
toniano efetivo na diregao [110] possui quando comparado ao Hamiltoniano na [001] é o
parametro f5, 3, parametro este relacionado ao confinamento do pogo como discutido anteri-
ormente. A variacdo deste ndo é mostrado na Fig. (7.14) mas é ~ 20%, de n. = 0.002 cm~2
a n. = 0.012cm™2. Mesmo sendo uma variacdo consideravel, esse pardmetro possui um
valor muito baixo de forma que sua contribuicao é irrelevante. Dessa maneira, devemos
adicionar & Tab. (7.2) o valor de B,3 calculado em n, = 0.002cm~2, resultando na Tab.
(7.3). Plotando entao os tempos de relaxacdo para a diregao [110] obtemos a Fig. (7.18).
Esta figura, quando comparada com a figura que dos tempos de relaxacdo de spin para a
direcdo [001] (Fig. (7.15)), nos mostra que utilizando os mesmos parametros da Tab. (7.3),
encontramos para os pogos crescidos na direcao [110] um tempo de relaxacao essencial-
mente 10 vezes maior do que para os pocos crescidos na direcao [001]. Resultado esse

consistente com referéncias experimentais.”'°

Nota-se pela Fig. (7.15) que todos os tempos de relaxagao decrescem em fungao da
densidade eletronica e sao positivos. No entanto, olhando para a Fig. (7.18), vemos

que o tempo de relaxacdo t,, além de ser negativo, cresce em funcdo de n, até n, ~
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0.8 x 10"?cm~2 onde a partir desse valor comeca a decrescer. O valor negativo aqui nao é
um problema uma vez que a componente [,, ndo é a unica componente responsavel pela
relaxacdo do spin nas direcoes x e z, como mostram as Eqs. (6.114). Interpretrando as
Egs. (6.114) vemos que essa componente pode agir de forma a bombardear ou decair spins,

dependendo do seu respectivo sinal.

Ty
@ TZZ
2 .0
% 10 _
% S
=
“f 1072 _
N
TXX
'[yy ...............
10_2 1 1 . .
02 04 06 08 1 1.2

n (10%%cm 9

Figura 718 — Tempos de relaxacdo para um pogo quantico com L, = 15nm crescido na dire¢do [110] em
funcao da densidade eletronica n,. Os parametros de Rashba e Dresselhaus utilizados aqui
sao correspondentes ao da Tab. (7.3). As curvas azul e vermelhas mesmo possuindo diferentes
expressoes algebricas, (como pode ser visto em (6.115) e (6.116)) estdo sobrepostas na escala
utilizada.

Afim de entendermos este comportamento peculiar, iremos tomar como sendo nulo
o acoplamento interbanda (aproximacao esta totalmente razodvel como mostraremos a
sequir). Dessa maneira, obtemos via Tab. (6.2), 7' o< n.ay(Bo — B3), ou seja, vemos
diretamente que o cardcter negativo desse tempo de relaxagao é devido ao nosso parametro
ap < 0 como mostra a Tab. (7.3) além de By — B3 > 0 para todos os valores de densidades
eletrbnicas usados por nés. A diferenca de comportamento na inclinacdo de 7' pode ser
entendida como uma competicao de B e B3. Para valores pequenos de n,, By domina sobre
Bs. No entanto, B3 depende linearmente de n. e como consequéncia, para densidades
eletronicas maiores B3 acaba dominando. Uma outra maneira de ver isso é analisando

. -1 . 1 dT;;
a derivada de t,,' com respeito a n,, dada por T o< ao(Bo — 2B5). Com ela vemos
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que existe um ponto de derivada segunda nula By = 23, ponto este correspondente a

Ne = YB—JOT ~ 0.78 x 10" cm~?, identificado claramente na Fig. (7.18).

Agora, iremos analisar novamente a influéncia das subbandas no célculo dos tempos
de relaxagao de spin. Dessa maneira, escrevemos novamente [ ;; = I—?j + rzl.. Onde I—?j
corresponde a taxa de relaxacdo devido a primeira banda, representado pela primeira
linha das equacdes (6.115), (6.116), (6.117) e (6.118). O termo F]-j corresponde a taxa
de relaxacao devido ao acoplamento com a sequnda banda, representado pelas linhas
restantes das equacdes (6.115), (6.116), (6.117) e (6.118). As Figs. (7.19a), (7.19b), (7.20a)

e (7.20b) mostram as contribuicdes da primeira e da sequnda subbanda para a taxa de

relaxacdo de spin em funcdo da densidade eletronica ne.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
n (10%cm ?) n (10%cm 3

(@) I (b) ryy

Figura 7.19 — Contribuigdes das taxas de relaxagao [y, [ 4, para um pogo quantico com L, = 15nm
crescido na diregao [110] em funcdo da densidade eletronica ne. Os parametros de
Rashba e Dresselhaus utilizados aqui sao correspondentes ao da Tab. (7.3). As
curvas vermelha e preta estdo sobrepostas uma vez que a diferenca numérica entre
elas é imperceptivel nesta escala.

Analisando entao as Figs. (7.19a), (7.19b), (7.20a) e (7.20b), vemos que para os para-
metros usados na Tab. (7.3) a contribuicdo a taxa de relaxacdo de spin devido a segunda
banda é menor por duas a quatro ordens de grandezas, o que novamente ndo gera uma
grande diferenga qualitativa entre [';; e I_?j como é observado pelas curvas pretas e verme-

lhas.

Dessa maneira, concluimos que a influéncia da sequnda subbanda ndo produz mudan-
cas nem qualitativa nem quantitativa nas taxas de relaxacao do spin do elétron em pocos
quanticos crescidos nas direcoes [001] e [110]. Como consequéncia, ndo devemos encontrar

diferencas significativas nos resultados obtidos considerando somente a projecao na pri-
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Figura 7.20 — Contribuicdes das taxas de relaxacdo I ,,, [y, para um pogo quantico com L, = 15nm
crescido na diregdo [110] em funcdo da densidade eletronica n.. Os pardmetros de
Rashba e Dresselhaus utilizados aqui sdo correspondentes ao da Tab. (7.3). As
curvas vermelha e preta estdo sobrepostas uma vez que a diferenca numérica entre
elas é imperceptivel nesta escala.

meira subbanda, i.e., tomando como sendo nulo o acoplamento com a sequnda subbanda

de mais baixa energia.
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CAPITULO 8

CONCLUSOES

8.1 Conclusoes do trabalho

Nesta dissertacdo, investigamos a relaxacao de spin dos elétrons de conducao em
pocos quanticos com duas sub-bandas crescidos ao longo das direcoes [001] e [110] via
o mecanismo de D’yakonov-Perel. Mais especificamente, nés incluimos a contribuicdo
da segunda subbanda nos tempos de relaxacdo, contribuicdo esta nunca antes calculada.
Dessa maneira, foi necessario a derivacdo analitica das expressoes que representam estas
contribuigdes. O tempo de relaxacao do spin via mecanismo de D'yakonov-Perel’ necessita
dos Hamiltoniano efetivos 2DEGs que levam em conta o acoplamento intersub-banda via
Hamiltonianos de Rashba e Dresselhaus para duas diferentes direcdes de crescimento.
Uma vez que estes Hamiltonianos nunca foram derivados antes, os derivamos aqui, utili-
zando para isso uma combinagao de teoria de grupos, método k.p, aproximacdo da funcao
envelope e teoria de perturbacao de Lowdin. Dessa maneira, temos como principais resul-
tados desta dissertacao os Hamiltonianos efetivos (direcées [001] e [110]) 2DEg que levam
em conta a influéncia da sequnda sub-banda, e o tempo de relaxacao do spin do elétron

calculado a partir destes.

A fim de ilustrarmos a influéncia da sequnda sub-banda, simulamos pocos quanticos

realisticos, e constatamos que para os parametros escolhidos por nds, esta contribuicdo



170 CAPITULO 8. CONCLUSOES

é pequena. Além deste resultado, também obtivemos maiores tempos de relaxagdo de
spin para a diregao [110] quando comparado a direcdo [001], o que estd de acordo com

resultados experimentais na literatura.®

Sugerimos como proposta de extensao a este projeto, uma andlise mais sistematica
das contribuicoes nos tempos de relaxacao afim de tentar encontrar sistemas onde esta
contribuicdo da sequnda sub-banda seja maior. Para isto utilizando uma maior gama de
materiais, concentracdes eletronicas, e voltagens aplicadas. Além da busca por diferente
sistemas, investigaremos também outros mecanismos de relaxacao afim de constatarmos a

contribuicdo destes ao tempo de relaxacao.
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APENDICE A

BREVE REVISAO DE TEORIA DE
GRUPOS APLICADA AO ESTUDO DE
SEMICONDUCTORES

Em 1913, experimentos de Raio-X realizados por W. e L. Bragg confirmaram que os
cristais, arranjam-se em estruturas que possuem certas simetrias, como por exemplo: sime-
tria de translacdo, rotacao, reflexao e inversdo. Utilizando Teoria de Grupos, conseguimos
via tais simetrias do cristal, reduzir e simplificar o estudo do nosso problema. Como exem-
plo, o Teorema de Bloch,** que utiliza a simetria de translacdo do vetor da rede de Bravais,
R, para reduzir o cdlculo da funcdo de onda no cristal inteiro para apenas a regido da

célula unitdria, j@ que deste seque u, p(F) = u, p(F + R).

A principal motivacdo para a construcao deste capitulo é que a teoria de grupos se
mostra de uso indispensavel ao método k.p (método mostrado e discutido no caplitulo 3),

pois utilizando-a torna-se possivel conectar diferentes elementos de matriz, como veremos.

A.1 Estrutura cristalina zincblende e suas simetrias

Nessa dissertacao, nos restringiremos aos atomos que cristalizam na forma Zincblende,
formada na maioria das vezes por atomos das colunas IlI-V e/ou lI-1V da tabela periddica.

Esta estrutura pode ser descrita por exemplo por uma célula de rede clbica de face
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centrada com uma base de dois atomos diferentes, o primeiro localizado em 0 e o sequndo

em 7(X + § + 2). Tal estrutura vem representada pela Fig. (A.1).

Figura A1 — Estrutura cristalina Zincblende com os eixos %,§ e 2 paralelos respectivamente as direcoes
cristalogréficas [001], [010] e [001].

Observando atentamente a Fig. (A.1), vemos que cada dtomo do cristal é cercado por
quatro vizinhos mais proximos formando assim um tetraedro, como mostra a Fig. (A.2).
Devido a essa caracteristica, o grupo espacial da célula Zincbledadasnde (Fig. A.1) é
chamado grupo do tetraedo, o T2, onde usamos aqui, a notacao de Schoenflies. As simetrias
translacionais sao relacionadas aos trés vetores primitivos da rede de Bravais. Seu grupo
pontual (operacoes mantendo ao menos um ponto do cristal fixo) contém 24 operagdes de

simetria, dados por

Td = {E, 8C3, 3C2, 654,60}1} . (A1)

Aqui, entende-se por operacdes de simetrias, operagdes que retornam o cristal a uma
configuragao geométrica equivalente daquela anterior a aplicacao da operagao. A tabela

de caractere deste grupo pontual é dada pela Tab. A.1.
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Figura A.2 — Vizinhos préximos de um dtomo em uma estrutura cristalina de Zincblende.

Tabela A1 — Tabela de caractere para o grupo simples T.

E 8C3 3C2 654 6Ud

H 1 1 1 1 1 x? + y? + 2

L 1 1 1 -1

M 2 - 2 0 0 (272 — x> — y?, x* — y?)
N 3 0 - 1 -1 (RO Ry R)

s 3 0 -1 A 1 (x,y,2) (xy, xz,yz)

A primeira operacao (E) é a identidade. A sequnda (C3) é composto pelas rotacoes de
Z no sentido hordrio e anti-horario em torno dos eixos [111], [111], [111] e [111], identificado
na Fig. (A.3) pelos eixos amarelos. A terceira ((;), sdo as rotagdes de st em torno dos eixos
[100], [010] e [001], identificado pelos eixos azuis. A quarta (S4) representa as rotagdes
impréprias, rotagdes de 7 em torno dos eixos [100], [010] e [001], sequido de uma reflexdo em
um plano perpendicular ao eixo de rotacao escolhido. Estes por sua vez, sao identificados
pelos cubos vermelhos e brancos. A ultima operagao (g4) é composto pelas reflexdes com

respeito aos planos (110), (110), (101), (101), (011) e (011), identificado pelos planos azuis

que interseccionam o cubo.

Dessa maneira, quando aplicamos ao cristal as 24 operacoes de simetrias, consegui-
mos verificar que todas operacoes o deixam invariante. No entanto, quando fazemos a
verificacdo de que ambas operacgdes deixam nossa estrutura invariante (geometricamente
equivalente), esquecemos de tratar a parte spinorial das funcoes de onda dos atomos,
0 que causa notaveis diferencas. Como se sabe, esta discrepancia se deve ao diferente

comportamento das funcées de onda orbitais e spinoriais via atuacao de operadores. Por



APENDICE A. BREVE REVISAO DE TEORIA DE GRUPOS APLICADA AO ESTUDO
182 DE SEMICONDUCTORES

Figura A3 — Simetrias. <http://azufre.quimica.uniovi.es/d-MolSym> Acesso em Fev. 2012

exemplo, ao pegarmos uma funcdo de onda orbital e rodarmos ela por 27 em volta de um
eixo qualquer, é evidente que a funcao de onda orbital da particula vai voltar exatamente
ao mesmo estado que estava anteriormente. No entanto, quando pegamos uma particula

com spin 1/2 e aplicamos a mesma rotacdo, representado por

_iShs
Ri(g)=e | (A-2)
onde escolhemos 0s mesmos angulos e eixos de rotacdo que no caso da funcao de onda

orbital (¢ = 27 e A = 2), obtemos

e IX) = =122 [X) = — X)) . (A3)

Ou seja, nota-se aqui uma grande diferenca entre rodar por 27w a fungao de onda
orbital e a spinorial, uma vez que o estado final spinorial ganha um sinal de menos em
relacdo ao seu estado inicial. Diferenca essa, crucial na escolha do grupo pontual. Se
resolvemos ignorar essa caracteristica provinda da funcao de onda do spin 1/2, utilizaremos
o formalismo do grupo simples 7,4, passando assim a tratar o spin do elétron como uma
perturbacdo do problema. Dessa maneira, o Hamiltoniano para as funcdes de Bloch do

nosso sistema passa a ser dividido da seguinte maneira
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_ P "oV a4 k| g >
H = O+V(F)+4m 7 x VV(P) a'+m0/< p+4mocza*xvvm]. (A.4)

No entanto, caso estejamos interessados em incluir exatamente o comportamento do
spin na abordagem do nosso problema, devemos escolher o grupo duplo Ty ® D, onde
D1, é um elemento da representacao SU(2). Nesse caso, a divisao do nosso Hamiltoniano

perturbado e ndo perturbado é dada por

2
p > L, h , o, =
= +V — [FxVV —k Vo, A5
H s T (F)+4m5 S[Fx VV(7) i moczaxv (F)] (A.5)
Ho ’}—(’

Aqui, o leitor ndo deve se preocupar com a derivacdo de ambos Hamiltonianos A.4 e

A5, uma vez que esta serd feita no capitulo que se sucede.

Deve-se frizar que caso seja escolhido o grupo duplo, as operagoes de simetria descri-
tas em Tab. (A.1) devem ser revistas e mudadas, visto que agora, ndao devemos s6 analisar
a funcdo de onda orbital via operagdes de tais elementos como também as fungdes de onda

spinorial dos elétrons.

Devido a maior simplicidade na deducao matematica do Hamiltoniano e a concordancia
com resutados experimentais, a maioria dos pesquisadores que trabalham com o método
k - p utilizam o grupo simples. No entanto, também existem artigos publicados cujo os

58-60

autores usam a formulacao do grupo duplo. Nos dois ultimos artigos citados, os

autores nos mostram as diferencas na obtencdo dos Hamiltoniano em ambas formulacoes.

A.2 Estrelade k e o grupo do vetor de onda

Neste trabalho, abordaremos a formulagdao do grupo simples j@ que esta se mostra
suficiente para nossos propositos. Com isso, fala-se que o spin, representado pelo grupo

D1, sera tratado como uma perturbacdo do nosso sistema. Sendo assim, a equacao de
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autovalores do nosso sistema nao perturbado é

ﬁz
(——+vm)%f=5w%f- (A6)

2m0

Onde V (7) é o potencial da rede de Bravais, que respeita a periodicidade V (7) = V(7 + R),
com R sendo o vetor de formacdo da rede de Bravais. Aqui, o i(ndice n faz referéncia as
bandas de energia. Aplicando em A.6 o operador de translacao, responsavel pela trans-
formacdo 7 — r+ R, vemos que essa equacao de autovalores é invariante perante tal
operacao. Sendo assim, podemos utilizar o teorema de Bloch para um sélido de volume

V, cujo resultado é

Lpnl?(r)) = _eik.FUn,I?(F) , (A7)
sendo u, ¢(F) = u, ¢ (F+ R).

Aplicando entdo o resultado desse teorema (dado pela equacdo A.7) na equagao A.6,

obtemos

h?k?

p h >
mo

—+V
2m0+ (F)—i_m()

Uma vez que ja utilizamos o teorema de Bloch para restringirmos ao calculo na célula
unitaria, ndo precisamos mais nos preocupar com as simetrias de translacdo. Sendo assim,
introduzimos agora o grupo fator, um subgrupo do grupo espacial T, representado por
Ti. Sabemos que para a estrutura Zincblende os elementos do grupo fator sdo os mesmos

elementos do grupo pontual.

A aplicacdo de uma operacao em uma funcdo é tal que

gHH) =Helg™'T) (A9)

ou seja, quando aplicamos qualquer operacao g € T/, no Hamiltoniano Hp(7), obtemos

9 B
el = | £ s Vig 4 k- (g7'5)] . (A10)
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Utilizando agora a relacao

(gﬁ)-ézzﬁ-(g—1§), (A1)
e lembrando que V() é invariante perante g, obtemos

p’ ho v
Mol = | 2+ Vi + o (9F) 5] (A12)
Sendo assim, vemos pela equacdo A.12 que a iqualdade gH; = H sé serd verdadeira

quando g, satisfizer a relacao

gk =k . (A13)

O conjunto de vetores K, gerados pela aplicacdo de g sobre k, recebe o nome de estrela
de k. Jao conjunto das operacdes g que mantém a equacao A.13 satisfeita é chamado

de little group. Esse resultado é discutido em?:>31

. Lembrando agora que dois vetores
S
k sdo ditos equivalentes quando suas fungées de onda, i, ¢(F), tem 0 mesmo caractere da

representacao irredutivel e satisfazem as mesmas condigdes de contorno, obtemos

Ee=Epp. (A14)

Com esse resultado, podemos escrever £ — E(k), sendo E(k) uma fungao multivoca cujo
dominio se restringe a primeira zona de Brillouin. Como o interesse neste trabalho sao as

energias do nosso sistema, podemos extender A.13 usando A.14, o que nos da

k=k+K. (A.15)
g

Devido ao acréscimo de um vetor da rede reciproca em A.13, o grupo pontual que
satisfaz a igualdade A.13 ganha novos elementos, sendo chamado agora de grupo do vetor
de onda k. Pode-se concluir aqui que a acao do grupo espacial, inicialmente na posigao,

-

foi transferida para o espaco reciproco, onde o termo %ﬁ, obtido via aplicacdo do teorema
0
de Bloch no Hamiltoniano inicial, reduz a simetria de 'H (grupo espacial T,) para o grupo

do vetor de onda k.

Em spintronica de semicondutores, o estudo de maior interesse é sobre os semicondu-

tores de gap direto, onde a transicao eletronica da banda de conducdo para a de valéncia
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(e vice-versa) sé libera (abosrve) energia na forma de luz, enquanto que em semicondutores
de gap indireto além da liberacao de fotons, ha também a liberacao de fonons, responsa-
veis pelo aquecimento do material. Em nosso caso, os materiais de gap direto estudados
tem os extremos de suas bandas de conducao e valéncia alinhadas em k=0, ou seja, o

vetor de onda esta centrado na zona de Brillouin.

—

Devido aos argumentos dados acima utilizaremos o ponto k = 0 como o ponto de
expansdo das funcdes de Bloch para nosso sistema ndo perturbado. Substituindo o ponto

escolhido em A.13, temos

—

g0=0, (A.16)

relacdo esta que é satisfeita V g € T). Lembrando que para os cristais abordados nessa
dissertagao possuem estrutura zincblende, o grupo fator é igual ao grupo pontual de mais

alta simetria (I'), provamos que o grupo que satisfaz A.16 é o grupo pontual Tj.

A.3 Regras de selecao e o calculo dos elementos de matriz

A Teoria de Grupos é uma grandiosa ferramenta matematica no ramo da matéria con-
densada, nos auxiliando nos calculos via conhecimento das simetrias dos cristais. Aplicare-
mos agora este conhecimento no célculo dos elementos de matriz de um certo Hamiltoniano
‘H sobre uma base {|¢;)} onde i =1,.., N. Aqui, fazemos uso de um teorema de extrema

importancia, enunciado abaixo.?”:33%1

Se a funcdo F;(F) se transforma como uma das funcdes de base da representacdo

irredutivel D,, a integral

/ dPFi(7) , (A17)

é ndo nula somente quando D, é a representacdo irredutivel identidade, Dy. Escrevendo
entdo F;(F) como produto de 3 fungdes, 7 (F) H(r) g[lf(?), onde estas, se transformam res-
pectivamente como as fungdes de bases das irrepresentacées irredutiveis D,, D,, Dg,

reescrevemos a integral
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(ye 1yl = [ i (RO, () (A.18)

Utilizando o teorema acima, concluimos que a integral A.17 sé podera ser nado nula quando

o produto das irrepresentagoes irredutiveis,

Dy ® D, ® Dg=nDy+ ) a:D;, (A19)
i#0
contiver a representacao irredutivel identidade, Dy, implicando em n # 0. Caso o produto

contenha a representacao irredutivel, o nimero de elementos de matriz independente sera

a multiplicidade de Dy, ou seja, n.

Nesse ponto, é necessério introduzirmos a tabela de produto das irrepresentacdes do

grupo simples 74, dada por Tab. A.2.

Como discutido anteriormente, trataremos os semiconductores ao redor do ponto [
(I?: 6) Nesse ponto, as funcoes de Bloch do cristal sempre se transformam como os
vetores de base das representacdes irredutiveis do grupo pontual T4 Devido a essa
caracteristica, nomeamos as representacoes irredutiveis como sendo [ ;. A partir de agora,

trocamos D; por ['; j& que nessa dissertacdo, abordaremos somente o grupo pontual .

Tabela A.2 — Tabela do produto direto entre as representacdes irredutiveis do grupo simples T4

® [ I3 [3 [ [s

I Iy I I3 [ 4 5

P [ 3 s [y

I3 Hel,dls y@Tl5 405

[y Helselsols Lel38l1015
Is helsel@ls

A.3.1 Representagoes matriciais das operacgoes de simetria

Em fisica da matéria condensada, as bandas de maior interesse sdo a banda de con-
dugdo de mais baixa energia e a banda de valéncia de mais alta energia. Via célculos

ab-initio, tight-binding e experimentos, consequimos identificar as simetrias das bandas
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de energia, resultado esse discutido em.®® Para a banda de conducédo (valéncia) de mais
baixa (alta) energia, encontramos que as funcoes de Bloch se transformam como os vetores
da representacao irredutivel 'y (I'5). Utilizando a Tab. (A.1), tabela de caractere do grupo
pontual, vemos que a fungao de Bloch possue simetria esférica (tipo p) e por isso, utiliza-

remos |S) (|X),

Y) e |Z)) para denotar o(s) seu autovetor(es). Como estamos trabalhando
com a formulagao do grupo simples, o “spin” ndo aparece naturalmente nas fungées de
base/funcao de onda. Sendo assim, temos que coloca-lo com a mao a dependéncia deste
na fungdo de onda, ou seja, temos que fazer o produto de Kronecker (representado por ®)

entre |S),|X),|Y),|Z) e |T),]l), nos dando os autovetores

Sy M. X)) V) m.[2)e(n).I1S)ell). 1X)e ). [Y)ell).[Z)®|l),
(A.20)

podendo ser simplificado como

1S 1)

Xy n.dzn.asi,

X0 Y .1z1) (A.21)

Achado a base de maior interesse fisico, dada por A.21, iremos calcular os elementos
de matriz do nosso Hamiltoniano A.8. Como dito anteriormente, colocamos o spin como
perturbacdo do nosso problema sendo assim, devemos somar termos perturbativos depen-
dentes do spin em A.8, termos estes proveniente da aplicacdo do Teorema de Bloch no

Hamiltoniano Spin-Orbita 2.1. Realizando esse procedimento, obtemos

2
p h L = L hoo |
- F Ly - V(AT - R v
H 2m0+ (F)+4m§c2[va (] d+ o [p+

Ho H

A idéia aqui é apenas elucidar como se da a derivacdao dos elementos de matriz
utilizando teoria de grupos. Sendo assim, nao derivaremos todos os elementos de matriz
do nosso Hamiltoniano, nos preocupando apenas com os elementos correspondentes ao

Hamiltoniano
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2

p ho L = I
=2 4v — V(A ¢+ —k- B, . A.23
H s T (M) + 4mgc2[p x VV(A)]-d+ mo P (A23)

Ho H

projetado na base A.21, podendo ser encontrado em.

O material matematico mais importante e necessario para progredir com a derivacdo
dos nossos elementos de matriz sdo as representacdes matriciais (nas representagoes
irredutiveis) dos nossos elementos de simetriam. Tais representacdoes sao escritas como

[D (I—j)]ij, dessa maneira temos

i) =>_[D(r)], I 0), (A24)

[
onde {r,- (l)> representa o i-ésimo vetor de base da representacao irredutivel [';, represen-

tado pelas duas ultimas colunas da Tab. (A.1).

Usando (A.24), vemos que cada um dos 24 elementos de simetria do grupo pontual
T4, mostrados em Tab. (A.1) possui 5 representacoes matriciais, correspondentes as 5

representacoes irredutiveis: [1,1,,13,14,Ts.

De acordo com a Fig. (A.1), vemos que a definicdo do nosso eixo cartesiano é tal
que o eixo 2 estd paralelo a direcao cristalogréfica [001]. Fixado nosso eixo cartesiano,
torna-se possivel identificar as simetrias dos cristais como operacdes matemdticas em
fungoes deste. Como consequéncia, conseguimos escrever matematicamente a acdo dos
elementos de simetrias sobre vetores das representacoes irredutiveis. Sabendo que a acéo
dos elementos de simetria mudam de acordo com a nossa escolha do eixo. Espera-se
que o Hamiltoniano também possa mudar, uma vez que sao os elementos de simetria que

relacionam diferentes elementos de matriz do nosso Hamiltoniano.

Os Hamiltonianos derivados neste capitulo, no capitulo 3 e no 4, usam sempre o eixo
2 na direcao cristalogréfica [001], de forma que nédo usaremos o indice [001] afim de nao
carregar muita notacdo. Sendo assim, quando formos falar de Hamiltonianos com Zz em

uma direcdo diferente da [001], usaremos o Apéndice A.

Utilizando agora os resultados do apéndice D, consequimos escrever nosso Hamilto-

niano A.23 na base A.21, nos dando
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Tabela A.3 — Tabela que mostra a base do momento angular total

Simetria  |AM,) 1/, my) Base do Momento Angular Total

s IAM)  [1R2.+112) iS)®|1)

s AMy  12.-112) iS)® )

5 1AMy BR.+32) L0 +iv)eln

s 1AM BRA1R) R0+ el —y3I2) el
s AV BR-12) —L 0 —i)eln—v312) el
s 1AMy BR2-32) —5H(X) - i) ® )

s AM) [12412) K00+ el +y/Hi2) el
s AMy) 12512 S1X - i) e -+/iI2) el

E,  ikP ik,P ik,P 0 o 0 0
—ikkP E, —i5 O 0 o o 3
—ik,P 5 E, O 0 0o 0 -i
—ik,P 0 0 E, 0 & 5 0
H = (A.25)
0 0 0 0 E, ikP ik,P ik,P
0 o o0 & -—-ikP E, i§ O
0 0 0 —if —-ikP —i§ E, 0
0 & 4 0 -ikP O 0 E

Utilizando o apéndice A, conseqguimos reescrever o Hamiltoniano acima na base do

momento angular total, descrita em Tab. (A.3). Fazendo isso, obtemos
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E, 0 —&s Sk,p K 0 —kp —kf
—£2 0 E-E 0 0 0 0 0
\/gkzP -~ 0 E-E 0 0 0 0
L2\ aP 0 0 E-E 0 0 0
0 el 0 0 0 E-E 0 0
o 0 0 0 0 E.—E,—A 0
& LE 0 0 0 0 0 E.—E,—A
(A.26)

onde £, = E, — £, — %. Vemos portanto que essa base diagonaliza o Hamiltoniano spin-
érbita. Este Hamiltoniano é conhecido como Hamiltoniano de Kane 8x8%° e mesmo sendo
um Hamiltoniano simples em relacao a ordem perturbativa considerada, este ainda se

mostra Gtil na obtencdo de novos resultados como é mostrado em.®
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APENDICE B

MUDANCA DE BASE E ROTACOES EM
UM HAMILTONIANO

Seja H, um Hamiltoniano gerérico que descreve nosso sistema. Projetando este em |A;),
uma base ortonormal e completa, i.e, ZIA; |A;) (Al =1, obtemos os elementos de matriz
(Ai|H |A;). Sendo |B;) uma outra base ortonormal e completa, conseguimos relacionar

ambas projegdes do Hamiltoniano via equagao (B.1),

N

(B H By =D (Bl AY(AIH |A) (A BY). (B.1)

i,j=1

Reescrevendo agora (B.1) como um produto matricial, obtemos

(AlHIAYD) - (A|HAN) (Ai1] Bi)

(B HIB) = ( (Bl A - (BilAw) ) ' ' ' '
(AN[H A - (ANHAN) (An| Br)
(B.2)

Fazendo o mesmo procedimento para todos os elementos da matriz, obtemos o Hamil-

toniano H projetado na base |B;),
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(Bi| A1) -+ (Bi| An) (AlH|AD - (AlH|AN) (A| Bi) -+ (A1] Bn)

(Bn A1) - (Bn| An) (ANIH A1) - (AN H|AN) (An| B1) -+ (An| Bn)
(B.3)

Também podemos escrever esse Hamiltoniano como

Higy = U'H U, (B.4)
onde utilizando a definicao
(M| Br) -+ (Al Bn)
U= T | (B.5)
(An| Br) - (An] Bn)

O jeito mais comum de representar uma base nova (|B;)) é escrevé-la como combinagéo

linear da base antiga, ou seja

N
Z (Al B |A). (B.6)

Reescrevendo entdo a equacdo (B.6) na forma matricial, obtemos

|B1) |A1) (Al Bi) (A2| Bi) -+ (An| B1) |A1)
|?2) _ 7 |42) _ | A |‘ B) 1 |A.2)
|Bn) |An) (Ml Bn) - o (AN] Bn) |An)

, (B.7)

onde consequimos reconhecer

Uu=T’, (B.8)
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e consequentemente,

H|B) = T*H|A>T

B.1 Mudanga de base |P) —

[AM)

(B.9)

Sabendo que a base do momento angular total se relaciona com a base primordial por

1S)®|T) 1S)® 1)
1X)®11) 1S)® 1)
Y)®I1) — L) @ |1)
(|X)+i]Y))
2eln |_.| e+ i2en 810,
S)® 1) ~= g 1) +4/312) ® 1)
1X)® 1) B e 1)
V)& L) —LP0+iel) —/i12) e
Zy® 1) —HX) -V e +/l12) el
onde
170 O 0 0 O 0 0
1 1 1
00 —7 0 7 0 0 bve
00 ﬁ 0 \/#6 0 0 —\%
00 O 2 0 0 —L 0
I \ﬁ V3 , (B.11)
01 O 0 0O O 0 0
1 1 1
00 O —7% 0 5 7 0
00 O \/;6 0 \/;i \/% 0
2 1
00 O 0 5 0 0 7
para obtermos o Hamiltoniano na base do momento anqular total, basta aplicarmos a

formula (B.9), obtendo

i = (T7) M3

S(TT) = TTHEGET™. (B.12)
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B.2 Mudanca de base |P) — |P’)

Como j& dito no apéndice A,

“ De acordo com a Fig. (A.1), vemos que a definicdo do nosso eixo cartesiano é tal
que o eixo 2 estd paralelo a diregao cristalogréfica [001]. Fixado nosso eixo cartesiano,
torna-se possivel identificar as simetrias dos cristais como operacdes matematicas em
fungdoes deste. Como consequéncia, consequimos escrever matematicamente a acdo dos
elementos de simetrias sobre vetores das representacoes irredutiveis. Sabendo que a agao
dos elementos de simetria mudam de acordo com a nossa escolha do eixo. Espera-se
que o Hamiltoniano também possa mudar, uma vez que sao os elementos de simetria que

relacionam diferentes elementos de matriz do nosso Hamiltoniano.”

Para heteroestruturas, o raciocinio também seque o mesmo. Sabemos que no capitulo
2, a heteroestrutura foi crescida ao longo do eixo 2. Sendo assim, dizemos que nos-
sos Hamiltonianos foram derivados para heteroestruturas crescidas ao longo da direcao

cristalografica [001].

No entanto, essa é uma escolha totalmente particular, podendo as heteroestruturas
serem crescidas em diferentes direces cristalografica, como por exemplo [110] e [111]. Em
algumas direcoes, essas heteroestruturas, feitas com os mesmos materiais, podem apresen-
tar propriedades interessantes devido a peculiaridades no Hamiltoniano. Isso se d& pois
heteroestruturas crescidas em diferentes direcoes possuem diferentes simetrias. Simetrias

essas que por sua vez sdo totalmente responsaveis pelo surgimento das peculiaridades.

O objetivo dessa segao, é a obtengao do Hamiltoniano de uma heteroestrutura crescido
em uma diregdo arbitraria [abc], utilizando para isso o Hamiltoniano da crescida na diregéo
[001]. Com isso, o primeiro passo a se fazer é voltar ao Hamiltoniano em bulk, obtido
fixando o eixo 2 na direcao cristalografica [001] e obté-lo novamente, mas agora para o
eixo cartesiano 2 na direcdo arbitrdria [abc]. Obtido o Hamiltoniano em bulk com o eixo
2 na direcao arbitréria [abc], basta sequir o procedimento descrito no capitulo 3 para

obtermos o Hamiltoniano de uma heteroestrutura crescido na diregéo [abc].

Os dois eixos cartesianos (2 na direcdo [001] e na diregao [110]) podem ser conectados

por uma dupla rotacao. A primeira correspondente a uma rotacao de ¢ ao redor do eixo 2,
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Tabela B.1 — Tabela que contém as base |P;) e |P!), autoestados de Ho em dois diferentes eixos coorde-

nados
Simetria |P;) Base Primordial |P!) Base Primordial Rodada
s |P1) S eln P1) SH el
rs |P2) X)®I1) 1P3) X)® (1)
rs |P3) Vyeln P3) Y el
rs |P4) [Z) el 1P3) [Z)® 1)
M |P5) 1S)ell) |P5) 1S ® )
rs |P6) X)® ) |Ps) XY e l)
rs |1P7) V)® ) 1P7) Y ® )
rs |Ps) 1)@ l) |Pg) [Z)® 1)

R;(¢). e a sequnda a uma rotagao de 6 ao redor do eixo §, Rj(6). Com essa identificagao,
torna-se possivel relacionar as coordenadas de um vetor 7 = (x, y’, Z'), escrito em funcéo
do segundo eixo coordenado com as coordenadas do mesmo vetor 7 = (x, y, z) escrito em

fungao do primeiro eixo coordenado.

A relacdo entre ambas componentes dos vetores é dada por

cos (0) cos (¢) cos(0)sin(¢p) —sin(6)
R(6.¢) = Ry (O)R;(¢) = —sin (¢) cos () 0 . (B.13)
cos (@) sin (0) sin(0)sin(¢) cos(0O)

Sabendo que |X),|Y) e |Z), autoestados do nosso Hamiltoniano H, (escritos usando

o primeiro eixo coordenado), se transformam como componentes de vetores e que o ket

),

conseguimos reescrever nossos autoestados |X),|Y) e |Z) como combinacgdes lineares de

|S) (também autoestado de Hjp) ndo se altera perante rotagoes (devido a (r| S )= f(|r

|X"),|Y') e |Z'), autoestados de Hy usando o segundo eixo coordenado.

Tal relacao é dado por
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|S") 1 0 0 0 |S)
|X") _ 0 cos(0)cos(¢p) cos(0)sin(¢p) —sin(O) |X) (B.14)
V') 0 —sin(@) cos (¢) 0 v)
|Z") 0 cos(¢)sin(0) sin(0)sin(¢p) cos(6) |Z)

No entanto, para relacionar totalmente as bases nos diferentes eixos coordenados

mostradas em Tab. (B.1), ainda falta a rotacdo do spin, dada por?*?’

/ ~%cos (2)  e%sin (8
) [ e ) © o SN U ISP R D
1) —e~Zsin (3) eZcos(3) 1) 1)
Fazendo o produto de Kronecker entre (B.15) e (B.14), obtemos a relacdo de |P;) com
L

S)elm) S
X) o) X)@ 1)
v)®I) Y@
2081 | _pg | 120D 516
S)elL) BEIR
X)®1) X)® 1)
v)®ll) )@l
2)8 L) )@ )

onde
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1 0 0 0
R(6, ¢) = e~ % cos (g) e?sin (g) % 0 cos(6)cos(¢) cos(0)sin(¢p) —sin(6)
e —e~%sin (g) e? cos (g) 0 —sin (@) cos (¢) 0
0 cos(¢)sin(6) sin(0)sin(¢) cos(6)
(B.17)

Com isso, basta utilizarmos a férmula (B.9) aplicada a T = R(6, ¢), que obtemos a

expressao do Hamiltoniano escrito na nova base primordial,

Hipy = R(6,6) HimR(6, ). (B.18)

Sendo assim, independente da orientacao do nosso novo eixo coordenado, sabido 6 e

¢, sempre conseguimos escrever o Hamiltoniano na nova base primordial, utilizando para

isso a equacao (B.18).
B.3 Mudanca de base |[AM) — |AM')

Utilizando os resultados das suas secdes anteriores, obtemos

Hipy = R(6, ¢) HipyR(6. ¢), (B.19)

Himy = TTHET. (B.20)

Invertendo agora a equacao (B.20), obtemos

HR = TH T, (B.21)

Utilizando agora as equacoes (B.19), (B.20) e (B.21), consequimos relacionar o Ha-
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miltoniano na base do momento angular total com a escolha do primeiro eixo cartesiano
com o Hamiltoniano na base do momento angular total com a escolha do seqgundo eixo

cartesiano,

Hisn = TTRITH TR T, (B.22)

onde, fazendo a definicao

U=T'R'T, (B.23)

obtemos finalmente a equacao que transforma nosso Hamiltoniano com o eixo Z na direcdo

[001] para 2 na direcdo geral [nml]

Hiary = U?‘H?Aﬁ U. (B.24)

N
Sabendo que no nosso Hamiltoniano ha uma dependéncia com o vetor de onda k,
devemos reescrever as componentes desse vetor em fungdo das componentes no novo eixo

cartesiano, relacao esta dada por

—1

k, cos (0) cos (¢p) cos(0)sin(¢p) —sin(0) K,
k, | = —sin (¢) cos (¢) 0 K, |- (B.25)
k, cos (@) sin (0) sin(0)sin(¢p) cos(O) K,

B.4 Rotacao de Hamiltoniano via operadores exponenciais

E sabido que se quisermos rodar um Hamiltoniano Hyryy), projetado na base |1 (]))

(spin 1/2) para a base |1"(]’)), via operadores exponenciais e preservando o significado

anterior de 6 e ¢, devemos utilizar o operador®*?
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~ .526 _l.Syd)

U=e "% "'n

(B.26)

onde utilizamos as matrizes do momento anqular 1/2, proporcionais as matrizes de Pauli,

h h
Sy = zUy e Sz = zo_z (827)
em [Hy()), ou seja
2><2 2x2
Hiby = UTHES U (B.28)

De maneira analoga, se quisermos rodar nossa base do momento angular total mos-

trada na Tabela |, basta aplicarmos

~

U= e ik0ei79 (B.29)

m (C.1) onde sequem as sequintes defini¢des

Z 0 0 Z 0 0
L=h|l o o | e Jy=h| 0 J 0 (B.30)
00 % 00 %
sendo
30 0 0 0 —V/3 0 0
1101 0 0 Vi 0 -2 0
== e J,=- (B.31)
2100 -1 0 2o 2 0 -3
00 0 -3 0 0 V3 0

duas matrizes do momento anqular j = 3/2. Com isso, consequimos escrever o Hamiltoni-

ano rodado como sendo o Hamiltoniano da base antiga junto aos operadores exponenciats,

H|8A><A§’/ —e g@ 15¢H8X8 _lhd)e_[ 9 (832)
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APENDICE C

OBTENCAO DO HAMILTONIANO
DRESSELHAUS COM Z NA DIRECAO
110]

Para consequir obter os Hamiltonianos com 2 disposto em uma diregao diferente da
direcao [001], devemos identificar os anqulos ¢ e 6. A rotacdo que nos deixa 2 na direcdo

[110] corresponde a escolha ¢ = /4 e 6 = 7/2, como é mostrado na Fig. (C.1).

| “
©0=90°
X y'
¢=45°7' Y
3
Figura C.1 — Figura que mostra a disposicao de dois diferentes eixos coordenados em relagdo aos eixos

cristalogréficos. A relacdo dos eixos coordenados vermelho e azul séo relacionados aos eixos
cristalogréficos via Tab. (C.1).

Existem duas maneiras de se encontrar o Hamiltoniano de Dresselhaus com Z na
direcdo cristalogréfica [110]. A primeira forma consiste em, a partir do Hamiltoniano H[&%
(onde 2 esta na direcdo [001]), determinar H[|1\1A9,]>, onde agora 2 estd na direcdo [110]. Para

isso, basta utilizarmos a equacao (C.1) ou equivalentemente a equacao (B.32), onde como
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Tabela C.1 — Tabela com a orientacdo dos eixos cartesianos em relacdo aos eixos cristalogréficos para as
direcdes de crescimento [001] e [110].

X y z
Diregao de crescimento [001] [100] [010] [001]
Direcao de crescimento [110]  [001]  [110]  [110]

indicado na figura acima, devemos tomar ¢ = /4 e 6 = 71/2,

Hiwh = UT(¢ = /4,0 = n/2/Ho Ul = 71/4, 6 = 7/2), (1)

onde aqui, devemos utilizar a equacao (B.25) a fim de escrever nossos vetores de onda no
novo eixo coordenado.

Determinado H[‘lc,\%, utilizamos teoria de perturbacgao de Lowdin a fim de encontrarmos

[110]

o Hamiltoniano Hp,..cothaus:

Hamiltoniano efetivo (proporcional a k3) para a banda de

conducao, onde agora temos 2 paralelo a direcdo [110].

Realizando o procedimento descrito acima, obtemos

g Y Ky (2K? — K + K7Z) iK, (—2K? + 4iK,K, — K7 4+ KZ)
Dresselhaus — ) . _ 2 4 2 2 _ 2 g2 2
iK, (—2K? — 4iK,K, — K7 + KZ) K, (2K? — KZ + K?)

(C.2)

com
2P BA
= — C3
V=36, (E, + ) (€3)

[110]

Dresselhaus* Pa ra tsso

No entanto, existe uma outra maneira de obter o Hamiltoniano ‘H

[001]

basta rodar o Hamiltoniano de Dresselhaus na diregao antiga, Hp, cccorngus-

E sabido que o Hamiltoniano de Dresselhaus [001] (escrito na base [iS 1),

iS 1)) é
dado por
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resselhaus [kg (kzz—kf) + k, (k;—kzz) —k, (kf_kj)

Sabendo que o ket |S) é invariante perante rotacdes, utilizamos (B.15) em (B.9) afim
de encontrarmos o Hamiltoniano em outra dire¢do. Escolhendo entdo 8 = /2 e ¢ = /4,

obtemos

H1o) = Ri(¢p = 7/4,0 = 7|2 HD o RI(¢p=n/4,0=m/2).  (C5)

Dresselhaus Dresselhaus' ‘o

Fazendo as substituicoes (B.25) em (C.5), encontramos

[110] y Ky (2K2 — K + K2) iK, (—2K2 + 4iK,K, — K2 + K?)

presseltens = 2\ ik, (—2K2 — 4iKK, — K2 + K2) —K, (2K? = Kj + KZ)
(C.6)

H

Resultado esse em acordo com o Hamiltoniano de Dresselhaus [110] determinado a

partir do Hamiltoniano em bulk HEE/\%])‘
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APENDICE D

OBTENCAO DO HAMILTONIANO DE
RASHBA EM QUALQUER DIRECAO

O capitulo 4 junto as referéncias,®>' nos mostrou que o Hamiltoniano de Rashba é

originario do Hamiltoniano de Kane,* derivado no apéndice A e E e dado por

E, 0 —&s SkP o P 0 — 8 —kP
. 0 E—-EFE 0 0 0 0 0
\/gkzP &£ 0 E-E 0 0 0 0

o 2P0 0 E-E 0 0 0

0 b 0 0 0 E-E 0 0
& 0 0 0 0 E-E-A 0
—& k£ 0 0 0 0 0 E.—F,

— |
>

O interessante aqui é que independente da escolha de 6 e ¢ sempre teremos a equacao

Htd = Ut (g, HEN Ui, 0) = HDY (D2)

Kane Kane

como sendo verdadetira.
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Dessa maneira, vemos que o Hamiltoniano de Kane se mantém o mesmo, independente
da direcdo a qual o eixo Z foi fixado. No entanto, esse fato ndo significa que o Hamiltoniano
de Rashba sera o mesmo. Isso se deve pois além do Hamiltoniano de Rashba (na direcéo
[abc]) depender de H[,ng,]e, este também depende dos offsets das bandas junto a massa
efetiva do elétron nesta direcao. Como nao existem motivos fisicos para afirmar que ambos
offsets e as massas sdao as mesmas em diferentes direcoes, nao podemos dizer que o

Hamiltoniano de Rashba na direcao [abc] é o mesmo que o na direcdo [001]. No entanto,

ainda podemos dizer que a forma de ambos é a mesma.



APENDICE E

CALCULO DOS ELEMENTOS DE
MATRIZ UTILIZANDO TEORIA DE
GRUPOS

As representacdes matriciais dos nossos elementos necessdrias em nossos calculos vem

mostradas abaixo

Elemento S,

-1 0 O O 0 1 0O -1 0
S4x(r5) = 0 0 —1 , S4g(r5) = 0 -1 0 e 54z(r5) — 1 0 0
0O 1 O -1 0 O 0O 0 -1
(E.1)
17 0 O 0 0 —1 0 10
Si(l9)=[ 0 0 1 Sy(May=1 01 o0 e Suld)=] =1 0 0
0 -1 0 170 O 0O 0 1
(E.2)

Elemento C3(111)
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0 0 1 0 0 1

Gumn(ls)=11 0 0 e Gumy(ls)=11 00 |. (E.3)
010 010

Elemento o101

0 01 0O 0 1
gion(l's)=1 0 1 0 e onoy(ls) = 0o -1 0 |- (E.4)

100 -1 0 O

Elemento &

1 0 0 -1 0 0 -1 0 O
Guog(ls) =1 0 =1 0 » Qoo (l's) = 0O 1 0 e Gyoo1)(I's) = 0 -1 0
0O 0 -1 0 0 —1 0 0 1
(E.5)
1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
Guogl4)=10 =1 0 |, GogT9)=] 0 1 0 e Goon(lF4)=1 0 -1 0
0O 0 -1 0 0 —1 0 0 1
(E.6)

Sabido as matrizes acima, para proceder com o calculo dos elementos devemos analisar
agora como cada termo do Hamiltoniano A.23 se “transforma”. Em outras palavras, vamos
classificar as simetrias de cada termo do Hamiltoniano comparando-os com as funcdes de

base do grupo pontual 7,4, que se encontram na tabela de caracter, Tab. (A.1).

E.0.1 Acoplamento doas bandas devido a Hj

Comecaremos agora com o calculo dos elementos de matriz, comecando pela projecédo

de Hy. Devido a base (ortogonal e degenerada) que estamos projetando ser as autofungdes
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de Hy podemos falar sem nenhum problema que

(s|Hos) = Es, (s|Holxi) =0 e (xi|Hol|xi) =Ep (E7)

No entanto, como nosso foco é teoria de grupos, iremos mostrar tais relacdées usando-a.

. . . . 2
Comegaremos a determinar os elementos de matriz para o Hamiltoniano Ho = £-+V/(7),

representada matricialmente na base |S), |X),|Y),|Z) por
(M—>rH) (M—=Ty)
Ho (1) Ho 11x3

Ho = (E.8)

Hr—rY) (Fe—r)
HO,(1><3) Ho (3x3)

E.0.1.1 Acoplamento de '{ com I'§ por Hy, (s|Ho|s)

Sabemos que, Hy = % + V/(r), onde V/(F) é periddico perante a rede de Bravais e
consequentemente invariante por qualquer elemento do grupo T, Sendo assim, Hg se
transforma como a identidade (invariante perante qualquer elemento do grupo) ou seja, se
transforma como a funcao de base da representacao irredutivel ['y. Sendo assim precisamos
analisar o produto direto entre as 3 representacdes irredutiveis. Consultando a Tab. (A.1),

escrevemos

el el =IHhel,=1I;y, (E.9)

e utilizando entdo o teorema enunciado por nds no capitulo 1, chegamos a conclusdo de
que, o elemento de matriz (S|H|S) nao é zero, uma vez que o produto direto resulta em

um termo igual a identidade. Com isso, tomamos

(S|Ho |S) = Es (E.10)

E portanto, nossa matriz de acoplamento, Hy, de ['{ com [, serd

Hopt = ( E. ) (E11)
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E.0.1.2 Acoplamento de '§ com 'Y por Ho, (S|Ho|X:)

Utilizando o resultado anterior de que H, se transforma como a identidade, basta

analisarmos agora o produto direto [y ® ['1 ® ['5. Consultando a Tab. (A.1), escrevemos

M RIs=11[s5=1I5, (E12)

ou seja, como o produto nao contem a identidade esse elemento de matriz, este serd nulo,

(S|Ho |X:) = 0. (E13)

E portanto, nossa matriz de acoplamento, Hy, de ['{ com ['%, sera

Holrrs = ( 00 0 ) (E14)

E.0.1.3 Acoplamento de '} com 'Y por Ho, (x;|Ho }Xj>

Agora, o produto que devemos analisar é [ 5 ® [ ® ['5. Consultando a tabela, chega-

mos em

r5®r1®r5=r1®r5:F169I_3€BF4€BF5, (E15)

e portanto, notamos que como o produto direto contem a identidade, havera um Unico
termo, independente e diferente de zero. Vamos analisar agora, para quais valores de i e

/., 1sso acontece.

Conhecido o elemento S; e como ele opera, vamos aplicd-lo aos elementos de matrix,
inserindo a identidade, S;X1S4X =1, nos elementos. Primeiramente, analisaremos o caso

onde i # j, comegando com o elemento (x| Hy |y).
(x|'Ho|2) = (x| Si SacHoSi Sav 12) = (x] Sy HoSax 12) = — (x| Ho |y) (E.16)

onde usamos o fato de que Hy é invariante sobre transformacoes e as equacgoes (E.1).
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Vamos agora, inserir mais uma vez a identidade, S;.'Ss, = 1, em (E.16)
(X|Ho |2) = (x| Sy SuHo Sy Sax |2) = (x| S, HoSar |2) = — (x| Ho |y) (E17)

ou seja, chegamos a conclusao de que

54)(

(I Holy) 2 (x| Hol2) 2 — (x| Ho ly) (E18)

e portanto

(xIHoly) = (x| Ho|z) = 0 (E.19)
Vamos agora, inserir a identidade em outro elemento de matriz
(yIHo|z) = (y| Sa Say oSz, Say 12) = (y| S3yHoSuy |2) = (=y|Ho|—x) = (y|Ho|x) =0

(E.20)

onde usamos as equacoes (E.1) e o fato de que Hy é um escalar. Compactando, temos
(xI'Holy) = (xI'Ho|2) = (y| Holz) = 0 (E.21)

Vale lembrar que os outros termos do tipo (x;| Ho |xj>, com i # j, sdo determinados pela
Hermiticidade de H,. Terminada a analise para o caso i # j, vamos calcular agora, os
elementos com i = j, comegando com o elemento (x|Ho|x). Aplicando S, e utilizando

(E.1), temos

(X| Mo [x) = (x| Sy SayHoS3) Say 1x) = (x| Si; HoSay Ix) = (2| Ho |2) (E.22)

aplicando agora Ss,, e usando (E.1), encontramos

(z| Ho |z) = (2] Si;' SazH0S4,' Saz |2) = (2] Si, HoSaz |2) = (y| Ho |y) (E.23)

Portanto,
Say Ss,
(x| Ho |x) = (z|Holz) = (y|Holy) = E, (E.24)
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E portanto, nossa matriz de acoplamento, Hy, de ['§ com [§, serd

E, 0 O
re—re
Ho3x3) 0 E, 0 (E.25)
0 0 E
Com isso, conseguimos finalmente escrever Hy na nossa base
E; 0 0 O
0 E, 0 O
Ho = (E.26)
0 0 E, O
0 0 0 E
E.0.2 Acoplamento das bandas devido a H,
Comegaremos a determinar os elementos de matriz para o Hamiltoniano Hy , = iolz P,
representada matricialmente na base |s), |x),|y),|z) por
H(r1—>r1) H (M—T3)
Hep = kp(1x1)  Tlp,(1x3) (E27)

H(F1—-T3) (Fg—T%)
Hkp (1x3) 7-{kp 3><3)

E.0.2.1 Acoplamento de '{ com ['§ por Hp, (s|Hip|s)

Sabendo que o vetor, K, pode ser tirado para fora do produto interno e que o vetor, g,
se transforma da mesma forma que as funcdes de base da representacao irredutivel, I's,

precisamos analisar assim o produto [ ® ['5 ® ['1, 0 qual consultando a tabela, nos da

MMM =Ielh="; (E.28)

ou seja, o elemento de matriz (s|Hy, |s) deve ser zero, uma vez que a representagao

irredutivel identidade, 'y ndo aparece.
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(sl pils)=0 (E.29)

E portanto, nossa matriz acoplamento de ['{ com [{, serd

Hipii = (0 ) (E.30)
E.0.2.2 Acoplamento de '{ com [} por Hp,, (S| Hp |Xi):

Utilizando a discussao anterior de que o vetor p se transforma de acordo com a repre-

sentacao [ 5, devemos analisar o produto ['1 ® ['5 ® ['5. Consultando a tabela, escrevemos

Melels=la =T olelels (E.31)

ou seja, o produto contem a identidade e portanto, havera um unico termo independente,

da forma (s|p; |x;), diferente de zero.

Vamos comecar aplicando a identidade 54_;549 = 1 no elemento de matriz (s|p, |x),
correspondendo ao caso i = j. Como ja dissemos, p se transforma de acordo com 5 e
sendo assim, sua matriz de transformacdo é dada pelas matrizes (E.1) de onde tiramos
claramente que S4b,pX54_g1 = p, e Sup,S;) = py. Aplicando primeiramente Sy, e usando

(E.1), temos

(I px|x) = (s] Siy SaypsSay Say Ix) = (s] Sayps Sy |2) = (s| p. |2) (E.32)
Aplicando agora Sy, temos

(s p:12) = (s| Si' Saxp-Sa' Sax |2) = (5| Saxps S ly) = (sl py ly) (E.33)

e portanto
Say Sax imoP
(slpxlx) = (slpyly) = (slpzlz) = — (E.34)
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Vamos agora, analisar o valor do elemento para i # j, primeiro no caso i =1
(sl pxly) = (sl S Sapx S Sax ly) = (5| SuxpsSi' |=2) = (s|=px |=2) = (s| px|2) (E.35)
onde utilizamos S4,p,S;. = —p,. Aplicando mais uma vez o operador identidade,
(s px|2) = (s] Si' Suxpx S Sax 2) = (s| Sapx Sy ly) = — (s] px ly) (E.36)

Concluimos entdo que

(sl px ly) 2 (sl px|2) 2 = (s] px ly) (E.37)

e portanto

(slpxly) = (s|pxlz) =0 (E.38)

Vamos agora, fazer o mesmo proceder, sé que agora com i = 2,

(51py12) = (| Sty Suypy Sty Sy |2) = (5] Sugpy Sy’ |=x) = (5] = py [=x) = (sl py )
(E.39)

onde utilizamos Sayp,S;,' = —py.

Aplicando novamente o operador identidade, 54954_; =1, obtemos

(1py Ix) = (| Sty Suypy Sy Sy [x) = (5] Suypy Sy 12) = (s = p, |2) = — (sl p, I2) (E-40)

Ou seja, concluimos que

Sy Say
(slpylz) = (slpy Ix) = = (slpy|2) (E.41)

e portanto

(s1py12) = (sl py Ix) = 0 (E42)

Basta finalmente, calcularmos para i =3

(sl p-|x) = (s 54_2154210254_21542 Ix) = (s| S42[’254_21 |=y) = (s| = p-|—y) = (s p:|y)
(E.43)
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onde utilizamos S4,p,S;,' = —p,. Aplicando mais uma vez o operador identidade,
(sp-ly) = (5] 53, Sacp.Si, Saz ly) = (5] Sacp.Si,) Ix) = = (s| p. |x) (E.44)
Ou seja,
54z S42
(slpzIx) = (slp-ly) = = (s|p:Ix) (E.45)
e portanto
(slpz[x) = (s|p:ly) =0 (E.46)

E portanto, nossa matriz acoplamento de ['{ com %, serd
Hipiin = kP ik,P kP ) (E.47)
E.0.2.3 Acoplamento de I} com I} por Hyp, (x| He, |Xj>

Agora, o produto que devemos analisar é o [5 ® [5 ® ['5. Consultando a tabela,

chegamos em

r5®r5®r5=(r1EB|—3EBF4€BF5)®F5:F1EBF2692F3693I—4EB4F5 (E48)

e portanto, notamos que o produto direto contem a identidade. Sendo assim, haverd um
Unico termo independente, diferente de zero. Vamos analisar agora, para quais valores de

[ e j, isso acontece.

Conhecido o elemento (3111) e como ele opera, vamos aplica-lo aos elementos de
matriz, comecando com i = 1 e j = 3. Inserindo a identidade, C3_(1111)C3(111) = 1, neste,

temos

(x| py |2) = (x| C3_(1111)C3(111)PyCa_(1111)C3(111) 1z) = (2| C3(111)PyC3_(1111) ly) = (z| pxly) (E.49)

Aplicando a identidade no resultado final,
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(2 pxly) = (2| Gty Gsanypx Caitan Gy 1y) = (4l Gianpx Gy 1%) = (yl p2 [x)  (E.50)

Com isso, conseguimos a sequinte relacao

Gy Gy

(XIpylz) = (zlpcly) = (ylp.|x) (E.51)

. . . -1 . ;
Iremos agora, aplicar a mesma identidade, G544 C5111) = 1, S0 que comegaremos agora

com o elemento de matriz, i = 2 e j = 3, correspondente a

(Yl px|2) = (yl Gyt G Cay Gaany 12) = (x| Gxannpx Gaiy ly) = (x| p2 ly)  (E52)

Aplicando a identidade no resultado final,

(xIpz ly) = (] Gty CaampzCaitan Gaany ly) = (2] Gynyp- Ciny Ix) = (2l py Ix)  (E.53)

Com isso, conseqguimos a sequinte relagdo

Gy G311

(ylpclz) = xlpzly) = (zlpylx) (E-54)

O que faremos agora, é aplicar o elemento o101y em (y| p, |x), afim de tentar conectar
os elementos (E.51) com os de (E.54), uma vez que sé existe um elemento independente

nao nulo. Inserindo a identidade, 0@81)0(101) =1, e, utilizando as equacoes (E.4), temos

(ylp- Ix) = (Yl Go1Ta0nP 2001 Taon 1X) = (Yl Guonp-0aey 12) = (yl s |2) (E.55)

e consequentemente, conseguimos conectar (E.51) com (E.54), nos dando
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Gy Gy o101 G311y G311y “mgR

(lpyl2) =" (lpaly) =" (ylp. ) = (ylpilz) =" (xlp.ly) =" (elpy ) ==~
(E.56)

Calculado todos os elementos de matriz com indices sem repeticoes, ainda falta realizar

o célculo para indices iguais. Comegando por dois indices iguais, (x| p, |y), onde inserimos

a identidade 54’; S4y =1
(XlIpyly) = x| 54_y154ypy54_y154y ly) = (2| 549!’4/54_g1 |—y) = (2] = py|=y) = (2] py ly)

(E.57)

Aplicando a identidade no resultado final acima, (E.57), temos

(2 pyly) = (2] S3) SaypySa) Say ly) = (—x| Saypy Sy, |—y) = (—zl—py |-y) = — (z| py ly)

(E.58)
concluindo que
Say Say
Klpyly) = (2lpyly) = = (xlpyly) (E.59)
e consequentemente
xlpyly) =(zlpyly) =0 (E.60)

Vamos agora analisar, {x|p,|z), onde inserimos a identidade S;'S,, = 1

(x| pz|z) = (x| 54_2154217254_21542 1z) = (—y] S4ZPZS4_Z1 |=z) = (~y| = p:|-2) = —(yl p.|2)
(E.61)

Aplicando a identidade no resultado final acima, (E.61), temos

—(ylp.1z) = —(y| S47z1542:0254;1542 |z) = — (x| 54Zp254;1 |=2z) = (x| = p.|z) = — (x| p-|2)
(E.62)

concluindo que

(X ps 12) Z =yl ps|2) Z = (x| p. |2) (E.63)

e consequentemente

(x|pz1z) ={ylp-|2) =0 (E.64)
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Vamos agora analisar, (y| p, |x), onde inserimos a identidade S;S;, = 1

(ylpx ¥) = (y] 54;(154)47)(5&154)( Ix) = (—2| 54)(10)(54&1 —x) = (z| = px |¥) = = (2| px |x)
(E.65)

Aplicando a identidade no resultado final acima, (E.65), temos

—(z| p«|x) = = (2] 5;(154Xp)(5;(154x Ix) = —(y| S4XPXS;(1 |[=x) = (Y| =px|x) = = (y| px |x)

(E.66)
concluindo que
54)( 54)(
(Ylpslx) = ={zlpslx) = = (ylpsx) (E.67)
e consequentemente
{ylpxlx) = (zlpxlx) =0 (E.68)

Sendo assim, s6 nos resta agora, calcularmos os elementos de matriz do tipo (x;| p; [xi),
onde vamos inserir a identidade C;;' Cox = 1 com a restricdo, j # k, utilizando as equacées

(E.5), temos

(xi pjIxi) = (x| G Cop; Copl Gk Ixi) = (xi| Cakp Coil | £x1) = (xi| Cap; G |xi) (E69)

onde o sinal positivo é referente a escolha i = k e o sinal negativo a i # k. Vemos no

entanto, que para qualquer escolha de k, obtemos o mesmo resultado.

Escolhendo agora, k # j, temos que Cup,C,;' = —pj, nos dando

(xil pj Ixi) = — (xil pj [xi) (E.70)

e provamos assim que qualquer elemento do tipo (x;| p;|x;) serd nulo para quaisquer
valores de i e j, uma vez que, a Unica restricao feita foi, k # j, restricdo tal que néo tira

a generalidade de i e j.
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Escrevendo entao nossa matriz acoplamento, temos

0 kR ikR
HE = | kR 0 kR (E71)
ik,R kR O

No entanto, vamos mostrar agora que o termo, R, é nulo. Para isso, utilizaremos o

operador reversao temporal e suas propriedades.

Sabemos que se o Hamiltoniano for invariante perante o operador Reversao Temporal,
os vetores da base, autoestados do Hamiltoniano, dado por {|s), |x;)}, serdo todos reais.”®

Utilizando esse fato e integrando por partes, temos

. BN/
ity ) = [ raipyedn) = =in [ dadedngi() -0l
]
. ’—i)T Ja
= —in [ dudn { L - [ dagulr)3 it
]
= — [ drapitn
= [ dreitpetn (E.72)
Obtendo entao
(xilpjIxe) = = (l pj i) (E.73)
No entanto, a equacdo (E.56) nos diz que
(il pj Ixe) = (xel py1xi) (E.74)

Ou seja, o unico valor que satisfaz (E.73) e (E.74) é 0, o que corresponde a tomar R
como sendo nulo. Concluimos assim que, o anulamento do termo de matriz ndo é provindo
das simetrias do nosso grupo T, e sim da simetria do Hamiltoniano perante a Reversao
Temporal, como argumenta Dresselhaus em.>> Sendo assim, nossa matriz acoplamento de

[ com %, serd
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0 0O
Mory
Hiboey =1 000 (E.75)
0 0O

Com isso, consequimos finalmente escrever ‘H, , matricialmente

0 kP ikP ikP
—ikP 0 0 0

Hip = (E.76)
—ik,P 0 0 0

—ik,P 0 0 0

E.0.3 Acoplamento das bandas devido a Hso

Nesta parte, determinaremos os elementos de matriz para o Hamiltoniano Hsp =

4m 62 (VV X p) h’zzczﬁ- d, representada matricialmente na base |s), [x),|y),|z) por
my
(Fs—T) (Fe—TY)
HL HE
Heo = 50,1x1)  "t50,(1x3) (E.77)

H(r{—-T%) (Fg—T%)
HSO (1x3) HSO (3x%3)

E.0.3.1 Acoplamento de ['{ com ['{ por Hsp, (s|Hso|s)

Para analisarmos se existe termo ndo nulo, devemos olhar para o produto direto de

1 ®14®1[4, uma vez que, Hsp, se transforma de acordo com [ 4.

MLl =Mel,="r,, (E.78)

e utilizando entdo o teorema provado e enunciado por nds, chegamos a conclusdo de que

o elemento de matriz, (s| Hso |s), é zero.

(s| Hso |s) = 0. (E.79)
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E portanto, nossa matriz acoplamento de ['{ com ['{ sera

Hsb iy = (0). (E.80)

E.0.3.2 Acoplamento de I'{ com 'Y por Hso, (s|Hso |xi):

Para esse caso, basta analisarmos o produto direto [ 1 ®[ 4 &I 5. Consultando a tabela,

escrevemos

LR s=(Leol:0l0l5)=Lel:el,ol; (E.87)

ou seja, como o produto nao contem a identidade esse elemento de matriz, serd nulo,
(s|'Hso|xi) =0 (E.82)

E portanto, nossa matriz acoplamento de [{ com [%, sera

r§—ry

Hsonxs) = ( 00O ) (E.83)

E.0.3.3 Acoplamento de 't e 'Y por Hso, (x| Hso |Xj>:

Agora, o produto que devemos analisar é [5®&[ 4®[ 5. Consultando a tabela, chegamos

em
M@= (M elseliels)=Tele2lse4l 03l (E.84)

e portanto, notamos que como o produto direto contem a identidade, haverd um Unico termo
independente, diferente de zero. Vamos analisar agora, para quais valores de i e j, isso

acontece.

Conhecido o elemento, G311y, e como ele opera nas duas representagées, [ 4 e [5,

correspondente as matrizes (E.3), vamos aplicd-lo aos elementos de matriz, comegando
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com i =1 e j=3. Inserindo a identidade , C3_(1111)C3(111) =1, temos

(X1 Ay 12) = (x| Gyt GnAy G Gy Ly) = (2] GanAy G ly) = (2| Acly) - (E.85)
Aplicando novamente a identidade no resultado final acima,
(2] Avly) = (2] Gy GammAGiiin Gan ly) = (Y| GainACyin 1x) = (y| A, Ix)  (E.86)
Com isso, conseguimos a sequinte relacao
G

(A1) 2 2 Ay) 2 (] A ) (E.87)

. . . -1 . ;
Iremos agora, aplicar a mesma identidade, G5yy4)G5111) = 1, s6 que comegaremos agora

com o elemento de matriz correspondente a i =2 e j = 3.

(Yl Ac1z) = (Y] Gty CamAc oy Caany 12) = (x| G AcGaitan ly) = (x| A ly)  (E.88)
Aplicando novamente a identidade no resultado final acima,

(xIA; ly) = (x| Gy GanA:Gotiny Gaany 1y) = (2] CaaA. Cagy Ix) = (2 Ay [x) - (E.89)
Com isso, conseqguimos a sequinte relagao

G311y Gy

(ylAclz) = (XA ly) = (2| Ay lx) (E.90)

O que faremos agora, é aplicar o elemento oyi01) em (x| A, |y) afim de tentar conectar
os elementos (E.87) com os de (E.90), uma vez que s6 existe um elemento independente

ndo nulo. Inserindo a identidade, 0(781)0(101) =1, e, utilizando as equacoes (E.4), temos
(x| A, ly) = (x| 0(731)‘7(101)AZU(731)U(101) ly) = (2| ‘7(101)Az‘7(7(1)1) ly) = —{z|Aly)  (E9T)

e consequentemente, conseguimos conectar (E.87) com (E.90), nos dando
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Gy Gy a(101) Gy Gy

(x|Ay1z) = (z|Ady) = (YlA Ix) = —(ylAdlz) = —[Aly) = —(z[AjIx) =i
(E.92)

é4m(2)c2
3 h

Calculado todos os elementos de matriz com indices sem repeticoes, vamos realizar o

célculo para indices iguais. Comegando com o elemento (x| A, |y).

Inserindo a identidade, S;'Ss, = 1, e sabendo por (E.2) que S4A,S;! = A,

(x| Axly) = (x| 5;(154)(’4)(5;(154)( ly) = (—x| S4XAXS;(1 —z) = (x| Ac[2) (E.93)

Aplicando novamente a identidade, S;JSM = 1, no ultimo termo da equacao acima,

temos
(x| Alz) = (x| S3,' StAS Sav 2) = (x| SsASE ly) = — (x| Acly) (E.94)

Concluimos entdo que

KA 2 (3] Acl2) 2 = (x] A ly) (E.95)

e portanto

(X[Acly) = (x| Aclz) = 0 (E.96)

Partimos para o célculo do préximo termo, (y| A, |z). Inserindo a identidade, 54_; Siy =1,

e sabendo por (E.2) que S4y/4\5,54_y1 = Ay
(ylAy12) = (Y] Sy SayAySay Say |2) = (—y| SayAy Siy) |=x) = (y| Ay [x) (E.97)
Aplicando novamente a identidade, 54_; S4y =1, no ultimo termo da equagdo acima, temos
(Yl Ay 1) = (y] Say SayAy Say Say [x) = (—yl SayAy Sy |2) = = (yl A, |2) (E.98)

Concluimos entdo que

Say Say
(ylAylz) = (yl Ay Ix) = —(ylAy|2) (E.99)
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e portanto

(ylAy[2) = (y| Ay Ix) = O (E.100)

Partimos para o calculo do préximo termo, (z| A, |x). Inserindo a identidade, S; 'S4, =

1, e sabendo por (E.2) que S4,A,S;) = A,
(2 A, 1X) = (2] S5 S1.A. 531 Su. Ix) = (—2| SLASE |—y) = (2 A ly)  (E01)
Aplicando novamente a identidade, S;,'Ss, = 1, no ultimo termo da equacao acima, temos
(2 A, ly) = (2] i) SuASy Suc ly) = (—2] SLAS 1) = — (2l A k) (EA02)

Concluimos entdo que

(2] A x) Z (2] A ly) Z = (2] A, [x) (E103)

e portanto

(2] A; [x) = (2| A:[y) = O (E.104)

Compactando, temos

KlANY) = (X AdZ) = (Yl Ay [2) = (Yl Ay [x) = (2] A, [x) = ([ A ly) =0 (E105)

Sendo assim, s6 nos resta agora, calcularmos os elementos de matriz do tipo (x;| A; |x;),
onde vamos inserir a identidade C;;' Cox = 1 com a restricdo, j # k, utilizando as equacées

(E.5) e (E.6), temos
<Xl'|Aj |Xi> = <X[| C27<1 CzkAjC27J Czk |Xl'> = <in'| CZkAjC{/J |in'> = <Xl'| CZkAjC{/J |Xl'> (E106)

onde o sinal positivo é referente a escolha i = k e o sinal negativo a i # k. Vemos no

entanto, que para qualquer escolha de k, obtemos o mesmo resultado.

Escolhendo agora, k # j, temos que CyA;C;' = —A;, nos dando
(il Aj i) = = (xil A Ixi) (E.107)

e provamos assim que qualquer elemento do tipo (x;| A, |x;) serd nulo para quaisquer
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valores de i e j, uma vez que, a Unica restricao feita foi, k # j, restricdo tal que néo tira

a generalidade de i e j. Portanto, temos

0 —i%2 5y
rV*)rV
Heopy=| 2 0 —i%% |-0 (E.108)
An Ag
—i34 5% 0
Com isso, conseguimos finalmente escrever Hsp matricialmente
0 0 0 0
0 0 —i%o, ib0
30z 130y
Hso = N L\ (E.109)
0 l§0_z 0 —lgo_x
0 —ig, (50, 0

Somando agora ambas matrizes ‘Ho, H,, Hso encontramos os elementos de matriz do

z)

nosso Hamiltoniano Hy + Hy, + Hso na base |s), |x), |y),

E, ikP  ik,P ik,P

—ik,P E —i%g, i8¢
H = P 3 3 (E.110)
—ik,P 50, E, —i50,

. LA A
—ik,P —iz0, (30 E,





