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Resumo

CARACANHAS, M. A. Interagoes em condensados de Bose-Einstein: temperatura
finita e gas dipolar. 2010. 96 p. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Fisica de Sao Car-
los, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2010.

Neste trabalho investigamos os efeitos das interagoes na expansao de um condensado
de atomos de Rb . Dois problemas sao abordados: o efeito de temperatura finita e as
alteracoes introduzidas pela interacao dipolar. No primeiro caso, dados experimentais
nao puderam ser explicados por meio da aproximagao de Thomas-Fermi (TF) no regime
de T'= 0. Num condensado de cerca de 1 — 2 x 10° 4tomos condensados, o desvio da
aproximacao de TF ocorreu pelo fato de termos desconsiderado a interacao dos atomos
térmicos com os do condensado. Elaboramos um modelo teoérico, baseado em modelos
existentes de temperatura finita, o qual explicou relativamente bem os nossos resultados
experimentais. No segundo problema atacado, foi analisada a variagao na expansao do
gés condensado quando a interagao dipolar é incluida no sistema. Ambos os problemas

mostram aspectos importantes da expansao de gases quanticos.

Palavras-chave: condensado, temperatura finita, interacoes dipolares.






Abstract

CARACANHAS, M. A. Interactions in Bose-Einstein condensates: finite temper-
ature and dipolar gas. 2010. 96 p. Dissertation (Master) - Instituto de Fisica de Sao
Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2010.

In this study we investigated the effects of interactions on the expansion of a condensate of
Rb atoms. Two problems are addressed: the effect of finite temperature and the changes
introduced by the dipolar interaction. In the first case, experimental data could not be
explained by the Thomas-Fermi (TF) approach in the 7" = 0 regime. In a condensate
of about 1 — 2 x 10° condensed atoms, the deviation of TF approach was due to the
fact that we disregarded the interaction of thermal atoms those of the condensate. We
developed a theoretical model, based on existing models of finite temperature, which
explained relatively well our experimental results. In the second problem considered, we
analyzed the variation in the expansion of the condensate gas when the dipolar interaction
is included in the system. Both problems show important aspects of the expansion of

quantum gases.

Keywords: condensate, finite temperature, dipolar interactions
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1 Primeiro Capitulo Introducao

1.1 Condensados de Bose-Einstein

1.1.1 Aspectos Gerais

A condensagao de Bose-Einstein (BEC) com &atomos frios aprisionados é um topico
de pesquisa que tem despertado interesse de muitas areas da fisica (1,2,3,4,5). Na ter-
modinamica a BEC é vista como uma transicao de fase de um gas para um novo estado
da matéria, com contribuicao quantica macroscopica para as propriedades globais. Em
mecanica quantica, BEC ¢ vista como onda de matéria coerente que advém da super-
posicao de ondas de Broglie, com iniimeras possibilidades de comparagao com lasers. Em
mecanica estatistica, BEC é vista como fenomeno onde células elementares do espaco de
fases sao ocupadas por mais do que um atomo. Em teoria quantica de campos, BEC é
vista como uma quebra espontanea de simetria e, finalmente, em matéria condensada, a
condensacao de Bose-Einstein tem sido usada para investigacao de varias propriedades de
transporte.

A verificacao experimental da condensacao de Bose-Einstein tem sido um longo desejo
da fisica, e de fato sua comprovacao promoveu uma enorme impulsao de muitos campos.
A superfluidez foi melhor entendida num sistema diluido criando inclusive novas possibil-
idades de experimentos impossiveis de serem realizados em sistemas convencionais como
hélio liquido. Condensados permitiriam a investigacdo de vortex quantizados (6) , a ex-

isténcia de instabilidades em sistemas atrativos (7,8,9), etc. Mais recentemente atomos
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condensados foram distribuidos numa rede 6ptica (10), criando um arranjo, onde o estudo
de propriedades de transporte tem sido realizado.

Existe uma area ainda pouco explorada com condensados e que pode propiciar estudos
de efeitos ainda nao observados. Trata-se do magnetismo com atomos frios. A maioria
dos atomos alcalinos pode ser polarizados magneticamente criando um gas de dipolos,

que oferecem importantes propriedades a serem estudadas (11,12).

1.1.2 Teoria para descrever o Condensado

Comecamos com o hamiltoniano que representa o gés de bosons a baixas temperaturas,

na representacao de coordenadas (Eq.1.1):

_Z[p@ V)] + 33 Vil (L)

onde a soma ¢é feita sobre as particulas e V;,,; representa o potencial de interagao entre pares

de bosons. Podemos passar para a representacao da segunda quantizacao e substituir a
soma sobre as particulas pela soma sobre os estados de particula tinica. Considerando
o operador de campo (7, t) (41(7,t)) como combinacdo linear de todos os estados de
particula tnica desse sistema atomico, podemos reescrever o hamiltoniano em termos
desse operador de campo Eq.1.2, o qual representa a destruicao (cria¢ao) de um boson

em determinada posi¢cao 7 em determinado tempo t.

i= [ @i Y v Dy [ [ @ 0 Va6 005
(1.2)

Continuando com o formalismo de Heisenberg podemos construir a equacao que descreve

a evolucao do operador de campo:

[)(7, ), H] = ih=1)(7, t) (1.3)
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onde:

H = HO + V;nt

Considerando apenas a interagao de dois corpos isotropica e de curto alcance Vi, (7—1') =
Upd(7"—1"), véalida para regimes diluidos como o nosso (densidade do gas condensado prox-

ima de 10"3cm™3), a Eq.1.3 se reduz a:

Hyth(7,t) + Ugtht (7, (7, )3 (7, 1) = ih 1 (7, 1) (1.4)

Onde fizemos o uso das relacoes de comutacao bosonicas satisfeitas pelos operadores de
campo (13).

Podemos reescrever o operador de campo como sendo um valor médio mais uma flu-
tuacao em torno dessa média d =Y+ 52@. Essa expansao consiste na aproximacao de
Bogoliubov, onde a média do operador de campo é diferente da nula ((@ = 1)), repre-
sentando a quebra da simetria de Gauge. Assumindo a ocupac¢ao macroscopica do estado
fundamental (degenerescéncia quantica), desprezamos pequenas variagoes do nimero de
ocupacao desse estado N + 1 ~ N. Essa consideragao nos permite aproximar o operador
criagao/destruigao nesse estado por um namero complexo, levando a quebra da simetria
original do sistema, representada pela média nao nula do operador de campo quando
tomada em relagdo a esse novo ensemble. A flutuagao 51& em torno desse valor médio
1 corresponde ao operador criacao de bosons em estados excitados. Substituindo essa
expansao do operador de campo na equacao Eq.1.4 e tomando a média sobre o ensem-
ble na expressao resultante (considerando que <51ﬂ> = 0 e ocultando a dependéncia de

(7, t) = 1 por simplificagdo) obtemos a Eq.1.5.

A . A A s 0
Hytp + Up{[¢*y + 2(00100) 0 + (000 )1 + (0uTovon) } = iha ¥ (1.5)

Nessa equagio o termo |i|? representa a densidade de 4tomos no condensado, enquanto
que (51/}5@ corresponde a densidade nos estados excitados e finalmente (31)d1)) se rela-
ciona a correlacao entre pares de atomos, a qual apresenta valor nao nulo abaixo da
temperatura de transicao devido a quebra da simetria de Gauge.

A teoria amplamente empregada para justificar os resultados em experimentos de



28

condensados de Bose-Einstein consiste na teoria de Gross Pitaevskii (GP). A equagio
em que se baseia essa teoria trata-se da equagao de Gross Pitaevskii (GPE). Essa ultima
¢ obtida de Eq.1.5 considerando nulas as médias da flutuacao no lado esquerdo dessa
equacao, isto é, considerando a totalidade dos atomos no estado condensado. Apesar
de descrever razoavelmente bem as observagoes experimentais, existem varios resultados
que nao podem ser justificados tendo como base essa aproximacao. Verificam-se desvios
nas freqiiéncias dos modos coletivos do condensado, assim como o amortecimento das
oscilagoes desses modos (13) os quais ndo podem ser explicados tendo como base esse
formalismo. Além desses, os resultados a respeito da dependéncia com a temperatura
do ntimero de atomos no condensado, assim como a variacao das dimensoes da nuvem,
s6 podem ser explicados se estendermos a teoria para além do regime 7' = 0. Para isso
seria necessario considerar mais termos médios na Eq.1.5, os quais permitem estender a
teoria para considerar a temperatura finita do sistema. Existe uma diversidade de teorias
de temperatura finita que variam de acordo com o nivel da aproximagao empregada no
seu desenvolvimento. Nesse trabalho empregaremos a aproximagao mais simples que
consiste na teoria de Hartree-Fock (HF) na sua versao semiclassica. Na aproximacgao de
HF consideramos diferente de zero apenas as médias diagonais ||* e (5@/}51&), obtendo

assim a GPE generalizada (Eq.1.6):

e TV G R+ 20r(7)) | 0l = b0, (19

onde fizemos ja a sustitui¢ao nr(r) = (6@51&}. Reescrevendo 0t como a combinacdo linear
dos estados de particula tnica 6¢(7) = > & Pr(r)ag, obteremos a expressao equivalente
(Eq.1.7).

nr(7) =Y k() (@) (1.7)

k

Usando a aproximacgao semicléssica, valida na condicao de que o espacamento entre os
niveis discretos de energia do oscilador seja muito menor do que a energia térmica (hw <
kgT'), podemos substituir a soma sobre os estados por uma integral no espaco de fase e
associar a média <d£&k> com a funcao de ocupacao desses estados fr. Assim, utilizando
a base dos momenta, podemos escrever a densidade dos d4tomos térmicos como sendo a

integral no espaco dos momenta da funcao de ocupagao fz multiplicada pela densidade
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de estados dos niveis excitados:

o 1 1 3 o p2 = =
nT(F) = ﬁ / W(Z p Eﬁ(m = % + V(?) + 2U0n0(7“) + 2UOnT(T) (18)

—

O espectro de energia €3(r) em fz pode ser obtido através da diagonaliza¢do do hamil-
toniano do sistema no ensemble grande candnico ou, alternativamente, usando a funcao
antisimétrica de HF e calculando a média do hamiltoniano. Vemos que nessa aproximacao
de campo médio de HF os atomos térmicos podem ser tratados como particulas tnicas
submetidas a um potencial efetivo. Considerando o caso estacionario, teremos equacoes
acopladas para as densidades térmica-condensada que deverao ser solucionadas junta-
mente com a condicao de normalizacao, a qual fixa o niimero total de atomos. Vemos
que dentro da aproximagao HF nao temos uma equagao para descrever a dinamica dos

atomos térmicos, conforme seré elucidado adiante.

1.2 Expansao do Condensado

Todas as informacoes a respeito da nuvem condensada sao obtidas através do diag-
nostico dptico. Aproveitando o fato de termos uma amostra de atomos diluida, podemos
utilizar as técnicas de espalhamento. As duas técnicas mais importantes para observagao
do condensado se baseiam em imagens in situ e em tempo de voo (14). Em ambos os
casos obtemos imagens que refletem a distribuicao de densidade dos dtomos aprisionados
na armadilha ou em expansao livre. Devido a limitacoes técnicas empregamos as imagens
em tempo de vOo em nossos experimentos. Dessa maneira necessitamos de um modelo
de expansao para recuperar o perfil de densidade da nuvem condensada na armadilha
magnética.

O modelo de expansao comumente utilizado baseia-se nas teorias hidrodinamicas para

o condensado. Essa tltima pode ser derivada diretamente da teoria de GP, substituindo na
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GPE a expressao para o campo cléssico do condensado reescrita como um modulo e uma
fase (7,t) = f(7,t) exp(ip(7,t)). Separando as partes reais e imaginarias e considerando
a relagao entre velocidade e fase do condensado (7, t) = %ng(ﬁ t) além da relagao entre
o modulo e a densidade da nuvem n(7,t) = f(7,t)* obteremos entdo duas equacdes para
o problema: a equagao de Euler (Eq.1.9) e a de Difusao (Eq.1.10), onde a fase e 0 modulo

da funcao de onda foram reescritas em termos da densidade e da velocidade.

0 —-R2Vi/n 1
had) + o Jn + émv +V +Umn| =0 (1.9)
9 V() =0 (1.10)
atn vn) = .

Assumindo uma fungao teste para o perfil de densidade do condensado ny(7,t) = ng(t)(1—

r2

Dicay.z W), podemos substitui-lo nas equagoes hidrodinamicas juntamente com a de-
pendéncia para velocidade O(F,t) = 2 (o (t)ry, ay(t)ry, o (t)r.) a fim de obter equagdes
de segunda ordem envolvendo os raios R; da nuvem condensada (por simplificacao de
notagao inibiremos a dependéncia temporal dos parametros nas equagoes que seguem). A
equacao da continuidade juntamente com a condicao de normalizacao fornece a relacao
o = %. A equacao de Euler fornecera entao a equacgao para evolucao do raio para cada

direcao ortogonal:
15Nh%a 1

Rz = —W-QRZ‘ +
m? R; Hj:x,y,z Rj

7

(1.11)

Na Eq.1.11 o termo da interacio depende do ntimero de atomos condensados. E im-
portante ressaltar que nessa aproximacao com a funcao teste assumimos que o perfil
de densidade ¢ mantido na expansao, sendo reescalado no tempo através de R;. Para
obter os valores iniciais dos raios da nuvem condensada R;(0) substituimos R; = 0 nas
equacoes acima. Podemos entao parametrizar as equacoes acopladas em termos desses
raios R;(t) = b;(t)R;(0) aléem de 7 = w;t obtendo equagbes adimensionais para o fator
bi(t), o qual dependera da anisotropia da armadilha (A = w./w,) e de 7. Assumindo
uma armadilha com simetria cilindrica (w, = w, = w,) e T = w,t, teremos que resolver o
sistema acoplado:
A2 - 1

. ) B
b, ==X\Nb,+——= e bp——bp—i-sz

1.12
22 (1.12)
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Para uma armadilha extremamente anisotropica (A << 1) obtemos uma solu¢do analitica

para o sistema acima:
b.(7) =1+ N[ TarctanT — In\/(1 +72)] b,(1) = /(1 + 72 (1.13)

Dessa forma, dado o tempo de expansao e o raio da imagem de absorcao, estima-se o raio
in situ pela determinacao desse fator multiplicativo (Eq.1.13). Quanto & nuvem térmica,
a ela ¢ dado um tratamento semiclassico. Conforme elucidado anteriormente, a densidade

térmica consistird da integral sobre o espaco de fase da func¢ao distribuicao semicléssica:

I 1
)= | e —
e(F, p) = % LV A= kBLT (1.15)

Assim, realizando a integral no espaco dos momenta teremos para esse caso de gés ideal

confinado:

Tmngwamwwwm—m» (1.16)

Obtemos entao uma expressao para a densidade da nuvem térmica, a qual apresenta
dependéncia com a funcao de Bose, cujo argumento consiste de uma exponencial que
depende do potencial da armadilha além da temperatura.

Na expansao balistica da nuvem térmica consideramos a evolucao temporal da funcao
distribuigao: nz(r,t) = nz(r — p't/m). Teremos entdo, apos a integracao no espaco dos

momenta (Eq.1.14), a expressao para a evolugao temporal da densidade da nuvem térmica

(Eq.1.17).
N 1 - 1
nr(7yt) = w5 gaa(exp(=B(V (1) — ) [ — (1.17)
V(7 t) = L > w (1.18)
r,t) = Qmj:xyz(l—{—wjth)Tj i

Vale fazer um paréntesis nessa etapa e descrever algumas diferencas entre o perfil de den-
sidade do gas térmico ideal e o de um condensado sem interagao, descrito pela gaussiana
do estado fundamental do oscilador. Esse ultimo apresenta distribuicao no espaco dos

momenta bem mais estreita que a dispersao da distribuicao da nuvem térmica. Sendo



32

assim, o formato final da nuvem apos a expansao (valores assintoticos) dependera da con-
figuracao inicial da armadilha. Ja no caso térmico essa dependéncia nao se mostrara nos
valores assintoticos, os quais serao isotropicos. Considerando o condensado sem as inter-
acoes, o fator que modifica o perfil de densidade do estado fundamental com a expansao
é aquele que representa a dispersao quantica de um pacote Gaussiano devido ao principio
de incerteza de Heisenberg. A dependéncia do perfil do condensado com a armadilha
modifica-se quando adicionamos a interacao de dois corpos, a qual influenciara na energia
de expansao da nuvem. Nesse caso teremos uma das assinaturas da nuvem condensada
que corresponde a inversdo do aspect ratio (razao entre as dimensoes ortogonais da nu-
vem) durante a expansao livre (Fig.1.1) (15,16). Para os d&tomos térmicos, por outro lado,

mesmo com as interacoes continuam tendo a expansao isotropica como boa aproximacao.

1.3 Experimentos e Maneiras de Caracterizar o Con-

densado

Nessa secao visamos detalhar como as informagoes a respeito das dimensoes e niimero
de 4tomos condensados sao extraidas de nossas imagens de absorcao Fig.1.2, utilizando
as expressoes para o perfil de densidade explorados na secao anterior. Para temperaturas
maiores que a critica da condensagao (1" > T.), temos a Eq.1.16 para o perfil de densi-
dade da nuvem. Para 7' = 0 a densidade da nuvem atomica é descrita através do perfil
corespondente a funcao teste da secao anterior. No nosso caso, porém, estamos em um
regime intermediario (0 < 7" < T.) onde o perfil de densidade da nuvem parcialmente

condensada pode ser descrito pela soma dessas duas contribuigoes:

2 2 .2 22
n(w,y,z) = o (1 - % - ;Z ,0) tipe e (1.19)
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A notagao (a(z,y, z),0) no primeiro termo da equacao 1.19 substitui a fungao de Heaviside
e implica que esse termo é nulo a partir dos pontos onde «(z,y,z) = 0. A imagem de
absorcao corresponderd a integral da expressao acima ao longo da direcao do feixe de
prova. Teremos que ajustar a essa imagem um perfil bimodal, cujos parametros estarao
relacionados com as dimensoes (R;, o) e valores de pico (729, nr) da densidade acima. O
nimero total de &tomos em ambas as nuvens, condensada e térmica, sao obtidos através da
integracao espacial do perfil da 1.19, a qual fornecerd as expressoes: Ny = 87/157y R, R?

2

e Nr = 27/, 0* a partir das quais nos calculamos Nyo/N. A fragdo condensada medida

estd relacionada com a temperatura aproximadamente pela equagao 1.20:

% - (%)3 (1.20)

Apesar da densidade da nuvem térmica depender da funcao de Bose, nas equagoes acima
restringimos o perfil ao primeiro termo dessa funcao. O decaimento do perfil térmico
continua sendo bem descrito pela exponencial desse termo, a qual depende do parametro
ajustavel o. Dessa forma podemos extrair a temperatura também através do ajuste das
asas da gaussiana térmica (essa distribuigao distinta do perfil da densidade das nuvens é
uma das vantagens dos gases de Bose aprisionados, tornando possivel diferencia-las).
Uma observagao deve ser feita a respeito do fato de nossas imagens corresponderem a
uma nuvem condensada expandida. Assim para recuperarmos as dimensoes in situ ado-
tamos uma teoria de expansao simplificada (expansdo balistica) que ndo necessariamente
corresponde as condigoes reais, na medida que despreza possiveis efeitos das colisdes nos
instantes iniciais (que poderiam trazer assimetrias na expansao) além de efeitos de campos

remanescentes apos o desligamento da armadilha.
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Figura 1.1 — Expansao da nuvem condensada
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Figura 1.2 — Imagem de absorcao obtida ap6s 15 ms de expansao.
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2 Segundo Capitulo
Desenvolvimento de modelo para correcao

devido a temperatura finita

2.1 Modelo de Temperatura Finita

2.1.1 Introducao

A grande maioria dos experimentos envolvendo condensados de Bose-Einstein baseia-
se na teoria de GP (13,15,17), a qual consiste em uma aproximagao de campo médio
que considera todos os atomos no estado condensado. O operador de campo é aproxi-
mado por um campo classico (quebra da simetria de Gauge) o qual descreve a nuvem do
condensado a T' = 0. Apesar dessa teoria funcionar razoavelmente bem para descrever
muitos dos resultados experimentais (13,15), verificam-se desvios nas freqiiéncias dos mo-
dos coletivos do condensado, assim como o amortecimento das oscilacoes desses modos os
quais nao podem ser explicados tendo como base esse formalismo. Além disso, resultados
experimentais a respeito da dependéncia com a temperatura do nimero de a&tomos no
condensado, assim como a variacao das dimensoes da nuvem condensada s6 podem ser
explicados com a extensao dessa teoria para além do regime 7' = 0. Isso pode ser feito
através da aproximagao de Bogoliubov (17,18), teoria microscopica na qual o operador de
campo é constituido por um campo classico, associado aos dtomos do condensado, além
de um operador criacao de bosons em estados excitados. A partir dessa etapa, diversas

teorias de campo médio surgem de acordo com a aproximacao utilizada no desenvolvi-
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mento da equacao de Heisenberg que descreve a evolugdo do operador de campo (18).
Dentre essas teorias temos a de HF na sua versao semi-classica. Considerando a situacao
estacionaria para HF, obtemos um sistema auto-consistente constituido pelas densidades
da nuvem térmica e condensada.

O primeiro problema abordado foi justificar os resultados experimentais referentes a
medida das dimensoes da nuvem condensada em diferentes temperaturas. Os dados ex-
perimentais ndo puderam ser explicados por meio da aproximagao Thomas Fermi (TF) da
GPE, equacao que se aplica para o regime de 7' = 0. Apesar de TF valer relativamente
bem para nossa amostra de aproximadamente 1 — 2 x 10° atomos condensados, o prob-
lema deve-se ao fato de termos desconsiderado a interacao dos atomos térmicos com os do
condensado, a qual atribuimos ser a responsavel pelo comportamento dos dados experi-
mentais, principalmente nas proximidades da temperatura critica (7). Tendo como base
essa teoria de temperatura finita, objetivamos explicar os desvios nos dados experimen-
tais do parametro R°/Ny, o qual é relevante dentro da teoria TF para T = 0. Utilizamos
aproximacoes dentro do formalismo de HF que nos permitiu dar um tratamento analitico
para o problema em questao (19). A seguir temos um detalhamento maior do experimento

e o modelo desenvolvido.

2.1.2 Os dados Experimentais

Os detalhes experimentais estdo bem descritos pela referéncia (16). Comegamos com
um condensado de 8 Rb com 5 x 10® atomos no estado hiperfino |2, 2) em uma armadilha
magnética do tipo QUIC (Quadrupole and Ioffe Configuration). O potencial da armadilha
¢ harmonico com freqiiéncias w, = 2m X 23 Hz e wy, = w, = 2w x 211 Hz. Usamos a
evaporagao de radiofreqiiéncia (RF) para obter a degenerescéncia quantica. O ajuste no
valor final da RF desse processo permite o controle da temperatura e conseqiientemente da

fracao de atomos no condensado. As imagens sao realizadas através da técnica de absor¢ao
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na qual um feixe de prova incide sobre a amostra condensada durante a expansao livre
da nuvem. O tempo de vdo, intervalo que vai desde o instante em que a armadilha é
desligada até o laser de prova ser aplicado & amostra, foi de 15 ms. A imagem adquirida
é entao processada através de um ajuste bimodal da distribuicao de densidade da nuvem
(Eq.2.21), cuja expressao advém da integragao do perfil bimodal (Eq.1.19) ao longo do

eixo do feixe de laser.

4 .732 22 3/2 2?2422
I(I7Z> = /77(957% Z)dy = gﬁORz (1 - ﬁ - ﬁao) + ﬁ,T e 27 (221)

O parametro o corresponde a largura da gaussiana térmica, ng e np correspondem respec-
tivamente aos picos de densidade do condensado e nuvem térmica enquanto que R; (i—z )
corresponde ao raio da nuvem condensada.

Duas observagoes devem ser feitas a respeito da nossa imagem de absor¢ao. A primeira
delas refere-se ao angulo de incidéncia de 45° graus que o feixe de prova faz em relagao
ao eixo de simetria da amostra condensada, conforme esquematizado na figura A.31. Isso
faz com que tenhamos que assumir uma correcao adicional nas dimensoes extraidas, a
qual possibilitou obtermos os valores corretos para o limite assintotico correspondente
a constante TF (vide apéndice E). A outra observagao trata do fato de nossas imagens
corresponderem a nuvem condensada expandida, enquanto que a teoria desenvolvida no
trabalho prevé as dimensoes in situ. Para considerarmos a conexao com os resultados ex-
perimentais utilizamos uma teoria de expansao comumente empregada pela comunidade
cientifica (20). Trata-se de uma teoria que se baseia no tratamento hidrodinamico da GPE
(Eq.1.9 e Eq.1.10). Nela considera-se que, durante a expansao, a densidade da nuvem con-
densada mantém seu perfil paraboélico. Assim a cada instante o raio da nuvem é reescalado
por um fator que s6 depende do tempo de expansao e dos parametros da armadilha mag-
nética (Eq.1.13). O emprego dessa teoria de expansao, desenvolvida inicialmente para
tratar do caso T' = 0, deveu-se ao fato de nao termos um sistema fechado de equagcoes
quando empregamos a aproximacao HF para descrever a dinamica das nuvens (18). A

validade para o emprego dessa teoria de expansao sera esclarecida adiante.
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2.1.3 A teoria T'= 0 e dados experimentais

Temos a seguir uma breve descricao do modelo TF para 7' = 0 além da previsao desse
modelo para os resultados experimentais. Um condensado de Bose-Einstein a temperatura

zero é descrito pela funcao de onda de particula tnica ¢ a qual satisfaz a GPE:

FLQ
I GV + U] 6 = ) 2.2)
com:
U, — A (2.23)
m

onde V(7) corresponde ao potencial da armadilha, p ao potencial quimico enquanto que
Uy, expresso em termo da secao de choque de espalhamento ag, corresponde ao termo de
primeira ordem da expansao de Born do potencial da interacao. Para nuvens extensas e
densas (sistema fortemente interagente), a lenta variagao espacial da fungao de onda do
condensado permite que possamos desprezar o termo cinético da Eq.2.22 frente aos demais
(potencial externo e da interagdo), reduzindo a ultima a uma equagcao algébrica, da qual o
perfil de densidade da nuvem condensada é facilmente extraido (Eq.2.24). Lembrando que
o fato de termos um condensado, o qual relaciona-se aos atomos no estado fundamental,
nao implica que teremos momento nulo. Na verdade as flutuacoes quanticas nesse sistema

é que permite definimos ainda o termo cinético.

o) = () = L= 220

Considerando um potencial harmonico isotropico V (7) = %TTLCUQT’Q, temos que a densidade

corresponde a uma parabola invertida, em cujos limites R vale a relacao:
p="V(R) (2.25)

Impondo a condi¢ao de normalizacao (Eq.2.26) encontramos a expressao para o potencial
quimico, a qual, associada a condigdo de contorno (Eq.2.25), permite expressarmos o

parametro R°/Ny (Eq.2.27), que serd o alvo de investigagao desse trabalho.

/|w(f’)|2d3*= /no(f’)d3F: N, (2.26)
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B _15 0,
Ny 41 mw?

—C (2.27)

Para o caso particular da teoria TF, esse ultimo corresponde a uma constante que
s6 depende dos parametros atomicos e dos da armadilha. De acordo com o modelo de
expansao (20), considerando a Eq.1.13, deduzida para A << 1, além da considerac¢ao da
média geométrica do raio da nuvem (R = (R%Rz)l/‘g), ap6s um intervalo de tempo ¢ essa

constante apresentara o seguinte valor:

5/3
Cror = ([1 + X (rarctan T — In V1 + 72)]V1 + 7'22) C (2.28)

onde a anisotropia da armadilha é definida pelo parametro A = w, /w, e T esta relacionado

ao tempo de expansao através de 7 = tw,. Na expressao 2.27 substituimos w por w =

(wpw?)Y3 a fim de compararmos as previsdes do modelo TF com os nossos resultados

experimentais.

35 T T T T T T T T
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Figura 2.3 — Resultados experimentais para a razao R°/Ny como funcio da fracio condensada.
A linha tracejada mostra as previsoes do modelo T = 0 para 0s nossos parametros
experimentais.

O grafico (Fig.2.3) corresponde & dependéncia da quantidade R®/Ny com a fragao
de atomos condensados. Vemos que os dados mostram a tendéncia para a constante
TF a medida que Ny/N se aproxima de 1 com T tendendo a zero. Porém se afasta

gradativamente desta a medida que nos aproximamos da temperatura critica. Esse tltimo
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fato nos fez associar a influéncia dos 4tomos da nuvem térmica sobre os do condensado

como o fator responsavel pelo desvio nos dados experimentais.

2.1.4 Modelos de Temperatura Finita

Partimos entao para o desenvolvimento de modelos para incluir a influéncia dos &tomos
térmicos. Inicialmente adicionamos um potencial repulsivo referente & nuvem térmica na
GPE. Em seguida, tendo como base as teorias de temperatura finita, partimos para o

desenvolvimento de um modelo que superasse as deficiéncias do primeiro.
Modelo Simples : extensao de Thomas — Fermi

Para considerar a interacao dos dtomos térmicos com os dtomos do condensado in-
cluimos na GPE um potencial proporcional a densidade dos dtomos térmicos 2Ugnr (7).
Nesse ultimo consideramos espalhamento por onda-s, ja que ainda estamos em um regime
de baixa temperatura. O fator dois advém do termo de troca, o qual deve ser considerado
pelo fato de termos mais de um estado quantico disponivel.

p— V()

no(ﬂ + QHT(F) = UO

(2.29)

Utilizando novamente a aproximacao TF, isto ¢, desprezado o termo cinético, obtemos
a Eq. 2.29, que foi integrada em todo espaco. A relagao obtida foi arranjada para

expressarmos o parametro R°/Ny como fungio da fragio de atomos condensados:




42

Ja da Eq.2.30 vemos que esse parametro tende para a constante apropriada quando No/N
tende a unidade, além de aumentar com a diminuicao dessa fragao. Na (Fig.2.4) temos a

previsao desse modelo juntamente com os resultados experimentais.

80 T T T T T T

R%/Ng ( um®)x 103

Figura 2.4 — Nossos resultados experimentais junto com os resultados calculados através do
modelo simples descrito no texto.

Conforme se observa na Fig.2.4, o modelo superestimou a curva experimental. Dentre
as razoes para a discordancia podemos destacar o fato de que todos os atomos da nuvem
térmica foram incluidos nesse potencial repulsivo. Porém a nuvem térmica é mais extensa
que a do condensado na armadilha, de forma que nao serao todos os &tomos térmicos que
deverao fazer parte desse potencial. Além disso, nessas consideracoes incluimos a influén-
cia dos atomos térmicos sobre os do condensado, porém a reciproca nao foi estabelecida.
Na proxima secao desenvolveremos um modelo em que consideramos a influéncia mutua

entre as nuvens térmica e condensada.

Modelo Hartree-Fock Analitico (HFA)
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A influéncia mitua entre as nuvens é considerada no modelo HF de temperatura finita
(17,18). Conforme ressaltado na introdugao, iremos nos basear na sua versao semicléassica
(kgT > hw). Sendo assim as densidades da nuvem térmica e condensada sao obtidas pela

resolucao do sistema autoconsistente:

1= V() — 2Ugny (7)

no(r) = i © (u — V(7) = 2Uonr (7)) (2.31)
0
1 V(M) +2Ugnp (7)+2Ugng (7) —p
() = o (¢ e (2.32)
T

onde ng e ny correspondem a distribuicao de densidade das nuvens térmica e condensada,
© ¢é a fungao de Heaviside, A\ = \/h?/2rmkpT o comprimento de onda de de Broglie e

g3/2 a fungao de Bose:

g32(z) = Z # (2.33)

n=1

Os atomos térmicos estao sujeitos a um potencial efetivo dado por:
Verf (1) = V() + 2Ugnp (1) + 2Ugno(7) (2.34)

Juntamente com a condicao de normalizacao Eq.2.35, esse sistema s6 podera ser resolvido

numericamente.

/ () + np (M7 = N (2.35)

Com o intuito de continuar a dar um tratamento analitico ao problema consideramos
algumas simplificacoes nessa teoria. A primeira delas consistiu em desprezarmos a in-
teracao entre atomos térmicos, dada a sua baixa densidade. Porém mantivemos o termo
do potencial repulsivo do condensado no potencial efetivo dado pela Eq.2.34. O préximo
passo foi assumir a existéncia de um balanco quantitativo entre o potencial quimico e
esse potencial repulsivo devido ao condensado, mantido na equacao do potencial efetivo
(2Ugno(7) ~ p). Fisicamente esse procedimento equivale a aproximar o perfil do con-
densado por uma distribuicdo homogénea. Adotando essas aproximacoes obtemos uma

expressao simplificada para Eq.2.32:

1
() = grosa(e” ) (2.36)
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Adotando novamente um potencial harmonico isotropico, a integracao das equacoes
(2.31) e (2.36), juntamente com a condigdo de conservac¢ao do ntimero nos permite deter-

minar o potencial quimico:

3 NUO 27 2 2 Uo(C()f(R/O') + Cl)T3
_ _ 9.
= [ 7 + £ W R I , (2.37)
onde:
4 (kg\’ ks \® 2kpT
_ _ iz — 9.
0 VT (hw) ’ ¢ =((3) (hw) ’ ¢ ? mw? (2:38)

e a fungdo Zeta de Riemann ((3) = 1.202. Essa expressao contém o termo correspondente
a T = 0 juntamente com a correcao devido a temperatura finita, a qual depende da
fracao de atomos condensados através de 7', além da razao entre a dimensoes das nuvens
condensada e térmica R/o por meio de f(R/o).

Para determinar R faremos o uso das condi¢oes de contorno:

no(R) = 0 =y — V(R) — 2Uynz(R) = 0 (2.39)
Teremos entao:
R’ = 1—5L02 [N = (cof(R/o) + c1 + cag(R]0))T?] (2.40)
41 mw

com:

Cy = % (%)3 (2.41)

Usando a expressao para gases ideais aprisionados que relaciona a temperatura com a

fragdo de atomos condensados (21), a Eq.2.40 pode ser reescrita:

1— % (%)3(1 —r)T?

B 15 U 1

— = 2.42
Ny  4dmmw?r ( )

com r = Ny/N. Substituindo o valor da temperatura critica (7,) pelo valor previsto para

gases ideais aprisionados teremos:

RS 15 Uy 1
—~— -1 —-0.83F(R 1-— 2.4
¥ | (R/o)(1 1) (243

A expressao Eq.2.43 pode ser escrita de maneira simplificada:

%Z _ % 1+ Py(1 — ) (2.44)
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com P, = Cror e Py = —0.83 F(R/o). Novamente para T = 0 a Eq.2.43 corresponde
exatamente ao parametro TF. A correcao para T # 0 é similar a da Eq.2.37, com a adi¢ao
da g(R/c). Combinamos esses termos em F(R/o) = ¢of(R/0) + ¢1 + cag(R/0), cuja

dependéncia em um amplo intervalo da razao R/o é mostrada na Fig.2.5.
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Figura 2.5 — Comportamento da funcao F(R/o) com a razdo R/o entre a dimensio do conden-
sado pela da nuvem térmica.

A Eq.2.44 foi utilizada para ajustar os pontos experimentais. Apesar do modelo ser
desenvolvido para prever as dimensoes da nuvem in situ, ele também é aplicavel para
a nuvem expandida. A informacao devido a expansao estd contida no parametro P, o
qual é proporcional & constante C, de acordo com o modelo de expansao desenvolvido
nas referéncias (14,20). Na Fig.2.6 temos os resultados experimentais juntamente com as
previsoes do modelo. Nesse caso P; = 3900 e P, = —0.49 £ 0.05. O parametro P, foi
fixado no valor assintotico Cropr obtido por meio da Eq.2.28 enquanto que Ps foi obtido
pelo ajuste dos dados usando o método dos minimos quadrados. O valor desse tltimo
parametro, porém, pode também ser justificado. Para obter P, é necessario calcular a
amplitude F(R/c) para R/o in situ. Usando os dados experimentais e o fato de que
Oin situ = Oror/trorw (14), o valor de oy, s, é determinado para situagao desejada.
Também para Rj, siw 0 modelo de expansdo (14) foi aplicado, possibilitando extrai-lo

das imagens expandidas. Considerando separadamente os resultados para as direcoes x
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Figura 2.6 — Resultados experimentais (pontos) junto com a curva correspondente ao modelo
Hartree-Fock Analitico (HFA) (linha cheia) ajustado conforme explicado no texto.

e z, obtivemos [R/0]in situ dentro do intervalo [0.8, 1.2]. Este intervalo ¢ mostrado entre
as linhas tracejadas na Fig.2.5. Nesse intervalo o valor médio da fun¢ao F(R/o) é 0.6.
Este valor, juntamente com a definicao para Ps, leva a P, ~ —0.5, que esta relativamente
proximo do melhor ajuste com os pontos experimentais.

A explicagao para a concordancia do modelo em ambos os regimes de temperatura,
proximo e distante de T, se deve ao fato da equivaléncia assumida entre p e o potencial
repulsivo ser valida nao s6 para a regiao longe de 7., onde a aproximacgao de campo ho-
mogéneo devido ao condensado é mais razoavel, mas também para regiao proxima a 7,
j& que nesse ponto a densidade do condensado é muito baixa permitindo que ambos, o
potencial quimico e potencial repulsivo, possam ser desconsiderados. Essa aproximacao
transforma o sistema dado pelas equacoes Eq.2.31 e Eq.2.32 em um sistema solavel ana-
liticamente. Porém deve-se ressaltar que com as simplificacoes adotadas obtivemos um
perfil gaussiano para a nuvem térmica. Quando consideramos o tratamento numérico do
sistema autoconsistente, porém, observa-se a existéncia de picos no perfil dos térmicos na
regiao das bordas do condensado (18,22). Porém essa modificagdo na densidade tende a
ser menos significativa quando tratamos de nuvens maiores e mais densas.

O fato de nao utilizarmos imagens in situ da nuvem condensada fez com que neces-
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sitdssemos de um modelo adicional de expansao para que pudéssemos fazer a conexao
entre os resultados experimentais e as previsoes do modelo desenvolvido. A justificativa
para o uso desse modelo de expansao se baseia no fato de considerarmos que a maior
influéncia da interacao muatua ocorre na armadilha. Assim a explicacao para o desvio nos
resultados experimentais seria dada por um modelo que explicasse a configuracao in situ.
Entretanto nao desconsideramos a importancia do desenvolvimento de modelos que in-
cluam a interagao mutua mesmo durante a expansao das nuvens. Porém acreditamos que

esse deva ser um efeito secundario nos resultados experimentais obtidos.

2.2 Calculo Numeérico Auto-Consistente

2.2.1 Full Hartree-Fock (FHF) e Previsoes do Modelo HFA

Inicialmente com as equagoes do nosso modelo (Eq.2.31 e Eq.2.36), calculamos nu-
mericamente a variacao das dimensoes e nimero de atomos da nuvem condensada devido
a temperatura. Na etapa anterior utilizamos o valor experimental médio da razao entre
as dimensoes das nuvens térmica e condensada para que pudéssemos determinar a relacao
R® /Ny diretamente das equagoes do modelo. Para o caso da simulagao numérica, porém,
comecamos com 7' = 0, fixando um valor inicial para o niimero total de atomos e calcu-
lando o correspondente raio TF. Partindo desse valor inicial para o raio, incrementamos
o valor da temperatura, calculamos o (Eq.2.38) e utilizamos a expressao Eq.2.40 para
determinarmos o valor do raio, o qual sera recalculado até a convergéncia ser atingida. O
raio inicial da proxima etapa, a qual se inicia com um novo valor de temperatura, consiste

no valor final calculado na anterior. Os resultados obtidos para o raio do condensado para



48

diferentes valores de temperatura encontram-se a seguir (Fig.2.7), assim como o respectivo
raio TF calculado através do nimero total de atomos condensados correspondente a cada
temperatura. Vale lembrar que no modelo HFA desenvolvido a variagao de No/N com T
obedece a equacao para gases ideais aprisionados, conforme foi confirmado na simulagao

(Fig.2.8).

e h 4
o 27 T
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m  Raio TF (FHF)
. ® Raio FHF |
A Raio TF (HFA)
0 v Raio HFA
e A
T T T T T T T
0 100 200 300

Temperatura (nK)

Figura 2.7 — Simulacao numérica: raio da nuvem condensada vs temperatura para cada um dos
modelos.

Da mesma forma resolvemos numericamente o sistema acoplado de equagoes (Eq.2.31
e Eq.2.32). Iniciamos em 7" = 0 assumindo um perfil TF para a nuvem condensada,
dado um numero total fixo de Atomos. Partindo desse valor inicial, a cada etapa em que
incrementamos o valor da temperatura, recalculamos as densidades térmicas e condensada.
O perfil de densidade do proximo ciclo corresponde ao valor final do ciclo anterior, e
a condicao para o término de um ciclo se atrela a convergéncia no valor do potencial
quimico. Os resultados desse calculo para R vs T, com a aproximacao TF respectiva,
além de Ny vs T' encontram-se respectivamente na Fig.2.7 e Fig.2.8.

Vemos que em ambos os casos as previsoes do FHF encontram-se abaixo do valor
previsto por nosso modelo, isto é, obtivemos no FHF um valor menor para o raio que se
atrela ao fato da deplecao do condensado ser maior para uma dada temperatura. No mod-
elo HFA desenvolvido temos uma deplecao que assume valor intermediario entre aquela

correspondente ao caso de um gas de Bose interagente homogéneo e aquela de um gas in-
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teragente aprisionado, na situagao onde temos pouca sobreposicao entre as nuvens térmica
e condensada (23). No primeiro caso, dada certa T' < T, a deple¢ao menor do condensado
em relagao ao caso ideal se deve ao fato da interacao térmico-condensado ser bastante in-
tensa. Como o termo de troca magnifica essas interagoes de contato em relacao ao caso
da interacao entre atomos do estado fundamental, é energeticamente favorével que ocorra
a deplecao da ocupacao dos estados excitados. J& para o caso aprisionado onde temos
a nuvem térmica com extensao maior, e portanto bem mais diluida quando comparada
ao condensado, as interacoes térmico-condensado sao bem menos freqiientes quando com-
paradas as que ocorrem entre os atomos condensados, sendo energeticamente favoravel

para os atomos ocuparem os primeiros estados excitados do sistema. A seguir (Fig.2.10)

T T T T T T T T T T T T T T
1,0 i
m N FHF
° N0 HFA
0,8 i
064 i
z
Z 044 -
024 i
L)
0,04 i
T T T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350

Temperatura (nK)

Figura 2.8 — Simulac¢do numérica: variacao do niimero de dtomos condensados com a temperatura

temos a previsao para o valor in situ de R° /Ny vs Ny/N para o modelo desenvolvido além
das previsoes TF e do FHF.

Podemos concluir que, diferentemente do que ocorreu quando tentamos justificar os
resultados experimentais com a utilizagao do nosso modelo, nao conseguiriamos explica-
los utilizando o FHF associado ao modelo de expansao empregado (20) anteriormente, o
qual simplesmente deslocaria as curvas por um valor constante, independentemente da

temperatura.
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Figura 2.9 — Simulagdo numérica: raio da nuvem vs fragao condensada para cada um dos modelos
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Figura 2.10 — Simulacdo numérica: R°/Ny in situ vs fracdo condensada

2.2.2 Problemas com a Conexao das Teorias: a expansao do con-

densado

Nosso modelo se baseou na aproximacao semicléssica da teoria de HF para prever

a condicao das nuvens in situ. Para fazer a conexao com os experimentos utilizamos
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uma teoria hidrodinamica de expansao que utiliza a configuracao inicial para prever as
dimensoes da nuvem condensada expandida, as quais diferenciam-se da inicial por um
fator multiplicativo que evolui segundo equagoes hidrodinamicas. Para nuvem térmica
utilizamos a expansao balistica. Dessa forma desconsideramos as interagoes miutuas na
expansao das nuvens, as quais evoluiram independentemente dada a condicao inicial de
equilibrio, essa sim estabelecida considerando essas interacgoes.

Na literatura (24), porém, ressalta-se a necessidade de levar em conta a influéncia
dos atomos térmicos na expansao. Estima-se (24) que a nuvem térmica “comprimiria”
a condensada in situ, tendo como base o perfil de densidade obtido através do célculo
numeérico do FHF. A presenca de “ombros” no perfil da nuvem térmica proximo as bordas
do condensado seria responsavel por essa compressao, a qual aumentaria a energia de
interacao repulsiva no condensado, refletindo-se em uma maior velocidade de expansao.
Essa seria uma possivel explicacao para o resultado experimental do aumento da razao
R®/Ny com a aproximacao de T,.

Muitos autores ja resolveram o sistema acoplado do FHF (25, 26,22) e fizeram pre-
visoes com essa teoria, comparando os seus resultados com modelos de gés ideal e semi-
interagente (25) (o qual considera apenas a influéncia dos dtomos condensados nos térmi-
cos através do deslocamento do potencial quimico - o perfil do condensado permanecendo
o TF do caso do géas térmico ideal). Dentre os resultados previstos por esses autores
estao a fracao de atomos no condensado como funcao da temperatura, raio quadrético
médio ( 7.m.s.) tanto da nuvem condensada quanto da térmica, energia de expansao da
nuvem térmica além de algumas propriedades termodinamicas do sistema (25,26). Porém
o grande problema consiste na conexao desses célculos tedricos com os resultados experi-
mentais, os quais baseiam-se, em sua grande maioria, na analise das imagens de absorcao
da nuvem condensada expandida. Como a aproximacao de HF nao descreve a dinamica
das duas nuvens, o método empregado pelos autores para caracterizar a expansao térmica
e condensada consiste nos métodos convencionais empregados por nos nesse trabalho.
Dessa forma uma teoria alternativa a FHF deveria ser desenvolvida para possibilitar a

comparac¢ao com os dados experimentais.
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Conforme observado nos resultados da secao anterior, se empregarmos as previsoes do
modelo FHF associadas ao modelo de expansao utilizado por nés nesse trabalho, nao con-
seguiriamos justificar os nossos resultados experimentais. Dessa forma nos encontramos
no seguinte impasse: ou a HF nao estd correta ou o modelo de expansao comumente
empregado pela comunidade cientifica nao seria apropriado para descrever a dinamica
da nuvem parcialmente condensada. Nesse ponto vale ressaltar que, segundo alguns au-
tores, o modelo HF apresenta séria inconsisténcia devido ao fato de nessa aproximacao
desprezarmos a densidade andmala. Essa ultima estaria relacionada a quebra da simetria
original do sistema devido & ocorréncia da condensacao (27), sendo inclusive uma forma
alternativa de representar esse processo.

Na proxima etapa consideraremos um calculo variacional, baseado ainda nas aproxi-
macoes adotadas no nosso modelo, mas que inclua a influéncia os &tomos térmicos também
durante a expansao.

Finalmente exploraremos alguns aspectos de modelos alternativos ao HF e a teoria de
expansao hidrodinamica, os quais visamos empregar futuramente para reinterpretarmos

os nossos resultados experimentais.

2.3 Método Variacional

Conforme elucidado na se¢ao anterior, em nosso modelo utilizamos uma teoria de
temperatura finita, que considera a interagao mutua das nuvens durante o estabelecimento
da configuragao na armadilha, associada a uma teoria de temperatura zero, que despreza
essa interacao na expansao. Uma das formas encontradas para considerar a interacao
em ambos os casos foi através de um calculo variacional, tendo como base algumas das

aproximacoes feitas no nosso modelo inicial.

Comecamos determinando a densidade Lagrangiana do sistema (Eq.A.64), onde a ex-



53

pressao para o potencial repulsivo dos térmicos foi adicionada. Para o calculo da configu-
racao de equilibrio e expansao do condensado utilizamos as equagoes de Euler que regem
a evolugao das dimensdes da nuvem (Eq.A.66 e Eq.A.67), deduzidas a partir da mini-
mizacao da Lagrangiana. Os &tomos térmicos foram tratados de maneira independente

na expansao, apesar de termos incluido sua influéncia sobre a expansao do condensado.

2.3.1 Modelo Variacional para Expansao

Resumidamente, no método variacional substituimos na expressao da densidade La-
grangiana do sistema (Eq.A.64) uma func¢ao de onda teste (Eq.A.50), a qual representa
o condensado. A expressao que utilizamos para essa funcao é gaussiana, com diversos
parametros. Vale lembrar que a densidade Lagrangiana, quando integrada no tempo e
espago, nos fornece a Agao (Eq.A.51), grandeza que quando minimizada com respeito a
funcao de onda 1 nos leva a equacao de GPE generalizada, o qual rege a evolucao da
funcao de onda ¢ do estado fundamental. Para maiores esclarecimentos sobre o método
e as equagoes derivadas com a utilizagao dele vide os apéndices A e B. Realizamos en-
tdo uma série de simulagdes numéricas com base nas equagoes encontradas (Eq.A.66 e
Eq.A.67). Inicialmente resolvemos o sistema sem atomos térmicos (caso C). Depois os
incluimos apenas na condi¢ao inicial (caso B). Finalmente colocamos os atomos térmicos

influenciando também na expansio do condensado (caso A).
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2.3.2 Resultados Método Variacional
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Figura 2.11 — Raio da configuragdo de equilibrio vs temperatura e comparagdo entre os valores
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Figura 2.13 — Evolugdo das dimensdes da nuvem condensada liberada de armadilha isotrépica
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Figura 2.14 — Evolucao das dimensoes da nuvem condensada liberada de armadilha com simetria
axial para diferentes valores de temperatura da amostra e a média geométrica

desses resultados.

Na configuragao de equilibrio a contribuicao dos atomos térmicos foi aumentar as

dimensoes da nuvem condensada, resultado previsto também por nosso modelo HFA

(Fig.2.11). Uma pequena diferenca nos valores absolutos dos raios do variacional em

relacao aos raios previstos no HFA se deve ao fato de termos utilizado uma funcao teste

gaussiana no primeiro caso. Para converter a largura quadratica média em raio utilizamos

o fator de conversao (equagoes A.61 , A.62 e A.63). Como no método variacional consid-
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eramos o termo cinético, esse poderd ser a causa de termos esse ligeiro deslocamento em

relacao aos resultados do modelo, no qual empregamos a aproximagao TF.

Realizamos também (Fig.2.12) a comparagao entre a expansao com o método varia-
cional, onde consideramos os térmicos na condigao inicial e na expansao, com aquela
obtida com a condicao inicial prevista por nosso modelo associada a expansao hidrod-
inamica. Essa anélise foi repetida para diversas temperaturas. Vemos que ocorreu maior
discordancia entre esses resultados quando comparamos as regioes extremas de temper-
atura. A explicacao pode ser dada com base na funcao teste gaussiana assumida no
método variacional, a qual nao seria adequada para descrever o condensado em temperat-
uras mais baixas. Ja para temperaturas proximas a critica, a aproximacao TF é que nao
seria adequada. Para os regimes de temperatura intermedidrios vemos que as previsoes
dos dois modelos para descrever a influéncia dos térmicos coincidem razoavelmente, nos
permitindo concluir que, desde que corrigissemos a condic¢ao inicial, as aproximagoes re-
alizadas no modelo sao boas.

Uma observacao que pode ser feita com respeito aos resultados mostrados corresponde
a expansao menos acelerada da nuvem condensada com o aumento da temperatura. Uma
possivel explicagao seria a de que o fator determinante na expansao seria a energia da in-
teracao repulsiva entre os &tomos do condensado. Assim, devido a deplecao do condensado
com o aumento da temperatura, essa energia disponivel para expansao seria drasticamente
reduzida.

Analisamos entdo os resultados do método variacional (Fig.2.13) nas situagoes A e
B descritas anteriormente. Comparando as situagoes com térmicos na condigao inicial
(casos A e B), vemos que quando colocamos a interagdo também durante a expansido
as dimensoes da nuvem condensada apresentam um ligeiro aumento em relacao ao caso
sem essa interacao. Concluimos que esse potencial repulsivo dos térmicos contribui para
expansao mais acelerada da nuvem condensada.

Em (Fig.2.14) temos a anélise feita considerando a simetria axial da armadilha e
tratando separadamente cada direcao. Esse tratamento individualizado para cada direcao

é possivel de ser feito através desse método variacional. No modelo HFA desenvolvido,
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porém, nao conseguimos individualizar as dire¢oes, motivo pelo qual tratamos a situacao
isotropica e comparamos com a média geométrica dos resultados experimentais. Esse
tratamento variacional axial permite confirmar a validade do emprego da comparacao
entre média geométrica e condensado isotropico além de analisar como as interagoes com
os térmicos se modificam com o grau de confinamento da armadilha. Verificamos que na
direcdo radial (mais confinada) obtivemos comportamento semelhante ao caso isotropico.
Para a direcao axial, porém, praticamente nao houve distin¢ao entre as curvas correspon-
dentes aos resultados do caso A e B. Devido ao fato da nuvem térmica estar mais estendida
nessa direcao menos confinante, o contato com a parte condensada na armadilha é menor
e a influencia dos atomos térmicos na condi¢ao inicial e expansao fica drasticamente re-
duzida. Vale ressaltar que quando tomamos a média geométrica desses resultados, para
cada uma das temperaturas, o comportamento final das curvas se assemelha ao caso do
condensado isotropico considerado anteriormente (Fig.2.14), a medida que prevalece a

influéncia dos térmicos na direcao radial.

2.4 Conclusao e Perspectivas para analise da temper-

atura finita

De acordo com a teoria de TF (T = 0), o valor para a razio R°/Ny deveria ser uma
constante. Nos experimentos, porém, observamos desvios dessa constante proximo de T,
que nos levou a associa-los aos &tomos térmicos. Para contabilizar esse efeito, um potencial
repulsivo foi adicionado na expressao para densidade TF, o qual superestimou o efeito da
nuvem térmica. Partimos entao para um modelo mais elaborado de temperatura finita,
adotando algumas simplificagoes para continuar com o tratamento analitico. Os resultados

experimentais foram previstos por esse modelo com acordo razoavel. Assumimos que
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os efeitos da nuvem térmica seriam importantes durante o estabelecimento da condicao
de equilibrio inicial na armadilha. Durante a expansao, porém, devido a diluicao da
densidade das nuvens, a essas foi dado um tratamento independente: a nuvem térmica
expandindo balisticamente e a do condensado segundo equagoes baseadas num tratamento

hidrodinamico.

As aproximacgoes envolvidas na derivagao da HF a tornam incapaz de descrever a
dinamica das nuvens. Para a nuvem condensada a GPE generalizada segundo HF (Eq.1.6)
consiste apenas no acréscimo de um campo médio referente ao potencial dos atomos da
nuvem térmica. Quando empregarmos HF para descrever a dinamica dos &tomos térmicos,
porém, obtemos como solu¢ao uma nuvem térmica estacionaria. A impossibilidade de se
obter um sistema fechado de equacgoes é que torna essa teoria incompleta para evoluir

temporalmente as nuvens térmica e condensada.

Uma alternativa para descrever a dinamica das nuvens seria utilizar o formalismo
desenvolvido por Zaremba, Nikuni e Griffin (ZNG) (28). A ZNG consiste em uma aprox-
imacao de campo médio que vai além de HF e que vem sendo empregada para descrever
a dinamica do sistema nuvem térmica-condensada. Nela o condensado continua sendo
descrito pela GPE generalizada, porém com a inclusao adicional de um termo dissipativo.
A nuvem térmica é descrita por uma equagao derivada da cinética dos gases (equagao de

Boltzmann) adaptada para esse regime de temperatura abaixo da critica.

Diferentemente da aproximacao de HF, a ZNG possibilita a ocorréncia de flutuagoes
nas densidades térmica e condensada, isto é, as transicoes dos d&tomos entre esses dois
estados, além daquelas entre os estados excitados da nuvem térmica. Esse formalismo
vem sendo empregado para descrever a dinamica de varios tipos de excitagoes (29,30,31),
fornecendo um acordo razoavel com os resultados experimentais. Essas excitagoes, porém,
correspondem a pequenos desvios na situacao de equilibrio do condensado in situ. A ZNG
ainda nao foi empregada para descrever a expansao das nuvens, processo no qual terfamos
uma brusca mudanca entre uma situacao de equilibrio termodinamico, com elevada taxa

de colisoes atomicas, para uma em que essas ultimas cessariam quase que totalmente.

Nesse trabalho empregamos a aproximacao de campo médio denominada HF para
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tentar descrever nosso sistema condensado. Alguns autores, porém, ressaltam problemas
nesse formalismo e apontam uma teoria alternativa , o modelo Hartree-Fock-Bogoliubov
(HFB) (18,32, 33,34), adaptada para descrever os gases aprisionados. Conforme eluci-
dado anteriormente, nao conseguimos descrever a dinamica do nosso sistema através do
formalismo de HF. Além disso, existe uma inconsisténcia nesse formalismo com respeito
a quebra de simetria que ocorre quando temos a ocupacao macroscopica da fase conden-
sada. A chamada densidade andémala, a qual é desprezada no HF, esta relacionada ao
aparecimento da fase condensada, sendo imprescindivel para caracterizar o sistema a tem-
peraturas abaixo da de transicao. A teoria de HFB consiste ainda em uma aproximacao
de campo médio, porém inclui a densidade anémala como uma varidavel adicional a ser
tratada no problema. Uma possibilidade seria reinterpretar nossos resultados experimen-
tais com base nessa nova teoria, a qual apresenta-se mais completa do que a teoria de
HF. As previsdes da HFB para as dimensoes do condensado in situ serviriam inclusive
para determinarmos a validade do emprego das teorias de expansao hidrodinamicas para

tratar esse problema de temperatura finita.
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3 Terceiro Capitulo

Efeitos das Interacoes Dipolares

3.1 Interacoes Dipolares

3.1.1 Aspectos Gerais

As interagoes dipolares sempre despertaram muito interesse pelo seu carater anisotropico
e de longo alcance. Estudos experimentais dessas interacoes sao bem conhecidos para o
caso de moléculas polares (35). No caso de condensados de atomos alcalinos, porém, a
interacao de van de Waals, de curto alcance e isotropica, é o mecanismo de interacao
dominante. A baixas temperaturas esta interacao pode ser descrita por um potencial de
contato cujo tinico parametro significativo corresponde a secao de choque de espalhamento
por onda-s.

Muitos fenomenos interessantes baseados nas interacoes de contato vém sendo es-
tudados. Utilizando a chamada ressonancia de Feshbach, BEC moleculares vém sendo
realizados, assim como a transicaio de um BEC molecular para um gas de Fermi degen-
erado (36,37) e até mesmo a superfluidez vem sendo observada em um géas de Fermi
fortemente interagente (38). Considerando as curvas do potencial de espalhamento dos
diferentes estados moleculares de &tomos em colisao, a ressonancia de Feshbach ocorre com
o deslocamento da posigao relativa dessas curvas devido a campos externos (geralmente
magnéticos). Nesses valores de campo, o processo de espalhamento entre as particulas é
ressonantemente aumentado, levando a modificacoes do espalhamento por onda-s.

Diferentemente do que ocorre com as interacoes de contato, a interacao dipolo-dipolo
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¢ de longo alcance e anisotropica. Nos tultimos anos, especialmente no contexto de
gases quanticos degenerados, as interagoes dipolo-dipolo vém despertando profundo in-
teresse (11). Motivados pelo trabalho tedrico, muitos dos esfor¢os experimentais foram
concentrados para a realizacao de gases quanticos degenerados com uma forte, ou até
mesmo dominante, interacao dipolar. A maioria dos experimentos lidam com moléculas
polares, ji que essas possuem um grande momento dipolar elétrico e, conseqiientemente,
uma forte interagao dipolo-dipolo.

Embora muito progresso tenha sido alcancado (39), ainda nao foi possivel alcangar
a degenerescéncia quantica no gas de moléculas polares. Outra possibilidade seria usar
Atomos com momentos magnéticos maiores, como o cromo (°?Cr). No estado eletronico
fundamental, os &tomos de cromo tém momentos magnéticos da ordem de 65, que é cerca
de 6 vezes maior que o dos atomos alcalinos. Isso faz com que as interagdes magnéticas
no cromo sejam comparaveis as interagoes de contato e possiveis de serem observadas
nos experimentos. Por exemplo, foi previsto que a expansao de um BEC de atomos de
cromo deve depender da orientagdo dos momentos magnéticos (40). Outros fenomenos
dipolares discutidos sao a dependéncia da estabilidade e formato do BEC dipolar com o
formato da armadilha e a orienta¢do dos momentos de dipolo (12,41,42,43), e até mesmo
a possibilidade de novas transigoes de fase quantica (44).

A recente e bem sucedida realizacio do BEC de atomos de cromo (45) possibilitou o

acesso a uma nova classe de experimentos baseadas nas interagoes dipolo-dipolo.

3.1.2 Teoria para descrever o Condensado Dipolar

Considerando um gés de Bose diluido a baixa temperatura, podemos utilizar a aprox-
imagao de Born até primeira ordem para tratar as interacoes entre os atomos. Obtemos
entdo uma expressdo para a interagdo efetiva entre duas particulas (Eq.3.45), onde m

corresponde a massa atomica, as ao comprimento de espalhamento e ¢ denota a funcao
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delta de Dirac.

-
/

Ucontato(f: r ) = 6(F_ 7?) (345)

Como a propria equagao demonstra, trata-se de uma interacao de curto alcance e isotropica,
pois independe do momento das particulas envolvidas. A consideracao dessas interacoes
é crucial para a descricao das propriedades da nuvem condensada, tais como a expansao
livre e os modos de oscilacao da nuvem na armadilha. O potencial advindo dessa interacao

para um gas de Bose aprisionado é dado pela Eq.3.46.

— —
/ /

‘/contato(F) = / Ucontato(F_ r )Tlo(?” )d37ﬁ, = 9”0(7#) (346)

Dada a sua dependéncia com a densidade da nuvem ng, esse potencial associa-se direta-
mente & configuracao da armadilha.

Além dessa interacao de “contato”, uma importante interacao a ser considerada entre
os atomos do condensado consiste nas interacoes dipolares. Trata-se da interacao dipolo-
dipolo entre os momentos de dipolo magnético u associados ao elétron de valéncia dos
dtomos alcalinos. Essa tultima possui propriedades ainda mais interessantes do que a
primeira e seus efeitos tendem a enriquecer ainda mais a fisica do sistema. De acordo
com Eq.3.47, a interacao entre dois dipolos passa de atrativa para repulsiva dependendo
do angulo formado entre a direcao do campo polarizador é e o vetor da distancia relativa

entre os dipolos.

U7, ) = —E08 (1 - u) (3.47

A|r—r!]3
Para obter o potencial dipolar, integramos essa interacao entre pares sobre toda extensao

da nuvem (Eq.3.48).

Via(7) = / U7 — 7)no (7)dPr” (3.48)

Utilizando teoria de perturbacao, isto é, substituindo na integral (Eq.3.48) o perfil de
densidade ng correspondente a nuvem sem as interacoes dipolares na aproximacao TF
(17), podemos determinar aproximadamente o formato desse potencial (46) Fig.3.15, o
qual apresentara seus minimos na direcao do campo polarizador e maximos na direcao

perpendicular a ele. O perfil desse potencial nos permite explicar o alargamento do
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condensado dipolar na direcao de polarizacao, resultado contra-intuitivo se nos basearmos

apenas nas regioes de atragao e repulsao advindas da interacao entre dois dipolos.

PRL 95, 150406 (2005)

Figura 3.15 — Campo médio das intera¢des dipolares

Recentemente foram realizados experimentos que demonstraram os efeitos das inter-
agoes dipolares na expansao de condensados de *2Cr (45,47), cujo momento de dipolo é
da ordem de 6up. Nesses experimentos a interacao dipolar é cerca de 36 vezes maior que
no caso de atomos de 8" Rb, cujo momento de dipolo ¢ aproximadamente 1pup. A seguir
temos as previsoes teédricas juntamente com os resultados experimentais que confirmam
esse efeito das interagoes dipolares sobre o aspect ratio da nuvem do condensado de Cr
Fig.3.16. De acordo com a diregao inicial do campo magnético polarizador, temos uma
diminui¢ao ou aumento do valor assintotico do aspect ratio e do tempo de inversao em re-
lacao ao caso sem as interacoes dipolares, conforme mostra a comparacao das curvas nesse
grafico. O comportamento dessas curvas pode ser explicado com base no campo médio
advindo do potencial dipolar, conforme mostrado anteriormente. O gradiente desse po-
tencial relaciona-se com as dimensoes da nuvem na expansao livre, que serd acelerada na
direcao do campo polarizador, enquanto apresentara desaceleracao na direcao ortogonal
a ele. Quanto a estabilizacao da condicao inicial, temos que o sistema terd sua energia
reduzida caso ocorra a distribui¢cao dos atomos de acordo com os minimos desse potencial.
O quadro da Fig.3.17 ilustra esse alongamento inicial da nuvem, além da sua aceleragao
na direcao do campo polarizador na expansao livre, fatores os quais alteram o tempo de
inversao do aspect ratio.

No artigo onde esses dados foram extraidos, o tratamento tedrico empregado para



64

e

5]

Aspect ratio Ay,

—

e [i,B along y: .ii TE'

@ [i.B along z: =,

il

I

0

PRL 95, 150406 (2005)

S

- 6 >
Time-of-flight [ms|

12 14

Figura 3.16 — Aspect Ratio de um condensado de Cr como fungdo do tempo de expansdo. As
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Dimensao inicial e expandida da nuvem do condensado de Cr para diferentes

polarizacoes dos dipolos

prever esses resultados experimentais consistiu nas equacoes hidrodinamincas dentro da

aproximacao TF. Em nosso trabalho, porém, utilizamos o método variacional, com a

inclusao do potencial dipolar, conforme desenvolvido em (48,49) por You Li et al.
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3.1.3 Estabilidade do condensado dipolar na armadilha

Nesta etapa foi considerado um gas dipolar de 8 Rb polarizado em uma armadilha
magnética com simetria cilindrica (campo de polariza¢ao na diregao axial). Para uma dada
configuragao de freqiiéncias da armadilha magnética, o comprimento de espalhamento
atomico original foi reduzido até o seu valor critico. Esse tltimo corresponde ao valor
limite de as o qual possibilita uma nuvem estiavel na armadilha. A seguir (Fig.3.18)
temos a representacao desse valor critico do comprimento de espalhamento como funcao

da assimetria (\) da armadilha magnética. Esses célculos foram feitos com base no método

1,0 q
0,8 n n

0,6—- dd

0.4
0,2—-
0,0—-
02
_0,4_-

ag(critico) / a,

-0,6

-1,0 ]
1,24 =
-1,4 m-2a

Figura 3.18 — Variacao do comprimento de espalhamento critico as como funcao de A

variacional desenvolvido por (49) (vide o apéndice A para maior esclarecimento sobre esse
método), considerando a solugao do sistema de equagoes correspondentes a condi¢ao inicial
das larguras da nuvem quando em equilibrio na armadilha. Fixada uma anisotropia A
para a armadilha magnética, variamos o comprimento de espalhamento até nao obtermos
mais solucao real para o sistema, condic¢ao a qual corresponde a situacao de instabilidade,

fornecendo o ag critico. Os valores assintoticos da curva correspondem aos previstos pelas
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Tabela 3.1 — Configuragdes da armadilha magnética com simetria axial (w, = wy = wy) com

=3 _ 2
W = wiw,

TRAP wr Wz w Mwz /wr)

1 1300 140 620 0.11
2 890 250 580  0.28
3 480 480 480  1.00
4 530 1400 730 @ 2.60
3 400 2400 730  6.00
6 330 3400 720 10.00
7 280 4000 680 14.00
8 200 4400 560  22.00
9 150 5000 480  33.00

10 100 10000 460 100.00

teorias dipolares, os quais coincidem com —2 agq € aqq (onde aqg = pop®*m/127h*) quando
passamos de uma armadilha de configuracao oblate (A > 1) para uma prolate (A < 1).
Esses valores podem ser extraidos quando consideramos o balanco entre as energias de
interacao dipolar e de contato (calculadas também através do método variacional (46))
como fator determinante da configuracao da nuvem. Essa aproximacao é valida para o
regime de nuvens densas e extensas, onde essas interacoes sao mais importantes, ja que

dependem do niimero de 4&tomos da nuvem condensada.

A variacao do a critico com A nao seria esperada caso nao tivéssemos a interacao
dipolar. A condicao de estabilidade do condensado com as interagoes dipolares depende
fortemente da sua distribuicao de densidade e, conseqiientemente, da configuragao da
armadilha magnética. Essa dependéncia com a armadilha é reduzida para o caso do con-
densado com interagao de contato apenas: para as positivo, o condensado é sempre estavel,
independentemente da assimetria da armadilha, enquanto que, no regime de as negativo,
o fator principal na determinacao da estabilidade da nuvem corresponde ao niimero de

atomos no condensado.
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Semelhantemente ao caso dos valores assintoticos da Fig.3.18, a estabilidade do con-
densado dipolar aprisionado se associa ao balango entre as energias de interacao envolvi-
das. Devido a anisotropia da interagao dipolar podemos ter diferentes valores da energia
advinda dessa interacao dependendo do formato da nuvem polarizada. Considerando a
direcao de polarizacao dos dipolos, caso a nuvem seja prolate teremos a prevaléncia da
atracdo. Desta forma as positivo (potencial de contato repulsivo) seria necessaria para
contrabalancea-la. Por outro lado quando temos uma nuvem oblate, a forca repulsiva
dos dipolos pode inclusive vir a estabilizar o potencial atrativo de uma nuvem com a

negativo. Conforme se observa na curva de a4 critico, para o caso da armadilha oblate,

a = 0.8 a,
T T T T T . | i | . ,
7y prolate : oblate —m—ur-Cl |
: —e—uz-Cl| |
8 : ur - Sl
° ; —v—uz-SlI
EREE | |
= 5
7)) E |
E N
5 44 : |
g :
® .
- . 4
: .
2 - Y |
2 4
/#><o\ i
0 (] (] : ——y .
T T T . | : :
1 2 3 4 5 6

Configuracdo da armadilha

Figura 3.19 — Variacao das dimensoes (u.a. - unidades arbitrarias) da nuvem condensada com a
configuracao armadilha para o caso com (CI) e sem (SI) as interacoes dipolares

valores menores para o comprimento de espalhamento ainda garantem a estabilidade do
condensado dipolar na armadilha (para uma armadilha extremamente oblate as pode as-
sumir o valor minimo de —2 agq).

Na Fig.3.19 encontram-se os valores das larguras in situ versus a configuracao da ar-
madilha (Tabela 3.1) para o caso com e sem as interagoes dipolares, com o comprimento
de espalhamento fixado em 0.8ag (as = aqq), valor minimo que estabilizara o condensado

independentemente da configuracao da armadilha). Verifica-se que a condigao de nuvem
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isotropica (larguras iguais em ambas as dire¢oes) para o caso do condensado dipolar foi
atingida com A > 1, isto é, para armadilha ligeiramente oblate. Isso comprova o fato
do potencial dipolar alongar a nuvem na direcao da polarizacao, sendo necessaria uma

armadilha oblate para contrabalancear essa deformacao.

3.1.4 Expansao de um gas dipolar

Nosso objetivo consiste na determinagao dos efeitos das interagoes dipolares, abrangendo
também a verificagao das possibilidades de se observar esses efeitos nos experimentos en-
volvendo atomos de 8"Rb. Por isso realizamos um estudo dessas influéncias durante a
expansao do condensado, apos ser liberado da armadilha magnética. A seguir temos os
dados referentes as condigoes do experimento:

Tabela 3.2 — Parametros do experimento

87Rb N m(Kg) wr(Hz) wz(Hz) I Eyq

1.0 x 10°  1.443161 x 1073 27 x 207 27 x 23 =~ 1lug 0.007

O parametro Egq (= popu*m/127h%a,) indica a relevancia das interagoes dipolares ja que
consiste basicamente da razao entre a magnitude dessa interacao (Eq.3.47) pela de con-
tato (Eq.3.45). O valor de E4q para o cromo é aproximadamente Ez; ~ 0.16, enquanto
que para o rubidio Egzg =~ 0.007. As influéncias das interagoes dipolares sobre tempo de
inversdo e aspect ratio assintético da nuvem do condensado de atomos de 87 Rb sido infimas,
tornando critica a possibilidade de observacao experimental.

Recentemente vém sendo adotadas técnicas como a da ressonancia de Feshbach (17),
a qual permite a magnificagao da interagao dipolar em relacao a de contato por meio da
reducao do comprimento de espalhamento. Tendo como base a possibilidade de realizacao
dessa técnica, procuramos magnificar os efeitos dipolares (Eyq) através da modificagio dos

parametros atomicos em duas situacoes distintas, as quais serao descritas a seguir.
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Novamente a técnica variacional foi empregada para analisarmos a influéncia das in-
teracdes magnéticas na expansdo do condensado de 8" Rb. Partindo da condicdo inicial
de equilibrio na armadilha, determinada como na secao anterior, as equacoes de evolucao
das larguras da nuvem puderam entdo ser resolvidas numericamente (para melhores es-

clarecimentos sobre o método vide o apéndice A).

3.1.5 Variando i com ay fixado em 100q

Nesse caso as interagoes dipolares foram magnificadas com a incrementacao do mo-

mento dipolar atomico (Tabela 3.3).

Com interagéo dipolar - K
| ' | ' | ' |

60

—~ 40+

Raio (um

0 5 10 15
Tempo (ms)

Figura 3.20 — Evolucao temporal das dimensdes da nuvem com interacao dipolar considerando
termo cinético K

Os resultados obtidos para a evolugao das dimensoes da nuvem encontram-se na Fig.3.20.

Conforme mostrado em experimentos recentes envolvendo a expansao de condensados
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Tabela 3.3 — Variacao do parametro E4; com o momento magnético atémico u

w(pB) Eaq

1 0.00786
3 0.07074
) 0.19650
10 0.7860

dipolares (47,46), obtivemos um alongamento da nuvem ao longo da dire¢ao de polariza-

¢ao, responsavel pelo aumento no tempo de inversao do aspect ratio. Verifica-se também,

Com interagdo dipolar - TF
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Figura 3.21 — Evolucdo temporal das dimensoes da nuvem com interacdo dipolar dentro da
aproximagcao TF

através da inclinacao da curva, uma aparente desaceleracao da expansao ao longo da
direcao r, além da aceleracao na direcao do campo polarizador, resultado que pode ser
justificado com base no potencial dipolar.

Apesar de apresentarem uma ligeira reducao, as larguras da nuvem continuam prox-
imas as originais do caso (u = lup) de forma que a aproximagao de TF continua sendo

razoavel. Na Fig.3.21, onde os calculos foram refeitos considerando essa aproximagao, nao

observamos variagoes significativas em relacao aos resultados do primeiro calculo, onde o
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termo de pressao quantica foi considerado.

3.1.6 Variando o comprimento de espalhamento a; com o mo-

mento de dipolo i fixado em 1up

A magnificacdo da interagao dipolar frente a de contato foi realizada através da

diminui¢do da tdltima por meio da redugdo do comprimento de espalhamento as (Tabela

3.4).
Tabela 3.4 — Variacio do parametro Egg com a variacio do comprimento de espalhamento a,
as(ao) | Eaa
100 | 0.00786
11 | 0.07146
4 0.19650
1 0.78602

Esse procedimento pode ser realizado experimentalmente através da utilizagao de campos
magnéticos uniformes na chamada técnica de ressonancia de Feshbach. Para esse caso ver-
ificamos um comportamento oposto do tempo de inversao com o aumento das interacoes
dipolares (Fig.3.22), ou seja, obtivemos a reducao desse intervalo com o aumento de Fgy,.
A justificativa para esse fato tornou-se clara quando recalculamos a evolucao da nuvem
com a utilizacao da aproximagao TF (Fig.3.23). Nesse ultimo caso os resultados previs-
tos se assemelharam aos esperados devido aos efeitos das interacoes dipolares, conforme
obtidos na secao anterior. Ao diminuirmos a,, porém, as dimensoes da nuvem apresen-
taram uma dréstica redugao, de forma a tornar invalido o emprego da aproximacao TF.
Os efeitos da pressao quantica se manifestam mais intensamente em uma nuvem mais lo-

calizada, nao podendo ser negligenciados. Quando consideramos apenas o termo cinético,
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Figura 3.22 — Evolugédo temporal das dimensoes da nuvem com interacao dipolar considerando o
termo cinético K.
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Figura 3.23 — Evolucdo temporal das dimensdes da nuvem com interacdo dipolar dentro da
aproximacao TF.

sem as interagoes dipolares (Fig.3.24), vemos que o termo de pressao quantica tem maior
contribui¢ao no deslocamento do tempo de inversao. Essa interacao advém do seguinte

efeito quantico: com a reducao do comprimento de espalhamento através da técnica da
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Figura 3.24 — Evolugdo temporal das dimensdes da nuvem sem interacao dipolar E4q = 0 con-
siderando o termo cinético K.

ressonancia de Feshbach, a nuvem tém suas dimensoes reduzidas, concentrando-se espa-
cialmente. Segundo o principio de incerteza de Heisenberg, essa concentracao espacial
acarreta em uma maior dispersao no espaco dos momenta, responsavel pelo aumento da
energia cinética de expansao (pressao quantica). O termo cinético influencia principal-
mente o comportamento da dire¢do mais confinada (r), provocando uma maior aceleragao
desta quando comparado ao regime sem essa interacao. Esse é o principal fator respon-
savel pela diminuicao do tempo de inversao.

Observando a curva referente & as; = lag em duas situacoes com a pressao quantica
(com e sem a interagao dipolar), temos que o tempo de inversiao daquela com interacao
dipolar é ainda menor do que no caso sem essa interacao. Concluimos que a interacao
dipolar contribui indiretamente para magnificar os efeitos da pressao quantica, a medida
que contribui para a reducao das dimensoes da nuvem condensada na direcao perpendic-

ular ao campo polarizador.
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Figura 3.25 — Evolugao temporal das dimensoes da nuvem sem interacao dipolar Ezg = 0 dentro
da aproximacao TF.

3.1.7 Condicao de equilibrio inicial na armadilha

Tendo como base as equagoes de evolucao das larguras obtidas com o método varia-
cional, visamos analisar com maior detalhe a configuracao de equilibrio de um gas dipolar
na armadilha magnética. As dimensdes da nuvem na armadilha correspondem a condigao
inicial para a expansao utilizada na etapa anterior. Determinamos essa configuragao de
equilibrio em dois regimes distintos; em um deles a contribuicao da pressao quantica
foi considerada, enquanto que no outro, o qual corresponde & aproximacgao TF, negli-
genciamos essa contribuicao. As duas situacdes em que esses regimes foram testados
corresponderam novamente aos casos 1 e 2, isto é, a magnificacao da interacao dipolar
respectivamente pelo aumento gradativo do momento de dipolo ou através da reducao do
comprimento de espalhamento. A seguir temos os graficos representando o aspect ratio da
nuvem condensada como funcao do parametro Ey; em ambos os casos, nos dois regimes
considerados (Fig.3.26 e Fig.3.27). No regime TF ambos os casos apresentaram compor-

tamento semelhante, indicando a prevaléncia das interacoes dipolares na determinagao das
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Figura 3.26 — Variagdo dos aspect ratio da nuvem w, /u, in situ como funcao do parametro Ezq
para os casos (1): linha vermelha e (2): linha preta, ambos na aproximacao TF
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Figura 3.27 — Variagdo dos aspect ratio da nuvem w, /u, in situ como funcdo do parametro Ezq
para os casos (1): linha vermelha e (2): linha preta, considerando termo cinético
K em ambos
propriedades fisicas do sistema. Quando comparamos esses casos no regime com termo
cinético, porém, vemos que o aspect ratio do caso 2 passa agora a ser fortemente influen-
ciado pelo termo de pressao quantica. No caso 1 obtivemos apenas um ligeiro aumento
do valor absoluto da razao u,/u., (conforme mostrado pela Fig.3.28), o qual deveu-se ao
fato da diregao mais confinada (dire¢ao r) ter suas dimensoes mais fortemente expandi-
das devido ao termo da pressao quantica. Ainda nesse caso, a nuvem apresenta pequena

reducao de volume com o aumento do momento de dipolo, de forma que TF consiste em
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uma boa aproximagao.
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Figura 3.28 — Comparagao da variagdo dos aspect ratio da nuvem wu,/u, in situ como funcao
do parametro E44 para o caso (1) na aproximagao TF (em preto) e considerando
termo cinético (em vermelho)

Caso 2: ag

0,18 T T T T T T T T T ]
1| m Ur/uz -TF
0179 | e Ur/Uz -K b

0,164 4
0,15 ° 4
0,14 ° 4

0,13 (] .

Ur/ Uz
o

0,124 -
0,114 L} 7

0,10 .

0,09 . . ; . ; . ; . .

Edd

Figura 3.29 — Comparagdo da variagdo dos aspect ratio da nuvem u,/u, in situ como fungio
do parametro E4q para o caso (2) na aproximagao TF (em preto) e considerando
termo cinético (em vermelho)

Diferentemente do que ocorre em 1, no caso 2, devido a drastica reducao das dimensoes
da nuvem com a redugao do comprimento de espalhamento, o termo de pressao quantica

passa a ter mais relevancia a ponto de dominar a resposta do sistema (Fig.3.29).
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3.1.8 Conclusoes

No caso 1 (variando p com a, fixo) o tempo de inversdo aumentou gradativamente com
E44. Esse resultado é esperado segundo as teorias a respeito dos condensados dipolares. O
aspect ratio da nuvem u, /u, antes e apos a expansao decai com o aumento de Fy4 devido
a natureza do potencial dipolar, o qual favorece o alongamento da nuvem na direcao do
campo magnético de polarizagdo. No caso 2 (variando as com g fixo) observamos dis-
crepancias em relacao aos resultados esperados, as quais podem ser atribuidas a pressao
quantica, responsavel pelo alargamento da distribuicao de velocidade no espaco dos mo-
menta. A interacao dipolar favorece indiretamente essa pressao quantica a medida que
contribui na reducao das dimensoes radiais da nuvem in situ. A tentativa de magnificar
E4q por meio da reducao de as nao foi bem sucedida a medida que efeitos adicionais de
interacao acabam surgindo.

Em principio s6 o caso 2 consiste em um procedimento experimental viavel para a
magnificacao da interacao dipolar. O caso 1 foi realizado para esclarecer a discrepancia
no resultado de 2 com relacao ao resultados previstos na literatura.

O proximo passo seria estudarmos as modificacoes na expansao quando alteramos a
configuragao inicial da armadilha magnética. Vimos que os efeitos das interacoes dipo-
lares, devido a sua caracteristica anisotropica, estao fortemente vinculados ao formato da
nuvem, que por sua vez depende da anisotropia da armadilha. Devemos explorar qual se-
ria a melhor configuragao para magnificar as alteragoes na expansao quando comparadas

a de um condensado sem as interacoes dipolares.
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4 Quarto Capitulo

Conclusao

Partimos de um resultado experimental que claramente mostrou um desvio do compor-
tamento previsto pela teoria dos condensados no regime de temperatura nula. Baseados
em modelos de temperatura finita, desenvolvemos um modelo semi-analitico o qual in-
cluiu a influéncia muatua entre as nuvens térmica e condensada, prevendo razoavelmente
os resultados experimentais. Esse modelo foi desenvolvido para prever a condicao in situ
e foi relacionado com os dados da nuvem condensada expandida através de uma teoria
de expansao hidrodinamica para o condensado. O proximo passo foi calcularmos a pre-
visao para R°/Ny vs Ny/N resolvendo numericamente o modelo de temperatura finita
original, além de utilizar aproximacoes adequadas nos perfis de densidade desse modelo
para recalcular as previsoes do nosso modelo. Nessa etapa, porém, o FHF forneceu um
comportamento oposto ao esperado para razao R’/Ny, resultado o qual, associado a teoria,

hidrodinamica de expansao, nao explicaria os dados experimentais obtidos.

Chegamos entao ao seguinte impasse: ou o modelo FHF nao é consistente, ou o em-
prego da teoria hidrodinamica é que nao seria valido nesse caso. O FHF seria inconsistente
por nao considerar a correlacao entre pares, a qual seria significativa proxima a temper-
atura critica, além de apresentar divergéncias numéricas, as quais apareceram durante
o calculo dos nossos resultados (temos uma divergéncia no valor do potencial quimico
proximo de 150 nk que ocorre devido a existéncia de miultiplas raizes nesse ponto). A
teoria hidrodinamica associada ao modelo de temperatura finita, por outro lado, consiste
em uma teoria de expansao desenvolvida para 7' = 0 que nao considera a interagao com
a nuvem térmica. A fim de resolver esse impasse, indicamos alternativas as quais per-
mitirao esclarecer qual das teorias nao esta sendo bem aplicada para explicar os dados

experimentais nesse regime de temperatura nao nula.

Para resolver o primeiro problema, comecamos a trabalhar com um modelo de temper-
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atura finita que vai além do FHF. Trata-se do HFB, o qual considera a densidade anomala
na sua formulacao. Derivamos inclusive equacoes desse modelo para os perfis de densi-
dade térmico e condensado, utilizando as aproximagoes de TF e da densidade local (34).
Comecamos a solucioné-lo numericamente, considerando a anisotropia da armadilha mag-
nética. Lembrando que nesse caso temos a consideragao do carater de quase-particula das
excitacoes, caracteristica que também difere esse modelo do FHF. Mas o fator de maior
relevancia serd a consideracao da densidade anomala. Isso devido ao fato de que, apesar
de ja ser considerado na aproximacao FHFB-Popov, o espectro de quase-particulas nao a
torna distinta do FHF no caso de gases aprisionados. Vale ressaltar que a aproximagao
FHFEFB-Popov, a qual também despreza a densidade anomala, foi amplamente utilizada

para explicar os experimentos (13,22,26).

Para considerar a conexao com o experimento nesse caso do HFB, porém, devemos

continuar com o tratamento hidrodinamico.

Quanto ao modelo alternativo de expansao, atualmente o mais bem sucedido consiste
na teoria ZNG. Trata-se de uma extensao das teorias estaticas de temperatura finita, onde
o termo de tripla correlagao é considerado agora na equacao generalizada do parametro
de ordem. Obtemos um sistema fechado de equacgoes para o condensado e nuvem térmica,
essa ultima com a dinamica descrita por meio de uma equacao do tipo Boltzmann. Essas
equacoes se relacionam pelos campos médios além das integrais de colisao. Vale lembrar
que o espectro nao perturbado dos térmicos consiste no espectro do FHF, ou seja, também
aqui a densidade anomala é desprezada. Essa teoria se aplica tanto para o regime de
equilibrio termodinamico, garantido pelo nimero grande de colisoes, assim como para um
regime com poucas colisoes. Devido as dificuldades numéricas advindas dos calculos com
esse modelo, como lidar com a equagao de Boltzmann através de simulagao de Monte
Carlos, ainda nao o utilizamos. Além disso, o ZNG s6 foi aplicado para descrever as
oscilacoes de gases aprisionados, situagoes onde temos um regime de colisoes bem definido
a considerar. No nosso caso, porém, teriamos uma brusca mudanca de uma situacao de

equilibrio na armadilha para um regime praticamente sem colisoes na expansao livre.

Para considerar a influéncia dos térmicos também durante a expansao, uma das alter-
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nativas adotadas foi considerar uma abordagem alternativa a ZGN, através do tratamento
variacional. Consideramos, porém, as mesmas aproximagoes do modelo HFA para o perfil
de densidade dos atomos térmicos, além disso adotamos a expansao balistica para esse
altimo. Além de permitir testar a validade de alguma das aproximacdes adotadas no
HFA, as equacoes separadas para as direcoes radial e axial do método variacional permi-
tiram analisar como se modificaria as interagoes com os atomos térmicos de acordo com

o confinamento da armadilha.

O mérito do trabalho nao se restringe ao desenvolvimento do modelo para explicar os
dados experimentais, ja que, com as aproximagoes utilizadas, o HFA foi até desvinculado
do modelo original. Mostramos, porém, que o proprio FHF apresenta inconsisténcias, nao
sO com respeito as aproximagoes empregadas para desenvolvé-lo mas abrangendo também
as divergéncias nos resultados numéricos. Propomos teorias alternativas, mais completas
que o FHF e teoria hidrodinamica, para prever os resultados experimentais. Além disso
utilizamos uma metodologia variacional a qual, além de incluir a dinamica e interacao do
condensado com os atomos térmicos durante a expansao, possibilitou testar a consisténcia

das aproximagoes do modelo HFA.

Na segunda etapa do trabalho conseguimos caracterizar a curva de estabilidade do
condensado de 8 Rb, assim como sua dinamica de expansao usando a técnica variacional.
Verificamos como as dimensoes in situ do condensado eram alteradas pelas interagoes
dipolares. O estudo da evolucao das dimensdes da nuvem durante a expansao livre,
por outro lado, nos permitiu observar um comportamento oposto ao previsto devido a
manifestagao dos efeitos dipolares. Concluimos que a técnica da ressonancia de Feshbach,
apesar de aumentar a magnitude da interacao dipolar frente a de contato, contribuiu
para o aumento de uma outra interagao (pressao quéantica) cujos efeitos mascararam os
dipolares. E importante ressaltar o fato de que, diferentemente dos modelos que usam a
evolucao hidrodinamica, o modelo variacional permite a verificacao de efeitos da pressao
quantica. Esse efeito, por sua vez, foi relevante no caso do condensado Rb, onde ag
teve de ser dez vezes reduzido para que pudéssemos ter efeitos observaveis da interacao

dipolar. Nos atuais experimentos com atomos de C7r, por outro lado, a; nao costuma
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ser reduzido mais do que cinco vezes (50), de forma que o tratamento hidrodinamico se
mostrou suficiente para explicar as curvas experimentais.

Futuramente realizaremos um estudo da melhor configuracao da armadilha magnética
para se observar os efeitos dipolares durante a expansao. Essa otimizacao por meio da
configuragao inicial da armadilha é uma alternativa mais viavel de se realizar do que a

ressonancia de Feshbach, considerando nosso estagio atual do aparato experimental.
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Apéndice A Meétodo Variacional para
expansao dipolar (49,51)

Para os calculos da expansao e configuracao de equilibrio do condensado dipolar uti-
lizamos as equagdes que regem a evolugao das dimensoes da nuvem (Eq.A.55 e Eq.A.56),
deduzidas por meio do uso do método variacional. Esse método consiste em substituirmos
na expressao da densidade Lagrangiana do sistema (Eq.A.49) uma fun¢ao de onda teste
(Eq.A.50), a qual representa o condensado. A expressao que utilizamos para essa fungao
¢ gaussiana, com o paramentro w,(t) referente a sua largura, além de uma fase 3,(t) e a

constante de normaliza¢io A(t).

0= (o025 v P50 ) 4 S vuP (A.49)
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Vale lembrar que a densidade Lagrangiana integrada no tempo e espago nos fornece a
Agao (Eq.A.51), grandeza que quando minimizada com respeito a fungiao de onda v nos

leva a GPE, o qual rege a evolugao da funcao de onda v do estado fundamental.
S = /f d*r dt (A.51)

Integrando a Eq.A.49 em todo o espago, obteremos entao a Lagrangiana do sistema como

funcao dos parametros ¢; = {A(t), 5,(t), w,(t)} da funcao teste.

L={l)= /E dr (A.52)
Derivamos entao as equagoes de Euler-Lagrange para cada um desses parametros (Eq.A.53).

d (0L oL
FAC RS (459
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9 N
AWF = 732w, (t)w, (t)w, () (A-54)

Esse processo de minimizac¢do nos fornecerd um sistema de equagbes (uma para cada
parametro) o qual, juntamente com a condi¢ao de normalizacao (Eq.A.54) pode ser re-
solvido para que obtenhamos as equacoes diferenciais de segunda ordem correspondentes

as larguras w, e w,. Em sua forma adimensional, obtidas através da mudanca de variavel:

wy =l u, com [ = I e 7 = w,t seguida da divisdo por Aw,, essas equacoes sao dadas

mwr

pela Eq.A.55 e Eq.A.56.

. 1 1 /2 fa, o
Uy + Uy = U_gf + _Ui’uz ; [T 3h,wrl3f( )} (A55)
s 1 1 2 (s 14> 1o
A+ Nu, = — =N |2 - k A.
te AT u? * wru Vom [ l 377le3g( ) (4.56)
onde:
u
k=" A.
o (A57)
e as funcoes que surgem da integracao da interacao dipolar:
f(k) = [—4K* — TK* + 2 + 9k*H (k)] /2(k* — 1)? (A.58)
g(k) = [-2k* + 10K* + 1 + 9K*H (k)] /(K* — 1)* (A.59)
com:
H(k) = tanh™'V1 — k2/V1 — k2 (A.60)

A solucao desse sistema acoplado para cada instante de tempo ¢ nos fornece a evolugao
do condensado dipolar. Para o célculo da condicao inicial de equilibrio adotamos i, = 0
nas equagoes acima. Com essas larguras inciais u,(0) associadas a condicdo estacionaria
,,(0) = 0 podemos obter a solu¢ao completa do sistema. A técnica numérica empregada
para resolugao foi o método de Runge-Kutta de 4* ordem. Os programas foram feitos
utilizando os softwares Matlab e Maple.

Vale ressaltar que o termo cinético corresponde ao primeiro termo do segundo membro
das equagoes A.55 e A.56. Na aproximacao TF, valida para o regime em que % >> 1,

esse termo cinético é desprezado.
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Podemos ainda relacionar as larguras com o raio do condensado:

(A.61)

(A.62)

(A.63)
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Apéndice B Método Variacional para

expansao com atomos térmicos

Novamente empregaremos o método variacional para poder incluir a influéncia dos
atomos térmicos na expansao do condensado. Para a densidade Lagrangiana do sistema

teremos a expressao (Eq.A.64):

0= 5 (0025 - oy 240 ) + v (469
VA + 2”“8 UL LT TGS
np(r) = %93/2(2) z=e V0 (A.65)

—TLZ2 —nr2

s e 25% e 25%
VRN S s

n=1

kgT
mw%

oy =

Substituimos novamente uma fungao de onda teste (Eq.A.50) e derivamos entao as equagoes
de Lagrange para cada um dos parametros. Obtemos as equacoes diferenciais de segunda
ordem para as larguras w, e w, em sua forma adimensional (Eq.A.66 e Eq.A.67), obtidas
0y =l sy e T = w,t seguida

através da mudanca de variavel: w, = [, u,, com [, = ,
mw

da divisao por Aw,:

1 1 2 ra =1 1
“7' r — "o —N <_S> Cr r A .66
e u? * udu, \/; 1) ; iz (252 + nu2)2(2s2 + nu?)l/2 ( )

1 1 2 ra =1 1
us i uuz \/; 07 ; 172" (252 + nu2) (22 + nul)?/2 (4.67)

i, + Nu, =

onde:

3
C. =16 281 (‘;—) (—) C, =20, (A.68)
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Considerando uma dinamica balistica para a nuvem térmica, devemos incluir a evolucao

temporal dos parametros:

Cy(0) w,
Cy(1) = sp(7) = 57(0)4 /T + X272 A, =— A =1 A.69
ey resre B G RN = (.69

A solucdo numeérica desse sistema acoplado para cada instante de tempo t, dadas as

condicoes iniciais do problema, nos fornece a evolucao das dimensoes do condensado.
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Apéndice C Expressao para as funcoes

g,f e fr

3 090 oon(R)2
9(R/o) = (?) > (A.70)
o n(E) T = erf(n'/?£
f(R]o) = <§> Zl —m g Zl % (A.71)
fr(R/o) =cof(R/0) + c1 (A.72)

A variagao da funcao fr com o parametro R/o é mostrada na figura A.30:

1,21

0,8+

0,6

fr

0,4+
0,2 1

0,0+

T T T T T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
R/c

Figura A.30 — Perfil da fun¢ao fr (expressao acima)
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Apéndice D Potencial Quimico

Usando a relagao R = /2u/mw? podemos reescrever o potencial quimico da seguinte

maneira:

2/5

2\ 3/2
= { 15 (mw ) NU[1— (e + cOf(R/a))T3]} (A.73)

81\ 2
Com a expressao para um gas ideal aprisionado (51,48) relacionando a temperatura com
a fracao de atomos condensados e com a definicao do potencial de quimico para T = 0,

1(0), podemos escrever a equagio A.73:

p=p(0)[1 —0.83 fr(R/o)]*® (A.74)

De acordo com o perfil de fr, vemos que os valores extremos de p reproduzem o

comportamento esperado para o potencial quimico de um géas de Bose interagente (17).
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Apéndice E Correcoes na Imagem

Determinaremos como as dimensoes extraidas da imagem de absor¢ao sao modifi-

cadas considerando a direcao do nosso feixe de prova, conforme ilustrado na Fig.A.31.

,49 Beam

Considerando o perfil bimodal da densidade:

F

Figura A.31 — Direcdo da propagacio do feixe de prova no plano xy.

2 2 2 22002052
n(z,y,2) = fig (1 - % y ];,:Z ,O) +ipeT 7 (A.75)

Como o eixo de propagacao do feixe da imagem nao coincide com o eixo principal da
nuvem, nao poderemos usar a expressao acima integrada ao longo de y. Ao invés disso,
rodamos o eixo coordenado de 45°, passando do sistema (x,y, z) original para um novo
sistema (Z,y,z) (Eq.A.76). A distribuigdo térmica nao muda a medida que a nuvem
térmica é isotropica (mesmo o para cada dire¢do) para os tempos de expansao utilizados.
Realizamos entao a integragao ao longo de g, obtendo a expressao I(z, z) (Eq.A.77) para
imagem de absorcao.

=2,-2, .2

o - 12£2+_2 12_2—52 +Z2 - _ 454z
n(m,y,z):n()(l— / (R2 v) 120 2 ) ,O)—l—nTe 207 (A.76)

Xz z +z

4 2 2 3/2 2242
I(z,2) = /n(x,y, 2)dy = g’ﬁ,gd (1 — F — ﬁ,O) + npe 2 (A.77)



96

onde:
L \ER.R.

T VE R
f= L JRTR, (A.79)

2

(A.78)

S

que nos leva a uma correcao para o raio na direcao menos confinada. Nao necessitamos
fazer a correcao em Ny a medida que, se utilizarmos a expressao da densidade de pico ex-
traida da Eq.A.77 e em seguida multiplicarmos pelos raios nao corrigidos teremos a mesma,
expressao para Ny. Essas correcoes foram necessarias para que pudéssemos relacionar os
dados experimentais com o valor teérico para o fator R’/Ny no limite TF, atingido para,

maiores fracoes condensadas.
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