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Resumo

Heteroestruturas digitais magnéticas (DMHs) são estruturas semicondutoras em
que a distribuição de impurezas magnéticas (Mn) restringe-se a alguns arranjos
bidimensionais (monocamadas) regularmente espaçados entre si. Na presença de
um campo magnético, a interação de troca sp-d entre os momentos magnéticos lo-
calizados e os portadores itinerantes é responsável por um desdobramento de spin
gigante, da ordem ou até superior que a separação cíclotron dos níveis de Landau.
Aqui eu calculo a estrutura eletrônica de poços quânticos digitais magnéticos do
grupo II-VI. Resolvo as equações de Kohn-Sham da teoria do funcional da den-
sidade dependente de spin na aproximação de massa efetiva. Eu então calculo
diversas propriedades magnetoópticas e de transporte relevantes experimental-
mente. Em particular, eu investigo a física dependente de spin presente nestes
sistemas sob dois diferentes pontos de vista. Primeiramente o enfoque é no efeito
do magnetismo do Mn sobre o potencial dependente de spin da interação de troca
sp-d, em particular nos efeitos da aglomeração antiferromagnética e da diluição
do seu per�l de concentração (segregação e interdifusão). Ao considerar estes
efeitos eu reproduzo resultados experimentais para desdobramento de spin ∆E e
tempos de espalhamento de spin τsf [S. A. Crooker et al., Phys. Rev. Lett. 75,
505 (1995); Phys. Rev. B 61, 1736 (2000)]. Na segunda parte eu mudo o enfoque
para a física de gases de elétrons bidimensionais (2DEGs) altamente polarizados
e mostro a importância da forte dependência de spin das contribuições de mui-
tos corpos (troca e correlação) presentes nestes sistemas. Em particular, estes
efeitos são relevantes para o surgimento de fases de ferromagnetismo de efeito
Hall quântico. Eu calculo o magnetotransporte no regime de efeito Hall quântico
para DMHs baseadas em ZnSe e CdTe. Meus resultados reproduzem resultados
experimentais [R. Knobel et al., Phys. Rev. B 65, 235327 (2002); J. Jaroszy«ski
et al., Phys. Rev. Lett. 89, 266802 (2002)] para a dependência com o campo
magnético, com a temperatura, o aparecimento de picos anômalos e o surgimento
de curvas de histerese em várias propriedades físicas.
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Abstract

Digital magnetic heterostructures (DMHs) are semiconductor structures with
magnetic impurities (Mn) restricted to some planar arrangements (monolayers)
regularly spaced. In the presence of an external magnetic �eld, the sp-d ex-
change interaction between the localized magnetic moments and the itinerant
carriers is responsible for a giant spin splitting, of the order of, or even grea-
ter than, the cyclotron separation between Landau levels. Here I calculate the
electronic structure of group II-VI digital magnetic quantum wells. I solve the
Kohn-Sham equations of the spin-density functional theory within the e�ective
mass approximation. Then I calculate some magneto-optical and transport pro-
perties which are experimentally relevant. In particular, I investigate the spin
dependent physics of these systems from two di�erent points of view. First, I
focus on e�ects of the Mn magnetism on the sp-d exchange spin dependent po-
tential, particularly the e�ect of antiferromagnetic clustering and the e�ect of
dilution (segregation and interdi�usion) of the Mn content pro�le. By conside-
ring these e�ects I reproduce experimental results for the spin splitting ∆E and
spin scattering times τsf [S. A. Crooker et al., Phys. Rev. Lett. 75, 505 (1995);
Phys. Rev. B 61, 1736 (2000)]. In the second part I move on to the physics of
spin-polarized two-dimensional electron gases (2DEGs), and show the relevance
of the strong dependence of the many-body contributions (exchange and corre-
lation) with the spin polarization. In particular, these e�ects are relevant for
the development of quantum Hall ferromagnetic phases. I calculate magneto-
transport in the quantum Hall e�ect regime for DMHs consisting of ZnSe and
CdTe. My results reproduce experimental results [R. Knobel et al., Phys. Rev.
B 65, 235327 (2002); J. Jaroszy«ski et al., Phys. Rev. Lett. 89, 266802 (2002)]
for the dependence with magnetic �eld, temperature, development of anomalous
resistivities spikes and hysteretic behaviors in many physical properties.
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σz Operador de Pauli na direção ẑ (σz = ±1). Usado como índice de spin.
σxx, σxy Magnetocondutividades longitudinal e transversal.
ζ Polarização, ou magnetização relativa, do gás de elétrons.



Capítulo 1

Introdução

Fenômenos quânticos dependentes de spin se manifestam claramente em hetero-
estruturas semicondutoras com materiais semimagnéticos. Estes são compostos
do grupo II-VI nas quais impurezas magnéticas (Mn, spin 5/2) são incorporadas
na ligas. Os elétrons nestes sistemas são fortemente acoplados com os elétrons
localizados da camada 3d das impurezas de Mn via a interação de troca sp-d. Na
presença de um campo magnético externo este acoplamento funciona como um
potencial dependente de spin, levantando a degenerescência de spin dos estados
de elétrons e buracos. Este efeito Zeeman efetivo induzido por troca sp-d é duas
ordens de magnitude maior que o efeito ordinário e, portanto, consiste na essência
dos efeitos dependentes de spin em semicondutores semimagnéticos.

Estruturas multicamadas de compostos semimagnéticos possibilitam
a modulação contínua e dependente de spin dos o�sets das bandas eletrônicas.
Esta característica, mais a modulação intrínseca da heteroestrutura, proporciona
meios convenientes para preparar/ajustar as propriedades eletrônicas do sistema.
A super-rede de spin idealizadas por von Ortenberg [1], e subsequentemente rea-
lizada por Dai et al. [2] e Chou et al. [3], exempli�ca bem estas ideias. Em parti-
cular, nesta super-rede não-dopada, segregação dependente de spin de portadores
fotogerados ocorre na presença de campos magnéticos externos induzida pela in-
teração de troca sp-d. Vários outras heteroestruturas quânticas não-dopadas e
baseadas no Mn foram desenvolvidas e estudadas por espectroscopia magnetoóp-
tica [4�7].

A obtenção de altas densidades de portadores através de dopagem
em heteroestruturas semimagnéticas do grupo II-VI [8] abriu uma nova e pro-
missora área de pesquisa: magnetotransporte spin-polarizado.1 Por exemplo,

1O magnetotransporte dependente de spin tem sua origem nas décadas de 70 e 80 em siste-
mas baseados em ligas ferromagnéticas. Neste contexto destacam-se os efeitos de magnetorre-
sistência de tunelamento (TMR - tunnelling magnetoresistance) [9, 10] e a magnetorresistência
gigante (GMR - giant magnetoresistance) [11]. Já em heteroestruturas com material semima-
gnético, di�culdades experimentais em obter altas dopagens adiou até meados da década de 90
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2 Capítulo 1. Introdução

Smorchkova et al. [12] efetuaram medidas de efeito Hall quântico inteiro de um
gás de elétrons bidimensional (2DEG) con�nado em uma heteroestrutura digital
magnética (DMH) [4] n-dopada. Por outro lado, Egues [13] investigou �ltragem
de spins em magnetotransporte longitudinal em DMHs. Neste contexto, a habili-
dade de controlar a polarização de spin de correntes eletrônicas é relevante para
uma optoeletrônica dependente de spin [14�19].

Adicionalmente, uma série de experimentos recentes de magneto-
transporte têm revelado uma física extremamente rica envolvendo 2DEGs no
regime do efeito Hall quântico, tanto no regime inteiro, quanto no fracionário.
Aqui eu destaco os efeitos de magnetotransporte relacionados com o surgimento
de ferromagnetismo de efeito Hall (QHF) [20]. Estes experimentos [21�36] relatam
o aparecimento de picos anômalos nas curvas da resistividade ρxx. Dependendo
se o campo magnético aumenta ou diminui, os picos aparecem em valores diferen-
tes de campo magnético, ou seja, ocorre histerese. Tanto o aparecimento do pico
anômalo quanto a histerese ocorrem para temperaturas abaixo de uma tempera-
tura crítica, sugerindo uma transição de fase. Também são efetuadas medidas de
relaxação e de ruído associadas aos picos de magnetorresistência.

O trabalho aqui apresentado é uma investigação teórica da física de-
pendente de spin que ocorre em DMHs. Mais especi�camente, eu estudo o poço
quântico digital magnético (DMQW), para o qual eu calculo a estrutura eletrô-
nica na presença de um campo magnético externo, propriedades magnetoópticas,
e magnetotransporte transversal (perpendicular à direção de crescimento). A fí-
sica dependente de spin neste sistema é extremamente rica devido a, basicamente,
dois fatores principais: (1) a interação de troca sp-d confere à estrutura eletrô-
nica do sistema uma forte dependência com o campo magnético e com o spin dos
portadores; (2) ocorre quantização espacial ao longo da direção de crescimento,
formando os 2DEGs. Em conjunto, estes dois fatores permitem explorar pro-
priedades magnetoópticas, fenômenos de transporte relacionados ao efeito Hall
quântico, e efeitos de muitos corpos presentes no 2DEG.

Existe uma extensa literatura abordando, separadamente, os vários
ingredientes presentes nestes sistemas. Entretanto, pouca investigação teórica
foi realizada abordando experimentos recentes [4, 7, 21, 37, 38] que combinam o
magnetismo do Mn, sua interação (troca sp-d) com os portadores, quantização
espacial (2DEG) e orbital (níveis de Landau), tudo isto num regime em que efei-
tos de muitos corpos são relevantes � inclusive responsáveis pelo aparecimento de
ferromagnetismo de efeito Hall (QHF) no sistema da Ref. [21]. A física depen-
dente de spin induzida pela interação de troca sp-d em DMHs é um campo com
muitas possibilidades, abrangendo desde física básica até aplicações em spintrô-

a realização de magnetotransporte spin-polarizado [8].
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nica (eletrônica resolvida em spin) e computação quântica � campos que muito
se bene�ciam quando há um estudo teórico paralelo ou até mesmo guiando os
experimentos.

1.1 Sistema �modelo� e resumo dos resultados

Aqui eu investigo poços quânticos digitais magnéticos do grupo II-VI � ZnSe/
(Zn,Cd,Mn)Se [4, 7, 37, 38] e (Cd,Mg)Te/(Cd,Mn)Te [21]. Monocamadas con-
tendo frações de Mn uniformemente espaçadas são substitucionalmente inseridas
na sub-rede de cátions na região do poço quântico. Algumas das heteroestruturas
são n-dopadas por modulação, sendo que as impurezas doadoras são separadas
do poço por espaçadores intrínsecos. Estes sistemas são investigados na presença
de um campo magnético externo aplicado na direção de crescimento das amos-
tras. O DMQW é mais que sistema modelo para este trabalho, uma vez que
toda esta investigação teórica é orientada para sistemas reais e com resultados
experimentais recentes.

Nos sistemas não dopados [4, 7] eu investigo (i) o magnetismo intrín-
seco dos íons de Mn (aglomeração antiferromagnética), e (ii) a diluição do per�l
de distribuição destas impurezas ao longo da amostra. Eu de�no per�s modelo
para descrever concentrações nominais e efetivas para o Mn ao longo da amostra
e os utilizo para modelar, via potenciais efetivos, o efeito da interação de troca
sp-d (Cap. 2). Eu então calculo o desdobramento de spin ∆E e o tempo de
espalhamento de spin τsf oriundos da interação de troca sp-d (Cap. 3). Além
de reproduzir os resultados experimentais para ∆E e τsf , esta parte do trabalho
complementa a abordagem teórica anterior [39].

Já nos sistemas dopados [21, 37, 38] eu estudo magnetotransporte no
regime de efeito Hall quântico (Caps. 4, 5 e 6). Eu começo calculando a depen-
dência com o campo magnético da estrutura eletrônica e, em seguida, obtenho
diversas grandezas de interesse experimental, a saber, densidades bidimensionais,
magnetoresistividades transversais ρxx e ρxy, e energia total. Eu calculo estas
grandezas em função de diversos parâmetros: campo magnético (intensidade e
ângulo), temperatura, densidade do 2DEG, concentração e distribuição do Mn.
Os resultados para as grandezas citadas têm um acordo satisfatório com os respec-
tivos experimentos. A saber, o comportamento com a temperatura das oscilações
de Shubnikov-de Haas [37], o aparecimento de picos anômalos na magnetoresisti-
vidade ρxx [21, 37], e os ciclos de histerese que aparecem no magnetotransporte
da Ref. [21].
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1.2 Abordagem teórica
DFT/LSDA A abordagem teórica é baseada na teoria do funcio-

nal de densidade (DFT) [40], na sua versão dependente de spin na aproximação
da densidade de spin local (LSDA) [41], formuladas no contexto da aproximação
da massa efetiva [42�44]. Eu calculo a estrutura eletrônica do DMQW resol-
vendo as equações autoconsistentes de Kohn-Sham [41]. O potencial efetivo nes-
tas equações é formado pelo potencial estrutural do poço quântico com barreiras
com Mn, o potencial dependente de spin da interação de troca sp-d, e mais a
contribuição de Coulomb do gás de elétrons con�nado e das impurezas doadoras
ionizadas (dopagem tipo n). Ao considerar as densidades de spin no cálculo da
contribuição de troca-correlação da interação de Coulomb, eu não apenas incluo
efeitos de muitos corpos no problema, mas também a sua dependência com o
spin, essencial para, e.g., obter o ferromagnetismo de efeito Hall investigado no
Cap. 6.

Troca sp-d A inclusão do efeito da interação de troca sp-d é feita
na aproximação de campo médio, na qual se descreve a resposta paramagnética
dos momentos de Mn via uma função de Brillouin efetiva [45]; esta interação
entra na formulação via um potencial dependente de spin, modulando o per�l de
potencial de elétrons e buracos em função do campo magnético externo.

Quantização de Landau Nos casos em que o campo magnético
é intenso, a quantização de Landau é considerada. Enquanto a campo nulo,
ou muito baixo, a relação de dispersão do movimento transversal é aproximada-
mente parabólica, na presença de um campo magnético a energia cinética colapsa
em níveis (quase)discretos, denominados níveis de Landau (LLs). Eu considero
este movimento orbital no plano xy desacoplado do movimento na direção z de
crescimento, o que permite resolver separadamente cada parte do hamiltoniano
eletrônico.

1.3 Organização da tese
Nas próximas seções deste capítulo introdutório eu faço um resumo da física
dependente de spin em DMHs. Como este é o sistema �laboratório� para todos os
tópicos investigados neste trabalho, aqui eu já introduzo os principais conceitos.
Esta introdução é su�ciente para abordar os tópicos dos capítulos iniciais, Caps.
2 e 3. Assim, eu adio para o Cap. 4 uma apresentação mais detalhada da física
envolvendo 2DEGs sob o efeito de campos magnéticos intensos, bem como o
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resumo da abordagem teórica usando DFT/LSDA.
O texto desta tese está organizado em duas partes principais. A

primeira parte enfoca a física dependente de spin relacionada ao magnetismo do
Mn. Eu investigo como os efeitos de aglomeração antiferromagnética e diluição
(por segregação e interdifusão) afetam as propriedades eletrônicas de DMHs. No
Cap. 2 eu faço uma revisão da literatura sobre aglomeração e diluição, e termino
propondo per�s modelos para as concentrações nominais e efetivas de Mn ao longo
das heteroestruturas. Eu utilizo estes per�s nos demais capítulos para simular
o potencial dependente de spin devido a interação de troca sp-d. No capítulo
seguinte, Cap. 3, eu calculo o desdobramento de spin e o tempo de espalhamento
de spin dos sistemas investigados experimentalmente nas Refs. [4, 7]. Com isto
eu mostro que é necessário incluir simultaneamente os efeitos de aglomeração
antiferromagnética e diluição para reproduzir os resultados experimentais.

Na segunda parte da tese eu mudo o enfoque para a física dependente
de spin dos elétrons do 2DEG formado em heteroestruturas dopadas [21, 37, 38].
O Cap. 4 estabelece o modelo teórico que eu utilizo nos capítulos subsequen-
tes para calcular a estrutura eletrônica e as propriedades de magnetotransporte.
Usando este modelo, eu investigo no Cap. 5 o sistema de n-ZnSe/(Zn,Cd,Mn)Se
experimentalmente estudado nas Refs. [37, 38], e no Cap. 6 o sistema da Ref. [21]
de n-(Cd,Mg)Te/(Cd,Mn)Te.

No capítulo �nal eu discuto os resultados obtidos neste trabalho,
apontando a sua contribuição e relevância para a área. Eu indico também várias
possibilidades que podem ser exploradas.

1.4 Heteroestruturas digitais magnéticas
Heteroestrutura digital magnética (DMH - digital magnetic heterostructure) é
uma estrutura semicondutora na qual arranjos planares de átomos magnéticos
são incorporados na região de con�namento. Em geral há vários destes arranjos
uniformemente espaçados. A Figura 1.1 ilustra um poço quântico digital mag-
nético com elementos do grupo II-VI. A liga semicondutora hospedeira é um
cristal de ZnSe. Na região central, átomos de Cd são aleatoriamente inseridos
na sub-rede de cátions substituindo uma fração de átomos de Zn. Como o gap
entre as bandas de valência e de condução do ZnSe é maior que da liga ternária
Zn1−yCdySe, o resultado é a formação de uma região de estados con�nados den-
tro das bandas do semicondutor, como ilustrado na Fig. 1.2. Os elétrons que
eventualmente ocupam os estados con�nados têm o seu movimento na direção
de crescimento congelado, mas continuam livres no plano transversal. Esta é a
realização prática do problema acadêmico do poço quântico.
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Figura 1.1: Exemplo de uma heteroestrutura digital magnética do grupo II-VI.
Aqui o sistema é um poço quântico cuja liga principal é o ZnSe [direção de
crescimento (100)]. A região do poço é aquela com uma fração y de Cd. O
gap nesta região é menor que nas regiões vizinhas (barreiras), possibilitando a
formação de estados ligados. Algumas monocamadas do poço contêm frações
de MnSe, inseridas usando a técnica digital. O Mn interage fortemente com os
portadores via a interação de troca sp-d, acarretando um desdobramento de spin
gigante na estrutura eletrônica.

As DMHs são originárias dos semicondutores magnéticos diluídos
(DMS - diluted magnetic semiconductor), nos quais impurezas magnéticas são
distribuídas uniformemente em regiões extensas da amostra. Nas DMHs os áto-
mos de Mn também são aleatoriamente incorporados na sub-rede de cátions, mas
em arranjos planares com espessura típica de uma monocamada. À técnica de
se inserir frações bem determinadas de impurezas magnéticas em monocamadas
especí�cas deu-se o nome de �técnica digital�, o que explica o termo digital no
nome desta classe de heteroestruturas.2 No caso da ilustração da Fig. 1.1, todos os
sítios de cátions de três monocamadas foram completamente preenchidos por Mn.
Normalmente apenas uma fração x de sítios recebe os íons magnéticos, formando
uma liga quaternária do tipo Zn1−x−yCdyMnxSe naquelas monocamadas.

A principal característica destes sistemas é a forte interação que surge
entre os momentos magnéticos localizados das impurezas e os portadores presen-

2Crooker et al. [4] utilizaram a técnica digital para inserir monocamadas com frações de Mn
nas suas amostras, as quais denominaram DMHs. O termo �digital� refere-se ao fato do �uxo
de Mn ser mantido constante e o controle da concentração ser feito simplesmente abrindo e
fechando a célula de efusão [46]. A contrapartida �analógica� consiste em variar o �uxo de Mn
durante o crescimento. A técnica crescimento epitaxial alternando a composição na escala de
monocamadas atômicas vem da década de 70 com o trabalho pioneiro de Gossard et al. [47].
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Figura 1.2: Diagrama da estrutura de bandas em um poço quântico digital mag-
nético e o desdobramento de spin gigante devido a interação de troca sp-d. Em
uma heteroestrutura como da Fig. 1.1, os per�s das bandas de condução (elétrons)
e de valência (aqui apenas buracos pesados) possuem descontinuidades que origi-
nam regiões com estados ligados na direção de crescimento, mas com movimento
livre na direção transversal (relação de dispersão parabólica). A origem destas
descontinuidades está nos diferentes gaps das sucessivas regiões (painel B = 0).
Na presença de um campo magnético, os elétrons e buracos interagem com os
momentos magnéticos alinhados dos íons Mn via a interação de troca sp-d, acar-
retando um desdobramento de spin gigante nas sub-bandas (B 6= 0). O campo
magnético também quantiza o movimento transversal, originando os chamados
níveis de Landau. Em experimentos de fotoluminescência são registradas as tran-
sições elétron-buraco a campo nulo E0

e,hh e com campo aplicado E±1
e,hh.

tes nas bandas de condução e de valência. Chamada de interação de troca sp-d,
ela surge na presença de um campo magnético externo que alinha os momentos
localizados dos íons de Mn. A magnitude desta iteração chega a ser algumas
ordens de magnitude superior ao efeito Zeeman ordinário, acarretando um des-
dobramento de spin gigante nos níveis de energia, como ilustrado na Fig. 1.3.

Nos próximos parágrafos eu discuto a engenharia de bandas relacio-
nada com a construção de heteroestruturas. Em seguida, eu apresento a física
Mn nestas DMHs e a sua in�uência na estrutura eletrônica dos portadores.

1.4.1 Engenharia de bandas no grupo II-VI
As DMHs e DMSs são compostos ternários (e.g. Cd1−xMnxTe) e quaternários
(e.g. Zn1−x−yCdyMnxSe), frequentemente do grupo II-VI, com impurezas magné-
ticas ocupando parcialmente uma das sub-redes da liga principal. A estrutura de
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Figura 1.3: Esquema da estrutura de banda ao redor do ponto Γ para uma uma
estrutura do tipo zinc blend. A banda dos elétrons de condução (e) é a banda Γ6.
A a interação spin-órbita é responsável pelo desdobramento da banda de valência
em duas bandas, Γ8, com buracos pesados (hh) e leves (lh), e Γ7 (split-o� ).

banda dos semicondutores do grupo II-VI é caracterizada pelos 8 elétrons mais
externos de cada célula unitária. Os elétrons das camadas fechadas internas são
localizados e não contribuem para as propriedades ópticas e de transporte investi-
gadas neste trabalho. Os dois elétrons dos cátions (simetria s) e os seis dos anions
(simetria p) hibridizam, formando orbitais ligantes e anti-ligantes (modelo s-p3).
No sólido estes orbitais formam as bandas: os níveis ligantes s são extremamente
profundos e sempre ocupados por dois elétrons; os 6 elétrons restantes ocupam
três orbitais ligantes do tipo p, que formam a banda de valência; já os orbitais
anti-ligantes de simetria s formam a banda de condução. Estes sistemas do grupo
II-VI têm gap direto no centro da zona de Brillouin (ponto Γ), Fig. 1.3. A banda
de condução é denominada Γ6. A banda de valência é composta de dois níveis, o
Γ8, com buracos pesados e leves, e o Γ7 que é a banda split-o�.

Diferentes ligas binárias, e.g. AIICV I e BIICV I , têm diferentes gaps,
parâmetros de rede, etc. O mesmo ocorre quando, durante o crescimento, substitui-
se uma fração dos elementos de uma liga binária por um ou mais elementos do
mesmo grupo, formando ligas ternárias A1−xBxC ou quaternárias A1−x−yBxCyD.
Nos semicondutores semimagnéticos, as impurezas magnéticas, como por exemplo
o Mn ([Ar]4s23d5), são substitucionalmente inseridas na matriz semicondutora.
Apesar de não pertencerem ao grupo II, o orbital d é profundo e inerte do ponto
de vista de estrutura eletrônica.3 Assim, para todos os efeitos, o Mn �funciona�

3O nível de energia correspondente ao orbital 3d preenchido �ca ∼ 3.5 eV abaixo do topo
da banda de valência, e o nível não-ocupado �ca também ∼ 3.5 eV acima do topo da banda
de valência [48]. A energia para uma transição envolvendo estes orbitais é muito alta, fora da
escala dos efeitos que estou interessado.
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como um elemento do grupo II na formação das bandas. As heteroestruturas
são formadas justamente por uma sucessão de camadas, cada uma com diferentes
ligas e concentrações. A engenharia de bandas consiste em escolher adequada-
mente os materiais e concentrações para construir sistemas com as características
estruturais e eletrônicas desejadas.

A rigor, as ligas ternárias e quaternárias não formam uma estrutu-
ra cristalina pois os elementos constituintes são distribuídos aleatoriamente nas
sub-redes. Consequentemente, não existe simetria de translação necessária para
de�nir funções de onda de Bloch, bem como os conceitos usuais de massa efetiva,
função envelope, etc. Entretanto, a chamada aproximação do cristal virtual (VCA
� virtual crystal approximation) frequentemente pode ser utilizada para descrever
os estados eletrônicos. Nesta aproximação, o potencial aleatório dos diversos
elementos é substituído por um potencial médio periódico, no qual a contribuição
de cada elemento é pesada pela sua concentração na liga. Nesta aproximação a
simetria de translação é recuperada. Como consequência, por exemplo, os gaps
entre as bandas de condução e de valência de ligas ternárias A1−xBxC interpolam
(quase-)linearmente entre os valores dos gaps das ligas binárias AC e BC, i.e.,

EA1−xBxC
gap = (1− x)EAC

gap + xEBC
gap . (1.1)

No poço quântico da Fig. 1.1, as barreiras são sistemas binários, en-
quanto o poço é uma liga terciária. Dentro do poço foram crescidas monocamadas
quaternárias contendo Mn. Aqui eu determino o per�l de potencial estrutural nas
bandas considerando justamente o efeito das diferentes composições nas alturas
dos gaps de cada região. Estas diferenças entre as energias dos gaps é dividida
entre as bandas de condução e de valência. Para se ter uma ideia de como �ca
esta divisão, pode-se usar como guia a regra do anion comum. Como o anion Se
é comum em todas as camadas, e é ele que fornece os seis elétrons que formam a
banda de valência, esta banda não é muito afetada. Assim, boa parte das dife-
renças de energia dos gaps �ca no deslocamento da banda de condução (CBO -
conduction band o�set ; valores na literatura variam de 54% a 90% [49]).

Além do efeito sobre o gap, as diferentes composições também al-
teram elementos estruturais, como o parâmetro de rede. Isto acarreta strain ao
longo da amostra. Neste trabalho eu não considero explicitamente esta contri-
buição e utilizo um valor único para o parâmetro de rede ao longo de todo o
sistema.4

4Eu não considero strain �diretamente� no hamiltoniano do sistema. Entretanto, ele está
presente de duas formas. Primeiro, strain é responsável pelo desdobramento entre buracos-
pesados (hh) e buracos-leves (lh) na base da banda de valência (degenerados na Fig. 1.3).
Segundo, para as estruturas baseadas em ZnSe eu uso os resultados de Liaci et al. [50] para os
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Exemplo: potencial estrutural no poço quântico No caso da Fig. 1.1 há
regiões com ZnSe, Zn0.8Cd0.2Se, e Zn1−x−yMnxCdySe. Os gaps das ligas binárias
fundamentais são [51, 52]:

EZnSe
gap

∼= 2.8 eV , ECdSe
gap

∼= 1.8 eV , e EMnSe
gap

∼= 3.5 eV ,

de forma que na região do poço quântico tenho

EZn0.8Cd0.2Se
gap = 0.8EZnSe

gap + 0.2ECdSe
gap

∼= 2.6 eV . (1.2)

Assim, a diferença de gap na interface ZnSe/Zn0.8Cd0.2Se é ∼= 200meV. Este
valor é então dividido entre a banda de condução ve

0
∼= 160meV e de valência

vhh
0
∼= 40meV (CBO = 80% [53]).5

Aqui eu admito que posso usar o mesmo procedimento para calcular a
contribuição de monocamadas contendo Mn para o per�l de potencial estrutural.
A diferença entre a energia do gap no Zn0.8Cd0.2Se (2.6 eV) e no MnSe (3.5 eV) é
de aproximadamente 0.9 eV. Seguindo a escolha da Ref. [39], divido esta diferença
em ve

b = 0.8 eV na banda de condução e vhh
b = 0.1 eV na banda de valência. No

caso do MnSe diluído com concentração molar x, as descontinuidades de potencial
nas interfaces Zn0.8Cd0.2Se/MnSe são dadas por ve

bx e vhh
b x (VCA).

1.4.2 Magnetismo do Mn
As impurezas de Mn inseridas em semicondutores do grupo II-VI entram substitu-
cionalmente na sub-rede de cátions. A con�guração eletrônica do Mn é [Ar]4s23d5,
e são os elétrons mais externos da camada 4s2 que participam da formação das
bandas. O orbital 3d5 semi-preenchido possui todos os spins alinhados no mesmo
sentido (regra de Hund), gerando um spin permanente S = 5/2, com 2S + 1

componentes Sz = −S,−S + 1 · · ·S. Do ponto de vista da estrutura eletrônica,
estes elétrons são inertes pois há um custo muito grande em energia para mudar
a orientação de um spin em relação aos demais.6

Sendo o momento orbital do Mn nulo, o momento angular total é
igual ao spin total S = 5/2. O momento magnético é então µ = −gMnµBS, cuja
energia na presença de um campo magnético B = Bẑ é −µ ·B = gMnµBBSz. O

o�sets das bandas, valores estes que já contêm contribuição de strain.
5Como mencionado na nota 4, nos cálculos deste trabalho eu uso o resultado de Liaci et al.

[50] para as estruturas de (Zn,Cd)Se, que determinou os o�sets das bandas usando espectrosco-
pia magnetoóptica. São eles ve

0 = 0.925y eV e vhh
0 = 0.435y eV, sendo y < 0.22 a concentração de

Cd. Usando estes valores os o�sets do exemplo do texto �cariam ve
0
∼= 185meV e vhh

0
∼= 87meV.

A vantagem destes valores obtidos à partir de ajustes com o experimento é que já têm embutido
outras contribuições, como por exemplo o strain.

6Veja a nota de rodapé 3.
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spin médio de cada íon num ensemble a temperatura T é

〈Sz〉 =

∑S
Sz=−S Sz exp(−gMnµBBSz/kBT )∑S

Sz=−S exp(−gMnµBBSz/kBT )
= −SBS

(
gMnµBSB

kBT

)
, (1.3)

no qual BS é a função de Brillouin de spin S,

BS(x) =
2S + 1

2S
coth

2S + 1

2S
x− 1

2S
coth

1

2S
x . (1.4)

Portanto, a magnetização de uma coleção de N íons paramagnéticos restritos
num volume V é dada por

M =
N

V
gµB〈Sz〉 = −gµBN0xSBS

(
gMnµBSB

kBT

)
(1.5)

na qual a densidade de Mn N/V foi reescrita como N0x, sendo N0 o número de
cátions por unidade de volume e x é a fração molar de Mn na sub-rede de cátions.7

As Eqs. (1.4) e (1.5) são válidas quando a concentração de Mn é muito baixa, num
regime em que não ocorrem interações antiferromagnéticas. Entretanto, mesmo
para concentrações maiores, (1.4) e (1.5) continuam fenomenologicamente úteis,
desde que se substitua o spin e a temperatura por valores efetivos, i.e., S → S̄(x)

e T → T +T0(x) [45]. Eu retomo este assunto no Cap. 2 no qual discuto a questão
da aglomeração antiferromagnética presente em semicondutores semimagnéticos.

1.4.3 Interação de troca sp-d
Os portadores livres no sistema interagem fortemente com os elétrons localizados
na camada 3d5 na chamada interação de troca sp-d (s-d dos elétrons de condução
com simetria s com os elétrons localizados d, e p-d dos buracos na banda de
valência com simetria p com os elétrons localizados d). Esta interação pode ser
descrita pelo seguinte hamiltoniano de Heisenberg [54]8

Hsp−d = −1

2

∑
Rj

J(r −Rj)Sj · σ, (1.6)

em que J representa a interação de troca entre o spin Sj localizado na coordenada
Rj e o spin σ do portador.

A Eq. (1.6) não possui simetria translacional de um cristal perfeito.
7A fração molar x de Mn é também chamada de concentração molar de Mn, ou simplesmente

concentração de Mn.
8Apesar a literatura da área frequentemente se referir ao hamiltoniano (1.6) como sendo do

tipo de Heisenberg, o mais apropriado seria dizer que ele é do tipo Kondo. Enquanto o primeiro
geralmente refere-se à interação de spins isolados, o segundo descreve a interação do spin de
uma impureza com os spins dos portadores estendidos na banda.
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Para evitar esta di�culdade a aproximação do cristal virtual (VCA - virtual cry-
stal approximation) é usualmente empregada [51]. Para os portadores, que são
estendidos e �vêem� muitas impurezas, tanto faz se estas impurezas estão dis-
tribuídas aleatoriamente ou se cada sítio da rede de cátions contribui com uma
fração de momento magnético. Desta forma, a VCA é utilizada atribuindo a cada
sítio da sub-rede de cátions uma contribuição xJ(r −R) para o potencial, com
x a fração de impurezas magnéticas nos sítios dos cátions e a soma sendo feita
sobre todos os R's.

Em VCA, a distribuição das impurezas passa a ser periódica, mas não
necessariamente a orientação do spin de cada impureza magnética. Portanto, o
potencial ainda não tem a periodicidade da rede. Para superar esta di�culdade
utiliza-se a aproximação do campo molecular : novamente, como os elétrons vêem
várias impurezas, substitui-se o spin Sj de cada uma por uma média térmica 〈S〉.
Para o caso do campo magnético na direção ẑ e uma amostra isotrópica, cada sítio
da rede de cátions vai contribuir 〈Sz〉 para o spin total, enquanto 〈Sx〉 = 〈Sy〉 = 0.
Assim, em campo médio (MF), o hamiltoniano de troca �ca

HMF
sp−d = −1

2
x 〈Sz〉σz

∑
R

J(r −R) →
{
−1

2
x 〈Sz〉σe

zN0α
1
2
x 〈Sz〉σhh

z N0β
, (1.7)

no qual a soma é feita sobre todos os sítios R da sub-rede de cátions.

A passagem para o último termo da Eq. (1.7) consiste em reescrever
o termo HMF

sp−d na aproximação de massa efetiva e função envelope, tanto para os
elétrons (e) na banda de condução Γ6 e para os buracos-pesados (hh) na banda
de valência Γ8 (Fig. 1.3). Como a periodicidade da rede foi recuperada (VCA), é
possível usar as mesmas funções de base que usualmente descrevem a estrutura
de bandas do material. Denotando por |s〉 e |p〉 as funções de Bloch na bandas de
elétrons e buracos-pesados, respectivamente, tem-se 〈s|J |s〉 = α e 〈p|J |p〉 = β,
chamadas de integrais de troca [55]. Os termos N0α e N0β são conhecidos para
diversos materiais (N0 é a densidade de cátions). No Zn1−xMnxSe, por exemplo,
as constantes de troca são N0α = 0.26 eV para elétrons e N0β = −1.11 eV para
buracos-pesados [48]. A magnitude destas constantes já dá uma ideia de quão
grande é o efeito da interação de troca sp-d. Para x = 0.01, ela ainda é duas
ordens de magnitude maior que a interação Zeeman ordinária, esta da ordem de
µB ∼ 0.06meVT−1.
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1.4.4 Estrutura eletrônica dependente de spin em DMHs

Potencial magnético

A equação (1.7) é a contribuição para a energia de cada portador (e ou hh) devido
a interação troca sp-d no caso bulk. No caso das heteroestruturas digitais mag-
néticas, os íons de Mn são depositados em (mono)camadas especí�cas, Fig. 1.1.
Assim, enquanto a distribuição do Mn é aleatória no plano transversal, há um
per�l de concentração muito bem de�nido na direção de crescimento. Como a
energia da interação de troca depende da sobreposição da função de onda eletrô-
nica com os momentos localizados, o potencial correspondente segue o per�l de
concentração do Mn.

Considerando o caso ideal em que cada monocamada magnética pos-
sui uma concentração planar xp de íons de Mn, sem que haja nenhum tipo de
diluição, posso descrever o per�l de concentração usando um modelo de barrei-
ras quadradas. Utilizando a função de Heaviside (escada) Θ(z) e de�nindo uma
função per�l quadrada como [39]

℘sqr(z; Nb, {Zj}, d) =

Nb∑
j=1

Θ

(
z − Zj +

d

2

)
Θ

(
−z + Zj +

d

2

)
, (1.8)

que descreve Nb barreiras com largura d localizadas nas coordenadas Zj,9 o per�l
de densidade de Mn é simplesmente xp℘sqr(z) e o potencial de troca sp-d depen-
dente de spin, e.g. para elétrons, �ca

vσz
s-d(z; B, T ) = −1

2
xp℘sqr(z) 〈Sz〉σzN0α . (1.9)

No Capítulo 2 eu vou reavaliar a adequação do potencial da Eq. (1.9)
na descrição de DMHs reais. O propósito daquele capítulo é justamente mostrar
que efeitos tanto de aglomeração antiferromagnética das impurezas de Mn, quanto
de diluição do per�l de concentração destas impurezas, são essenciais para enten-
der os resultados experimentais disponíveis. Para tanto eu aprimoro o modelo
expresso em (1.9) para incluir estes efeitos, a saber, (i) ao invés de concentrações
nominais xp eu utilizo concentrações efetivas que consideram a aglomeração anti-
ferromagnética, e (ii) substituo o per�l quadrado da Eq. (1.8) por per�s diluídos
por segregação ou interdifusão.

9Na estrutura zinc blend de (Zn,Cd,Mn)/Se o parâmetro de rede é a ∼ 6Å e, portanto, a
largura da monocamada é d = a/2 ∼ 3Å.
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Potencial estrutural

Eu também posso usar a função per�l quadrado (1.8) para descrever o per�l
de potencial estrutural discutido na Sec. 1.4.1. Para o caso do per�l de um
poço quântico de largura L e centrado na coordenada Z1 = 0, eu uso a função
1 − ℘sqr(z; Nb, {Zj}, d). Sendo vΛ

0 os o�sets das bandas (Λ = e, hh), o per�l de
potencial estrutural pode ser escrito simplesmente por

vΛ
0 (z) = vΛ

0 [1− ℘sqr(z; 1, 0, L)] , (1.10)

com o zero de energia �xado na base de cada banda.
O per�l estrutural das barreiras contendo Mn pode ser descrito da

mesma forma. Para o caso de Nb barreiras magnéticas, cada uma com concen-
tração planar xp de Mn, largura d, e coordenada Zj, o per�l de potencial �ca

vΛ
b (z) = vΛ

b xp℘sqr(z; 1, {Zj}, d) . (1.11)

Somando as contribuições estruturais do poço quântico (1.10) e das
barreiras com Mn (1.11), o per�l de potencial estrutural resultante �ca

v0(z) + vb(z) = vΛ
0 [1− ℘sqr(z; 1, 0, L)] + vΛ

b xp ℘sqr(z; 1, {Zj}, d) . (1.12)

A Fig. 1.4 ilustra este potencial somado ao potencial dependente de spin (1.9)
para o caso de elétrons. Na região contendo as impurezas magnéticas, elétrons
com spins opostos sentem per�s de potencias diferentes devido a dependência da
interação de troca s-d com o spin.

Hamiltoniano eletrônico

O hamiltoniano eletrônico (apenas os portadores, Λ = e, hh, com massa efetiva
mΛ) é

H = −~
2∇2

2mΛ

+ VΛ(z) , (1.13)

sendo VΛ o operador correspondente ao potencial dependente de spin v(z) =

v0(z) + vb(z) + vΛ
sp−d(z). Aqui eu ignorei, por hora, os termos do efeito Zeeman

ordinário e a quantização de Landau para ressaltar o papel da energia de troca
sp-d na estrutura eletrônica. De fato, para campos relativamente baixos (B .
1T) esta é uma boa aproximação; no decorrer deste trabalho eu adiciono estas
contribuições de acordo com o regime estudado. Note, também, que os elétrons
das impurezas de Mn não estão explícitos em H; em (1.13) a contribuição destes
está embutida na forma do potencial efetivo de troca sp-d.
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Figura 1.4: Per�l de potencial, sub-bandas e funções de onda de um poço quân-
tico digital magnético como da Fig. 1.1, sujeito a um campo magnético externo
(curvas coloridas). O per�l de potencial é dependente de spin nas regiões das
barreiras com Mn. Os elétrons |↓〉 sentem um potencial menor (vermelho) que
os |↑〉 (azul). Consequentemente (i) as sub-bandas de spin (linhas horizontais)
sofrem um desdobramento de spin e (ii) as funções de onda são moduladas dife-
rentemente. As curvas pretas correspondem a situação com B = 0.

Sub-bandas dependentes de spin

O hamiltoniano (1.13) é separável nas direções longitudinal ẑ e transversal. Como
a dependência espacial do potencial está apenas na direção de crescimento da
amostra, no plano transversal o movimento eletrônico é livre. Assim, é necessário
resolver apenas a equação de Schrödinger longitudinal

[
− ~2

2mΛ

∂2

∂z2
+ vΛ

σz
(z)

]
χΛ

i,σz
(z) = εΛ

i,σz
χΛ

i,σz
(z) , (1.14)

cuja solução fornece a função de onda (envelope) χΛ
i,σz

(z) e a energia de sub-banda
εΛ

i,σz
correspondentes ao movimento na direção z. A função de onda total é

ψΛ
i,kq,σz

(r) =
eikq·rq
√

A
χΛ

i,σz
(z) |σz〉 , (1.15)

na qual A é a área da seção transversal. A energia é

εΛ
i,kq,σz

= εΛ
i,σz

+
~2k2

q
2mΛ

. (1.16)
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A Fig. 1.4 ilustra as soluções para a Eq. (1.14) para o caso de elétrons na banda de
condução. O potencial dependente de spin é de uma DMH semelhante àquela da
Fig. 1.1. As energias de sub-banda εe

i,σz
estão desdobradas devido a interação de

troca s-d. Já as funções de onda χe
i,σz

(z) estão moduladas re�etindo o potenciais
diferentes que elétrons |↓〉 e |↑〉 sentem.

Tridiagonalização numérica A resolução da equação de Schrödinger (1.14) é
efetuada numericamente nesta tese utilizando o método das diferenças �nitas [56].
O método consiste em discretizar a equação (1.14) e em seguida tridiagonalizar10

a matriz resultante [57, 58].

10Eu utilizo uma versão da rotina Givens [57] optimizada pelo Prof. L. N. Oliveira, IFSC/USP.
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Capítulo 2

Aglomeração Antiferromagnética e
Diluição por Segregação e
Interdifusão

Conteúdo

As propriedades magnéticas de semicondutores semimagnéticos são
fortemente dependentes do arranjo microscópico das impurezas mag-
néticas na liga hospedeira. Dois efeitos são predominantes: a aglo-
meração antiferromagnética entre momentos magnéticos vizinhos e a
diluição das impurezas magnéticas ao longo da direção de crescimento,
seja por segregação ou por interdifusão. Aqui eu faço uma revisão da
literatura sobre estes dois efeitos e de�no per�s de concentração no-
minal e efetiva para a distribuição de Mn. Estes per�s serão usados
na formulação teórica dos demais capítulos deste trabalho.
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2.1 Introdução
As propriedades magnéticas de semicondutores semimagnéticos (bulk) dependem
fortemente do arranjo microscópico das impurezas magnéticas na liga hospedeira.
Dois efeitos são mais relevantes aqui [59]. (I) O efeito de aglomeração � também
conhecido como efeito intrínseco � ocorre quando momentos magnéticos vizinhos
próximos formam aglomerados antiferromagnéticos, acarretando uma diminuição
na magnetização resultante. (II) Em contrapartida, há o efeito de diluição � cha-
mado de efeito extrínseco � que ocorre quando o conteúdo magnético se �espalha�
(dilui) para regiões vizinhas ao longo da amostra. Consequentemente, a distância
média entre as impurezas magnéticas aumenta, o que faz com que a aglomeração
antiferromagnética automaticamente diminua, aumentando a resposta parama-
gnética do sistema.1

Neste capítulo da tese eu analiso estes dois efeitos, que são essenciais
para entender as propriedades magnéticas em DMS e DMH. As estruturas em
questão são poços quânticos ZnSe/(Zn,Cd)Se com arranjos planares periódicos
de impurezas magnéticas (Mn, S = 5/2), Fig. 1.1. Aqui eu considero per�s
exponenciais e de função erro para simular a diluição de Mn. Este modelo será
usado nos capítulos seguintes no cálculo a estrutura eletrônica para elétrons e
buracos-pesados

Resultados experimentais de Crooker et al. [4], que eu analiso no
próximo capítulo, apresentam evidências a favor da ideia de �quebra� dos pares
antiferromagnéticos à medida que se aumenta a diluição do Mn. Esta visão
também é corroborada por um cálculo teórico de Egues e Wilkins [39] utilizando
barreiras quadradas ideais com espessura de uma monocamada (ML - monolayer)
e concentração efetiva de Mn dentro do poço. No cálculo da Ref. [39], a inclusão
de efeitos de aglomeração via uma concentração efetiva de Mn é crucial para obter
acordo com dados experimentais.

Em um artigo de revisão sobre sistemas quânticos baseados em Mn,
Awschalom e Samarth [60] mencionam que há muitas �evidências circunstanciais�
sugerindo que efeitos de interdifusão e segregação nas interfaces de estruturas
ZnSe/(Zn,Mn)Se são limitados a escalas de comprimento de 1ML. Estas evi-
dências são: difração de raios X, oscilações RHEED, e estudos com dopagem
n.2 Assim, uma descrição idealizada de DMHs em termos de arranjos quase-

1As denominações intrínseco e extrínseco se referem às propriedades magnéticas no seguinte
sentido: A aglomeração antiferromagnética entre os momentos magnéticos das impurezas tem
origem em interações entre os spins (troca d-d) e, portanto, é um efeito magnético intrínseco.
Já a diluição tem a ver com a distribuição das impurezas na liga, o que acaba por afetar a
aglomeração antiferromagnética indiretamente, e por isso denominado de efeito extrínseco [59].

2Arranjos planares aparentemente reduzem a formação de armadilhas (traps) para elétrons,
possibilitando dopagens maiores que em sistemas quaternários com distribuição de Mn aleatória
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bidimensionais de íons de Mn pode não ser uma má primeira aproximação. Aque-
les autores também notam que, ao contrário de sistemas (Cd,Mn)Te/CdTe, não
há investigação magnetoóptica detalhada das interfaces em ZnSe/(Zn,Mn)Se � e
consequentemente não existem evidências factuais � para embasar o modelo de
con�gurações planares do Mn.

Entretanto, existe uma diferença qualitativa importante entre poços
quânticos de (Cd,Mn)Te/CdTe e ZnSe/(Zn,Mn)Se presentes na literatura:

(Cd,Mn)Te/CdTe Nestes sistemas o Mn �ca nas barreiras e a região do poço
não é magnética. Nestes casos, apenas as extremidades da função de onda
que penetram nas barreiras é que sentem o efeito magnético � e portanto, são
sensíveis aos per�s de concentração de Mn nas interfaces. Estudos magne-
toópticos recentes encontraram uma forte dependência do desdobramento
de spin induzido por troca sp-d com a ordem de crescimento das camadas
magnéticas e não-magnéticas nestes sistemas [59, 61�66]. Interfaces in-
vertidas [CdTe sobre (Cd,Mn)Te] apresentam desdobramento de spin mais
acentuado que as chamadas estruturas normais [(Cd,Mn)Te sobre CdTe].

ZnSe/(Zn,Mn)Se O Mn está dentro do poço, onde as funções de onda ele-
trônicas cobrem praticamente toda a extensão. Nestas DMHs, a resposta
magnetoóptica deve ser menos sensível aos detalhes do per�l de concen-
tração de Mn. Isto porque a função de onda se sobrepõe a várias camadas
magnéticas e apenas a resposta �integrada� do sistema é acessível experi-
mentalmente.

Este fato não signi�ca, entretanto, que a dimensão da distribuição de Mn dentro
do poço não é relevante em DMHs. Pelo contrário, a (�quase-bi�) dimensiona-
lidade dos arranjos de Mn é muito importante quando efeitos de aglomeração
são considerados; entretanto, isto não pode ser investigado �diretamente� com as
técnicas magnetoópticas usuais. Assim, apesar da ausência de medidas diretas in-
vestigando a dimensionalidade das con�gurações de spin em DMHs, os resultados
mencionados no parágrafo anterior indicam que os spins de Mn de fato formam
arranjos quase bidimensionais no interior da região do poço [60].

Nesta parte da tese eu extendo o trabalho anterior de Egues e Wilkins
[39] sobre fenômenos dependentes de spin em DMHs, incluindo efeitos de segre-
gação e interdifusão das impurezas de Mn no cálculo do desdobramento de spin
e do tempo de espalhamento de spin induzidos pela interação de troca sp-d. Eu
sigo o trabalho da Ref. [59] e considero per�s modelos apropriados para a concen-
tração de impurezas magnéticas. Adicionalmente, eu de�no uma concentração

(bulk DMS).
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efetiva �contínua� que interpola entre o caso bulk e o estritamente bidimensio-
nal. Isto permite considerar a aglomeração de Mn em todos os per�s modelos de
uma forma bastante direta. O resultado desta abordagem é que a introdução de
per�s não-ideais e as correspondentes concentrações efetivas de Mn melhora os
resultados dos cálculos anteriores [39], o que eu mostro no Cap 3.

2.2 Aglomeração antiferromagnética e concentração
efetiva

Em semicondutores semimagnéticos bulk, só em concentrações baixas (x 6 0.01,
sendo x a concentração molar de impurezas magnéticas) é possível considerar
os momentos magnéticos isolados e com interações antiferromagnéticas desprezí-
veis [48]. A magnetização desta coleção de íons paramagnéticos segue a função
de Brillouin (1.4) para spin S = 5/2. Para concentrações maiores, a distância
média entre momentos magnéticos vizinhos próximos (NN) diminui e, consequen-
temente, ocorre aglomeração antiferromagnética devido a interação de troca d-d,
JNN ∼ −10K [48]. A abordagem utilizando a função de Brillouin continua feno-
menologicamente válida, mas com o spin S = 5/2 e a temperatura T substituídos
por valores efetivos S̄(x) e Teff = T + T0(x) [45].3

Em um estudo sistemático do desdobramento de spin gigante em
Cd1−xMnxTe, Gaj et al. [59] variaram a concentração de Mn até x = 0.67 e
parametrizaram o spin e a temperatura efetivos de maneira a reproduzir os dados
experimentais (Fig. 2.1). Grieshaber et al. [61] usou esta mesma parametrização
para escrever a magnetização como função da concentração molar x de Mn, do
campo magnético B, e da temperatura T . Esta parametrização foi escrita como,
em unidades de gMnµB,

Mbulk(x, B, T ) = xS̄(x)B5/2

(
5

2

gMnµBB

kB[T + T0(x)]

)
, (2.1)

na qual
S̄(x) = S [0.265 exp(−43.34x) + 0.735 exp(−6.19x)] , (2.2)

é o spin efetivo das impurezas magnéticas, e

T0(x) =
35.37K

1 + 2.752x
x (2.3)

3Quando forma-se aglomerados antiferromagnéticos, o número de spins que de fato contri-
buem para a magnetização é menor, tal que o spin médio é S̄(x) < S. Este antiferromagnetismo
também é indicado pela temperatura efetiva T0(x) > 0. Quando há ferromagnetismo, T0 é ne-
gativo.
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Figura 2.1: Valores experimentais para o spin efetivo em função da concentração
de Mn para diversos semicondutores semimagnéticos (símbolos). A curva tra-
cejada é a simulação numérica de Fatah et al. [67]. A parametrização de Gaj
et al. [59], Eqs. (2.1-2.3), interpola os resultados experimentais para (Cd,Mn)Te
ilustrados nesta �gura. Baseado em Fatah et al. [67].

é uma correção fenomenológica para a temperatura.
Este resultado é válido não apenas para Cd1−xMnxTe, mas tam-

bém para um classe inteira de semicondutores semimagnéticos do grupo II-VI
(AII

1−xMnxBV I), como ilustrado na Fig. 2.1 [67]. A dependência do spin efetivo
S̄ dos íons de Mn com a sua fração molar x é independente do hospedeiro não
magnético. Este achado experimental foi reproduzido com sucesso por simulações
numéricas em que Mn foi distribuído aleatoriamente na rede FCC de cátions e o
número de íons primeiros vizinhos não emparelhados foi contado [67], linha sólida
na Fig. 2.1.

Estatística de aglomerados Microscopicamente, o spin efetivo pode ser en-
tendido em termos de estatística de aglomerados, que é válida desde que a dis-
tribuição dos íons magnéticos seja aleatória [69]. Para campos magnéticos su-
�cientemente baixos, tal que os aglomerados estejam no estado fundamental, as
contribuições para o spin total são [68, 70]: um átomo isolado de Mn contribui
para a magnetização com um spin S = 5/2; um par de spins não contribui pois
�ca alinhado antiparalelamente devido a interação antiferromagnética, SP = 0;
tripletos abertos (O) contribuem com SO = 5/2, de forma que a contribuição
média por spin é 5/6; tripletos fechados (C) contribuem com SC = 1/2, e a con-
tribuição média por spin é 1/6. A Fig. 2.2 mostra vários tipos de aglomerados
possíveis.
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Figura 2.2: Tipos de aglomerados de
íons magnéticos idênticos com apenas
uma constante de troca. As linhas indi-
cam as ligações de troca. Apenas aglo-
merados com até quatro spins são ilus-
trados. Existem dois tipos de tripletos
(trímeros) e seis tipos de quartetos (te-
trâmeros). Extraído de Shapira e Bin-
dilatti [68].

Figura 2.3: Estrutura cúbica (zinc
blend) do semicondutor semimagnético
(Zn,Mn)Se. O Mn substitui o Zn em al-
guns sítios da sub-rede (fcc) de cátions.
Cada íon de Mn, e.g. o sítio vermelho,
possui 12 vizinhos próximos, sendo 4
na sua mesma monocamada (azul) e
quatro em cada monocamada adjacente
(laranja e verde).

A probabilidade Pi de encontrar cada con�guração é função da con-
centração x e da dimensionalidade. Veja na Fig. 2.3, por exemplo, como é a
vizinhança de uma impureza de Mn na estrutura cúbica do semicondutor semi-
magnético (Zn,Mn)Se. A probabilidade de encontrar um átomo de Mn isolado
em bulk é P1 = (1 − x)12, enquanto em uma interface ela é P1 = (1 − x)8, e em
uma monocamada ela é P1 = (1−x)4. A Tabela 2.1, reproduzida da Ref. [61], re-
sume as probabilidades de encontrar aglomerados até tripletos em bulk, interface
e monocamada ideais.

Usando a estatística de aglomerados, o spin normalizado médio, até
tripletos abertos (O) e fechados (C), é dado por [71]

S̄/S = (SP1 + SOPO
3 + SCPC

3 )/S = P1 +
1

3
PO

3 +
1

15
PC

3 , (2.4)

com S = 5/2 para o Mn. Ao considerar valores maiores para x, aglomerados de
maior ordem devem ser considerados, mas suas contribuições são sucessivamente
menores. Kreitman et al. [70] sugeriram que um patamar superior para a contri-
buição de aglomerados de ordem superior poderia ser estimado supondo que (i)
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Tabela 2.1: Probabilidade Pi que um átomo de Mn esteja em um aglomerado de
i spins na rede FCC de cátions da liga AII

1−xMnxBV I , para bulk, interface, e uma
monocamada. y = 1− x. Baseado em Grieshaber et al. [61].

Bulk Interface Monocamada
P1 y12 y8 y4

P2 12xy18 4x [y12 + y14] 4xy6

PC
3 24x2y22 4x2 [2y16 + y18] 0

PO
3 18x2 [2y23 + 5y24] 2x2 [6y15 + 5y16 + 8y18 + 3y19 + 10y20] 6x2 [2y7 + y8]

Pi>3

[
P1 + 1

3
PO

3 + 1
15

PC
3

]
+ 1

5

(
1− P1 − P2 − PO

3 − PC
3

)

quartetos quase não contribuem, e (ii) todos os demais spins formam quintetos
que contribuem com S = 5/2. Shapira et al. [71] então propuseram a seguinte
correção para o spin efetivo

S̄/S =

(
P1 +

1

3
PO

3 +
1

15
PC

3

)
+ (1− P1 − P2 − PO

3 − PC
3 )/5 , (2.5)

que melhorou a descrição dos resultados experimentais baseada na estatística
de aglomerados até x ' 0.1 [Fig. 2.4(a)]. Para uma revisão aprofundada de
estatística de aglomerados veja o trabalho de Shapira e Bindilatti [68] e suas
referências.

Modelo alternativo (fenomenológico) de Grieshaber et al. [61] Uma
descrição alternativa, e fenomenológica, para a magnetização local em interfa-
ces e monocamadas foi proposta por Grieshaber et al. [61], que de�niram uma
concentração média

xNN(z) =
x(z − d) + x(z) + x(z + d)

3
, (2.6)

que leva em consideração a concentração em monocamadas adjacentes (d é a lar-
gura da monocamada). Para os casos ideais bulk, interface e monocamada, esta
concentração xNN é simplesmente x, 2x/3 e x/3, respectivamente. A magneti-
zação local na heteroestrutura é então escrita como

Mlocal

(
x(z), B, T

)
≡

Mbulk

(
xNN(z), B, T

)

xNN(z)
x(z) , (2.7)

na qual Mbulk(x,B, T ) é dada pela parametrização das Eqs. (2.1)-(2.3), e x(z) é
o per�l de concentração molar nominal. Consequentemente, o spin efetivo neste
modelo é simplesmente S̄

(
xNN(x)

)
[cf. Eq. (2.1)].
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Figura 2.4: Comparação entre os modelos da estatística de aglomerados e o mo-
delo fenomenológico de concentração média xNN . Cada painel mostra a concen-
tração efetiva x̄ = xS−1

∑
i PiSi para bulk (a), interface (b), e monocamada (c).

Os modelos de aglomerados consideram íons isolados (azul), íons isolados mais
tripletos (vermelho), e o modelo com correção para aglomerados de ordem maior
(i > 3, verde). No painel (d) os três casos são comparados na mesma escala.

Spin efetivo S̄ e concentração efetiva x̄ Note que o conceito de spin efetivo
pode ser entendido da seguinte maneira: o produto xS̄(x) na Eq. (2.1) diz que
todos os átomos de Mn estão alinhados e contribuem com um spin efetivo S̄(x)

para a magnetização total. Isto é equivalente a dizer que existe apenas uma fração
efetiva x̄(x), que é função de x nominal, de íons de Mn alinhados que contribuem
com S = 5/2 para a mesma magnetização total [71, 72], i.e.,

xS̄(x) ≡ x̄(x)S. (2.8)

Como será mostrado na Seção 2.4, este conceito de concentração efetiva permite
que eu modele os per�s de potencial de uma maneira bastante intuitiva.

A Figura 2.4 compara (i) as concentrações efetivas obtidas com os
modelos de estatística de aglomerados da Tabela 2.1, (ii) a correção proposta
para aglomerados de ordem superior [Eq. (2.5)], e (iii) o modelo fenomenológico
com concentração média xNN . Para bulk, o modelo xNN reproduz exatamente �
por construção � os dados experimentais disponíveis para DMS do grupo II-VI
para x . 0.67. Note que, quando se considera aglomerados de ordem maior no
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modelo de estatística de aglomerados, as concentrações efetivas se aproximam da
curva �experimental� (xNN) da Fig. 2.4(a). A correção da Eq. (2.5) tornou esta
melhoria possível para concentrações até x ≈ 0.1. Para valores maiores de x,
(i) o modelo de singletos e tripletos superestima a aglomeração de spins, dimi-
nuindo excessivamente a concentração efetiva, e (ii) a correção para aglomerados
de ordem superior subestima aglomeração, sendo isto uma consequência direta da
hipótese na Eq. (2.5) que todos os demais spins estão em aglomerados de cinco
átomos.

Para os casos de interface e monocamada ideais, Figs. 2.4(b) e (c),
x̄ aumenta na sequência bulk → interface → monocamada, como ilustrado no
painel comparativo (d). Isto acontece porque estas interfaces e monocamadas
ideais possuem menos vizinhos nas camadas adjacentes que no caso bulk. Nestes
casos, o modelo xNN não tem uma justi�cativa experimental, como em bulk, sendo
então apenas um modelo que concorda com, e é justi�cado pela, estatística de
aglomerados para x . 0.25.

2.3 Diluição: segregação e interdifusão

Heteroestruturas semicondutoras reais não possuem interfaces e monocamadas
abruptas. Segregação e interdifusão são efeitos importantes que diluem o per�l
de concentração de qualquer impureza substitucional, incluindo os íons magnéti-
cos em DMS e DMH. Consequentemente, estes efeitos diminuem a aglomeração
de spin, aumentando a resposta paramagnética do sistema. Assim, o meu inte-
resse nesta parte do trabalho é explorar modelos mais realistas para as barreiras
magnéticas em DMHs. Segregação e interdifusão de impurezas de Mn são inves-
tigadas usando modelos apropriados para construir o per�l de potencial usado no
cálculo da estrutura eletrônica que eu faço nos capítulos seguintes.

2.3.1 Segregação

O processo de segregação, que ocorre durante o crescimento do cristal semicon-
dutor, corresponde a troca de átomos entre a superfície sendo crescida e a mono-
camada imediatamente abaixo. Quando são inseridas impurezas em um cristal,
por exemplo o Mn ocupando alguns sítios de cations no ZnSe, as impurezas não
apenas ocupam alguns sítios na superfície em crescimento, como também trocam
de posição com átomos da monocamada imediatamente anterior, como ilustrado
na Fig. 2.5(a).
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Figura 2.5: Ilustração do efeito de segregação durante o processo de crescimento
de um semicondutor. (a) Durante a formação da n-ésima monocamada, átomos
do cristal hospedeiro (◦) e de impurezas (•) são depositados nesta camada. Na
segregação ocorre a troca ente átomos da superfície e da última camada já crescida
do bulk. As concentrações de impurezas na superfície xs e na última camada do
bulk xb dependem tanto do �uxo incidente xφ de impurezas, quanto da e�ciência
de segregação. (b) Esquema da energia para as combinações com as impurezas
no bulk e na superfície num espaço de con�gurações q. Se a impureza vence
a barreira de energia para sair do bulk e ir para a superfície, a con�guração
�nal neste exemplo é energeticamente mais favorável. A energia de segregação
é de�nida como a diferença de energia entre as duas con�gurações. Painel (b)
extraído de Dehaese et al. [73].

Modelo termodinâmico da segregação A troca de átomos entre a super-
fície e a última camada do bulk ocorre pois, devido a agitação térmica, as con-
centrações de impurezas na superfície xs e na última camada do bulk xb tendem
a atingir um equilíbrio. Este processo é frequentemente descrito por um modelo
termodinâmico que estabelece que, após o crescimento de cada monocamada, as
concentrações de equilíbrio da superfície e do bulk obedecem a lei da ação das
massas [74]

xs(1− xb)

xb(1− xs)
= exp

(
Es

kBT

)
. (2.9)

Para entender esta equação considere o diagrama da Fig. 2.5(b). A concentração
xb indica a probabilidade da impureza estar na última monocamada do bulk e a
concentração xs indica a probabilidade da impureza estar na superfície. Assim, a
probabilidade conjunta da impureza �car na última monocamada do bulk é dada
por xb(1 − xs) ∝ exp(E1/kBT ), proporcional ao fator de Boltzmann associado à
energia E1. Já a probabilidade da impureza permanecer na superfície é xs(1 −
xb) ∝ exp(E2/kBT ), proporcional ao fator de Boltzmann com energia E2. A
razão entre estas probabilidades resulta na Eq. (2.9).4

4As energias E1 e E2, que são energias de ligação da impureza na liga, são da ordem de eV;
já a energia de segregação é tipicamente Es ∼ 100meV [73�75]. As temperaturas de crescimento
típicas são T ∼ 500K. Assim, o fator de Boltzmann para a impureza superar a barreira de
energia é exp(−E1/kBT ) ∼ 10−11 ! Entretanto, os eventos ocorrem na frequência de vibração
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Se for energeticamente favorável que a impureza �que na superfície,
isto é, a energia de segregação Es é positiva [veja a Fig. 2.5(b)], a troca de átomos
irá favorecer a segregação de impurezas para a superfície (xs > xb). Mesmo se
Es = 0 � probabilidade da impureza sair da superfície e ir para o bulk é igual a
probabilidade do percurso contrário �, o balanço de concentração fará que xs = xb,
na situação chamada de intermixing.

Para exempli�car, considere justamente o caso de intermixing numa
situação em que o �uxo de impurezas fornece uma concentração xp apenas durante
o crescimento da monocamada n. Assim, quando o sistema entrar em equilíbrio,5

as concentrações serão necessariamente xs = xb = xp/2. Quando as próximas
camadas são crescidas, mas com xφ = 0, a concentração irá caindo pela metade
sucessivamente, gerando um per�l

x(m) = xp

(
1

2

)m

= xp exp

(
−m

`o

)
, (2.10)

sendo `0 = 1/ ln 2 ' 1.442 (monocamadas) o comprimento característico de se-
gregação para o caso de intermixing. Este exemplo mostra que o processo de
segregação faz com que a concentração �que com um per�l do tipo exponencial,
com comprimento característico ` relacionado com a energia de segregação Es.
Entretanto, não há uma expressão simples que relacione Es com `; para Es 6= 0

temos apenas que ` 6= `0.
A Eq. (2.9) fornece apenas a relação entre as concentrações �nais

da superfície xs e da última camada do bulk xb depois do crescimento de uma
monocamada. Para efetivamente calcular as concentrações durante o processo de
crescimento é necessário uma equação adicional que relaciona estas duas variáveis.
A equação de conservação de massa

xs(n) + xb(n) = xs(n− 1) + xφ (2.11)

serve para este propósito. Ela diz que a concentração de impurezas total, cuja
concentração é dividida em xs e xb ao �nal do crescimento da n-ésima camada,
é dada pela concentração super�cial que segregou quando do crescimento da ca-
mada anterior, mais o �uxo de impurezas presente durante o crescimento da

da rede cristalina, que é de 1013 s−1 [73], indicando que, na escala de tempo de crescimento da
amostra, há sim troca de átomos entre a superfície e o bulk.

5Neste modelo termodinâmico, considera-se que a duração do crescimento de cada monoca-
mada leva o tempo necessário para que as concentrações entrem em equilíbrio, seguindo a lei
da ação das massas. Existem também os chamados modelos cinéticos [73, 75, 76], em que não
é necessário esperar o equilíbrio. Estes modelos são mais complicados e estão além do escopo
deste trabalho. O aspecto importante aqui é que o tipo de per�l de concentração obtido por
estes modelos é semelhante ao modelo termodinâmico, ou seja, o per�l é do tipo exponencial.
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camada n. Resolvendo as Eqs. (2.9) e (2.11) conjuntamente é possível obter os
per�s de concentração de impurezas para quaisquer valor de Es e xφ dentro do
modelo termodinâmico.

2.3.2 Interdifusão

Devido a agitação térmica as impurezas podem se difundir pela amostra. Este
processo, que pode ocorrer durante e após (annealing) o crescimento, também é
responsável pela diluição das impurezas [59].

A difusão é regida pelas chamadas leis de Fick [77]. A primeira lei
de Fick é

J = −D
∂C

∂z
, (2.12)

com J o �uxo de partículas por unidade de tempo e de área, D a constante de
difusão com dimensão de área por tempo, e C o per�l de densidade de partículas.
Esta lei diz que que o �uxo é proporcional ao gradiente de concentração. A
segunda lei de Fick é a equação de difusão

∂C

∂t
= −∂J

∂z
= D

∂2C

∂z2
, (2.13)

O per�l de concentração resultante é obtido resolvendo a equação da
segunda lei de Fick. Para exempli�car, nos parágrafos seguintes eu mostro como
�cam os per�s de interdifusão para três casos relevantes: fonte discreta, fonte
semi-in�nita (interface) e fonte �nita (camada)

Fonte discreta Considere que no instante t = 0 há uma concentração C = C0

na coordenada x = 0. A solução para a segunda lei de Fick [Eq. 2.13] é

C(x, t) = C0
1

2
√

πDt
exp

(−x2

4Dt

)
= C0

1

`
√

π
exp

(
−x2

`2

)
, (2.14)

sendo ` = 2
√

Dt o comprimento característico de difusão. Veja a Fig. 2.6(a) que
ilustra estes per�s gaussianos para três diferentes valores para `.

Fontes semi-in�nitas (interface) O caso de uma fonte semi-in�nita signi�ca
que, no instante t = 0 inicial, o per�l de concentração é C(x > 0, 0) = C0 e
C(x ≤ 0, 0) = 0. Para resolver o problema é possível considerar que cada plano
situado numa coordenada ai sofre difusão, e que a concentração na coordenada x

é a soma das contribuições de todos os planos αi com larguras ∆αi [Fig. 2.6(b)],
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Figura 2.6: (a) Per�l de difusão proveniente de uma fonte planar com C(x = 0, t =
0) = C0. Os per�s mais largos correspondem a tempos de difusão maiores. Os
comprimentos característicos usados são ` = 0.5, 1 e 2. (b) Composição do per�l
de concentração devido a difusão de uma fonte semi-in�nita. O per�l resultante
é a sobreposição dos per�s de cada camada de coordenada α. A soma sobre
todos os per�s resulta numa função C(x, t) com o per�l de função erro. [P. G.
Shewmon, Di�usion in Solids (McGraw, New York,1963), Fig. 1-5 ]. (c) Per�l
de difusão proveniente de uma fonte extensa e �nita, com largura d = 5. Os
per�s mais largos correspondem a tempos de difusão maiores. Os comprimentos
característicos usados são ` = 0.1, 1 e 2.

ie.,

C(x, t) ' C0

2
√

πDt

n∑
i=1

∆αi exp

[
−(x− αi)

2

4Dt

]
. (2.15)

No limite contínuo em que n → ∞ e ∆αi → 0, a somatória transforma-se em
uma integral

C(x, t) =
C0

2
√

πDt

∫ ∞

0

exp

[
−(x− α)2

4Dt

]
dα. (2.16)

Fazendo a substituição de variáveis η = (x− α)/2
√

Dt a solução �ca

C(x, t) =
C0√

π

∫ x/2
√

Dt

0

exp
[−η2

]
dη, (2.17)
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cuja integral pode ser escrita em termos da função erro

C(x, t) =
C0

2

[
1 + erf

(
x

2
√

Dt

)]
=

C0

2

[
1 + erf

(x

`

)]
. (2.18)

A Fig. 2.6(b) ilustra o per�l �nal para este caso de uma interface.

Fonte �nita (camada) No caso de uma fonte �nita (uma camada de largura
d), considere que no instante inicial a distribuição de impurezas é dada por

C(x, 0) =

{
C0

0

−d/2 ≤ x ≤ d/2

|x| > d/2
. (2.19)

O per�l de concentração no instante t pode ser obtido de forma similar que o
caso de fontes semi-in�nitas, mas restrigindo a contribuição a apenas a largura d

da fonte. A integral da Eq. (2.16) �ca então

C(x, t) =
C0

2
√

πDt

∫ d/2

−d/2

exp

[
−(x− α)2

4Dt

]
dα. (2.20)

Refazendo os mesmo passos anteriores, i.e., substituição de variáveis η = (x −
α)/2

√
Dt, �co com a seguinte equação

C(x, t) = −C0
1√
π

∫ x−d/2

2
√

Dt

x+d/2

2
√

Dt

exp
[−η2

]
dη (2.21)

cuja solução é

C(x, t) =
1

2
C0

[
erf

(
x + d/2

`

)
− erf

(
x− d/2

`

)]
. (2.22)

A Fig. 2.6(c) ilustra o per�l de difusão de uma camada para diferentes valores de
comprimentos de interdifusão `.

2.4 Perfis modelo
Neste trabalho eu não estou interessado em investigar os aspectos microscópicos
de diluição, sejam eles por segregação ou interdifusão. O que de fato eu preciso
é uma prescrição prática para descrever o per�l de distribuição das impurezas
magnéticas para, em conjunto com os modelos de aglomeração, simular a concen-
tração efetiva de Mn. Esta, por sua vez, está relacionada com a magnitude da
interação de troca sp-d entre os momentos das impurezas magnéticas e os porta-
dores nas bandas de elétrons e buracos. O aspecto relevante aqui é o quanto a
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diluição por segregação ou interdifusão diminui a aglomeração, aumentando sig-
ni�cativamente o spin efetivo quando comparado com o caso ideal sem diluição.

Na seção anterior eu mostrei que tanto a segregação quanto a inter-
difusão geram per�s de concentração característicos, exponencial e função-erro,
respectivamente. Assim, vou utilizar estes per�s para construir funções de perf il
que simulem a distribuição de Mn em DMHs semelhantes àquela da Fig. 1.1.

Aqui eu sigo, essencialmente, o trabalho de Gaj et al. [59], que uti-
lizou per�s contínuos, tanto para o caso de segregação quanto para interdifusão.
Este per�s consistem de expressões, contínuas na coordenada da direção de cres-
cimento, para as interfaces entre regiões com conteúdos de impurezas diferentes.
Note que, ao usar um per�l contínuo para descrever um sistema cuja variação
de concentração está na escala de monocamadas atômicas, eu estou fazendo uma
aproximação. Esta é uma opção prática do ponto de vista de implementação
numérica do modelo e que, a julgar pelos resultados que apresento nos capítulos
subsequentes, se mostrou bastante satisfatória.

Segregação Para o caso de segregação, eu descrevo a variação da
concentração molar de Mn de x = xp a x = 0 em uma interface por x(z) =

xpf(−z/`), sendo f(z) de�nido por [59]

f(z) =





1 z ≥ 1

exp(z − 1) z < 1
. (2.23)

Usando esta de�nição, construo uma função de per�l contínua

℘exp(z) =

Nb∑
j=1

[
f

(
(Zj + d

2
)− z

`

)
− f

(
(Zj − d

2
)− z

`

)]
, (2.24)

que descreve Nb monocamadas com largura d localizadas nas coordenadas Zj ao
longo do eixo de crescimento.6 O comprimento característico `, que está relacio-
nado com a energia de segregação, é na prática o parâmetro que de�ne a extensão
da diluição das impurezas devido a segregação.

Interdifusão Usando a solução (2.22) da equação de difusão para
o caso da fonte de impurezas ser uma camada, eu de�no uma função de per�l

6O per�l que a Eq. (2.24) fornece é ligeiramente deslocado com relação ao per�l do modelo
termodinâmico. Isto pode ser corrigido substituindo o argumento da Eq. (2.24) por z − ` + d.
Esta correção, que eu obtive empiricamente resolvendo o modelo termodinâmico e comparando
com os per�s do modelo contínuo, não altera os resultados signi�cativamente pois o comprimento
característico ` nas DMHs estudadas nesta tese são da ordem da largura d de uma monocamada.
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Figura 2.7: Per�s que concentração que simulam o efeito de diluição dos íons
magnéticos devido a segregação e interdifusão. Os painéis mostram as funções de
per�l quadrado (sqr), exponencial (exp) e de função-erro (erf) para três compri-
mentos característicos distintos. A largura da barreira é d = 3Å.

contínua, similar à Eq. (2.24), para o caso de interdifusão

℘erf(z) =
1

2

Nb∑
j=1

[
erf

(
z − (Zj − d/2)

`

)
− erf

(
z − (Zj + d

2
)

`

)]
. (2.25)

Aqui, o comprimento característico ` é relacionado com a constante de difusão D

e a duração t do processo de interdifusão por ` = 2
√

Dt.

Per�l ideal (quadrado) e o caso DMS O per�l ideal usado na
Ref. [39] para descrever monocamadas perfeitas de MnSe é o per�l quadrado
apresentado no Capítulo 1, Eq. (1.8), a saber

℘sqr(z) =

Nb∑
j=1

Θ

(
z − Zj +

d

2

)
Θ

(
d

2
+ Zj − z

)
. (2.26)

Note que ambos ℘erf(z) e ℘exp(z) reproduzem o per�l ideal da Eq. (2.26) no limite
de interdifusão e segregação desprezíveis, ` → 0.7

Para descrever o caso limite (bulk) de uma estrutura do tipo DMS,
em que as impurezas magnéticas são uniformemente distribuídas na região do
poço, basta considerar cada monocamada dentro do poço como uma barreira
magnética e descrevê-las usando um dos modelos de per�l aqui de�nidos. O
per�l resultante será essencialmente independente da escolha do modelo de per�l,

7De fato, para o caso de segregação e quando a Eq. (2.24) está com a correção indicada na
nota de rodapé 6, quando ` = 0 o per�l é quadrado, mas uma monocamada deslocada no sentido
contrário ao crescimento. Isto ocorre pois ` = 0 corresponde segregação completa (Es = ∞).
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exceto por diferenças nas extremidades do poço (menores para pequenos `'s) � o
impacto destas diferenças na estrutura eletrônica é mínimo.

A Figura 2.7 compara os três per�s apresentados aqui para o caso de
uma monocamada. Nos capítulos seguintes eu analiso uma série de DMHs que
foram experimentalmente investigadas. Os resultados são tais que, o comprimento
característico que melhor reproduziu os dados experimentais é ` da ordem da
largura da monocamada (d), mais precisamente d . ` . 2d. Os painéis (b) e (c)
da Fig. 2.7 ilustram os casos de ` = d e ` = 2d, respectivamente.

2.5 Per�s de concentração: nominal e efetiva
Usando os per�s modelos das Eqs. (2.24), (2.25) e (2.26) de�nidos na seção ante-
rior, agora eu vou escrever as funções para as concentrações de impurezas mag-
néticas. Dois casos são considerados: o primeiro é a concentração nominal x(z) e
o segundo é a concentração efetiva x̄(z).

2.5.1 Per�l de concentração nominal
Os per�s ℘(z) de�nidos nos parágrafos anteriores são funções unitárias; eles são
normalizados de forma a satisfazer

1

Nbd

∫

L

℘(z) dz = 1, (2.27)

sendo L o comprimento da amostra. Assim, posso de�nir um per�l de concen-
tração contínuo x(z), que leva em conta os efeitos de diluição, atribuindo uma
concentração xp para as camadas descritas pela função ℘(z), ou seja,

x(z) = xp℘(z). (2.28)

Este per�l nominal não considera aglomeração antiferromagnética. Ele é usado
para calcular, por exemplo, os o�sets na estrutura de bandas devido a presença
de Mn como impureza substitucional (Sec. 1.4.4).

2.5.2 Per�l de concentração efetiva
Como indicado na Sec. 2.2, a aglomeração antiferromagnética das impurezas de
Mn é fundamental na determinação do desdobramento de spin induzido por troca
em DMHs ideais, mesmo que apenas qualitativamente [39]. Egues e Wilkins
[39] consideraram aglomerados Mn-Mn usando uma concentração planar efetiva
x̄p = xp(1 − xp)

4, com xp a fração molar de Mn em uma monocamada. Esta
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Figura 2.8: Probabilidades de um spin na monocamada n participar de um a-
glomerado dada uma distribuição arbitrária de íons de Mn. Multiplicando estas
probabilidades por xn, obtém-se o número de spins que que estão no respectivo
aglomerado. Os cátions nas monocamadas n + 1, n e n − 1 estão indicados por
branco, cinza e preto, respectivamente. Extraído de Crooker et al. [7].

concentração efetiva para uma monocamada ideal corresponde ao modelo de a-
glomeração P1 da Tabela 2.1.

Generalizar este conceito para per�s de concentração contínuos é di-
reto. Um dado sítio de Mn possui vizinhos próximos que pertencem a três mo-
nocamadas adjacentes [59, 61], como ilustrado na Fig. 2.3. Esta característica
precisa ser considerada explicitamente na de�nição da concentração efetiva de
forma que os casos ideal e bulk sejam recuperados como situações limites. Para
o caso mais simples de singletos, a probabilidade de encontrar uma única impu-
reza numa distribuição arbitrária de Mn é igual a probabilidade dela não estar
formando um par com seus vizinhos próximos, i.e.,

P1(z) = [1− xp℘(z − d)]4[1− xp℘(z)]4[1− xp℘(z + d)]4. (2.29)

Aqui a função ℘(z) é um per�l arbitrário qualquer, incluindo as funções per�s
apresentadas nos parágrafos anteriores. P1(z) é uma generalização da probabili-
dade P1 da Tabela 2.1. Assim, para este caso, eu de�no um per�l de concentração
efetiva

x̄(z) = xp℘(z)P1(z). (2.30)

Para os casos incluindo tripletos e aglomerados maiores, é possível obter um
per�l de concentração efetiva similar à Eq. (2.30) substituindo a probabilidade
Pi em (2.4) e (2.5), respectivamente, por suas generalizações contínuas, como
a Eq. (2.29), e multiplicando estas equações por xp℘(z). Expressões explícitas
para Pi(z) para aglomerados maiores podem ser encontradas na Ref. [7], aqui
reproduzidas na Fig. 2.8.

A Fig. 2.9 compara per�s de concentração efetivos x̄(z) para os casos
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Figura 2.9: Per�s de concentração efetivos x̄(z) para diversos tipos de per�l,
comprimentos característicos ` e concentrações nominais xp. O modelo de aglo-
merados usado foi P1 + P3 e a largura das barreiras é d = 3Å. As oscilações no
per�l ocorrem pois a concentração efetiva diminui (aumenta) quando a concen-
tração nas camadas adjacentes é maior (menor).

ideal, segregação e interdifusão para várias comprimentos característicos `. Ao
comparar com os per�s nominais da Fig. 2.7, nota-se que (i) a magnitude da
concentração efetiva é signi�cativamente menor devido à aglomeração, e (ii) a
formação de pares antiferromagnéticos entre camadas adjacentes introduz modu-
lações em x̄(z) ausentes no per�l nominal x(z).

Concentração média 〈x̄〉 A título de comparação entre diferentes per�s é
interessante de�nir uma concentração efetiva média [67, 78]

〈x̄〉 =
1

Nbd

∫

L

x̄(z) dz. (2.31)

A Fig. 2.10 mostra 〈x̄〉 para o caso de uma única monocamada cujo conteúdo
magnético é diluído por segregação (para interdifusão os resultados são qualita-
tivamente similares). Além do aumento do spin efetivo, e consequentemente da
concentração efetiva, o efeito extrínseco também diminui as diferenças entre os
modelos de aglomerados.

Para estes per�s de concentração efetiva, 〈x̄〉 < xp sempre, devido
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Figura 2.10: Efeito da diluição sobre a concentração efetiva média 〈x̄〉. O per�l
de concentração usado foi de segregação com comprimento característico `. Para
` = 0.0 nm, (a) reproduz o resultado analítico da Fig. 2.4(c). Com o aumento da
diluição (` maior), (i) a concentração efetiva média aumenta, e (ii) as diferenças
entre os modelos de aglomeração diminui.

a aglomeração antiferromagnética. Note que a Eq. (2.31), usando o per�l da
Eq. (2.30) e suas contrapartidas para tripletos e aglomerados maiores, reduz-se
a x̄p quando ℘(z) = ℘sqr(z), e reduz-se a x̄ quando ℘(z) = ℘DMS(z). Ou seja, as
funções aqui de�nidas recuperam os casos limites.

A Eq. (2.31), ao integrar sobre todo o per�l, considera a sobreposição
entre barreiras adjacentes. Como em geral nestas DMHs a região magnética é
dentro da região de con�namento, a função de onda eletrônica se extende sobre
várias barreiras magnéticas. Isto faz que a concentração efetiva do conjunto
seja a grandeza relevante. Isto está ilustrado na Fig. 2.11, mostrando que para
per�s não-ideais, a concentração efetiva média depende fortemente não apenas
de xp [cf. Eq. (2.30) e as de�nições para as funções ℘(z)], mas também do
número Nb de barreiras magnéticas dentro do poço. Maior o número destas
barreiras, menor as separações entre elas e, consequentemente, maior a chance de
átomos pertencentes a barreiras adjacentes formarem pares antiferromagnéticos.
Note que as diferenças entre os per�s exponencial e função-erro são relativamente
pequenas, mas aumentam com xp.

A concentração média é uma grandeza que pode ser usada para pla-
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Figura 2.11: Concentração efetiva média 〈x̄〉 em função da concentração planar
xp, para os per�s exponencial (a) e de função erro (b). A concentração total de
Mn é 3ML, distribuída num número diferente de barreiras. Cada curva corres-
ponde à con�guração 3× 1/Nb ML, com Nb indicado na legenda. O comprimento
característico é ` = 3Å nos dois casos. As Nb barreira estão regularmente dis-
tribuídas em um poço quântico de largura L = 105Å. O aumento do número
de barreiras aumenta a sobreposição dos per�s de concentração e, consequente-
mente, diminui a concentração efetiva. Nota-se que o efeito do emparelhamento
antiferromagnético é mais efetivo para o caso do per�l de interdifusão (b), 〈x̄〉
menor que em (a). Em (a), curvas com Nb = 1 e 3 estão sobrepostas; em (b), o
mesmo ocorre para Nb = 1, 3 e 6.

nejar a preparação de uma amostra. Por exemplo, para minimizar o emparelha-
mento anti-ferromagnético e, consequentemente, maximizar a interação de troca
s-d, basta utilizar o valor de xp que corresponde ao máximo da curva de x̄ para
um dado número de barreiras (Fig. 2.11).

Note que o comprimento característico também deve ser levado em
consideração neste tipo de análise de concentração média. A Fig. 2.12 é um
diagrama de curvas de nível da concentração efetiva média 〈x̄〉 em função de ` e xp.
Para concentrações nominais pequenas, 〈x̄〉 depende fracamente do comprimento
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Figura 2.12: Curvas de nível da concentração efetiva média 〈x̄〉 em função concen-
tração planar xp e do comprimento característico ` dos per�s. Várias combinações
de xp e ` podem ser usadas para obter a mesma concentração efetiva média. Para
baixos (altos) valores de xp, a concentração média não depende (depende) da di-
luição. Curvas similares também são obtidas para o per�l de interdifusão e para
os outros modelos de aglomerados.

característico. Isto porque a amostra já é muito diluída tal que x̄(z) ≈ x(z),
implicando em 〈x̄〉 ≈ xp. Já para concentrações elevadas a concentração efetiva
depende sim fortemente com ` uma vez que a diluição passa a ser essencial.

Concentração efetiva xeff No que se refere a interação de troca sp-d, o im-
portante é a sobreposição das funções de onda eletrônicas com os íons de Mn.
Neste sentido, aqui eu de�no uma outra concentração efetiva que leva em consi-
deração esta sobreposição, a saber

xeff =

∫

L

x̄(z) |χ(z)|2 dz . (2.32)

Uma aplicação prática desta grandeza é fazer uma estimativa da con-
tribuição de troca sp-d em primeira ordem de teoria de perturbação. Neste caso,
usando a de�nição (2.32) e sendo χ0(z) a função de onda não perturbada, tenho

E(1) =

∫

L

−1

2
x̄(z)N0α〈Sz〉σz

∣∣χ0(z)
∣∣2 dz ≡ −1

2
xeffN0α〈Sz〉σz . (2.33)

Nesta aproximação, de�no o desdobramento de spin devido a interação de troca
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Figura 2.13: Curvas de nível da concentração efetiva xeff em função da con-
centração planar xp de Mn e do comprimento característico `. Estas curvas são
para o per�l de concentração exponencial (segregação) e cada painel é para um
diferente número Nb de barreiras magnéticas. À medida que Nb aumenta, a as
regiões em que xeff é máximo ocorrem para xp e ` menores. O incremento de
xeff a cada curva de nível é 0.002.

s-d em termo de xeff ,

∆E ≡ E↑
s−d − E↓

s−d ≡ −xeffN0α〈Sz〉 . (2.34)

Esta de�nição será particularmente útil nos Caps. 5 e 6.
A Figura 2.13 mostra curvas de nível de xeff em função da concen-

tração nominal xp e do comprimento característico `, para o caso de per�l de
segregação (grá�cos similares são obtidos para interdifusão). As curvas foram ob-
tidas usando o hamiltoniano e os parâmetros das simulações do próximo capítulo,
Tabela 3.1 na pág. 49.

Uma inspeção da Fig. 2.13 fornece uma ideia de como não é trivial
caracterizar o per�l de concentração de impurezas magnéticas presente em uma
amostra. Por exemplo, seja uma medida de magnetofotoluminescência que for-
nece um valor para ∆E e, via a Eq. (2.34), um valor correspondente para xeff .
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Analisando as curvas de nível, percebe-se que existem diversas escolhas para a
concentração nominal xp e comprimento característico ` que resultam no mesmo
xeff . Adicionalmente, existem curvas similares àquelas da Fig. 2.13 para o caso
de interdifusão, e que também fornecem o memo valor para xeff .

As curvas de nível também mostram que, para baixas concentrações
nominais xp, a concentração efetiva é pouco sensível ao comprimento caracterís-
tico do per�l, o contrário ocorrendo para altas concentrações. À medida que Nb

aumenta, a curva de nível da concentração efetiva máxima desloca-se para xp e
` menores. Isto ocorre pois a sobreposição entre os per�s de barreiras vizinhas
aumenta com Nb, o que acentua a aglomeração antiferromagnética e, portanto,
diminui xeff .

2.6 Discussões
Uma vez que vários dos grá�cos aqui apresentados variam a concentração nomi-
nal até a unidade, é importante lembrar os limites de validade dos modelos de
aglomeração. A hipótese básica da estatística de aglomerados é a distribuição
aleatória das impurezas magnéticas. Para baixas concentrações é natural que ela
seja satisfeita. Já para altas concentrações de Mn não se espera que isto continue
ocorrendo. De fato, acima do limite de percolação xc, existe uma probabilidade
não nula de que cada impureza pertença a um aglomerado in�nito. Para bulk
(Cd,Mn)Te, com uma rede fcc tridimensional, xc ≈ 0.19, enquanto para uma mo-
nocamada de (Cd,Mn)Te com uma rede bidimensional quadrada xc = 1/2 [61].
Por outro lado, à medida que o tamanho do aglomerado aumenta, a magnetização
por spin diminui, explicando porque resultados usando a estatística de aglomera-
dos concordam com experimentos para altas concentrações, pelo menos para bulk
[67].

Se todos os resultados experimentais aqui investigados fossem de
amostras com pequenas concentrações de Mn, eu estaria dentro do limite de
validade dos modelos. Entretanto, várias amostras têm concentrações nominais
altas, inclusive igual à unidade. Nestes casos é importante sempre lembrar que `

deve ser considerado com um parâmetro de ajuste do modelo, e a sua associação
com o comprimento característico real de diluição deve ser feita com cautela.

O diagrama da Fig. 2.14 resume o papel de aglomeração e de diluição
em DMHs. Da esquerda para a direita mostro o caso bulk, com concentração tridi-
mensional x, passando para o caso bidimensional ideal com concentração planar
xp, e depois o caso não ideal, com um per�l de concentração diluído ao longo
da direção de crescimento, seja por segregação ou por interdifusão. Na direção
vertical, mostro que a distribuição espacial dos átomos de Mn, i.e., concentração
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y

y
yAglomeração

x̄ −−−→ x̄p
Diluição−−−−→ x̄(z)

Figura 2.14: Esquema dos efeitos de aglomeração e diluição em DMHs.

estrutural, corresponde a uma concentração efetiva no que se refere a efeitos de
magnetismo relacionado ao Mn.

Os modelos que de�ni para os per�s de concentração nominal (2.28)
e efetiva (2.30) permitem tratar os efeitos de diluição e segregação/diluição, res-
pectivamente, de uma maneira bastante simples. Usando estes per�s de concen-
tração para substituir os casos ideais apresentados na Seção 1.4.4, eu analiso no
próximo capítulo alguns resultados experimentais para desdobramento de spin e
tempos de espalhamento de spin, ambos induzidos pela interação de troca sp-d.
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Capítulo 3

Desdobramento de Spin e Tempo de
Espalhamento

Conteúdo

Neste capítulo eu calculo do desdobramento de spin ∆E de transições
elétron�buraco-pesado, e os tempos de espalhamento de spin τsf de
elétrons na banda de condução, ambos induzidos pela interação de
troca sp-d. Aqui eu utilizo os per�s de concentração do Cap. 2 para
levar em consideração os efeitos de aglomeração antiferromagnética e
de diluição dos íons de Mn. Os resultados apresentados para ∆E e τsf

descrevem satisfatoriamente os resultados experimentais disponíveis
[4, 7] e complementam o trabalho de Egues e Wilkins [39]. Os modelos
de aglomerados com singletos e tripletos retornaram melhores ajustes
com os dados experimentais. Quanto à diluição, os comprimentos
característicos foram da ordem de (1 a 2) ML. Entretanto, os modelos
de segregação e interdifusão retornaram valores próximos e não foi
possível distinguir qual dois dois mecanismos é predominante.
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3.1 Introdução

Espectroscopia magnetoóptica estática � fotoluminescência, absorção, e rotação
de Faraday � é bastante usada para investigar a estrutura eletrônica em DMHs
[51, 79]. Neste capítulo eu investigo as propriedades magnetoópticas de heteroes-
truturas digitais magnéticas (DMHs), com o enfoque nos efeitos do magnetismo
das impurezas magnéticas, mais especi�camente, da aglomeração antiferroma-
gnética e da diluição dos íons de Mn. As estruturas em questão são poços quânti-
cos ZnSe/(Zn,Cd)Se, crescidos na direção (100), com arranjos planares periódicos
de impurezas magnéticas (Mn, S = 5/2), Fig. 3.1. Aqui eu utilizo os per�s mode-
los introduzidos no Cap. 2 para descrever o potencial efetivo da interação de troca
sp-d. Eu então calculo a estrutura eletrônica dependente de spin para elétrons
(e) e buracos-pesados (hh) no contexto teórico apresentado na Seção 1.4.4. Em
seguida obtenho o desdobramento de spin gigante ∆E de transições e− hh, e os
tempos de espalhamento de spin τsf de elétrons na banda de condução, ambos in-
duzidos pela interação de troca sp-d. Eu mostro que a inclusão de aglomeração e
diluição das impurezas magnéticas aproxima os resultados dos modelos para ∆E

e τsf dos resultados experimentais disponíveis. A investigação aqui apresentada
complementa o trabalho de Egues e Wilkins [39], que estudaram o efeito de aglo-
meração (modelo com singletos) mas sem incluir diluição (per�l ideal quadrado).

Esta parte do trabalho está direcionada para dois conjuntos de dados
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Figura 3.1: (Esquerda) Diagrama de um poço quântico digital magnético ideal,
crescido na direção (100), e com monocamadas magnéticas de MnSe. (Direita)
Esquema ilustrando a interação de troca sp-d entre os portadores e os momentos
magnéticos de Mn localizados na região do poço. Esta interação é responsável
pelo desdobramento de spin nas sub-bandas de elétrons (e) e buracos-pesados
(hh) quando um campo magnético é aplicado. As transições dos pares e − hh a
campo zero E0

e,hh e com campo magnético aplicado E±1
e,hh são ilustradas. Estas

transições opticamente ativas têm polarizações +1 e −1.
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experimentais de S. A. Crooker e colaboradores [4, 7]. Os resultados das duas
referências são para o mesmo conjunto de amostras, mas para condições experi-
mentais diferentes. No caso da Ref. [4], que me re�ro neste capítulo como RI, a
temperatura das medidas foi de T = 4.2K e os valores de campo magnético para
as medidas de ∆E foram até B = 4T em intervalos de 0.5T (Fig. 3.2). Nestes
experimentos, observou-se que o desdobramento de spin aumenta à medida que
uma dada concentração de Mn é particionada em um número maior de planos.
RI também contém os dados para τsf que eu analiso (Fig. 3.10 na pág. 59).

Já os dados da Ref. [7], a qual vou me referir como RII, foram obtidos
a T = 0.35K para B até 60T em intervalos de 0.15T [80]. O trabalho em RII
investiga justamente a questão de aglomeração de Mn. Na faixa de campo mag-
nético investigada, os autores observam degraus de magnetização; aqui eu analiso
apenas os resultados a �baixo� campo (B 6 4.0T), antes do aparecimento do pri-
meiro degrau (e.g., veja na Fig. 3.3 o aparecimento de degraus de magnetização,
mais evidente no caso 12× 1/4ML).1

1A notação Nb×xp ML indica Nb camadas magnéticas, cada uma com concentração nominal
de Mn igual xp monocamadas (ML - monolayer).
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Escopo da abordagem Aqui eu utilizo os resultados do Cap. 2,
no qual de�no per�s modelos apropriados para a concentração de impurezas mag-
néticas e, adicionalmente, per�s de concentração efetiva. Estes per�s são funções
�contínuas� que interpolam entre o caso bulk e o estritamente bidimensional. Isto
permite considerar a aglomeração de Mn em todos os per�s modelos de uma forma
bastante direta. O resultado desta abordagem é, com a introdução de per�s não-
ideais e as correspondentes concentrações efetivas de Mn, melhorar os resultados
dos cálculos anteriores [39]. Em particular, (i) o desdobramento de spin ∆E

descreve melhor os dados experimentais disponíveis [RI, RII]; (ii) os tempos de
espalhamento de spin τsf induzidos por troca s-d a campo magnético nulo �cam
numa faixa mais reduzida de valores � como nos resultados experimentais � para
diferentes con�gurações com Mn (para B 6= 0 os resultados para τsf não alteram
sensivelmente, quando comparado com [39]); e (iii) obtenho valores não nulos
para ∆E e 1/τsf , inclusive para o caso limite de concentração nominal de Mn
igual à unidade, xp = 1.2

Organização do capítulo Na Sec. 3.2 eu apresento o sistema mo-
delo e a formulação teórica do problema. Nas Secs. 3.3 e 3.4 eu apresento os
resultados para os desdobramentos de spin e para os tempos de espalhamento de
spin, respectivamente.

3.2 Sistema modelo e abordagem teórica
Os resultados experimentais nos quais eu baseio a minha análise teórica são de
RI e RII. As DMHs em questão são poços quânticos de ZnSe/(Zn,Cd)Se com
monocamadas de MnSe digitalmente incorporadas e igualmente espaçadas, como
ilustrado na Fig. 3.1(a). As amostras diferem pelo número Nb de barreiras mag-
néticas e pela concentração nominal xp das monocamadas. A concentração total
de Mn é mantida constante em 3ML, igualmente distribuída entre as barreiras,
i.e., xp = 3/Nb. As con�gurações são denotadas por �Nb×xp ML�, e.g., 3× 1ML,
6× 1/2ML, 9× 1/3ML e assim por diante [RI].

Para calcular a estrutura eletrônica destes sistemas eu resolvo o ha-
miltoniano do sistema no contexto da teoria da massa efetiva (Cap. 1, Sec. 1.4.4).
Aqui eu desconsidero a quantização de Landau e suponho bandas parabólicas
(aproximação comum quando se estuda as propriedades magnetoópticas em DMSs
de gap elevado [51, pág. 288]).3 Eu também faço uma simpli�cação adicional que

2Para xp = 1 e per�s ideais quadrados, como em [39], a concentração efetiva x̄p = xp(1 −
xp)4 = 0 e, consequentemente, ∆E = 0 e 1/τsf = 0.

3Nos capítulos subsequentes, nos quais eu investigo magnetotransporte, a quantização de
Landau é um ingrediente essencial e, portanto, é apropriadamente considerada na formulação.
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Tabela 3.1: Parâmetros utilizados no modelo para simular o poço quântico
digital magnético investigado experimentalmente em RI e RII. Eu sigo as
escolhas de parâmetros da Ref. [39] para comparar aqueles resultados com
os calculados nesta tese.
Parâmetros Elétron (Λ = e) Buraco pesado (Λ = hh)
Massa efetiva me/m0 = 0.16 mhh/m0 = 0.6

O�set ZnSe/Zn0.8Cd0.2Se† ve
0 = 185meV vhh

0 = 87meV
O�set Zn0.8Cd0.2Se/MnSe† ve

b = 800meV vhh
b = 100meV

Interação de troca sp-d N0α = 0.26 eV N0β = −1.1 eV
Largura do poço L = 120Å
Largura barreiras laterais LB = 100Å
Largura barreiras magnéticas d = 3Å ‡

Número de barreiras com Mn Nb = 1, 3, 6 . . . , 24

Concentração planar de Mn xp = 3/Nb
‡

Comprimento de diluição 0 . ` . 10Å
Temperatura T = 4.2K [RI] e T = 0.35K [RII]
Temperatura efetiva 3K . T0 . 8K
†Veja os exemplos no Cap. 1, pág. 10.
‡Para Nb = 1, xp = 1 e d = 9Å.

é ignorar a interação de Coulomb entre os portadores (e− e, e− hh e hh− hh).
Neste contexto, as energias de sub-banda εΛ

i,σz
e as funções envelope χΛ

i,σz
são

então calculadas resolvendo a equação de Schrödinger unidimensional [Eq. (1.14),
pág. 15] [

− ~2

2m∗
Λ

∂2

∂z2
− vΛ

σz
(z)

]
χΛ

i,σz
(z) = εΛ

i,σz
χΛ

i,σz
(z), (3.1)

para cada componente de spin (σΛ
z = ±1) de elétrons (Λ = e) e buracos pesados

(Λ = hh). O potencial

vΛ
σz

(z) = vΛ
0 [1− ℘sqr(z; 1, 0, L)] + vΛ

b x(z) + vΛ,σz

sp−d x̄(z) (3.2)

descreve os potenciais estruturais e magnéticos da DMH da Fig. 3.1; nele eu subs-
tituí o per�l de concentração ideal (quadrado) xp℘sqr(z) das Eqs. (1.9), (1.10)
e (1.11) pelos per�s de concentração nominal x(z) e efetiva x̄(z) do Cap. 2,
Eqs. (2.28) e (2.30), respectivamente. As magnitudes dos termos de troca sp-
d são [Eq. (1.7)]

ve,σz

sp−d = −1

2
〈Sz〉N0α σe

z , (3.3a)

vhh,σz

sp−d =
1

2
〈Sz〉N0β σhh

z . (3.3b)

para elétrons e buracos pesados, respectivamente. Os demais parâmetros são
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Figura 3.4: Ilustração dos per�s de potencial das bandas de condução (painéis
superiores) e banda de valência (painéis inferiores) para os per�s ideal (sqr),
de segregação (exp), e interdifusão (erf). Estão sobrepostos três casos: B = 0
(verde), spin para cima (vermelho) e spin para baixo (azul) a B = 4T. As funções
de onda e as energias de sub-banda para cada caso também são apresentadas.
Note que a principal contribuição para o desdobramento de spin total vem dos
buracos pesados, cuja constante de troca, N0β = −1.11 eV, é consideravelmente
superior que a dos elétrons, N0α = 0.26 eV. Os parâmetros usados foram xp =
0.25, T + T0 = 5K e ` = 3.0Å.

listados na Tabela 3.1.
A Figura 3.4 ilustra os per�s de potencial para os casos ideal, se-

gregação e interdifusão. Note a dependência de spin na região das barreiras
magnéticas. A altura da barreira é modulada pela interação de troca sp-d, termo
vΛ,σz

sp−d na Eq. (3.2). A altura das barreiras diminui como função do campo mag-
nético para elétrons | − 1/2〉 e buracos pesados |3/2〉 enquanto elas aumentam
para os respectivos elétrons |1/2〉 e buracos-pesados | − 3/2〉. Como a constante
da interação de troca é bem maior para buracos que para elétrons, os efeitos são
mais pronunciados no potencial da banda de valência. Isto re�ete nas energias de
sub-banda e nas funções envelope, obtidas resolvendo a Eq. (3.1) e apresentadas
na Fig. 3.4.

As DMHs mencionadas no parágrafo anterior são especialmente in-
teressantes para o estudo de aglomeração e diluição de impurezas magnéticas
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justamente porque elas são capazes de explorar os limites de validade dos mode-
los para estes efeitos. Isto porque a maioria das amostras possui xp ≥ 0.25, i.e.,
numa faixa de concentração que os modelos de aglomeração divergem entre si (cf.
Fig. 2.4 na pág. 26). Adicionalmente, a aleatoriedade da distribuição de Mn pode
não ser mais válida, comprometendo também o uso dos modelos apresentados na
Sec. 2.4.

Adicionalmente, as amostras com uma menor concentração planar
de Mn � e portanto mais adequadas para os modelos de aglomeração4� têm um
número maior de barreiras, Nb = 12 e 24. Devido a diluição, seus per�s de
concentração se sobrepõem de tal forma que o per�l resultante pode estar além
da descrição em termos de per�s exponenciais e de função erro apresentada na
Sec. 2.4.5

Apesar das limitações dos modelos disponíveis, aqui eu mostro que a
inclusão de efeitos de diluição melhoram os resultados da Ref. [39] ao obter um
acordo quantitativo com os dados experimentais.

3.3 Resultados: desdobramento de spin

Os desdobramentos de spin relevantes medidos experimentalmente envolvem pa-
res de elétrons e buracos pesados (a energia do laser é ajustada de forma a induzir
apenas estas transições). Estes pares têm componentes de momento angular total
±1 e são diretamente medidos por espectroscopia magnetoóptica com luz circu-
larmente polarizada [RI, RII]. As transições ópticas envolvem apenas a primeira
sub-banda de elétrons e buracos pesados [cf. Fig. 3.1]. Na presença de um campo
magnético, a energia de transição para o par com polarização +1 é

E+1
hh,e(B) = εe

1,−1(B)− εhh
1,1(B) , (3.4)

e para o par com polarização −1

E−1
hh,e(B) = εe

1,1(B)− εhh
1,−1(B) . (3.5)

4A utilização da estatística de aglomerados para descrever o efeito de aglomeração antifer-
romagnética é válida (bulk) para x . 0.1, cf. Sec. 2.2.

5Os per�s modelo da Sec. 2.4, Eqs. (2.24), (2.25) e (2.26), fazem uma sobreposição linear
das concentrações. Em uma primeira aproximação esta é uma hipótese razoável. Entretanto,
quando há muita sobreposição entre camadas de impurezas vizinhas, o modelo termodinâmico
para segregação, por exemplo, resulta um per�l mais assimétrico que o modelo que eu adoto
na Eq. (2.24). Mesmo assim, os per�s modelos apresentados no Cap. 2 fornecem resultados
razoáveis em todas as partes desta tese em que são utilizados.
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Denotando por E0
hh,e a energia de transição hh − e a campo magnético nulo,

de�ne-se o desdobramento induzido por troca sp-d para os pares ±1 como

∆E±(B) = E±1
hh,e(B)− E0

hh,e. (3.6)

Os experimentos de fotoluminescência das Refs. [RI, RII] mostram
que, para um dado campo magnético �xo e uma dada quantidade total �xa de Mn,
os desdobramentos de spin ∆E aumentam com o número Nb de camadas de Mn no
poço, Figs. 3.2 e 3.3.6 De acordo com RI, este ordenamento particular é consistente
com a ideia de diminuição da aglomeração antiferromagnética com a diluição da
concentração de Mn. Esta interpretação é corroborada pelo cálculo teórico da
Ref. [39], na qual tanto o desdobramento de spin calculado, quanto o ordenamento
com o número de planos, estão de acordo com os achados experimentais. Na
Ref. [39], a inclusão de efeitos de aglomeração via uma concentração efetiva de
Mn é crucial para obter o ordenamento correto observado experimentalmente.
Entretanto, a diluição ocorre apenas no particionamento do conteúdo de Mn em
várias barreiras, mas utilizando per�s de concentração quadrados (ideais).

No que segue eu investigo a in�uência dos efeitos de diluição da con-
centração de Mn sobre o desdobramento de spin gigante utilizando per�s não-
ideais. Eu comparo os resultados usando os per�s ideal (℘sqr), de interdifusão
(℘erf) e de segregação (℘exp). Os cálculos de ∆E são para vários números de bar-
reiras Nb = 1, 3, 6, 9, 12, 15, 18 e 40 (limite DMS) e comprimentos característicos
` para interdifusão e segregação.

Primeiro eu mostro a importância de se considerar a aglomeração an-
tiferromagnética. Os parâmetros utilizados no cálculo (Tabela 3.1 e T +T0 = 5K)
são correspondentes aos resultados experimentais da Fig. 3.2 [RI]. Os resultados
apresentados na Fig. 3.5 não consideram aglomeração antiferromagnética � uti-
lizei o per�l de concentração nominal x(z), Eq. (2.28), na parte magnética do
potencial (3.2).7 Três aspectos nestas curvas contradizem os resultados experi-
mentais:

1. O desdobramento de spin chega a ser ∼ 4 vezes superior àqueles da Fig. 3.2.

2. Enquanto o ordenamento experimental é tal que ∆E cresce com Nb para os
dois ramos (σ = ±1), aqui ocorre uma inversão para o ramo inferior, com
∆E+ decrescendo com Nb.

6A quantidade total de Mn em cada amostra é de 3ML em [RI, RII]. Estas três monocamadas
de Mn são distribuídas, em cada amostra, num número diferente de barreiras (Nb). Assim, cada
barreira tem uma concentração planar diferente, xp = 3/Nb ML, mantendo a concentração total
constante.

7Nesta primeira análise eu mantive o comprimento característico de diluição �xo em ` = 3Å;
mais adiante nesta seção eu uso ` como parâmetro de ajuste com os dados experimentais.
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perimentalmente (cf. Figs. 3.2 e 3.3) e o ordenamento (maior ∆E corresponde a
maior Nb) é invertido para polarização σ = +1 (∆E < 0).

3. A inclusão dos per�s de diluição [painéis (b) e (c)] apenas diminui as di-
ferenças entre os ∆E's para Nb ≥ 6, mais acentuado no ramo superior
(σ = −1). Note que na Fig. 3.2 as curvas para Nb = 6 e 24 são bem
separadas.8

A Fig. 3.6 mostra os resultados levando em consideração aglomeração
antiferromagnética (apenas singletos, modelo P1); a parte magnética do poten-
cial (3.2) usa o per�l de concentração efetivo x̄(z) de�nido na Eq. (2.30). O
painel (a) para o caso de per�l quadrado reproduz o resultado da Ref. [39]: (i) a
magnitude dos ∆E's é apenas um pouco superior aos dados experimentais, (ii)
o ordenamento está correto nos dois ramos, e (iii) as curvas para diferentes Nb

estão mais espaçadas entre si, quando comparadas com o caso de concentração
nominal. Este resultado da Ref. [39] demonstrou pela primeira vez que a aglome-
ração antiferromagnética é responsável pelo ordenamento em função do número
de barreiras. Entretanto, as con�gurações e 1×3ML e 3×1ML resultam ∆E = 0,

8Para os casos 1× 3ML e 3× 1ML da Fig. 3.5 (concentração nominal apenas), xp = 1 e a
contribuição de troca sp-d para o potencial dependente de spin é máxima. Este efeito é mais
acentuado para os buracos-pesados |+ 3/2〉, localizando fortemente as suas funções de onda
sobre os �potencias atrativos� e abaixando a sua energia. Para se ter uma ideia, veja a Fig. 3.4
na qual o per�l de potencial é usando concentrações efetivas; para concentração nominal as
alturas das barreiras magnéticas �cam bem maiores. Assim, no caso de concentrações nominais
(sem aglomeração antiferromagnética), a dependência da energia εhh

1,1 com B é responsável pela
variação acentuada de ∆E+ para xp = 1.
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Figura 3.6: Desdobramento de spin usando concentração efetiva para os per�s
ideal (a), de segregação (b), e de interdifusão (c), os dois últimos com ` = 3Å.
Para o caso de per�l quadrado (a), os valores calculados para ∆E reproduzem os
resultados da Ref. [39]. Neste caso, a magnitude de ∆E é um pouco maior que
nos dados experimentais (cf. Figs. 3.2 e 3.3). Já para os casos utilizando per�s
não-ideais [(b) e (c)], a magnitude de ∆E compara com o experimento. O orde-
namento (maior Nb corresponde a maior ∆E) é correto para as duas polarizações
(σ = ±1). Para os casos com maior número de barreiras (Nb ≥ 15), as curvas
de ∆E para o per�l ideal são bem distintas, enquanto elas se sobrepõe próxi-
mas ao valor para DMS nos casos de segregação e interdifusão, como observado
experimentalmente.

contrário aos resultados experimentais que fornecem valores pequenos, mas não
nulos, Fig. 3.2.

Já o desdobramento de spin usando per�s não-ideais para a con-
centração de Mn, painéis (b) e (c) da Fig. 3.6, reproduz várias características
observadas experimentalmente.

1. A magnitude dos ∆E's para Nb maiores diminui um pouco com relação
ao caso de per�l quadrado, aproximando-se mais do valor experimental
(∼ 40meV).

2. A diluição resulta em ∆E 6= 0 para os casos mencionados no parágrafo
anterior, 1× 3ML e 3× 1ML.

3. Adicionalmente, ∆E para Nb ≤ 12 aumenta quando comparado com o caso
ideal, devido a diminuição de aglomeração devido a diluição. Para Nb > 12

a sobreposição em barreiras vizinhas cancela a diminuição da aglomeração
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desdobramento de spin a T = 0.35K
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são os dados experimentais de RII. Para
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meração com singletos e tripletos, e di-
luição por segregação (per�l exponen-
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As temperaturas efetivas são aquelas
indicadas na legenda da Fig. 3.3. (O
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ser proveniente de erros experimentais
na medida.)
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Figura 3.8: Resultados teóricos para o
desdobramento de spin a T = 4.2K
(curvas coloridas). Aqui eu uso os
comprimentos característicos ajustados
para reproduzir os dados experimen-
tais a T = 0.35K (Fig. 3.7). Os pon-
tos são os dados experimentais de RI.
Como não há um ajuste de ` para o
caso 24×1/8ML (não foram divulgados
dados experimentais para este caso a
T = 0.35K), foi utilizado o valor obtido
para o caso 12× 1/4ML a T = 0.35K.

devido a diluição, e o ∆E resultante aproxima-se do caso DMS.

Estes resultados usando per�s não-ideais descrevem os achados experimentais de
RI razoavelmente bem.

Os resultados da Ref. [RII] também foram reproduzidos, mas agora
usando o comprimento característico ` como parâmetro de ajuste. Estes resul-
tados, apresentados na Fig. 3.7, usam a função per�l ℘exp(z) com o modelo de
aglomeração de singletos mais tripletos (P1 + P3). Neste caso, T = 0.35K e os
valores de T0 são os mesmos usados na interpolação com a função de Brillouin
da Fig. 3.3. Os valores de ` que melhor ajustam as curvas experimentais estão
indicados na legenda da �gura. Estes mesmos comprimentos característicos fo-
ram então usados para calcular os desdobramentos de spin a T = 4.2K, Fig. 3.8,
para as mesmas amostras [RI]. Eu usei as mesmas temperatura efetivas anteriores.
Como RII apresenta dados para a amostra 12×1/4ML, e RI apresenta dados para
a amostra 24×1/8ML, eu usei os parâmetros da primeira (Nb = 12) para simular
a segunda (Nb = 24) a T = 4.2K � como a sobreposição da barreiras é grande
quando Nb é elevado, os resultados tanto para 12 quanto para 24 barreiras não
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Tabela 3.2: Comprimentos característicos que melhor ajustam os dados experi-
mentais de Crooker et al. [RII] para ∆E × B. Os ajustes foram feitos usando os
modelos de per�s de concentração indicados no texto. Cada valor de ` foi deter-
minado de forma a reproduzir os valores de saturação ∆Esat em campos altos.

Comprimento característico ` (Å)
Aglomerado → xNN P1 P1 + PO

3 + PC
3 P5

℘(z) → ℘exp ℘erf ℘exp ℘erf ℘exp ℘erf ℘exp ℘erf

3× 1ML (∆Esat = 24.6meV) 3.3 4.2 6.6 6.9 6.2 6.6 1.9 3.0
6× 1/2ML (∆Esat = 40.6meV) 1.9 2.7 5.7 5.2 4.5 4.6 1.9 2.7
12× 1/4ML (∆Esat = 52.5meV) 0.0† 0.0† > 10‡ > 5.8‡ 2.1 2.3 0.0† 0.0†

† ∆ETeórico
sat ∼= 56mev > ∆Esat = 52.5meV [RII].

‡ ∆ETeórico
sat ∼= 50mev < ∆Esat = 52.5meV [RII].

deve diferir muito [cf. Fig. 3.6(b)].
O per�l de interdifusão e outros modelos de aglomerados também

foram usados para ajustar os dados experimentais de RII, e os resultados são
comparados na Tabela 3.2. Os valores de ` variaram na faixa de 0 a 10Å. Para
12 × 1/4ML, só foi possível encontrar valores para ` para o modelo de aglome-
rados com singletos e tripletos (P1 + P3). Para os modelos xNN e P5, ` = 0.0

correspondeu ao menor desdobramento de spin encontrado, mas ainda maior que
o valor experimental. Em contraste, os valores encontrados para ` com o modelo
P1 resultaram em ∆E's menores que o experimental.

Como mencionei anteriormente, as concentrações nominais xp usa-
das nestas amostras são relativamente altas, podendo estar além do limite de
validade dos modelos estatísticos para aglomerados. Porém, o resultado de que
apenas o modelo intermediário P1 + P3 possibilitou encontrar valores de ` que
ajustam os resultados experimentais é bastante sugestivo. Além disso,9 o modelo
P1 aparentemente superestima a aglomeração que ocorre na amostra, uma vez
que ele considera que apenas singletos contribuem para a magnetização média do
Mn � portanto, ao calcular ∆E preciso de `'s maiores para diminuir o efeito de
aglomeração e reproduzir os dados experimentais (cf. Tabela 3.2). Enquanto isso,
o modelo P5 subestima a aglomeração ao supor que todos os spin que não estão
isolados, em pares, ou em tripletos, estão em quintetos com spin 5/2 [Eq. 2.5]
� consequentemente, no cálculo de ∆E os valores para ` são menores para que
a diluição não diminua muito a aglomeração antiferromagnética. Sendo P1 + P3

um modelo intermediário, está consistente o fato dele ter sido capaz de ajustar
os dados experimentais.

9Veja a Fig. 2.4(c) na pág. 26, que compara os vários modelos de aglomerados, para facilitar
o entendimento do argumento que segue.
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Figura 3.9: Desdobramento ∆E− a B = 4T como função do número de planos
magnéticos Nb, para vários comprimentos característicos `, tanto para interdi-
fusão (per�l de função-erro) e segregação (per�l exponencial). Em (a) a quanti-
dade total de Mn é mantida constante e distribuída entre as barreiras (xp = 3/Nb),
como em RI e RII. Neste caso a aglomeração de spins das impurezas não diminui
∆E− devido o particionamento da concentração para Nb's maiores. Nos painéis
(b) e (c) cada camada magnética tem a mesma concentração nas con�gurações
com Nb's diferentes. Neste caso a aglomeração antiferromagnética diminui ∆E−

quando há muitas barreiras.

Competição entre diluição e aglomeração Para investigar a interconexão
entre o número Nb de planos de Mn e o comprimento característico ` de se-
gregação e interdifusão, a Fig. 3.9 apresenta o desdobramento de spin induzido
por troca ∆E− como função de número de barreiras e para vários comprimentos
característicos.

• Para o caso em que xp = 3/Nb [Fig. 3.9(a)], o desdobramento aumenta
com Nb e `, aproximando do caso DMS. Isto acontece porque, no caso de
concentração constante, quanto maior Nb menor é a concentração em cada
barreira. Assim, há menos emparelhamentos Mn-Mn, o que corresponde a
uma concentração efetiva maior. À medida que o comprimento caracterís-
tico cresce, este efeito aumenta, dominando até que os per�s de barreiras
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vizinhas comecem a se sobrepor. Neste regime o aumento da aglomeração
antiferromagnética diminui a concentração efetiva e compensa a diluição
devido a valores maiores de Nb e `. Note que, para ` pequeno e Nb = 15

e 18, ∆E−
DMH > ∆E−

DMS, ou seja, para uma mesma quantidade de Mn, o
desdobramento de spin em DMHs pode ser maior que em DMSs.

• Já para o caso em que as concentrações nas barreiras são mantidas constan-
tes [Fig. 3.9(b) e (c)], o aumento do número de barreiras inicialmente au-
menta ∆E− (mais Mn, mais intenso é o efeito de troca sp-d ). Entretanto,
para Nb's maiores, começa a ocorrer muita sobreposição entre barreiras
vizinhas, o que acaba por aumentar a aglomeração e, consequentemente,
diminuir a concentração efetiva de íons contribuindo para a interação de
troca.

• Diferenças entre per�s de função-erro e exponencial são mais pronunciadas
nas con�gurações com 3, 6 e 9 barreiras, principalmente nos casos ilustrados
na Fig. 3.9(b) e (c). Para Nb = 1, os desdobramentos de spin calculados
são muito pequenos para mostrar uma distinção clara entre os per�s. Para
Nb ≥ 12 o exato per�l de potencial não é mais tão importante porque a
sobreposição entre as barreiras vizinhas é dominante; isto torna os per�s
não-ideais indistinguíveis.

Discussões Nesta seção eu mostrei como a inclusão de efeitos de aglomeração
antiferromagnética dos íons de Mn, mais a diluição do per�l de concentração
destes íons, permitiram reproduzir os resultados experimentais de RI e RII, com-
plementando o trabalho inicial da Ref. [39].

Entretanto, a questão se segregação ou interdifusão é dominante nes-
tes sistemas permanece aberta. As simulações dos desdobramentos de spin per-
mitem estimar que a faixa de comprimentos característicos está entre 2Å e 6Å,
mas não permite distinguir entre os dois tipos de per�s. Uma investigação experi-
mental sistemática sobre o tipo de per�l dominante nestas DMHs poderia ajudar
a elucidar este problema. Por exemplo, crescer um conjunto de amostras, cada
uma com apenas uma monocamada magnética dentro de um poço quântico, mas
variando a concentração nominal de Mn entre elas, de xp = 0 a xp = 1. Medidas
de magnetização ou desdobramento Zeeman nestas amostras forneceriam uma
contrapartida da Eq. (2.1) para arranjos 2D, que por sua vez seria uma referên-
cia para um estudo teórico, seja criando modelos fenomenológicos como xNN de
Grieshaber et al. [61], seja analisando usando a estatística de aglomerados.
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Figura 3.11: Ilustração do mecanismo
de espalhamento de spin induzido pela
interação de troca sp-d. As sub-bandas
de elétrons de spin para cima (majo-
ritário) e spin para baixo (minoritário)
estão desdobradas (∼ 7meV a B =
1T) devido ao efeito Zeeman gigante.
A parábola tracejada indica o caso
a B = 0. Em cada sub-banda os
elétrons são distribuídos de acordo com
as funções de Fermi f ↑M e f ↓m com tem-
peratura eletrônica Te. Os elétrons po-
dem sofrer um espalhamento de spin e
mudar de sub-banda. O espaço de fase
disponível para as transições ↑↓ e ↓↑
varia com o campo magnético via as
energias das sub-bandas εσz

1 presentes
nas funções de Fermi.

3.4 Resultados: tempo de espalhamento de spin
Aqui eu extendo o cálculo do tempo de espalhamento de spin da Ref. [39] para
DMHs ideais incluindo efeitos de segregação e interdifusão. Considero processos
de espalhamento de spin induzidos pela interação de troca s-d conectando as
sub-bandas de spin de elétrons.

Note porém, como enfatizado na Ref. [39], que este mecanismo não
é necessariamente o mais relevante em DMHs. O espalhamento de spin ocorre
também em amostras que não contêm Mn, apesar que o desdobramento em dois
ramos (cf. Fig. 3.10) só ocorre nas amostras magnéticas. Isto signi�ca que a
interação de troca s-d dos elétrons com os spins de Mn não é necessariamente a
principal causa do espalhamento de spin. O desdobramento de spin nos tempos
de espalhamento pode estar apenas indiretamente ligado à interação de troca
via a dependência das fatores de Fermi com as energias das sub-bandas de spin
(�preenchimento do espaço de fase�). De fato, os resultados desta seção reforçam
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aqueles da Ref. [39] neste sentido. De qualquer maneira, considerar o espalha-
mento de spin devido a interação de troca fornece um modelo de espalhamento
(�spin-�ip�) simples, através do qual pode-se investigar a forte dependência dos
tempos de espalhamento de spin com o campo magnético em termos dos fatores
de Fermi.

Esta parte do trabalho focalizou particularmente nos efeitos dos per�s
não-ideais no desdobramento característico de τsf discutido na Ref. [39]. Isto
é, experimentalmente sabe-se que as transições �spin para cima para spin para
baixo� e �spin para baixo para spin para cima� em amostras magnéticas (DMS
e DMH) têm um desdobramento em dois ramos que aumenta com o campo,
como ilustrado na Fig. 3.10. Adicionalmente, independente da amostra (diferentes
con�gurações Nb × xp ML), as curvas de τsf ×B têm origem nos mesmos valores
a B = 0. Ao considerar diluição, é possível obter esta última característica, ao
contrário do cálculo anterior [39] que usou per�s ideais (quadrados).

Assim, aqui eu considero processos de espalhamento de spin conec-
tando sub-bandas de spin desdobradas por troca sp-d [39], e estudo os efeitos dos
per�s de segregação e interdifusão propostos na Sec. 2.5 sobre os tempos de es-
palhamento de spin. Admito que em cada sub-banda os elétrons são distribuídos
de acordo com a distribuição de Fermi-Dirac com temperatura Te, como ilustrado
na Fig. 3.11.10 Dois casos, experimentalmente viáveis [RI], são relevantes nestes
cálculos do tempo de espalhamento (veja a Fig. 3.11):

1. ↑↓ : spin para cima majoritário espalha para spin para baixo minoritário; e

2. ↓↑ : spin para baixo majoritário espalha para spin para cima minoritário.

3.4.1 Modelo teórico para τsf

A dependência dos tempos de espalhamento de spin com o campo magnético foi
investigada para DMHs por Egues e Wilkins [39].11 A generalização daqueles
resultados para levar em consideração o efeito de diluição os tempos de espalha-
mento de spin τ ↑↓sf é direta, apenas substituindo os per�s quadrados usados em

10A temperatura dos elétrons Te é diferente da temperatura da rede TL pois, na escala de
tempo em que ocorre o espalhamento de spin (∼ ps), os elétrons fotogerados não termalizam
com a rede.

11O cálculo de τsf efetuado em [39] segue as mesmas linhas de Kossut [81] e Bastard e Chang
[82], mas incluindo o efeito do campo magnético externo e fatores de preenchimento de fase
(função de Fermi). Este cálculo vai além da aproximação de campo médio usada aqui para
descrever a magnetização dos íons de Mn (função de Brillouin). Veja a Ref. [83] para um
cálculo detalhado.
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[39] por per�s com diluição (Sec. 2.5), resultando em (veja o Apêndice A)

1

τ ↑↓sf (εk‖)
= F (B) × Γ(Nb, `) × [1− f ↓m(εk‖)] , (3.7)

na qual
F (B) =

mΩ0

4a0~3
(N0α)2

{
S(S + 1)− 〈S2

z 〉 − 〈Sz〉
}

, (3.8)

Γ(Nb, `) = a0

∫

L0

∣∣∣χ↑1(z)
∣∣∣
2 ∣∣∣χ↓1(z)

∣∣∣
2

x̄(z) dz , (3.9)

[1− f ↓m(εk‖)] =
1

exp
[
−

(
ε↑1 + εk‖ − µ↓m

)
/kBTe

]
+ 1

, (3.10)

sendo m a massa efetiva do elétron, Ω0 o volume da célula primitiva,12 a0 o raio
de Bohr, N0α a constante de troca para elétrons, e S = 5/2 o spin do Mn. 〈· · · 〉
denota médias térmicas (na temperatura da rede13 TL = 5K) sobre as orientações
dos spins do Mn, Sz = −5/2,−3/2, · · · , 3/2, 5/2. A energia εk‖ é a energia inicial
do elétron associada ao movimento transversal. µM(m) é o potencial químico de
elétrons majoritários (M) e minoritários (m), dado por [39]

µσz

M(m) = εe,σz

1 + kBTe ln
[
exp

(
∆σz

M(m)/kBTe

)
− 1

]
, (3.11)

com ∆σz

M(m) os excessos de energia correspondentes à ocupação das sub-bandas
majoritária (M) e minoritária (m) � c.f. Fig. 3.11.14

Para a transição ↓↑ é usada uma equação similar a Eq. (3.7), mas
trocando −〈Sz〉 por 〈Sz〉 em (3.8), utilizando o fator de Fermi apropriado [1 −
f ↑m(εk‖)], e com a condição que a energia εk‖ é su�ciente para permitir que um
elétron com spin para baixo espalhe para a sub-banda com spin para cima, i.e.,

ε↓1(B) + εk‖ ≥ ε↑1(B). (3.12)

Antes de passar para os resultados de tempo de espalhamento eu faço
uma rápida análise da contribuição de cada termo da Eq. (3.7).

Magnitude do tempo de espalhamento: F (B) O primeiro termo na Eq. (3.7)
contem a contribuição da interação com os spins de Mn para o espalhamento de
spin. A sua dependência com o campo magnético vem das médias 〈S2

z 〉 e 〈Sz〉.
12O volume da célula primitiva é Ω0 = a3/4, com a o parâmetro de rede. Aqui eu uso o valor

para o ZnSe, a ' 5.67Å.
13Veja a nota de rodapé 10.
14Para temperatura nula TL = 0, o potencial químico é o próprio nível de Fermi, ou seja,

µσz

M(m) = εσz

F,M(m) = εe,σz

1 + ∆σz

M(m).
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Figura 3.12: Fator de sobreposição Γ(Nb, `) das funções de onda eletrônicas com o
per�l de impurezas magnéticas. Γ aumenta com Nb e `, e os valores para diferentes
tipos de per�s (℘exp e ℘erf) são bastante próximos. A magnitude é maior no caso
de concentração nominal (painel esquerdo) que no caso de concentração efetiva
(painel direito) devido à aglomeração antiferromagnética. O efeito de diluição é
responsável por aproximar as várias curvas para `'s maiores.

Para se ter uma ideia melhor da magnitude deste termo, eu o reescrevo numa
forma dimensionalmente mais interessante:

F (B) =
1

2~
(N0α)2

R0
y

(a/a0)
3

4
(m/m0)

1

4

[
S(S + 1)− 〈S2

z 〉 ∓ 〈Sz〉
]

, (3.13)

no qual R0
y é o Rydberg, a0 é raio de Bohr, e a é o parâmetro de rede. Escrito

desta forma, é fácil notar que a sua dimensão é de inverso de tempo.
Usando que N0α = 260meV, m/m0 = 0.16, e a = 5.67Å, tenho que

1

2~
(N0α)2

R0
y

(a/a0)
3

4
(m/m0) ∼= 186 ps−1 . (3.14)

A parte que contem o spin S = 5/2 e as médias 〈S2
z 〉 e 〈Sz〉 pode ser aproximada

expandindo as médias no limite de B pequeno, e mantendo apenas os termos
constantes e lineares em B. O resultado é

1

4

[
S(S + 1)− 〈S2

z 〉 ∓ 〈Sz〉
] ' 1

4

(
35

4
− 35

12
± 35

12

gMnµBB

kBTL

)
=

35

24

(
1± 0.67

B

TL

)
,

(3.15)
na qual usei gMn = 2, µB/kB ∼ 0.67T−1 K, e B e TL estão em unidades de Tesla
e Kelvin, respectivamente. Assim, a magnitude de F (B) é

F (B) ' 271.25[1± 0.67B/TL] ps−1 . (3.16)

Fator de sobreposição Γ(Nb, `) Para ocorra spin-�ip devido a interação de
troca sp-d, é necessário que os orbitais iniciais e �nais se sobreponham com os
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spins do Mn, o que diminui a probabilidade de espalhamento e aumenta o tempo
característico. Este fator é dado justamente pelo termo (3.9)

Γ(Nb, `) = a0

∫

L0

∣∣∣χ↑1(z)
∣∣∣
2 ∣∣∣χ↓1(z)

∣∣∣
2

x̄(z) dz .

Em princípio, este termo varia com o campo magnético via as funções de onda.
Entretanto, como estou considerando campos baixos, elas são pouco distorcidas
(cf. as funções de onda para elétrons na Fig. 3.6). Na prática este fator depende
mais do número de barreiras e de seus comprimentos característicos. A Fig. 3.12
mostra a dependência de Γ com `, Nb e o tipo de per�l, tanto para concentração
nominal x(z), quanto efetiva x̄(z). Note que, no caso extremo 1 × 3ML, o fator
de sobreposição é bem pequeno. Neste caso, a barreira magnética �expulsa� as
funções de onda, o que diminui consideravelmente a sobreposição.

Sabendo que Γ ∼ 1.5 × 10−4, posso então fazer uma estimativa ra-
zoável do tempo característico de espalhamento (sem ainda considerar os fatores
de Fermi). Usando a estimativa que �z para F (B) tenho

τ−1
sf ∼ 271.25× 1.5× 10−4[1± 0.67B/T ] ps−1 ⇒ τ ∼ (24± 16B/T ) ps . (3.17)

Para comparar esta estimativa de τsf com os tempos de espalhamento
extraídos dos experimentos τ exp

sf (Fig. 3.10), é preciso considerar a técnica expe-
rimental utilizada e a de�nição utilizada para τ exp

sf . O tempo de espalhamento da
Ref. [RI] está relacionado com o decaimento da polarização do gás de elétrons,
e é extraído dos experimentos usando uma exponencial simples, exp(−t/τ exp

sf ).
Entretanto, da forma que foi calculado, o tempo de espalhamento teórico está
relacionado com a polarização por P ↑

M(t) ' 1− t/(τ ↑↓sf /2), para o caso de elétron
|↑〉 majoritário [83]. Assim, eu preciso dividir por dois o tempo de espalhamento
teórico para comparar com o tempo experimental [39, 83].

Considerando então a diferença entre os τsf 's teóricos e experimen-
tais, a estimativa (3.17) corresponde um tempo de espalhamento a B = 0 de
∼ 12 ps, um pouco maior que o valor experimental (∼ 5 ps, Fig. 3.10).

Já o desdobramento dos ramos [± na Eq. (3.17)] para TL = 5K e
B = 0.5T é de ∼ 0.8 ps, bem menor que o valor experimental que é de ∼ 8 ps.
Um dos principais resultados do trabalho da Ref. [39] é corrigir esta diferença,
o que feito considerando os fatores de Fermi e a sua dependência com o campo
magnético.

Fatores de Fermi O fator de fermi 1 − f ↓m, Eq. (3.10), representa a proba-
bilidade de haver espaço de fase disponível na banda destino (minoritária) no
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Figura 3.13: Tempo de espalhamento de spin teórico em função do campo mag-
nético e usando concentração de Mn nominal. Os três painéis comparam τsf para
três tipos de per�l de concentração. Neste caso, o efeito da diluição é pequeno e
a magnitude de τsf é aproximadamente a metade dos valores experimentais. A
inclusão da estatística de Fermi (PSF) acentua o desdobramento entre os dois ra-
mos, mas com um desdobramento muito maior que o experimentalmente medido.

mesmo patamar energia que do elétron na banda de origem (majoritária) � fator
de preenchimento de fase (PSF - phase space �lling). Na Ref. [39], os auto-
res mostraram que a inclusão dos fatores de Fermi é essencial para descrever a
dependência dos tempos de espalhamento com o campo magnético. Adicional-
mente, esta dependência é geral, independente de um mecanismo particular de
espalhamento.

Na Ref. [39], os autores apresentaram o tempo de espalhamento de
spin τsf (εk‖) separadamente para vários valores de εk‖ , Eq. (3.7). Ou seja, τsf

calculado desta forma não considera os fatores de ocupação na banda de origem,
mas apenas a disponibilidade de espaço de fase na banda de destino.

Assim, aqui eu procedo um passo além do que foi calculado em [39],
e calculo um tempo de espalhamento médio considerando conjuntamente as ocu-
pações das bandas origem e destino. Esta média é dada simplesmente por

1

τ ↑↓sf

= F (B) Γ(Nb, `)

∫∞
0

f ↑M(εk‖)[1− f ↓m(εk‖)] dεk‖∫∞
0

f ↑M(εk‖) dεk‖

, (3.18)
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Figura 3.14: Tempo de espalhamento de spin teórico em função do campo magné-
tico e usando concentração de Mn efetiva. Os valores de τsf são aproximadamente
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sendo
f ↑M(εk‖) =

{
exp

[(
ε↑1 + εk‖ − µ↑M

)
/kBTe

]
+ 1

}−1

. (3.19)

Nos parágrafos seguintes eu apresento os resultados para os tempos
de espalhamento induzidos pela interação de troca s-p.

3.4.2 Resultados para τsf

Para investigar o efeito dos per�s não-ideais e aglomeração Mn-Mn nos tempos
de espalhamento de spin induzidos por troca s-d, calculei τsf para várias con�gu-
rações. As Figs. 3.13 e 3.14 mostram a dependência com o campo magnético de
τsf para as transições ↑↓ (ramo inferior) e ↓↑ (ramo superior) para os casos usando
concentrações nominais e efetivas, respectivamente. As duas �guras apresentam
os resultados para τsf médio, Eq. (3.18), para os casos com (PSF) e sem (No
PSF) os fatores de Fermi. Con�rmando os resultados da Ref. [39], que calculou



66 Capítulo 3. Desdobramento de Spin e Tempo de Espalhamento

τsf (εk‖), e não a média sobre todos os εk‖ 's como eu faço aqui, a não inclusão dos
fatores de Fermi retorna um desdobramento entre os ramos ↑↓ e ↓↑ muito menor
que o experimentalmente medido, Fig. 3.10. Por outro lado, a inclusão de PSF
aumenta o desdobramento entre os ramos.

Caso de concentração nominal Os tempos característicos para o caso de
concentração nominal (Fig. 3.13) �caram menores que no caso de concentração
efetiva (Fig. 3.14). Isto ocorre, como já discutido, pois a aglomeração antifer-
romagnética do segundo caso diminui a quantidade de spins de Mn ativos no
processo de espalhamento, aumentando o tempo entre um processo de espalha-
mento e outro. No caso nominal, as diferenças entre as con�gurações com Nb's
diferentes é pequena pois todas as impurezas de Mn contribuem para o espa-
lhamento, (quase-)independente de como elas estão distribuídas no DMQW. A
diferença entre os vários casos vem da superposição dos planos de Mn com a
função de onda (fator Γ ilustrado na Fig. 3.12), que varia pouco neste caso. A
inclusão de diluição [painéis (b) e (c) da Fig. 3.13)] diminui mais ainda estas
diferenças.

Caso de concentração efetiva A Fig. 3.14 mostra os resultados para τsf

para o caso utilizando concentrações efetivas. Neste caso, apenas uma fração das
impurezas de Mn contribui para o espalhamento de spin mediado pela interação de
troca s-d (aglomeração antiferromagnética). Portanto, (i) os tempos são maiores
que o caso nominal, e (ii) o efeito de diluição, seja distribuindo o Mn em várias
barreiras, ou seja devido a segregação ou interdifusão, é importante para a mag-
nitude de τsf . O painel (a) da Fig. 3.14 reproduz os resultados da Ref. [39] para
o caso de per�s ideais (quadrados). Note que, neste caso, os casos para Nb's
diferentes são bem distintos, independente se considera-se PSF ou não.

Já os painéis (b) e (c) contêm os resultados que consideram interdi-
fusão e segregação, respectivamente, no per�l de concentração do Mn. Para os
casos com muitas barreiras, e.g. Nb = 18, a diluição aumenta a superposição
entre barreiras vizinhas, aumentando a aglomeração antiferromagnética e, por-
tanto, aumentando o tempo de espalhamento (menos íons de Mn participando do
processo). Para um número de barreiras menor, e.g. Nb = 12, o efeito da diluição
é diminuir a aglomeração antiferromagnética, aumentando, então, a quantidade
de Mn ativa no espalhamento, e diminuindo τsf . Assim, quando comparado com
o caso ideal (barreiras quadradas) do painel (a), as curvas de τsf tendem a �car
mais próximas entre si quando se considera diluição, (b) e (c). Isto está de acordo
com o fato experimental que a B = 0 os tempos de espalhamento de spin são
bem próximos para todas as con�gurações [RI] (veja a Fig. 3.10).
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Figura 3.15: Tempo de espalhamento de spin em função do número de barrei-
ras magnéticas para os casos de concentração nominal e efetiva. τsf descrito no
modelo aumenta em até três ordens de magnitude no para os casos com poucas
barreiras magnéticas. Nestes casos outros mecanismos de espalhamento seriam
mais relevantes fazendo que os tempos de espalhamento observados nunca fossem
tão grandes. Para cada con�guração com Nb barreiras xp = 3/Nb.

Como foi dito no início desta seção, é importante lembrar que o me-
canismo de espalhamento por troca s-d não é necessariamente dominante em
DMHs. Amostras não-magnéticas têm tempos de espalhamento de spin com-
paráveis àquelas com Mn, apesar que apenas as magnéticas têm os dois ramos
distintos para os espalhamentos ↑↓ e ↓↑ [39]. A interação de troca s-d é im-
portante para o desdobramento de spin gigante entre as bandas, afetando sim os
tempos de espalhamento, mas indiretamente, via os fatores de Fermi. Mesmo se
o mecanismo do espalhamento não for por via troca s-d, os fatores de Fermi ainda
estarão presentes e devem ser relevantes [39].

De fato, como ilustrado na Fig. 3.15, os valores de τsf devido a troca
s-d para para Nb ≤ 12 são muito altos. Eles certamente são maiores que os
tempos de espalhamento de spin devido a outros mecanismos, uma vez que os
resultados experimentais de RI mostram que τsf para Nb = 3 e 6 são comparáveis
ao caso Nb = 24.

3.5 Discussões
Neste capítulo eu investiguei o efeito da aglomeração antiferromagnética e da
diluição das impurezas magnéticas nas propriedade mangetoópticas de DMHs.
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Eu mostrei que a inclusão destes efeitos melhoram os resultados teóricos para o
desdobramento de spin e para tempos de espalhamento de spin, aproximando dos
resultados experimentais disponíveis.

Esta parte do trabalho foi uma complementação da investigação da
Ref. [39]. Naquele trabalho, os autores estudaram o desdobramento de spin e
o espalhamento de spin induzidos pela interação de troca sp-d utilizando per�s
quadrados (ideais) para a distribuição das impurezas magnéticas, e concentrações
efetivas usando o modelo de singletos da teoria de estatística de aglomerados. O
acordo da Ref. [39] com os dados experimentais foi qualitativo. Nesta parte da
tese eu mostrei que a inclusão de efeitos de diluição do Mn, seja por segregação
ou por interdifusão, mais o modelo de estatística de aglomerados que, além dos
singletos, também considera tripletos abertos e fechados, permite obter um acordo
quantitativo com os dados experimentais para o desdobramento de spin.

No que se refere aos tempos de espalhamento de spin, a inclusão dos
efeitos de diluição preservou o resultado do trabalho anterior [39] no aspecto que
os fatores de Fermi, que são gerais, possibilitam aumentar o desdobramento das
curvas de tempo de espalhamento. Nestes estudos, o espalhamento via a interação
de troca s-d é usado como um mecanismo modelo, relativamente simples, que
permite investigar o efeito da inclusão dos fatores de preenchimento do espaço
de fase. Se por um lado os valores de τsf para Nb ≥ 12 estão muito próximos
dos valores experimentais, a Fig. 3.15 mostra que os resultados para um número
menor de barreiras diverge dos resultados experimentais em até três ordens de
magnitude. Isto reforça a ideia que troca s-d não é mesmo o principal mecanismo
de espalhamento de spin nestes sistemas.

Voltando para os resultados para o desdobramento de spin, se por
um lado Awschalom e Samarth [60] dizem que há �evidências circunstanciais� su-
gerindo que os efeitos de interdifusão e segregação nestes sistemas são limitados
a escalas de uma monocamada (veja Sec. 2.1), os resultados aqui apresentados
também permitem inferências à respeito da con�guração microscópica dos arran-
jos de Mn. Baseado nos modelos para aglomeração e diluição usados nesta tese, é
possível estimar que os comprimentos característicos de diluição são da ordem de
uma a duas monocamadas. Entretanto, com os dados disponíveis, não é possível
especi�car se o mecanismo relevante na diluição é de segregação ou interdifusão.
Sobre este aspecto, os experimentos usando barreiras normais e invertidas [59, 61�
66], que eu mencionei na Sec. 2.1, são mais conclusivos e sugerem que segregação
é o mecanismo mais relevante.

Em bulk, para x . 0.05 os diversos modelos da estatística de aglo-
merados são equivalentes, enquanto a parametrização de Gaj et al. [59], Eq. 2.2,
pode ser usada para toda a faixa de valores (o modelo de aglomerado incluindo a
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correção de ordem maior aproxima bem deste resultado até x . 0.15). Já para os
casos de interfaces e (mono)camadas, não há uma análise experimental extensa,
semelhante a existente para bulk, que sirva de parâmetro de comparação para
os modelos teóricos, seja usando estatística de aglomerados ou o modelo xNN .
Assim, para valores de x > 0.1, apenas a comparação de resultados teóricos com
dados experimentais, para grandezas que dependem tanto da aglomeração anti-
ferromagnética quanto da diluição, pode dizer se o modelo adotado foi adequado
ou não. De fato, foi isto que �z para o caso de desdobramento de spin: o efeito
de diluição, seja por segregação ou interdifusão, mais o modelo de aglomerados
com singletos e tripletos, permitiu ajustar melhor os dados experimentais.

É importante lembrar, porém, que devido a limitação dos modelos
para o efeito de aglomeração para as amostras com alto x, o comprimento ca-
racterístico ` e a concentração nominal xp são, em princípio, apenas parâmetros
que regulam a magnitude de ∆E. Para se fazer uma identi�cação entre os valo-
res usados para ` e xp e os valores microscópicos reais seria necessário veri�car
estas grandezas independentemente e, de preferência, com métodos diretos. Por
exemplo, a técnica de microscopia de tunelamento de seção transversal (X-STM
- cross-sectional scanning tunneling microscopy) [84�88] possibilita �visualizar�
com precisão atómica o per�l estrutural de uma heteroestrutura . Nesta técnica,
a amostra é seccionada de forma que a ponta do STM percorre a direção de cres-
cimento da amostra. Assim, é possível traçar o per�l de concentração, indicando
inclusive a quantidade de impurezas que de fato foi incorporada na amostra.
Em especial, eu menciono as Refs. [87, 88], que investigaram super-redes digi-
tais de InGaAlAs usando X-STM. Os resultados indicaram tanto a existência de
interdifusão, quanto de segregação. A mesma técnica poderia ser utilizada para
investigar o per�l de concentração de Mn em DMHs do grupo II-VI.

No restante deste trabalho eu utilizo o per�l de concentração do tipo
segregação e o modelo de estatística de aglomerados com singletos e tripletos
(P1 + P3), a menos que indicado o contrário. Para cada caso é determinado
qual comprimento característico e concentração de Mn melhor ajustam os cál-
culos teóricos aos respectivos dados experimentais. Desta forma, agora eu retiro
o enfoque das impurezas magnéticas e passo para a física de gases de elétrons
bidimensionais que são con�nados em DMHs. O papel do Mn e da interação de
troca s-d é, via o desdobramento de spin gigante, polarizar este gás de elétrons e
alinhar níveis de Landau de spins opostos. Sob estas condições surgem os efeitos
não triviais que são analisados nos próximos capítulos.



70 Capítulo 3. Desdobramento de Spin e Tempo de Espalhamento



Parte II

Magnetotransporte e
Ferromagnetismo Itinerante

71





Capítulo 4

Gás de Elétrons Bidimensional e
Quantização de Landau

Conteúdo

A introdução de dopagem em heteroestruturas digitais magnéticas re-
sulta na formação dos chamados gases de elétrons bidimensionais. Na
presença de um campo magnético intenso, a energia cinética é quan-
tizada, formando os níveis de Landau. Efeitos quânticos oriundos
das quantizações espacial e orbital re�etem em diversas grandezas,
em particular, no magnetotransporte, que exibe o efeito Hall quân-
tico. Neste capítulo eu apresento a formulação que eu utilizo nesta
tese para calcular a estrutura eletrônica e as propriedades de magne-
totransporte deste tipo de sistema. O contexto teórico baseia-se na
formulação autoconsistente de Kohn-Sham para a teoria do funcional
da densidade dependente de spin. Eu utilizo esta teoria na aproxi-
mação da massa efetiva e função envelope.
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4.1 Introdução

Nos capítulos anteriores eu investiguei as propriedades magnetoópticas de DMHs,
e a sua conexão com os efeitos de aglomeração e diluição do Mn nestas hetero-
estruturas. Agora eu mudo o enfoque para propriedades de magnetotransporte
de DMHs com dopagem por modulação do tipo n. Estas heteroestruturas são
semelhantes ao poço quântico digital magnético ilustrado na Fig. 4.1. Eu analiso
experimentos recentes usando DMHs do grupo II-VI [21, 37, 38] realizados no
regime de efeito Hall quântico inteiro (IQHE). O desdobramento de spin gigante
devido, a interação de troca s-d, permite alinhar os níveis eletrônicos (níveis de
Landau, LLs) tal que novos efeitos surgem nas medidas de magnetotransporte.
A Ref. [37] relata o aparecimento de um pico anômalo nas medidas de resistivi-
dade longitudinal ρxx, e o deslocamento da curva de resistividade para campos
magnéticos mais baixos à medida que a temperatura aumenta. Já na Ref. [21],
além de também ocorrer um pico anômalo em ρxx, este pico apresentou um ciclo
de histerese à medida que o campo magnético aumentava ou diminuia. Este re-
sultado é uma forte evidência da existência de um regime de ferromagnetismo
itinerante (dos elétrons de condução) denominado de ferromagnetismo de efeito
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Figura 4.1: Esquema de um poço quântico digital magnético dopado por modu-
lação. O poço quântico situa-se no centro da heteroestrutura crescida, e.g., na
direção (100). Nele são inseridas (mono)camadas de MnSe regularmente espaça-
das. As regiões das barreiras são compostas por espaçadores e regiões com alta
dopagem. As impurezas doadoras fornecem os elétrons que são capturados pelos
níveis ligados do poço. Na presença de um campo magnético, os momentos ma-
gnéticos localizados dos átomos de Mn se alinham e interagem fortemente com
os elétrons con�nados na região do poço, conferindo ao sistema uma resposta
paramagnética bastante intensa (interação de troca sp-d).
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Hall (QHF - quantum Hall ferromagnetism) [89].

Gás de elétrons bidimensional À partir deste capítulo da tese, o principal
personagem passa ser o gás de elétrons que se forma na região de con�namento de
DMHs como a da Fig. 4.1 � semelhantes àquelas que investiguei no Cap. 3, mas
com altos níveis de dopagem. Quando o movimento dos portadores é restrito
a regiões da ordem de seu comprimento de onda de de�Broglie (λ = 2π/k =

h/
√

2mE ∼ 122Å para m/m0 = 0.1 e E = 0.1 eV), a dinâmica passa a ser regida
pela mecânica quântica. O movimento é �congelado� na direção de con�namento,
i.e., a separação entre os níveis con�nados é bem maior que o alargamento térmico
(∼ kBT = 0.086meVK−1) e o alargamento devido a colisões (Γ ∼ 0.7meV).1

Assim, o movimento só é possível no plano transversal, formando o chamado gás
de elétrons bidimensional (2DEG).

As heteroestruturas semicondutoras aqui investigadas fazem parte
desta classe de sistemas capazes de con�nar 2DEGs. A realização prática destes
gases quânticos levou à descoberta das contrapartidas quânticas do efeito Hall,
a saber, o inteiro [90] e o fracionário [91, 92]. No regime destes efeitos, que
por si próprios envolvem uma física muito rica, surgem outros tão interessantes
quanto, como, por exemplo, o ferromagnetismo itinerante de efeito Hall [20, 89].
Os Capítulos 5 e 6 abordam justamente fenômenos de magnetotransporte e fer-
romagnetismo itinerante no regime do efeito Hall quântico inteiro. Nestes casos,
o sistema é submetido a campos magnéticos intensos, perpendiculares à direção
de crescimento da amostra.

Dopagem por modulação As DMHs utilizadas nos experimentos de magne-
totransporte que eu investigo possuem impurezas doadoras do tipo n. Estas são
implantadas nas regiões das barreiras,2 em geral separadas do poço quântico por
regiões espaçadoras intrínsecas (veja a Fig. 4.1). Estas regiões n-dopadas fun-
cionam como um reservatório de elétrons que, quando capturados na região de
con�namento do DMQW, formam um 2DEG.

Como estes sistemas dopados são utilizados em medidas de magneto-
transporte, é desejável ter uma grande concentração de portadores com a maior
mobilidade possível. Por outro lado, os dopantes são impurezas espalhadoras que
acabam por limitar a mobilidade. Para contornar esta di�culdade, a técnica de

1Γ ∼ ~/τ , e τ = mµ/e, sendo m/m0 ∼ 0.16 e µ ∼ m2/Vs valores típicos para elétrons.
2Dopantes do tipo n típicos nestas estruturas do grupo II-VI são elementos que possuem 7

elétrons na última camada. Nas DMHs baseadas em ZnSe investigadas nesta tese (Cap. 5), o
dopante é o Cloro [37], cuja con�guração eletrônica é [Ne]3s23p5, e que entra na sub-rede de
anions substituindo o Selênio ([Ar]4s23d104p4). Já nos sistemas de CdTe (Cap. 6), o dopante é
o Iodo [21] ([Kr]5s24d105p5), que substitui o Telúrio ([Kr]5s24d105p4). O elétron adicional da
camada p confere uma dopagem do tipo n.
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Figura 4.2: Descrição qualitativa dos principais componentes do potencial de um
poço quântico digital magnético, semelhante ao ilustrado na Fig. 4.1. Em cada
interface ZnSe/(Zn,Cd)Se há uma descontinuidade do potencial, formando um
poço quântico com uma série de níveis ligados (a). Na presença de um campo
magnético, a interação de troca sp-d contribui com um per�l de potencial de-
pendente de spin que segue o per�l de concentração do Mn (b). Os elétrons
con�nados dentro do poço quântico exercem uma repulsão Coulombiana entre si
extremamente forte. O potencial de Hartree correspondente deve ser somado aos
potenciais estrutural e magnético (c). Por ser um gás de elétrons quântico, além
do termo de Hartree, há também a contribuição de troca e correlação, que atenua
o termo de Hartree (d).

dopagem por modulação [93] é utilizada. Nela, a dopagem é feita numa região
diferente daquela que vai capturar e con�nar as cargas. Portanto, há uma sepa-
ração espacial entre a densidade de portadores ativa no transporte e as impurezas
espalhadoras. Isto permite mobilidades elevadas (∼ 104 cm2/Vs) em sistemas al-
tamente dopados (∼ 1019 cm−3).

Esta separação espacial da densidade de portadores e suas impurezas
ionizadas resulta em campos elétricos internos. Tanto as regiões ionizadas (posi-
tivas) contribuem com um potencial de Coulomb atrativo, quanto as regiões com
excesso de elétrons (negativas) contribuem com um potencial repulsivo. Estes
potencias, que seguem o per�l de densidade de carga, são somados ao poten-
cial estrutural do sistema, resultando o potencial típico de heteroestruturas com
dopagem por modulação.

Na Fig. 4.2 eu ilustro como cada ingrediente do sistema contribui
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para o per�l de potencial total. Os painéis (a) e (b) mostram os per�s de poten-
cial estrutural e de interação de troca s-d, como aqueles utilizados nos capítulos
anteriores [Eq. 3.2]. A separação de cargas, devido à dopagem por modulação,
gera campos elétricos internos, cujo potencial eletrostático correspondente está
ilustrado no painel (c). Como o gás de elétrons con�nado na região do poço é um
sistema quântico, há também contribuições de troca e correlação para o potencial
total (d), cujo efeito é atenuar o potencial de Hartree.

Organização do capítulo Neste capítulo eu complemento o modelo para
DMHs apresentado no Cap. 1 incluindo dois novos ingredientes. Eu passo a
considerar na formulação do problema a interação de Coulomb e a quantização
de Landau do gás de elétrons con�nado nas DMHs. O con�namento de uma alta
concentração de elétrons acarreta uma forte repulsão de Coulomb. Aqui eu trato
este sistema interagente usando a formulação autoconsistente de Kohn-Sham [41]
da teoria do funcional da densidade (DFT - density-functional theory) [40]. Na
Seção 4.2 eu faço um resumo dos aspectos da DFT que são importantes neste tra-
balho. Em seguida, na Seção 4.3, eu considero o efeito do campo magnético neste
gás de elétrons, que resulta na chamada quantização de Landau. Para analisar
os resultados experimentais de magnetotransporte investigados nos capítulos 5 e
6 seguintes, eu apresento na Seção 4.4 o modelo usado para simular as magne-
torresistências longitudinal ρxx (efeito Shubnikov-de Haas, SdH) e transversal ρxy

(IQHE). Adiantando os resultados, utilizando a formulação que é apresentada no
restante deste capítulo, foi possível reproduzir quantitativamente as principais
características presentes nos dados experimentais, inclusive o efeito de QHF.

4.2 Estrutura eletrônica: DFT/LSDA
Como nestes sistemas dopados há uma enorme quantidade de elétrons (∼ 1011 cm−2)
con�nada numa região relativamente estreita (L ∼ 100Å), ocorre forte repulsão
de Coulomb que deve ser levada em consideração no cálculo da estrutura eletrô-
nica do sistema e das demais propriedades. O 2DEG é um sistema quântico, com
as funções de onda de seus constituintes estendidas na escala do poço quântico e
sobrepostas entre si. Neste regime, além da contribuição �clássica� de Hartree, há
também a parte quântica da interação de Coulomb, chamada de troca-correlação
(XC). Tratar estas contribuições é um problema complicado de muitos corpos.
Aqui eu utilizo a formulação de Kohn-Sham (KS) da teoria do funcional da den-
sidade dependente de spin [40, 41].

Nesta seção eu apresento a formulação de Kohn-Sham na forma apro-
priada para tratar as heteroestruturas magnéticas que eu analiso nos capítulos
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subsequentes. Os programas numéricos desenvolvidos implementam está técnica
de cálculo de estrutura eletrônica para sistemas de muitos corpos.

4.2.1 Formulação geral e sistema Kohn-Sham
O Hamiltoniano de uma gás de elétrons interagente sujeito a um potencial externo
v(r) é escrito como

Ĥ = T̂ + Û + V̂ , (4.1)

sendo

T̂ =
1

2

∫
∇Ψ∗(r) · ∇Ψ(r) dr , (4.2)

Û =
1

2

∫
1

|r − r′|Ψ
∗(r)Ψ∗(r′)Ψ(r′)Ψ(r) dr dr′ , (4.3)

V̂ =

∫
v(r)Ψ∗(r)Ψ(r) dr (4.4)

as energias cinética, de Coulomb e do potencial externo, respectivamente. O
operador de densidade é

n(r) = Ψ∗(r)Ψ(r). (4.5)

Na DFT, a energia do sistema é um funcional da densidade e é dada
por3

E[n] = 〈Ψ[n]| T̂ + Û + V̂ |Ψ[n]〉 = T [n] + U [n] + V [n]. (4.6)

Separando a parte não interagente Ts[n] da energia cinética, e a parte de Hartree
UH [n] da interação Coulomb, a energia total pode ser reescrita como

E[n] = Ts[n] + UH [n] + V [n] + Exc[n] . (4.7)

O termo Exc[n] é a chamada energia de troca e correlação (XC - exchange-
correlation), e contem tanto a contribuição de troca da interação de Coulomb,
quanto as contribuições de correlação da parte interagente da energia cinética e
da interação Coulombiana.

Na formulação de Kohn-Sham (KS) da DFT [41], o problema de mui-
tos corpos original é substituído por um problema �ctício de uma única partícula
sujeita a um potencial efetivo v′(r),

[
−~

2∇2

2m
+ v′(r)

]
φi(r) = εiφi(r). (4.8)

3A notação F [n] signi�ca que a grandeza F é funcional de n. Enquanto uma função faz um
mapeamento entre números, x

f−→ y = f(x), um funcional F faz um mapeamento entre funções
e números, f(x) F−→ y = F [f(x)], ou entre funções e funções, f(x) F−→ g[f(x)](z), ou g([f(x)]; z).
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Os auto-estados φi(r) são orbitais monoeletrônicos e são chamados de orbitais
Kohn-Sham. Analogamente, as auto-energias εi são as energias de Kohn-Sham.
Se o potencial efetivo v′(r) for apropriadamente escolhido tal que a densidade

n′(r) =
N∑

i=1

|φi(r)|2 , (4.9)

com N o número total de partículas, minimize o funcional da energia E[n′], os
teoremas da DFT garantem, então, que esta densidade, calculada à partir dos
orbitais monoeletrônicos, é igual à densidade total do estado fundamental do
sistema interagente de muitos corpos. Adicionalmente, a energia obtida à partir
desta densidade é a energia do estado fundamental.

Para determinar o potencial efetivo v′(r) é efetuado um procedimento
de minimização do funcional da energia com relação a densidade. Inicialmente,
note que a energia cinética não interagente pode ser escrita utilizando as energias
KS da Eq. (4.8),

Ts[n
′] =

∑
i

〈
φi

∣∣∣∣−
~2∇2

2m

∣∣∣∣φi

〉
=

∑
i

εi −
∫

v′(r)n′(r) dr, (4.10)

de forma que a energia total (4.7) �ca

E[n′] =
∑

i

εi−
∫

v′(r)n′(r) dr+
1

2

∫
n′(r′)n′(r)
|r − r′| dr dr′+

∫
v(r)n′(r) dr+Exc[n

′] .

(4.11)
Agora minimiza-se (4.11) com relação a n′ para encontrar a condição que deve ser
satisfeita para que a densidade n′ corresponda à densidade do estado fundamental,

δE[n′]
δn′

= −v′(r) +

∫
n′(r′)
|r − r′| dr′

︸ ︷︷ ︸
vh([n′];r)

+ v(r) +
δExc[n

′]
δn′(r)︸ ︷︷ ︸

vxc([n′];r)

= 0. (4.12)

Assim, o potencial �ctício é dado por

v′([n]; r) = v(r) + vh([n
′(r)]; r) + vxc([n

′(r)]; r) , (4.13)

no qual o primeiro termo é o próprio potencial externo, o segundo é o potencial
de Hartree, e o terceiro é o potencial de troca e correlação.

As equações (4.8) e (4.13) formam um sistema autoconsistente pois
estão acopladas pela densidade n′(r) [Eq. (4.9)]: ao mesmo tempo que para re-
solver a equação de Schrödinger é preciso conhecer o potencial efetivo, que é
funcional da densidade, é preciso também conhecer as autofunções φi(r) para
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calcular a densidade n(r). Assim, na prática o cálculo começa com uma condição
inicial, e.g. vh = vxc = 0, e continua resolvendo-se as equações (4.8) e (4.13) su-
cessivamente, usando o resultado de uma no cálculo da outra.4 Esta formulação
autoconsistente é a forma mais utilizada da DFT em implementações práticas,
que vão desde o cálculo de sistemas atómicos e moleculares até a física de estado
sólido [94].

Substituindo (4.13) em (4.11) obtém-se a expressão para a energia
total do sistema interagente em termos das energias monoeletrônicas de Kohn-
Sham,

E[n′] =
∑

i

εi − 1

2

∫
n′(r′)n′(r)
|r − r′| dr dr′ −

∫
vxc(r)n

′(r) dr + Exc[n
′] . (4.14)

Desta forma, o problema original de muitos corpos �cou resumido a
resolver a equação de Schrödinger de uma única partícula. Note, entretanto, que
tanto a densidade n′(r) quanto as grandezas derivadas à partir dela, e.g. a energia
E[n′], são soluções do sistema interagente de muitos corpos. Se o funcional Exc[n]

para o sistema em questão fosse exatamente conhecido � e consequentemente o
respectivo potencial vxc � a solução do problema seria exata. Entretanto, como
este não é o caso, é necessário utilizar aproximações para a energia e para o
potencial de troca-correlação.

Aproximações para Exc Uma das aproximações mais comuns é
a aproximação da densidade local (LDA - local density approximation), na qual
aproxima-se a energia de troca-correlação de cada elemento de volume do sistema
com densidade n(r) pelo valor conhecido desta energia para um gás de elétrons
uniforme com a mesma densidade, ou seja,

Exc[n] ≈ ELDA
xc [n] =

∫
n(r) ehom

xc ([n]; r) dr , (4.15)

com ehom
xc ([n]; r) a energia de troca e correlação por partícula do gás de elétrons

homogêneo. No caso da LDA, a contribuição de troca é conhecida exatamente

εhom
x [n] = − 3

4π
(3π2)1/3 n1/3 , (4.16)

4Para possibilitar a convergência do método, em geral o potencial autoconsistente a cada
iteração é composto de uma fração do potencial da iteração anterior e outra fração do novo
potencial, vsc(z) = ξvi−1

sc (z)+ (1− ξ)vi
sc(z). O valor de ξ é em geral entre 0.5 e 0.9. Durante as

iterações uma ou mais grandezas são inspecionadas; quando elas param de variar o procedimento
convergiu. Um teste de convergência é fazer ξ = 0. Se a convergência estiver correta o resultado
não deve mudar.
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em unidades atômicas [95]. Já para a correlação, normalmente utiliza-se valores
obtidos em cálculos de Monte Carlo quântico [96]. Na prática, existem fórmulas
paramétricas que reproduzem os dados conhecidos tanto para a energia quanto
para o potencial XC [97].

4.2.2 Extensão para sistemas magnéticos
A introdução à DFT dos parágrafos anteriores limitou-se a sistemas não-magnéticos,
para os quais os observáveis do sistema dependem da densidade n(r). Quando
considera-se a interação do campo magnético B com os spins eletrônicos, a energia
total do sistema possui uma contribuição adicional dada por − ∫

B(r) ·m(r) dr,
sendo m a magnetização do sistema eletrônico. Adicionalmente, nos sistemas in-
vestigados nesta tese, os spins também interagem com os momentos magnéticos
localizados das impurezas de Mn, na chamada interação de troca sp-d. Como
visto nos capítulos anteriores, esta interação pode ser incorporada ao problema
via um potencial efetivo dependente de spin, Eq. (1.9).

A extensão da DFT para sistemas magnéticos consiste em considerar
a magnetização do sistema m como uma variável fundamental, juntamente com
a densidade n [98]. Aqui eu considero o caso em que o campo magnético é
uniforme na direção ẑ, B = Bẑ, de forma que a magnetização é m = mẑ, com
m = µB(n↑−n↓), em termos das densidades parciais de spin. Neste caso, ao invés
de {n,m} eu vou usar {n↑, n↓} como variáveis fundamentais.

Considerando tanto a interação Zeeman, quanto um potencial depen-
dente de spin vσz(r), a energia do potencial externo �ca

V [n↑, n↓] =
∑
σz

∫
[nσzvσz(r) + µBnσzσzB] dr (4.17)

e a energia total �ca

E[n↑, n↓] = T [n↑, n↓] + U [n↑, n↓] + V [n↑, n↓]

= Ts[n↑, n↓] + UH [n↑, n↓] + V [n↑, n↓] + Exc[n↑, n↓] . (4.18)

Da mesma forma que no caso não-magnético, é possível derivar um
conjunto de equações autoconsistentes de partícula simples. Seguindo os mesmos
passos da seção anterior, mas agora fazendo o procedimento de minimização da
energia para as variáveis {n↑, n↓}, resulta uma equação de Schrödinger para cada
componente de spin [98],

[
−~

2∇2

2m
+ v′σz

(r)

]
φσz

i (r) = εσz
i φσz

i (r) , σz = ±1 (4.19)
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na qual o potencial autoconsistente efetivo v′σz
(r) é

v′([n↑, n↓]; r) = µBσzB + vσz(r) + vh([n↑, n↓]; r) + vσz
xc ([n↑, n↓]; r) . (4.20)

O potencial de troca e correlação é

vσz
xc ([n↑, n↓]; r) =

δExc[n↑, n↓]
δnσz

=
∂[n(r)εxc(n↑, n↓)]

∂nσz

∣∣∣∣
nσz→nσz (r)

= εxc(n↑, n↓) + n(r)
∂εxc(n↑, n↓)

∂nσz

. (4.21)

Similar ao caso não-magnético, aqui também são feitas aproximações para a ener-
gia (e para o potencial) de XC. A contrapartida da LDA para o caso dependente
de spin é a aproximação da densidade de spin local (LSDA - local spin density
approximation),

Exc[n↑, n↓] ≈ ELSDA
xc [n↑, n↓] =

∫
n(r) εhom

xc ([n↑, n↓]; r) dr . (4.22)

Em particular, neste trabalho eu utilizo a parametrização de Vosko, Wilk, e
Nusair [99] (VWN) para εhom

xc ([n↑, n↓]; r).5

A energia total em termos dos orbitais monoeletrônicos de Kohn-
Sham �ca

E[n↑, n↓] =
∑
i,σz

εσz
i − 1

2

∫
vh(z)n(z) dz −

∑
σz

∫
vσz

xc (z)nσz(z) dz + Exc[n↑, n↓] .

(4.23)

Fator de escala de spin Aqui eu chamo a atenção para a de-
pendência da contribuição de troca e correlação com a polarização do sistema
eletrônico. As propriedades que eu menciono a seguir são fundamentais para
explicar a contribuição de XC para aumentar o desdobramento de spin do gás
de elétrons (Cap. 5), e para entender a estabilidade do estado ferromagnético
eletrônico que surge nos experimentos analisados no Cap. 6.

A contribuição (negativa) para a energia devido a anti-simetrização
da função de onda é a chamada energia de troca. Ela é máxima quando o gás de

5Eu tomei um cuidado especial com a utilização da DFT neste trabalho, em especial na
escolha da parametrização para o potencial XC. Eu implementei diversas parametrizações exis-
tentes na literatura, não apenas da aproximação LSDA [100�103] mas também na aproximação
de gradientes generalizada (GGA) [104�110]. A parametrização de Vosko, Wilk, e Nusair [99]
é considerada atualmente uma das melhores para a LSDA e por isso eu a escolhi para efetuar
os cálculos. Para os sistemas estudados nesta tese, a opção por GGAs não resulta uma mel-
hora perceptível nos resultados. Já as LSDAs mais antigas, e.g. von Barth e Hedin [100] e
Gunnarsson e Lundqvist [101], mostraram-se inadequadas uma vez que as simulações com estas
parametrizações não reproduziram satisfatoriamente os resultados experimentais.
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elétrons está polarizado, i.e., todos os spins com a mesma orientação. Neste caso,
o princípio de Pauli diz que a parte espacial da função de onda deve ser anti-
simétrica. Isto corresponde a uma maior separação espacial entre os máximos da
densidade eletrônica, quando comparado com o caso não polarizado, e consequen-
temente, a uma energia de Coulomb menor. Desta forma, a energia do gás de
elétrons polarizado é menor que no caso não-polarizado. Para o caso uniforme, a
energia de troca por partícula de um sistema com polarização ζ = (n↑−n↓)/n = 1

é
εx(n, ζ = 1) = 21/3εx(n, ζ = 0) , (4.24)

sendo que a energia para ζ = 0 é dada pela Eq. (4.16).
Para obter a dependência da energia de troca com a polarização,

utiliza-se a seguinte propriedade de escala [111]

Ex[n↑, n↓] =
1

2
Ex[2n↑, 0] +

1

2
Ex[0, 2n↓] . (4.25)

Substituindo (4.24) em (4.25) obtém-se

εx(n, ζ) = εx(n, 0) + f(ζ)[εx(n, 1)− εx(n, 0)] , (4.26)

com
f(ζ) =

(1 + ζ)4/3 + (1− ζ)4/3 − 2

2(21/3 − 1)
. (4.27)

Enquanto a relação (4.26) é exata para troca (sistema uniforme), para
correlação não existe uma relação similar. Uma aproximação comum é utilizar a
mesma fórmula de troca para interpolar as energias de correlação, ou seja,

εc(n, ζ) = εc(n, 0) + f(ζ)[εc(n, 1)− εc(n, 0)] , (4.28)

chamada de interpolação de spin de von Barth e Hedin [100] (vBH). Assim, na
LSDA, utiliza-se valores conhecidos para εc(n, 0) e εc(n, 1) para várias densida-
des e, via a Eq. (4.28), obtém-se a energia de correlação para uma polarização
qualquer.

A interpolação de spin de vBH para a correlação foi amplamente
utilizada na literatura por muitos anos. Atualmente a interpolação de spin de
Vosko, Wilk, e Nusair [99] é considerada mais adequada,

εc(n, ζ) = εc(n, 0) + αc(n)
f(ζ)

f ′′(0)
(1− ζ4) + [εc(n, 1)− εc(n, 0)]f(ζ)ζ4 , (4.29)

na qual αc(n) é tabulada para várias densidades, da mesma forma que εc(n, 0)

e εc(n, 1). Esta é a interpolação de spin utilizada na parametrização da energia
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Figura 4.3: Potencial de troca e correlação em função da polarização ζ para um
elétron com spin |↓〉 num gás de elétrons com densidade rs = 5. São ilustradas
várias parametrizações, tanto para a densidade, quanto para o spin (veja a Tabela
4.1). As duas primeiras indicadas na legenda usam a formula de interpolação de
spin de vBH [100] e as duas seguintes usam a de VWN [99]. A última curva usa
a parametrização de densidade de VWN com a interpolação de spin de Wang e
Perdew [112] (VWNI); entretanto, o comportamento desta curva é completamente
errado pois esta interpolação só é válida no limite de altas densidade. Quando
ζ < 0, o elétron |↓〉 é majoritário; já quando ζ > 0, este mesmo elétron é
minoritário. Note que quanto mais negativa é a polarização, mais negativo é
o potencial v↓xc. Já quando o elétron é minoritário, v↓xc diminui (em módulo)
abruptamente para ζ → 1. O inset é uma ampliação da região com ζ > 0.8. Ele
mostra que as diferenças entre as diversas parametrizações são mais acentuadas
para o potencial de XC do spin minoritário.

de correlação de VWN que eu uso nesta tese. Outras parametrizações também
usam está fórmula de interpolação, como a PW92 [103]. A diferença entre estas
parametrizações está nas fórmulas de interpolação dos valores conhecidos (Monte
Carlo quântico [96]) para εc(n, 0), εc(n, 1) e αc(n) em função de n.

Uma vez escolhida a parametrização para a energia de XC, é preciso
então calcular a potencial vσz

xc que é utilizado na equação de Kohn-Sham (4.19).
Isto é feito utilizando a Eq. (4.21). Como mencionado anteriormente, a depen-
dência deste potencial com a polarização do gás de elétrons é fundamental para
entender alguns dos resultados dos próximos capítulos. Eu ilustro na Fig. 4.3 a
dependência de v↓xc(rs, ζ) em função da polarização ζ para uma densidade �xa.
As curvas são para spin |↓〉; para o caso de spin |↑〉, basta considerar o eixo da
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Tabela 4.1: Abreviaturas usadas na Fig. 4.3 para indicar a
combinação de parametrização de carga e interpolação de
spin. A parametrização de carga de VWN é combinada com
três interpolações de spin.

Parametrização Interpolação de spin
da densidade vBH [100] VWN [99] WP [112]
vBH [100] vBH - -
VWN [99] VWN3 VWN5 VWNI
PW92 [103] - PW92 -

polarização invertido, ζ → −ζ. Há dois aspectos importantes a serem observados.

1. Para ζ → 1, o potencial v↓xc diminui (em módulo) abruptamente para um
elétron |↓〉. O mesmo ocorre para um elétron |↑〉 quando ζ → −1. A
consequência física direta desta propriedade é uma tendência favorecendo
estados ferromagnéticos (ζ → ±1) uma vez que o potencial XC local diverge
para os elétrons minoritários [112].

2. Os elétrons majoritários (|↓〉 na �gura) sentem um potencial mais negativo
que os minoritários. Esta diferença re�ete nas auto-energias do sistema,
acarretando um desdobramento de spin devido troca e correlação.

A Fig. 4.3 também ilustra as diferenças existentes entre parametri-
zações para a energia de troca e correlação (e consequentemente para o respectivo
potencial). Lá estão apresentadas três parametrizações para a densidade e três
interpolações de spin. A Tabela 4.1 indica as combinações utilizadas. Note que as
diferenças decorrentes de combinar parametrizações de carga e interpolações de
spin �cam mais acentuadas à medida que o gás de elétrons �ca polarizado. Isto
mostra que, no regime de altas polarizações, a escolha adequada da aproximação
para XC é fundamental. As parametrizações PW92 e VWN5 são consideradas
as melhores LSDAs. Apenas por comparação eu também incluí o potencial XC
de vBH; note que ele se destaca das demais para todo a faixa de polarizações. A
interpolação de spin de Wang e Perdew [112] aqui apresentada também é apenas
ilustrativa; esta interpolação é exata no limite de altas densidades, mas retorna
uma dependência com ζ completamente errada fora do seu limite de validade,
como ilustrado na Fig. 4.3.

4.2.3 Generalização para temperatura �nita
Além da extensão da DFT para sistemas magnéticos, nesta tese eu utilizo uma
extensão adicional: para temperaturas �nitas [98, 113]. No estudo dos próximos
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capítulos abordando magnetotransporte em 2DEGs con�nados em DMHs, vários
dos efeitos observados experimentalmente, e que aqui eu calculo, estão relacio-
nados com a variação da temperatura do sistema. Do ponto de vista prático,
como eu mostrarei a seguir, a extensão para temperaturas �nitas consiste em (a)
utilizar a função de Fermi na densidade de estados do sistema Kohn-Sham, e (b),
dependendo se o número de elétrons ou o potencial químico é constante, traba-
lhar ou com o potencial canônico ou o grão-canônico, respectivamente. Porém, é
importante salientar que esta extensão é formalmente justi�cada dentro da DFT
[98, 113].

Os casos estudados nos capítulos subsequentes são tais que a densi-
dade total é constante quando se varia o campo magnético e a temperatura (o
potencial químico varia). Assim, é conveniente trabalhar no ensemble canônico e
a energia que é minimizada é a energia livre de Helmholtz. Aqui eu sigo os passos
da Ref. [98], mas com a diferença que lá os autores trabalham no ensemble grão-
canônico. Como nos casos já ilustrados nesta seção, o objetivo aqui é deduzir as
equações de Kohn-Sham e obter a equação da energia total à partir das energias
monoeletrônicas.

A energia livre de Helmholtz A é obtida subtraindo-se a energia tér-
mica da energia interna, ou seja,

A[n] = T [n] + U [n] + V [n]− τS[n], (4.30)

sendo τ a temperatura6 e S[n] é a entropia do sistema interagente de muitos
corpos. Agora reescrevo A[n] em termos das energias não interagentes Ts e UH ,
e da entropia não interagente Ss[n] [114, pág. 54],

Ss = −kB

∑
i

fi ln fi + (1− fi) ln(1− fi) (4.31)

com f(εi) ≡ fi a função de Fermi

f(εi) =
1

1 + exp[(εi − µ)/kBτ ]
(4.32)

e µ o potencial químico. A energia de Helmholtz �ca

A[n] = Ts[n] + UH [n] + V [n]− τSs[n] + Fxc[n], (4.33)

na qual Fxc[n] é a energia de troca e correlação. Este termo é diferente de Exc[n]

usado anteriormente pois contém a diferença entre a energia térmica interagente

6Nesta seção eu denoto a temperatura como τ para distinguir da energia cinética.
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e a não-interagente. Se o sistema interage apenas termicamente com o meio, a
densidade de equilíbrio n é tal que a energia livre de Helmholtz é mínima,

δA[n]

δn
= 0 =

δ(Ts[n]− τSs[n])

δn
+ v[n] + vH [n] + fxc[n]. (4.34)

Agora considere a equação de Schrödinger de um sistema auxiliar,
não interagente, sujeito ao potencial v′(r),

[
−~

2∇2

2m
+ v′(r)

]
φ′i(r) = ε′i φ

′
i(r). (4.35)

A densidade total deste sistema na temperatura τ é

n′(r) =
∑

i

|φ′i(r)|2 f(ε′i), (4.36)

na qual a função de fermi especi�ca a ocupação dos níveis eletrônicos no caso de
temperatura �nita.

Como feito anteriormente, a questão é determinar qual é o potencial
�ctício v′(r) tal que a densidade n′(r) seja igual a densidade do sistema interagente
de muitos corpos. Os passos são idênticos às passagens de (4.10) para (4.12),
resultando no seguinte potencial autoconsistente efetivo que minimiza A[n′]

v′(r) = v(r) +

∫
n′(r′)
|r − r′| dr′ +

δFxc[n
′]

δn′(r)
, (4.37)

com n′(r) dado por (4.35) e (4.36). A energia livre de Helmholtz �ca então, em
termos das energias de KS,

A[n′] =
∑

i

ε′if(ε′i − µ)− 1

2

∫
vh(r)n

′(r) dr−
∫

vxc(r)n
′(r) dr + Fxc[n

′]− τSs[n
′].

(4.38)
A grandeza de muitos corpos Fxc[n], presente nas Eqs. (4.38) e (4.37),

análoga ao funcional Exc[n] para τ = 0, é muito difícil de se obter. Na aproxi-
mação LDA ela é escrita como

Fxc[n(r)] =

∫
n(r)fxc(n(r)) dr, (4.39)

sendo fxc(n) a contribuição de troca e correlação, por partícula, para a energia
livre de um gás de elétrons homogêneo, com densidade n, e temperatura τ . No
limite de baixas temperaturas, uma primeira aproximação é substituir fxc por seu
similar a τ = 0, i.e., εxc. Desta forma, toda a dependência com a temperatura é
descrita pelos termos com a função de Fermi f(εi). É justamente esta abordagem
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que eu utilizo neste trabalho.

4.2.4 Considerações adicionais sobre a DFT
Nos parágrafos anteriores eu �z um resumo dos aspectos da teoria do funcional
da densidade que são relevantes para este trabalho. Para os três casos analisados,
não-magnético, magnético e temperatura �nita, eu apenas mostrei como obter
o sistema autoconsistente de Kohn-Sham e como escrever a energia total do sis-
tema de muitos corpos em termos das energias monoeletrônicas. A qualidade
dos resultados vai depender essencialmente da qualidade das aproximações usa-
das para a energia de troca e correlação. De um ponto de vista mais aplicado, a
formulação de KS mais a LSDA formam uma prescrição prática de como incluir
os efeitos de muitos corpos, presentes em sistemas reais, em um cálculo relativa-
mente simples de partículas simples. Antes de encerrar esta seção sobre DFT,
algumas consideração adicionais são pertinentes.

Orbitais e energias KS Depois de resolver o sistema KS, é co-
mum supor que as auto-energias e auto-funções resultantes podem ser associadas
às correspondentes grandezas do sistema real. Esta hipótese não é garantida pelos
teoremas fundamentais da DFT, mas muitas vezes mostra-se válida, em particu-
lar nas aplicações para estado sólido. A validade desta associação está, em geral,
relacionada com a qualidade do funcional de XC escolhido para descrever o sis-
tema. Como será apresentado na última seção deste capítulo, esta associação
entre os orbitais KS e os orbitais do sistema real é um dos ingredientes para a
teoria de transporte que utilizo para descrever o magnetotransporte no regime de
efeito Hall.

Magnitude e relevância de XC Outro aspecto é sobre a real
relevância da contribuição de XC para os heteroestruturas do grupo II-VI que eu
investigo. Na Fig. 4.4 eu comparo a magnitude do potencial de troca e correlação,
em função da densidade de um gás de elétrons tridimensional, para sistemas
dopados baseados em GaAs e ZnSe. Para a faixa de densidade eletrônica típica
destes sistemas (n ∼ 1022 cm3), a magnitude do potencial de XC para sistemas
de ZnSe é maior que em sistemas de GaAs. Isto decorre dos valores da massa
efetiva m e constante dielétrica ε, e consequentemente do Rydberg efetivo R∗

y =

R0
y(m/m0)/(ε/ε0)

2 e do raio de Bohr efetivo a∗0 = a0(ε/ε0)/(m/m0) em cada
material (valores típicos estão apresentados na Fig. 4.4). Portanto, a relevância
da contribuição de XC varia para cada sistema em questão. Como será mostrado
nos próximos capítulos, o aspecto mais importante da contribuição de XC neste
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Figura 4.4: Comparação da contribuição de troca e correlação para sistemas
de ZnSe e GaAs. O painel superior mostra o parâmetro de densidade rs em
função da densidade para os dois compostos (parâmetros efetivos no inset). À
medida que a densidade diminui, rs no ZnSe aumenta muito mais rápido que
no GaAs, aproximando-se do limite de validade de várias parametrizações (rs ∼
100) mais rapidamente. O painel inferior apresenta o potencial vxc em diversas
parametrizações da LSDA: VWN [99], BH [100], GL [101] e PZ81 [102]. No
ZnSe (i) o valor do potencial é maior, em módulo, que no GaAs para densidades
relevantes (n ∼ 1022 m−3 ou rs ∼ 5), e (ii) as diferenças entre as parametrizações
são mais acentuadas. As setas ligando os dois grá�cos indicam o valor de vxc para
rs = 9.

trabalho foi a sua forte dependência com o spin e com a polarização do gás de
elétrons.

Outro aspecto também ilustrado na Fig. 4.4 é que as diferenças entre
diversas parametrizações existentes na literatura para o energia/potencial de
troca-correlação são mais acentuadas nos sistema de ZnSe que naqueles baseados
em GaAs. Da mesma forma que no caso da interpolação de spin, este é outro
indicativo da importância de se escolher funcionais apropriados para representar
a contribuição de muitos corpos no problema.

Estados estacionários e estados excitados Um último aspecto
a ser comentado sobre a DFT é a questão de estados excitados. Este ponto é per-
tinente pois, no Cap. 6, eu encontro mais de uma solução para as equações de KS,
com energias totais diferentes, para um mesmo conjunto de parâmetros externos
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� o que variou foi se o campo magnético estava aumentando ou diminuindo.
Uma vez de�nida a forma das equações de KS, a resolução destas

num ciclo autoconsistente é um problema puramente matemático (ou numérico).
Ao resolver numericamente a equação de Schrödinger do sistema KS, não há ga-
rantia que a energia encontrada, e a densidade correspondente, corresponda ao
estado fundamental. Durante o ciclo autoconsistente, o algoritmo pode encontrar
mínimos locais e �achar� que convergiu. De fato o programa convergiu � o que
pode ser testado perturbando o sistema, seja mudando o potencial ou a densi-
dade, e veri�cando se a solução continua a mesma � mas não necessariamente a
con�guração resultante é a que tem menor energia e, portanto, é o estado funda-
mental. A questão então é saber se este ponto representa um problema numérico
ou se há alguma informação por trás deste resultado.

De fato, Perdew e Levy [115] mostraram que, dado um funcional
Ev[n] da densidade do estado fundamental associada ao potencial v, nem todo
estado estacionário ni do sistema de muitos corpos é um extremo de Ev[n], mas
todo extremo de Ev[n] é um estado estacionário ni. Se o extremo é um mínimo
absoluto ele representa o estado fundamental; senão, o extremo corresponde a
um estado excitado. Note que, da mesma forma que o estado fundamental, es-
tes estados excitados são estados reais, físicos, do sistema interagente de muitos
corpos. Cooper et al. [34] recentemente interpretou os seus resultados para his-
terese e relaxação nos seus dados de magnetotransporte em termos de estados
metaestáveis.

A interpretação dos resultados do Cap. 6 é baseada nestes resultados
da Ref. [115]. O cálculo numérico está retornando estados excitados dependendo
das condições iniciais do procedimento autoconsistente. Por um lado, poderia-se
sugerir perturbar o ciclo de autoconsistência para não deixar o programa en-
contrar mínimos locais. Entretanto, o fato destes estados estacionários terem
sido encontrados mostra que, pelo menos para uma dada faixa de parâmetros, há
espaço de fase disponível para que o sistema acomode-se de várias maneiras possí-
veis � mínimos locais próximos ao estado fundamental. Ao explorar este espaço
de fase, a simulação acaba por reproduzir o ciclo de histerese que foi observada
experimentalmente [21].

4.3 Campo magnético e quantização de Landau
Nos capítulos 2 e 3 eu considerei o efeito do campo magnético sobre os spins
localizados das impurezas de Mn e, indiretamente, sobre os portadores, via a
interação de troca sp-d. Naqueles capítulos eu desprezei o efeito direto do campo
magnético sobre os elétrons e buracos, aproximação comum quando se estuda as
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propriedades magnetoópticas de semicondutores semimagnéticos de gap elevado
[51, pág. 288]. Nesta aproximação, e com o con�namento dos poços quânticos
apenas na direção de crescimento (longitudinal), o sistema é livre na direção
transversal e possui relação de dispersão parabólica. Naqueles capítulos eu estava
interessado nas transições ópticas entre as bases das bandas de condução e de
valência.

Agora eu estou mudando o enfoque para sistemas altamente dopados
que são submetidos a medidas de magnetotransporte na direção transversal (per-
pendicular à direção de crescimento da amostra). Neste regime, o efeito da força
de Lorentz sobre os portadores, induzindo a formação de órbitas de cíclotron, é
essencial para descrever os vários fenômenos observados. Em particular, nesta
tese eu estudo o caso em que a direção do campo magnético coincide com a di-
reção de crescimento da amostra, i.e., B = Bẑ. Consequentemente, o movimento
orbital induzido por B restringe-se ao plano transversal x � y, e o hamiltoniano
orbital é completamente separável do hamiltoniano longitudinal (con�namento
estrutural e interação de troca sp-d).

4.3.1 Hamiltoniano orbital

O tratamento quântico do efeito do campo magnético B sobre os portadores
presentes no sistema consiste em reescrever o momento conjugado das equações
de movimento incluindo o campo magnético. Para uma partícula com carga
−e o momento é P + eA, sendo A o potencial vetor correspondente ao campo
magnético B = ∇ ×A. O hamiltoniano orbital correspondente é então escrito
como

H =
1

2m
(P + eA)2 . (4.40)

Existe uma in�nidade de escolhas para o potencial vetor que resultam no mesmo
campo magnético. Entretanto, apesar da escolha do gauge determinar a expressão
para as funções de onda, os observáveis resultantes sempre serão os mesmos.
Usando o gauge de Landau A = (0, Bx, 0), a Eq. (4.40) pode ser reescrita como

H
A=Bxŷ−−−−→ H⊥ =

~2k2
x

2m
+

1

2
mω2

c (x− x0)
2, (4.41)

com dependência espacial apenas no plano x�y.
O hamiltoniano transversal (4.41) descreve um oscilador harmônico

na direção x̂, com frequência de cíclotron ωc = eB/m e centrado em x0 = −ky`
2
0,

sendo `0 =
√
~/eB ∼ 257B−1/2 ÅT1/2 o comprimento magnético. A contribuição

do oscilador harmônico para o espectro de energia consiste de níveis equidistantes
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Figura 4.5: Densidade de estados bidimensional sem desordem (a) e com desor-
dem (b). Na ausência de campo magnético a densidade de estados de um gás
de elétrons bidimensional é constante. O efeito do campo magnético é colapsar
a energia cinética em níveis discretos, níveis de Landau, cujas energias são sepa-
radas por ~ωc. Quando há desordem no sistema (b), a densidade de estados é
alargada. Baseado em Aoki [116].

com energia
ε⊥ =

(
n +

1

2

)
~ωc (n ≥ 0), (4.42)

chamados de níveis de Landau (LL).

As funções de onda correspondentes às soluções estacionárias da
equação de Schrödinger para o hamiltoniano (4.41) são dadas por

ϕn,ky(x, y) =
eikyy

√
Ly

ςn,ky(x− x0) , ςn,ky(x̄ = x/`0) =
e−x̄2/2Hn(x̄)√

`02n
√

πn!
, (4.43)

nas quais Hn são os polinômios de Hermite de ordem n.

O vetor de onda ky caracteriza a onda plana presente em ϕn,ky(x, y).
Cada possível estado ky está associado a uma coordenada x0 para o centro da
órbita do elétron, sem que isto implique em outra energia. Em outras palavras, os
estados são degenerados em ky. Para contar o número de estados com a mesma
energia em uma amostra com área LxLy, basta lembrar que as coordenadas das
órbitas devem estar dentro da amostra, i.e,

0 < x0 < Lx → 0 < −ky <
eBLx

~
∆ky= 2π

Ly−−−−−→ eBLx/~
2π/Ly

=
eB

h
LxLy. (4.44)

O número de estados por unidade de área, chamado de degenerescência orbital,
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é então dado por
g¤ =

eB

h
∼ 0.24× 1011B cm−2 T−1. (4.45)

Assim, em um sistema bidimensional na presença de um campo magnético, a
densidade de estados possui níveis discretos, contrastando com o caso não mag-
nético em que a densidade de estados bidimensional é constante g = m/π~2.7 A
Fig. 4.5(a) ilustra estes dois casos.

4.3.2 Hamiltoniano Zeeman
Além do efeito orbital, cuja origem é a interação de Lorentz entre o campo mag-
nético e a carga do portador, há também a interação do campo com o momento
magnético de spin do portador. Este é o efeito Zeeman, que induz um des-
dobramento de spin nos níveis de energia. A contribuição deste efeito para o
hamiltoniano é

HZ =
1

2
gµBBσz , (4.46)

em que g é o fator giromagnético e µB ' 0.06meVT−1 é o magneton de Bohr.
Esta contribuição, da ordem de µB, é muito pequena quando comparada com o
desdobramento de spin devido a interação de troca sp-d, que pode ser até duas
ordens de magnitude superior. Entretanto, tanto por completeza quanto por ser
um termo simples, eu incluo a contribuição Zeeman na formulação do problema.

4.3.3 Hamiltoniano efetivo total
Agrupando as várias contribuições para a energia total � termo orbital, Eq. (4.41),
o termo Zeeman, Eq. (4.46), e mais um termo longitudinal cujo potencial v(z)

tem dependência espacial apenas na direção ẑ � o hamiltoniano efetivo total para
a função envelope de um portador com massa efetiva m, con�nado num potencial
v(z) e sujeito a um campo magnético externo B = Bẑ, é escrito como

H =
~2k2

x

2m
+

1

2
mω2

c (x− x0)
2

︸ ︷︷ ︸
H⊥

+
~2k2

z

2m
+ v(z)

︸ ︷︷ ︸
H‖

+
1

2
gµBσzB

︸ ︷︷ ︸
HZ

. (4.47)

7Uma rápida dedução da densidade de estados a B = 0 de um gás de elétrons não interagente
consiste em somar sobre todos os estados com kx e ky, incluindo a degenerescência de spin:

2
∑

kx,ky

1 → 2
∫

dkx

2π

∫
dky

2π
=

2
(2π)2

∫
2πkρ dkρ =

m

π~2

∫
dε ⇒ g(B = 0) =

m

π~2
.

Note que eB/h = (m/π~2)(~ωc), mostrando que na presença de B, os elétrons que antes
ocupavam uma faixa de energia correspondente a ~ωc colapsaram em um único nível altamente
degenerado.
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As três componentes são completamente separáveis.8 As soluções estacionárias
são funções envelope

ψσz
i,n,ky

(r) =
eikyy

√
Ly

ςn,ky(x− x0) χσz
i (z) |σz〉 , (4.48)

com energias
εσz

i,n = εσz
i +

(
n +

1

2

)
~ωc +

1

2
gµBσzB , (4.49)

sendo εσz
i a sub-banda resultante do con�namento longitudinal (H‖), (n+1/2)~ωc

a energia dos orbitais de Landau (H⊥), e gµBσzB a contribuição Zeeman (HZ).
Com os termos orbital e Zeeman resolvidos e separados do termo

longitudinal, na prática é preciso resolver apenas a equação de Schrödinger uni-
dimensional correspondente ao termo H‖ para obter as energias de sub-banda εσz

i

e as funções envelope χσz
i (z).

4.3.4 Densidade de estados

Os estados com energia εσz
i,n são altamente degenerados [cf. Eq. (4.45)]. No caso

ideal de uma amostra completamente uniforme e sem impurezas, a densidade de
estados (DOS - density of states) é uma sucessão de níveis discretos [Fig. 4.5(a)],

g(ε) =
eB

h

∑
i,n,σz

δ(ε− εσz
i,n). (4.50)

Na prática, existem impurezas espalhadoras, defeitos na rede e variações nas
interfaces que quebram a uniformidade do sistema. Isto acaba por gerar um
potencial de desordem aleatório Vd(r) que deve ser somado ao hamiltoniano ideal
[116, 117], ou seja,

H → H + Vd(r) . (4.51)

Designando a coordenada do centro do movimento de cíclotron por (X, Y ), as
equações de movimento serão [116]

Ẋ =
i

~
[Vd, X] =

`0
2

~
∂Vd

∂y
, , Ẏ =

i

~
[Vd, Y ] = −`0

2

~
∂Vd

∂x
. (4.52)

8Para os DMWQs estudados nesta tese, o potencial v(z) consiste nos termos de con�namento
estrutural e da interação de troca sp-d, Eq. (3.2), mais os termos da interação de Coulomb
apresentados na seção 4.2. Como visto nos capítulos anteriores, os termos de con�namento
estrutural e de troca sp-d têm dependência espacial apenas na direção ẑ. Mais adiante neste
capítulo eu indico quais são as condições para que eu também considere a dependência espacial
da interação de Coulomb apenas na direção longitudinal, o que permite a separação das equações
de movimento nas direções transversal e longitudinal.
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O movimento orbital passa a ser sobre as equipotenciais do potencial Vd e a
degenerescência dos estados com diferentes (X,Y ) de um dado nível de Landau
é levantada. Consequentemente, a DOS deixa de ser discreta e forma uma banda
com largura característica Γ (sub-banda de Landau), ilustrada na Fig. 4.5(b).

As equações de movimento (4.52) deixam claro que a DOS das sub-
bandas de Landau dependem fortemente da variação espacial do potencial aleatório
Vd(r). Por exemplo, para o caso de espalhadores de curto alcance [Vd(r) varia
numa escala menor que `0], Ando e Uemura [118] mostraram9 que o per�l da
DOS é de semi-elipses com largura característica

Γ =

√
2

π
~ωc

~
τ

=
~e
m

√
2

π

B

µ
∼ 0.09

m/m0

√
B

µ
meV, (4.53)

na qual τ = µm/e é o tempo de espalhamento e µ é a mobilidade. Em (4.53)
B está em unidades de T e a mobilidade µ em unidades de m2/Vs. Outros
modelos utilizam densidades de estados gaussianas [119�124] e lorentzianas [125].
Nesta tese eu adoto um per�l gaussiano para a DOS, seguindo a Ref. [122],

g(ε) =
∑
i,n,σz

gσz
i,n(ε) =

∑
i,n,σz

eB

h

1

Γ
√

2π
exp

[
−(ε− εσz

i,n)2

2Γσz 2

]
, (4.54)

cuja largura característica Γσz de cada nível10 é diferenciada para cada sub-banda
de spin. A Fig. 4.5(b) ilustra este per�l gaussiano para a DOS. Aqui eu não estou
interessado em investigar os detalhes dos mecanismos de espalhamento em DMHs
e a consequência disto para o per�l da DOS. Assim, eu preciso de uma descrição
fenomenológica que permita incluir o alargamento dos LLs no meu modelo. A
escolha pelo per�l gaussiano foi motivada, por um lado, pelos trabalhos teóricos
que resultam neste tipo de per�l quando consideram o efeito do espalhamento
por impurezas na DOS e no transporte [119�121, 123, 124], e por outro lado, por
questões práticas de implementação, uma vez que a gaussiana é uma função �bem
comportada�.

Quanto a dependência do alargamento Γσz com o spin, uma vez que
há interações magnéticas dependentes de spin (troca sp-d) nas heteroestruturas
magnéticas aqui investigadas, é razoável considerar que existam mecanismos de
espalhamento que também dependam do spin. Por exemplo, no Cap. 3 eu mostro
que os tempos de espalhamento de spin são diferentes para spins majoritários e

9Ando e Uemura [118] efetuaram um cálculo perturbativo usando o formalismo de funções
de Green na aproximação autoconsistente de Born.

10Note que Γσz é de fato a meia-largura da função gaussiana na Eq. (4.54), enquanto Γ
calculado por Ando e Uemura [118], Eq. (4.53), é a largura total do LL. Assim, seu eu quiser
utilizar (4.53) em (4.54) preciso fazer Γσz = Γ/2.
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minoritários.

Densidade de portadores Uma vez obtida a estrutura eletrônica e a densi-
dade de estados, posso calcular a densidade de portadores. Ela é obtida simples-
mente calculando o módulo da função de onda ao quadrado, i.e.,

n(r) =
∑

i,n,ky ,σz

∣∣∣ψσz
i,n,ky

(r)
∣∣∣
2

=
∑

i,n,ky,σz

|χσz
i (z)|2

∣∣ϕn,ky(x, y)
∣∣2 . (4.55)

Esta densidade é função não apenas da coordenada longitudinal (z), mas tam-
bém das coordenas transversais (x, y). Assim, se eu utilizar esta densidade na
formulação da DFT/LSDA apresentada na Sec. 4.2, os potenciais vh([n]; r) e
vxc([n↑, n↓]; r) serão funções das três coordenas espaciais. Feito assim, eu não
poderia fazer a separação de variáveis que efetuei na Eq. (4.47). Assim, aqui eu
faço uma aproximação adicional que é fazer uma média sobre a densidade eletrô-
nica no plano x − y. Este procedimento de média é �sicamente justi�cado uma
vez que (i) as órbitas de Landau podem estar centradas em qualquer ponto no
plano x − y, e (ii) no magnetotransporte transversal, que é a propriedade que
estou interessado, as correntes medidas são grandezas �integradas�, i.e., contêm a
contribuição de todos os portadores que fazem parte da condução.

A média da parte transversal da densidade (4.55) sobre o plano x−y,
efetuada na área LxLy, é simplesmente

1

LxLy

∫

Lx

∫

Ly

∣∣ϕn,ky(x, y)
∣∣2 dx dy =

1

LxLy

. (4.56)

Desta forma a densidade média �ca

n(z) =
1

LxLy

∑
i,n,σz

∑

ky

|χσz
i (z)|2 , (4.57)

A soma em ky, que eu deixei em destaque, �conta� o número de estados em cada
nível de Landau. Agora é mais conveniente substituir esta soma pela integral
na densidade de estados (4.54). Para um sistema de área LxLy, a densidade
de estados por unidade de energia em cada LL é LxLy gσz

i,n(ε), de forma que a
densidade �ca

n(z) =
1

LxLy

∑
i,n,σz

|χσz
i (z)|2

∫ εF

−∞
LxLy gσz

i,n(ε) dε . (4.58)

Esta expressão é para temperatura zero e, portanto, a integral é efetuada até
o nível de Fermi εF . A extensão para temperaturas �nitas é feita utilizando a
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função de Fermi
f(ε) =

1

1 + exp[(ε− µ)/kBT ]
, (4.59)

sendo µ o potencial químico.11 Assim, a expressão para a densidade �ca

n(z) =
∑
i,n,σz

|χσz
i (z)|2

∫ ∞

−∞
gσz

i,n(ε) f(ε) dε . (4.60)

Esta grandeza é função apenas da coordenada z, formalmente permitindo a sepa-
ração do problema em uma parte transversal e outra longitudinal. Isto simpli�ca
o cálculo, uma vez permite que eu resolva as equações de Kohn-Sham apenas na
direção de crescimento, ou seja, em uma dimensão.

Densidade bidimensional Integrando a densidade n(z), Eq. (4.60), na direção
ẑ, eu obtenho as densidades bidimensionais parciais nσz

2D de cada componente de
spin e a densidade bidimensional total n2D, ou seja,

n2D =
∑
σz




∞∫

−∞

∑
i,n

gσz
i,n(ε) f(ε) dε


 = n↑2D + n↓2D . (4.61)

Com estas densidades parciais nσz
2D de�ne-se a polarização

ζ =
n↑2D − n↓2D

n2D

. (4.62)

A densidade n2D é usualmente medida usando o efeito Hall clássico (baixo campo).
Neste regime, a resistividade Hall em função do campo magnético é uma reta
com coe�ciente angular inversamente proporcional a n2D. Valores típicos são
n2D ∼ 1011 cm−2.

4.3.5 Energia orbital e magnetização

Para �nalizar esta seção sobre a quantização orbital em um 2DEG, eu mostro qual
é a dependência da energia total orbital e da magnetização orbital em função
do campo magnético. Estas duas grandezas serão necessárias para discutir as
medidas de magnetização dos experimentos analisados no Cap. 5.

No caso mais simples de um 2DEG não interagente, o hamiltoniano
é dado por (4.41) e o espectro de energia é εn(B) = (n + 1/2)~ωc. A energia

11Aqui eu utilizo o símbolo µ para designar o potencial químico. Em outros contextos este
mesmo símbolo é usado para a mobilidade.
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Figura 4.6: Diagrama de níveis de Landau (a), energia orbital (b) e magnetização
orbital (c) de uma gás de elétrons bidimensional não-interagente obtidos com o
programa numérico desenvolvido para esta tese. Neste exemplo, o gás de elétrons
está con�nado em um poço quântico de altura v0. Assim, a energia em B = 0
no diagrama de níveis de Landau é a energia da sub-banda. A densidade total é
constante e, portanto, em (a) o potencial químico oscila em função de B. Este
comportamento de µ se re�ete na energia orbital total (b) e na magnetização (c).
As oscilações da magnetização são conhecidas como o efeito de Haas-van Alphen.
Os parâmetros usados neste exemplo são n2D = 2.5× 1011 cm−2, m/m0 = 0.145,
v0 = 120meV, Γ = 0.3B1/2 meVT−1/2 e T = 0.5K.

orbital total é dada por
E =

∫ +∞

−∞
εg(ε)f(ε) dε , (4.63)

na qual g(ε) é a densidade de estados [Eq. (4.50) no caso discreto ou Eq. (4.54)
para o caso com alargamento].

A Fig. 4.6(a) ilustra o diagrama de níveis de Landau para este caso
não-interagente. Neste exemplo, a densidade é constante e, portanto, o nível
de Fermi oscila em função de B enquanto percorre os LLs � lembre que cada
LL comporta eB/h elétrons e, portanto, para B's maiores é necessário menos
LLs para uma dada densidade total n2D. O painel (b) mostra a energia orbital
total dada pela Eq. (4.63). As oscilações ocorrem porque, à medida que o campo
magnético aumenta, o nível de Fermi �salta� para energias mais baixas.

Usando a energia total eu posso obter a magnetização orbital do
sistema. A magnetização re�ete como a energia varia com o campo magnético.
Ela é dada por

M = −∂E

∂B

∣∣∣∣
n2D

. (4.64)

É importante notar que a magnetização é a derivada parcial da energia, man-
tendo as demais variáveis constantes. No caso que estou apresentando aqui, não-
interagente e não-magnético, a energia é função apenas do campo magnético e da
densidade. Neste caso, a derivada parcial é igual à própria derivada total e, para
obter a curva da magnetização, basta efetuar a derivada da curva da Fig. 4.6(b)
em relação a B. Num caso mais geral, por exemplo quando há desdobramento
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nos níveis de spin e as densidades parciais de cada componente de spin variam
com B, a derivada parcial deve ser tomada apropriadamente [126].

A Fig. 4.6(c) ilustra a magnetização de um 2DEG não-interagente e
não-magnético. As oscilações da magnetização são, novamente, devido a passa-
gem do nível de Fermi por sucessivos LLs à medida que o campo magnético varia.
Este efeito é conhecido como de Haas-van Alphen (dHvA) [114, 126�129].

4.4 Magnetotransporte no regime quântico
Efeitos resultantes da quantização da energia cinética pelo campo magnético �
quantização de Landau � são conhecidos a muito tempo. Já em 1930 de Haas
e van Alphen mediram oscilações na magnetização em metais que tinham peri-
odicidade de 1/B � oscilações de de Haas-van Alphen. A condutividade também
apresentava oscilações � oscilações de Shubnikov-de Haas�, bem como quaisquer
outras grandezas que fossem medidas com precisão su�ciente [114, Cap. 14].

Com o aperfeiçoamento das técnicas de crescimento de heteroestru-
turas semicondutoras, estes mesmos tipos de experimentos foram realizados em
2DEGs. A quantização espacial somada à quantização orbital trouxe a tona os
efeitos Hall quânticos, inteiro [90] e fracionário [91, 92]. Eles eram surpreenden-
tes pois iam além dos modelos existentes até então para explicar transporte no
regime quântico [118, 123, 124, 130�132].

Com exceção da primeira parte desta tese, Caps. 2 e 3, os demais
capítulos envolvem resultados de magnetotransporte no regime do efeito Hall
quântico inteiro (IQHE - integer quantum Hall e�ect). Experimentos de magne-
totransporte consistem em estudar o transporte elétrico na presença de um campo
magnético. Basicamente, aplica-se uma diferença de potencial entre terminais e
mede-se a corrente resultante. O comportamento da resistividade fornece infor-
mações sobre o sistema como, por exemplo, a mobilidade e densidade de portado-
res. Existem dois regimes para este efeito: o clássico, que ocorre a baixos campos,
e o quântico, que ocorre quando há quantização de Landau. Nos parágrafos se-
guintes eu descrevo estes dois regimes resumidamente e, em seguida, apresento o
modelo que utilizo para simular o magnetotransporte no regime quântico.

4.4.1 Efeito Hall clássico
Em 1879 Hall [133] descobriu que, ao se aplicar um campo elétrico e magnético
sobre um condutor, como ilustrado na Fig. 4.7, estabelece-se um campo elétrico
perpendicular ao aplicado. A força de Lorentz −ev × B exerce uma força na
direção transversal sobre os elétrons em movimento, de forma que eles se acumu-
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E xjx Ey
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−ev x B

Figura 4.7: Diagrama da geometria Hall. O campo elétrico Ex induz uma corrente
ao longo da amostra. Devido ao campo magnético na direção ẑ os elétrons são
de�etidos e se acumulam numa das extremidades da amostra. O campo elétrico
Ey acaba por anular a força de Lorentz ev×B de forma que a corrente resultante
continua na direção x̂. A diferença de potencial na direção ŷ é chamada de
voltagem Hall.

lam em um dos lados do condutor, dando origem ao campo elétrico transversal.
Quando este campo é su�ciente para anular a força de Lorentz, a corrente �ui
apenas na direção do campo elétrico aplicado externamente.

No âmbito do modelo de Drude [veja o Quadro (1)], a resistividade
longitudinal ρxx = Ex/jx é independente do campo magnético aplicado. Já a
resistividade transversal ρxy = Ey/jx é proporcional ao campo magnético, sendo
a constante de proporcionalidade (coe�ciente Hall RH = −1/n2De) inversamente
proporcional à densidade n2D de elétrons e à carga fundamental e (> 0). Esta
última característica é particularmente interessante por toda história da física
relacionada com o efeito Hall. Primeiro, porque o sinal do coe�ciente Hall indica
o sinal da carga dos portadores (resultado que con�rmou o sinal da carga do
elétron determinado por Thomson anos mais tarde). Além disso, a medida deste
coe�ciente em alguns metais apresentava um sinal oposto, indicando que a carga
dos portadores tinham um sinal oposto ao do elétron; esta questão só veio ser
esclarecida com a teoria quântica dos sólidos (conceitos bandas de energia e de
buracos). O segundo ponto interessante é a possibilidade de se medir a densidade
eletrônica; para amostras su�cientemente puras, e em baixas temperaturas, o
resultado é extremamente preciso, sendo este, atualmente, um método padrão
para determinar a densidade eletrônica em sistemas nanoscópicos bidimensionais
em baixos campos magnéticos [Eq. (4.70b)].

4.4.2 Efeitos Hall quântico inteiro e Shubnikov-de Haas

Efeito Hall quântico inteiro Quando o efeito Hall é medido em
campos magnéticos altos, a baixas temperaturas (T . 4.2K), e em amostras
�nas o su�ciente tal que o movimento dos elétrons é con�nado a um plano, e.g.
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Quadro 1: Modelo de Drude para o efeito Hall clássico [134, pág. 93]
No equilíbrio, os elétrons recebem momento do campo na mesma taxa que perdem devido aos
espalhadores. Assim, na presença dos campos E e B, e designando o tempo de relaxação de
momento por τm, tenho

mvd

τm
= e [E + vd ×B]. (4.65)

Reescrevendo na forma matricial
[
m/eτm −B

+B m/eτm

](
vx

vy

)
=

(
Ex

Ey

)
. (4.66)

A densidade de corrente J (por unidade de comprimento) é relacionada com a densidade n2D

por J = evdn2D. Assim,
[
m/eτm −B

+B m/eτm

] (
Jx/en2D

Jy/en2D

)
=

(
Ex

Ey

)
, (4.67)

que pode ser reescrito como
(

Ex

Ey

)
= σ−1

[
1 −µB

+µB 1

](
Jx

Jy

)
, (4.68)

com σ ≡ |e|n2Dµ e µ ≡ |e|τm/m. Usando a de�nição do tensor de resistividade
(

Ex

Ey

)
=

[
ρxx ρxy

ρyx ρyy

] (
Jx

Jy

)
, (4.69)

tenho
ρxx = σ−1, (4.70a)

ρyx = −ρxy = µB/σ = B/en2D. (4.70b)

O modelo de Drude prediz que a resistividade longitudinal é constante enquanto a resistividade
Hall é linear com B. As medidas de efeito Hall são procedimentos padrões na caracterização
de sistemas semicondutores pois fornecem a densidade n2D e a mobilidade µ separadamente,
enquanto medidas a campo nulo fornecem apenas o produto n2Dµ.

x-y, a resistência Hall desvia dramaticamente do valor clássico. Em campos
su�cientemente altos surgem platôs bem de�nidos nos grá�cos de ρxy em função
do campo magnético [veja, e.g., as Figs. 5.1 e 6.2(a) nos capítulos seguintes, págs.
113 e 139, respectivamente]. O valor da resistividade nestes platôs é exatamente
quantizado em sub-harmônicos de h/e2, sendo h a constante de Planck e e a carga
do elétron. Este é o efeito Hall quântico inteiro e foi descoberto por von Klitzing,
Dorda, e Pepper [90] em 1980. O IQHE é um efeito universal pois é independente
do material usado e do formato da amostra, sendo função apenas de constantes
físicas universais.12

Efeito Shubnikov-de Haas A resistividade longitudinal também
apresenta um comportamento peculiar quando medida em condições semelhan-

12Por ser um fenômeno tão robusto, com precisão de pelo menos uma parte por milhão, o
padrão internacional de resistência é de�nido em termos do IQHE.
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Figura 4.8: Explicação para os platôs o efeito Hall em termos de estados loca-
lizados. (Esquerda) Densidade de estados de dois níveis de Landau separados
por ~ωc contendo níveis estendidos e localizados. Os estados abaixo do nível de
Fermi estão preenchidos. (Direita) Densidade de estados D(E), condutividade
Hall σxy e condutividade longitudinal σxx em função do fator de preenchimento.
Enquanto o nível de Fermi percorre estados localizados σxy é constante (platô) e
σxx = 0. Quando EF percorre estados estendidos ocorre condução. Consequente-
mente há uma resistividade σxx 6= 0 e ocorre uma transição para um novo platô
em ρxy = n0e/B, em que n0 é a densidade de um nível de Landau completamente
ocupado. Extraído de Chakraborty e Pietiläinen [135].

tes à do IQHE. Nas mesmas faixas de campo magnético em que a resistividade
Hall é constante, a resistividade longitudinal se anula [e.g. Figs. 5.2 e 6.2(a),
págs. 114 e 139]; nas regiões intermediárias ocorrem picos de resistividade. Estas
oscilações da resistividade longitudinal são conhecidas como efeito Shubnikov-de
Haas (SdH). Este efeito, que foi observado numa grande variedade de amostras
macroscópicas e heteroestruturas, também tem origem quântica e é uma evidên-
cia de que o campo magnético induz singularidades na densidade de estados do
sistema.

Papel das impurezas O efeito Hall quântico inteiro se manifesta
no regime de quantização orbital (LL) e espacial (2DEG), mas só estes elementos
não explicam o aparecimento dos platôs na resistividade Hall. Entre 1972 e
1975 Tsuneya Ando e colaboradores [118, 123, 130�132] publicaram uma série
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de trabalhos estabelecendo a base teórica para transporte quântico em sistemas
bidimensionais. Efeitos oscilatórios em B surgem naturalmente da teoria, mas
não reproduzem os resultados para as resistividades no regime de IQHE.

O elemento que faltava era o papel das impurezas nestes sistemas
[117]. Além de alargar os níveis eletrônicos devido a espalhamentos, estas mes-
mas impurezas localizam a maioria dos estados eletrônicos. Enquanto os estados
localizados não carregam corrente, os estados com energia próxima ao centro
do nível de Landau permanecem estendidos e, portanto, conduzem corrente. À
medida que o potencial químico do sistema é variado, seja mudando o campo
magnético, ou a densidade do 2DEG, ele percorre regiões de estados localizados,
onde não há dissipação e a resistividade é nula, e regiões de estados estendidos,
em que há corrente e, portanto, a resistividade é �nita (Fig. 4.8). No IQHE, os
platôs de condutividade ocorrem quando o potencial químico está sobre estados
localizados. Entretanto, o valor da resistividade nestas regiões é independente dos
detalhes da estrutura de banda e da quantidade de estados que estão estendidos
e localizados: ele é de�nido apenas pelo número de LLs com estados estendidos
abaixo do nível de Fermi. De�nindo o fator de preenchimento como

ν =
n2D

eB/h
, (4.71)

e usando a Eq. (4.70b), tenho que

ρxy =
B

n2D e
=

h

ν e2
. (4.72)

Este é justamente o resultado esperado se todos os estados (estendidos + loca-
lizados) contribuíssem para para corrente Hall. Prange [136] explicou este para-
doxo mostrando que a formação de um estado localizado é compensada por um
aumento apropriado na corrente Hall dos estados estendidos remanescentes.

4.4.3 Modelo para o magnetotransporte
Para modelar o magnetotransporte eu utilizo o modelo proposto por Ando e
Uemura [118]. O modelo aplica a teoria de transporte de Kubo (resposta linear)
para transporte em um sistema quântico bidimensional, e considera espalhadores
de curto alcance na aproximação autoconsistente de Born. Este modelo, como
proposto originalmente, não reproduz o IQHE. Para usar este modelo eu incluo
o efeito das impurezas considerando separadamente duas densidades de estados
[122]:

I. A DOS total g(ε) da Eq. (4.54), com alargamento Γσz , que compreende



104 Capítulo 4. Gás de Elétrons Bidimensional e Quantização de Landau
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Figura 4.9: Densidades de estados total g(ε) com largura característica Γ e densi-
dade de estados estendidos gext(ε) com largura Γext. Os estados com energia até
o nível de Fermi εF estão ocupados (área preta mais a área cinza). Entretanto,
apenas os estados estendidos (área cinza) contribuem para o transporte.

todos os estados, estendidos e localizados, é utilizada para determinar a
posição do nível de Fermi (ou potencial químico µ quando T 6= 0).13

II. A outra DOS é para os estados estendidos,

gext(ε) =
eB

h

∑
i,n,σz

1

Γ
√

2π
exp

[
−(ε− εσz

i,n)2

2Γσz
ext

2

]
, (4.73)

com alargamento Γσz
ext < Γσz , simulando os estados estendidos com energias

no centro dos LLs. Note que, apesar das larguras diferentes, gext(ε) contribui
com a mesma quantidade de estados que a DOS total g(ε).

A Fig. 4.9 ilustra as duas DOS para um nível de Landau. Abaixo da
energia de Fermi todos os níveis estão ocupados, mas só a fração correspondente a
gext contribui para o transporte. Note que, como gext(ε) tem o mesmo número de
estados que g(ε), mas concentrados numa faixa mais estreita de energia, utilizar
gext(ε) é uma forma fenomenológica de simular a teoria de Prange [136] na qual
os estados estendidos no centro dos LLs contribuem como se a totalidade dos

13Nos sistemas dopados por modulação duas situações podem ocorrer. Quando as camadas
dopadas são parcialmente depletadas, o potencial químico µ permanece �xo, determinado pelo
nível das impurezas doadoras. Neste caso, quando B aumenta os LLs atravessam µ e a densidade
n2D varia. O outro caso é quando a depleção é total e a quantidade de elétrons con�nada é
constante. Neste caso, µ percorre os níveis dos estados localizados e estendidos dos LLs. Como
µ varia e n2D é constante nos casos estudados nesta tese, eu preciso inverter numericamente a
Eq. (4.61) para obter o valor de µ para cada campo magnético.
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Figura 4.10: Resistividades longitudinal ρxx e transversal ρxy de um gás de
elétrons bidimensional não-interagente e não-magnético. As curvas são carac-
terísticas do regime de efeito Hall quântico inteiro, com a formação de platôs
em ρxy com resistividades que são submúltiplos de h/e2. Já ρxx apresenta as
oscilações de Shubnikov-de Haas e regiões de resistividade nula correspondendo
às regiões dos platôs. Esta simulação de magnetotransporte é para o sistema cuja
estrutura de níveis de Landau é ilustrada na Fig. 4.6(a).

elétrons fosse estendida [122].

Portanto, para calcular o magnetotransporte no regime do efeito Hall
quântico eu a utilizo no modelo de Ando e Uemura [118], mas substituindo a DOS
total pela DOS gext(ε) com alargamento gaussiano. Desta forma, as equações para
as magnetocondutividades são [118�122, 132]

σxx =
e2

h

2

π

∞∫

−∞

(
−∂f(ε)

∂ε

) ∑
i,n,σz

(
n +

1

2

)
exp

[
−

(
ε− εσz

i,n

Γσz
ext

)2
]

dε (4.74a)

σxy =
e n2D[gext(ε)]

B
+ ∆σxy , (4.74b)

com n2D[gext(ε)] a densidade bidimensional calculada usando a Eq. (4.61) mas
com a DOS gext(ε), Eq. (4.73), e

∆σxy =
e2

h

2

π

∞∫

−∞

(
−∂f(ε)

∂ε

) ∑
i,n,σz

(
n +

1

2

)
Γσz

ext

~ωc

exp

[
−

(
ε− εσz

i,n

2Γσz
ext

)2
]

dε . (4.75)
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As resistividades são obtidas simplesmente invertendo o tensor de condutividade

ρxx =
σxx

σ2
xx + σ2

xy

, (4.76a)

ρxy =
σxy

σ2
xx + σ2

xy

. (4.76b)

A Fig. 4.10 exempli�ca as curvas de magnetotransporte que são ob-
tidas usado o modelo das Eqs. (4.73) a (4.76). Estas curvas são para o sistema
simpli�cado usado nas ilustrações da Fig. 4.6, ou seja, um 2DEG não interagente
e não magnético. Enquanto a largura da DOS total é e Γ = 0.3meVT−1/2, a
largura para a DOS estendida é de Γext = 0.01meV.

As Eqs. (4.74a) e (4.75) são para o caso de espalhadores de curto
alcance. Num caso mais geral, os termos (n + 1/2) que aparecem nas duas
equações seriam escritos como (Γi,n,σz

xx /Γi,n,σz) e (Γi,n,σz
xy /Γi,n,σz)4, respectivamente

[118�122, 132]. Neste caso, o alargamento de g(ε) seria Γi,n,σz , variando para cada
sub-banda i, nível de Landau n e spin σz. Os termos Γi,n,σz

xx e Γi,n,σz
xy são funções

do potencial de espalhamento e também teriam valores diferentes para cada nível
com energia εσz

i,n. O efeito prático destes termos é determinar a amplitude das
condutividades. Como no estudo que faço nos capítulos subsequentes eu estou in-
teressado nos valores de campos magnéticos em que ocorrem os picos de ρxx, e na
dependência com a temperatura, optei por não tentar simular a magnitude exata
de cada pico. Desta forma, a versão com espalhadores de curto alcance do mo-
delo para a magnetocondutividade é adequada para os propósitos dos próximos
capítulos.

4.5 Discussões e resumo da formulação
Neste capítulo eu estendi a formulação utilizada até o Cap. 3 para o caso de
sistemas dopados submetidos a altos campos magnéticos. As impurezas doado-
ras fornecem elétrons que são con�nados no poço quântico formando um gás de
elétrons bidimensional. A presença de um campo magnético intenso acarreta a
quantização do movimento orbital nos chamados níveis de Landau. Neste regime,
vários efeitos de natureza quântica se manifestam. Uma vez que os experimentos
que eu analiso nos capítulos seguintes focalizam no magnetotransporte no regime
do efeito Hall quântico inteiro, aqui eu apresentei um modelo teórico para calcular
estas grandezas.

Nós dois próximos capítulos, nos quais eu investigo resultados ex-
perimentais em poços quânticos dopados do grupo II-VI, eu uso o modelo para
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sistemas dopados por modulação abordado neste capítulo em conjunto com o
modelo para heteroestruturas digitais magnéticas dos capítulos anteriores. Na
prática, os resultados das discussões nos Caps. 2 e 3 são incorporados no cálculo
da estrutura eletrônica via o potencial dependente de spin, que modula o per�l
da banda de condução. Assim, o potencial efetivo que utilizo na formulação de
Kohn-Sham é

vσz
eff (z; B, T, [n↑, n↓]) = v0(z) + vb(z)︸ ︷︷ ︸

Estrutural

+ vσz
sp-d(z; B, T )︸ ︷︷ ︸
Troca sp-d

+ vh(z; [n])︸ ︷︷ ︸
Hartree

+ vσz
xc (z; [n↑, n↓])︸ ︷︷ ︸
Troca-correlação

.

(4.77)
Com a dependência espacial apenas na direção ẑ, o problema resume-se a resolver
o hamiltoniano longitudinal unidimensional, H‖ na Eq. (4.47), para determinar
as energias de sub-banda εσz

i e as correspondentes funções envelope χσz
i (z). O

espectro KS com as energias monoeletrônicas do sistema �ca [Eq. (4.49)]

εσz
i,n = εσz

i +

(
n +

1

2

)
~ωc +

1

2
gµBσzB .

À partir deste espectro eu posso calcular a densidade de estados, densidades de
portadores, magnetotransporte e outros observáveis de interesse teórico e experi-
mental.

Para �nalizar o capítulo eu resumo as principais equações do modelo
no Quadro (2).
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Quadro 2: Equações de trabalho.

Equações autoconsistentes:
[
− ~

2

2m

∂2

∂z2
+ vσz

eff (z; B, T )
]

χσz
i (z) = εσz

i χσz
i (z) , ∇2vh(z) = −e2

ε
[n(z) + ne(z)− ni(z)]

com ne(z) a densidade de elétrons não depletados e ni(z) a densidade de doadores.
Potencial efetivo:

vσz

eff (z; B, T ) = v0(z) + vb(z)︸ ︷︷ ︸
Estrutural

+ vσz

sp-d(z; B, T )
︸ ︷︷ ︸

Troca sp-d

+ vh(z; [n])︸ ︷︷ ︸
Hartree

+ vσz
xc (z; [n↑, n↓])︸ ︷︷ ︸

Troca e correlação

Espectro de energia:
εσz
i,n = εσz

i +
(

n +
1
2

)
~ωc +

1
2
gµBσzB

Densidade de estados total com alargamento gaussiano:

g(ε;B, T ) =
∑

i,n,σz

gσz
i,n(ε; B, T ) =

eB

h

∑

i,n,σz

1
Γ
√

2π
exp

[
− (ε− εσz

i,n)2

2Γσz 2

]

Função de Fermi:
f(ε; µ, T ) =

1
1 + exp[(ε− µ)/kBT ]

Per�l de densidade de elétrons con�nados:

n(z) =
∑

i,n,σz

∣∣χσz
i,n(z)

∣∣2
∫ ∞

−∞
gσz

i,n(ε) f(ε) dε

Densidade bidimensional:

n2D =

∞∫

−∞
g(ε; B, T ) f(ε; µ, T ) dε

Energia total:

E[n↑, n↓] =
∫

εg(ε)f(ε) dε−1
2

∫
vh(z)n(z) dz−

∑
σz

∫
vσz

xc (z)nσz (z) dz+Exc[n↑, n↓]−TSs[n↑, n↓]

Magnetização:
M = −∂E

∂B

Magnetotransporte:

σxx =
e2

h

2
π

∞∫

−∞
−∂f(ε)

∂ε

∑

i,n,σz

(n + 1/2) exp

[
−

(
ε− εσz

i,n

Γσz
ext

)2
]

dε

σxy =
e n2D[gext(ε)]

B
+

e2

h

2
π

∞∫

−∞

(
−∂f(ε)

∂ε

) ∑

i,n,σz

(
n +

1
2

)
Γσz

ext

~ωc
exp

[
−

(
ε− εσz

i,n

2Γσz
ext

)2
]

dε

ρxx =
σxx

σ2
xx + σ2

xy

, ρxy =
σxy

σ2
xx + σ2

xy



Capítulo 5

Dependência com a Temperatura
das Oscilações de Shubnikov-de
Haas

Conteúdo

Cálculo da estrutura eletrônica, magnetotransporte, e energia to-
tal de um poço quântico digital magnético dopado por modulação,
(Zn,Cd,Mn)Se. O cálculo reproduz os resultados experimentais de
Knobel et al. [37] e Harris et al. [38], os quais investigam o apareci-
mento de um pico anômalo nas oscilações de Shubnikov-de Haas e um
deslocamento para baixos campos das curvas de ρxx à medida que a
temperatura aumenta.
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5.1 Introdução

Heteroestruturas digitais magnéticas (DMHs) são excelentes laboratórios para
se estudar gases de elétrons bidimensionais (2DEGs) no regime quântico. A
interação de troca s-d entre as impurezas magnéticas e os portadores acarreta um
desdobramento de spin gigante em campos magnéticos relativamente baixos, como
visto no Cap. 3. Já a técnica digital de inserção das impurezas magnéticas, aliada
à técnica de dopagem por modulação, permite obter altos níveis de dopagem e
uma alta mobilidade para os portadores [8, 12].

A magnitude das várias contribuições para a energia presentes nes-
tes sistemas, a saber, o con�namento estrutural (2DEG), a quantização orbital
(níveis de Landau, LL), a interação de troca sp-d (desdobramento Zeeman gi-
gante), e os efeitos de muitos corpos (troca-correlação, XC), podem ser ajustados
para compartilharem a mesma escala de energia. Os efeitos combinados destas
interações acarretam uma física dependente de spin extremamente rica.

Os modelos apresentados nos Caps. 1 e 3 ignoraram a quantização
de Landau e a interação de Coulomb. Já no Cap. 4 eu mostrei como incorporar
estes ingredientes, no contexto da DFT/LSDA, para estudar gases de elétrons
bidimensionais no regime de quantização de Landau. Para um caso mais sim-
ples, não-interagente e não-magnético, eu exempli�quei como �ca o diagrama de
níveis de Landau, a energia total e a magnetização orbital, Fig. 4.6. Também
apresentei o modelo de magnetotransporte que utilizo nesta tese para calcular as
magnetoresistividades ρxx e ρxy, ilustradas na Fig. 4.10 para o caso simpli�cado
acima mencionado. Agora eu utilizo a mesma metodologia do Cap. 4, mais o
modelo para DMHs do Cap. 1 e os modelos de per�s de concentração de Mn e de
potencial dependente de spin dos Caps. 2 e 3, para estudar sistemas reais e que
foram experimentalmente investigados.

Neste capítulo, eu investigo resultados experimentais de Knobel et al.
[37] e Harris et al. [38] sobre o efeito da temperatura nas propriedades de magne-
totransporte em um poço quântico digital magnético (DMQW) de (Zn,Cd,Mn)Se,
dopado por modulação. O papel da temperatura é importante via dois mecanis-
mos principais. Primeiro, através da função de Fermi, alargando a região em
torno do potencial químico que contribui para os efeitos de transporte e, con-
sequentemente, suavizando as curvas de magnetorresistividades em função do
campo magnético. Segundo, a temperatura também é determinante na magne-
tização média dos íons de Mn, o que in�uencia diretamente a intensidade da
interação de troca s-d.

As medidas de magnetotransporte no regime quântico [37, 38] mos-
traram que (i) as oscilações de Shubnikov-de Haas (SdH) deslocam para campos
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mais baixos à medida que a temperatura aumenta, e (ii) um pico anômalo de SdH
surge no campo magnético Bc = 3.2T. O mesmo grupo experimental realizou
uma análise fenomenológica destes resultados e concluiu que: o deslocamento
das oscilações de SdH para baixos campos é devido ao efeito da temperatura
na magnetização dos íons magnéticos, e que o pico anômalo ocorre quando há o
cruzamento de dois níveis de Landau próximo ao nível de Fermi.

Entretanto, o modelo fenomenológico das Refs. [37, 38] não considera
(i) o caracter autoconsistente da estrutura eletrônica de sistemas dopados por
modulação, e (ii) a possível contribuição de efeitos de muitos corpos do 2DEG.
Neste sentido, o modelo teórico descrito no Cap. 4 é mais abrangente, uma vez que
leva estes pontos em consideração. De fato, usando este modelo não só foi possível
reproduzir satisfatoriamente os resultados experimentais de magnetotransporte
aqui mencionados, mas também reproduzir o aparecimento de ferromagnetismo de
efeito Hall quântico em um sistema similar, o que apresento no próximo capítulo.

O corpo deste capítulo é dividido da seguinte forma. Primeiro, eu
faço um resumo dos resultados experimentais e do modelo fenomenológico ela-
borado pelo grupo experimental para analisar os dados [37, 38]. Em seguida, eu
apresento os resultados das minhas simulações, comparando com os resultados
experimentais das Refs. [37, 38]. Eu �nalizo o capítulo discutindo sobre a im-
portância de se considerar o caracter autoconsistente da estrutura eletrônica e a
relevância dos efeitos de muitos corpos nestas estruturas.

5.2 Resumo dos resultados experimentais
As referências [37, 38] apresentam medidas de magnetotransporte e magnetização
em poços quânticos digitais magnéticos do grupo II-VI dopados por modulação.
A heteroestrutura é semelhante àquela ilustrada na Fig. 4.1, pág. 74, com um
poço quântico de largura L = 105Å, espaçadores de LS = 200Å, e regiões n-
dopadas de LN = 120Å. A Tabela 5.1 apresenta as principais características
desta DMH.

O poço quântico contem frações de 1/16 monocamadas de MnSe
�digitalmente� inseridas a cada 7 monocamadas de Zn1−yCdySe. A concentração
molar de Cd é de y = 0.13, conferindo ao poço uma altura v0 ∼ 120meV.1 Este
con�namento é su�ciente para que o poço quântico capture todos os elétrons
disponíveis na região dopada, de modo que a densidade do 2DEG permanece
constante à medida que o campo magnético é variado.2 Medidas a baixo campo

1Usei o resultado de Liaci et al. [50] para o o�set na banda de condução de poços quânticos
de ZnSe/Zn1−yCdySe. O o�set de 925ymeV para a banda de condução foi o que melhor ajustou
os dados experimentais para a energia de ligação de éxcitons.

2Medidas em amostras com y = 0.05, que corresponde a um con�namento de ∼ 46meV,
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Tabela 5.1: Características do poço quântico digital magnético de (Zn,Cd,Mn)Se
das Refs. [37, 38]. Estão listadas as dimensões do poço e as concentrações de
seus constituintes. Também são apresentadas as faixas de campo magnético e
de temperatura usadas nos experimentos, bem como os resultados de algumas
grandezas que caracterizam da amostra.

Parâmetro Símbolo Valor Observação
Con�guração do poço quântico digital magnético, Fig. 4.1
Largura do poço L 105Å
Largura do espaçador LS 120Å
Largura da região dopada LN 200Å
Número de barreiras de MnSe Nb 5
Concentração planar de MnSe xp 0.0625
Concentração molar de Cd y 0.13
Condições experimentais
Campo magnético B (0− 8)T
Temperatura T (0.33− 7.0)K
Caracterização da amostra
Densidade bidimensional n2D 2.8× 1011 cm−2 Baixo campo
Mobilidade µ 0.8× 104 cm2/Vs Baixo campo
Desdobramento de spin ∆E 31meV

da densidade bidimensional resultaram em n2D = (2.8± 0.1)× 1011 cm−2.

Efeito Hall quântico As medidas de magnetorresistência Hall ρxy,
Fig. 5.1(a), apresentam desvios do regime linear clássico a partir de ∼ 0.8T.
Observa-se a formação de platôs de resistividade característicos do regime de
efeito Hall quântico,3 sendo o efeito melhor de�nido para B & 3.4T. Em par-
ticular, na região em torno de B = 3.0T (circulo pontilhado), a curva de ρxy

apresenta um comportamento intrincado que sugere cruzamentos de níveis de
Landau próximos do nível de Fermi.4 Note que ρxy é linear com B para campos
baixos, indicando que a densidade n2D não muda com o campo magnético.

resultaram em uma densidade bidimensional que varia em função de B [137]. Neste caso,
todos os níveis ligados do poço quântico são preenchidos e os elétrons que sobram permanecem
na região dopada � que funciona como um reservatório de elétrons cujo nível das impurezas
doadoras determina o potencial químico. À medida que um parâmetro externo é alterado,
e.g. o campo magnético, a densidade n2D con�nada pode variar de maneira autoconsistente
[138, 139]. Entretanto, este não é o caso dos sistemas investigados nesta tese.

3Os fatores de preenchimento associados aos platôs são inteiros, indicando o regime de efeito
Hall quântico inteiro. Nesta amostra não foi observado o efeito fracionário.

4Cada platô numa curva de IQHE está associado a um determinado número de níveis de
Landau abaixo do nível de Fermi (no platô ρxy = h/νe2, com ν inteiro). As oscilações de ρxy

em torno de B = 3.0T na Fig. 5.1(a) sugerem que ν diminui, depois aumenta, e depois diminui
novamente numa pequena faixa de campo magnético, sugerindo o cruzamento de níveis.
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Figura 5.1: Resistividade Hall das DMHs de n-ZnSe/(Zn,Cd,Mn)Se para diversas
temperaturas. Os painéis (a) e (b) apresentam os resultados experimentais e
teóricos, respectivamente, de Knobel et al. [37]. O comportamento de ρxy na
região indicada no painel (a) sugere o cruzamento de níveis de Landau, como
explicado no texto. Extraído de Knobel et al. [37].

Oscilações de Shubnikov-de Haas A Figura 5.2(a) mostra os re-
sultados das medidas de magnetorresistividade ρxx. Note que nas mesmas regiões
em que ocorrem platôs bem de�nidos de ρxy na Fig. 5.1(a), aqui a resistividade
ρxx �ca praticamente nula, outra característica do regime de efeito Hall quântico.
Aqui eu estou particularmente interessado em dois aspectos destes resultados.

1. A T = 0.35K ocorre um pico anômalo no grá�co de SdH em Bc = 3.2T
(veja as setas), na mesma região de campo magnético das oscilações de
ρxy na Fig. 5.1(a). Para T = 1.0K esta oscilação é atenuada, não mais
aparecendo em temperaturas maiores.

2. À medida que T aumenta, além da atenuação das oscilações, ocorre um
deslocamento dos picos de SdH para campos magnéticos mais baixos.

Efeito de Haas-van Alphen As magnetizações apresentadas na
Fig. 5.3(c) foram medidas em um magnetômetro micromecânico ultrasensível
[38, 140], Fig. 5.3(a). A medida é baseada no deslocamento ∆ν0(B) da frequên-
cia de ressonância da vibração da haste que sustenta a amostra, resultado que
eu reproduzo na Fig. 5.3(b). Harris et al. [38] entenderam que a curva de fundo
(envelope) é oriunda apenas da magnetização dos íons de Mn, e que as pequenas
oscilações correspondem ao sinal de dHvA do 2DEG. Assim, eles modelaram a
curva de fundo para separar a contribuição do Mn [140, 141] e subtraíram o resul-
tado dos dados experimentais. Com isso, restou apenas a parte oscilatória, que
é relacionada com a magnetização usando a expressão M = ∆ν0(B)/2Bγν0(0),
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Figura 5.2: Oscilações de Shubnikov-de Haas das DMHs de n-
ZnSe/(Zn,Cd,Mn)Se para diversas temperaturas. Em (a) estão os resultados
experimentais de Knobel et al. [37]. Note (i) o surgimento de um pico anômalo
em Bc = 3.2T (setas), e (ii) o deslocamento dos picos para baixos campos à
medida que T aumenta. O resultado da simulação da Ref. [37] é apresentado em
(b). Extraído de Knobel et al. [37].

sendo γ uma constante de torção da haste do magnetômetro e ν0(0) a frequência
vibracional a campo magnético nulo [142].

As oscilações foram detectadas para B & 1T. Elas deslocam-se
para campos magnéticos menores e diminuem de intensidade com o aumento da
temperatura, como no caso de ρxx. Em B ∼ 3.2T, a curva para T = 0.32K tem
uma pequena descontinuidade. Isto deve ocorrer devido a uma alteração abrupta
de população dos LLs próximos ao nível de Fermi, reforçando a hipótese levantada
para o cruzamento de níveis nesta faixa de campo magnético. Adicionalmente,
ao contrastar estas oscilações de dHvA com o comportamento do tipo �dente de
serra� de 2DEGs em amostras de GaAs com alta mobilidade [e.g. 143, 144], a
relativa suavidade das oscilações indica que o alargamento dos níveis de Landau
devido a desordem deve ser comparável com a separação entre eles [38].

Não periodicidade das oscilações quânticas A desordem men-
cionada no parágrafo anterior também re�ete na periodicidade das oscilações de
dHvA e SdH. Normalmente, os mínimos de SdH ocorrem quando o fator de preen-
chimento é inteiro. Na Fig. 5.4, na qual ρxx é apresentado em função de 1/B,
nota-se que este não é o caso. Para ν ≤ 7 há um mínimo de SdH para cada valor
inteiro de ν; já para 7 < ν ≤ 14 há 5 mínimos para 7 valores de ν. Provavel-
mente, para campos altos (ν ≤ 7), os LLs são bem resolvidos. Já para campos
mais baixos (ν > 7), há sobreposição destes níveis, consequência do alargamento
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Figura 5.3: Oscilações de de Haas-van Alphen na magnetização das amostras de
n-ZnSe/(Zn,Cd,Mn)Se de Knobel et al. [37] e Harris et al. [38]. Para efetuar estas
medidas, a amostra �ca na extremidade da haste de um micromagnetômetro (a),
cujas vibrações são detectadas com o auxílio de um laser. A grandeza medida é
o desvio da frequência fundamental de oscilação da haste em função do campo
magnético (b). A curva �envelope� em (b) foi interpretada como resultante da
magnetização do Mn, e as oscilações em torno dela como provenientes dos elétrons
de condução. Em (c) estão os resultados experimentais para a magnetização para
várias temperaturas e em (d) as simulações realizadas pelo grupo experimental.
Extraído de Harris et al. [38], (a) e (b), e de Knobel et al. [37], (c) e (d).

dos LLs devido a desordem (~ωc < Γ). Esta aperiodicidade também ocorre nas
medidas de dHvA [37, 38].

5.2.1 Modelo fenomenológico do grupo experimental
Para entender estes resultados, Knobel et al. [37] e Harris et al. [38] elaboraram
um modelo fenomenológico para os níveis de energia e densidade de estados do
sistema. Usando este modelo, eles simularam o magnetotransporte e a magnetiza-
ção do 2DEG. Nos parágrafos seguintes eu reproduzo este modelo e os respectivos
resultados, justamente com o intuito de contrastar com o modelo autoconsistente
que apresentei no Cap. 4 e com os meus resultados que apresento na próxima
seção.
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Figura 5.4: Oscilações de Shubnikov-de Haas da Fig. 5.1(a) são apresentadas em
função de 1/B. O fator de preenchimento ν = hn2D/eB, calculado usando n2D =
2.9 × 1011 cm−2, é indicado na abcissa superior. As oscilações são aperiódicas
com 1/B, contrastando com o caso usual em que os mínimos de ρxx ocorrem para
valores inteiros de ν. Extraído de Knobel et al. [37].

Espectro de Landau e DOS A energia de cada nível de Landau
n = 0, 1, 2, . . . com spin σz = ±1 foi escrita como a soma da energia de cíclotron
e a contribuição da interação de troca s-d para o desdobramento de spin,

εσz
n =

(
n +

1

2

)
~ωc + σz

1

2
∆ESmaxB5/2

(
5µB

kB(T + T0)

)
, (5.1)

sendo B5/2 a função de Brillouin, T a temperatura e T0 uma temperatura efe-
tiva. ∆ESmax , obtido experimentalmente por medidas de fotoluminescência, é o
valor de saturação do desdobramento de spin de elétron. Este é um dos princi-
pais parâmetros do modelo do grupo experimental. Ele indica a magnitude do
desdobramento de spin e, consequentemente, determina a posição em que ocor-
rem cruzamentos de níveis de Landau. A Fig. 5.5 ilustra os níveis de Landau
calculados usando a Eq. (5.1).

O modelo supõe que o número de elétrons no poço é sempre cons-
tante, e pode ser calculado integrando a densidade de estados total g(ε,B, T )

juntamente com a função de Fermi f(ε, T )

n2D =

∫ ∞

−∞
g(ε,B, T )f(ε, T ) dε. (5.2)
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Figura 5.5: Diagramas de níveis de Landau, a T = 0.35K e T = 4.2K, utilizados
na Ref. [37] nas simulações de magnetotransporte e magnetização.

A DOS g(ε,B, T ) é modelada usando os níveis da Eq. (5.1) com alargamento
Γ(B) devido a desordem. O modelo de DOS que retornou melhores resultados
foi com alargamento gaussiano,5 semelhante à Eq. (4.54) na pág. 95, com largura
característica Γ(B) = 0.36B1/2 meVT−1/2.

Energia livre e oscilações de dHvA A simulação para a magne-
tização foi efetuada calculando a primeira derivada de energia livre com relação
ao campo magnético. O modelo usou a expressão da energia livre de Helmholtz
de um gás de elétrons uniforme não-interagente [114, Cap. 2, Problema 2]

F = n2Dµ− kBT

∫ ∞

∞
g(ε,B, T ) ln

[
1 + exp

(
µ− ε

kBT

)]
dε . (5.3)

Os parâmetros utilizados foram ∆ESmax = 7.7meV, T0 = 1.55K, e n2D = 2.94×
1011 cm−2, além do alargamento Γ(B) na DOS. Note que, uma vez que a densidade
n2D é �xa, o potencial químico é calculado invertendo-se a Eq. (5.2). Os resultados
destas simulações estão apresentados na Fig. 5.3(d). As posições das oscilações
e o deslocamento com a temperatura concordam com os experimentos. Já o
formato das curvas e detalhes, como a pequena descontinuidade em B ∼ 3.2T a
T = 0.35K, não são tão bem reproduzidos.

Magnetotransporte Para simular o magnetotransporte, Knobel
et al. [37] e Harris et al. [38] utilizaram um modelo similar àquele que apresentei
no Cap. 4, baseado na visão de Aoki e Ando [117] e Prange [136] para o IQHE.
O transporte se dá quando o nível de Fermi passa pelos estados extendidos no
centro de cada nível de Landau (veja a Fig. 4.8 na pág. 102). O per�l utilizado

5Knobel [145] também testou alargamentos lorentzianos, mas os resultados foram inferiores.
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para a DOS extendidos gn,σz
ext (ε,B, T ) é gaussiano, e possui largura característica

Γσz
ext, independente de B e diferente para cada canal de spin.

As equações usadas para as resistividades de cada canal de spin são

ρσz
xx(B, T ) = ρ0

∫ ∞

−∞

∑
n

gn,σz
ext (ε,B, T )

∂f(ε, T )

∂ε
dε , (5.4a)

ρσz
xy(B, T ) =

B

e
∫∞
−∞

∑
n gn,σz

ext (ε, B, T )f(ε, T ) dε
. (5.4b)

O prefator ρ0 é um parâmetro usado para ajustar a amplitude das oscilações de
SdH com os dados experimentais. Para obter as resistividades totais são efetuados
os seguintes passos: (1) calcula-se as resistividades de cada canal de spin usando
(5.4), com as quais (2) calcula-se as condutividades de cada canal de spin σz,

σσz
xx =

ρσz
xx

ρσz
xx

2 + ρσz
xy

2
, σσz

xy =
ρσz

xy

ρσz
xx

2 + ρσz
xy

2
. (5.5)

(3) Em seguida obtém-se as condutividades totais,

σxx = σ↑xx + σ↓xx , σxy = σ↑xy + σ↓xy , (5.6)

e (4) inverte-se novamente o tensor de condutividade para obter a resistividade
total,

ρxx =
σxx

σ2
xx + σ2

xy

, ρxy =
σxy

σ2
xx + σ2

xy

. (5.7)

Os parâmetros que melhor reproduziram os resultados de magne-
totransporte foram: ∆ESmax = 7.2meV, T0 = 1.55K, n = 2.9 × 1011 cm−2,
Γ = 0.36B−1/2 meV, Γ↓ext = 0.25meV e Γ↑ext = 0.05meV.6 A Ref. [37] não indica
os valores usados para ρ0.7 Note que, apesar de ∆ESmax e n2D serem ligeiramente
inferiores àqueles usados nas simulações de dHvA, o conjunto dos parâmetros das
duas simulações ainda são consistentes com os valores experimentalmente medi-
dos. Os resultados das simulações para ρxx e ρxy são reproduzidos nas Figs. 5.2(b)
e 5.1(b), respectivamente.

O modelo fenomenológico proposto pelo grupo experimental repro-
duz os resultados experimentais de maneira bastante satisfatória. Na resistividade
longitudinal, Fig. 5.2, tanto o aparecimento do pico anômalo quanto o desloca-

6Segundo Knobel [145, Tese de doutorado], Γ↓ext = 0.25meV e Γ↑ext = 0.05meV apenas
para T = 0.36K. Para temperaturas maiores Γ↑ext é maior, sendo Γ↑ext = Γ↓ext para altas
temperaturas. A referência não indica quais são os valores intermediários de Γ↑ext.

7Diferente da Ref. [37], a Ref. [145, Tese de doutorado] indica que as simulações dos re-
sultados de magnetotransporte usaram diferentes valores de ρ0 para cada spin e para cada
temperatura. Foram usados ρ↑0 = 0.12ρ↓0 para T = 0.36K e 1.0K, e ρ↑0 = ρ↓0 para temperaturas
maiores. Os valores numéricos não são indicados.
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mento para baixos campos à medida que a temperatura aumenta se manifestam.
O deslocamento com a temperatura vem da dependência da função de Brillouin
com T . A hipótese de cruzamento de LLs é corroborada pelo diagrama de níveis
de Landau da Fig. 5.5 � em B ∼ 3.0T os LLs |3, ↓〉 e |0, ↑〉 cruzam próximos do
nível de Fermi. O pico anômalo surge porque o nível de Fermi cruza os estados
estendidos de |0, ↑〉 em B ∼ 3.2T, cf. Fig. 5.5. Estes pontos indicam que os
ingredientes que o modelo inclui são de fato os mais relevantes. São eles (i) a
quantização de Landau, (ii) o desdobramento de spin gigante devido a interação
de troca s-d, e (iii) uma densidade de estados com níveis estendidos e localizados,
que simula a situação na qual apenas os estados estendidos contribuem para o
magnetotransporte.

Apesar da concordância com os resultados experimentais, alguns pon-
tos merecem ser levantados e, consequentemente, motivam a investigação teórica
que eu apresento neste capítulo.

1. A análise fenomenológica baseia-se numa estrutura �rígida� para a estrutura
eletrônica εσz

n (B), Eq. (5.1), com uma componente linear com B proveniente
da frequência de cíclotron e outra que depende do campo via a função de
Brillouin. Entretanto, o modelo não leva em consideração o carácter auto-
consistente usual da estrutura eletrônica de sistemas dopados. Além disso,
a magnitude do desdobramento de spin não é calculada, mas sim extraída
de experimentos de fotoluminescência.

2. Os valores para a concentração nominal de Mn xp = 0.0625 e o desdo-
bramento de spin máximo ∆Emax = 7.2meV aparentam ser inconsistentes.
Usando as de�nições (2.32) e (2.33) para concentração efetiva, o valor para
o desdobramento de spin implica xeff = 0.01162. Eu então utilizei a teo-
ria para aglomeração e diluição do Cap. 2 para estimar qual deve ser a
concentração nominal de Mn que fornece o desdobramento de spin obtido
na Ref. [37]. Para um per�l de segregação com comprimento característico
` = 5Å e modelo de aglomerados de singletos e tripletos, o valor experimen-
tal para ∆Emax corresponde a uma concentração nominal de xp = 0.096,
superior ao valor nominal experimental de 0.065.8 Admitindo que o mo-
delo para aglomeração e diluição do Cap. 2 descreve satisfatoriamente o
efeito das impurezas magnéticas, concluo que (i) a concentração nominal
xp = 0.0625 não é su�ciente para explicar a magnitude do desdobramento
de spin observado, e consequentemente, (ii) deve existir alguma outra con-

8Note que o valor de ` aqui não é um fator importante pois xeff varia pouco com ele para
xp pequenos. Veja a Fig. 2.12. Assim, mesmo para valores de ` diferentes, ainda tenho um xp

maior que o nominal.
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tribuição para o desdobramento de spin que não está no modelo proposto
pelo grupo experimental.

3. O modelo para o magnetotransporte começa com ρσz
xx para cada componente

de spin, Eq. (5.4a). Depois calcula-se as componentes do tensor σ̂ e inverte-
se novamente para obter ρ̂. Seria interessante um modelo que seguisse a
linha teórica mais comum, i.e., a condutividade é a grandeza teoricamente
investigada e, a partir dela, se calcula a resistividade, que é a grandeza
experimental.

Motivado por estes três pontos, apliquei o modelo de DMHs que
apresento no Capítulo 4 para estudar as propriedades do DMQW investigado nas
Refs. [37, 38]. Os dois principais ingredientes adicionais que eu utilizo, quando
comparado com o modelo proposto pelo grupo experimental, são a autoconsistên-
cia no cálculo da estrutura eletrônica e a inclusão do termo de troca-correlação
dependente de spin. Na seção seguinte eu apresento um resumo da formulação
teórica usada juntamente com os respectivos resultados.

5.3 Resultados para magnetotransporte e energia
total

Nesta seção eu aplico o modelo teórico para 2DEGs con�nados em DMHs, apre-
sentado no Cap. 4, para estudar as propriedades do poço quântico digital mag-
nético investigado experimentalmente nas Refs. [37, 38] � veja o Quadro 2, na
página 108, para um resumo deste modelo.

Eu calculo a estrutura eletrônica do sistema e função do campo mag-
nético e da temperatura. Em seguida, eu calculo as grandezas que foram expe-
rimentalmente investigadas, a saber, densidades, e magnetorresistividades ρxx e
ρxy.

Os parâmetros utilizados nestas simulações são baseados nos dados
das correspondentes amostras experimentais, Tabela 5.1, e em valores conhecidos
na literatura para diversas propriedades dos materiais semicondutores usados na
fabricação destas DMHs. Estes valores, bem como os valores para os parâmetros
que ajustei para melhor reproduzir os dados experimentais, estão listados na
Tabela 5.2.

Nos parágrafos seguintes eu apresento os resultados destas simulações
e, na próxima seção, eu discuto estes resultados comparando-os com os achados
experimentais.
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Tabela 5.2: Parâmetros do poço quântico digital magnético de (Zn,Cd,Mn)Se das
Refs. [37, 38]. A primeira parte da tabela contem valores da literatura para várias
propriedades dos materiais utilizados na DMH. A segunda parte lista os valores
dos parâmetros que usei nas simulações.

Parâmetro Símbolo Valor Observação/Referência
Dados relevantes sobre o material
Massa efetiva m/m0 0.145 [146]
Constante dielétrica estática ε/ε0 9.0 [147]
Parâmetro de rede a 5.667 6 [148]
Fator de Landé efetivo g 1.2 [149]
Constante de troca s-d N0α 260meV [150]
gap ZnSe EZnSe

gap 2.822 eV [151]
gap CdSe ECdSe

gap 1.818 eV [52]
gap MnSe EMnSe

gap 3.5 eV [152]
O�set banda condução CBO 0.8 [53]
Parâmetros nas simulações
O�set na interface ZnSe/ZnCdSe v0 120meV 925ymeV [50]
O�set na interface ZnCdSe/MnSe vb 648meV
Densidade bidimensional n2D 2.8× 1011 cm−2

Concentração planar de MnSe xp 0.035 LSDA
0.085 Hartree

Temperatura efetiva T0 0.55K
Função de per�l para MnSe ℘(z) ℘exp(z) Eq. (2.24)
Comprimento de uma monocamada d ou ML 3Å d ∼ a/2
Comprimento característico ` 4.326Å 1.44ML
Alargamento DOS Γ 0.38meV
Alargamento DOS estados extendidos Γ↑ext 0.15meV

Γ↓ext 0.25meV

Per�l de potencial O primeiro passo para calcular a estrutura eletrônica do
poço quântico é calcular o per�l de potencial a ser utilizado nas equações de
Kohn-Sham. Este potencial efetivo, que inclui os termos estrutural, troca s-d,
Hartree, e troca-correlação, é escrito como, Eq. (4.77),

vσz
eff (z; B, T, [n↑, n↓]) = v0(z) + vb(z)︸ ︷︷ ︸

Estrutural

+ vσz
sp-d(z; B, T )︸ ︷︷ ︸
Troca sp-d

+ vh(z; [n])︸ ︷︷ ︸
Hartree

+ vσz
xc (z; [n↑, n↓])︸ ︷︷ ︸
Troca-correlação

.

Naturalmente, os termos de Hartree e troca-correlação são recalculados a cada
passo do procedimento autoconsistente. A Fig. 5.6 mostra o per�l de potencial
�nal para elétrons com spin para baixo a B = 3T e T = 0.36K.

Aqui eu optei por utilizar per�s de segregação (exponencial) para
simular a diluição do Mn ao longo da amostra.9 Eu �xei o comprimento ca-
racterístico em ` = 1.44ML e ajustei o valor da concentração xp de Mn para o

9Per�s de interdifusão também foram testados e fornecem resultados similares.
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Figura 5.6: Per�l de potencial autoconsistente para elétrons com spin para baixo
no poço quântico digital magnético dopado por modulação. A energia do nível
ε↓1,0 e do potencial químico µ também estão indicados. O per�l de densidade
n(z) mostra que o gás de elétrons está bastante con�nado, penetrando pouco nas
barreiras laterais do poço quântico. As camadas magnéticas foram modeladas
usando um per�l de concentração típico de segregação (per�l exponencial).

valor que melhor reproduziu os resultados experimentais.10 Para a aglomeração
antiferromagnética eu considerei o modelo que inclui singletos e tripletos � veja
a Fig. 2.8, na página 36. Este foi o modelo que apresentou melhores resultados
no Cap. 3.

Diagrama de níveis de Landau A estrutura eletrônica é então calculada
resolvendo as equações autoconsistentes de Kohn-Sham � equação de Schrödinger
mais interação de Coulomb � para os elétrons na banda de condução, Eq. (4.19),

[
− ~

2m

∂2

∂z2
+ vσx

eff (z; B, T, [n↑, n↓])
]

χσz
i (z) = εσz

i χσz
i (z) .

A energia de cada nível de Landau consiste da energia da sub-banda, da energia
de cíclotron, e da energia Zeeman ordinária. Ela é escrita como, Eq. (4.49),

εσz
i,n = εσz

i +

(
n +

1

2

)
~ωc +

σz

2
g∗µBB .

10Como discutido no Cap. 2, para baixas concentrações xp, a concentração efetiva, e conse-
quentemente o desdobramento de spin, é pouco sensível ao comprimento característico e depende
fortemente do valor de xp. Por isso �xei o valor de ` e usei xp como parâmetro ajustável. O
procedimento contrário também foi tentado, ou seja, �xar xp = 0.065, que é o valor nominal,
e variar `. Entretanto, com esta opção eu não consegui obter resultados compatíveis com os
dados experimentais.
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Figura 5.7: Diagrama dos níveis de Landau (a) mostrando o desdobramento
de spin gigante oriundo da interação de troca s-d. Note que a densidade total
(b) é constante e o potencial químico oscila em função do campo magnético.
Em B ∼ 6T o nível ε↑1,0 varia abruptamente devido a dependência da interação
de troca e correlação (XC) com o polarização do 2DEG: quando ζ → −1, a
contribuição de XC para o desdobramento de spin aumenta drasticamente. Note
o cruzamento de níveis em B ∼ 3T. Este cruzamento, e a proximidade com o
potencial químico µ, é o responsável pelo aparecimento de anomalias nos grá�cos
de magnetotransporte.

Note que é a energia da sub-banda que incorpora o efeito da interação de troca s-
d, responsável pelo desdobramento de spin gigante,11 bem como as contribuições
do con�namento estrutural e da interação de Coulomb. A Figura 5.7(a) mostra
o diagrama de níveis de Landau para T = 0.36K. Para campos até B ∼ 2T
a dependência com o campo magnético tem uma forte in�uência da função de
Brillouin da interação de troca s-d. Quando esta satura, a energia de cada nível
de Landau passa a ter o comportamento linear com B proveniente da energia de
cíclotron.

Entretanto, diferentemente do modelo �rígido� para os LLs da Eq. (5.1)
usado pelo grupo experimental, aqui o potencial, e consequentemente a estrutura
eletrônica, varia autoconsistentemente à medida que algum parâmetro externo é
alterado. Assim, as formas das curvas dos LLs não é simplesmente uma super-
posição de contribuições do tipo função de Brillouin (troca s-d) mais uma função
linear (cíclotron + Zeeman ordinário), como pressuposto na análise do grupo ex-
perimental. Este comportamento, devido a autoconsistência, é bem exempli�cado
na região de campo magnético em que o 2DEG �ca polarizado. A contribuição de
troca-correlação é bastante sensível à polarização do 2DEG, sendo o efeito mais
acentuado quando ζ → −1 (cf. Fig. 4.3 na pág. 84). O resultado é um aumento
abrupto do desdobramento de spin, resultando numa �expulsão� do nível |0, ↑〉 em

11A contribuição da interação de troca s-d é incorporada via o respectivo potencial dependente
de spin, o que acarreta automaticamente um desdobramento de spin gigante nos níveis de energia
calculados. Já a análise do grupo experimental não calcula este desdobramento, mas utiliza em
seu modelo o desdobramento de spin medido experimentalmente.
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B ∼ 6T. Esta mesma autoconsistência faz com que o nível |0, ↑〉 seja �capturado�
em B ∼ 8T.12

Como a densidade do 2DEG é constante, o potencial químico varia
com o campo B. Devido ao efeito Zeeman gigante, já em B ∼ 3T o último
nível de spin para cima cruza o potencial químico e o sistema �ca quase que
completamente polarizado. Isto pode ser acompanhado na Fig. 5.7(b), que mostra
as densidades bidimensionais de spin para cima e spin para baixo. A densidade
n2D total é calculada usando a Eq. (4.61),

n2D =

∞∫

−∞

g(ε) f(ε) dε ,

na qual g(ε) é a densidade de estados (4.54) e f(ε) é a função de Fermi (4.59).
Para as densidades parciais, basta apenas considerar um spin na densidade de
estados da Eq. (4.61).

Magnetotransporte: IQHE e SdH Uma vez calculada a estrutura eletrônica
eu utilizo modelos apropriados para calcular outras grandezas experimentalmente
relevantes. Aqui eu utilizo o modelo descrito no Cap. 4 para a magnetoconduti-
vidade de um 2DEG, Eq. (4.74),

σxx =
e2

h

2

π

∞∫

−∞

(
−∂f(ε)

∂ε

) ∑
i,n,σz

(
n +

1

2

)
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[
−

(
ε− εσz

i,n

Γσz
ext

)2
]

dε ,

σxy =
e n2D[gext]

B
+

e2

h

2

π

∞∫

−∞

(
−∂f(ε)

∂ε

) ∑
i,n,σz

(
n +

1

2

)
Γσz

ext

~ωc

exp

[
−

(
ε− εσz

i,n

2Γσz
ext

)2
]

dε ,

para então calcular a magnetorresistividade, Eq. (4.76),

ρxx =
σxx

σ2
xx + σ2

xy

, ρxy =
σxy

σ2
xx + σ2

xy

,

que é a grandeza experimentalmente acessível. Os resultados obtidos estão na
Fig. 5.8.

As oscilações de Shubnikov-de Haas na Fig. 5.8(a) reproduzem tanto
o aparecimento do pico anômalo em B ' 3.2T quanto o deslocamento das curvas
para baixos campos magnéticos à medida que a temperatura aumenta. O pico

12Note que a Fig. 5.7(a) mostra o centro de cada nível de Landau. Lembre, porém, que há
estados com energias mais altas e baixas devido ao alargamento Γ. Por isso, como no caso do
nível |0, ↑〉 em B ∼ 8T, apesar do centro do LL estar acima do potencial químico, este nível
ainda está parcialmente ocupado.
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Figura 5.8: Resultados para o magnetotransporte para diversas temperaturas.
As oscilações de Shubnikov-de Haas (a) são bastante semelhantes aos resultados
experimentais da Fig. 5.2(a). Note o aparecimento do pico anômalo em B ' 3.2T
e o deslocamento dos demais picos para baixos campos à medida que a tempe-
ratura aumenta. O painel (b), com os dados de (a) em função de 1/B, mostra
a aperiodicidade das oscilações, semelhante à Fig. 5.4 experimental. Os fatores
de preenchimento ν foram calculados usando a densidade n2D = 2.8× 1011 cm−2.
A magnetorresistência Hall está apresentada em (c). Em (a) o comportamento a
baixo campo (B < 0.5T) é devido à soma truncada de níveis de Landau no pro-
cedimento numérico. Para B → 0 seria necessário considerar um número in�nito
de níveis de Landau.

anômalo ocorre justamente na região em que os níveis de Landau |3, ↓〉 e |0, ↑〉, e
o potencial químico µ cruzam: mais precisamente, o pico anômalo surge quando o
nível |0, ↑〉 cruza µ uma segunda vez em B ' 3.2T, como ilustrado na Fig. 5.7(a).

Note que, diferindo do resultado experimental, para T = 1.0K o
pico anômalo ainda é bem destacado enquanto na Fig. 5.2 ele está praticamente
sobreposto ao pico de SdH usual. A explicação para isto pode estar relacionada
com o fato da posição do pico anômalo ser bastante sensível a pequenas variações
dos diversos parâmetros que eu ajusto no modelo, como xp, T0, Γ e Γσz

ext. Assim,
pode ser que um ajuste mais �no destes parâmetros corrija a posição deste pico.

Outra possível explicação é de caracter mais fundamental, e envolve a
acurácia da descrição da dependência do sistema com a temperatura. No modelo
que utilizo, a temperatura entra via a função de Brillouin BS e via a função de
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Fermi f . Enquanto o efeito desta última é acentuar as oscilações à medida que
T aumenta, a função de Brillouin afeta decisivamente a posição dos picos uma
vez que ela determina a posição dos LLs. É justamente a dependência de BS

com a temperatura que resulta no deslocamento dos demais picos de SdH para
campos mais baixos quando T aumenta. Aqui eu utilizo uma temperatura efetiva
T0 constante. Entretanto, Knobel [145] precisou utilizar valores diferentes de T0

para cada valor de T , para ajustar curvas de desdobramento de spin usando a
função de Brillouin, indicando que a dependência correta com a temperatura pode
ser mais intrincada.

Quanto ao deslocamento dos demais picos de SdH com a temperatura,
percebe-se que os resultados que eu apresento na Fig. 5.8 estão mais próximos
dos dados experimentais, Fig. 5.2(a), que a simulação da Ref. [37], Fig. 5.2(b).
Por exemplo, acompanhe o pico em B ∼ 4T à medida que T aumenta. Para
T = 0.36K e 1.0K eles mudam pouco de posição. Já ao passar para T = 2.5K o
deslocamento é bem mais acentuado. Este comportamento é muito próximo aos
resultados experimentais e não é reproduzido no modelo da Ref. [37], Fig. 5.2(b).
Acredito que foi o caracter autoconsistente do cálculo da estrutura eletrônica que
possibilitou este acerto.

A aperiodicidade observada nas oscilações quânticas, Fig. 5.4, tam-
bém é reproduzida na Fig. 5.8(b). Note que há aproximadamente um mínimo
de SdH para cada fator de preenchimento para ν 6 7, indicando uma separação
dos LLs; já para ν > 7 há 3 mínimos para 4 valores de ν. Este resultados são
similares aos dados experimentais. Entretanto, para obter este resultado eu pre-
cisei utilizar uma temperatura efetiva T0 = 0.55K, menor que o valor de 1.55K
usado na simulação do grupo experimental.13 Simulações usando T0 = 1.55K
resultaram em oscilações de SdH para baixos campos que englobavam 2 LLs. Já
para B > 2T, a periodicidade das oscilações concordam com o experimento para
os dois valores de T0.

O painel (c) da Fig. 5.8 mostra os resultados para a resistividade
Hall. Uma característica que chama atenção são as �depressões� de ρxy no �nal
de cada platô. Elas ocorrem sistematicamente nas mesmas regiões em que ρxx é
máximo, quando µ passa pelos estados estendidos, mas não são observadas nos
dados experimentais a altos campos. Estas depressões são anomalias do modelo
que usa uma gaussiana para descrever os estados estendidos no centro dos níveis de
Landau. Para o surgimento dos platôs no efeito Hall quântico inteiro, é necessário
que µ esteja no gap de mobilidade, o que não ocorre perfeitamente se os estados

13A temperatura efetiva T0 �regula� a subida da função de Brillouin para o valor de saturação.
Quanto maior (menor) T0 menos (mais) acentuada é a saturação e, consequentemente, menor
(maior) é a separação de spin para baixos campos.
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Figura 5.9: Resultados do cálculo na aproximação Hartree para ρxx (a), ρxy (b)
e para os níveis de Landau (c). As oscilações de Shubnikov-de Haas deslocam-se
para baixos campos à medida que T aumenta. O pico anômalo ocorre próximo de
3.2T (a) e é resultado de cruzamento de níveis de Landau próximo do potencial
químico (curva verde).

estendidos têm uma distribuição gaussiana.14 Esta anomalia também se re�ete a
amplitude dos picos de SdH, mas sem alterar as demais características. Excluindo
a questão desta anomalia em ρxy, as curvas de resistividade apresentam os platôs
que indicam o regime de efeito Hall quântico inteiro.

Já em B ∼ 3.0T, a curva de ρxy não tem a oscilação observada
nos dados experimentais [indicada na Fig. 5.1(a)]. Por um lado, pode ser que a
anomalia que mencionei está obscurecendo este efeito. Por outro lado, como men-
cionado na discussão dos resultados experimentais (nota 4 na pág. 112), aquela
oscilação parece re�etir não só o cruzamento de níveis nesta região de campo, mas
também um início de mudança de platô. Entretanto, nas minhas simulações eu
não consegui encontrar um conjunto de parâmetros tal que a resistividade Hall
ultrapassasse o valor ρxy = 0.25 h/e2 e depois diminuísse novamente, como na
�gura experimental 5.1(a) em B ' 2.9T.

14Testes usando densidades de estado parabólicas, como no modelo original de Ando e Uemura
[118], eliminaram esta anomalia. Entretanto, o conjunto dos resultados para magnetotransporte
�cou pior que o modelo usando alargamentos gaussianos.
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Simulação Hartree Os resultados apresentados até agora incluem a contri-
buição de troca-correlação do gás de elétrons na aproximação da densidade de
spin local. Para ressaltar o papel desta contribuição, aqui eu apresento as mes-
mas simulações, mas na aproximação Hartree, ou seja, vσz

xc = 0 no potencial
efetivo. Os resultados estão apresentados na Fig. 5.9. Para reproduzir os resulta-
dos experimentais nesta aproximação, eu precisei alterar apenas um parâmetro: a
concentração planar de Mn usada nas simulações foi xp = 0.085. Isto ocorre pois
a interação de troca-correlação contribui para o desdobramento de spin. Assim,
sem esta contribuição, preciso de uma concentração maior de Mn para manter
um desdobramento de spin adequado que ajuste a posição dos LLs de forma a
reproduzir os resultados de magnetotransporte. Entretanto, este valor é maior
que o valor nominal xp = 0.065 do poço quântico.15 De fato, este valor está
relativamente próximo à estimativa que �z na Seção 5.2, pág. 119, baseada na
concentração efetiva xeff , que resultou em xp = 0.096. Assim, concluo que, tanto
na minha simulação Hartree, quanto na simulação do grupo experimental, ambas
precisam de uma quantidade maior de Mn para compensar a não inclusão do
desdobramento de spin devido a efeitos de muitos corpos (troca e correlação).

Por outro lado, o valor xp = 0.035 usado nas simulações com XC
é bem menor que o nominal. Isto pode ter duas explicações, não excludentes:
(i) de fato a quantidade de Mn realmente incorporada nas amostras foi menor
que o valor que se almejava, e/ou (ii) o potencial de troca-correlação utilizado
está resultando um desdobramento de spin exagerado. De qualquer maneira, os
resultados utilizando XC estão mais consistentes com os dados experimentais,
principalmente no que se refere ao valor da concentração xp de Mn. No próximo
capítulo eu apresento um sistema em que a inclusão da contribuição de troca-
correlação é essencial para reproduzir os efeitos de ferromagnetismo itinerante,
transição de fase e ciclo de histerese observados experimentalmente [21], o que
não é possível quando utilizo apenas a contribuição Hartree para a interação de
Coulomb.

Energia total Usando a prescrição da teoria do funcional da densidade (Sec. 4.2),
eu calculo a energia total do sistema,

E[n↑, n↓] =

∫
εg(ε)f(ε) dε− 1

2

∫
vh(z)n(z) dz

−
∑
σz

∫
vσz

xc (z)nσz(z) dz + Exc[n↑, n↓]− TSs[n↑, n↓] . (5.9)

15O dito valor nominal é o valor que presume-se incorporado na amostra durante o crescimento
por MBE. Contudo, não foram realizadas outras medidas para se con�rmar o conteúdo que de
fato foi incorporado no DMQW [R. Knobel, comunicação privada].
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Figura 5.10: Energia total do 2DEG em função do campo magnético. A de-
pendência da energia total (a) com o campo magnético tem duas contribuições
marcantes. A primeira é a interação de troca s-d, que diminui a energia e segue
um comportamento do tipo função de Brillouin. A segunda vem da contribuição
orbital dos níveis de Landau, que confere o caracter oscilatório da energia em
função de B. O painel (b) contem a primeira derivada com relação a B das
curvas de energia do painel (a).

Como comentado na Sec. 4.2, esta é a energia do sistema de muitos corpos inter-
agente. A Fig. 5.10(a) mostra a energia total (5.9) em função do campo magné-
tico para diferentes temperaturas. Este grá�co mostra bem o efeito com o campo
magnético das duas principais contribuições para a energia total:

1. A contribuição da interação de troca s-d para E[n↑, n↓] domina em baixos
campos. O desdobramento de spin gigante faz com que o 2DEG �que
polarizado, ou seja, com mais elétrons com spin |↓〉 que com spin |↑〉. Como,
para baixos campos, a energia dos níveis ε↓1,n diminui com B [cf. Fig. 5.7(a)],
o resultado é que a energia total também diminui em baixos campos.

2. A contribuição da energia orbital (cíclotron), passa a dominar quando a
função de Brillouin satura ou quando a energia de cíclotron ~ωc é grande
o su�ciente comparada com outros termos. A contribuição orbital oscila à
medida que o nível de Fermi percorre os vários níveis de Landau, similar ao
exemplo exemplo da Fig. 4.6 na pág. 98.

Na Figura 5.10(b) eu apresento, apenas a título ilustrativo, a pri-
meira derivada com relação ao campo magnético das curvas de energia total,
− dE/ dB. Note, porém, que as curvas resultantes não correspondem à magne-
tização do 2DEG. Isto porque, como apontado na Sec. 4.3.5, a magnetização
orbital é obtida efetuando a derivada parcial da energia orbital com relação ao
campo magnético, Eq. (4.64), mantendo as demais variáveis constantes (T, nσz).
Entretanto, a energia E[n↑, n↓], Fig. 5.10(a), contém várias contribuições que va-
riam com o campo magnético. Além das contribuições de troca s-d, orbital, e
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Zeeman, que têm uma dependência direta com o campo magnético, as contri-
buições de con�namento estrutural, de Hartree, de troca-correlação e de energia
cinética também variam com B via as densidades parciais n↑ e n↓. Desta forma,
as curvas de − dE/ dB da Fig. 5.10(b) se assemelham àquelas da magnetização
obtidas experimentalmente apenas porque as oscilações da energia total têm uma
forte contribuição da energia orbital para B > 2T.

No caso do exemplo da Fig. 4.6, pág. 98, como o sistema era não-
magnético e não-interagente, a única contribuição para a energia que variava com
B era a própria energia orbital, e as densidades nσz permaneciam constantes.
Assim, naquele caso especí�co, a derivada total da energia com relação a B era
igual a derivada parcial. Aqui, para simular as oscilações da magnetização orbital
(efeito de Haas-van Alphen), eu teria que efetuar a derivada parcial da energia
orbital, −∂Eorb/∂B, apropriadamente [126]. Este cálculo não foi efetuado no
trabalho desta tese, mas será um dos tópicos a serem abordados em trabalhos
futuros.

5.4 Discussões
Neste capítulo eu investiguei teoricamente os resultados experimentais das Refs. [37,
38] para o magnetotransporte de 2DEGs con�nados em poços quânticos digi-
tais magnéticos do grupo II-VI. Utilizando a formulação teórica baseada na
DFT/LSDA para o cálculo da estrutura eletrônica (Sec. 4.2), o modelo para
o potencial dependente de spin em DMHs (Sec. 1.4), e o modelo para o magne-
totransporte apresentado na Sec. 4.4, eu fui capaz de reproduzir os principais
resultados experimentais das referências mencionadas. São eles: o aparecimento
de um pico de resistividade anômalo em B ' 3.2T devido ao cruzamento de
níveis de Landau próximo ao potencial químico, e o deslocamento das curvas de
ρxx para campos mais baixos à medida que a temperatura aumenta, efeito este
resultado da dependência da intensidade da interação de troca s-d (função de
Brillouin) com a temperatura.

Alguns pontos relativos a estes resultados merecem destaque. Pri-
meiramente, eu mostrei que a contribuição de muitos corpos (troca-correlação)
é considerável neste sistema, sendo responsável por parte relevante do desdobra-
mento de spin dos níveis eletrônicos. Ao considerar esta contribuição, eu fui capaz
de reproduzir os resultados experimentais usando uma concentração de Mn, me-
nor, porém mais compatível com a concentração nominal de Mn na amostra. Ao
contrário, na análise do grupo experimental, todo o desdobramento de spin era de-
vido a interação de troca s-d. Portanto, era necessário utilizar uma concentração
de Mn maior que a de fato existente na amostra para atingir o desdobramento
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de spin necessário, que reproduz o cruzamento de LLs nos valores de B corretos.
Este ponto é con�rmado pela minha simulação na aproximação Hartree, na qual
precisei usar uma concentração de Mn maior que a nominal para reproduzir os
dados experimentais, uma vez que não há XC contribuindo para o desdobramento
de spin.

Em segundo lugar, o caracter autoconsistente do cálculo que eu efe-
tuei permitiu descrever melhor a dependência da estrutura eletrônica do sistema
com o campo magnético, re�etindo nos resultados para magnetotransporte. De
uma forma geral, os per�s das curvas de Shubnikov-de Haas �caram bem próximos
às curvas experimentais.

Um terceiro ponto a ser ressaltado é que os resultados apresentados
neste capítulo servem como uma con�rmação adicional da adequação dos mode-
los para o potencial dependente de spin apresentados nos capítulos anteriores.
Aqui eu calculei o efeito da interação de troca s-d dos elétrons com as impu-
rezas magnéticas via um potencial efetivo que entra na equação de Schrödinger.
Para tanto eu utilizei o modelo de concentração efetiva considerando aglomeração
antiferromagnética de singletos e tripletos, e diluição devido a segregação.
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Capítulo 6

Ferromagnetismo Itinerante no
Regime de Efeito Hall Quântico

Conteúdo

Vários experimentos recentes de magnetotransporte no regime de
efeito Hall quântico apresentam evidências da formação de estados
de ferromagnetismo itinerante, efeito este chamado de ferromagne-
tismo de efeito Hall (QHF). A literatura corrente sugere a formação
de domínios ferromagnéticos, e de barreiras entre estes domínios, para
explicar estes resultados. Aqui eu analiso os resultados experimen-
tais de Jaroszy«ski et al. [21] para o magnetotransporte em um poço
quântico digital magnético de (Cd,Mn)Te, e proponho uma explicação
alternativa para estes resultados. Os autores usaram o efeito Zeeman
gigante presente em DMHs para �induzir externamente� o cruzamento
de níveis de Landau, em campos moderados, do 2DEG con�nado, re-
produzindo assim as condições necessárias para a ocorrência de QHF.
Eu calculo a estrutura eletrônica deste sistema usando o formalismo
de Kohn-Sham da DFT/LSDA na aproximação da massa efetiva. Em
seguida eu calculo o magnetotransporte, reproduzindo satisfatoria-
mente os resultados experimentais da Ref. [21]. O cálculo apresenta
ciclos de histerese e uma temperatura crítica, evidências da ocorrên-
cia de QHF, mas sem precisar recorrer da hipótese de formação de
domínios.

6.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
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6.3 Resultados teóricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
6.4 Discussões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
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6.1 Introdução

O sistema investigado no capítulo anterior é singular no sentido que atende uma
série de condições para possibilitar o aparecimento do pico anômalo de resistivi-
dade longitudinal. O desdobramento de spin gigante devido a interação de troca
s-d fez que níveis de Landau com spins opostos cruzassem justamente próximo
do potencial químico. O resultado foi o aparecimento de um pico anômalo no
grá�co de ρxx. Naquele capítulo, apliquei a formulação teórica apresentada no
Cap. 4 para estudar resultados experimentais de magnetotransporte em função
da temperatura [37, 38]. O modelo reproduziu bem o deslocamento dos picos de
SdH com T e o aparecimento do pico anômalo. Naquele sistema, a inclusão da
contribuição de muitos corpos de troca-correlação foi importante devido a sua
contribuição para o desdobramento de spin dos níveis eletrônicos.

Agora a intenção é ir um passo adiante. Devido a interação de troca
s-d, o desdobramento de spin gigante permite que níveis com spins opostos cru-
zem próximo do potencial químico. Nestas condições, existe a possibilidade de
ocorrer uma quebra de simetria de spin com a formação de um estado ferromag-
nético. Ou seja, ao invés dos dois estados �caram sobrepostos (degenerados), é
mais favorável que todos os elétrons �quem apenas com uma orientação de spin.
Este corresponde a um estado ferromagnético dos elétrons itinerantes, fenômeno
chamado de ferromagnetismo de efeito Hall quântico (QHF - quantum Hall fer-
romagnetism) [20]. Enquanto os trabalhos das Refs. [37, 38] não apresentaram
evidências deste efeito, nos últimos anos outros trabalhos sob condições similares
resultaram em várias evidências concretas de ferromagnetismo itinerante [21�35].
Em particular, o trabalho de Jaroszy«ski et al. [21] registrou um pico de resis-
tividade anômalo que sofre histerese magnética. Este resultado foi interpretado
como consequência de uma transição de fase para um regime de QHF.

Há poucos trabalhos teóricos na literatura abordando estes resulta-
dos experimentais recentes. Os principais são cálculos Hartree-Fock para esta
classe de sistemas [153�157], e mostram que a interação de troca seria capaz de
estabilizar o estado ferromagnético. Tanto nestes trabalhos teóricos quanto nos
experimentais, há um aparente �consenso� que o aparecimento do QHF está re-
lacionado com a existência de domínios na distribuição espacial dos elétrons que
formam o 2DEG. No regime de QHF, na região correspondente aos platôs de ρxy,
a resistividade longitudinal ρxx é praticamente nula. Porém, nestes sistemas ocor-
reria condução nas barreiras entre domínios, resultando nos picos de resistividade
anômalos observados. Similar aos ferromagnetos comuns, estes domínios seriam
responsáveis pela histerese que é observada nos picos anômalos.

Este capítulo da tese analisa justamente o trabalho de Jaroszy«ski
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et al. [21] em DMHs de (Cd,Mg)Te/(Cd,Mn)Te. Eu mostro que um cálculo padrão
de estrutura eletrônica nas aproximações de massa efetiva e função envelope, no
contexto da teoria do funcional da densidade dependente de spin (Cap. 4), fornece
resultados com o pico anômalo e histerese, reproduzindo os resultados da Ref. [21].

Uma vez que o modelo para a estrutura eletrônica e para o magneto-
transporte aqui adotado não inclui a hipótese de formação de domínios (apesar
de também não excluir a possibilidade de existência destes), os resultados apre-
sentados neste capítulo são uma explicação alternativa para os efeitos observados
experimentalmente. Os trabalhos teóricos (Hartree-Fock) que usam a hipótese
de formação de domínios [154, 157] mostram que, quando há coincidência de
níveis de Landau de spins opostos, (i) o estado fundamental é de QHF, e (ii)
as excitações de mais baixa energia correspondem à formação de barreiras entre
domínios. Entretanto, não há nenhum cálculo mostrando o magnetotransporte
devido a estas barreiras.

Na próxima seção, eu apresento os resultados experimentais de Jaros-
zy«ski et al. [21] e a abordagem teórica usada pelos autores para entender estes
resultados. Na seção seguinte, eu utilizo o modelo para DMHs dopadas usada
nesta tese para simular o experimento da Ref. [21]. Para �nalizar, eu retomo a
análise do experimento de Knobel et al. [37] e Harris et al. [38] (Cap. 5) para
entender porque os autores não observaram sinal de ferromagnetismo itinerante
em seus experimentos.

6.2 Resumo dos resultados experimentais
Descrição do sistema e medidas O sistema investigado por Ja-

roszy«ski et al. [21] consiste de um poço quântico digital magnético (DMQW)
n-dopado por modulação, semelhante ao da Fig. 6.1. O DMQW, crescido na di-
reção (100), tem largura 100Å e possui três barreiras digitais (monocamadas) de
MnTe. Experimentos de fotoluminescência indicam que a concentração �média�
de Mn é 0.020± 0.005.1

As barreiras laterais são de Cd0.8Mg0.2Te. A concentração de Mg é tal
que a diferença dos gaps nas interfaces do poço é de 330.8meV (cf. Tabela 6.2,

1Jaroszy«ski et al. [21] não são claros sobre como eles estimaram a concentração de Mn. Em
semicondutores magnéticos diluídos bulk, a concentração de Mn pode ser estimada ajustando
as curvas de magnetofotoluminescência usando a função de Brillouin. Já nas heteroestruturas
digitais, o procedimento não é tão direto: é preciso levar em consideração a sobreposição da
função de onda eletrônica com os momentos de Mn. Portanto, acredito que o valor indicado
por Jaroszy«ski et al. [21] como sendo a concentração média é, na realidade, o que eu de�ni
como concentração efetiva xeff , Eq. (2.32) da pág. 40. De fato, o próprio modelo teórico
usado pelo autores para simular o desdobramento de spin usa uma concentração de 0.011 2,
cf. Eq. (6.1). Para obter os resultados que apresento na próxima seção eu uso concentração
nominal xp = 0.115, que corresponde a uma concentração efetiva xeff = 0.009.



6.2. Resumo dos resultados experimentais 137

Cd  Mg  Te             1 um
0.8      0.2

Cd  Mg  Te           20 nm
0.8      0.2

n−Cd  Mg  Te            10 nm
       0.8      0.2

Cd  Mg  Te 
0.8      0.2

GaAs

CdTe                      3 um 

ZnTe                       1 nm

a) b)

c)

n
−

d
o

p
ed

S
p

ac
er

C
ap

B
u

ff
er

(Cd,Mn)Te

20 nm 10 nm10 nm

(Cd,Mn)Te           10 nm 

Vb
Vo

Figura 6.1: Heteroestrutura Digital Magnética usada por Jaroszy«ski et al. [21]
para realizar medidas de magnetotransporte. A região de interesse é o poço
quântico restrito à região indicada em (a). O painel (b) é uma ampliação desta
região, mostrando o poço com as camadas magnéticas e a região dopada. O painel
(c) representa o per�l de potencial da banda de condução. As camada magnéticas
são responsáveis por uma modulação do potencial dependente de spin.

pág. 145). Atribuindo 75% para a banda de condução [49] a altura do poço
quântico �ca v0 = 248.1meV.

Iodo é usado como dopante do tipo n, substituindo o Telúrio2 numa
região distante 200Å do poço. O conjunto poço�barreira é crescido sobre uma
camada composta por um substrato de GaAs, seguido de uma camada de ZnTe de
10Å e de um bu�er de CdTe de 3 µm [Fig. 6.1(a)]. Além da dopagem, um terminal
metálico soldado sobre a camada superior da heteroestrutura torna possível variar
a densidade do 2DEG con�nado no poço, obtendo valores para ns entre (1.6 e
3.6)×1011 cm−2, determinados com medidas de efeito Hall a baixo campo nas
temperaturas de 10K e 23K.

As medidas de magnetotransporte foram efetuadas numa barra Hall
de 0.5mm×1mm cujos terminais foram soldados com Índio. A mobilidade eletrô-
nica na amostra é 1.6 × 104 cm2/Vs, possivelmente limitada por espalhamentos
devido à desordem de curto alcance das impurezas magnéticas e das imperfeições
ligas da heteroestrutura [21]. Os experimentos foram realizados em campos ma-
gnéticos de até 18T e temperaturas tão baixas quanto 0.03K. A amostra também
foi rotacionada de forma a variar o ângulo θ entre a interface normal e o campo
magnético B.3

2Quando o Iodo, cuja con�guração eletrônica é [Kr]5s24d105p5, substitui o Telúrio
([Kr]5s24d105p4), o elétron adicional da camada p faz com que a dopagem seja do tipo n.

3A variação do ângulo θ entre B e a direção de crescimento é frequentemente usada para
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Tabela 6.1: Características do poço quântico digital magnético de (Cd,Mn)Te da
Ref. [21]. Aqui estão listadas as dimensões do poço quântico e as concentrações
de seus constituintes. Também são apresentadas as faixas de campo magnético
e temperatura usadas nos experimentos, bem como os resultados de algumas
grandezas que caracterizam da amostra.

Parâmetro Símbolo Valor Observação
Con�guração do poço quântico digital magnético, Fig. 6.1
Largura do poço L 100Å
Largura do espaçador LS 200Å
Largura da região dopada LN 100Å
Número de barreiras de MnTe Nb 3
Concentração molar de Mg y 0.2
Condições experimentais
Campo magnético B (0− 18)T
Temperatura T (0.03− 8.0)K
Caracterização da amostra
Densidade bidimensional ns (1.6− 3.6)× 1011 cm−2 Baixo campo
Mobilidade µ 1.6× 104 cm2/Vs Baixo campo
Concentração efetiva de MnTe xeff 0.0112 Simulação

Magnetotransporte As medidas de magnetotransporte foram rea-
lizadas com o sistema no regime de efeito Hall quântico, como mostram clara-
mente os platôs de ρxy na Fig. 6.2(a). As oscilações de SdH na resistividade ρxx

re�etem a passagem do nível de Fermi nas regiões de estados localizados (vales)
e estendidos (picos) do 2DEG. Os principais resultados destas medidas são (i) o
aparecimento de um pico de resistividade anômalo em Bc ≈ 5.8T (fator de preen-
chimento ν ≈ 2), e (ii) o comportamento deste pico com os parâmetros externos
{B, θ, T, ns}, o que descrevo nos parágrafos seguintes. Os resultados levaram os
autores a concluírem que os efeitos observados resultam de uma transição entre
estados ferromagnéticos dos elétrons itinerantes.

A Fig. 6.2(b) mostra a resistividade longitudinal na região próxima
ao campo crítico para várias temperaturas e com ns = 2.97× 1011 cm−2. O pico
é muito bem de�nido, separado da oscilação de SdH normal4 para T = 0.33K
e 1.3K, sendo máximo nesta última temperatura. Já para a temperatura de
T = 2K ele é bem menos acentuado e mistura-se com SdH. A T = 8K o pico

controlar o cruzamento dos níveis de Landau [e.g. 29, 30, 32, 34]. Aqui Jaroszy«ski et al. [21]
utilizam o efeito Zeeman gigante presente em DMHs para aumentar a polarização do 2DEG e
fazer que LLs cruzem em campos moderados. A variação de θ permite uma variação em torno
desta con�guração.

4O efeito Shubnikov-de Haas (SdH) refere-se às oscilações de ρxx com B. Para diferenciar o
pico que aparece fora da sequência usual, costuma-se chamá-lo de pico anômalo e referir-se às
demais oscilações como SdH usual, ou simplesmente SdH. Note, porém, que quando há estados
estendidos no nível de Fermi há condução e, consequentemente, resistividade ρxx. Neste sentido,
o pico anômalo não deixa de ser uma oscilação de SdH.
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Figura 6.2: Resultados experimentais para magnetotransporte em um poço quân-
tico digital magnético de (Cd,Mn)Te [21, Fig. 1]. As resistividades ρxx e ρxy no
painel (a) foram medidas a T = 0.33K e ns = 2.97× 1011 cm−2. O pico anômalo
de resistividade que ocorre em Bc = 5.8T é mostrado em (b) para várias tempe-
raturas. Inset: diagrama com o per�l de potencial da banda de condução, com
destaque para as barreiras magnéticas. Extraído de Jaroszy«ski et al. [21].

anômalo não aparece, restando apenas a oscilação de SdH usual.

Pico anômalo O comportamento de Bc em função do ângulo θ é
ilustrado nas Figs. 6.3(a) e (b). Enquanto a interação de troca s-p e o efeito
Zeeman ordinário dependem apenas da intensidade do campo B, a energia de
cíclotron, e consequentemente o espaçamento entre LLs, depende da componente
do campo magnético na direção de con�namento do 2DEG, portanto, ∝ B cos θ.5

Ao contrário das oscilações de SdH, que não mudam de posição no grá�co de
ρxx×B cos θ [Fig. 6.3(a)], o pico de resistividade anômalo desloca-se para campos
mais baixos com o aumento do ângulo. O grá�co na Fig. 6.3(b) mostra como
Bc cos θ varia com o ângulo θ, com valores praticamente iguais para diferentes
densidades. Estas características indicam que a origem deste pico é distinta das
oscilações de SdH usuais.6

A Fig. 6.3(c) ilustra como o valor do campo magnético do pico anô-
malo diminui em função da temperatura. Esta diminuição, que também ocorre

5Esta é uma boa aproximação a menos que θ ∼ π/2 [158, págs. 317-325]. De fato, as
correções associadas ao ângulo θ são importantes quando há mais de uma sub-banda envolvida,
que não é o caso aqui.

6No efeito SdH, os campos magnéticos correspondentes aos picos de ρxx (i) aumentam com
ns e (ii) não variam com o ângulo θ. O primeiro ponto pode ser entendido lembrando que
cada pico de SdH está associado a um fator de preenchimento ν = ns/(eB/h); se ns aumenta, o
campo magnético correspondente deve ser maior. Já o segundo ponto, quando se varia o ângulo,
as posições dos LLs variam na mesma proporção que as respectivas degenerescências,i.e., com
B cos θ; assim a posição dos picos não varia com o ângulo.
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Figura 6.3: (Fig. 2 da Ref. [21].) (a) Resistência ρxx para ns = 2.97×1011 cm2 para
vários ângulos θ entre o campo magnético e a direção de crescimento da amostra.
Valores experimentais e calculados [Eq. (6.1)] para a posição dos picos em função
de θ (b) e T (c). Em (c) estão valores experimentais para as duas direções de
variação do campo magnético, sendo que os dois ramos a baixas temperaturas
re�etem o efeito de histerese ilustrado na Fig. 6.5(a).

para as oscilações de SdH usuais, é semelhante àquela observada no DMQW de
Knobel et al. [37], discutida no capítulo anterior. Note a presença de dois ramos
em T → 0; eles são para campos magnéticos crescendo e decrescendo, sendo um
indicativo de que ocorre histerese neste pico anômalo.

Modelo para os níveis de Landau Para entender estes resulta-
dos, e mostrar que o pico anômalo ocorre no cruzamento de dois LLs de diferentes
sub-bandas de spin, Jaroszy«ski et al. [21] utilizaram um modelo simples para
a estrutura de níveis de Landau � semelhante ao modelo de Knobel et al. [37]
apresentado no Cap. 5. Em uma DMH, a energia de cada LL é dada pela soma
da energia de cíclotron, o efeito Zeeman ordinário e a interação de troca s-d [48],
i.e.,

εσz
n =

(
n +

1

2

)
~
eB

m
cos θ+

σz

2

[
g∗µBB + xeffN0αSB5/2

(
gMnµBB

kB(T + T0)

)]
, (6.1)

na qual n é o índice da sub-banda de Landau, m é a massa efetiva, g∗ é o fator
de Landé efetivo no CdTe, e N0α é a constante da interação de troca s-d (veja os
valores na Tabela 6.2, pág. 145). B5/2 é a função de Brillouin para spin S = 5/2 e
gMn = 2.0. As funções para a concentração efetiva xeff (x) e temperatura efetiva
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Figura 6.4: (Fig. 3 da Ref. [21].) (a) Resistividade ρxx a T = 0.33K para ns =
2.31− 3.44× 1011 cm−2. As linhas tracejadas marcam os picos e resistividade nos
cruzamentos de LLs com índices (2, 5), (1, 3), (0, 2) e (0, 1), determinados usando
o diagrama de níveis de Landau em (b). O inset mostra o altura do pico em
função do fator de preenchimento ν.

T0(x) > 0 utilizadas foram aquelas parametrizadas por Gaj et al. [59] [Eqs. (2.2) e
(2.3)] e levam em consideração a redução da magnetização dos íons de Mn devido
a interações antiferromagnéticas.

O modelo da Eq. (6.1), além de não considerar a autoconsistência
inerente de sistemas dopados, é para elétrons independentes e não inclui a intera-
ção de muitos corpos (troca-correlação) presente no sistema. De fato, utilizando
apenas a Eq. (6.1), não foi possível determinar um diagrama de níveis de Landau,
como o da Fig. 6.4(b), que indicasse corretamente onde ocorreriam picos anômalos
e picos de SdH. A solução foi considerar a contribuição de muitos corpos, o que os
autores �zerem utilizando uma correção fenomenológica para a energia de troca
(de muitos corpos) determinada experimentalmente nas Refs. [22, 154], dada por

δε [K] = 2.32 + 1.79B cos θ , (6.2)

em unidades de temperatura, sendo B em Tesla. Para o caso correspondente ao
pico em Bc = 5.8T, o cruzamento de LLs ocorre quando

ε↓1 − ε↑0 = δε . (6.3)
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Figura 6.5: (Fig. 4 da Ref. [21].) (a) Altura dos picos em função de T para
ns = 2.97 × 1011 cm−2 (quadrados) e ns = 2.54 × 1011 cm−2 (círculos abertos).
Se o pico anômalo e de SdH se sobrepõe, a contribuição deste é subtraída. Os
círculos preenchidos mostram a largura dos loops de histerese apresentados em
(b), no qual o campo magnético varia na taxa de 0.3Tmn−1. O comportamento
do pico e a presença de histerese magnética são evidências de uma transição de
fase para o estado QHF.

Levando em conta esta correção, Jaroszy«ski et al. [21] �zeram o diagrama de
níveis de Landau da Fig. 6.4(b). Este diagrama auxilia associar os picos anô-
malos (que também ocorrem para outros valores de campo magnético) com os
correspondentes cruzamentos de LLs. Utilizando a Eq. (6.1), juntamente com a
correção devido energia de troca, e apenas xeff e T0 como parâmetros ajustáveis,
foi possível reproduzir o comportamento do campo crítico em função de θ e T ,
Figs. 6.3(b) e (c), respectivamente.

Um aspecto característico da ocorrência de QHF é que ele é mais
acentuado quando o fator de preenchimento ν for inteiro � a interação de troca
é máxima, favorecendo a mesma orientação para os spins [155]. Neste sentido, é
sugestivo o resultado para a amplitude do pico anômalo como função de ν, inset
da Fig. 6.4(a), com um máximo justamente para ν inteiro. Este resultado sugere
uma relação entre a existência do pico anômalo e a ocorrência de QHF. Entre-
tanto, vale lembrar o experimento analisado no capítulo anterior não apresentou
indícios de QHF, apesar da presença do pico anômalo na resistividade.

Histerese Ao variar o campo magnético externo, o pico anômalo
desenvolve em campos diferentes, dependendo se o campo magnético aumenta ou
diminui. Os dados experimentais mostrando esta histerese estão na Fig. 6.5(b)
para diferentes temperaturas. A amplitude ∆B da histerese � distância entre os
picos com B crescendo e diminuindo � diminui com a temperatura [eixo esquerdo
do painel (a) da mesma �gura], praticamente se anulando na temperatura deno-
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minada Tc (diferente para cada densidade ns). Ao mesmo tempo, a amplitude
do pico anômalo aumenta com a temperatura, atinge o máximo em Tc, e depois
diminui. Como a histerese ocorre para T < Tc e o pico anômalo é máximo nesta
temperatura particular, Jaroszy«ski et al. [21] identi�caram o fenômeno como
sendo uma transição de fase em que a temperatura crítica é Tc.7

Interpretação: ferromagnetismo de efeito Hall quântico Como
o efeito observado ocorre com o 2DEG no regime de efeito Hall quântico, é máximo
para ν inteiro, tem uma temperatura crítica Tc , e sofre um ciclo de histerese para
T < Tc, Jaroszy«ski et al. [21] analisaram os resultados sob a ótica do fenômeno
de ferromagnetismo de efeito Hall quântico (QHF).

Para B = Bc, ocorre uma transição de fase para o estado fundamental
de QHF quando T < Tc, com os portadores preenchendo apenas uma das sub-
bandas, seja ↑ ou ↓. A energia de troca tem um papel fundamental para a
formação deste estado. O princípio de exclusão de Pauli determina que a função
de onda seja anti-simétrica, fazendo que os elétrons com o mesmo spin não se
sobreponham, e diminuindo a energia de Coulomb. Este efeito é mais acentuado
quanto maior for a polarização do gás de elétrons. Assim, a interação de troca
favorece o alinhamento ferromagnético.8

Como o sistema é macroscópico, com os elétrons distribuídos em
um plano quase-bidimensional, as variações de potencial de�nem, localmente,
qual das sub-bandas de spin é preenchida. Assim, acredita-se que há formação
de domínios ferromagnéticos no 2DEG, cujas fronteiras funcionam como canais
de condução (�edge-like channels�) [23, 154]. A existência destes canais daria
origem a uma condução adicional que, por sua vez, seria responsável pelo pico de
resistividade em Bc. Esta é a descrição geralmente utilizada na literatura para
explicar os fenômenos de transporte observados no regime de QHF [20, 154].

Se não ocorresse a formação de estados de QHF, o cruzamento de
LLs seria entre dois níveis degenerados e os portadores seriam distribuídos entre
eles. Neste caso, que ocorre aqui apenas quando T > Tc, apareceria um pico de
SdH adicional, como observado por Knobel et al. [37] e Harris et al. [38] (Cap. 5),
mas sem as assinaturas de ferromagnetismo.

Para certi�carem que o fenômeno observado não teria outra origem,
7Quando se varia a temperatura o sistema eletrônico é ferromagnético para T < Tc. Esta é

uma transição de fase ordinária pois o parâmetro de ordem é a temperatura, i.e., a transição
ordem-desordem está associada a �utuações térmicas. Já quando T < Tc ocorre uma transição
de fase entre dois estados de QHF [25]. Esta é uma transição de fase quântica [159�161], cujo
parâmetro de ordem é o campo magnético. O própria transição entre platôs no efeito Hall
quântico, inteiro e fracionário, é considerada por alguns autores como uma transição de fase
quântica [159]. Nestas transições, as �utuações de caracter quântico é que são importantes.

8A Fig. 4.3, na pág. 84, é uma ilustração quantitativa deste efeito.
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Jaroszy«ski et al. [21] �zeram estimativas sobre o ganho de energia livre associado
à formação de estados ferromagnéticos [155]. No caso da interação de troca s-d
entre os íons de Mn e os elétrons, a energia livre é J ≈ 0.02K a T = 2K e
B = 5.8T, insu�ciente para explicar os valores obtidos para Tc. Por outro lado,
uma estimativa Hartree-Fock, seguindo a Ref. [155], fornece um ganho de energia
de J ≈ 12K a 18K, mostrando que a interação de troca é capaz de estabilizar
o estado de QHF.9 Esta energia de troca é cerca de 10 vezes maior que energias
de anticrossing (≈ 1.8K), devido a interação spin-órbita, observada em sistemas
semelhantes [162].

Jaroszy«ski et al. [21] notam também que, se a energia J for da
ordem, ou menor, que a energia associada à desordem intrínseca do sistema, a
transição de fase para o estado de QHF não ocorre [163]. Na presença de um
potencial de desordem de curto alcance, a teoria [163] prediz que o estado QHF
ocorre apenas se J > Γ, sendo Γ = ~(πeωc/2µm)1/2/4kB ≈ 8K o alargamento
devido a desordem. De fato este valor está consistente com o valor para J cal-
culado pelos autores usando Hartree-Fock.10 É importante salientar que, até o
momento, os únicos cálculos de fato feitos para este sistema foram estas estima-
tivas de escalas de energia.

Os resultados experimentais de Jaroszy«ski et al. [21] demonstraram
que o efeito Zeeman gigante da interação de troca s-d entre íons magnéticos e os
elétrons da banda de condução permitiu alinhar LLs de spins opostos. Com isso
foi possível observar o ferromagnetismo de efeito Hall quântico. O modelo apre-
sentado pelos autores reproduz parcialmente os dados experimentais,11 mas não
fornece nenhuma característica associada com o ferromagnetismo, e.g., histerese
ou temperatura crítica. Pelo fato das estimativas de escalas de energia serem con-
sistentes com as teorias sobre a formação de domínios e barreiras entre domínios
[154, 157, 164], os autores a�rmam que os resultados são uma forte evidência a
favor da hipótese da formação domínios. Uma análise mais cuidadosa diria que
as evidências são circunstanciais, apesar de plausíveis. Em particular, na análise
teórica que eu apresento na próxima seção, eu reproduzo estes resultados expe-
rimentais, inclusive a histerese, sem considerar a formação de domínios. Porém,
a formulação não impõe nenhum impedimento para que, de fato, os domínios

9Não há contradição no fato de J ∼ 12K enquanto Tc ∼ 1K. Jungwirth e MacDonald [154]
recentemente sugeriram que Tc pode ser bem menor que J , pois é determinada pela competição
entre a contribuição da entropia dos domínios magnéticos e o custo energético associado à
formação das barreiras entre domínios.

10Esta pode ser uma explicação de que porque QHF não apareceu nos experimentos da
Refs. [37, 38], Cap. 5. Naquele sistema a desordem é maior, como sugerem os valores da
mobilidade e alargamento Γ.

11O modelo das Eqs. (6.1)-(6.3) reproduz a posição de cruzamento de LLs e o comportamento
com o ângulo θ e com a temperatura T .
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Tabela 6.2: Parâmetros do poço quântico digital magnético de (Cd,Mn)Te da
Ref. [21]. A primeira parte da tabela contem valores da literatura para várias
propriedades dos materiais utilizados na DMH. A segunda parte lista os valores
dos parâmetros que usei nas simulações.

Parâmetro Símbolo Valor Obs./Refs.
Dados relevantes sobre o material
Massa efetiva m/m0 0.099 [49]
Constante dielétrica estática ε/ε0 10.0 [49]
Parâmetro de rede a 6.483 5Å [49]
Fator de Landé efetivo g −1.67 [21]
Constante de troca s-d N0α 220meV [45]
gap Cd1−yMgyTe ECdMgTe

gap (1.606 + 1.578y) eV [49]
gap Cd1−xMnxTe ECdMnTe

gap (1.606 + 1.654x) eV [165]
O�set banda condução CBO 0.75 [49]
Parâmetros nas simulações
O�set na interface CdMgTe/CdTe v0 248.1meV
O�set na interface CdTe/CdMnTe vb 1 183.5meV
Densidade bidimensional ns 2.97× 1011 cm−2

Concentração planar de MnTe xp 0.115
Temperatura efetiva T0 0.47K
Função de per�l para MnSe ℘(z) ℘exp(z) Eq. (2.24)
Comprimento de uma monocamada d ou ML 3.24Å d = a/2
Comprimento característico ` 4.67Å 1.44ML
Alargamento DOS Γ 0.36meV
Alargamento DOS estados extendidos Γ↑ext 0.25meV

Γ↓ext 0.25meV

existam e sejam, possivelmente, importantes para descrever microscopicamente
os estados de QHF e a formação de picos de resistividade.

6.3 Resultados teóricos

Nesta seção eu utilizo o modelo descrito no Cap. 4 para investigar o poço quântico
digital magnético ilustrado na Fig. 6.1. Eu calculo a estrutura eletrônica na apro-
ximação da massa efetiva resolvendo as equações autoconsistentes de Kohn-Sham.
Utilizando uma densidade de estados com alargamento gaussiano, eu então calculo
várias propriedades do sistema, a saber, densidades, magnetotransporte e energia
total. Veja o Quadro 2 na Pág. 108 para um resumo das principais equações de
trabalho. As simulações foram efetuadas usando os parâmetros apresentados na
Ref. [21] (Tabela 6.1) e valores típicos encontrados na literatura (Tabela 6.2) para
outras propriedades utilizadas no modelo.
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Figura 6.6: Per�l de potencial autoconsistente, resultado do cálculo da estrutura
eletrônica do poço quântico digital magnético da Fig. 6.1. As três regiões contendo
Mn foram modeladas usando um per�l característico de interdifusão. Também
são apresentados a energia do nível de Landau |0, ↓〉 da primeira sub-banda, o
potencial químico µ e o per�l de densidade n(z) do 2DEG con�nado no poço
quântico.

Per�l de potencial Os elétrons na banda de condução sentem um
potencial efetivo composto de diversas contribuições, Eq. (4.77),

vσz
eff (z; B, T, [n↑, n↓]) = v0(z) + vb(z)︸ ︷︷ ︸

Estrutural

+ vσz
sp-d(z; B, T )︸ ︷︷ ︸
Troca sp-d

+ vh(z; [n])︸ ︷︷ ︸
Hartree

+ vσz
xc (z; [n↑, n↓])︸ ︷︷ ︸
Troca-correlação

.

A parte estrutural consiste dos o�sets na banda de condução devido às interfaces
da heteroestrutura. Utilizando os valores para as energias dos gaps indicados
na Tabela 6.2, e atribuindo 75% das diferenças nas interfaces para a banda de
condução, a altura do poço quântico �cou em v0 = 248.1meV e a altura das
barreiras com Mn resultou em vb = 1 183.5 x(z)meV, sendo x(z) a concentração
nominal de Mn.

Para a contribuição de troca s-d eu utilizei a constante de troca do
(Cd,Mn)Te, N0α = 0.22 eV [45], e o modelo de aglomerados com singletos e tri-
pletos para a concentração efetiva de Mn (Cap. 2). Desta vez eu utilizei um per�l
de interdifusão para simular a concentração de Mn ao longo da amostra.12 Da
mesma forma que no capítulo anterior, eu �xei o comprimento característico do
per�l de Mn e ajustei a concentração planar xp que melhor ajustava os resulta-
dos experimentais. A concentração obtida foi xp = 0.115, que corresponde uma
concentração efetiva xeff = 0.009 [cf. Eq. (2.32)], relativamente próximo ao valor

12Como discutido no Cap. 2, tanto o per�l de interdifusão (função erro), quanto segregação
(exponencial), apresentam resultados muito próximos.
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Figura 6.7: O diagrama de níveis de Landau (a) mostra como a interação de troca
s-d acarreta um desdobramento de spin gigante que, por sua vez, faz com que os
níveis |0, ↑〉 e |1, ↓〉 cruzem em Bc ' 5.7T. Resultados para B crescendo e dimi-
nuindo estão sobrepostos, sendo que em Bc há um comportamento de histerese
(as setas próximas às regiões com histerese indicam o sentido de varredura do
campo B em cada ramo). As densidades bidimensionais parciais e a polarização
ζ oscilam à medida que a ocupação dos níveis de Landau varia com o campo
magnético (b). Em Bc a histerese também ocorre no grá�co das densidades.

estimado por Jaroszy«ski et al. [21] de 0.011 2.
O potencial de Hartree e de troca-correlação são calculados autocon-

sistentemente, o primeiro via a equação de Poisson e o segundo usando a para-
metrização de Vosko, Wilk, e Nusair [99] para o potencial XC na aproximação
LSDA da DFT. Este último ingrediente é essencial para reproduzir os efeitos re-
lacionados com ferromagnetismo itinerante observados experimentalmente [21] e
que foram apresentados na seção anterior. O per�l de potencial resultante está
ilustrado na Fig. 6.6.

Estrutura eletrônica Resolvendo as equações autoconsistentes de
Kohn-Sham para os elétrons na banda de condução, Eq. (4.19),

[
− ~

2m

∂2

∂z2
+ vσx

eff (z; B, T, [n↑, n↓])
]

χσz
i (z) = εσz

i χσz
i (z) ,

eu obtenho estrutura eletrônica do sistema. A energia dos níveis de Landau é
escrita como, Eq. (4.49),

εσz
i,n = εσz

i +

(
n +

1

2

)
~ωc +

σz

2
g∗µBB .

A concentração xp de Mn foi ajustada para que, via o desdobramento de spin
gigante devido a interação de troca s-d, ocorresse um cruzamento de níveis de
Landau em B = 5.7T, reproduzindo os resultados de Jaroszy«ski et al. [21]
ilustrados na Fig. 6.4. A Figura 6.7 mostra (a) o diagrama de níveis de Landau
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para T = 0.33K e (b) as densidades bidimensionais, Eq. (4.61),

nσz
2D =

∞∫

−∞

∑
i,n

gσz
i,n(ε) f(ε) dε , n2D = n↓2D + n↑2D ,

com gσz
i,n(ε) a densidade de estados (4.54) com alargamento gaussiano e f(ε) a

função de Fermi (4.59). Tanto esta �gura, quanto as próximas desta seção, mos-
tram a sobreposição dos resultados com o campo magnético B ora aumentando,
ora diminuindo de intensidade. O resultado foi que em B ∼ 5.7T ocorreu uma
histerese na estrutura eletrônica [Fig. 6.7(a)] que se re�etiu em todas as demais
grandezas calculadas [e.g. Fig. 6.7(b)].

Note a diferença fundamental entre o modelo teórico utilizado por
Jaroszy«ski et al. [21] para explicar os dados experimentais e o modelo aqui pro-
posto. Naquele caso, uma correção fenomenológica é utilizada para considerar
o efeito de muitos corpos de troca, Eqs. (6.2) e (6.3). Aqui eu incluo o po-
tencial autoconsistente de troca-correlação, este sim baseado apenas no gás de
elétrons interagente. Esta contribuição é dependente de spin, sendo que o des-
dobramento de spin é mais acentuado à medida que o gás de elétrons �ca mais
polarizado [99, 100, 112], cf. Fig. 4.3. Este fato nada mais é que o princípio de
exclusão de Pauli em ação na forma da interação de troca. No caso do modelo
do grupo experimental, a correção devido a troca serviu apenas para �acertar� o
desdobramento de spin. Aqui, eu não apenas calculo o desdobramento de spin,
mas também obtenho o efeito de histerese ilustrado na Fig. 6.7. A correção da
Eq. (6.2) está automaticamente incluída na minha formulação via o potencial de
troca-correlação dependente de spin.

De fato, os valores para xeff con�rmam o papel de XC no desdo-
bramento de spin. A concentração efetiva estimada por Jaroszy«ski et al. [21]
usando fotoluminescência foi xeff = 0.020 (considera que todo o desdobramento
de spin vem da interação de troca s-d). O valor usado no modelo das Eqs. (6.1)
e (6.2) foi menor, xeff = 0.011 2; como aquele modelo inclui uma correção de
XC, mesmo que de forma fenomenológica, a contribuição da interação de troca
deve ser menor para um mesmo desdobramento de spin total, implicando numa
concentração menor de Mn. Já o meu cálculo con�rma este resultado, uma vez
que xeff = 0.009, menor que o valor de fotoluminescência, mas próximo do valor
da simulação com a correção de XC feita pelo grupo experimental.

Magnetotransporte Uma vez calculada a estrutura eletrônica e
a DOS do sistema, eu simulo o magnetotransporte do 2DEG usando o modelo
descrito no Cap. 4. Eu primeiro calculo as componentes do tensor de magneto-
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Figura 6.8: Resultados teóricos para o magnetotransporte no poço quântico di-
gital magnético de (Cd,Mn)Te. A resistividade ρxx apresenta as oscilações de
Shubnikov-de Haas, sendo que um pico anômalo aparece em Bc ' 5.7T para as
temperaturas até T = 2.0K (a). A resistividade ρxy apresenta os platôs caracte-
rísticos do efeito Hall quântico inteiro (b). Note que, onde ocorre o pico anômalo
em ρxx, também ocorre uma depressão em ρxy. Os grá�cos são para a densidade
ns = 2.97 × 1011 cm−2. Para cada temperatura os grá�cos estão deslocadas de
0.1 h/e2 para facilitar a visualização.

condutividade, Eq. (4.74),

σxx =
e2

h

2

π

∞∫

−∞

(
−∂f(ε)

∂ε

) ∑
i,n,σz

(
n +

1

2

)
exp

[
−

(
ε− εσz

i,n

Γσz
ext

)2
]

dε ,

σxy =
e n2D[gext]

B
+

e2

h

2

π

∞∫

−∞

(
−∂f(ε)

∂ε

) ∑
i,n,σz

(
n +

1

2

)
Γσz

ext

~ωc

exp

[
−

(
ε− εσz

i,n

2Γσz
ext

)2
]

dε ,

e depois inverto-o para obter a magnetorresistividade, Eq. (4.76),

ρxx =
σxx

σ2
xx + σ2

xy

, ρxy =
σxy

σ2
xx + σ2

xy

.

Na Fig. 6.8 eu mostro (a) as oscilações de Shubnikov-de Haas na resistividade ρxx

e (b) a resistividade transversal ρxy exibindo o efeito Hall quântico.
A magnetorresistividade longitudinal ρxx apresenta um pico anômalo

bastante pronunciado em B ' 5.7T nas temperaturas T = {0.33, 1.3, 2.0}K,
Fig. 6.8(a). Já para T ≥ 4.2K aparece apenas uma oscilação de SdH usual. O
pico ocorre justamente no valor de campo magnético em que há cruzamento de
níveis, neste caso os LLs |0, ↑〉 e |1, ↓〉. A Fig. 6.9 mostra uma ampliação da região
do pico anômalo revelando dois picos, um para B aumentando e outro para B

diminuindo.
Comparando com os resultados experimentais das Figs. 6.2 e 6.5(b),

observa-se que, por um lado, (i) as minhas simulações reproduzem tanto o apare-
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Figura 6.9: Ampliação da Fig. 6.8(a) na região do pico anômalo para diversas
temperaturas. As curvas a cada temperatura estão deslocadas de 0.05h/e2 e as
setas indicam a direção de variação do campo magnético. À medida que a tempe-
ratura aumenta, as oscilações de SdH e o pico anômalo deslocam-se para campos
magnéticos mais baixos. Note que, ao contrário dos dados experimentais, os picos
anômalos para B aumentando e diminuindo são assimétricos e têm amplitudes
diferentes.

cimento de um pico anômalo, quanto a histerese, e por outro lado, (ii) enquanto
os dois picos da Fig. 6.5(b) têm a mesma amplitude e são simétricos, os picos da
simulação têm amplitudes bem diferentes e são assimétricos. De fato, uma com-
paração direta não pode ser feita porque, como indicado na Ref. [21], as curvas
da Fig. 6.5(b) foram ajustadas subtraindo o que os autores consideraram ser a
contribuição de SdH usual para a altura do pico. Os resultados que eu apresento
na Fig. 6.9 não têm subtração ou qualquer outro tipo de tratamento de dados.
Adicionalmente, como já mencionado, o modelo que eu utilizo para magnetotrans-
porte fornece amplitudes para ρxx especí�cas para o limite de espalhamentos de
curto alcance (Sec. 4.4).

De qualquer maneira, no cálculo aqui apresentado esta diferença na
altura e simetria dos picos está relacionada com a posição relativa dos estados
estendidos com relação ao potencial químico. Na simulação, a passagem de µ

sobre os estados estendidos é abruptamente interrompida pela transição entre
estados ferromagnéticos, o que explica a assimetria dos picos. No caso do pico
maior (B diminuindo), µ passa por boa parte dos estados estendidos antes de
ocorrer a transição. Já no caso do pico menor (B aumentando), a transição
ocorre um pouco depois que µ começa a atravessar os estados estendidos do LL,
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Figura 6.10: Simulação da posição do pico anômalo em função da temperatura
T para o campo magnético aumentando e diminuindo (a). À medida que a
temperatura aumenta o pico anômalo desloca-se para campos magnéticos mais
baixos. O painel (b) mostra os mesmos resultados de (a), mas sobrepostos aos
resultados experimentais. Para T . 2.1K aparece a histerese, enquanto para
2.1K < T < 3.5K o comportamento é quase linear, mais parecido com os pontos
experimentais que a simulação do grupo experimental (linha cheia, calculated).

e por isso o pico é menor. A diferença diminui à medida que T aumenta e as
con�gurações eletrônicas para B aumentando e diminuindo �cam cada vez mais
próximas.

Já o grá�co do efeito Hall, Fig. 6.8(b), apresenta uma depressão
justamente na região que ocorre o pico anômalo em ρxx. Esta depressão não
aparece no grá�co experimental, Fig. 6.2(a). Analisando em termos do modelo
para o magnetotransporte, da mesma forma que as regiões com ρxx (quase-)nulo
corresponde aos platôs em ρxy, um pico em ρxx deve corresponder a uma variação
em ρxy. Em outras palavras, o platô ocorre quando o potencial químico está
no gap de mobilidade (estados localizados) e ρxy varia quando µ passa pelos
estados estendidos. Assim, não apenas em termos do modelo que utilizo para
o magnetotransporte, mas também em termos do entendimento comum para o
efeito Hall quântico inteiro [166�168], não tenho como justi�car a ausência de
variação de ρxy experimental quando ocorre um pico em ρxx em Bc.

Porém, uma inspeção cuidadosa na curva experimental de ρxy, Fig. 6.2(a),
mostra diminutas oscilações próximo de Bc. Pode ser então que, de fato, esta de-
pressão exista, mas meu resultado esteja superestimando a sua magnitude. De
fato, apesar da maioria dos trabalhos experimentais divulgados mostrando o apa-
recimento do pico anômalo e ciclos de histerese não mostrarem as respectivas
curvas de ρxy, posso citar as Refs. [23, 29, 32] nas quais as curvas de ρxy apresen-
tam variações nas regiões de campo magnético correspondentes aos picos de ρxx,
inclusive quando são faixas de campo em que há cruzamento de LLs.
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Figura 6.11: Simulação da posição do pico anômalo em função da ângulo θ do
campo magnético com relação a amostra. O painel (a) mostra que apenas o pico
anômalo muda de posição quando ρxx é apresentado em função de B cos θ. Uma
ampliação da região do pico anômalo é apresentada em (b). Em (c) o resultado
da minha simulação para Bc cos θ está sobreposto com o resultado experimental
da Fig. 6.3(b). A concordância é relativamente boa, divergindo para ângulos
grandes, como era de se esperar. A linha cheia (calculated) refere-se à simulação
fenomenológica do grupo experimental.

Pico anômalo: dependência com T Agora eu analiso o compor-
tamento do pico anômalo em função da temperatura T e do ângulo θ. A Fig. 6.10
mostra que as oscilações de ρxx deslocam-se para campos magnéticos mais bai-
xos à medida que a temperatura aumenta. Este efeito também foi discutido no
capítulo anterior ao analisar os resultados de Knobel et al. [37]. Na Fig. 6.10(b)
eu comparo a posição do pico anômalo em função da temperatura obtida dos
meus cálculos teóricos com os resultados experimentais e teóricos de Jaroszy«ski
et al. [21]. Para T . 2.1K, os meus resultados teóricos abrem-se em dois ramos,
para B crescendo e diminuindo, re�etindo justamente o efeito de histerese que
aparece nos dados experimentais. Nesta simulação teórica, a histerese começa
numa temperatura maior e a sua amplitude é aproximadamente o dobro do valor



6.3. Resultados teóricos 153

experimental. Para 2.1K < T < 3.5T, o comportamento é aproximadamente
linear, bastante próximo dos dados experimentais. Note que a curvatura da si-
mulação de Jaroszy«ski et al. [21],linha cheia na Fig. 6.10(b), re�ete apenas a
dependência da temperatura da função de Brillouin [cf. Eq. (6.1)]. Em contraste,
o modelo que eu utilizo, além conter a temperatura via a função de Brillouin,
também inclui a temperatura via a função de Fermi. Adicionalmente, o fato da
minha formulação ser autoconsistente permite descrever melhor a estrutura ele-
trônica do sistema e, consequentemente, a posição dos LLs em função de B e T ,
justi�cando o bom acordo com os dados experimentais.

Pico anômalo: dependência com θ Para calcular o efeito da
variação do ângulo do campo magnético com relação a direção de crescimento da
amostra, eu considero que o único efeito deste é afetar a quantização de Landau.
Neste caso, tanto a frequência de cíclotron quanto a degenerescência de Landau
são proporcionais à componente do campo perpendicular à amostra, i.e., B cos θ

[158].13 As demais grandezas que variam explicitamente com o campo, troca s-d e
Zeeman ordinário, não são afetados. A Fig. 6.11 mostra o comportamento do pico
anômalo em função do ângulo. O painel (a) mostra que a posição do pico anômalo
varia com B cos θ enquanto a oscilação de SdH permanece na mesma posição,
reproduzindo os resultados experimentais.14 O painel (c) mostra os resultados
da simulação para o campo Bc sobreposto com os resultados experimentais � a
concordância é relativamente boa. Lembre que o modelo do grupo experimental
precisou utilizar uma dependência fenomenológica explícita com θ na correção da
energia [Eq. (6.2)] para poder reproduzir a dependência de Bc com θ.

Uma análise mais detalhada da estrutura dos níveis de Landau quando
ocorre o cruzamento de níveis com spins opostos revela que o sinal do fator giro-
magnético efetivo g∗ determina o sentido em que o pico anômalo desloca à medida
que se varia o ângulo. Para ilustrar este efeito eu considero as energia dos níveis
|1, ↓〉 e |0, ↑〉,

ε↓1,1 = ε↓1 +
3

2
~ωc − 1

2
g∗µBB , (6.5a)

ε↑1,0 = ε↑1 +
1

2
~ωc +

1

2
g∗µBB . (6.5b)

As energias de sub-banda εσz
1 contêm as contribuições de troca s-d e da interação

de Coulomb (Hartree + XC).
No campo Bc em que ocorre o cruzamento de LLs tenho que

ε↓1,1 − ε↑1,0 = 0 . (6.6)
13Veja a nota 5 na pág. 139.
14Veja a explicação para este efeito na Pág. 139.
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Substituindo (6.5) em (6.6) tenho

(ε↓1 − ε↑1) + ~ωc − g∗µBB = 0 ∴ ~
eB

m
cos θ = −(ε↓1 − ε↑1) + g∗µBB . (6.7)

A diferença das energias das sub-bandas de spin tem duas componen-
tes: (i) o desdobramento de spin devido a interação de troca s-d, xeffN0α〈Sz〉 ,
e (ii) a contribuição proveniente da interação de Coulomb, mais especi�camente,
da contribuição de troca e correlação dependente de spin, que aqui denoto por
δε. Para B ≈ 6T em que ocorre o cruzamento de LLs, interação de troca s-d já
está praticamente saturada, ou seja,

xeffN0α〈Sz〉 ≈ Const . (6.8)

Já o termo de XC pode ter ou não uma dependência complicada com o campo
magnético B e o ângulo θ. Três opções simples seriam

δε → C , ∝ B , ∝ B cos θ , (6.9)

ou seja, pode ser constante, diretamente proporcional a B, ou proporcional a
B cos θ. Os resultados experimentais de De Poortere et al. [22] indicam que a
última opção é mais adequada. Assim, utilizando (6.8) e (6.9), e denotando
A = ~e/m + δε/B cos θ, a Eq. (6.7) �ca

AB cos θ = C+
g∗µB

cos θ
B cos θ . (6.10)

A Fig. 6.3 ilustra o comportamento de Bc cos θ em função do ângulo
θ utilizando a Eq. (6.10). Nos painéis (a) e (c) estão ilustradas o lado esquerdo
(verde) e direito (azul) da Eq. (6.10). A solução desta equação para um dado ân-
gulo θ corresponde ponto em que as curvas interceptam. À medida que θ aumenta,
o ponto de intercessão é maior ou menor dependendo se o fator giromagnético é
negativo [painéis (a) e (b)] ou positivo [painéis (c) e (d)]. Utilizando a expressão
fenomenológica (6.2) para δε [22] eu reproduzo a curva teórica [Fig. 6.3(b)] do
modelo de Jaroszy«ski et al. [21], que, por sua vez, é consistente com o resultado
do cálculo autoconsistente que eu apresento na Fig. 6.11. Efetuando exatamente
o mesmo cálculo, mas agora invertendo o sinal do fator giromagnético efetivo,
g∗ → −g∗, o valor do campo crítico passa a aumentar com θ [Fig. 6.12(d)].

Este resultado para a dependência do pico anômalo com o sinal do
fator giromagnético efetivo é singular pois, neste caso, o efeito Zeeman ordinário,
frequentemente desprezado face a magnitude das demais contribuições, agora
desempenha um papel fundamental, inclusive acarretando um efeito bastante ro-
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Figura 6.12: Dependência do valor do campo crítico Bc em função de θ com o
sinal do fator g∗. Para cada valor de θ, o campo crítico corresponde ao cru-
zamento entre as curvas representando os termos AB cos θ (verde) e g∗µB/ cos θ
(azul) nos painéis (a) e (c). Para g∗ < 0 (g∗ > 0) o cruzamento ocorre em Bc cos θ
menor (maior) à medida que o ângulo aumenta. Os painéis (c) e (d) reproduzem a
dependência de Bc cos θ com θ utilizando o valor experimental para δε [Eq. (6.2)],
sendo que (c) reproduz a curva teórica da Fig. 6.3(b).

busto. A física por detrás deste efeito é que, quando os níveis de Landau se
aproximam, a diferença de energia entre eles passa a ser da ordem do termo Zee-
man que, por sua vez, passa a desempenhar um papel muito importante próximo
ao cruzamento de níveis.

Histerese Na Ref. [21], a magnitude ∆B do ciclo de histerese foi
de�nida como a diferença entre os campos Bc para B crescendo e diminuindo.
Na Fig. 6.13(a) eu apresento os resultados para ∆B em função da temperatura,
e mostro que, de maneira similar aos dados experimentais da Fig. 6.5(a), ∆B

diminui com a temperatura. ∆B se anula em T ' 2.1K, indicando que a tempe-
ratura crítica da simulação é maior que aquela identi�cada para o sistema real,
Tc = 1.3K. De fato, isto é razoável, uma vez que o sistema real deve conter
mais mecanismos que �atrapalham� o ordenamento ferromagnético que o modelo
teórico aqui utilizado, resultando então numa temperatura crítica menor [154].

A altura do pico anômalo também varia com a temperatura, Fig. 6.13(b).
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Figura 6.13: Análise do ciclo de histerese em função da temperatura. A mag-
nitude do ciclo de histerese do pico anômalo diminui com a temperatura (a),
anulando-se na temperatura identi�cada como a temperatura crítica para o fer-
romagnetismo de efeito Hall deste sistema. A altura do pico anômalo também
varia com a temperatura (b), sendo que as curvas para B aumentando e dimi-
nuindo têm comportamentos diferentes. Para B diminuindo, o máximo de ρxx

diminui com T . Já para B aumentando, a altura do pico anômalo aumenta e
depois diminui, sendo que o máximo ocorre para para T = 2.1K, justamente
quando as curvas se encontram. As oscilações na curva ocorrem devido a impre-
cisão numérica.

Entretanto, aqui o comportamento mostrou-se diferente para quando o campo
magnético aumenta e diminui. Para B crescendo, a altura do pico anômalo au-
menta,15 atinge o máximo em T = 2.1K, e depois volta a diminuir. Já para o
caso de B diminuindo, o pico anômalo apenas diminui de amplitude, igualando-se
ao caso de B crescendo em T = 2.1K. Aqui, novamente, eu lembro que as curvas
experimentais de ρxx foram modi�cadas para excluir a contribuição de SdH usual
e, em princípio, mostrar apenas a contribuição intrínseca do pico anômalo. As-
sim, uma comparação direta da simulação com os dados experimentais deve ser
feita com cautela.

De qualquer maneira, o resultado da Fig. 6.13(b) re�ete o compor-
tamento diferenciado da estrutura eletrônica e da posição do potencial químico
com relação aos estados estendidos, para o campo B aumentando e diminuindo.
Como comentado anteriormente, o pico anômalo para B crescendo é pequeno
nestas simulações pois somente uma pequena parte da DOS estendida passa pelo
potencial químico antes de ocorrer a transição para o outro estado de QHF � ou

15Acredito que as oscilações na curva de ρxx da Fig. 6.13(b) para T < 2K se devem a impre-
cisões numéricas. Como o pico anômalo é muito pequeno e estreito para o caso de B crescendo,
pode ser que fosse necessário usar um passo menor para a variação do campo magnético e,
assim, registrar efetivamente o valor máximo deste pico na simulação. O passo utilizado foi
0.005T. Numa versão anterior, com o passo de 0.01T, estas oscilações foram mais acentuadas
e também apareceram oscilações na Fig. 6.13(a), que foram eliminadas ao mudar o passo para
0.005T.
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Figura 6.14: Energia total em função do campo magnético para várias tempera-
turas. (a) Para baixas temperaturas predomina a contribuição da interação de
troca s-d. Quando esta satura, a energia orbital dos elétrons confere o carácter
oscilatório à medida que diminui o número de níveis de Landau ocupados. Em
Bc ' 5.7T os elétrons passam do nível |1, ↓〉 para |0, ↑〉 (B crescendo) e por isso a
inclinação da curva da energia diminui. Para T < Tc, a mudança de inclinação é
descontínua, indicando uma transição de fase. O painel (b) é uma ampliação da
região em torno de Bc e as setas indicam os ramos em que B aumenta e diminui.
Note que, dentro do ciclo de histerese e para um mesmo valor de campo B, os
ramos têm energias diferentes.

seja, o pico não chega a atingir o máximo que existiria se não ocorresse a tran-
sição. Por outro lado, quando B decresce na simulação, boa parte dos estados
estendidos é percorrida pelo potencial químico e, consequentemente, o pico de
resistividade correspondente chega a atingir seu máximo antes da transição � o
papel da temperatura aqui seria, então, similar ao que ocorre com um pico de SdH
usual, ou seja, apenas diminui com T . Já para T > 2.1K as curvas se sobrepõe,
o que era de se esperar, uma vez que o sistema deixa de ser ferromagnético e os
casos de B crescendo e diminuindo são equivalentes.

Energia total A energia total do 2DEG é calculada segundo a
teoria do funcional da densidade, Eq. (5.9),

E[n↑, n↓] =

∫
εg(ε)f(ε) dε− 1

2

∫
vh(z)n(z) dz

−
∑
σz

∫
vσz

xc (z)nσz(z) dz + Exc[n↑, n↓]− TSs[n↑, n↓] .

A Fig. 6.14 apresenta os resultados para a energia total em função do campo
magnético para diferentes temperaturas. Novamente, como nos casos apresenta-
dos no Cap. 5, o grá�co da energia total em função de B re�ete claramente as
duas principais contribuições para a energia que dependem explicitamente de B.
Para baixos campos, prevalece a contribuição da energia de troca s-d que, com o
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Figura 6.15: Grá�co com a primeira derivada (total) da energia total com relação
ao campo magnético. Em B ' 5.7T ocorre tanto a histerese quanto uma variação
descontínua da derivada para T = 0.33K e 1.3K. Note que, para T = 2.0K, não
há histerese perceptível, mas a curva é descontínua, em acordo com o resultado
da Fig. 6.13(a) que sugere Tc ∼ 2.1K nas simulações teóricas. As curvas estão
deslocadas para facilitar a visualização.

desdobramento de spin gigante, faz com que o 2DEG �que com mais elétrons com
spin para baixo (menor energia). Quando esta contribuição satura, em B ∼ 2T,
as oscilações devido a energia de cíclotron predominam.

Em Bc ' 5.7T ocorre o cruzamento de níveis de Landau, o que
acarreta uma mudança na inclinação da curva de E × B. Isto ocorre pois a
energia é proporcional ao índice do nível de Landau e, em Bc, os elétrons no nível
|1, ↓〉 passam para o nível |0, ↑〉 quando o campo B aumenta, e vice-versa para B

diminuindo. A Fig. 6.14(b), uma ampliação da região em torno de Bc, mostra não
apenas o ciclo de histerese, mas também uma variação descontínua na inclinação
das curvas de energia para T = 0.33K e T = 1.3K. A curva para T = 2.0K
também apresenta esta descontinuidade na inclinação, mas neste grá�co ela é
quase imperceptível (este efeito pode ser melhor observado na Fig. 6.15 para a
derivada primeira da energia com relação a B).

Como mencionado no capítulo anterior, neste trabalho eu não efe-
tuei o cálculo da derivada parcial da energia com relação ao campo magnético.
Este cálculo forneceria a magnetização do sistema [126]. Em contrapartida, na
Fig. 6.15 eu apresento a primeira derivada da energia total com relação ao campo
magnético, − dE/ dB, similar ao que foi feito na Sec. 5.3 do capítulo anterior. No-
vamente, apesar desta grandeza não ser a magnetização do sistema, para B > 2T
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as oscilações devem ser similares às oscilações da magnetização do efeito de Haas
- van Alphen, uma vez que a dependência de E[n↑, n↓] com o campo B tem uma
forte contribuição da energia orbital.

Da mesma forma que as demais grandezas, a derivada − dE/ dB

também apresenta um ciclo de histerese próximo ao campo crítico Bc ' 5.7T.
Para as temperaturas T = 0.33K, 1.3K e 2.0K, as curvas da Fig. 6.15 sofrem
uma mudança abrupta (descontínua), enquanto para T = 4.2K e 8.0K, as curvas
são suaves (e contínuas). Isto indica que, no campo crítico, o 2DEG sofre uma
transição de um estado ferromagnético para outro. Este ferromagnetismo itine-
rante existe até temperaturas de T ∼ 2.1K, como também sugere o grá�co para
a amplitude da histerese da Fig. 6.13(a).

6.4 Discussões
No capítulo anterior eu mostrei que os modelos utilizados neste trabalho para o
cálculo da estrutura eletrônica e do magnetotransporte de 2DEGs con�nados em
DMHs reproduzem satisfatoriamente resultados experimentais para poços quân-
ticos de (Zn,Cd,Mn)Se dopados por modulação [37, 38]. Neste capítulo eu utilizei
os mesmos modelos para investigar o magnetotransporte de um 2DEG con�nado
num sistema de (Cd,Mn)Te [21]. Ao reproduzir satisfatoriamente os resultados ex-
perimentais para a resistividade em função do campo magnético, o aparecimento
de um pico anômalo em ρxx, e as dependências com T e θ, aqui eu novamente
mostrei a adequação do modelo para este tipo de cálculo, reforçando os resultados
do capítulo anterior.

Adicionalmente, neste capítulo eu mostrei que, efetuando um cálculo
autoconsistente usual da DFT/LSDA, na aproximação da massa efetiva, é possí-
vel reproduzir o surgimento do efeito de ferromagnetismo de efeito Hall quântico
em 2DEGs con�nados em poços quânticos magnéticos. O principal ingrediente
do modelo responsável por este resultado é a contribuição de troca-correlação.
Quando a polarização ζ do 2DEG é negativa, XC diminui mais a energia dos
elétrons com spin |↓〉 que aqueles orientados com spin |↑〉 (cf. Fig. 4.3, pág. 4.3).
Esta assimetria, que ocorre quando ζ 6= 0, proporciona uma rigidez magnética
[112] no sistema que, em última análise, é responsável pela estabilidade do estado
ferromagnético. Assim, quando o campo magnético é variado quando T < Tc,
ocorre uma transição entre dois estados ferromagnéticos em B = Bc. Esta tran-
sição se re�ete nas descontinuidades presentes nas curvas de energia dos LLs
[Fig. 6.7(a)], de densidade [Fig. 6.7(b)], de energia total [Fig. 6.14(a)] e sua de-
rivada [Fig. 6.14(b)].

Já o surgimento da histerese magnética está associado à existência de
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estados metaestáveis, com energias relativamente próximas ao do estado funda-
mental do sistema, quando o campo magnético B está próximo do campo crítico
Bc. A Fig. 6.14(a) mostra que, para um mesmo conjunto de parâmetros externos
(B, T, θ, n), o sistema tem energias totais diferentes quando o campo magnético
aumenta e quando diminui. O passo utilizado na variação do campo B foi pe-
queno (0.01T)16 e utilizei resultado do campo anterior como ponto de partida
para o cálculo autoconsistente a cada campo magnético. Assim, posso dizer que
esta variação de B foi adiabática, i.e., sem perturbar muito o procedimento au-
toconsistente de resolução das equações de Kohn-Sham.17

Com o procedimento mencionado no parágrafo anterior, o sistema
Kohn-Sham retornou soluções que não correspondiam ao estado de mais baixa
energia, como ilustra a Fig. 6.14. Como explicado na Sec. 4.2, pág. 89, isto é
uma consequência do teorema de Perdew e Levy [115], que diz que os extremos
do funcional da energia do sistema são estados estacionários, sendo o estado com
a menor energia o estado fundamental, e os demais estados excitados. Como o
sistema Kohn-Sham resulta justamente da minimização do funcional da energia,
as suas soluções são extremos deste funcional. Desta forma, o resultado que eu
obtive mostra que (i) o sistema tem estados disponíveis no espaço de fase próximo
de Bc, e que (ii) dependendo da história da amostra (neste caso, se B aumenta
ou diminui), o sistema pode se acomodar em um estado ou outro. Desta forma
surge a histerese, que aparece na estrutura eletrônica e, consequentemente, em
todas as outras grandezas calculadas.

Note que, apesar de designar estes estados de energia mais alta por
metaestáveis, no meu cálculo eles são estados estacionários, soluções das equações
de Kohn-Sham. No meu modelo eu não incluo nenhum ingrediente adicional que
deixe o sistema relaxar para o estado de mais baixa energia. Já nos sistemas
reais estes mecanismos existem. Mesmo no ferromagnetismo usual, os ciclos de
histerese ocorrem porque as medidas são efetuadas numa escala de tempo muito
menor que o tempo de relaxação. De fato, em um trabalho posterior, o mesmo
grupo experimental que efetuou as medidas de magnetotransporte que eu analiso
neste capítulo mostrou medidas de relaxação do pico anômalo de resistividade em
função do tempo [36]. Estas medidas não apresentam resultados para os ciclos
de histerese, mas mostram que os efeitos de relaxação observados no pico de
resistividade ocorrem apenas quando T < Tc.18

16Passos de até 0.1T também foram utilizados e os resultados também apresentaram histerese.
Passos maiores não são interessantes pois a histerese se dá numa escala de décimos de Tesla, e
não seria detectada.

17Ao �nal de cada ciclo autoconsistente a mistura entre o potencial autoconsistente de
iterações diferentes é interrompida e outras 10 iterações são calculadas. Assim eu testo se
o cálculo convergiu para uma solução estável.

18Cooper et al. [34] também interpretou seus resultados para histerese e relaxação presentes
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É importante ressaltar que este modelo não recorreu a argumentos
sobre a formação de domínios e canais de condução nas barreiras entre domínios
para explicar tanto a histerese, quanto o pico de resistividade anômalo. Para re-
produzir os resultados experimentais de magnetotransporte foi necessário apenas
simular os estados localizados e estendidos dos níveis de Landau, e a passagem
do nível de Fermi por estes estados (como na explicação para o efeito Hall quân-
tico inteiro [166]). Assim, mesmo com as evidências de que ocorre uma transição
entre estados de QHF, de uma con�guração com elétrons |↑〉 para elétrons |↓〉, e
vice-versa, mais a histerese no pico de resistividade anômalo, estas não são evi-
dências diretas da formação de domínios. Neste sentido, a presente formulação
é uma proposta alternativa para explicar os resultados experimentais de magne-
totransporte no regime de ferromagnetismo de efeito Hall. Entretanto, isto não
signi�ca que domínios de fato não ocorram, e que eles também não in�uenciem
nas propriedades de magnetotransporte.

Revisando os resultados de Knobel et al. [37] Para �nalizar este capítulo,
eu observo que Jaroszy«ski et al. [21] citam o experimento da Ref. [37], analisado
no capítulo anterior, como um exemplo em que ocorre o cruzamento de LLs mas
que não há o efeito QHF. De fato, Knobel et al. [37] fazem experimentos em
temperaturas tão baixas quanto 0.36K, observam o aparecimento de um pico
anômalo em ρxx, mas não há nenhuma histerese ou outro sinal de QHF. Isto é
uma con�rmação do fato que o pico anômalo ocorre devido ao cruzamento de LLs,
ou seja, não é necessário que ocorra o efeito de QHF para o seu aparecimento.

A questão que se coloca é, uma vez que os regimes dos dois expe-
rimentos são tão semelhantes, com o 2DEG parcialmente polarizado e com o
cruzamento de LLs de spins opostos, porque não foi observado QHF nos resulta-
dos da Ref. [37] semelhantes àqueles apresentados na Ref. [21]?19 Eu considero
dois pontos que podem explicar a diferença nos resultados:

1. O efeito de QHF é mais acentuado quando o fator de preenchimento é pró-
ximo de um valor inteiro [155]. Quando isto ocorre, a diminuição da energia
dos elétrons majoritários devido a troca-correlação é mais acentuada. O sis-
tema estudado por Jaroszy«ski et al. [21] satisfaz esta condição (ν ' 2).
Já no sistema de Knobel et al. [37], o pico anômalo surge em um valor de
campo magnético tal que ν ' 2.6, fora da condição óptima para a ocorrência
do QHF.

em curvas de ρxx em termos de estados metaestáveis.
19Ao realizar os experimentos divulgados na Ref. [37], os autores estavam também procurando

algum sinal de QHF, e esperavam encontrar uma histerese no pico anômalo, o que não aconteceu
[R. Knobel, comunicação privada].
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2. Somando-se ao item anterior, a amostra de Knobel et al. [37] têm mobi-
lidade menor que a de Jaroszy«ski et al. [21]. Isto signi�ca que há mais
espalhamento que, por sua vez, pode suprimir a estabilidade de fases ferro-
magnéticas [163].



Capítulo 7

Conclusões

Nesta tese eu investiguei a física dependente de spin presente em poços quânticos
digitais magnéticos do grupo II-VI. O contexto da abordagem teórica foi a versão
dependente de spin da teoria do funcional da densidade (DFT) na aproximação
da densidade de spin local (LSDA). Eu resolvi as equações autoconsistentes de
Kohn-Sham para a função envelope na aproximação da massa efetiva. Em seguida
eu calculei diversas propriedades experimentalmente relevantes.

Eu separei o trabalho em duas partes. Na primeira eu estudei os efei-
tos de aglomeração e diluição das impurezas de Mn. Analisei a in�uência destes
efeitos na estrutura eletrônica do sistema e, consequentemente, nas propriedades
magnetoópticas experimentalmente investigadas. Eu de�ni per�s contínuos para
modelar as concentrações nominais e efetivas. Estes per�s levam em conta a di-
luição das impurezas, seja por segregação ou por interdifusão. O per�l de concen-
tração nominal foi utilizado para determinar a modulação estrutural dos o�sets na
banda de condução devido a presença dos átomos de Mn na liga semicondutora.
Já o per�l de concentração efetiva considera a aglomeração antiferromagnética
entre os íons de Mn, e foi utilizada para modelar o potencial dependente de spin
que os portadores sentem ao longo da amostra devido a interação de troca sp-d.

Usando os modelos para aglomeração e diluição, eu simulei o desdo-
bramento de spin gigante em DMHs investigadas por magnetofotoluminescência
[4, 7]. Esta parte do trabalho foi uma continuação do trabalho da Ref. [39], no
qual foi utilizado um per�l quadrado (sem diluição) mais o modelo de singletos
para a aglomeração antiferromagnética; o trabalho mostrou a importância da ag-
lomeração, mas o acordo com os dados numéricos foi qualitativo. Agora, com a
inclusão da diluição mais o modelo de estatística de aglomerados com singletos e
tripletos, foi possível obter um acordo quantitativo com os resultados experimen-
tais.

Nesta parte do trabalho eu também calculei tempos de espalhamento
de spin nas mesmas DMHs. Este cálculo é mais ilustrativo uma vez que o espa-
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lhamento induzido pela interação de troca s-d provavelmente não é o mecanismo
dominante nestes sistemas. O aspecto importante neste cálculo incluindo o efeito
de diluição foi mostrar que o efeito dos fatores de Fermi sobre τsf continua sendo
aumentar o desdobramento entre os ramos, um para transições de spin para cima
para spin para baixo, e o outro o contrário. Isto reforçou o resultado do trabalho
anterior [39]. Adicionalmente, foi possível mostrar que a inclusão de diluição
fez com que os tempos de espalhamento calculados teoricamente �cassem mais
próximos entre si para diferentes con�gurações, quando comparado com o caso
sem diluição, reproduzindo esta característica presente nos dados experimentais.

Uma vez estabelecido que os modelos contínuos para os per�s de con-
centração de Mn fornecem bons resultados, passei então a estudar o física do gás
de elétrons bidimensional que se forma quando os DMQWs são dopados, Caps. 5
e 6. Os per�s modelo continuaram a ser usados, não mais como o objeto do
estudo, mas como parte da formulação. Nesta segunda parte do trabalho, eu
estudei os resultados de dois conjuntos de dados experimentais. Apesar dos sis-
temas serem baseados em diferentes materiais, ZnSe nas Refs. [37, 38] e CdTe na
Ref. [21], ambos são parecidos em diversos aspectos. Os sistemas em questão são
poços quânticos digitais magnéticos dopados por modulação que são submetidos
a medidas de magnetotransporte no regime do efeito Hall quântico inteiro. Am-
bos experimentos observaram o aparecimento de um pico anômalo nas medidas
do efeito Shubnikov-de Haas. Entretanto, apenas a Ref. [21] detectou ciclos de
histerese indicando o regime de ferromagnetismo de efeito Hall quântico.

Usando o modelo apresentado no Cap. 4 mais o modelo para des-
crever o potencial de troca s-d formulado nos Caps. 2 e 3, eu calculei a estrutura
eletrônica e o magnetotransporte para os dois sistemas experimentais menciona-
dos. Para os dois casos, os meus resultados reproduziram as curvas de magne-
totransporte em função do campo magnético razoavelmente bem, bem como a
dependência com a temperatura e o ângulo do campo B com relação à direção de
crescimento do amostra. Picos anômalos nas curvas de resistividade ρxx surgiram
naturalmente, �cando evidente que a origem destes é o cruzamento entre níveis
de Landau com spins opostos próximos ao nível de Fermi.

Um primeiro aspecto que �cou evidente nestes cálculos, foi a impor-
tância da contribuição dos efeitos de muitos corpos (troca e correlação) para o
desdobramento de spin presente na estrutura eletrônica destes sistemas dopa-
dos. As estimativas feitas pelos grupos experimentais, considerando que apenas
a interação de troca s-d contribui para o desdobramento de spin, resultam em
concentrações de Mn maiores que os valores nominais incorporados nas amostras.
A simulação que �z na aproximação Hartree (Cap. 5) também precisa de valo-
res maiores de Mn, con�rmando esta interpretação. Por outro lado, ao incluir
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troca-correlação, a contribuição da interação de troca s-d para o desdobramento
de spin precisa ser menor para manter o mesmo desdobramento de spin �nal, e
portanto, os valores para as concentrações de Mn também são menores, e mais
realistas.

O ponto mais interessante nestas simulações foi o aparecimento do
efeito de ferromagnetismo de efeito Hall quântico no 2DEG con�nado na DMH de
(Cd,Mn)Te, reproduzindo os ciclos de histerese e a temperatura crítica presentes
nos resultados experimentais da Ref. [21]. O ingrediente da formulação que per-
mitiu o aparecimento destes efeitos foi o termo de troca e correlação dependente
de spin. Troca e correlação no gás de elétrons atenua a contribuição de Har-
tree, sendo este efeito mais acentuado quando o sistema está polarizado, ou seja,
com todos os spins com a mesma orientação. Este efeito é capaz de estabilizar
o estado ferromagnético, que persiste enquanto a temperatura do sistema é me-
nor que uma certa temperatura crítica. O cálculo que eu efetuei mostra que, no
espaço de con�gurações do sistema, existem estados metaestáveis relativamente
próximos quando níveis de Landau de spins opostos se aproximam. Dependendo
se o campo magnético está aumentando ou diminuindo, o sistema pode �car no
estado de menor energia ou em um destes estados excitados, resultando então um
ciclo de histerese.

É então importante frisar que o modelo formulado neste trabalho
é uma explicação alternativa para os efeitos de ferromagnetismo de efeito Hall
quânticos observados em experimentos de magnetotransporte. Isto porque, a
visão mais divulgada na literatura envolve a formação de domínios no 2DEG, e
que os picos anômalos de resistividade resultam da condução nas barreiras entre
estes domínios. Note, porém, que o fato dos resultados experimentais terem sido
reproduzidos sem considerar a formação de domínios não exclui existência deles,
mas indica que eles não são essenciais para a ocorrência do efeito. Adicionalmente,
este trabalho é o primeiro que, de fato, efetua um cálculo de magnetotransporte
no regime de ferromagnetismo de efeito Hall quântico, e que reproduz alguns dos
resultados experimentais existentes na literatura.

Aqui eu também explico porque não foi observado o efeito de QHF
no sistema baseado em (Zn,Mn)Se das Refs. [37, 142]. Neste sistema, o fator de
preenchimento do 2DEG próximo ao campo magnético do pico anômalo não é in-
teiro (e nem próximo), não satisfazendo assim a condição que acentua a interação
de troca-correlação, que, por sua vez, estabiliza o estado ferromagnético [155].
Além disso, a amostra apresenta mais desordem, indicado pela mobilidade me-
nor, sendo este um outro fator que atrapalha a formação do estado ferromagnético
[163].

Resumindo os principais resultados deste trabalho, primeiro eu mos-
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trei que, ao modelar a distribuição das impurezas magnéticas em DMHs usando
per�s de concentração nominal e efetivos, considerando conjuntamente os efeitos
de diluição e de aglomeração antiferromagnética, obtenho uma boa descrição do
potencial dependente de spin presente nestes sistemas, que por sua vez, pode ser
utilizado no cálculo da estrutura eletrônica. O segundo resultado é sobre a impor-
tância da interação de muitos corpos nestes sistemas bidimensionais magnéticos:
por um lado troca e correlação têm uma contribuição considerável no desdobra-
mento de spin destes sistemas; por outro lado, como os 2DEGs con�nados nestes
sistemas magnéticos são quase que completamente polarizados, a dependência de
troca-correlação com a polarização é bem mais acentuada que em sistemas não-
magnéticos. Adicionalmente, ao considerar os efeitos de troca e correlação fui
capaz de reproduzir o aparecimento do efeito de ferromagnetismo de efeito Hall
quântico, simulando ciclos de histerese, transição de fase e temperatura crítica.

Este trabalho fornece uma prescrição teórica relativamente simples
para estudar a física dependente de spin de heteroestruturas magnéticas. Ela é
baseada no formalismo de Kohn-Sham da teoria do funcional da densidade, no
qual o problema de muitos corpos é mapeados em um sistema efetivo de partícula
simples. Os resultados tiveram um bom acordo com vários dados experimentais,
sugerindo que as contribuições mais relevantes para o sistema foram adequada-
mente consideradas. Naturalmente, muitas melhorias podem ser acrescentadas ao
presente modelo, e novos tópicos podem ser investigados à partir do ferramental
que foi desenvolvido para este trabalho.

Em especial, aqui eu menciono alguns projetos que já estão em anda-
mento. Com relação ao procedimento numérico, estão sendo desenvolvidas rotinas
para resolver as equações de Kohn-Sham usando uma discretização não-uniforme,1

o que permitirá efetuar os mesmos cálculos em menos tempo e com maior pre-
cisão. Outro projeto em andamento é um estudo comparativo entre diversos
funcionais e parametrizações para a energia e o potencial de troca-correlação, nas
aproximações LSDA e GGA.2 Este estudo investiga a adequação destes funcionais
quando se utiliza a DFT no cálculo da estrutura eletrônica de heteroestruturas
semicondutoras magnéticas. Outro projeto em andamento é o estudo de hetero-
estruturas rasas, ou seja, que o potencial de con�namento é pequeno o su�ciente
tal que apenas parte do elétrons da região dopada é capturada pela região de
con�namento (cf. a nota de rodapé 2, pág. 111). Como já mencionado, estou
também trabalhando no cálculo da magnetização eletrônica do sistema. Esta é
uma grandeza relevante pois é usada para investigar a densidade de estados do
sistema eletrônico. Em particular, quando ocorre o efeito de QHF, esta grandeza

1Colaboração com o estudante de iniciação cientí�ca Gerson Ferreira Junior.
2Colaboração com o Prof. Dr. Klaus W. Capelle.
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é muito importante pois pode trazer informações sobre a natureza das transições
de fase que ocorrem nestes sistemas. Também pretende-se calcular a susceptibi-
lidade magnética e calor especí�co.

Além destes projetos em andamento, várias outras possibilidades po-
dem ser exploradas. Nos últimos anos foram divulgados vários experimentos mo-
strando o aparecimento do ferromagnetismo de efeito Hall quântico em 2DEGs
con�nados em vários tipos de heteroestruturas [21�35]. O modelo teórico desen-
volvido neste trabalho permite investigar muitos destes sistemas. Além do mais,
como o modelo aqui proposto é relativamente simples, ele pode ser utilizado para
investigar o espaço de parâmetros de heteroestruturas ainda a serem crescidas.
Muitos dos experimentos divulgados na literatura são no regime do efeito Hall
quântico fracionário, muitos deles com medidas de magnetotransporte que exi-
bem picos anômalos e histerese. Assim, um projeto interessante será utilizar a
formulação de férmions compostos para mapear o efeito fracionário no efeito in-
teiro [169, 170] e, então, possivelmente aproveitar a formulação deste projeto para
investigar o magnetotransporte destes sistemas fracionários.

Aqui eu aponto a necessidade de se efetuar medidas sistemáticas in-
vestigando a física do Mn em arranjos bidimensionais de heteroestruturas digitais,
o que pode ser feito usando técnicas de espectroscopia magnetoóptica tradicio-
nais ou a técnica de microscopia de tunelamento de seção transversal (X-STM)
[84�88]. Medidas deste tipo ajudariam aprofundar o entendimento sobre os efei-
tos de aglomeração antiferromagnética e de diluição, com importante impacto na
engenharia de sistemas magnéticos nanoestruturados. Nos parágrafos anteriores
eu cito várias possibilidades de trabalhos teóricos, com destaque especial para
aqueles envolvendo a física de 2DEGs no regime de ferromagnetismo de efeito
Hall. Trabalhos experimentais neste sistemas, mas envolvendo outras grandezas,
como magnetização, susceptibilidade magnética, e/ou calor especí�co, provavel-
mente fornecerão valiosas informações sobre a natureza das transições de fase que
ocorrem nestes sistemas. Assim, com este trabalho eu espero estimular diversas
linhas de investigação, sejam elas teóricas e/ou experimentais.
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Apêndice A

Tempo de espalhamento de spin em
DMHs

A.1 Introdução

Aqui eu reproduzo o modelo de espalhamento de spin induzido pela interação
de troca s-d apresentado nas Refs. [39, 83] e utilizado no Cap. 3 desta tese. Na
Sec. 3.4 eu inicio a análise à partir das taxas de espalhamento deduzidas com
detalhes na Ref. [83]; como esta referência é uma tese, cujo texto é de acesso
mais difícil, este apêndice se faz necessário para tornar o texto da tese auto-
su�ciente. No cálculo das taxas de espalhamento de spin que segue eu sigo os
passos da Ref. [83], mas também generalizo o cálculo para um per�l arbitrário (na
direção de crescimento) de concentração de impurezas magnéticas (as Refs. [39,
83] apresentam o caso particular de barreiras ideais quadradas).

A interação entre os elétrons itinerantes da banda de condução com
os elétrons localizados das impurezas magnéticas é chamada de interação de troca
s-d, e pode ser descrita por um hamiltoniano do tipo Kondo (cf. Sec. 1.4.3)

Hs−d = −
∑
Rj

J(r −Rj)SRj
· σ . (A.1)

Excetuando a Sec. 3.4, no restante desta tese eu utilizei a aproximação de campo
médio (MF) para interação de troca s-d, cujo hamiltoniano é

HMF
s−d = −〈Sz〉σz

∑
Rj

J(r −Rj) . (A.2)

Este hamiltoniano de campo médio é completamente diagonal e não acarreta pro-
cessos de espalhamento de spin. Entretanto, as �utuações em relação a situação
média, ou seja, os termos de (A.1) que foram desprezados, podem, em princípio,
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ser responsáveis por spin-�ip. As �utuações da situação de campo médio podem
ser escritas como

∆Hs−d =Hs−d −HMF
s−d

=−
∑
Rj

J(r −Rj)

[(
Sz,Rj

− 〈Sz〉
)
σz +

1

2

(
S+

Rj
σ− + S−Rj

σ+
)]

.
(A.3)

Os termos fora da diagonal de (A.3),

Hsf = H↑↓ + H↓↑ = −1

2

∑
Rj

J(r −Rj)
(
S+

Rj
σ− + S−Rj

σ+
)

, (A.4)

induzem o espalhamento de spin.
Para calcular o tempo de espalhamento de um estado eletrônico

inicial com spin σz para um estado f inal com spin σ̄z utiliza-se então a regra
de ouro de Fermi,

1

τσσ̄
sf

=
2π

~
∑

kf

〈|〈f |Hsf |i〉|2
〉

spin
δ(Eσ̄

f − Eσ
i ) , (A.5)

sendo Hs−f o hamiltoniano de spin-�ip (A.4), e Eσ
i e Eσ̄

f as energias dos estados
inicial e �nal, respectivamente.

A.2 Elemento de matriz do espalhamento de spin

Para a primeira sub-banda, as transições entre spin |σ〉 e spin |σ̄〉 envolvem os
seguintes estados iniciais e �nais

|i〉 =
eiki·r
√

A
χσ(z) u1,0(r) |σ〉

∣∣Si
z(R1) · · ·Si

z(Rj) · · ·Si
z(RN)

〉
, (A.6)

|f〉 =
eikf ·r
√

A
χσ̄(z) u1,0(r) |σ̄〉

∣∣Sf
z (R1) · · ·Sf

z (Rj) · · ·Sf
z (RN)

〉
, (A.7)

nos quais u1,0(r) é a função de Bloch em k = 0 [42] da primeira sub-banda. Desta
forma, e.g., o elemento de matriz para a transição spin |↑〉 para spin |↓〉 �ca

〈f |H↑↓|i〉 = 〈f | − 1

2

∑
Rj

J(r −Rj)S
+
Rj

σ− |i〉

= −1

2

∑
Rj

∫

V

ei(ki−kf )·r

A
χ↑(z)χ↓(z) u∗1,0(r) J(r −Rj) u1,0(r) dr × 〈↓|σ−|↑〉

× 〈
Sf

z (R1) · · ·Sf
z (Rj) · · ·Sf

z (RN)
∣∣ S+

Rj

∣∣Si
z(R1) · · ·Si

z(Rj) · · ·Si
z(RN)

〉
.(A.8)
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Mudando de variáveis r → r′ + Rj e usando que un,0(r
′) = un,0(r

′ + Rj), a parte
espacial de (A.8) �ca

−1

2

∑
Rj

ei(ki−kf )·Rj

A

∫

V

ei(ki−kf )·r′ χ↑(z′ + Zj)χ
↓(z′ + Zj) u∗1,0(r

′) J(r′) u1,0(r
′) dr .

(A.9)
Uma vez que o acoplamento de troca J(r) é de curto alcance, simpli�ca-se (A.9)
fazendo r′ = 0 e z′ = 0 (interação de contato), resultando em

−1

2

∑
Rj

ei(ki−kf )·Rj

A
χ↑(Zj)χ

↓(Zj)

∫

V

u∗1,0(r
′) J(r′) u1,0(r

′) dr . (A.10)

Usando que
〈↓ |σ−|↑〉 = 1 , (A.11)

∫

V

u∗1,0(r
′) J(r′) u1,0(r

′) dr = α , (A.12)

e que o elemento de matriz relativo ao spin do Mn é

〈
Sf

z (R1) · · ·Sf
z (Rj) · · ·Sf

z (RN)
∣∣ S+

Rj

∣∣Si
z(R1) · · ·Si

z(Rj) · · ·Si
z(RN)

〉

=
〈
Sf

z (R1)
∣∣Si

z(R1)
〉×
· · · × 〈

Sf
z (Rj)

∣∣S+
Rj

∣∣Si
z(Rj)

〉× · · ·
× 〈

Sf
z (RN)

∣∣Si
z(RN)

〉

=
√

S(S + 1)− Si
z(Rj)[Si

z(Rj) + 1] δSf
z (Rj),Si

z(Rj)+1

∏

l 6=j

δSf
z (Rl),Si

z(Rl)
, (A.13)

o termo 〈f |H↑↓|i〉 para a transição ↑↓ �ca

〈f |H↑↓|i〉 = −α

2

∑
Rj

ei(ki−kf )·Rj

A
χ↑(Zj)χ

↓(Zj)

√
S(S + 1)− Si

z(Rj)[Si
z(Rj) + 1] δSf

z (Rj),Si
z(Rj)+1

∏

l 6=j

δSf
z (Rl),Si

z(Rl)
. (A.14)

O termo relevante na regra de ouro de Fermi é o módulo ao quadrado
do elemento de matriz conectando os estados iniciais e �nais, a saber,

∣∣〈f |H↑↓|i〉
∣∣2 =

1

4

1

A2
α2

∑
Rj

∣∣χ↑(Zj)
∣∣2 ∣∣χ↓(Zj)

∣∣2

×{
S(S + 1)− Si

z(Rj)[S
i
z(Rj) + 1]

}
.

(A.15)
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A.3 Média sobre as impurezas

Agora é necessário efetuar a média térmica sobre as orientações dos spins das
impurezas 〈· · · 〉spin [as coordenadas das impurezas em (A.15) são bem de�nidas],
ou seja,

〈∣∣〈f |H↑↓|i〉
∣∣2

〉
spin

=
1

4

1

A2
α2

∑
Rj

∣∣χ↑(Zj)
∣∣2 ∣∣χ↓(Zj)

∣∣2

× 〈
S(S + 1)− Si

z(Rj)[S
i
z(Rj) + 1]

〉
spin

.

(A.16)

Esta média recai sobre o termo contendo o spin do Mn, que �ca

〈
S(S + 1)− Si

z(Rj)[S
i
z(Rj) + 1]

〉
spin

= S(S + 1)− 〈S2
z 〉 − 〈Sz〉 , (A.17)

sendo
〈S2

z 〉 =

∑S
Sz=−S S2

z exp(−gMnµBBSz/kBT )∑S
Sz=−S exp(−gMnµBBSz/kBT )

(A.18)

e

〈Sz〉 =

∑S
Sz=−S Sz exp(−gMnµBBSz/kBT )∑S

Sz=−S exp(−gMnµBBSz/kBT )
= −SBS

(
gMnµBSB

kBT

)
, (A.19)

com Bs(x) a função de Brillouin

BS(x) =

(
1 +

1

2S

)
coth

[(
1 +

1

2S

)
x

]
− 1

2S
coth

(
1

2S
x

)
. (A.20)

A Eq. (A.16) simpli�ca então para

〈∣∣〈f |H↑↓|i〉
∣∣2

〉
spin

=
α2

4A2

{
S(S + 1)− 〈S2

z 〉 − 〈Sz〉
} ∑

Rj

∣∣χ↑(Zj)
∣∣2 ∣∣χ↓(Zj)

∣∣2 .

(A.21)

Para realizar a soma sobre os sítios das impurezas, eu uso o fato
que elas estão distribuídas em Nb camadas, cada uma contendo NMn

b impurezas
magnéticas. Em cada plano, o número de íons de Mn é NMn

b , que pode ser
escrito em termos da concentração molar planar e do número total de cations,
NMn

b = xpN
c
b = xpAd/Ω0, com Ad o volume da camada com largura d e área A,

e Ω0 o volume da célula primitiva. Resumindo,

∑
Rj

=

Nb∑
n=1

NMn
b =

Nb∑
n=1

xpN
c
b =

Nb∑
n=1

xp
Ad

Ω0

=
A

Ω0

Nb∑
n=1

xpd
(2.27)−−−→
(2.28)

A

Ω0

∫

L

x(z) dz .

(A.22)
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Na última passagem de (A.22) eu uso a propriedade de normalização (2.27) da
função per�l ℘(z) para estender o caso ideal, per�l quadrado com largura d, para
o caso contínuo com um per�l arbitrário de concentração de Mn. Assim, usando
que N0 = Ω−1

0 , a Eq. (A.21) �ca
〈∣∣〈f |H↑↓|i〉

∣∣2
〉

spin
=

Ω0

4A
(N0α)2

{
S(S + 1)− 〈S2

z 〉 − 〈Sz〉
}

×
∫

L

x(z)
∣∣χ↑(Zj)

∣∣2 ∣∣χ↓(Zj)
∣∣2 dz .

(A.23)

A.4 Taxa de espalhamento de spin

Agora eu calculo a taxa de espalhamento de spin, a partir da qual de�ni-se o
tempo característico de spin-�ip τsf . Inicialmente eu não incluo os fatores de
Fermi. Em seguida eu considero a ocupação das sub-bandas admitindo que os
portadores nas sub-bandas são descritos pela função de Fermi com uma tempera-
tura efetiva Te maior que a temperatura de rede cristalina TL (o processo ocorre
numa escala de tempo inferior à necessária para ocorrer a termalização com a
rede).

A.4.1 Caso sem estatística de Fermi

A taxa de espalhamento de spin é dada pela Eq. (A.5). Substituindo (A.23) em
(A.5) obtenho

1

τ ↑↓sf

=
2π

~
∑

kf
q

Ω0

4A
(N0α)2

{
S(S + 1)− 〈S2

z 〉 − 〈Sz〉
}

×
∫

L

x(z)
∣∣χ↑(Zj)

∣∣2 ∣∣χ↓(Zj)
∣∣2 dz

× δ

(
E↓

1 +
~2kf

q
2

2m
− E↑

1 −
~2ki

q
2

2m

)
. (A.24)

Substituindo
∑

kf
q
por A/(2π)2

∫ 2π

0
dθ

∫∞
0

kf
q dkf

q , e usando que kf
q dkf

q = 1
2
d

(
~2kf

q
2

2m

)
2m
~2 ,

a Eq. (A.24) �ca

1

τ ↑↓sf

=
mΩ0

4~3
(N0α)2

{
S(S + 1)− 〈S2

z 〉 − 〈Sz〉
}

×
∫

L

x(z)
∣∣χ↑(Zj)

∣∣2 ∣∣χ↓(Zj)
∣∣2 dz .

(A.25)
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A.4.2 Incluindo os fatores de Fermi
Para incluir os fatores de Fermi eu considero a probabilidade de existir espaço
de fase na sub-banda do estado �nal, ou seja, 1 − fkσ̄

q ,m, com fkσ̄
q ,m a função de

Fermi da sub-banda com elétrons minoritários. A taxa de espalhamento dada
pela Eq. (A.5) de spin �ca então

1

τσσ̄
sf

=
2π

~
∑

kf

〈|〈f |Hsf |i〉|2
〉

spin

[
1− fkσ̄

q ,m

]
δ(Eσ̄

f − Eσ
i ) , (A.26)

com
[1− f σ̄

m(εk‖)] =
1

exp
[
−

(
εσ
1 + εk‖ − µσ̄

m

)
/kBTe

]
+ 1

. (A.27)

µM(m) é o potencial químico de elétrons majoritários (M) e minoritários (m), dado
por [39]

µσ
M(m) = εe,σ

1 + kBT ln
[
exp

(
∆σ

M(m)/kBT
)− 1

]
, (A.28)

no qual ∆M(m) é o excesso de energia correspondente à ocupação das sub-bandas
majoritárias (M) e minoritárias (m).

Substituindo (A.23) em (A.26) obtenho

1

τ ↑↓sf

=
mΩ0

4~3
(N0α)2

{
S(S + 1)− 〈S2

z 〉 − 〈Sz〉
}

×
∫

L

x(z)
∣∣χ↑(Zj)

∣∣2 ∣∣χ↓(Zj)
∣∣2 dz

×
[
1− fk↓q ,m

]
.

(A.29)

De forma similar, para o caso de espalhamento da sub-banda majoritária com
spin |↓〉 para a sub-banda minoritária com spin |↑〉, a taxa de espalhamento �ca

1

τ ↓↑sf

=
mΩ0

4~3
(N0α)2

{
S(S + 1)− 〈S2

z 〉+ 〈Sz〉
}

×
∫

L

x(z)
∣∣χ↑(Zj)

∣∣2 ∣∣χ↓(Zj)
∣∣2 dz

×
[
1− fk↑q ,m

]
,

(A.30)

com a restrição que

E↓
1 +

~2ki
q
2

2m
≥ E↑

1 . (A.31)
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