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Resumo

VEIGA, R. S. Efeitos de hibridização correlacionada no modelo de Anderson de uma
impureza. 2012. 135 p. Dissertação (Mestrado em Ciências) - Instituto de Física de SãoCarlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2012.
O desenvolvimento de novos materiais tem tido papel fundamental nos recentes avançostecnológicos. Esse progresso depende muito de fundamentos teóricos que abordem me-canismos microscópicos da matéria, ou seja, como átomos e moléculas interagem e geramconfigurações especiais, responsáveis pelo seu comportamento macroscópico. Dentre osmateriais de interesse na atualidade estão os sistemas contendo impurezas magnéticasdiluídas, isto é, átomos com camadas d ou f incompletas imersos, por exemplo, em metaisnão magnéticos, como átomos de ferro em uma matriz de cobre. Tradicionalmente, estessistemas tem sido tratados através dos modelos de Kondo ou Anderson, os quais, desdeos primeiros estudos na década de 1960, estão entre os mais importantes em física damatéria condensada. Neste trabalho, estudamos especificamente o modelo de Andersonde uma impureza. Ele se caracteriza por considerar uma correlação quando dois elétronsde spins opostos ocupam o nível localizado que representa a impureza. Além de, por outrotermo no Hamiltoniano, contabilizar a hibridização eletrônica entre a banda de condu-ção e a impureza, devido à superposição das funções de onda dos elétrons localizadose itinerantes. Em acréscimo ao modelo tradicional, incluímos um termo de hibridizaçãoadicional, que depende explicitamente do número de ocupação do nível localizado. Estetermo de interação que acopla diretamente no Hamiltoniano o processo de hibridização eos efeitos de correlação é denominado de hibridização correlacionada. Através da estru-turação e da consequente aplicação da técnica do Grupo de Renormalização Numérico -a qual estabelece uma transformação no Hamiltoniano, que a cada passo acrescenta umaescala de energia ao problema e constrói um método iterativo, no qual um Hamiltonianoé diagonalizado numericamente a cada iteração -, analisamos os efeitos de hibridizaçãocorrelacionada sobre parte da física do modelo de Anderson de uma impureza. Em par-ticular, isso é feito por meio de dados numéricos para a dependência da contribuição daimpureza a três propriedades termodinâmicas - são elas: suscetibilidade magnética, calorespecífico e entropia - em função da temperatura, desde o topo da banda de condução atéo nível de Fermi.

Palavras-chave: Modelo de Anderson. Hibridização correlacionada. Grupo de renormali-zação numérico. Propriedades termodinâmicas. Física da matéria condensada.





Abstract

VEIGA, R. S. Effects of correlated hybridization in the single-impurity Anderson model.2012. 135 p. Dissertação (Mestrado em Ciências) - Instituto de Física de São Carlos,Universidade de São Paulo, São Carlos, 2012.

The development of new materials has been playing a fundamental role in the currentlytechnological advances. This improvement is strongly dependent on the theoretical founda-tions which study the microscopic matter engine, i.e., the way atoms and molecules interactand create distinct configurations, responsible for their macroscopic behavior. Among theinteresting materials, there are the dilute magnetic impurity systems. They are constitutedby partially filled d or f orbital atoms immersed, for exemple, in nonmagnetic metals; likeiron atoms in a copper background. Traditionally, such system has been described bythe Kondo and Anderson models, which are, since the sixties, two of the most importantmodels in condensed matter physics. In the present work, we specifically study the single-impurity Anderson model. It is characterized by taking correlation into account when twoparticles with opposite spins fill the impurity localized energy level. Beyond, by anotherterm in the Hamiltonian, it considers the eletronic hybridization between impurity andconduction band, due their wave functions overlap. In addition to the usual model, we in-clude a different hybridization term, which explicitly depends on localized level occupationnumber. This new interaction term, which couples hybridization process and correlationeffects directy in the Hamiltonian, is named correlated hybridization. Through the exposi-tion of Numerical Renormalization Group technique and its consequent enforcement - theprocedure states a transformation in the Hamiltonian, where each step adds an energyscale to the problem and set up an iterative scheme, where a Hamiltonian is numericallydiagonalized at each iteration - we analyse effects of correlated hybridization on partof the single-impurity Anderson model physics. In particular, this is done by numericalrenormalization group data for the temperature dependence of the impurity contributionto three thermodynamical properties - they are: magnetic susceptibility, specific heat andentropy -, from the top of the conduction band until the Fermi level.

Keywords: Anderson model. Correlated hybridization. Numerical renormalization group.Thermodynamic properties. Condensed matter physics.





LISTA DE FIGURAS
Figura 2.1 - Representação esquemática do modelo de Anderson de uma impureza no contextode um banho fermiônico descrito por uma banda de condução semipreenchida nointervalo [−1, 1], em unidades de D, que interage com um nível localizado via trocade partículas. Este pode estar vazio com energia zero, unicamente ocupado comenergia εf ou duplamente ocupado com energia 2εf + U . Quando 2εf + U = 0,os estados vazio e duplamente ocupado são degenerados e o Hamiltoniano dadopelas Eqs.(2.2) é invariante sob as transformações fσ ↔ −f†σ e ckσ ↔ c†−k,σ , casoem que o modelo é dito simétrico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38Figura 2.2 - Representação esquemática de dois possíveis casos de hibridização, nos quaisuma partícula com spin up sai do nível da impureza em direção ao banho. Obvia-mente, o processo no sentido inverso, e ainda os casos de spin down, são análogos.(a) Ocupação única do nível da impureza: somente o termo tradicional, proporci-onal a Vk , contribui para a hibridização, pois a aplicação do operador f†↓ f↓, após

c†k↑f↑, anula o de hibridização correlacionada. (b) Dupla ocupação do nível daimpureza: além do termo usual, proveniente da atuação do operador Vkc†k↑f↑, háainda a parte adicional devido à dupla ocupação do nível da impureza, pois nestecaso o operador −Wkf†↓ f↓c
†
k↑f↑ contribui, resultando em uma hibridização Vk−Wk .Em suma, HW apresenta contribuição não nula quando o nível da impureza estáduplamente ocupado no início ou no fim do processo de troca de partículas. . . 39

Figura 3.1 - Passos iniciais do método do GRN ilustrados para o modelo de Anderson de umaimpureza, no qual a impureza (anel circular) se acopla a uma banda de condu-ção contínua via função hibridização ∆(ω) constante. (a) Conjunto logarítmico deintervalos introduzido pelo parâmetro de discretização Λ > 1. (b) O espectrocontínuo interno a cada um destes intervalos é aproximado por um único estado.(c) O modelo discretizado é mapeado em uma cadeia semi-infinita (no sentido deapresentar uma condição de contorno mesmo sendo infinita) na qual a impurezase acopla somente ao primeiro sítio referente aos elétrons de condução, via ashibridizações V e W . (d) Construção de um processo de diagonalização itera-tiva da cadeia que pode ser entendido como uma transformação R do grupo derenormalização. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43



Figura 3.2 - Discretização logarítmica do domínio da função hibridização do banho por meio doparâmetro Λ > 1. Apesar de mostrarmos somente a região ε > 0, a discretização ésimétrica com relação a ε = 0. Em metais considera-se que a banda de condução ésemipreenchida e simétrica ao nível de Fermi εF , definido como o zero de energia,
εF ≡ 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45Figura 3.3 - Representação esquemática do mapeamento do modelo original em um formatode cadeia semi-infinita, dado pela Eq.(3.26). O anel circular, sobre o qual atuamos operadores f (†)0σ , condensa os graus de liberdade da impureza. Por sua vez,a contribuição do banho é representada por círculos preenchidos, sobre os quaisatuam os operadores c(†)

nσ . Somente o sítio da cadeia com n = 0 se liga diretamenteà impureza, via V e W . A contribuição dos outros graus de liberdade do banho sedá pela interação entre os sítios referentes a ele. Os parâmetros do Hamiltonianona forma tridiagonal, análogos aos de um modelo tight-binding, são as energiaslocais εn de cada sítio e os elementos de matriz tn, sendo que estes quantificama força da interação entre os sítios vizinhos relativos à banda de condução. . . 51Figura 3.4 - Em cada etapa do processo de diagonalização iterativa um sítio da cadeia, comenergia εN+1 e operadores c(†)
N+1, é adicionado ao Hamiltoniono HN . A base

|r; s〉N+1 do Hamiltoniano resultanteHN+1 é formada pelo produto dos autoestadosde HN , {|r〉N}, com uma base {|s(N + 1)〉} relativa ao sítio adicionado. . . . . 56Figura 3.5 - (a) Espectro EN(r) do Hamiltoniano HN com a energia do estado fundamentaldefinida como zero. (b) Primeiro termo do lado direito da Eq.(3.37); fator deescala Λ1/2 atuando sobre o espectro de HN . (c) Espectro EN+1(w) de HN+1,calculado pela diagonalização da matriz cujos elementos são dados pela Eq.(3.43).(d) Espectro de HN+1 após o truncamento, no qual apenas os Ns estados de menosenergia foram mantidos. Como, de acordo com a Eq.(3.35), os autovalores de HN+1são proporcionais a Λ(N−1)/2, para evitar o crescimento exponencial, a cada iteraçãoo estado fundamental é definido como o zero de energia. . . . . . . . . . . . 57Figura 3.6 - Energias mais baixas de HN - dado pela Eq.(3.37) - em função de N ímpar; para∆(ω) = ∆0 constante, V = 0.00006, U = 0.02, εf = −10−5, W = 0. As energiasmais baixas mudam muito pouco com N ímpar em praticamente quatro regiões:nas primeiras iterações (N < 5), em duas regiões de valores intermediários de
N (5 < N < 15 e 15 < N < 30) e para N > 30, as quais caracterizam quatropontos fixos. Todas as medidas de energia são feitas a partir do nível de Fermi,em unidades da semilargura de banda D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72Figura 3.7 - Distinção entre os pontos provenientes das dez primeiras iterações para a de-pendência de uma propriedade física arbitrária e ilustrativa com a temperatura, Φ
versus T , utilizando β̄ = 0.6, 0.8, 1.0, 1.2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74Figura 3.8 - Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Tχimp e
Cimp em função da temperatura no gráfico superior, sendo que o eixo ordenadoda esquerda se refere a primeira propriedade e o da direita a segunda. Nográfico inferior, exp(Simp) em função da temperatura T . Parâmetros: V = 0.0006,
U = 0.02, εf = −10−5, W = 0. Todas as medidas de energia são feitas a partirdo nível de Fermi, em unidades da semilargura de banda D. . . . . . . . . . 80



Figura 3.9 - Representação esquemática dos estados acessíveis da impureza isolada para oparticular espaço de parâmetros do modelo, cujos valores referentes a impurezasão εf = −10−5 e U = 0.02. Todas as medidas de energia são feitas a partir donível de Fermi, definido como o zero de energia, em unidades da semilargura debanda D, assim como na Fig.2.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81Figura 3.10 - Comparação entre a curva universal e os dados de Tχimp em função da tempe-ratura, reescalados por TK = 4.1× 10−11, para os mesmos parâmetros da Fig.3.8:
V = 0.0006, U = 0.02, εf = −10−5, W = 0. Novamente, todas as medidasde energia são feitas a partir do nível de Fermi, em unidades da semilargura debanda D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85Figura 3.11 -Exemplo de um conjunto de curvas Tχimp versus T que apresenta comportamentouniversal em baixas temperaturas. Em cada uma delas escolhemos diferentesparâmetros V , W , εf e U; consequentemente, cada uma é caracterizada por umvalor diferente de TK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86Figura 3.12 -Comparação entre a curva universal e os dados de Tχimp em função da tempera-tura, reescalados por TK = 5.1 × 10−5, para um conjunto de parâmetros em que
Tχimp não segue o comportamento universal em baixas temperaturas. . . . . . 86Figura 3.13 - Discretização logarítmica do domínio da função hibridização do banho por meiode dois parâmetros: Λ > 1 e 0 < z ≤ 1. Apesar de mostrarmos somente a região
ε > 0, a discretização é simétrica com relação a ε = 0. Note que para z = 1 adiscretização apresentada na Fig.3.2 é recuperada. . . . . . . . . . . . . . . 87Figura 3.14 - Exemplo da eficiência do uso do parâmetro z na melhora dos resultados para
Tχimp e exp(Simp), utilizando Λ = 5 e dois valores do novo parâmetro z: z = 0.5e z = 1. Quanto aos parâmetros do modelo,V = 0.0006, U = 0.02, εf = −10−5,
W = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

Figura 4.1 - Representação esquemática dos estados acessíveis da impureza isolada para oparticular espaço de parâmetros do modelo, cujos valores referentes a impurezasão εf = −0.001 e U = 0.002. Todas as medidas de energia são feitas a partirdo nível de Fermi, definido como o zero de energia, em unidades da semilargurade banda D, assim como na Fig.2.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93Figura 4.2 - Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Tχimp eexp(Simp) em função da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.005, U =0.002, εf = −0.001. Parâmetros do grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5;procedimento intercalado com z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas de energia sãofeitas a partir do nível de Fermi, em unidades da semilargura de banda D. . . 94Figura 4.3 - Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Cimp eexp(Simp) em função da temperatura T . Paramêtros do modelo: V = 0.005, U =0.002, εf = −0.001. Parâmetros do grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5;procedimento intercalado com z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas de energia sãofeitas a partir do nível de Fermi, em unidades da semilargura de banda D. . . 96



Figura 4.4 - Representação esquemática dos estados acessíveis da impureza isolada para oparticular espaço de parâmetros do modelo, cujos valores referentes a impurezasão εf = −0.001 e U = 0.001. Todas as medidas de energia são feitas a partirdo nível de Fermi, definido como o zero de energia, em unidades da semilargurade banda D, assim como na Fig.2.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97Figura 4.5 - Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Tχimp eexp(Simp) em função da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.003, U =0.001, εf = −0.001 . Parâmetros do grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5;procedimento intercalado com z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas de energia sãofeitas a partir do nível de Fermi, em unidades da semilargura de banda D. . . 98Figura 4.6 - Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Cimp eexp(Simp) em função da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.003, U =0.001, εf = −0.001. Parâmetros do grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5;procedimento intercalado com z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas de energia sãofeitas a partir do nível de Fermi, em unidades da semilargura de banda D. . . 99Figura 4.7 - Representação esquemática dos estados acessíveis da impureza isolada para oparticular espaço de parâmetros do modelo, cujos valores referentes a impurezasão εf = 0 e U = 0.001. Todas as medidas de energia são feitas a partir do nívelde Fermi, definido como o zero de energia, em unidades da semilargura de banda
D, assim como na Fig.2.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100Figura 4.8 - Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Tχimp eexp(Simp) em função da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.001,
U = 0.001, εf = 0. Parâmetros do grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5;procedimento intercalado com z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas de energia sãofeitas a partir do nível de Fermi, em unidades da semilargura de banda D. . . 101Figura 4.9 - Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Cimp eexp(Simp) em função da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.001,
U = 0.001, εf = 0. Parâmetros do grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5;procedimento intercalado com z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas de energia sãofeitas a partir do nível de Fermi, em unidades da semilargura de banda D. . . 102Figura 4.10 - Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Tχimp eexp(Simp) em função da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.0006,
U = 0.02, εf = −10−5 . Parâmetros do grupo de renormalização numérico:Λ = 3.5; procedimento intercalado com z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas deenergia são feitas a partir do nível de Fermi, em unidades da semilargura de banda
D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104Figura 4.11 - Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Cimp eexp(Simp) em função da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.0006, U =0.02, εf = −10−5. Parâmetros do grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5;procedimento intercalado com z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas de energia sãofeitas a partir do nível de Fermi, em unidades da semilargura de banda D. . . 105



LISTA DE TABELAS
Tabela 3.1 - Base de estados utilizada na diagonalização de H0, dado pela Eq.(3.48), com2εf +U = 0. A escolha de combinações lineares no subespaço de carga 2, apesarde não ser estritamente necessária, é conveniente e simplifica os cálculos. . . . 60Tabela 3.2 - Autovalores, em unidades de Λ1/2, e autoestados de H0, com 2εf +U = 0, separa-dos conforme seus valores de carga e spin. A letra Ω é uma mera síntese notacionale representa em cada autoestado o seu respectivo autovalor, em unidades de Λ1/2. 62





SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO 27

1.1 Comentários preliminares e organização da dissertação . . . . . . . . . . . 27
1.2 Uma breve história do magnetismo: da superstição às equações de Maxwell 28
1.3 O século XX e a chave para a compreensão: a mecânica quântica . . . . . 31

2 MODELO DE ANDERSON 35

2.1 Modelo de Anderson de uma impureza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2 Hibridização correlacionada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3 GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO NUMÉRICO 41

3.1 Representação integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2 Discretização logarítmica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.3 Mapeamento em uma cadeia semi-infinita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.4 Diagonalização iterativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.5 Hibridização independente de k e dispersão linear: o caso estudado nume-ricamente neste trabalho . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58



3.6 Diagonalização de H0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.7 Construção da base de estados para a diagonalização de HN+1 . . . . . . . 62
3.8 Elementos de matriz de HN+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.8.1 Elementos de matriz invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.9 O conceito de ponto fixo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.10 Contribuição da impureza a propriedades físicas . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.10.1 Propriedades termodinâmicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.11 Relação entre pontos fixos e propriedades termodinâmicas . . . . . . . . . . 79

3.11.1 Ponto fixo de impureza livre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
3.11.2 Ponto fixo de valência flutuante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.11.3 Ponto fixo de momento local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
3.11.4 Ponto fixo de baixas temperaturas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.11.4.1 Regime universal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
3.11.4.2 Regime não universal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.12 Removendo oscilações espúrias: a média em z . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
4 RESULTADOS NUMÉRICOS 91

4.1 Parâmetros: V = 0.005, U = 0.002 e εf = −0.001 . . . . . . . . . . . . . . . 92
4.2 Parâmetros: V = 0.003, U = 0.001 e εf = −0.001 . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.3 Parâmetros: V = 0.001, U = 0.001 e εf = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.4 Parâmetros: V = 0.0006, U = 0.02 e εf = −10−5 . . . . . . . . . . . . . . . 103

5 OBSERVAÇÕES FINAIS E PERSPECTIVAS 107

REFERÊNCIAS 109

APÊNDICES 113



A Demonstração do teorema de Wigner-Eckart 115

B Tensores c†Nσ e −2σcNσ 119

C Cálculo dos elementos de matriz de HN+1 123

D Cálculo dos elementos de matriz invariantes 131





CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO
1.1 Comentários preliminares e organização da dissertação

Neste trabalho temos por objetivo final a análise dos efeitos de um termo adicionalde hibridização, o qual leva em conta efeitos de correlação, sobre o tradicional modelo deAnderson de uma impureza.
A dissertação está dividida em cinco capítulos e quatro apêndices. Principiamos otrabalho, na sequência deste capítulo, com uma descrição histórica1–3 do magnetismo,remontando brevemente desde as explicações metafísicas para o fenômeno até o adventoda mecânica quântica, e o posterior estudo de momentos magnéticos localizados em metais.
Depois, no Capítulo 2, descrevemos o modelo de Anderson de uma impureza, discutindoseparadamente cada termo que o compõe, para, seguidamente, introduzir o chamado termode hibridização correlacionada.
Em seguida, no Capítulo 3, o mais extenso do trabalho, trabalhamos com a técnica doGrupo de Renormalização Numérico (GRN). Apresentamos desde a discretização logarít-mica, característica do procedimento, até a construção do método iterativo. Além disso,debatemos o conceito de ponto fixo e o relacionamos a algumas propriedades termodinâ-micas do modelo.
Posteriormente, no Capítulo 4, via resultados numéricos obtidos pelo GRN, analisa-mos os efeitos de hibridização correlacionada através da contribuição da impureza a três
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propriedades termodinâmicas do modelo: suscetibilidade magnética, calor específico eentropia.

Por fim, no Capítulo 5, apresentamos um breve apanhado representativo do conteúdodesenvolvido ao longo da dissertação, além de discutir certas perspectivas de trabalho.
Adicionalmente, temos quatro apêndices, os quais serão referenciados oportunamenteao longo do texto.

1.2 Uma breve história do magnetismo: da superstição às

equações de Maxwell

Os fenômenos magnéticos, conhecidos desde os tempos da Grécia Antiga, fascinam ahumanidade há seculos. Os primeiros relatos datam de 800 a.C, no entanto, as explicaçõesdos gregos eram inteiramente metafísicas. Mencionavam uma espécie de “umidade” doferro, para a qual a “secura” do magneto era atraída; ou ainda, que algumas pedrasteriam uma espécie de “alma”, de origem divina. Segundo uma lenda grega, registradapelo historiador romano Plinio, o Velho (23-79), uma pedra teria sido encontrada por umpastor chamado Magnes. Um dia, enquanto cuidava de suas ovelhas, ele teria sentido umaestranha força que vinha do chão onde pisava, a qual puxava os pregos de sua sandáliae a ponta de seu cajado. Então sua curiosidade se aguçou e ele resolveu cavar o solo,encontrando uma estranha pedra preta. O nome Magnetita teria sido dado em homenagemao pastor. Porém, a versão mais aceita para essa nomenclatura provém do fato da pedra,capaz, em estado natural, de atrair o ferro, ter sido encontrada em uma região da Gréciachamada Magnésia.
As superstições a respeito do fenômeno perduraram até o período da renascença (entreos séculos XIII e XVII). Nesta época, o magnetismo figurou com extrema importância atravésda bússola, fundamental nas grandes navegações - provavelmente foi a primeira aplicaçãotecnológica do magnetismo. A maioria dos historiadores credita sua invenção aos chineses,em algum período entre 2600 a.C e 1100 d.C. Por volta de 1088, sabe-se que a bússola foidescrita de forma precisa por Shen Kuo (1031-1095). No entanto, os primeiros trabalhosrigorosos surgiram no século XVII com o inglês William Gilbert (1544-1603), em “De
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Magnete, Magneticisque Corporibus, et de Magno Magnete Tellure”, de 1600, e com ofrancês René Descartes (1596-1650). Gilbert propôs um modelo para o geomagnetismo,sendo o primeiro a afirmar que a Terra era um grande magneto, além de introduzir a palavraeletricidade. Descartes atribuiu o magnetismo a partes “enroscadas” que penetrariam em“canais” existentes nos magnetos e na Terra, indo de um polo - aqui surge o conceito depolos - a outro.

Após os séculos de ideias metafísicas, com o aprimoramento da metodologia cientí-fica - iniciada com Descartes e consolidada principalmente pelo italiano Galileu Galilei(1564-1642) e pelo inglês Isaac Newton (1643-1727) -, o entendimento do magnetismo, etambém da eletricidade - ainda tratados como fenômenos distintos -, progrediu rapida-mente, se comparado ao lento avanço dos séculos anteriores. Observações de 1681 narrama desorientação de uma bússola quando um raio atingiu uma embarcação, o que gerou asprimeiras ideias sobre as conexões entre eletricidade e magnetismo. Em 1750, o inglêsJohn Mitchell (1724-1793), em “A Treatise of Artificial Magnets”, enuncia que a ação deum ímã sobre outro pode ser representada por uma lei de força que varia com o inversodo quadrado das distâncias entre os pólos individuais dos ímãs.
Na metade final do século XVIII, o francês Charles A. de Coulomb (1736-1806) esta-beleceu a lei das forças eletrostáticas: utilizando uma balança de torção, inventada porele próprio, descobre a lei do inverso do quadrado da distância para a força exercida entrecargas elétricas, conhecida como lei de Coulomb. Além disso, verifica a lei enunciada porMitchell para ímãs e sugere a impossibilidade de monopolos magnéticos. Em seguida,merece destaque o dinamarquês Hans C. Ørsted (1777-1851). Este acreditava na unidadeda natureza, e, consequentemente, na ligação entre fenômenos naturais. Ao conhecer oalemão Johann W. Ritter (1776-1810), o qual cria na existência de uma relação entre ele-tricidade e magnetismo, começou a trabalhar intensamente nesta área. Percebendo queuma corrente elétrica é capaz de gerar um efeito magnético, defletindo uma bússola nasproximidades de um circuito elétrico, mostrou claramente que havia uma conexão entreeletricidade e magnetismo. O francês André-Marie Ampère (1775-1836) estruturou a teo-ria desse fenêmeno com a chamada lei de Ampère. Afirmou que a deflexão da agulha deuma bússola causada por uma corrente elétrica poderia ser utilizada para medir a inten-sidade da corrente - princípio do galvanômetro. Além disso, introduziu a noção de campomagnético, sugerindo até que o magnetismo era resultado de correntes microscópicas. O
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trabalho dos franceses Jean-Baptiste Biot (1774-1862) e Félix Savart (1791-1841) forneceuuma relação entre campo magnético e as correntes, que são suas fontes, conhecida comolei de Biot-Savart, a qual pode ser derivada da lei de Ampère ou vice-versa. O tratado“Atlas des Erdmagnetismus”, do alemão Wilhelm E. Weber (1804-1891) também é dignode referência no cenário entre os séculos XVIII e XIX. Além de escrever esta obra, eleinventou, juntamente com o compatriota Carl F. Gauss (1777-1855), o primeiro telégrafoeletromagnético. Do mesmo modo, o francês François Arago (1786-1853) merece mençãopelos seus experimentos em magnetismo; além de cientista foi político e primeiro ministroda França.

O século XIX foi marcado por dois dos maiores nomes da história da física. Um delescom viés experimental, o inglês Michael Faraday (1791-1867), e outro teórico, o escocêsJames C. Maxwell (1831-1879).
Faraday era um experimentalista nato, não conhecia muitas ferramentas matemáticas,como o cálculo diferencial, e fez imensas contribuições sem escrever uma equação sequer.Os impactos de suas descobertas são certamente grandes, cobrem áreas significativas dafísica e da química modernas, e a tecnologia desenvolvida baseada em seu trabalho aindaestá presente. Logo após a descoberta de Ørsted, Faraday foi um dos primeiros a estudaras conexões entre eletricidade e magnetismo. Em 1831, descobriu a indução eletromag-nética, o princípio por trás do gerador e do transformador elétricos - o americano JosephHenry (1797-1878) obteve o mesmo achado, independentemente, mas publicou seu tra-balho após Faraday. Em termos práticos, essa descoberta, entre outras, forneceu a basepara os trabalhos de engenharia do fim do século XIX feitos por pessoas como o austríacoNikola Tesla (1856-1943), os americanos Thomas A. Edison (1847-1931) e George Wes-tinghouse (1846-1914) e o alemão Ernst von Siemens (1816-1892), que tornaram possívela eletrificação das sociedades industrializadas. Ademais, as ideias de Faraday sobre oscampos elétricos e magnéticos e sobre a natureza dos campos em geral, inspiraram muitostrabalhos posteriores.
Por sua vez, os estudos de Maxwell sobre eletricidade e magnetismo começaram em1854 e terminaram um pouco antes de sua morte, em 1879. Eles podem ser divididos emduas grandes partes: antes de 1868 publicou os principais trabalhos sobre os fundamentosda teoria eletromagnética; e, após 1868, publicou seu mais famoso livro, “A Treatise on
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Electricity and Magnetism”, e uma dezena de artigos sobre outros assuntos. Sua mais no-tável contribuição é a exposição das leis fundamentais do então recém denominado campoeletromagnético. Formulou matematicamente as observações de Faraday, relacionando-asàs leis de Gauss e Ampère - esta por ele próprio modificada -, juntando finalmente aeletricidade, o magnetismo e a óptica por meio de quatro célebres equações.

A seguir, em 1881, o escocês James A. Ewing (1855-1935) e o alemão Emil G. Warburg(1846-1931) detectam a histerese magnética - o campo residual de um material ferromagné-tico. Mesmo após os trabalhos de Maxwell, que representam o ápice do EletromagnetismoClássico, haviam questões pendentes, como o entendimento do magnetismo remanescente,a reposta da matéria a campos magnéticos aplicados. Essencialmente, explicar o mag-netismo de um ímã permanente, questão que permanecia sem resposta desde a GréciaAntiga.
Apesar de tantos progressos - vitais, porém sintetizados aqui em poucas linhas, emque certamente muitos resultados e ideias relevantes foram omitidos - no entendimentoda relação entre o magnetismo e outros campos da física, até então independentes, comoeletricidade e óptica, a real natureza do deslumbrante fenômeno descoberto na antiguidadepermanecia um mistério e só foi elucidada no século XX, com o advento da mecânicaquântica.

1.3 O século XX e a chave para a compreensão: a mecânica

quântica

Já no final do século XIX, as teorias atômico-moleculares demonstravam força. Ampèretinha a proposta mais coerente para a explicação do magnetismo espontâneo, relacionandoo fenômeno a “micro-correntes” moleculares. Na verdade, ele não estava completamenteequivocado, mas ignorava que tais “micro-correntes” fossem efeitos do spin, entidade quenão apresenta análogo na mecânica clássica.
Em 1896, o holandês Pieter Zeeman (1875-1943), discípulo do compatriota Hendrik A.Lorentz (1853-1928), descobriu um desvio espectral, dependente de um campo magnéticoaplicado, nas linhas de absorção de um material. Isso indicava uma interação do campo
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externo com alguma característica microscópica do material. Ademais, na época forampropostos modelos para a explicação do diamagnetismo e do paramagnetismo, em que sedestacam os franceses Pierre Curie (1859-1906) e Paul Langevin (1872-1946). Embora omodelo clássico de Langevin funcionasse razoavelmente para o paramagnetismo, ele estava,acidentalmente, fundamentado na quantização do momento angular; essencial na mecânicaquântica. O francês assumia que cada átomo possuía momento de dipolo magnético demagnitude bem definida, porém de direção variável.

Em 1911, ao longo de sua tese de doutorado, o dinamarquês Niels D. Bohr (1885-1962)demonstrou que quando estatística e mecânica clássicas são aplicadas consistentementeconclui-se que a média térmica da magnetização é sempre nula. Com isso demonstrou demaneira formal que o magnetismo espontâneo não pode ser explicado classicamente. Foiprincipalmente este resultado que o levou à descrição do átomo de hidrogênio por meio daquantização do momento angular; o modelo atômico de Bohr, o qual compunha a chamada“antiga mecânica quântica”.
A teoria quântica começou a tomar a forma atual em meados da década de 1920.Neste período e nos anos posteriores uma quantidade considerável de pessoas talentosase criativas operou uma das maiores revoluções da história da humanidade. A título demenção, dentre muitos outros nomes importantes, destacamos os austríacos Erwin Schrö-dinger (1887-1961) e Wolfgang E. Pauli (1900-1958), os alemães Werner K. Heisenberg(1901-1976) e Max Born (1882-1970) e o inglês Paul A. M. Dirac (1902-1984).
No que concerne ao estudo de propriedades magnéticas, a descoberta da quantiza-ção do momento magnético em átomos de prata, pelos alemães Otto Stern (1888-1969) eWalther Gerlach (1889-1979), foi fundamental. Em 1925, os holandeses George E. Uh-lenbeck (1900-1988) e Samuel A. Goudsmit (1902-1978) introduziram o conceito do spineletrônico. Contudo, foi Wolfgang E. Pauli (1900-1958) quem introduziu um formalismomatemático para o spin, baseado em matrizes.
Com isso, estava finalmente desvendada a natureza do magnetismo: o spin eletrônico.Todavia, o vasto leque de efeitos magnéticos exigia, e ainda exige, muitos estudos espe-cíficos, os quais ampliam cada vez mais o conhecimento sobre o assunto. Dentre algunsnomes de destaque precursores no estudo de efeitos de magnetismo via mecânica quânticaestão o russo Lev D. Landau (1908-1968), o americano John H. Van Vleck (1899-1980), o
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suíço Felix Bloch (1905-1983), o italiano Enrico Fermi (1901-1954) e o inglês Paul A. M.Dirac (1902-1984) - este último construiu uma teoria relativística para o elétron, levandoà explicação da interação de um campo magnético com o spin, além de ter proposto, assimcomo Heisenberg, a interação de troca entre momentos magnéticos localizados. Desdeentão o magnetismo tem sido uma área ainda mais efervescente da física, com diversascontribuições, tanto teóricas quanto tecnológicas.

Em especial, atentamos para certas anomalias em metais relacionadas com a presençade impurezas magnéticas. Mais especificamente ao problema do mínimo da resistividadeelétrica. Em geral, espera-se que a resistividade de um metal diminua com o abaixamentoda temperatura. No entanto, desde a década de 1930, medidas experimentais mostravamum ponto de mínimo na dependência da resistividade com a temperatura para amostrassupostamente puras. A presença de impurezas magnéticas foi sendo comprovada progres-sivamente e, em seguida, o mínimo da resistividade foi relacionado diretamente com apresença de momentos magnéticos localizados. No contexto teórico, o japonês Jun Kondo(1930-)4–6 considerou as contribuições das impurezas à resistividade por meio de um mo-delo em que o spin efetivo da impureza, localizado, se acopla à banda de condução viainteração de troca do tipo Heisenberg. Pelo cálculo da taxa de espalhamento via regrade ouro de Fermi, ele obteve uma expressão em que, para um acoplamento antiferromag-nético entre o spin localizado e os elétrons de condução, a resistividade aumenta com adiminuição da temperatura; resultado condizente com o ponto de mínimo. No entanto, seuresultado apresentava divergência logarítmica para T → 0, o que apontava uma deficiênciano tratamento perturbativo em baixas temperaturas, devido ao forte acoplamento banda-impureza nesse domínio. Tal problema ficou conhecido como problema Kondo e despertougrande interesse teórico, visto a simplicidade do modelo.
O primeiro a formular uma abordagem não perturbativa para o problema Kondo, e asolucioná-lo numericamente7 , foi o americano Kenneth G. Wilson (1936-). Tal aborda-gem se constituiu na criação da técnica do Grupo de Renormalização Numérico (GRN).Ela estabelece uma transformação no Hamiltoniano, que a cada passo acrescenta umaescala de energia ao problema e constrói um método iterativo, no qual um Hamiltonianoé diagonalizado numericamente a cada iteração.
Por sua vez, em 1961, o americano Philip W. Anderson (1923-) introduziu o chamado
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modelo de Anderson para o estudo da influência de momentos magnéticos localizados emmetais. Ele se caracteriza por considerar uma correlação quando dois eletróns de spinsopostos ocupam o nível localizado que representa a impureza. Além de, por outro termono Hamiltoniano, contabilizar a hibridização eletrônica entre a banda de condução e aimpureza, devido à superposição das funções de onda dos elétrons localizados e itineran-tes. Quando a correlação é muito alta se comparada às escalas de energia do problema,o Hamiltoniano de Anderson se reduz ao de Kondo - equivalência demonstrada pelo ame-ricano John R. Schrieffer (1931-) e por P. A. Wolff8 . Assim como o modelo de Kondo, oHamiltoniano de Anderson foi diagonalizado numericamente por meio do GRN9, 10 .

Nesta dissertação, especificamente, trabalhamos com o modelo de Anderson de umaimpureza. Entretanto, em acréscimo ao modelo tradicional, incluímos um termo de hibridi-zação adicional, que depende explicitamente do número de ocupação do nível localizado.Este termo de interação que acopla diretamente no Hamiltoniano o processo de hibridi-zação e os efeitos de correlação é denominado de hibridização correlacionada. Atravésda estruturação e da consequente aplicação da técnica do GRN, analisamos os efeitosde hibridização correlacionada sobre parte da física do modelo de Anderson de uma im-pureza. Em particular, isso é feito por meio de dados numéricos para a dependência dacontribuição da impureza a três propriedades termodinâmicas - são elas: suscetibilidademagnética, calor específico e entropia - em função da temperatura, desde o topo da bandade condução até o nível de Fermi.



CAPÍTULO 2

MODELO DE ANDERSON
Sistemas quânticos envolvendo impurezas têm sido objeto de grande relevância e in-teresse ao longo dos anos. Em geral, são compostos por dois subsistemas, um deles compoucos graus de liberdade (a impureza), acoplado a outro dotado de um número muitomaior de graus de liberdade (o meio ambiente ou “banho”) do que o primeiro, sendo queambos devem ser tratados quanticamente.
O Hamiltoniano de tal sistema é composto por três partes, a contribuição das interaçõesda impureza com o banho,Himp-banho, bem como dos subsistemas isolados; Himp referente aimpureza e Hbanho relativo ao banho:

H = Himp-banho +Himp +Hbanho . (2.1)
Qualquer método teórico para a investigação das propriedades de H enfrentará di-ficuldades. O banho é constituído tipicamente por um conjunto (quasi)contínuo de grausde liberdade, o que leva a um grande espectro de energias. Não obstante, pelo fato dea impureza ser um sistema quântico interagente, seu acoplamento com o contínuo de ex-citações com energias arbitrariamente baixas pode levar a divergências nos tratamentosperturbativos. Um exemplo dessa dificuldade é o chamado problema Kondo4–6 - enfrentadoprimeiramente pelo japônes Jun Kondo (1930-) -, cuja física é governada por uma escalade energia, dada pela temperatura Kondo TK , a qual depende da interação de troca Jentre a impureza e a banda de condução do hospedeiro (banho) de forma não analítica:logTK ∝ −1/J.
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Uma maneira não perturbativa e eficiente de tratar sistemas de muitas partículasenvolvendo impurezas é a técnica do grupo de renormalização numérico (GRN). Ela permite,em geral, que se faça uma varredura no espectro, através de uma certa sequência depassos de renormalização, desde altas energias, como a largura de banda, até baixas,como a temperatura Kondo, por exemplo. No entanto, seus passos devem ser efetuadosnumericamente, em contrapartida ao fato do método não ser perturbativo.

2.1 Modelo de Anderson de uma impureza

Apesar dos comentários acima e da Eq.(2.1) serem absolutamente gerais, todo estetrabalho versará, em especial, sobre o modelo de Anderson de uma impureza em meiometálico, o qual foi proposto11 pelo americano Philip W. Anderson (1923-) em 1961 para oestudo de ligas magnéticas diluídas. Estas, comumente, são consideradas como compostosconstituídos por metais magnéticos dissolvidos em metais não-magnéticos, em uma concen-tração menor que um por cento. Desta forma, os metais magnéticos presentes no substratonão-magnético são denominados impurezas.
O metal não magnético, naturalmente um banho fermiônico, é representado por suabanda de condução, ou, mais genericamente, por um contínuo de estados (no sentido deter muito mais graus de liberdade do que a impureza, ∼ 1023). Como as impurezas criammomentos magnéticos localizados por terem orbitais (d ou f) incompletos, supõe-se queelas podem ser simbolizadas por um único nível localizado, razão pela qual o modelo édito de uma única impureza, o qual pode ganhar ou perder elétrons para o contínuo.
Tradicionalmente, as três contribuições no modelo de Anderson de uma impureza sãodadas, em linguagem de segunda quantização, por

Himp-banho =∑
kσ

Vk(c†kσ fσ + f†σ ckσ ) , (2.2a)
Himp = εf

∑
σ
f†σ fσ + Uf†↑ f↑f

†
↓ f↓ , (2.2b)

Hbanho =∑
kσ

εkc†kσckσ . (2.2c)
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O modelo descreve essencialmente a interação de um nível localizado de energia εfcom um conjunto contínuo de estados com dispersão εk . O termo Himp-banho, proporcionala Vk , representa o acoplamento do contínuo com o nível localizado, por meio da troca departículas. O operador ckσ destrói uma partícula do contínuo com energia εk e spin σ ,enquanto que f†σ cria uma partícula com spin σ no nível localizado. Evidentemente, c†kσ e

fσ são os respectivos operadores hermitianos conjugados.
O primeiro termo de Himp contabiliza simplesmente a contribuição energética do nívellocalizado, a qual depende do número de ocupação do mesmo. Claramente, há quatroconfigurações acessíveis no caso de elétrons: vazio, um elétron com spin up, um elétroncom spin down ou duplamente ocupado, respeitando o princípio de exclusão de Pauli - nomedado em lembrança ao austríaco Wolfgang E. Pauli (1900-1958), o primeiro a conceberum formalismo matemático para o spin. A colocação de um segundo elétron acrescentaa parte proporcional a U > 0, a qual leva em conta a repulsão coulombiana entre elese é não nula somente quando o nível localizado está duplamente ocupado. Por sua vez,o Hamiltoniano diagonal Hbanho garante que o espectro contínuo do banho metálico sejaconsiderado.
Na Fig.2.1 ilustramos esquematicamente o modelo. Nela já antecipamos a escolha,comum e conveniente, a qual será propagada sobre toda a dissertação, de tomar o contínuocomo uma banda semipreenchida que se estende no intervalo [−D,D]. Consideramosdoravante que todas as variáveis com unidade de energia são escaladas pela semilargurade banda D. Como estamos interessados nas excitações nos arredores do nível de Fermisupomos que o formato da banda de condução é irrelevante.
Através da estrutura de Himp-banho, nota-se que no modelo de Anderson tradicionalo termo de hibridização independe do número de ocupação do nível localizado. Efeitosdecorrentes deste, os quais são denominados correlações, são contabilizados somente noHamiltoniano isolado do subsistema da impureza, por meio do termo proporcional a U , oqual diferencia os casos de ocupação única e dupla.
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Figura 2.1 – Representação esquemática do modelo de Anderson de uma impureza no contexto de umbanho fermiônico descrito por uma banda de condução semipreenchida no intervalo [−1, 1],em unidades de D, que interage com um nível localizado via troca de partículas. Este podeestar vazio com energia zero, unicamente ocupado com energia εf ou duplamente ocupadocom energia 2εf + U . Quando 2εf + U = 0, os estados vazio e duplamente ocupado sãodegenerados e o Hamiltoniano dado pelas Eqs.(2.2) é invariante sob as transformações fσ ↔
−f†σ e ckσ ↔ c†−k,σ , caso em que o modelo é dito simétrico.

2.2 Hibridização correlacionada

Intuitivamente, não é de se esperar que seja energeticamente indiferente o processode criação de um elétron no nível da impureza se este está vazio ou unicamente ocupado;ou ainda, a criação no banho se o nível localizado está única ou duplamente ocupado -assumimos a conservação do número de partículas. Assim, na tentativa de deixar o modeloapto a descrever situações cada vez mais realistas, vamos analisar a influência de um termode hibridização que depende explicitamente do número de ocupação do nível localizado12, 13
:

HW = −∑
kσ

Wkf†−σ f−σ (c†kσ fσ + f†σ ckσ ) , (2.3)
o qual denominamos hibridização correlacionada.

Com a adição de HW , o número de partículas do nível localizado não é mais indiferentedo ponto de vista da hibridização; fica evidente, pela estrutura da Eq.(2.3), que após(naturalmente poderia ser antes, é indiferente) a troca de partículas, o operador número
f†−σ f−σ distingue os casos de única e dupla ocupação, computando no segundo uma unidadede energia −Wk . Na Fig.2.2 representamos esquematicamente essa diferença.
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Figura 2.2 – Representação esquemática de dois possíveis casos de hibridização, nos quais uma partículacom spin up sai do nível da impureza em direção ao banho. Obviamente, o processo no sentidoinverso, e ainda os casos de spin down, são análogos. (a) Ocupação única do nível da impureza:somente o termo tradicional, proporcional a Vk , contribui para a hibridização, pois a aplicaçãodo operador f†↓ f↓, após c†k↑f↑, anula o de hibridização correlacionada. (b) Dupla ocupação donível da impureza: além do termo usual, proveniente da atuação do operador Vkc†k↑f↑, há aindaa parte adicional devido à dupla ocupação do nível da impureza, pois neste caso o operador
−Wkf†↓ f↓c

†
k↑f↑ contribui, resultando em uma hibridização Vk −Wk . Em suma, HW apresentacontribuição não nula quando o nível da impureza está duplamente ocupado no início ou nofim do processo de troca de partículas.

O novo termo de interação é dado por:
H′imp-banho =∑

kσ

(
Vk −Wkf†−σ f−σ

)(
c†kσ fσ + f†σ ckσ

)
. (2.4)

Na prática, trabalharemos com hibridização independente de k: Vk = V e Wk = W ,e nosso grande objetivo será analisar o comportamento de algumas propriedades termodi-nâmicas do modelo de Anderson de uma impureza com a adição do termo de hibridizaçãocorrelacionada. Através da técnica do Grupo de Renormalização Númerico (GNR), intro-duzida7 em meados da década de 1970, é possível diagonalizá-lo numericamente e estudardiversas propriedades físicas. O GRN estabelece uma transformação no Hamiltoniano quea cada passo acrescenta uma escala de energia ao problema e constrói um método itera-tivo no qual um Hamiltoniano é diagonalizado numericamente a cada iteração. Quanto aomodelo com a adição do termo de hibridização correlacionada, diferentemente de outrosestudos realizados à temperatura zero13 , que utilizavam um esquema interpolativo em quefunções de Green§ eram desacopladas, levando a uma aproximação de campo médio, com o
§nome em homenagem ao inglês George Green (1793-1841)
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GRN pretendemos determinar a influência do termo adicional diretamente em propriedadestermodinâmicas desde o topo da banda até o limite de baixas energias.



CAPÍTULO 3

GRUPO DE RENORMALIZAÇÃONUMÉRICO
Em geral, a técnica do Grupo de Renormalização Numérico (GRN) pode ser aplicadaa sistemas compostos por uma impureza quântica de poucos graus de liberdade, de modoque é possível diagonalizar exatamente seu Hamiltoniano isolado, acoplada a um banhode férmions7 ou bósons14, 15 , associado usualmente a um espectro contínuo de excitação.É importante salientar que na sentença anterior a expressão “uma impureza” é utilizadade forma completamente genérica. Não se trata necessariamente de um nível localizado etampouco há restrição para a estrutura do Hamiltoniano referente a ela; pode apresentar,por exemplo, uma repulsão coulombiana arbitrariamente grande. Contudo, para aplicaçãodo GRN é imprescindível que o banho seja constituído por partículas não interagentes.
Genericamente, considera-se que a impureza é um objeto adimensional (um nível deenergia por exemplo), enquanto que o banho pode ter uma, duas ou três dimensões. Nomodelo de Anderson, caracterizado por uma impureza magnética em uma banda de condu-ção, se trabalha normalmente com uma banda tridimensional. Entretanto, como o objetivoé o estudo das propriedades da impureza não é necessário tratar o modelo em sua realdimensão, desde que as partículas do banho não interajam entre si - além disso, considera-se apenas o acoplamento de funções de onda 1s do banho com a impureza7 . Neste caso,toda a informação sobre o meio, do ponto de vista da impureza, pode ser encapsuladaem uma função de apenas uma variável, ∆(ω), denominada função hibridização do banho.Esta representação é o ponto de partida do formalismo16 que apresentaremos nas páginas
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seguintes.

Antes de expor os detalhes mais técnicos e visando deixar o mais claro possível a estra-tégia do GRN e nossos objetivos, enumeramos suscintamente os quatro primeiros passosbásicos de praticamente todas as aplicações da técnica, os quais estão representadosesquematicamente na Fig.3.1:
a) Divisão do domínio da função hibridização do banho em um conjunto logarítmico deintervalos (discretização logarítmica).
b) Redução dos espectros contínuos internos a cada um dos intervalos em um conjuntodiscreto de estados.
c) Mapeamento do modelo discretizado em uma cadeia semi-infinita.
d) Diagonalização iterativa desta cadeia.
Mesmo com a ausência de detalhes e a enumeração um tanto quanto vaga dos procedi-mentos, salta aos olhos a aparente extravagância da discretização, por ela ser logarítmica.Por isso é importante frisar que quando existe a intenção de aplicar o GRN, a primeiraanálise que deve ser feita é a das ordens de grandeza envolvidas no problema. No casodo modelo de Anderson, a grande maioria dos metais apresenta largura de banda entre 5e 10 eV. Todavia, é de interesse praticamente universal o estudo de propriedades termo-dinâmicas a temperaturas de no máximo uma ordem de grandeza maior que a temperaturaambiente, ou seja, da ordem de 10−3 eV, de modo que as excitações de interesse estãobastante próximas do nível de Fermi - definido como o zero de energia. E é justamentenessa região que a discretização deve reproduzir da melhor forma possível o contínuo deenergias do banho. Com esta reflexão em mente, esperamos que a ideia e a conveniênciada discretização logarítmica fiquem nítidas ao longo de nossa exposição.

3.1 Representação integral

Antes de partimos para a discretização da banda de condução vamos reescrever oHamiltoniano em uma forma integral, a qual é um ponto de partida bastante útil paraa discretização logarítmica. Primeiramente, com o espírito da regra de ouro de Fermi, é
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ω0 Λ−3 Λ−2 Λ−1 1−Λ−3−Λ−2−Λ−1−1
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ε2 d) Diagonalização iterativa
HN+1 = R(HN)

Figura 3.1 – Passos iniciais do método do GRN ilustrados para o modelo de Anderson de uma impureza,no qual a impureza (anel circular) se acopla a uma banda de condução contínua via funçãohibridização ∆(ω) constante. (a) Conjunto logarítmico de intervalos introduzido pelo parâmetrode discretização Λ > 1. (b) O espectro contínuo interno a cada um destes intervalos éaproximado por um único estado. (c) O modelo discretizado é mapeado em uma cadeia semi-infinita (no sentido de apresentar uma condição de contorno mesmo sendo infinita) na quala impureza se acopla somente ao primeiro sítio referente aos elétrons de condução, via ashibridizações V e W . (d) Construção de um processo de diagonalização iterativa da cadeiaque pode ser entendido como uma transformação R do grupo de renormalização.
definida de forma ad-hoc, a função hibridização do banho, ∆(ω):

∆(ω) ≡ π∑
k

|Vk |2δ(ω− εk) , (3.1)
em que Wk não aparece explicitamente pois supomos que pode ser parametrizado por Vk ,digamos Wk = wVk , com w independente de k .

Pela estrutura da função hibridização nota-se que são consideradas somente interações
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ressonantes com o banho. Na troca de partículas o nível da impureza interage com umdeterminado modo k . Supomos também que ∆(ω) é limitada ao intervalo [−1, 1], ou seja,que o domínio de ∆(ω) é o mesmo da banda de condução apresentada nas Figs.2.1 e 2.2.

Uma possível reformulação do Hamiltoniano de Anderson, em que trabalhamos com obanho explicitamente no contínuo, é dada por
H = Himp +∑

σ

∫ 1
−1 dεg(ε)a†εσaεσ +∑

σ

∫ 1
−1 dε[h(ε)− hc(ε)f†−σ f−σ ](f†σ aεσ + a†εσ fσ ) , (3.2)

na qual introduzimos uma representação unidimensional, limitada nos pontos ±1, umadispersão g(ε) e as hidridizações h(ε) e hc(ε), relativas a Vk e Wk , respectivamente.Observamos que quando ε representa de fato a energia, temos g(ε) = ε. Ademais, emconformidade à Eq.(3.1), supomos hc(ε) = wh(ε), em que o parâmetro w, independente de
ε, quantifica a razão entre as contribuições provindas das hibridizações correlacionada etradicional. Desta forma,
H = Himp +∑

σ

∫ 1
−1 dεg(ε)a†εσaεσ +∑

σ

∫ 1
−1 dεh(ε)(1− wf†−σ f−σ )(f†σ aεσ + a†εσ fσ ) . (3.3)

Naturalmente, os operadores da banda de condução satisfazem a usual relação deanticomutação fermiônica:
{aεσ , a†ε′σ ′} = δ(ε − ε′)δσσ ′ , (3.4)

em que {A,B} ≡ AB + BA.
As funções g(ε) e h(ε) estão relacionadas com a função hibridização do banho ∆(ω)através de17

∆(ω) = πdε(ω)
dω h[ε(ω)]2 , (3.5)

em que ε(ω) é a função inversa de g(ε), g[ε(ω)] = ω.
A apresentação da Eq.(3.5) representa nosso esforço de tentar entender e desenvolver,ao menos inicialmente, a técnica da forma mais geral possível. Apesar do presente trabalhoapresentar resultados numéricos para um caso específico, acreditamos que tal abordagem16

seja pertinente. Mesmo se não aplicada completamente na dissertação, é útil para otratamento de variações do modelo existentes na literatura, como o de Anderson de gapsuave (do inglês Soft-gap Anderson Model17, 18), ou ainda de outros Hamiltonianos15, 19 .
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Agora, ainda em linhas gerais, o próximo passo é a discretização do Hamiltoniano emsua forma integral, dada pela Eq.(3.3).

3.2 Discretização logarítmica

Como trata-se de uma técnica numérica, uma discretização é inerente ao GRN, o quese apresenta como a primeira e talvez a mais relevante sutileza do método. Diferentementedas tradicionais discretizações lineares, o americano Kenneth G. Wilson (1936-), que tra-balhava no contexto de um banho fermiônico, propôs7 uma logarítmica e simétrica comrelação ao nível de Fermi. Ela pode ser ajustada de forma a reproduzir satisfatoriamente ocontínuo de energias nas proximidades deste. Tais regiões, conforme afirmamos anterior-mente para o caso de um banho metálico, eram as de interesse. Além disso, a proposiçãoconsidera poucos estados com energia da ordem da largura de banda, economizando tempoe infra-estrutura computacional, a qual, se comparada à atual, era bastante precária naépoca, contrariamente à criatividade de Wilson.
A discretização é definida por um parâmetro Λ, maior que a unidade. Na Fig.3.2 aapresentamos, assumindo que ela é simétrica com relação ao zero de energia. Claramente,o contínuo é recuperado no limite Λ→ 1.

ε0 Λ−9Λ−8Λ−7 Λ−6 Λ−5 Λ−4 Λ−3 Λ−2 Λ−1 1
Figura 3.2 – Discretização logarítmica do domínio da função hibridização do banho por meio do parâmetroΛ > 1. Apesar de mostrarmos somente a região ε > 0, a discretização é simétrica com relaçãoa ε = 0. Em metais considera-se que a banda de condução é semipreenchida e simétrica aonível de Fermi εF , definido como o zero de energia, εF ≡ 0.

Em um banho fermiônico, sobre o qual foi escrito o trabalho pioneiro9, 10 , definindo onível de Fermi como o zero de energia, a Fig.3.2 deixa mais clara e visual a sagacidade dadiscretização logarítmica, em que o nível de Fermi torna-se um ponto de acumulação. Elapode descrever bem o contínuo da banda de condução nos arredores da região de interesse,sem, no entanto, ao contrário da discretização linear, onerar computacionalmente a técnicanas partes do espectro com energias da ordem da largura de banda (ε ≈ ±1), devido à



46 CAPÍTULO 3. GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO NUMÉRICO
baixa densidade de intervalos de discretização nessa região.

É evidente, à luz da Fig.3.2, que o parâmetro Λ > 1 define uma porção de intervaloscom pontos de discretização
xn = ±Λ−n , n = 0, 1, 2, ... , (3.6)

em que a largura do n-ésimo é fornecida por
dn = Λ−n(1− Λ−1) . (3.7)

Dentro de cada um deles introduzimos um conjunto completo de funções ortonormais,cada uma sendo componente de uma expansão de Fourier§ no intervalo. Para o n-ésimo:
ψ±np(ε) =

 1√
dn
e±iωnpε se xn+1 < ±ε < xn0 fora deste intervalo . (3.8)

O índice p compreende todo o conjunto dos números inteiros, enquanto que a frequênciacaracterística do n-ésimo intervalo é ωn = 2π/dn. A escolha de funções oscilatórias é amais simples e comum, a despeito de não ser a única.
O próximo passo é expandir os operadores aεσ dos elétrons de condução na nova base:

aεσ =∑
np

[anpσψ+
np(ε) + bnpσψ−np(ε)] . (3.9)

A Eq.(3.9) é fundamental, pois exprime a transição de um conjunto contínuo de ope-radores, aεσ , para um discreto, anpσ e bnpσ . A transformação de Fourier inversa forneceeste:
anpσ = ∫ 1

−1 dε[ψ+
np(ε)]∗aεσ , (3.10a)

bnpσ = ∫ 1
−1 dε[ψ−np(ε)]∗aεσ . (3.10b)

§batizada em homenagem ao francês Jean-Baptiste J. Fourier (1768-1830)
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Definindo a†npσ e b†npσ de forma análoga, os operadores do novo conjunto, agora discreto,satisfazem a estatística de férmions:

{anpσ , a†n′p′σ ′} = δnn′δpp′δσσ ′ , (3.11a)
{bnpσ , b†n′p′σ ′} = δnn′δpp′δσσ ′ . (3.11b)

Em particular, a primeira parte do termo de hibridização transformado é dada por:∫ 1
−1 dεh(ε)f†σ aεσ = f†σ

∑
np

[
anpσ

∫ +,n
dεh(ε)ψ+

np(ε) + bnpσ
∫ −,n

dεh(ε)ψ−np(ε)] , (3.12)
em que definimos: ∫ +,n

dε ≡
∫ xn

xn+1 dε ,
∫ −,n

dε ≡
∫ −xn+1
−xn

dε . (3.13)
Notemos que se em cada um dos intervalos a hibridização é constante, por exemplo

h(ε) = h0, somente os termos com p = 0 contribuem na Eq.(3.12):∫ ±,n
dεh0ψ±np(ε) = h0√

dn

∫ ±,n
dεe±iωnpε = h0√dnδp,0 . (3.14)

Portanto, neste caso a impureza se acopla somente às componentes com p = 0 dabanda de condução. Poderíamos tomar h(ε) = h0 constante para toda a banda20 ; noentanto, buscando o máximo de generalidade possível, para uma eventual aproximação emcasos de funções hibridização mais complexas, introduziremos de forma mais genérica, umafunção degrau17 , constante em cada intervalo:
h(ε) = h±n , xn+1 < ±ε < xn , (3.15)

em que h±n é fornecido pela raiz quadrada da média da função hibridização ∆(ε) no res-pectivo intervalo:
h±2
n = 1

dn

∫ ±,n
dε 1
π∆(ε) . (3.16)
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Desse modo, a primeira parte do termo de hibridização apresenta o seguinte formato:∫ 1

−1 dεh(ε)f†σ aεσ = 1√
π
f†σ
∑
n

(
γ+
n an0σ + γ−n bn0σ) , (3.17)

em que γ±2
n = ∫ ±,n dε∆(ε). Naturalmente, o termo hermitiano conjugado é análogo.

É importante destacar que a tentativa de generalização dada pela introdução da funçãodegrau, por ela ser constante em cada intervalo, não afeta o fato de a impureza se acoplarde forma direta somente com estados com p = 0, característica essencial do trabalho deKrishna-murthy et al9 , no qual h(ε) = h0 constante sobre todo o domínio.
Similarmente, a transformação do termo referente a Hbanho é dada por∫ 1

−1 dεg(ε)a†εσaεσ =∑
np

(ξ+
n a†npσanpσ + ξ−n b†npσbnpσ )

+ ∑
n,p 6=p′[α+

n (p, p′)a†npσanp′σ + α−n (p, p′)b†npσbnp′σ ] . (3.18)

Para o caso de dispersão linear, g(ε) = ε, que será o de interesse desta dissertação,os fatores α±n (p, p′) são os mesmos, tanto para ε positivo quanto negativo:
α±n (p, p′) = 1− Λ−12πi Λ−n

p′ − p exp(2πi(p′ − p)1− Λ−1
)
. (3.19)

Por sua vez, cada coeficiente ξ±n pode ser expresso como a média de ε sobre a distri-buição ∆(ε) no n-ésimo intervalo:
ξ±n = ∫ ±,n dε∆(ε)ε∫ ±,n dε∆(ε) . (3.20)

Se a função hibridização é uma constante, ∆(ε) = ∆0, temos:
ξ±n = 12Λ−n(1 + Λ−1) . (3.21)

As Eqs.(3.19) e (3.21) são idênticas às utilizadas por Krishna-Murthy et al9 , e serãoadotadas futuramente nesta dissertação para obtenção de nossos resultados numéricos.
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Em todos os passos da expansão, com a exceção da suposição de que h(ε) tem aforma dada pela Eq.(3.15), não é feita nenhuma aproximação, de forma que as Eqs.(3.17)e (3.18) são exatas. Contudo, com a intenção de simplificar a expressão referente aobanho, desprezamos nela todos os termos com p 6= 0. Esta aproximação foi essencial naconstrução argumentativa de K. G. Wilson7, 9 , e pode ser utilizada mesmo para ∆(ω) nãoconstante. Em príncipio, sua eficácia não é absolutamente clara, malgrado haver duasmotivações. A primeira é o fato de que os estados do banho com p 6= 0 se acoplam coma impureza somente de forma indireta, através de sua junção com os estados com p = 0,via o segundo termo do lado direito da Eq.(3.18). Outra possível justificativa é a de que ainteração entre os estados com p = 0 e p 6= 0 apresenta o fator multiplicativo (1−Λ−1), videEq.(3.19), o qual vai a zero no limite do contínuo (Λ → 1). Apesar de parecer um tantoquanto obscuro e de qualidade questionável, a prática tem mostrado que os resultadosobtidos somente com os estados do banho com p = 0 são bastante satisfatórios, mesmopara valores do parâmetro de discretização razoavelmente maiores que a unidade, de modoque em praticamente todos os cálculos envolvendo o GRN os estados com p 6= 0 não sãoconsiderados.
Finalmente, após descartar os termos com p 6= 0 e rebatizar os operadores anσ ≡ an0σe bnσ ≡ bn0σ , obtemos o Hamiltoniano discretizado:

H =Himp +∑
nσ

(ξ+
n a†nσanσ + ξ−n b†nσbnσ )

+ 1√
π
∑
σ

(1− wf†−σ f−σ )f†σ ∑
n

(
γ+
n anσ + γ−n bnσ

)
+ 1√

π
∑
σ

(1− wf†−σ f−σ )∑
n

(γ+
n a†nσ + γ−n b†nσ )fσ .

(3.22)

3.3 Mapeamento em uma cadeia semi-infinita

O objetivo do formalismo é, através de transformações convenientes, reescrever o Ha-miltoniano original em uma forma iterativa. O passo seguinte é mapear o modelo discre-tizado, dado pela Eq.(3.22), em um Hamiltoniano que apresenta o formato de uma cadeiaunidimensional semi-infinita, cujo primeiro sítio condensa os graus de liberdade de impu-
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reza, representado na Fig.3.1(c) pelo anel circular. Primeiramente, através da definição

c0σ ≡ 1√
ξ0
∑
n

(γ+
n anσ + γ−n bnσ ) , (3.23)

em que a constante de normalização é dada por
ξ0 =∑

n
[(γ+

n )2 + (γ−n )2] = ∫ 1
−1 dε∆(ε) ; (3.24)

a primeira parte do termo de hibridização é escrita de forma bem mais compacta:
1√
π
f†σ
∑
n

(γ+
n anσ + γ−n bnσ ) =√ξo

π f
†
σ c0σ ; (3.25)

similarmente para o termo hermitiano conjugado. Notemos que para hibridização indepen-dente de k , isto é, Vk = V e Wk = W , o parâmetro de acoplamento ξo é uma constante.
Os operadores c(†)

oσ (uma notação condensada para mencionar tanto coσ , quanto c†oσ )atuam no primeiro sítio da parte concernente aos elétrons de condução na cadeia semi-infinita, o qual é esquematicamente representado na Fig.3.1(c) pelo primeiro sítio ligadoao anel circular por V e W . Eles são claramente não ortogonais a a(†)
nσ e b(†)

nσ . Construindoum novo conjunto de operadores mutualmente ortogonais, c(†)
nσ , a partir de c(†)0σ , a(†)

nσ e b(†)
nσ ,através de um processo usual de tridiagonalização9, 16 , obtemos o seguinte Hamiltoniano,o qual, por ter operadores com subíndices n e n+ 1, já exibe um formato que insinua umesquema iterativo:

H =Himp +√ξ0
π
∑
σ

(1− wf†−σ f−σ )(f†σ c0σ + c†0σ fσ )
+ ∞∑

σ,n=0
[
εnc†nσcnσ + tn

(
c†nσc(n+1)σ + c†(n+1)σcnσ

)]
.

(3.26)

Na Fig.3.3, similarmente à Fig.3.1(c), representamos esquematicamente o mapeamentodado pela Eq.(3.26). Os operadores c(†)
nσ correspondem ao (n + 1)-ésimo sítio na cadeiada parte referente aos elétrons de condução - círculos preenchidos das Figs.3.1(c) e 3.3.Os parâmetros do Hamiltoniano na forma tridiagonal, análogos aos de um modelo tight-

binding, são as energias locais εn de cada sítio e os elementos de matriz tn, sendo que
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estes quantificam o acoplamento entre os sítios vizinhos referentes à banda de condução.

f (†)σ

V ,W

ε0

c(†)0σ
t0

ε1

c(†)1σ
t1

ε2

c(†)2σ
t2

ε3

c(†)3σ
Figura 3.3 – Representação esquemática do mapeamento do modelo original em um formato de cadeia semi-infinita, dado pela Eq.(3.26). O anel circular, sobre o qual atuam os operadores f (†)0σ , condensaos graus de liberdade da impureza. Por sua vez, a contribuição do banho é representada porcírculos preenchidos, sobre os quais atuam os operadores c(†)

nσ . Somente o sítio da cadeiacom n = 0 se liga diretamente à impureza, via V e W . A contribuição dos outros graus deliberdade do banho se dá pela interação entre os sítios referentes a ele. Os parâmetros doHamiltoniano na forma tridiagonal, análogos aos de um modelo tight-binding, são as energiaslocais εn de cada sítio e os elementos de matriz tn, sendo que estes quantificam a força dainteração entre os sítios vizinhos relativos à banda de condução.
Claramente, no Hamiltoniano mapeado no formato de cadeia semi-infinita a impurezase acopla de forma direta a apenas um grau de liberdade da banda de condução, com

c(†)0σ . Os operadores c(†)
nσ estão relacionados com a(†)

nσ e b(†)
nσ através de uma transformaçãoortogonal:

anσ = ∞∑
m=0 umncmσ , (3.27a)

bnσ = ∞∑
m=0 vmncmσ , (3.27b)

cnσ = ∞∑
m=0(unmamσ + vnmbmσ ) . (3.27c)

Impondo a consistência das expressões acima com a definição de c0σ , dada pelaEq.(3.23), notamos que os coeficientes iniciais das expansões são necessariamente da-dos por
u0m = γ+

m√
ξ0 e v0m = γ−m√

ξ0 . (3.28)
Para os coeficientes unm e vnm restantes, assim como para os parâmetros εn e tn, épossível obter relações recursivas, cujo ponto de partida15 é a imposição de equivalência
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das partes referentes à banda de condução livre nas Eqs.(3.22) e (3.26):
∑
np

(ξ+
n a†npσanpσ + ξ−n b†npσbnpσ ) = ∞∑

σ,n=0
[
εnc†nσcnσ + tn

(
c†nσc(n+1)σ + c†(n+1)σcnσ

)]
. (3.29)

As relações recursivas16 são inicializadas por:
ε0 = 1

ξ0
∫ 1
−1 dε∆(ε)ε , (3.30a)

t20 = 1
ξ0
∑
m

[(ξ+
m − ε0)2(γ+

m)2 + (ξ−m − ε0)2(γ−m)2] , (3.30b)
u1m = 1

t0 (ξ+
m − ε0)u0m , (3.30c)

v1m = 1
t0 (ξ−m − ε0)v0m . (3.30d)

Para n ≥ 1 temos:
εn =∑

m
(ξ+
mu2

nm + ξ−mv2
nm) , (3.31a)

t2n =∑
m

[(ξ+
m )2u2

nm + (ξ−m )2v2
nm
]
− t2n−1 − ε2

n , (3.31b)
un+1,m = 1

tn
[(ξ+

m − εn)unm − tn−1un−1,m] , (3.31c)
vn+1,m = 1

tn
[(ξ+

m − εn)vnm − tn−1vn−1,m] . (3.31d)
Naturalmente, para um função hibridização ∆(ω) genérica, as relações recursivas devemser resolvidas numericamente. Todavia, há alguns casos especiais em que é possível obterexpressões analíticas. K. G. Wilson obteve uma expressão para tn considerando que adensidade de estados do banho é constante7, 9 , o que é equivalente, em nosso contexto,a função hibridização ∆(ω) constante sobre todo seu domínio - que será a situação deinteresse do trabalho. Neste caso, εn = 0 para todo n e o elemento de matriz tn é dado
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por:

tn = 12(1 + Λ−1)Λ−n/2ζn , (3.32)
em que:

ζn = (1− Λ−n−1)(1− Λ−2n−1)−1/2(1− Λ−2n−3)−1/2 . (3.33)
Notemos que como ζn → 1 para n→∞, o elemento de matriz tn se reduz nesse limitea

tn →
12(1 + Λ−1)Λ−n/2 . (3.34)

O decréscimo exponencial de tn com n é essencial para o sucesso da técnica, poissignifica que ao passo que o valor de n aumenta, o acoplamento entre o sítio adicional ea cadeia é cada vez menor; o que é vital no processo iterativo porque computacionalmente
n é sempre finito, e a dependência tn ∝ Λ−n/2 sugere que o procedimento seja inter-rompido em determinado ponto sem lesar a precisão dos resultados. É justamente nestaconstatação que a argúcia da proposição de discretizar o banho de forma logarítmica ficamatematicamente cristalina.

Resumidamente, a Eq.(3.26) é uma representação unidimensional do modelo de An-derson de uma impureza com a característica especial de que os elementos de matriz tndecaem exponencialmente com n. No entanto, é importante lembrar que tal representação,inobstante bem sucedida, conforme será verificado em seções posteriores, não é exata,pois desprezamos os termos com p 6= 0. Constatemos também que a dimensionalidade doHamiltoniano mapeado em formato de cadeia nada tem a ver com a do modelo original,que descreve, por exemplo, uma impureza em um hospedeiro tridimensional. Todavia, se-gundo o trabalho de Krishna-murthy et al9 , os sítios da cadeia referentes aos elétronsde condução tem significado físico no modelo original quando interpretados como umasequência de cascas ao redor da impureza. O primeiro sítio relativo à parte de condução(com operadores c(†)0σ ) corresponde a uma casca cuja função de onda interfere diretamentecom a função de onda da impureza. Da mesma forma, interfere com a função de onda deoutra casca mais longe da impureza (em nosso contexto via o acoplamento tn) e assim pordiante.
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3.4 Diagonalização iterativa

As transformações descritas até agora foram necessárias para que pudéssemos mapearo Hamiltoniano de Anderson em uma forma [cadeia semi-infinita, Eq.(3.26)] na qual umprocedimento iterativo do grupo de renormalização pudesse ser definido. Por fim, o caráteriterativo da técnica aparecerá explicitamente.
Notemos que o Hamiltoniano dado pela Eq.(3.26) pode ser visto como uma série deHamiltonianos HN :
HN = Λ(N−1)/2 [Himp +√ξ0

π
∑
σ

(1− wf†−σ f−σ)(f†σ c0σ + c†0σ fσ
)

+ N∑
σ,n=0 εnc

†
nσcnσ + N−1∑

σ,n=0 tn
(
c†nσc(n+1)σ + c†(n+1)σcnσ

)]
,

(3.35)

com N = 0, 1, 2, ..., que se aproxima de H no limite N →∞:
H = lim

N→∞
Λ−(N−1)/2HN . (3.36)

O fator de escala Λ(N−1)/2 foi introduzido convenientemente na expressão deHN visandocancelar a dependência com N de tN−1, o elemento de matriz que acopla os últimos doissítios da cadeia descrita por HN .
É simples perceber que dois elementos sucessivos são relacionados por
HN+1 = Λ1/2HN + ΛN/2∑

σ

[
εN+1c†(N+1)σc(N+1)σ + tN

(
c†Nσc(N+1)σ + c†(N+1)σcNσ

)]
, (3.37)

cujo princípio é dado pelo Hamitoniano H0:
H0 = Λ−1/2 [Himp + ε0∑

σ
c†0σc0σ +√ξ0

π
∑
σ

(1− wf†−σ f−σ)(f†σ c0σ + c†0σ fσ
)]

, (3.38)
o qual pode ser diagonalizado analiticamente.

Evidenciamos que HN+1 apresenta o formato:
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HN+1 = Λ1/2HN + YN+1 + XN,N+1 , (3.39)

em que o operador YN+1 contém somente os graus de liberdade do sítio adicionado e
XN,N+1 uma mistura destes com aqueles considerados em HN . Em geral, a estrutura delesdepende do modelo, a despeito do cálculo acima. Em nosso caso a identificação por simplescomparação entre as Eqs.(3.37) e (3.39) é imediata.

A relação recursiva - dada pela Eq.(3.37) - e a dependência tn ∝ Λ−n/2 compõem oaspecto central do formalismo da técnica do grupo de renormalização numérico. Em termosde uma transformação R do grupo de renormalização, a Eq.(3.37) pode ser entendida como
HN+1 = R[HN ] . (3.40)

Nossa meta é organizar um esquema iterativo de diagonalização. Supomos que paraum dado N, o Hamiltoniano HN já foi diagonalizado:
HN |r〉N = EN(r) |r〉N , r = 1, ..., Ns , (3.41)

em que |r〉N é o r-ésimo autoestado de HN , correspondente ao autovalor EN(r). A di-mensionalidade, finita, do espaço de Hilbert§ associado a HN é Ns. Advertimos que talsuposição se encaixa no procedimento, pois é possível diagonalizar o Hamiltoniano H0 deforma exata.
A base de estados do próximo componente da série, HN+1, é construída simplesmentepelo produto dos estados da que diagonaliza HN pelos de uma outra base {|s(N + 1)〉},referente ao novo sítio adicionado à cadeia:

|r; s〉N+1 = |r〉N ⊗ |s(N + 1)〉 . (3.42)
Na Fig.3.4 exibimos uma representação esquemática do processo iterativo de constru-ção da base de HN+1 a partir da de HN .
Tendo em mãos a nova base é, em princípio, imediato construir a matriz de HN+1, cujos
§nome em homenagem ao alemão David Hilbert (1862-1943)



56 CAPÍTULO 3. GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO NUMÉRICO

HN: V ,W

ε0
t0

ε1
t1

ε2
tN−1

εN

V ,W

ε0
t0

ε1
t1

ε2
tN−1

εN

|r〉N ⊗ |s(N + 1)〉|r; s〉N+1 :
HN+1: V ,W

ε0
t0

ε1
t1

ε2
tN−1

εN

tN

εN+1

Figura 3.4 – Em cada etapa do processo de diagonalização iterativa um sítio da cadeia, com energia εN+1e operadores c(†)
N+1, é adicionado ao Hamiltoniono HN . A base |r; s〉N+1 do Hamiltonianoresultante HN+1 é formada pelo produto dos autoestados de HN , {|r〉N}, com uma base

{|s(N + 1)〉} relativa ao sítio adicionado.
elementos são dados por:

HN+1(r, s; r′, s′) = N+1〈r; s |HN+1 | r′; s′〉N+1 . (3.43)
Os próximos passos estão ilustrados na Fig.3.5.
Na Fig.3.5(a) mostramos ilustrativamente o espectro de energias de HN , isto é, asequência de níveis EN(r), em que o estado fundamental é definido como o zero de ener-gia. Na Fig.3.5(b) aduzimos ao primeiro termo do lado direito da Eq.(3.37), expondoesquematicamente a ação do fator de escala Λ1/2 sobre o espectro de HN . Por sua vez,a diagonalização da matriz cujos elementos são dados pela Eq.(3.43) fornece um novoconjunto de autovalores EN+1(w), os quais estão ilustrados na Fig.3.5(c), e, naturalmente,um novo conjunto de autoestados {|w〉N+1}. Tais autoestados estão relacionados com

{|r; s〉N+1} via uma matriz unitária U:
|w〉N+1 =∑

rs
U(w; r, s)|r; s〉N+1 , (3.44)

cujos elementos são dados por U(w; r, s) = N+1〈r; s | U |w〉N+1.
É manifesto que o número de estados aumenta com a adição do novo sítio. Fatalmente,
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0

a) EN(r) b) Λ1/2EN(r) c) EN+1(w) d) Truncamento

Figura 3.5 – (a) Espectro EN(r) do Hamiltoniano HN com a energia do estado fundamental definida comozero. (b) Primeiro termo do lado direito da Eq.(3.37); fator de escala Λ1/2 atuando sobre oespectro de HN . (c) Espectro EN+1(w) de HN+1, calculado pela diagonalização da matrizcujos elementos são dados pela Eq.(3.43). (d) Espectro de HN+1 após o truncamento, no qualapenas os Ns estados de menos energia foram mantidos. Como, de acordo com a Eq.(3.35),os autovalores de HN+1 são proporcionais a Λ(N−1)/2, para evitar o crescimento exponencial,a cada iteração o estado fundamental é definido como o zero de energia.
mesmo quando levamos em conta as simetrias do modelo, o que nos permite construir umamatriz blocodiagonal, o aumento da dimensão do espaço de Hilbert será um entrave paraa diagonalização numérica. O obstáculo é subjulgado com um processo ad-hoc de trunca-mento, o qual está esquematizado na Fig.3.5(d). Após a diagonalização dos diversos blocosda matriz de HN+1, mantemos na base que será utilizada na próxima iteração somente os
Ns autoestados de menor energia, ou seja, a partir do momento em que o truncamentopassa a atuar, a dimensão do espaço de Hilbert permanece fixa. Naturalmente, não hágarantia alguma, a priori, de que qualquer valor de energia de corte obtenha êxito; seusucesso deve ser verificado em cada aplicação. Valores satisfatórios de Ns dependem domodelo considerado; para o modelo de Anderson de uma impureza experiências anterioresgarantem que um valor razoável para Ns é de algumas centenas.

Um critério para a validade do procedimento é notar se a retirada dos estados de maiorenergia afeta o espectro de baixas energias da iteração subsequente; numericamente essaanálise é perfeitamente possível variando-se o valor de Ns.
É importante salientar que devido à dependência de tn com n, o truncamento não é
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tão arbitrário quanto pôde parecer nos parágrafos precedentes. A influência dos estadosde alta energia sobre os de baixa é pequena, pois a adição de um novo sítio pode serentendida como uma perturbação proporcional a Λ−1/2 < 1. Este fator é irrelevante paragrandes valores de Λ, mas para Λ → 1 fica evidente que devem ser mantidos cada vezmais estados para que sejam obtidos bons resultados. Em suma, a precisão dos resultadosobtidos via GRN diminui quando Ns é fixo e Λ se aproxima da unidade; por sua vez, oparâmetro de discretização não pode ser escolhido arbitrariamente maior que a unidade,pois quanto maior o valor de Λ, mais longe estaremos do limite de espectro contínuo dobanho e, consequentemente, mais distante da situação física considerada no modelo nãodiscretizado. O sucesso da técnica frente a essa ambivalência depende da consciência doprogramador na escolha de Λ e Ns e, adicionalmente, de uma análise a posteriori.
3.5 Hibridização independente de k e dispersão linear: o

caso estudado numericamente neste trabalho

Nesta seção já consideramos a redução do modelo em um caso específico, para oqual apresentaremos, no capítulo posterior intitulado “Resultados numéricos“, dados ob-tidos numericamente, por meio do GRN, para a contribuição da impureza a propriedadestermodinâmicas do modelo.
Trabalharemos com hibridização independente de k , isto é, Vk = V e Wk = W . Talaproximação é bastante justificável no caso de metais, em que há uma forte blindagem emenergias específicas, sendo que o potencial é uma soma de distribuições deltas, o qual, noespaço de momento, transforma-se em uma constante. Além disso, supomos que o banhopossui densidade de estados ρ constante. Com essas duas considerações aplicadas àEq.(3.1), temos: ∆(ω) = π|V |2∑

k

δ(ω− εk) = π|V |2ρ . (3.45)
o que é equivalente a afirmar que escolhemos uma função hibridização constante. Portanto,as Eqs.(3.21) e (3.32) são válidas, além de que as energias locais εn são nulas para todovalor de n.

Ademais, supomos que a dispersão dos estados do banho é linear, g(ε) = ε, em que



3.6 Diagonalização de H0 59
conservamos somente o termo de primeira ordem de uma expansão em série de Taylor nasproximidades do nível de Fermi. Neste caso, vale também a Eq.(3.19).

Com essas ponderações, reduzimos o modelo àquele estudado por Krishna-murthy etal9, 10 , com a adição do termo proporcional a W . Tomando, por simplificação, ρ = 1/2, emunidades convenientes, o Hamiltoniano HN , dado pela Eq.(3.35) se reduz a
HN = Λ(N−1)/2 [Himp +∑

σ

(
V −Wf†−σ f−σ

)(
f†σ c0σ + c†0σ fσ

)
+ N−1∑

σ,n=0 tn
(
c†nσc(n+1)σ + c†(n+1)σcnσ

)]
,

(3.46)
em que utilizamos as Eqs.(3.24) e (3.25), além de w = Wk/Vk = W/V . Os termos de aco-plamento entre os sítios referentes ao banho, tn, são dados pela Eq.(3.32). O Hamiltonianoinicial, dado anteriormente pela Eq.(3.38), é reduzido a

H0 = Λ−1/2 [Himp +∑
σ

(
V −Wf†−σ f−σ

)(
f†σ c0σ + c†0σ fσ

)]
. (3.47)

Salientamos que, para a continuação do formalismo desenvolvido até aqui, não haviaa necessidade de tais considerações. A construção da base de estados para a diago-nalização de HN+1, supondo HN diagonal, e todos os passos subsequentes independemdelas. No entanto, antes de entrar no método iterativo de fato, gostaríamos de apresentarinstrutivamente um exemplo analítico da diagonalização exata de H0. Por essa razão jáintroduzimos na presente seção as condições sob as quais analisaremos a contribuição daimpureza a algumas propriedades termodinâmicas do modelo, via dados numéricos obtidospor meio do GRN. Acreditamos que, mesmo se não tivéssemos o desejo de expor a próximaseção, é interessante esclarecer melhor ao leitor nossos objetivos finais em meio a todo oformalismo apresentado até aqui e ao que está por vir.
3.6 Diagonalização de H0

A seguir, de forma instrutiva, enumeramos os passos para a diagonalização exata doHamiltoniano inicial H0. Contudo, visando a redução das expressões finais, consideramos
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que 2εf + U = 0 - caso em que o modelo apresenta simetria partícula-buraco quando
W = 0. Tal restrição é particular à seção atual e não necessária, somente convenientepara a apresentação do espectro de energias. Portanto, queremos diagonalizar
H0 = Λ−1/2 [εf∑

σ
f†σ fσ + Uf†↑ f↑f

†
↓ f↓ +∑

σ

(
V −Wf†−σ f−σ

)(
f†σ c0σ + c†0σ fσ

)]
, (3.48)

com 2εf + U = 0.
Naturalmente, para diagonizar qualquer Hamiltoniano é necessário uma base de es-tados completa. Sejam {|r〉} os estados do primeiro sítio referente à banda de condução,ou seja, aqueles sobre os quais atuam os operadores c(†)0σ . Similarmente, sejam {|s〉} osestados do primeiro sítio da cadeia semi-infinita, a impureza. Construiremos a base deestados {|r; s〉}, em que |r; s〉 = |r〉 ⊗ |s〉. Claramente, em cada um dos subespaços, háquatro estados acessíveis, vazio |0〉, spin up | ↑〉, spin down | ↓〉 ou duplamente ocupado

| ↑↓〉. Portanto, o espaço de Hilbert associado ao sistema apresenta dimensionalidadedezesseis.
Definimos três números quânticos vinculados a cada estado da base, os quais servirãocomo rótulo. São eles: o número de partículas, denominado carga, o spin total e suaprojeção azimutal, denominada componente z. Na Tab.3.1 apresentamos os 16 estados dabase.Tabela 3.1 – Base de estados utilizada na diagonalização de H0, dado pela Eq.(3.48), com 2εf + U = 0.A escolha de combinações lineares no subespaço de carga 2, apesar de não ser estritamentenecessária, é conveniente e simplifica os cálculos.

Carga Spin Componente z Estado0 0 0 |0; 0〉
1 1/2 −1/2 | ↓; 0〉 , |0; ↓〉1/2 | ↑; 0〉, |0; ↑〉

0 0 |0; ↑↓〉 , |↑;↓〉−|↓;↑〉√2 , | ↑↓; 0〉2 −1 | ↓; ↓〉1 0 |↑;↓〉+|↓;↑〉√21 | ↑; ↑〉
3 1/2 −1/2 | ↓; ↑↓〉 , | ↑↓; ↓〉1/2 | ↑; ↑↓〉 , | ↑↓; ↓〉
4 0 0 | ↑↓; ↑↓〉

É possível ordenar os estados de forma que a matriz de H0 seja bloco diagonal; por
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conseguinte, não há matriz a ser diagonalizada de dimensão maior que três. Principiemospelas unidimensionais: claramente |0; 0〉 e | ↑↓; ↑↓〉 são autoestados degenerados comenergia nula.

Em seguida, avançando às bidimensionais, trabalhamos com o subespaço de carga 1,cuja única matriz não diagonal, visto que estados com diferentes componentes z do spinnunca se acoplam, é dada por:  0 V

V εf

 . (3.49)
No modelo de Anderson tradicional, isto é, com W = 0, os subespaços de carga 1 e3 apresentariam os mesmos autovalores. Entretanto, no segundo, a dupla ocupação tempor consequência a contribuição do novo termo de hibridização, o qual altera ligeiramentedois elementos de matriz:  0 V −W

V −W εf

 . (3.50)
Por último, nos resta o subespaço de carga 2. Nele, os três estados de spin 1 sãorapidamente identificados como autoestados degenerados, com energia Λ1/2εf . Os outrostrês, de spin zero, fornecem uma matriz na qual há elementos dependentes de W :

0 √2V 0
√2V εf

√2(V −W )0 √2(V −W ) 0
 . (3.51)

As três matrizes acima podem ser diagonalizadas sem maiores dificuldades. Na Tab.3.2,utilizando a síntese notacional Ω, definida na legenda, resumimos os resultados da dia-gonalização de H0 com 2εf + U = 0 .
Evidentemente, a solução do Hamiltoniano inicial para 2εf +U 6= 0 é imediata com autilização de qualquer subrotina computacional de diagonalização ou ainda, demandandomais labor e paciência, é possível, em princípio, resolvê-lo com a ausência total de métodoscomputacionais. A simplificação 2εf + U = 0 foi assumida somente para as expressõesexpostas na Tab.3.2 tomarem formas mais amigáveis. Assim sendo, fica cristalino que osautovalores e autovetores, em termos de hibridização, dependem de V e |V −W |, ou seja,
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Tabela 3.2 – Autovalores, em unidades de Λ1/2, e autoestados de H0, com 2εf +U = 0, separados conformeseus valores de carga e spin. A letra Ω é uma mera síntese notacional e representa em cadaautoestado o seu respectivo autovalor, em unidades de Λ1/2.

Carga Spin Energia/Λ1/2 Autoestados0 0 0 |0; 0〉
12εf − 12

√
ε2
f + 4V 2 VΩ (| ↓; 0〉+ |0; ↓〉)1 1/2 e VΩ (| ↑; 0〉+ |0; ↑〉)12εf + 12

√
ε2
f + 4V 2 VΩ (| ↑; 0〉+ |0; ↑〉)e VΩ (| ↓; 0〉+ |0; ↓〉)

12εf − 12
√
ε2
f + 8 [V 2 + (V −W )2] Combinações; coeficientesproporcionais a V , Ω e V −W0 0 V |↑↓;0〉+(V−W )|0;↑↓〉√

V 2+(V−W )22 12εf + 12
√
ε2
f + 8 [V 2 + (V −W )2] Combinações; coeficientesproporcionais a V , Ω e V −W

εf | ↓; ↓〉1 εf |↑;↓〉+|↓;↑〉√2
εf | ↑, ↑〉12εf − 12

√
ε2
f + 4 (V −W )2 V−WΩ (| ↑; ↑↓〉+ | ↑↓; ↑〉)3 1/2 e V−WΩ (| ↓; ↑↓〉+ | ↑↓; ↓〉)12εf + 12

√
ε2
f + 4 (V −W )2 V−WΩ (| ↑; ↑↓〉+ | ↑↓; ↑〉)e V−WΩ (| ↓; ↑↓〉+ | ↑↓; ↓〉)

4 0 0 | ↑↓; ↑↓〉
com exceção ao caso em que V = 0, a dependência com W sempre vem acompanhada de
V ; efetivamente, é dada pela razão entre eles. Tal verificação é importante, pois, comoos graus de liberdade da impureza só aparecem explicitamente no Hamiltoniano inicial,essa característica deve ser respeitada na continuidade do método e, consequentemente,no cálculo numérico das propriedades termodinâmicas, apresentado no Capítulo 4.
3.7 Construção da base de estados para a diagonalização

de HN+1
Após a diagonalização de H0, que foi ilustrada na seção anterior para o caso particulardado pela Eq.(3.48) com 2εf +U = 0, precisamos escolher {|s(1)〉}, montar uma nova base

{|r; s〉1}, diagonalizar H1, e assim por diante, conforme assertamos na discussão ao redorda Eq.(3.42).
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Na construção de {|r; s〉N+1}, dados os autoestados de HN , deve-se, primeiramente,decidir quais simetrias do Hamiltoniano serão consideradas na diagonalização iterativa.Consideraremos, a cada iteração, as conservações da carga Q, do spin S e de sua compo-nente azimutal, Sz . Para cada valor de N definimos os operadores

Q̂ ≡
N∑

σ,n=0 c
†
nσcnσ +∑

σ
f†σ fσ (3.52)

e
Ŝ ≡ 12 N∑

µ,ν,n=0 c
†
nµσµνcnν + 12∑

µ,ν
f†µ σµνfν , (3.53)

sendo que este último fornece
Ŝ+ = N∑

n=0 c
†
n↑cn↓ + f†↑ f↓ , (3.54a)

Ŝ− = N∑
n=0 c

†
n↓cn↑ + f†↓ f↑ , (3.54b)

Ŝz = 12 N∑
n=0
(
c†n↑cn↑ − c

†
n↓cn↓

)+ 12 (f†↑ f↑ − f†↓ f↓) , (3.54c)
em que Ŝ2 = Ŝ2

x + Ŝ2
y + Ŝ2

z e Ŝ± = Ŝx ± iŜy. A partir deles, mostra-se que
[HN, Q̂] = [HN, Ŝ2] = [HN, Ŝz ] = 0 , N ≥ 0 , (3.55)

em que [A,B] ≡ AB − BA. Os números Q, S(S + 1) e Sz são autovalores de Q̂, Ŝ2 e Ŝz ,respectivamente.
Há ainda outra conservação - isto é, outro operador que pode comutar com HN - a sermencionada: a da carga axial21 . Ela foi utilizada formalmente anos depois do trabalhoprecursor de Krishna-murthy et al9, 10 , no contexto do modelo de Kondo de duas impurezas.É representada por um operador vetorial que satisfaz a álgebra de momento angular, cujascomponentes Jx , Jy e Jz são completamente determinadas por
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J+ = N∑
n=0 (−1)nc†n↑c†n↓ − f†↑ f†↓ , (3.56a)

J− = N∑
n=0 (−1)ncn↓cn↑ − f↓f↑ , (3.56b)

Jz = 12 N∑
n=0
(
c†n↑cn↑ − cn↓c

†
n↓

)+ 12 (f†↑ f↑ − f↓f†↓ ) , (3.56c)
em que J 2 = J 2

x + J 2
y + J 2

z e J± = Jx ± iJy. No entanto, esse operador só comutacom o Hamiltoniano quando 2εf + U = W = 0, razão pela qual não o utilizaremos nestadissertação - o mencionamos, pois pode ser útil em outras situações -, porque visamosjustamente analisar os efeitos provenientes de W 6= 0.
Prosseguindo, seja |Q,S, Sz, r〉N o r-ésimo autoestado de HN , com carga Q, spin S ecomponente Sz . Definimos o grupo de estados:

|Q,S, Sz, r; 0〉N ≡ |Q,S, Sz, r〉N , (3.57a)
|Q,S, Sz, r; ↑〉N ≡ c†(N+1)↑ |Q,S, Sz, r〉N , (3.57b)
|Q,S, Sz, r; ↓〉N ≡ c†(N+1)↓ |Q,S, Sz, r〉N , (3.57c)

|Q,S, Sz, r; ↑↓〉N ≡ c†(N+1)↑c†(N+1)↓ |Q,S, Sz, r〉N , (3.57d)
o qual evidencia que a adição de um novo sítio à cadeia semi-infinita aumenta a dimensãodo espaço de Hilbert por um fator quatro. É necessário elucidar que mesmo nos estadosda esquerda os números quânticos Q, S e Sz dizem respeito à cadeia de N sítios - apóso “;” há a informação sobre o sítio adicionado.

Para usufruirmos das conservações de Q̂, Ŝ2 e Ŝz , ou seja, montarmos uma matrizblocodiagonal, queremos uma base na qual os números quânticos Q, S e Sz sejam bemdefinidos. Com este fim, construiremos combinações dos estados dados pelas Eqs.(3.57).
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Impondo a conservação da carga e do spin; há dois estados imediatos:

|Q,S, Sz, r, 1〉N+1 = |Q,S, Sz, r; 0〉N , (3.58a)
|Q,S, Sz, r, 2〉N+1 = |Q − 2, S, Sz, r; ↑↓〉N , (3.58b)

em que todos os números quânticos dos estados da esquerda referem-se à cadeia de N+1sítios e os índices 1 e 2 apenas rotulam o “tipo“ de estado da base, ou seja, como elefoi gerado. Os estados dados pelas Eqs.(3.58), assim como os outros dois que obteremosabaixo, são, por construção, autoestados dos operadores carga, spin total ao quadrado ecomponente z do spin - relativos à iteração N + 1 - com autovalores Q, S(S + 1) e Sz ,respectivamente.
Quanto aos outros dois estados, malgrado a conservação do número de partículas sernovamente imediata, a respeito da conservação do spin é imprescindível considerar commais cuidado a adição de um spin 1/2 ao sistema descrito por HN . Indubitavelmente, deacordo com a regra de adição de momento angular, um estado da base de HN+1 com spin

S descende de um autoestado de HN com spin S + 1/2 ou S − 1/2, bem como um estadocom Sz provém da adição de um spin up a um estado com Sz− 1/2 ou da de um spin downa um com Sz + 1/2.
Genericamente, a combinação de estados com momento angular j1 e j2 resulta em umket22

|j, m〉 = 2j1+1∑
m1=−(2j1+1)

2j2+1∑
m2=−(2j2+1) 〈j1, m1; j2, m2 | j, m〉 |j1, m1; j2, m2〉 , (3.59)

em que |j1−j2| 6 j 6 j1+j2 em = −(2j+1),−2j, ..., 2j, 2j+1. Os números 〈j1, m1; j2, m2 | j, m〉foram batizados em homenagem aos alemães Alfred Clebsch (1833-1872) e Paul A. Gordan(1837-1912), os quais se depararam com um resultado equivalente na teoria dos invarian-tes. São chamados de coeficientes de Clebsh-Gordan e são tabelados.
Na Eq.(3.59), optamos pelas variáveis de subíndice 2 para rotular o sítio acrescido,portanto j2 = 1/2 e m2 = ±1/2. Desta forma, conforme a discussão acima, j1 pode assumirdois valores: j − 1/2 e j + 1/2. Os coeficientes de Clebsh-Gordan que nos serão úteis são



66 CAPÍTULO 3. GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO NUMÉRICO
dados por23, 24

〈
j1, m1; 12 , m2

∣∣∣∣ j;m〉 =


√
j1±m+ 122j1+1 para j = j1 + 12 e m2 = ± 12

∓
√

j1∓m+ 122j1+1 para j = j1 − 12 e m2 = ± 12
. (3.60)

No caso em que j1 = j−1/2, ou melhor, j1 = S−1/2 , suprimindo dos kets a informaçãode que j2 = 1/2, temos
|Q,S, Sz, r, 3〉N+1 = η+

∣∣∣∣Q − 1, S − 12 , Sz − 12 , r; ↑
〉
N

+ η−
∣∣∣∣Q − 1, S − 12 , Sz + 12 , r; ↓

〉
N
,(3.61)em que

η± =√S ± Sz2S . (3.62)
Similarmente para o caso em que j1 = S + 1/2:

|Q,S, Sz, r, 4〉N+1 = η′+
∣∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz − 12 , r; ↑

〉
N

+ η′−
∣∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r; ↓

〉
N
,(3.63)em que

η′± = ∓√S ∓ Sz + 12S . (3.64)
Logo, através dos autoestados de HN , organizamos uma base para diagonalizar HN+1,na qual, como desejávamos preliminarmente, os estados apresentam números quânticos Q,

S e Sz bem definidos:
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|Q,S, Sz, r, 1〉N+1 = |Q,S, Sz, r; 0〉N , (3.65a)
|Q,S, Sz, r, 2〉N+1 = |Q − 2, S, Sz, r; ↑↓〉N , (3.65b)
|Q,S, Sz, r, 3〉N+1 = √

S + Sz2S
∣∣∣∣Q − 1, S − 12 , Sz − 12 , r; ↑

〉
N+√S − Sz2S

∣∣∣∣Q − 1, S − 12 , Sz + 12 , r; ↓
〉
N
, (3.65c)

|Q,S, Sz, r, 4〉N+1 = −√S − Sz + 12S + 2
∣∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz − 12 , r; ↑

〉
N+√S + Sz + 12S + 2

∣∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r; ↓
〉
N
. (3.65d)

3.8 Elementos de matriz de HN+1
A partir das Eqs.(3.65), poderíamos calcular imediatamente os elementos de matrizda (N + 1)-ésima iteração. Todavia, é possível escrevê-los em termos de elementos queindependem de Sz . Para tal proeza utilizaremos o teorema devido ao húngaro Eugene P.Wigner (1902-1995) e ao americano Carl H. Eckart (1902-1973), conhecido como teoremade Wigner-Eckart25 - cuja demonstração explícita é feita no Apêndice A - para um operadortensorial de ordem L, cuja M-ésima componente é dada por T LM , definido através dasrelações:

[Jz, T LM ] = MT LM , (3.66a)
[J±, T LM ] =√L(L+ 1)−M(M ± 1)T LM±1 , (3.66b)

em que Jz e J± são componentes de um operador vetorial J que satisfaz a álgebra tradicionalde momento angular, com J2 = J2x + J2y+ J2z e J± = Jx± iJy. Segundo tal teorema, o elementode matriz 〈j, m ∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′〉, para o acoplamento L⊗ j ′ → j , pode ser escrito como
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〈
j, m

∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′〉 = 〈L,M; j ′, m′ | j, m〉 〈j ∥∥ T L ∥∥ j ′〉 , (3.67)
em que o segundo objeto do lado direito independe de m ou m′ e é denominado elementode matriz invariante - em inglês: reduced matrix element.

No Apêndice B mostramos que os operadores c(†)
Nσ definem dois tensores de ordem

L = 1/2, os quais satisfazem as Eqs.(3.66) para J representado pelo operador Ŝ:
c†N →

 c†N↑
c†N↓

 , cN →

 cN↓
−cN↑

 ; (3.68)
o que corresponde a dizermos que o tensor c†N apresenta componentes c†Nσ e o cN compo-nentes −2σcNσ ; convencionamos que σ fora de índices apresenta valor 1/2 para spin up e
−1/2 para spin down.

Depois de apresentados os tensores c†N e cN , reescrevemos o teorema de Wigner-Eckartpara o primeiro, que nos será útil, dentro do nosso contexto:
N

〈
Q′, S′, r′

∥∥∥ c†N ∥∥∥Q,S, r〉N = N

〈
Q′, S′, S′z, r′

∣∣∣ c†Nσ ∣∣∣Q,S, Sz, r〉N〈
S, Sz; 12 , σ ∣∣S′, S′z〉 , (3.69)

com σ = ±1/2.
Não obstante o título desta seção, aduzimos não exatamente aos elementos de matrizde HN+1, mas sim de ∑σ c

†
Nσc(N+1)σ . Tendo estes determinados, a obtenção daqueles édireta, pois exige somente - segundo a Eq.(3.37) - um fator multiplicativo, já que o Hamil-toniano é hermitiano; além, é claro, dos autovalores provenientes da cadeia precedente.

Examinando a base de estados dada pelas Eqs.(3.65) nota-se que somente quatroclasses de elementos de matriz de ∑σ c
†
Nσc(N+1)σ são não nulas, dado que os autoestadosde HN formam uma base ortonormal. Elas são caracterizadas por elementos de matrizformados pelo ”tipo” 1 com ”tipo“ 3, 1 com 4, 3 com 2 e 4 com 2. No Apêndice C,escrito especialmente para o leitor interessado nestas minúcias, apresentamos os cálculosexplícitos, juntamente com observações sobre as convenções de sinal adotadas. Aqui, no
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corpo principal do trabalho, utilizando a definição

r′,i′

〈
c†Nσc(N+1)σ〉

r,i
≡

N+1
〈
Q,S, Sz, r′, i′

∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ ∣∣∣Q,S, Sz, r, i〉
N+1 , (3.70)

nos limitamos a apresentar os resultados:
∑
σ

r′,1
〈
c†Nσc(N+1)σ〉

r,3 =
N

〈
Q,S, r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 1, S − 12 , r
〉
N
, (3.71a)

∑
σ

r′,1
〈
c†Nσc(N+1)σ〉

r,4 =
N

〈
Q,S, r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 1, S + 12 , r
〉
N
, (3.71b)

∑
σ

r′,3
〈
c†Nσc(N+1)σ〉

r,2 = √ 2S2S + 1 N

〈
Q − 1, S − 12 , r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 2, S, r〉
N
, (3.71c)

∑
σ

r′,4
〈
c†Nσc(N+1)σ〉

r,2 = −√2S + 22S + 1 N

〈
Q − 1, S + 12 , r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 2, S, r〉
N
, (3.71d)

em que fica cristalino o cunho iterativo da técnica, visto que os elementos de matriz de
HN+1 dependem explicitamente, via elementos invariantes, da iteração N.
3.8.1 Elementos de matriz invariantes

Após reduzirmos os elementos de matriz de HN+1 - Eqs.(3.71) - a, essencialmente,elementos invariantes provindos da iteração N, resta, obviamente, determinar estes. Ge-nericamente, o propósito é calcular o objeto
N

〈
Q′, S′, w ′

∥∥∥ c†N ∥∥∥Q,S,w〉N , (3.72)
para o qual utilizamos a Eq.(3.69), além de expandir os autoestados de HN em termos dosestados da base utilizada antes da diagonalização:

|Q,S, Sz, w〉N =∑
r,i

Ur,i(Q,S,w) |Q,S, Sz, r, i〉N , (3.73)
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em que os elementos Ur,i(Q,S,w) pertencem a uma matriz U, ortogonal, formada pelosautovetores de HN . Portanto,

N

〈
Q′, S′, w ′

∥∥∥ c†N ∥∥∥Q,S,w〉N =
=∑

r′,i′

∑
r,i

Ur′,i′(Q′, S′, w ′) Ur,i(Q,S,w) N

〈
Q′, S′, S′z, r′, i′

∣∣∣ c†Nσ ∣∣∣Q,S, Sz, r, i〉N〈
S, Sz; 12 , σ ∣∣S′, S′z〉 .

(3.74)

A base de estados de HN é, naturalmente, análoga a de HN+1, exibida nas Eqs.(3.65);a partir dela nota-se que o operador c†Nσ não altera r, de modo que a somatória acimaapresenta termo não nulo somente para r = r′. Também, devido à conservação da carga edo spin, é necessário que Q′ = Q+ 1 e S′ = S± 1/2. Em vista disso, a Eq.(3.74) se reduza
N

〈
Q + 1, S′, w ′ ∥∥∥ c†N ∥∥∥Q,S,w〉N =

=∑
i′,i

Ur,i′(Q + 1, S′, w ′) Ur,i(Q,S,w)
N

〈
Q + 1, S′, r, i′ ∥∥∥ c†N ∥∥∥Q,S, r, i〉N ,

(3.75)
com S′ = S ± 1/2. Acima, utilizamos novamente, para condensar a expressão, o teoremade Wigner-Eckart como exposto na Eq.(3.69), com a inclusão dos índices i e i′. A matriz
U, proveniente da iteração N, é, por construção do método, conhecida da diagonalizaçãode HN . Quanto aos elementos invariantes da Eq.(3.75) há, similarmente à seção anterior,quando trabalhávamos diretamente com os elementos de matriz, quatro deles não nulos,dois relacionados com S′ = S + 1/2 e outra dupla com S′ = S − 1/2. Nos restringimos aapresentá-los abaixo, salientando ao leitor interessado em mais detalhes que convençõesde sinais e o cálculo explícito são discutidos especificamente no Apêndice D:

N

〈
Q + 1, S + 12 , r, 3

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q,S, r, 1〉
N

= 1 , (3.76a)

N

〈
Q + 1, S + 12 , r, 2

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q,S, r, 4〉
N

= √2S + 12S + 2 , (3.76b)

N

〈
Q + 1, S − 12 , r, 4

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q,S, r, 1〉
N

= 1 , (3.76c)

N

〈
Q + 1, S − 12 , r, 2

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q,S, r, 3〉
N

= −√2S + 12S . (3.76d)
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Após o extenso formalismo do GRN apresentado nas seções anteriores, nos concentra-mos agora na discussão de pontos que constituirão o alicerce da análise dos resultados.

3.9 O conceito de ponto fixo

Este conceito é bastante útil na interpretação dos resultados numéricos concernentesàs propriedades termodinâmicas do modelo. A despeito de sua utilidade neste trabalhoser basicamente resumida pela sentença anterior, nesta seção o trataremos sem nenhumarelação com elas, de modo a evidenciar que é um conceito independente, que pode, contudo,ser visualizado atráves delas.
De forma geral, seja R uma transformação qualquer do grupo de renormalização; umponto fixo H∗, de R, é o Hamiltoniano que permanece invariante sob a aplicação de R:

R[H∗] = H∗ . (3.77)
Em outras palavras, mais particulares ao nosso processo iterativo - em que assumimosdoravante R fornecido pela Eq.(3.37) e nos referimos a HN , Eq.(3.35) -, a variação com Nrepresenta uma trajetória no espaço dos Hamiltonianos reescalados, em que cada pontoé caracterizado por um conjunto de níveis de energia e autoestados; nas proximidades deum ponto fixo as energias mais baixas mudam muito pouco com a variação de N. Taistrajetórias, dependentes dos números quânticos Q e S, podem ser visualizadas a partir daconstrução de um diagrama como o apresentado na Fig.3.6.
Na verdade, R não apresenta pontos fixos, todavia R2, que também é uma transfor-mação do grupo de renormalização, os exibe, fato pelo qual deve-se escolher entre valoresde N pares ou ímpares na construção do diagrama de trajetórias.
Na Fig.3.6 são patentes quatro regiões com a distinção aproximada de pontos fixos: nasprimeiras iterações (N < 5), em valores intermediários de N (5 < N < 15 e 15 < N < 30)e para N > 30. A física delas não pode ser extraída simplesmente pelo diagrama deautoenergias, é necessária uma análise ulterior; especificamente, a diagonalização diretados Hamiltonianos de ponto fixo H∗ (que usualmente têm estrutura simples, se comparadaa de HN) e a comparação de seus espectros com os dados numéricos. Uma discussão pro-
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Figura 3.6 – Energias mais baixas de HN - dado pela Eq.(3.37) - em função de N ímpar; para ∆(ω) = ∆0constante, V = 0.00006, U = 0.02, εf = −10−5, W = 0. As energias mais baixas mudammuito pouco com N ímpar em praticamente quatro regiões: nas primeiras iterações (N < 5),em duas regiões de valores intermediários de N (5 < N < 15 e 15 < N < 30) e para N > 30,as quais caracterizam quatro pontos fixos. Todas as medidas de energia são feitas a partir donível de Fermi, em unidades da semilargura de banda D.
longada, aprofundada e recomendada ao leitor interessado sobre este procedimento, com aconstrução de Hamiltonianos efetivos para cada ponto fixo, foi apresentada em 1980, tantopara o modelo simétrico9 , quanto para o assimétrico10 , em referências que, juntamentecom review de Wilson7 , são o fundamento do Grupo de Renormalização Numérico. Nestetrabalho nos contentamos com a enumeração dos pontos fixos do modelo e o estudo diretona contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas, relacionando-os qualitativa-mente a ela. Tal abordagem, embora simplificada, nos será fundamental, pois os efeitosdo termo de hibridização correlacionada mencionados desde o título desta dissertação sãojustamente os efeitos sobre as transições, do inglês crossover, entre os pontos fixos.

Antes de batizar e relacionar os pontos fixos à contribuição da impureza a algumaspropriedades termodinâmicas do modelo, discorreremos primeiro sobre estas e aquela,introduzindo-as no trama do GRN.
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3.10 Contribuição da impureza a propriedades físicas

Agora, temos o receituário do GRN estruturado, com o mapeamento do modelo emum Hamiltoniano representativo de uma cadeia semi-infinita de N sítios, resultando nadiagonalização iterativa do modelo - ao invés da diagonalização direta do Hamiltonianocompleto dado pela Eq.(3.26). A sequência natural é o cálculo de propriedades físicas,o que passa, invariavelmente, pela função de partição. Indubitavelmente, ela deve serincorporada no atual entrecho e o fato de que - recordando as Eqs.(3.32) e (3.34) - oscoeficientes tn decaem com Λ−n/2 pode ser utilizado como um preâmbulo para relacionaruma certa cadeia de comprimento N com uma escala de energia do modelo (em unidadesda semilargura de banda D), a qual, sem maiores surpresas, denominamos temperatura.
A diagonalização do Hamiltoniano reescalado HN , dado pela Eq.(3.35), fornece umconjunto de autovalores {E (N)

l } em que, devido ao fator de escala Λ(N−1)/2, o espaçamentoentre os níveis de menor energia é da ordem da unidade. Para uma dada temperatura T ,os autovalores E (N)
l que satisfazem

E (N)
l − E

(N)0 � Λ(N−1)/2T , (3.78)
em que E (N)0 é a energia do estado fundamental, não contribuirão significativamente nocálculo de propriedades físicas nessa escala de energia, pois seus respectivos fatores deBoltzmann§ tenderão a zero (assumimos doravante kB = 1). Portanto, para um dado TN ,com

TN ≡
Λ−(N−1)/2

β̄
, (3.79)

e β̄ da ordem da unidade, é permitido substituir o Hamiltoniano completo, dado pelaEq.(3.26), pelo Hamiltoniano truncado na iteração N, garantindo-se que sejam mantidosestados suficientes para se comprovar que ao menos o último dos remanescentes obedece
E (N)
l − E

(N)0 � Λ(N−1)/2TN . (3.80)
Equivalentemente, tendo em mente a Eq.(3.36), para se definir TN pode-se pensar nas
§homenagem ao austríaco Ludwig E. Boltzmann (1844-1906)
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transformações:

exp(−βH)→ exp(−βHNΛ−(N+1)/2) ≡ exp(−β̄HN) , (3.81)
em que β̄ = βΛ−(N+1)/2, e

β = 1
T →

1
TN

= β̄Λ−(N−1)/2 . (3.82)
Logo, para um dado β̄, a cada Hamiltoniano HN há uma temperatura TN envolvida noproblema, possibilitando o cálculo da função de partição com as aproximações inerentesao método. Com efeito, não há obrigatoriamente um único valor de TN associado à HN ;como a única limitação para β̄ é que seja da ordem da unidade, pode-se escolher mais deum valor que a satisfaça, de modo que, em uma curva de determinada propriedade física

versus temperatura, cada iteração fornece um número de pontos maior ou igual a um. NaFig.3.7, como exemplo, exibimos com a devida distinção, para uma propriedade arbitrária eilustrativa, Φ versus T , os pontos provenientes das dez primeiras iterações escolhendo-sequatro valores de β̄.

1.3
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1.6
1.7

0.0001 0.01 1

Φ

T

N = 1
N = 2
N = 3
N = 4
N = 5
N = 6
N = 7
N = 8
N = 9
N = 10
N > 10

Figura 3.7 – Distinção entre os pontos provenientes das dez primeiras iterações para a dependência deuma propriedade física arbitrária e ilustrativa com a temperatura, Φ versus T , utilizando
β̄ = 0.6, 0.8, 1.0, 1.2.

A escolha de mais de um valor para β̄ colabora para que os dados fiquem menosrarefeitos, isto é, para que seja diminuído o espaço entre os pontos, dando uma sensação
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maior de continuidade nos dados obtidos numericamente.

Na discussão acima, supusemos que há apenas uma escala de energia envolvida,caracterizada por Λ(N−1)/2, o que resulta em uma relação direta na definição de temperatura,feita na Eq.(3.79). Neste trabalho, tal definição é suficiente, pois seu escopo é o cálculo depropriedades estáticas, mais especificamente, termodinâmicas. Porém, a situação se tornamais complexa quando há interesse em informações caracterizadas por diferentes escalasde energia, como no caso de funções resposta dinâmicas.
3.10.1 Propriedades termodinâmicas

As quantidades físicas mais simples relacionadas com os graus de liberdade da impu-reza são a contribuição dela à entropia, Simp , ao calor específico, Cimp, e à suscetibilidademagnética, χimp. O objeto principal deste trabalho é estudar o efeito do termo adicional,proporcional a W , sobre elas.
A entropia e o calor específico são, essencialmente, as primeiras derivadas da energialivre F = −T logZ e da energia interna, respectivamente, com relação à temperatura:

S = −∂F∂T , (3.83a)
C = ∂ 〈H〉

∂T , (3.83b)
em que o valor esperado é calculado, genericamente para qualquer observável O, por meiode

〈O〉 = 1
Z Tr (e−βHO) , (3.84)

com
Z = Tr (e−βH) e β = 1

T . (3.85)
Do ponto de vista numérico, é interessante, sempre que possível, evitar o cálculo de
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derivadas. Por consequência, é conveniente calculá-las de forma analítica, o que resulta:

S = 〈H〉T + logZ , (3.86a)
C = 〈H2〉 − 〈H〉2

T 2 . (3.86b)
Afora isso, na conjuntura específica da implementação do GNR, há ainda outra te-nuidade. Para se esquivar do crescimento exponencial das energias - fator Λ(N−1)/2 daEq.(3.35) - é vital que a cada iteração a energia do estado fundamental seja subtraída detodo o espectro, o que não altera as conclusões físicas, pois o relevante são excitações,isto é, a diferença de energia entre os níveis do espectro.
Outras propriedades locais envolvem usualmente o cálculo de funções de correlação,como a contribuição da impureza à suscetibilidade magnética isotérmica; esta, em termosgenéricos, assumindo gµB = ~ = 1, pode ser definida como26

χ(T ) = ∫ β

0 dτ〈Ŝz [τ]Ŝz〉 − β〈Ŝz〉2 , (3.87)
com tempo imaginário τ e

〈Ŝz [τ]Ŝz〉 = 1
Z Tr(e−βHeτHŜze−τHŜz) . (3.88)

Em geral, no formato apresentado acima, o cálculo da Eq.(3.88) é equivalente ao de umafunção de correlação dinâmica26 , em que o Hamiltoniano pode apresentar, em príncipio, umcampo indução magnética dependente do tempo. Todavia, em nosso caso, como [H, Ŝz ] = 0,ela é independente do tempo e se reduz a
〈Ŝz [τ]Ŝz〉∣∣∣[H,Ŝz ]=0 = β

Z Tr(e−βHŜ2
z

) = β〈Ŝ2
z 〉 , (3.89)

revertendo-se, finalmente, em
χ(T ) = 〈Ŝ2

z 〉 − 〈Ŝz〉2
T . (3.90)
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Este resultado é exatamente igual ao obtido pela definição mais simples e particularda chamada suscetibilidade magnética a campo nulo:

χ(T ) ≡ lim
B→0 ∂〈Ŝz〉∂B = 〈Ŝ2

z 〉 − 〈Ŝz〉2
T , (3.91)

em que B é um campo indução magnética externo na direção da componente z do spin

S, com magnitude B independente do tempo. Nela é mais cristalina sua característica defunção resposta, pois a derivada deixa claro que ela mede a “resposta” do spin à variaçãodo campo magnético.
Agora, para obter a contribuição da impureza às três propriedades termodinâmicas deinteresse, subtraímos dos valores calculados para todo o sistema, os de um de referênciaescolhido adequadamente9 , discriminado pelo superíndice (0):

χimp(T ) ≡ χ(T )− χ (0)(T ) , (3.92a)
Simp(T ) ≡ S(T )− S(0)(T ) , (3.92b)
Cimp(T ) ≡ C (T )− C (0)(T ) . (3.92c)

Advertimos que desde as Eqs.(3.83) até as Eqs.(3.92) não há alusão direta ao númerode iteração N. As expressões são genéricas, para qualquer escala de energia ou, em outraspalavras, definição de T ; inclusive as que fazem menção a um sistema de referência, aindanão especificado. Todavia, conforme aduzimos no início desta seção, na contextura doGRN, a cada iteração N, ou seja, a cada conjunto - como vimos, finito - de autovaloresde HN , está associada uma escala logarítmica de temperatura TN , de modo que cadaquantidade acima é, implicitamente, no enredo do GRN, função de N. Discutiremos abaixodetalhes desta dependência e do sistema de referência citado acima, mas, por economiade espaço e principalmente, esperamos, melhor entendimento do leitor, trabalharemos demodo explícito somente com a entropia, visto que as outras duas propriedades seguemconsiderações análogas. Primeiramente, introduzimos
S(N) ≡ β̄ 〈HN〉+ logZ (N) , (3.93)
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em que a função de partição e, por resultado, os valores esperados são calculados comoindicado nas Eqs.(3.84) e (3.85), com as substituições H → HN e β → β̄.

A contribuição da impureza à entropia do sistema para uma dada temperatura TN podeser obtida por
Simp(TN) ≡ S(N) − S(N)banho , (3.94)

em que aqui introduzimos o tal sistema de referência, sendo
S(N)banho ≡ β̄ 〈HN,banho〉+ logZ (N)banho , (3.95)

obtida a partir do Hamiltoniano referente ao banho isolado, isto é, sem a presença daimpureza e, obviamente, sem a respectiva interação:
HN,banho = Λ(N−1)/2 [ N∑

σ,n=0 εnc
†
nσcnσ + N−1∑

σ,n=0 tn
(
c†nσc(n+1)σ + c†(n+1)σcnσ

)]
, (3.96)

o qual provém da Eq.(3.35). As quantidades Cimp(TN) e χimp(TN) são obtidas de formacompletamente semelhante.
Pondo fim a esta seção, há ainda alguns comentários remanescentes de interesse prá-tico a serem feitos, os quais se relacionam diretamente aos gráficos que apresentaremosno Capítulo 4, ”Resultados numéricos”. A respeito da suscetibilidade magnética, trabalha-remos, na verdade, com ela multiplicada pela temperatura. O produto Tχimp é convenientepois trata-se simplesmente - quando se trabalha na ausência de campo magnético - damédia do quadrado do momento magnético, uma quantidade cujos valores se mostrarãobastante intuitivos em certos limites de temperatura relativos à largura da banda. Sobreo calor específico, antecipamos aqui que, numericamente, o fator 1/T 2 pode ser um tantodesagradável nas cercanias do nível de Fermi, região onde T → 0. A superação desseobstáculo27, 28 é facilitada com a introdução de um segundo parâmetro29, 30 de discretização,o qual será o tema da seção 3.12. Quanto à entropia, examinaremos de fato a grandezaexp(Simp), a qual representa o número de graus de liberdade da impureza efetivamenteacoplados ao banho.
Por último, evidenciamos que o eixo da abcissas, relativo a temperatura, estará sempreem escala logarítmica, o que permite uma correspondência direta entre os pontos obtidos



3.11 Relação entre pontos fixos e propriedades termodinâmicas 79
e as trajetórias de HN em função de N, discutidas na seção 3.9. Tal conexão provém daEq.(3.79) e será discutida com mais detalhes na seção seguinte.
3.11 Relação entre pontos fixos e propriedades termodinâ-

micas

Em seções precedentes, depois de fixar o conceito de ponto fixo, relacionamos umaescala de temperatura TN a cada iteração do método, o que permite, dentro do contextodo GRN, calcular a função de partição. Agora, já que podemos determinar diretamentepropriedades termodinâmicas de interesse, vamos relacionar o comportamento delas emfunção da temperatura com regiões que distinguem os pontos fixos.
Utilizando os mesmos parâmetros da Fig.3.6, calculamos a contribuição da impurezacomo função da temperatura - desde o topo da banda até as cercanias do nível de Fermi- para a suscetibilidade magnética multiplicada pela temperatura, o calor específico e aentropia. Os resultados são mostrados na Fig.3.8.
Na Fig.3.8, especialmente na parte inferior, onde exibimos exp(Simp), que representa onúmero de graus de liberdade da impureza efetivamente acoplados ao banho, são clarosalguns domínios em que as propriedades termodinâmicas variam pouco com a temperatura.Tais regiões estão diretamente relacionadas com aquelas discutidas na Fig.3.6. Como

TN ∝ Λ−N , o esquema iterativo, crescente em N, fornece dados relativos às redondezas dotopo da banda nas primeiras iterações, atingindo os arredores do nível de Fermi conformeavança. Desta forma, os pontos fixos apontados na seção 3.9, nos intervalos (N < 5),(5 < N < 15), (15 < N < 30) e (N > 30), estão relacionados a exp(Simp) aproximadamenteigual a 4, 3, 2 e 1, respectivamente.
Mencionamos preliminarmente a exponencial da entropia pois é ela que revela deforma mais límpida os pontos fixos; comentários semelhantes para Tχimp e Cimp (sendoque este último indica em cada pico uma transição entre os pontos fixos) serão feitosabaixo, enquanto nomeamos cada ponto fixo. Com esse batismo, no qual aproveitaremoscomo exemplo uma escolha de parâmetros específica, estabeleceremos uma linguagem paraanalisar os efeitos do termo de hibridização correlacionada sobre as transições entre os
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Figura 3.8 – Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Tχimp e Cimp em funçãoda temperatura no gráfico superior, sendo que o eixo ordenado da esquerda se refere a primeirapropriedade e o da direita a segunda. No gráfico inferior, exp(Simp) em função da temperatura
T . Parâmetros: V = 0.0006, U = 0.02, εf = −10−5, W = 0. Todas as medidas de energiasão feitas a partir do nível de Fermi, em unidades da semilargura de banda D.

pontos fixos, para qualquer conjunto de parâmetros.
Em conformidade à seção “O conceito de ponto fixo“, onde assestamos que a nossaabordagem dos pontos fixos seria modesta se comparada às mais completas, utilizamosabaixo, para obter valores de Tχimp característicos de cada ponto fixo, uma imagem pictóricada impureza isolada, cujos níveis, especificamente para a escolha de parâmetros da Fig.3.8,estão ilustrados na Fig.3.9. Obviamente, o problema é muito mais complexo. Mas, aindaassim, a representação de quatro estados - vazio, um elétron com spin up, um elétron com
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spin down e duplamente ocupado - fornece valores de referência de Tχimp para cada pontofixo.

ε

−1
0
12εf + U = 0.01998

εf = −10−5 | ↑〉 | ↓〉

| ↑↓〉

|0〉

Figura 3.9 – Representação esquemática dos estados acessíveis da impureza isolada para o particularespaço de parâmetros do modelo, cujos valores referentes a impureza são εf = −10−5 e
U = 0.02. Todas as medidas de energia são feitas a partir do nível de Fermi, definido comoo zero de energia, em unidades da semilargura de banda D, assim como na Fig.2.1.

3.11.1 Ponto fixo de impureza livre

As primeiras iterações, que provêm dados para escalas próximas ao topo da banda,apresentam um ponto fixo caracterizado por exp(Simp) ≈ 4 e Tχimp ≈ 1/8; vide Fig.3.8.Ele recebe o sobrenome “de impureza livre” pois esse valor para Tχimp é recuperado seconsideramos que a temperatura é suficientemente alta se comparada a εf e U , de formaque os quatros estados do nível isolado são igualmente prováveis. De fato, neste casoexp(Simp) = 4, o que figura um estado vazio com energia zero, um duplamente ocupado com2εf + U e dois de energia εf com ocupação unitária; ambos deste último par apresentammomento magnético não nulo. Portanto:
Tχimp = 0 + 0 + 2 ( 12)2 e−βεf1 + e−β(2εf+U) + 2e−βεf . (3.97)

No limite de altas temperaturas, em que β é muito pequeno se comparado a εf e U , asexponenciais acima tendem a unidade, de modo que o lado direito da Eq.(3.97) se reduz,neste regime, a 1/8. Embasados nisso, definimos o valor característico da suscetibilidade
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magnética multiplicada pela temperatura no ponto fixo de impureza livre:

Tχimp∣∣∣imp.livre ≡
18 , (3.98)

o qual, previsivelmente, é associado a
exp(Simp)∣∣∣imp.livre = 4 . (3.99)

O primeiro pico do calor específico - ordenamos os picos em termos do número deiteração (TN ∝ Λ−N) - indica a transição do comportamento de impureza livre para outroponto fixo, discutido em seguida.
3.11.2 Ponto fixo de valência flutuante

O ponto fixo seguinte é caracterizado por Tχimp ≈ 1/6 e exp(Simp) ≈ 3. Pela exponen-cial da entropia nota-se que, devido à diminuição do valor da escala de temperatura sobanálise, um dos graus de liberdade do nível localizado tornou-se irrelevante. Evidente-mente, trata-se daquele com maior energia: o estado duplamente ocupado. Excluindo-o:
Tχimp = 0 + 2 ( 12)2 e−βεf1 + 2e−βεf , (3.100)

e considerando igualmente prováveis os estados vazio e unicamente ocupados - razão pelaqual o ponto fixo é dito “de valência flutuante” -, isto é, degenerados, εf → 0, o lado direitoda Eq.(3.100) se reduz a 1/6. Com efeito, definimos o valor característico da suscetibilidademagnética multiplicada pela temperatura no ponto fixo de valência flutuante:
Tχimp∣∣∣val.flut. ≡

16 , (3.101)
o qual é associado a exp(Simp)∣∣∣val.flut. = 3 . (3.102)

O segundo pico do calor específico mostra a transição do regime de valência flutuantepara o de momento local.
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3.11.3 Ponto fixo de momento local

Vindo do comportamento de valência flutuante, há a transição para o ponto fixo re-presentado por exp(Simp) ≈ 2. Novamente, o abaixamento da escala de energia, com oaumento de N, tornou um dos graus de liberdade não relevante. Supondo εf < 0, emnossa imagem pictórica, o estado vazio é dispensável; somente os de momento magnéticonão nulo são importantes, razão pela qual o ponto fixo recebe a nomenclatura “de momentolocal”. Portanto:
Tχimp = 2 ( 12)2 e−βεf2e−βεf , (3.103)

que nos faz, similarmente aos anteriores, definir
Tχimp∣∣∣mom.local ≡

14 , (3.104)
grandeza naturalmente associada a

exp(Simp)∣∣∣mom.local = 2 . (3.105)
O terceiro e derradeiro pico de Cimp aponta a transição para o último ponto fixo, aqueleem que Tχimp vai a zero e exp(Simp) à unidade.

3.11.4 Ponto fixo de baixas temperaturas

A medida que a temperatura se aproxima de zero é natural esperar que Tχimp → 0e exp(Simp) → 1. Todavia, o estado remanescente pode ser caracterizado unicamente poruma combinação dos estados com spin up e down, chamada de singleto de Kondo, ou aindatambém ser “contaminado“ pelos outros estados, apresentando componentes deles. Ambosos casos tem média do quadrado do momento magnético nula; entretanto, a forma como
Tχimp vai a zero não é a mesma.

A diferenciação entre as duas possibilidades é feita, na prática, pelo mapeamentoentre as suscetibilidades dos modelos de Kondo e Anderson9 . É possível mostrar que,para certas escolhas de parâmetros, Tχimp vai a zero no modelo de Anderson obedecendo
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uma função que tem uma correspondente de igual comportamento no modelo de Kondo -o estado sobejante é caracterizado pelo singleto de Kondo. Neste caso, os elétrons dabanda de condução formam uma nuvem - a chamada nuvem Kondo - que blinda e isola onível da impureza, de modo que os elétrons de condução se comportam como líquido deFermi em baixas temperaturas; isto é, há interações envolvidas no sistema, contudo, nasproximidades do nível da Fermi o comportamento é equivalente ao de um gás de elétronslivres (C e Tχ lineares).

Abaixo, comentamos separadamente cada um dos regimes.
3.11.4.1 Regime universal

Neste caso, o estado em baixas temperaturas apresenta componente provinda do nívelda impureza caracterizada pelo singleto de Kondo. Nas redondezas do nível Fermi, Tχimpobedece à função mencionada no preâmbulo da seção 3.11.4, denominada universal. Hávárias maneiras dela ser obtida; uma alternativa é o mapeamento entre as suscetiblidadesdos Hamiltonianos de Kondo e Anderson, procedimento adotado por Krishna-murthy et al9, cujo resultado, apresentado na tabela V do referido trabalho, é utilizado nesta dissertação.
O termo “universal” provém de que quando, nas vizinhanças do nível de Fermi, osistema obedece à curva universal, o modelo apresenta somente uma escala de grandezacaracterística, TK , chamada temperatura de Kondo. Dado TK , a curva de suscetiblidade abaixas temperaturas é completamente determinada.
Inicialmente, a determinação de TK para uma dada curva Tχimp versus T é feita atravésda translação dela no eixo das abcissas até que coincida com a universal.
Na Fig.3.10 apresentamos os pontos para Tχimp da Fig.3.8 transladados, de modo que,em baixas temperaturas, sejam equivalentes à curva universal.
Outra opção seria observar primeiramente que na curva universal Tχimp = 0.071 emem T = TK ; por conseguinte, poderíamos obter a temperatura de Kondo interpolando noconjunto de pontos obtido o valor de T para o qual Tχimp = 0.071. Assim, uma opção seriatransladar a curva universal ao invés dos dados prévios - foi o que fizemos no Capítulo 4,intitulado “Resultados numéricos”, razão pela qual em todas as curvas daquele capítulo oeixo das abcissas é caracterizado por T e não T/TK . Esta escolha foi feita para melhor
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Figura 3.10 – Comparação entre a curva universal e os dados de Tχimp em função da temperatura, reesca-lados por TK = 4.1× 10−11, para os mesmos parâmetros da Fig.3.8: V = 0.0006, U = 0.02,
εf = −10−5, W = 0. Novamente, todas as medidas de energia são feitas a partir do nívelde Fermi, em unidades da semilargura de banda D.

visualização das curvas separadamente.
Nesta seção, em contrapartida a frase final do parágrafo precedente, o interesse éevidenciar o chamado comportamento “universal”. Na Fig.3.11, ilustrativamente, expomosoutros dados de suscetibilidade, obtidos por parâmetros diversos, enfatizando a similari-dade das curvas em baixas temperaturas, independentemente da forma diversa com que ospontos se portam em escalas de energia mais altas.

3.11.4.2 Regime não universal

No regime não universal, o estado remanescente em baixas temperaturas é “contami-nado” pelo estado vazio ou pelo duplamente ocupado, ou ainda por ambos (a definição dequal apresenta componente majoritária depende dos parâmetros do modelo). Neste caso,
Tχimp não apresenta o comportamento universal indicado na Fig.3.10. Atráves do mesmoprocedimento anterior, no qual interpolamos o valor de T para o qual Tχimp = 0.071 etransladamos uma das curvas, notamos a não universalidade. A Fig.3.12 apresenta umexemplo de tal situação.

Em nossos resultados numéricos, apresentados no Capítulo 4, seguindo as instruções
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Figura 3.11 – Exemplo de um conjunto de curvas Tχimp versus T que apresenta comportamento universalem baixas temperaturas. Em cada uma delas escolhemos diferentes parâmetros V , W , εf e
U; consequentemente, cada uma é caracterizada por um valor diferente de TK .
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Figura 3.12 – Comparação entre a curva universal e os dados de Tχimp em função da temperatura, rees-calados por TK = 5.1 × 10−5, para um conjunto de parâmetros em que Tχimp não segue ocomportamento universal em baixas temperaturas.
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desta seção analisaremos o efeito do termo de hibridização correlacionada sobre a uni-versalidade - esta, é tipicamente presente (exceto quando V é muito grande se comparadoaos outros parâmetros do modelo) no caso do modelo simétrico, isto é 2εf + U = W = 0.
3.12 Removendo oscilações espúrias: a média em z

Em modelos de impureza quântica mais complexos, como o de Kondo ou o de Andersoncom dois canais de hibridização31 , ou modelos envolvendo mais de uma impureza3 , oespaço de Hilbert em cada iteração do GRN cresce mais rapidamente do que aquelerelativo a modelos mais simples, de apenas um nível localizado e um canal. Inclusivenestes, grupo a que o Hamiltoniano deste trabalho pertence, a dimensionalidade do espaçode Hilbert já é amiúde considerável. O custo computacional em tais situações, poderia, emtese, ser compensado pela elevação do valor de Λ. Entretanto, valores muitos altos para Λafastam a técnica do limite do contínuo (Λ→ 1), ou seja, da situação física real. Ademais,aumentam o efeito de oscilações espúrias, provenientes da discretização logarítmica, naspropriedades termodinâmicas - no caso de Tχimp as oscilações tem amplitude que crescecom Λ pelo fator exp(−π2/ log Λ) e frequência próxima a log Λ, mais proeminentes em baixastemperaturas30 .
Uma alternativa pouco custosa em termos computacionais, de aplicação quase imediatae muito bem sucedida, a esse conflito é a introdução de outro parâmetro de discretização -o qual surgiu inicialmente no contexto do cálculo de propriedades dinâmicas32–36 , depoisutilizado também em propriedades estáticas28, 30 -, arbitrário no intervalo 0 < z ≤ 1. NaFig.3.13, em contraposição à Fig.3.2, exibimos a discretização com a inclusão de z.

ε0 Λ−z−6Λ−z−5 Λ−z−4 Λ−z−3 Λ−z−2 Λ−z−1 Λ−z 1
Figura 3.13 – Discretização logarítmica do domínio da função hibridização do banho por meio de doisparâmetros: Λ > 1 e 0 < z ≤ 1. Apesar de mostrarmos somente a região ε > 0, adiscretização é simétrica com relação a ε = 0. Note que para z = 1 a discretizaçãoapresentada na Fig.3.2 é recuperada.

Novamente temos um conjunto de intervalos, porém com pontos de discretização de-
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pendentes de z:

xn,z = ±Λ−n−z , n = 0, 1, 2, ... , (3.106)
em que z é um número real escolhido arbitrariamente no intervalo 0 < z ≤ 1; para z = 1a discretização tradicional, mostrada na Fig.3.2 e com pontos de discretização dados pelaEq.(3.6), é recuperada.

Apesar deste novo personagem, todo o procedimento, principiado na seção 3.2, é feitoretrospectivamente de forma análoga, com a substituição Λ−n → Λ−n−z , para n ≥ 1, o quetem por efeito que qualquer quantidade dependente de Λ também o será de z.
Naturalmente, se para um determinado Λ a propriedade física calculada apresentainoportunas oscilações, a inclusão de um z fixo não as elimina, visto que, dentro do intervalo0 < z ≤ 1, ela somente redefine a discretização - coloquialmente, diríamos que ela aarrasta30 - como se estivéssemos utilizando um outro Λ. Justamente devido à defasagemao se utilizar diferentes valores de z para um dado Λ, não é absurda a esperança de quea integração no novo parâmetro de uma propriedade física, função de T e de z, elimineas incômodas e inaceitáveis oscilações. Tal integração deve ser feita de forma numérica e,surpreendentemente, a chamada regra do trapézio, a mais simplista dentre as aproximações,já é bastante satisfatória. Abaixo a apresentamos com dois pontos particulares, utilizandocomo exemplo Tχimp:

Tχimp(T ) = ∫ 1
0 dzTχimp(T , z)

≈ Tχimp(T , z = 1)(1− 0.5) + Tχimp(T , z = 0.5)(0.5− 0) , (3.107)
o que é simplesmente a média

Tχimp(T ) ≈ Tχimp(T , z = 1) + Tχimp(T , z = 0.5)2 , (3.108)
razão pela qual parte do título desta seção é “média em z”.

Utilizando Λ = 5, valor relativamente alto em algumas situações, e também a Eq.(3.108),exibimos na Fig.3.14 um exemplo no contexto do modelo de Anderson de uma impureza,tanto para a suscetibilidade magnética quanto para a entropia, da eficiência do uso doparâmetro z - é apenas um exemplo, pois as oscilações dependem do modelo e, além disso,
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de seus parâmetros, juntamente com escolhas do GRN: Λ e o corte. Ao invés de expor asdependências com T sobre toda a banda, restringimos a escala, para melhor visualização,a uma região de baixa temperaturas, onde as oscilações são mais evidentes.
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Figura 3.14 – Exemplo da eficiência do uso do parâmetro z na melhora dos resultados para Tχimp eexp(Simp), utilizando Λ = 5 e dois valores do novo parâmetro z: z = 0.5 e z = 1. Quanto aosparâmetros do modelo,V = 0.0006, U = 0.02, εf = −10−5, W = 0.
Quanto à exemplificação do poder de suavização das oscilações que tem o procedimentoenunciado acima, a Fig.3.14 é bastante clara. Todavia, ela incita alguns comentários. Asoscilações dependem da propriedade termodinâmica considerada. São mais suaves para

Tχimp do que para exp(Simp) e, nesta última, a despeito das oscilações na Fig.3.14 seremirrelevantes na escala 1 ≤ exp(Simp) ≤ 4 (que será a escala sob análise nos resultadosnuméricos, relativa aos quatro estados permitidos no nível localizado), seria necessário o
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uso de mais valores de z para eliminar completamente as oscilações.

Existem situações mais complexas em que mais de uma dezena de valores de z é exi-gida para amenizar satisfatoriamente as oscilações; até no modelo de Anderson de umaimpureza, o calor específico as apresenta bem mais fortes se comparadas às da suscetibli-dade magnética ou da entropia, devido ao fator 1/T 2, problemático em baixas temperaturas,quando T → 0, o que requisita o aumento do conjunto de valores de z ou a diminuição deΛ.
Nesta dissertação, na apresentação dos resultados numéricos no Capítulo 4, traba-lhamos sempre com Λ suficientemente baixo para que quaisquer cálculos envolvendo adependência de qualquer propriedade termodinâmica com a temperatura fossem feitoscomo no exemplo acima, com dois valores de z (mais especificamente z = 0.5 e z = 1),sendo o resultado final obtido por uma média como a da Eq.(3.108).



CAPÍTULO 4

RESULTADOS NUMÉRICOS
Depois do prefácio feito no capítulo introdutório, da articulação realizada no segundocapítulo, com o estabelecimento do modelo e a apresentação do termo adicional, do extensodiscurso sobre o GRN do capítulo anterior, atingimos, finalmente, o ponto em que umagrande porção das informações precedentes são confluídas.
Servindo-se do GRN expomos nas páginas seguintes alguns resultados que visam aanálise da influência do termo dado pela Eq.(2.3) sobre parte da física do modelo de An-derson de uma impureza - sempre sob as condições enunciadas na seção 3.5. Em especial,por meio de um estudo qualitativo, os efeitos do termo adicional sobre as transições entreos pontos fixos característicos do modelo, estudadas por meio da contribuição da impurezaem função da temperatura à suscetibilidade magnética, Tχimp, ao calor específico, Cimp, eà entropia, exp(Simp).
Em cada uma das figuras apresentadas, o espaço de parâmetros tradicional do modelo(V ,U, εf ) - grandezas sempre medidas com relação ao nível de Fermi e em unidades dasemilargura de banda D -, indicado nas respectivas legendas, é mantido fixo, enquanto que

W pode assumir tanto valores positivos quanto negativos. Com relação aos parâmetros dogrupo de renormalização numérico, tomamos sempre Λ = 3.5 e energia de corte εcut = 20.Tal escolha representaria no topo da banda (TN ≈ 1) o descarte das contribuições para afunção de partição com ordens de grandeza menores ou iguais a 10−9:
e−20 ∼ 10−9 . (4.1)
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Obviamente, como para energias próximas a εcut as contribuições à função de parti-ção são dadas aproximadamente por exp(−εcut/TN), a medida que a temperatura diminui(quando de fato o corte passa a atuar, pois nas primeiras iterações todos os níveis doespectro apresentam energia menor que εcut) menos ordens de grandeza são desprezadas,garantindo cada vez mais a condição dada pela Eq.(3.80).
Além disso, em consonância ao que sentenciamos no capítulo anterior, sempre utili-zamos z = 0.5 e z = 1 na obtenção dos dados numéricos, aplicando às três propriedadessob estudo a média exemplificada na Eq.(3.108) para Tχimp.
Salientamos que, por opção, sempre apresentamos Tχimp e Cimp acompanhados da res-pectiva curva de exp(Simp). Esta, conforme afirmamos anteriormente, representa o númerode graus de liberdade da impureza efetivamente acoplados ao banho e é a grandeza maisdireta na identificação de um ponto fixo. Quando apresentada simultaneamente a Tχimp e

Cimp evidencia o comportamento destes em regiões de pontos fixos e transições.
Agora, vamos de fato à analise dos dados.

4.1 Parâmetros: V = 0.005, U = 0.002 e εf = −0.001
Iniciamos com a escolha particular e arbitrária de parâmetros do modelo: V = 0.005,

U = 0.002 e εf = −0.001. Na Fig.4.1 expomos, ilustrativamente, um diagrama dos estadosacessíveis do nível da impureza isolado relativo à essa escolha.
Na Fig.4.2 apresentamos Tχimp e exp(Simp) em função da temperatura T para seisvalores diversos de W .
Primeiramente, salientamos que, a despeito da clara presença do ponto fixo de im-pureza livre (exp(Simp) → 4) em todas as situações da Fig.4.2, o de valência flutuante(exp(Simp)→ 3) praticamente inexiste, independentemente dos valores escolhidos para W .Pode-se pensar que tal comportamento é evidente e previsível, pois segundo a discussãoreferente à Eq.(3.101), em tal ponto fixo os níveis vazio e unicamente ocupados são aproxi-madamente degenerados e, contrariamente, na Fig.4.2 trabalhamos com εf 6= 0. Contudo,como observaremos na seção 4.3, a opção de εf = 0 não favorece necessariamente o re-gime caracterizado por Tχimp igual a 1/6 e exp(Simp) igual a 3. Na verdade, é possível
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Figura 4.1 – Representação esquemática dos estados acessíveis da impureza isolada para o particularespaço de parâmetros do modelo, cujos valores referentes a impureza são εf = −0.001 e
U = 0.002. Todas as medidas de energia são feitas a partir do nível de Fermi, definido comoo zero de energia, em unidades da semilargura de banda D, assim como na Fig.2.1.

visualizá-lo sem essa escolha, conforme mostraremos na seção 4.4. A hibridização defineum tempo de vida dos estados unicamente ocupados e, consequentemente, uma largura delinha, dependente dos parâmetros do modelo e da temperatura9, 10 . Portanto, efetivamente,os níveis de ocupação única apresentam energia ε∗f , diferente de εf - apesar das imagens,naturalmente alegóricas, das Figs.2.1 e 2.2. Assim, para uma certa escolha de parâmetrose a determinada temperatura T é, em princípio, possível que o sistema permaneça - poralgumas escalas de temperatura - no ponto fixo de valência flutuante, mesmo sem a escolhapreliminar de εf = 0.
Mais especificamente no que concerne ao termo adicional, visto que W = 0 é repre-sentado na Fig.4.2 pelos símbolos triangulares pretos, notabilizamos o quão drástica é ainfluência da hibridização correlacionada. Valores positivos de W prolongam a permanên-cia do sistema no ponto fixo de momento local (exp(Simp) → 2), ao passo que negativosaceleram a tendência Tχimp → 0, característica do ponto fixo de baixas temperaturas(exp(Simp)→ 1).
Como a hibridização efetiva, além de dependente de V , o é de |V − W |, valorespositivos de W privilegiam o comportamento de momento local, em que a correlação ésuficientemente forte para que o estado duplamente ocupado do nível da impureza sejairrelevante. Por sua vez, valores negativos de W amplificam os efeitos da hibridização
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Figura 4.2 – Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Tχimp e exp(Simp) emfunção da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.005, U = 0.002, εf = −0.001.Parâmetros do grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5; procedimento intercalado com
z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas de energia são feitas a partir do nível de Fermi, emunidades da semilargura de banda D.

e, comparativamente, diminuem os de correlação. Claramente, eles desfavorecem a per-manência do sistema no regime de momento local. Quanto mais negativo for W , maisrapidamente Tχimp atinge o ponto fixo de baixas temperaturas, caracterizado pelo curtotempo de vida de uma partícula no nível localizado, e, consequentente, pela média nulado quadrado do momento magnético. De fato, notamos que a hibridrização depende de
|V −W | - assim como nos autovalores de H0, apresentados na seção 3.6. Quanto maior ovalor deste módulo, mais velozmente temos Tχimp → 0 e exp(Simp)→ 1. Em suma, valorespositivos de W (da mesma ordem de V ) diminuem a hibridização, fazendo com que os
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efeitos de correlação sejam amplificados; valores negativos atuam de forma contrária.

Com relação à universalidade, discutida genericamente na seção 3.11.4, as linhas con-tínuas nas curvas de Tχimp versus T da Fig.4.2 representam a curva universal (apresentadaprimeiramente na Fig.3.10) transladada pelo valor de TK referente a cada um dos conjun-tos de pontos. Observa-se que, a menos do caso em que W = −0.008, todos os dadosrespeitam o comportamento universal em baixas temperaturas. Portanto, a inclusão da hi-bridização correlacionada, dependendo de seu valor e da escolha dos demais parâmetros,é capaz de retirar o sistema do regime de universalidade em baixas temperaturas.
Na Fig.4.3 apresentamos, para os mesmos parâmetros da Fig.4.2, a contribuição daimpureza ao calor específico, em função da temperatura, juntamente com exp(Simp) compar-tilhando o eixo das abcissas.
Comparando os dados de Cimp com os de exp(Simp), nota-se que cada pico do calorespecífico está relacionado a uma transição entre pontos fixos. Se, para um determinadoconjunto de parâmetros, o sistema exibisse todos os pontos fixos, e, consequentemente,exp(Simp) as transições 4→ 3, 3→ 2, 2→ 1, a curva de calor específico apresentaria trêspicos de mesmo valor máximo (Cimp ≈ 0.2), cada um representando uma das transições.Picos mais altos se comparados aos que apresentam topo próximo a 0.2 são relativos àsuperposição de picos menores. Isto ocorre quando mais de um grau de liberdade daimpureza torna-se irrelevante em uma curta faixa de temperaturas. Na Fig.4.3 nota-seclaramente que os picos mais altos estão relacionados à transição direta exp(Simp) = 4→ 2.Os picos mais baixos são relativos à transição exp(Simp) = 2→ 1.

4.2 Parâmetros: V = 0.003, U = 0.001 e εf = −0.001
Agora, continuando nossa análise, optamos arbitrariamente por V = 0.003, U = 0.001e εf = −0.001. Similarmente à seção anterior, mostramos na Fig.4.4, esquematicamente,um diagrama dos estados acessíveis do nível da impureza isolado relativo à escolha deparâmetros atual.
Na Fig.4.5 apresentamos Tχimp e exp(Simp) em função da temperatura T para cincovalores diversos de W .
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Figura 4.3 – Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Cimp e exp(Simp) emfunção da temperatura T . Paramêtros do modelo: V = 0.005, U = 0.002, εf = −0.001.Parâmetros do grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5; procedimento intercalado com
z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas de energia são feitas a partir do nível de Fermi, emunidades da semilargura de banda D.

Novamente as tendências apontadas na Fig.4.2 são respeitadas, mesmo com uma curvabase para comparação, a W = 0, totalmente diferente. Valores positivos de W permanecemprivilegiando o ponto fixo de momento local (exp(Simp) → 2), acentuando os efeitos decorrelação, enquanto que negativos beneficiam a hibridização, acelerando a tendência damédia do quadrado do momento magnético se anular em baixas temperaturas. Ademais,nota-se novamente que a hibridização depende de |V −W |, quanto maior este módulo,mais forte o acoplamento entre a banda de condução e a impureza, e menor o tempo devida de uma partícula no nível localizado. Por consequência, mais rapidamente o número
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Figura 4.4 – Representação esquemática dos estados acessíveis da impureza isolada para o particularespaço de parâmetros do modelo, cujos valores referentes a impureza são εf = −0.001 e
U = 0.001. Todas as medidas de energia são feitas a partir do nível de Fermi, definido comoo zero de energia, em unidades da semilargura de banda D, assim como na Fig.2.1.

de graus de liberdade da impureza efetivamente acoplados ao banho tende a unidade e
Tχimp → 0.

Assim como na Fig.4.2, as linhas contínuas na Fig.4.5 representam a curva universaltransladada. Na primeira percebemos que W pode retirar o sistema do comportamentouniversal. Contrariamente, na segunda notamos que a inserção de W 6= 0 tem a habi-lidade de fazer com que o sistema, para um mesmo conjunto (V ,U, εf ), abandone a nãouniversalidade característica de W = 0.
Na Fig.4.6 apresentamos, para os mesmos parâmetros da Fig.4.5, a contribuição daimpureza ao calor específico, em função da temperatura, juntamente com exp(Simp) compar-tilhando o eixo das abcissas.
Como, com a exceção de W = 0.004, para a presente escolha de (V ,U, εf ) os valoresde exp(Simp) vão rapidamente de 4 a 1, os picos do calor específico estão concentrados emtemperaturas mais próximas ao topo da banda, se comparados aos da Fig.4.3. Os triânguloslaranjas, relativos à W = −0.004, mostram apenas um pico, relativo à transição diretaexp(Simp) = 4 → 1 devida à forte hibridização introduzida pelo termo |V −W |, fazendocom que a correlação seja desprezível. Por outro lado, os outros conjuntos de dadosmostram mais de um pico, todos menores se comparados ao referente a W = −0.004. Issoocorre, sobretudo, com os representados pelos círculos vermelhos e pelos losangos roxos
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Figura 4.5 – Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Tχimp e exp(Simp) emfunção da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.003, U = 0.001, εf = −0.001 .Parâmetros do grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5; procedimento intercalado com
z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas de energia são feitas a partir do nível de Fermi, emunidades da semilargura de banda D.

- W = 0.001 e W = 0.004, respectivamente - por apresentarem transições mais suavesentre os pontos fixos, se comparadas às relativas a W = −0.004, W = −0.001 e W = 0.
4.3 Parâmetros: V = 0.001, U = 0.001 e εf = 0

Em seguida, trabalhamos no espaço de parâmetros do modelo caracterizado por V =0.001, U = 0.001 e εf = 0. Neste caso, os estados vazio e unicamente ocupados do
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Figura 4.6 – Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Cimp e exp(Simp) emfunção da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.003, U = 0.001, εf = −0.001.Parâmetros do grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5; procedimento intercalado com
z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas de energia são feitas a partir do nível de Fermi, emunidades da semilargura de banda D.

nível da impureza isolado são degenerados. Novamente, apresentamos um diagrama dosestados acessíveis do nível da impureza isolado relativo à presente escolha de parâmetros.Tal diagrama é exposto na Fig.4.7.
Na Fig.4.8 voltamos a expor Tχimp e exp(Simp) em função da temperatura T para cincovalores diversos de W .
Em reflexão a algumas asserções da seção 4.1, principiamos a presente discussão,alicerçada na Fig.4.8, com o ponto fixo de valência flutuante. Mesmo com a escolha inicial
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Figura 4.7 – Representação esquemática dos estados acessíveis da impureza isolada para o particularespaço de parâmetros do modelo, cujos valores referentes a impureza são εf = 0 e U = 0.001.Todas as medidas de energia são feitas a partir do nível de Fermi, definido como o zero deenergia, em unidades da semilargura de banda D, assim como na Fig.2.1.
de εf = 0, ele não aparece em praticamente todos os conjuntos de dados; com a exceção deuma sutil tendência daquele com W = 0, representado por losangos roxos, à Tχimp = 1/6 eà exp(Simp)→ 3. Tal ausência sustenta o enunciado da seção 4.1, que afirmava que εf = 0não previlegia necessariamente o comportamento de valência flutuante, pois, efetivamente,no problema de muitos corpos, os níveis unicamente ocupados apresentam energia ε∗f -dependente de T e dos parâmetros do modelo - diversa de εf .

Mais especificamente com relação à variação do valor de W , novamente o termo adi-cional privilegia o ponto fixo de momento local. Contudo, em oposição ao observado nasduas seções precedentes, tanto valores positivos quanto negativos promevem as tendênciasde momento local Tχimp → 1/4 e exp(Simp) = 2, isto é, amplificam os efeitos de correlação.
Outro ponto curioso que emerge na Fig.4.8 é a dependência |V −W | da hibridização.Assim como nos casos anteriores, quanto maior o valor deste módulo, mais rapidamenteo sistema atinge o ponto fixo de baixas temperaturas, com exceção da curva relativa à

W = 0. Esta, surpreendentemente, é a que tem o menor valor para |V −W |, no entantoé a que apresenta Tχimp → 0 - comportamento característico de forte acoplamento entrebanda de condução e impureza - em escalas mais altas de temperatura.
Semelhantemente às Figs.4.2 e 4.5, as linhas contínuas na Fig.4.8 representam a curvauniversal transladada por TK , obtido pela condição TKχimp = 0.071 em cada conjunto
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Figura 4.8 – Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Tχimp e exp(Simp) emfunção da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.001, U = 0.001, εf = 0. Parâmetrosdo grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5; procedimento intercalado com z = 1 e z = 1/2.Todas as medidas de energia são feitas a partir do nível de Fermi, em unidades da semilargurade banda D.
de dados. Assim como observamos para o espaço de parâmetros da seção 4.2, o termode hibridização correlacionada permite que o sistema tenha comportamento universal embaixas temperaturas, o que não ocorria quando W = 0.

Na Fig.4.9 expomos, para os mesmos parâmetros da Fig.4.8, a contribuição da impurezaao calor específico, em função da temperatura, juntamente com exp(Simp) compartilhando oeixo das abcissas.
Com relação ao calor específico, as constatações anteriores permanecem válidas. Picos
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Figura 4.9 – Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Cimp e exp(Simp) emfunção da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.001, U = 0.001, εf = 0. Parâmetrosdo grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5; procedimento intercalado com z = 1 e z = 1/2.Todas as medidas de energia são feitas a partir do nível de Fermi, em unidades da semilargurade banda D.
em que Cimp ≈ 0.2 caracterizam uma transição do tipo exp(Simp) = i → i − 1. Picosmais altos são simplesmente superposições dos mais baixos, devidos a transições em quenuma escala pequena de temperatura mais de um grau de liberdade da impureza torna-seenergeticamente desprezível.
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Por fim, examinamos os efeitos de hibridização correlacionada sobre as curvas mostra-das anteriormente na Fig.3.8. Naquele estágio da dissertação, elas auxiliaram na introdu-ção dos quatro pontos fixos, os quais se tornaram a base da atual análise. Relembrandoo espaço de parâmetros de então: V = 0.0006, U = 0.02 e εf = −10−5, juntamente como diagrama da Fig.3.9, expomos na Fig.4.10 as dependências de Tχimp e exp(Simp) com atemperatura T para cinco valores diversos de W .
Na Fig.4.10, nos dados para W = 0, é visível o ponto fixo de valência flutuante, o quecorrobora nossas afirmações anteriores sobre a possibilidade do sistema permanecer poralgumas escalas de temperatura no regime caracterizado por Tχimp = 1/6 e exp(Simp)→ 3sem a escolha inicial de εf = 0. Além disso, notamos que a hibridização correlacionadaintroduz uma flutuação de carga capaz de retirar o sistema do comportamento de valênciaflutuante e beneficiar o de momento local, assim como em casos anteriores. Em outraspalavras, o enfraquecimento do ponto fixo de valência flutuante se deve à flutuação decarga introduzida pela hibridização correlacionada.
Diferentemente das seções anteriores, na Fig.4.10 trabalhamos apenas com valorespositivos de W . Ademais, nota-se que eles são da ordem de grandeza de U e não de V(nos casos anteriores V , W e U eram da mesma ordem). Essas duas constatações estãointimamente relacionadas. A escolha de W ∼ U é feita porque os efeitos sobre a curvatradicional (W = 0) usando-se valores de W da mesma ordem de grandeza de V eramvisualmente imperceptíveis, sobrepujados por U , ao menos uma ordem de grandeza acimade V e W . Optando por trabalhar com W ∼ U garantimos uma boa visualização dosefeitos de hibridização correlacionada. Por conseguinte, visto que W é, em módulo, consi-deravelmente maior que V , é praticamente indiferente escolher W positivo ou negativo, jáque a Fig.4.10 confirma a tendência das seções 4.1 e 4.2, segundo as quais a hibridizaçãodepende essencialmente de |V −W |. O sistema apresenta magnetização nula em tempe-raturas mais altas quanto maior o valor desse módulo. Valores mais baixos favorecem oponto fixo de momento local ou, eventualmente, o de valência flutuante.
Com relação à universalidade, neste exemplo em particular nenhum valor escolhidopara W alterou o regime universal de W = 0.
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Figura 4.10 – Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Tχimp e exp(Simp) emfunção da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.0006, U = 0.02, εf = −10−5 .Parâmetros do grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5; procedimento intercalado com
z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas de energia são feitas a partir do nível de Fermi, emunidades da semilargura de banda D.

Antes de findar este capítulo, exibimos na Fig.4.11, para os mesmos parâmetros anteri-ores, a contribuição da impureza ao calor específico, em função da temperatura, juntamentecom exp(Simp) compartilhando o eixo das abcissas.
A dependência do calor específico com a temperatura segue mais uma vez as conclusõesapontadas em seções precedentes, em que cada pico no domínio de escalas de energia dosistema indica o descarte, no sentido de contribuição energética, de um ou mais graus deliberdade - a altura do pico está relaciona com essa quantidade - da impureza acoplados
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Figura 4.11 – Contribuição da impureza a propriedades termodinâmicas do modelo: Cimp e exp(Simp) emfunção da temperatura T . Parâmetros do modelo: V = 0.0006, U = 0.02, εf = −10−5.Parâmetros do grupo de renormalização numérico: Λ = 3.5; procedimento intercalado com
z = 1 e z = 1/2. Todas as medidas de energia são feitas a partir do nível de Fermi, emunidades da semilargura de banda D.

ao banho. Por sua vez, a largura do pico indica o decréscimo de energia necessário paraque um ou mais desses graus de liberdade sejam irrelevantes.
Em especial, a curva referente a W = 0 é notável. Manifesta claramente três picos,relativos às transições: exp(Simp) = 4 → 3, 3 → 2, 2 → 1, as quais dizem respeito aodescarte de graus de liberdade da impureza efetivamente acoplados ao banho..
As constatações dos parágrafos precedentes indicam que os efeitos de W dependemfortemente da escolha dos parâmetros do modelo. Fizemos diversas observações interes-
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santes sobre a ação do termo de hibridização correlacionada e, embora elas careçam degeneralidade, um dos grandes méritos do trabalho é escancarar a relevância dos efeitos decorrelação na hibridização, os quais não são comumente contabilizados no Hamiltonianode Anderson tradicional.



CAPÍTULO 5

OBSERVAÇÕES FINAIS EPERSPECTIVAS
Iniciamos este trabalho, cujo derradeiro objetivo era o estudo de efeitos de hibridizaçãocorrelacionada no modelo de Anderson de uma impureza, com uma introdução de cunhohistórico sobre o magnetismo, remontando brevemente desde às explicações metafísicaspara o fenômeno até o advento da mecânica quântica, pela qual o magnetismo pôde serexplicado e estudado consistentemente. Em seguida apresentamos o tradicional modelode Anderson de uma impureza, referência clássica no estudo de impurezas magnéticas emsubstratos não magnéticos, no qual incluímos um termo adicional - termo de hibridizaçãocorrelacionada - que leva em conta efeitos de correlação diretamente no Hamiltoniano deinteração entre o substrato e a impureza.
Continuamente, visando a diagonalização do modelo, desenvolvemos o formalismo doGrupo de Renormalização Numérico (GRN). Ele estabelece uma transformação no Hamil-toniano, que a cada passo acrescenta uma escala de energia ao problema e constrói ummétodo iterativo, no qual um Hamiltoniano é diagonalizado numericamente a cada itera-ção. Apresentamos detalhadamente diversos pontos e reflexões vitais para a estruturaçãodo procedimento ao longo do terceiro capítulo, o mais extenso do trabalho. Ademais, alo-camos certas minúcias - de caráter mais técnico - nos apêndices. Acreditamos que todaesta exposição constitua a transmissão de um conjunto relevante de informações, ao menospara um leitor iniciante na técnica do GRN, o que já nos geraria enorme satisfação.
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Posteriormente, apresentamos resultados numéricos, obtidos via GRN, para a contri-buição da impureza à suscetibilidade magnética, ao calor específico e à entropia do modelo,todos em função de temperatura, escalada pela semilargura de banda D - uma escala deenergia característica do sistema. A partir deles, no Capítulo 4, analisamos os efeitos dotermo adicional por meio da variação de W sobre quatro escolhas específicas do conjuntode parâmetros (V ,U, εf ) que compõe o modelo de Anderson. Estudamos essencialmente ainfluência de W 6= 0 sobre as transições entre os pontos fixos - discutidos e nomeados nasseções 3.9 e 3.11, respectivamente - visualizadas nas curvas W = 0. Apontamos diversastendências, como a hibridização dada por |V −W |, a flutuação de carga introduzida pelotermo adicional e sua consequente influência sobre o aparecimento dos pontos fixos devalência flutuante (exp(Simp)→ 3) e momento local (exp(Simp)→ 2), a capacidade de W dealterar o comportamento do sistema em baixas temperaturas, retirando-o do regime uni-versal ou colocando-o nele, dentre outras observações; discutidas ao longo do Capítulo 4.Todas elas indicaram que os efeitos de W dependem fortemente da escolha dos parâmetrosdo modelo e, embora elas careçam de generalidade, um dos grandes méritos do trabalhoé escancarar a importância e complexidade dos efeitos de correlação na hibridização, osquais não são comumente contabilizados no Hamiltoniano de Anderson tradicional.
Como perspectivas, apontamos duas possibilidades futuras. Primeiramente, um traba-lho sobre a dependência com W da largura de linha dos estados unicamente ocupados, oque levaria a um conhecimento quantitativo do efeito de W na energia efetiva ε∗f dessesníveis; permitindo um entendimento mais completo das curvas que apresentamos nestadissertação. Isso poderia, em princípio, ser feito através da determinação da densidadeespectral do operador fσ . Além disso, seria interessante um estudo quantitativo da “con-taminação”, mencionada na seção 3.11.4, do singleto de Kondo pelos estados vazio eduplamente ocupado. De forma mais geral, uma análise a respeito da contribuição e dahierarquia dos estados da impureza sobre os autoestados do modelo; o que poderia serrealizado calculando-se a projeção dos estados da impureza em cada um dos autoestadosdo modelo, como função do número N de iteração. Em baixas temperaturas, esperaría-mos que tais projeções, ou talvez o módulo delas ao quadrado, nos fornecessem um dadoquantitativo sobre o estado remanescente de magnetização nula quando T → 0.
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APÊNDICE A

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DEWIGNER-ECKART
Neste apêndice, embasado no trabalho de J.-L. Meunier25 , apresentamos uma demons-tração, que obviamente não é a única, do teorema de Wigner-Eckart para um operadortensorial de ordem L, cuja M-ésima componente é dada por T LM , definido através dasrelações:

[Jz, T LM ] = MT LM , (A.1a)
[J±, T LM ] =√L(L+ 1)−M(M ± 1)T LM±1 , (A.1b)

em que Jz e J± são componentes de um operador vetorial J que satisfaz a álgebra tradicionalde momento angular, com J2 = J2x + J2y + J2z e J± = Jx ± iJy.
Primeiramente, lembremos que os estados resultantes do acoplamento entre dois su-bespaços caracterizados por valores distintos de momento angular, j1 ⊗ j2 → j , podem serescritos como:

|j, m〉 = 2j1+1∑
m1=−(2j1+1)

2j2+1∑
m2=−(2j2+1)〈j1, m1; j2, m2|j, m〉|j1, m1; j2, m2〉 , (A.2)

em que {|j1, m1; j2, m2〉} é uma base completa do espaço j1 ⊗ j2; além disso |j1 − j2| 6
j 6 j1 + j2, com m = −(2j + 1),−2j, ..., 2j, 2j + 1. Os números 〈j1, m1; j2, m2|j, m〉 são os
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chamados coeficientes de Clebsh-Gordan.

Segundo o teorema de Wigner-Eckart, o elemento de matriz 〈j, m ∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′〉, para oacoplamento L⊗ j ′ → j , pode ser escrito como
〈
j, m

∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′〉 = 〈L,M; j ′, m′ | j, m〉 〈j ∥∥ T L ∥∥ j ′〉 , (A.3)
em que o segundo objeto do lado direito independe de m ou m′ e é denominado elementode matriz invariante - em inglês reduced matrix element.

Com o objetivo de demonstrar a Eq.(A.3), recordamos como são calculados explicita-mente os coeficientes de Clebsh-Gordan para um dado acoplamento j1⊗j2 → j . Nesta linhade raciocínio, utilizaremos os resultados da atuação do operador J no espaço caracterizadopor j22 :
Jz |j, m〉 = m |j, m〉 , (A.4a)

J± |j, m〉 =√j(j + 1)−m(m± 1) |j, m± 1〉 , (A.4b)
J2 |j, m〉 = j(j + 1) |j, m〉 , (A.4c)

e no por j1 ⊗ j222 :
Jz |j1, m1; j2, m2〉 = (m1 +m2) |j1, m1; j2, m2〉 , (A.5a)
J± |j1, m1; j2, m2〉 = √

j1(j1 + 1)−m1(m1 ± 1) |j1, m1 ± 1; j2, m2〉+√j2(j2 + 1)−m2(m2 ± 1) |j1, m1; j2, m2 ± 1〉 . (A.5b)
Agora, inserimos os operadores Jz e J± entre 〈j1, m1; j2, m2| e |j, m〉, promovendo a
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atuação à direita e à esquerda. Inicialmente, Jz:

〈j1, m1; j2, m2 | Jz | j, m〉 = m 〈j1, m1; j2, m2 | j, m〉 , (A.6a)
〈j1, m1; j2, m2 | Jz | j, m〉 = (m1 +m2) 〈j1, m1; j2, m2 | j, m〉 , (A.6b)

o que fornece necessariamente a famigerada condição
m = m1 +m2 , (A.7)

para 〈j1, m1; j2, m2 | j, m〉 6= 0. Por sua vez, se a Eq.(A.7) não é satisfeita, o coeficiente deClebsh-Gordan é obrigatoriamente nulo.
Ulteriormente, os elementos de matriz de J± fornecem o conjunto de equações:
〈j1, m1; j2, m2 | J∓ | j, m〉 = √

j(j + 1)−m(m∓ 1) 〈j1, m1; j2, m2 | j, m∓ 1〉 , (A.8a)
〈j1, m1; j2, m2 | J∓ | j, m〉 = √

j1(j1 + 1)−m1(m1 ± 1) 〈j1, m1 ± 1; j2, m2 | j, m〉+√j2(j2 + 1)−m2(m2 ± 1) 〈j1, m1; j2, m2 ± 1 | j, m〉 , (A.8b)
em que escrevemos, convenientemente, J∓ ao invés de J±.

Agora, voltamos aos elementos de matriz
〈
j, m

∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′〉 , |j ′ − L| ≤ j ≤ j ′ + L . (A.9)
Visando calculá-los, construímos relações similares às obtidas para os coeficientes deClebsh-Grodan. Inserindo JzT LM entre 〈j, m| e |j ′, m′〉 e utilizando a Eq.(A.1a) temos

〈
j, m

∣∣ JzT LM ∣∣ j ′, m′〉 = m
〈
j, m

∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′〉 , (A.10a)
〈
j, m

∣∣ JzT LM ∣∣ j ′, m′〉 = (m′ +M) 〈j, m ∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′〉 , (A.10b)
o que, similarmente à Eq.(A.7), fornece:
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m = m′ +M , (A.11)

para 〈j, m ∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′〉 6= 0. Naturalmente, o elemento de matriz é nulo se m 6= m′ +M.
De forma semelhante:

〈
j, m

∣∣ T LMJ∓ ∣∣ j ′, m′〉 =√j ′(j ′ + 1)−m′(m′ ∓ 1) 〈j, m ∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′ ∓ 1〉 , (A.12a)
〈
j, m

∣∣ T LMJ∓ ∣∣ j ′, m′〉 = √
L(L+ 1)−M(M ± 1) 〈j, m ∣∣ T LM±1 ∣∣ j ′, m′〉+√j(j + 1)−m(m± 1) 〈j, m± 1 ∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′〉 . (A.12b)

O teorema de Wigner-Eckart está praticamente demonstrado ao se notar que asEqs.(A.8) e (A.12) apresentam exatamente a mesma estrutura.
Similarmente aos coeficientes de Clebsh-Gordan, as Eqs.(A.12), juntamente com aEq.(A.11), determinam todo o conjunto de elementos de matriz 〈j, m ∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′〉 para j , Le j ′ fixos, a menos de uma fator multiplicativo. Portanto, os coeficientes de Clebsh-Gordane os elementos de matriz são proporcionais e, então, o elemento de matriz invariante édefinido pela razão:

〈
j
∥∥ T L ∥∥ j ′〉 ≡ 〈

j, m
∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′〉

〈L,M; j ′, m′ | j, m〉 ; (A.13)
como queríamos demonstrar.



APÊNDICE B

TENSORES C†Nσ E −2σCNσ
No Apêndice A apresentamos uma demonstração do teorema de Wigner-Eckart paraum operador tensorial de ordem L, cuja M-ésima componente é dada por T LM , definidoatravés das relações:

[Jz, T LM ] = MT LM , (B.1a)
[J±, T LM ] =√L(L+ 1)−M(M ± 1)T LM±1 , (B.1b)

em que Jz e J± são componentes de um operador vetorial J que satisfaz a álgebra tradicionalde momento angular, com J2 = J2x + J2y + J2z e J± = Jx ± iJy. Segundo o teorema, o elementode matriz 〈j, m ∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′〉, para o acoplamento L⊗ j ′ → j , pode ser escrito como
〈
j, m

∣∣ T LM ∣∣ j ′, m′〉 = 〈L,M; j ′, m′ | j, m〉 〈j ∥∥ T L ∥∥ j ′〉 , (B.2)
em que o segundo objeto do lado direito independe de m ou m′ e é denominado elementode matriz invariante - em inglês reduced matrix element.

Neste segundo complemento pretendemos demonstrar que as duplas de operadores(c†N↑, c†N↓) e (−cN↑, cN↓) formam, cada uma delas, um tensor de ordem L = 1/2 que satisfaz
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as Eq.(B.1) para J representado pelo operador spin total Ŝ:

Ŝ+ = N∑
n=0 c

†
n↑cn↓ + f†↑ f↓ , (B.3a)

Ŝ− = N∑
n=0 c

†
n↓cn↑ + f†↓ f↑ , (B.3b)

Ŝz = 12 N∑
n=0
(
c†n↑cn↑ − c

†
n↓cn↓

)+ 12 (f†↑ f↑ − f†↓ f↓) , (B.3c)
em que Ŝ2 = Ŝ2

x + Ŝ2
y + Ŝ2

z e Ŝ± = Ŝx ± iŜy. Na verdade a afirmação acima tambémé válida para o operador carga axial, cujas componentes Jx , Jy e Jz são completamentedefinidas por:
J+ = N∑

n=0 (−1)nc†n↑c†n↓ − f†↑ f†↓ , (B.4a)
J− = N∑

n=0 (−1)ncn↓cn↑ − f↓f↑ , (B.4b)
Jz = 12 N∑

n=0
(
c†n↑cn↑ − cn↓c

†
n↓

)+ 12 (f†↑ f↑ − f↓f†↓ ) , (B.4c)
em que J 2 = J 2

x +J 2
y +J 2

z e J± = Jx ± iJy. Todavia, como a demonstração é completa-mente análoga e ele não foi utilizado neste trabalho, deixamos o cálculo com o operadorcarga axial a cargo do leitor interessado.
Iniciando, para J = Ŝ, é conveniente calcular separadamente

[c†nνcnµ, c†Nσ ] =c†nνcnµc†Nσ − c†Nσc†nνcnµ=c†nνcnµc†Nσ + c†nνc
†
Nσcnµ=c†nν{c†Nσ , cnµ}=c†nνδNnδσµ ,

(B.5)

com {A,B} ≡ AB + BA, em que utilizamos as relações de anticomutação fermiônicas
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usuais, as quais, expressas genericamente, são dadas por:

{ap, aq} = {a†p , a†q} = 0 , (B.6a)
{a†p , aq} = δpq . (B.6b)

De forma similar:
[c†nνcnµ, cNσ ] =c†nνcnµcNσ − cNσc†nνcnµ=− c†nνcNσcnµ − cNσc†nνcnµ=− {c†nν, cNσ}cnµ=− cnµδNnδσν ;

(B.7)

ademais, utilizando novamente as Eqs.(B.6):
[f†ν fµ, c†Nσ ] = [f†ν fµ, cNσ ] = 0 . (B.8)

Primeiramente, nos concentramos no operador c†Nσ . Utilizando as Eqs.(B.5) e (B.8) éimediato obter
[Ŝz, c†Nσ ] = σc†Nσ , (B.9a)

[Ŝ+, c†Nσ ] = δσ↓c†N↑ , (B.9b)
[Ŝ−, c†Nσ ] = δσ↑c†N↓ , (B.9c)

em que convencionamos que σ fora de índices apresenta valor 1/2 para spin up e −1/2para spin down.
A partir das Eqs.(B.9) fica claro que os operadores c†N↑ e c†N↓ são as componentes

M = 1/2 e M = −1/2, respectivamente, de um tensor de ordem L = 1/2 que satisfaz asEqs.(B.1) para J = Ŝ:
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c†N →

 c†N↑
c†N↓

 . (B.10)
Agora, por meio das Eqs.(B.7) e (B.8), seguimos igual procedimento para cNσ :

[Ŝz, cNσ ] = −σcNσ , (B.11a)
[Ŝ+, cNσ ] = −δσ↑cN↓ , (B.11b)
[Ŝ−, cNσ ] = −δσ↓cN↑ . (B.11c)

Notemos que o cálculo acima não satisfaz completamente a definição prévia do tensor
T LM , pois a Eq.(B.1b) não admite que o coeficiente do lado direito seja negativo. Trata-sede um pequeno empecilho, rapidamente resolvido se trabalharmos com as componentes
−2σcNσ ao invés de cNσ , o que fornece

[Ŝz,−2σcNσ ] = −σ (−2σcNσ ) , (B.12a)
[Ŝ+,−2σcNσ ] = δσ↑cN↓ , (B.12b)

[Ŝ−,−2σcNσ ] = −δσ↓cN↑ . (B.12c)
Semelhantemente ao caso de c†N , pelas Eqs.(B.12) nota-se que os operadores cN↓ e

−cN↑ são as componentes M = 1/2 e M = −1/2, respectivamente, de um tensor de ordem
L = 1/2 que satisfaz as Eqs.(B.1) para J = Ŝ:

cN →

 cN↓
−cN↑

 . (B.13)



APÊNDICE C

CÁLCULO DOS ELEMENTOS DEMATRIZ DE HN+1
No corpo principal da dissertação, ao tratarmos dos elementos de matriz de HN+1,apresentamos apenas os resultados. Por outro lado, este apêndice tem a incumbência deexibir os pormenores relativos aos cálculos.
Em primeiro lugar, recordamos a construção da base de estados utilizada para escrevera matriz de HN+1. Seja |Q,S, Sz, r〉N o r-ésimo autoestado de HN , com carga Q, spin Se componente Sz - números quânticos referentes aos respectivos operadores apresentadosno texto principal - Eqs.(3.52), (3.53) e (3.54c). Definimos o seguinte conjunto de estados:

|Q,S, Sz, r; 0〉N ≡ |Q,S, Sz, r〉N , (C.1a)
|Q,S, Sz, r; ↑〉N ≡ c†(N+1)↑ |Q,S, Sz, r〉N , (C.1b)
|Q,S, Sz, r; ↓〉N ≡ c†(N+1)↓ |Q,S, Sz, r〉N , (C.1c)

|Q,S, Sz, r; ↑↓〉N ≡ c†(N+1)↑c†(N+1)↓ |Q,S, Sz, r〉N , (C.1d)
em que mesmo nos estados da esquerda Q, S e Sz dizem respeito a cadeia de N sítios -após o “;” há a informação sobre o sítio adicionado. Salientamos que as definições acima
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assumem automaticamente uma convenção de sinais que, juntamente com a estatística deFermi-Dirac, deve ser respeitada. De fato, devido a esta há fatores de fase diferentes noscálculos se trabalhamos com |↑↓〉 = c†↑ c

†
↓ |0〉 ou |↑↓〉 = c†↓ c

†
↑ |0〉, em que |0〉 é o estado com

c†σ cσ = 0, denominado, de forma livre, estado de vácuo.
Respeitando a conservação da carga, do spin e de sua componente z, obtemos - se-gundo o procedimento apresentado no texto principal - uma base para escrever uma matrizde HN+1, com números quânticos Q, S e Sz bem definidos:

|Q,S, Sz, r, 1〉N+1 = |Q,S, Sz, r; 0〉N , (C.2a)
|Q,S, Sz, r, 2〉N+1 = |Q − 2, S, Sz, r; ↑↓〉N , (C.2b)
|Q,S, Sz, r, 3〉N+1 = √

S + Sz2S
∣∣∣∣Q − 1, S − 12 , Sz − 12 , r; ↑

〉
N+√S − Sz2S

∣∣∣∣Q − 1, S − 12 , Sz + 12 , r; ↓
〉
N
, (C.2c)

|Q,S, Sz, r, 4〉N+1 = −√S − Sz + 12S + 2
∣∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz − 12 , r; ↑

〉
N+√S + Sz + 12S + 2

∣∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r; ↓
〉
N
, (C.2d)

em que todos os números quânticos dos estados da esquerda referem-se à cadeia de N+1sítios e os algarismos 1, 2, 3 e 4 são apenas índices que rotulam o “tipo“ de estado dabase, ou seja, como ele foi gerado. Por construção, os estados (C.2) são autoestados dosoperadores carga, spin total ao quadrado e componente z do spin - referentes à iteração
N + 1 - com autovalores Q, S(S + 1) e Sz , respectivamente.

Apesar do título deste apêndice, aduzimos não exatamente aos elementos de matriz de
HN+1, mas sim de ∑σ c

†
Nσc(N+1)σ . Tendo estes em mãos, a construção daqueles é direta,porquanto exige somente - segundo a Eq.(3.37) do corpo principal da dissertação - umfator multiplicativo, já que o Hamiltoniano é hermitiano, além, é claro, dos autovaloresprovenientes da cadeia precedente.

Inspecionando os estados dados pelas Eqs.(C.2) nota-se que somente quatro classesde elementos de matriz de ∑σ c
†
Nσc(N+1)σ são não nulas, dado que os autoestados de HN
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formam uma base ortonormal. Elas são caracterizadas por elementos de matriz formadospelo “tipo” 1 com “tipo 3”, 1 com 4, 3 com 2 e 4 com 2.

Utilizando o teorema de Wigner-Eckart:

N

〈
Q′, S′, r′

∥∥∥ c†N ∥∥∥Q,S, r〉N = N

〈
Q′, S′, S′z, r′

∣∣∣ c†Nσ ∣∣∣Q,S, Sz, r〉N〈
S, Sz; 12 , σ ∣∣S′, S′z〉 , (C.3)

com σ = ±1/2, em que o objeto do lado esquerdo da equação acima, que não depende de
Sz e S′z , é chamado de elemento de matriz invariante e os coefientes de Clebsh-Gordansão fornecidos por

〈
S, Sz; 12 , σ

∣∣∣∣S′, S′z〉 =


√
S±S′z+1/22S+1 para S′ = S + 12 e σ = ± 12

∓
√

S∓S′z+1/22S+1 para S′ = S − 12 e σ = ± 12
; (C.4)

iniciamos com o cálculo explícito da classe composta pelo “tipo” 1 com “tipo 3”:
∑
σ

N+1
〈
Q,S, Sz, r′, 1 ∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 3〉

N+1 =
=∑

σ

[√
S + Sz2S N

〈
Q,S, Sz, r′; 0 ∣∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ

∣∣∣∣Q − 1, S − 12 , Sz − 12 , r; ↑
〉
N

+√S − Sz2S N

〈
Q,S, Sz, r′; 0 ∣∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ

∣∣∣∣Q − 1, S − 12 , Sz + 12 , r; ↓
〉
N

]
= √

S + Sz2S N

〈
Q,S, Sz, r′; 0 ∣∣∣∣ c†N↑ ∣∣∣∣Q − 1, S − 12 , Sz − 12 , r; 0

〉
N+√S − Sz2S N

〈
Q,S, Sz, r′; 0 ∣∣∣∣ c†N↓ ∣∣∣∣Q − 1, S − 12 , Sz + 12 , r; 0

〉
N
.

(C.5)

Como os operadores c†Nσ não atuam sobre a parte referente à cadeia de N + 1 sítios,temos, suprimindo dos estados somente nesta passagem os números quânticos referentesà cadeia de N sítios:
N+1
〈0 ∣∣∣ c†Nσ ∣∣∣ 0〉N+1 = c†Nσ N+1〈0 | 0〉N+1= c†Nσ ,

(C.6)
o que resulta em
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∑
σ

N+1
〈
Q,S, Sz, r′, 1 ∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 3〉

N+1 =
= √

S + Sz2S N

〈
Q,S, Sz, r′

∣∣∣∣ c†N↑ ∣∣∣∣Q − 1, S − 12 , Sz − 12 , r
〉
N+√S − Sz2S N

〈
Q,S, Sz, r′

∣∣∣∣ c†N↓ ∣∣∣∣Q − 1, S − 12 , Sz + 12 , r
〉
N

=[√S + Sz2S
〈
S − 12 , Sz + 12; 12 , ↑

∣∣∣∣S, Sz〉√
S − Sz2S

〈
S − 12 , Sz + 12; 12 , ↓

∣∣∣∣S, Sz〉
]

N

〈
Q,S, r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 1, S − 12 , r
〉
N

=S + Sz + S − Sz2S N

〈
Q,S, r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 1, S − 12 , r
〉
N=

N

〈
Q,S, r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 1, S − 12 , r
〉
N
.

(C.7)

Agora, similarmente ao cálculo anterior, a classe obtida pela composição do “tipo” 1com “tipo” 4:
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∑
σ

N+1
〈
Q,S, Sz, r′, 1 ∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 4〉

N+1 =
=∑

σ

[
−
√
S − Sz + 12S + 2 N

〈
Q,S, Sz, r′; 0 ∣∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ

∣∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz − 12 , r; ↑
〉
N

+√S + Sz + 12S + 2 N

〈
Q,S, Sz, r′; 0 ∣∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ

∣∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r; ↓
〉
N

]
=−√S − Sz + 12S + 2 N

〈
Q,S, Sz, r′; 0 ∣∣∣∣ c†N↑ ∣∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz − 12 , r; 0

〉
N+√S + Sz + 12S + 2 N

〈
Q,S, Sz, r′; 0 ∣∣∣∣ c†N↓ ∣∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r; 0

〉
N=−√S − Sz + 12S + 2 N

〈
Q,S, Sz, r′

∣∣∣∣ c†N↑ ∣∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz − 12 , r
〉
N+√S + Sz + 12S + 2 N

〈
Q,S, Sz, r′

∣∣∣∣ c†N↓ ∣∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r
〉
N

=[−√S − Sz + 12S + 2
〈
S + 12 , Sz − 12; 12 , ↑

∣∣∣∣S, Sz〉
+√S + Sz + 12S + 2

〈
S + 12 , Sz + 12; 12 , ↓

∣∣∣∣S, Sz〉
]

N

〈
Q,S, r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 1, S − 12 , r
〉
N

=S − Sz + 1 + S + Sz + 12S + 2 N

〈
Q,S, r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 1, S − 12 , r
〉
N=

N

〈
Q,S, r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 1, S − 12 , r
〉
N
. (C.8)

Em seguida a composta pelo “tipo” 3 com “tipo” 2:
∑
σ

N+1
〈
Q,S, Sz, r′, 3 ∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 2〉

N+1 =
=∑

σ

[√
S + Sz2S N

〈
Q − 1, S − 12 , Sz − 12 , r′; ↑

∣∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ
∣∣∣∣Q − 2, S, Sz, r; ↑↓〉

N

+√S − Sz2S N

〈
Q − 1, S − 12 , Sz + 12 , r′; ↓

∣∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ
∣∣∣∣Q − 2, S, Sz, r; ↑↓〉

N

]
.(C.9)

Notemos que desta vez estados duplamente ocupados estão presentes, razão pelaqual é necessário ter um pouco de precaução com os sinais. Abaixo, suprimindo todos ossubíndices N + 1 por mera limpeza notacional, analisamos separadamente a atuação de
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c(N+1)σ sobre o estado de dupla ocupação, respeitando a definição precedente na Eq.(C.1d)e a estatística característica de férmios, {ap, ab} = apab + abap = δpb:

cσ |↑↓〉 = cσc†↑ c
†
↓ |0〉= (δσ↑ − c†↑ cσ) c†↓ |0〉= δσ↑c†↓ |0〉 − c†↑ (δσ↓ − c†↓ cσ) |0〉= δσ↑c†↓ |0〉 − δσ↓c†↑ |0〉= δσ↑ |↓〉 − δσ↓ |↑〉 ,

(C.10)

o que reduz a Eq.(C.9) a
∑
σ

N+1
〈
Q,S, Sz, r′, 3 ∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 2〉

N+1 =
=−√S + Sz2S N

〈
Q − 1, S − 12 , Sz − 12 , r′; ↑

∣∣∣∣ c†N↓ ∣∣∣∣Q − 2, S, Sz, r; ↑〉
N+√S − Sz2S N

〈
Q − 1, S − 12 , Sz + 12 , r′; ↓

∣∣∣∣ c†N↑ ∣∣∣∣Q − 2, S, Sz, r; ↓〉
N
.

(C.11)

Ainda que os operadores c†Nσ não atuem sobre a informação que vem após o “;”, háfatores de fase provenientes da superposição de estados do espaço referente à cadeia de
N + 1 sítios:

〈
↑
∣∣∣ c†N↓ ∣∣∣ ↑〉 = 〈0 ∣∣∣ c↑c†N↓c†↑ ∣∣∣ 0〉= −〈0 ∣∣∣ c†N↓c↓c†↓ ∣∣∣ 0〉= −〈0 ∣∣∣ c†N↓ (1− c†↓ c↓) ∣∣∣ 0〉= −c†N↓ ,

(C.12)

e 〈
↓
∣∣∣ c†N↑ ∣∣∣ ↓〉 = 〈0 ∣∣∣ c↓c†N↑c†↓ ∣∣∣ 0〉= −〈0 ∣∣∣ c†N↑c↓c†↓ ∣∣∣ 0〉= −〈0 ∣∣∣ c†N↑ (1− c†↓ c↓) ∣∣∣ 0〉= −c†N↑ ,

(C.13)

em que omitimos novamente, por conveniência de notação, os subíndices N+1. Finalmente,
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após tamanho e necessário zelo,

∑
σ

N+1
〈
Q,S, Sz, r′, 3 ∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 2〉

N+1 =
= √

S + Sz2S N

〈
Q − 1, S − 12 , Sz − 12 , r′

∣∣∣∣ c†N↓ ∣∣∣∣Q − 2, S, Sz, r〉
N

−
√
S − Sz2S N

〈
Q − 1, S − 12 , Sz + 12 , r′

∣∣∣∣ c†N↑ ∣∣∣∣Q − 2, S, Sz, r〉
N

=[ √S + Sz2S
〈
S, Sz; 12 , ↓

∣∣∣∣S − 12 , Sz − 12
〉

−
√
S − Sz2S

〈
S, Sz; 12 , ↑

∣∣∣∣S − 12 , Sz + 12
〉]

N

〈
Q − 1, S − 12 , r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 2, S, r〉
N

=S + Sz + S − Sz√2S(2S + 1) N

〈
Q − 1, S − 12 , r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 2, S, r〉
N

=√ 2S2S + 1 N

〈
Q − 1, S − 12 , r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 2, S, r〉
N
. (C.14)

Por fim, a classe obtida pela composição do “tipo” 4 com “tipo” 2:
∑
σ

N+1
〈
Q,S, Sz, r′, 4 ∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 2〉

N+1 =
=∑

σ

[
−
√
S − Sz + 12S + 2 N

〈
Q − 1, S + 12 , Sz − 12 , r′; ↑

∣∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ
∣∣∣∣Q − 2, S, Sz, r; ↑↓〉

N

+√S + Sz + 12S + 2 N

〈
Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r′; ↓

∣∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ
∣∣∣∣Q − 2, S, Sz, r; ↑↓〉

N

]
.(C.15)

Utilizando a Eq.(C.10):
∑
σ

N+1
〈
Q,S, Sz, r′, 4 ∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 2〉

N+1 =
= √

S − Sz + 12S + 2 N

〈
Q − 1, S + 12 , Sz − 12 , r′; ↑

∣∣∣∣ c†N↓ ∣∣∣∣Q − 2, S, Sz, r; ↑〉
N+√S + Sz + 12S + 2 N

〈
Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r′; ↓

∣∣∣∣ c†N↑ ∣∣∣∣Q − 2, S, Sz, r; ↓〉
N
,

(C.16)

e as Eqs.(C.12) e (C.13):
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∑
σ

N+1
〈
Q,S, Sz, r′, 4 ∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 2〉

N+1 =
=−√S − Sz + 12S + 2 N

〈
Q − 1, S + 12 , Sz − 12 , r′

∣∣∣∣ c†N↓ ∣∣∣∣Q − 2, S, Sz, r〉
N

−
√
S + Sz + 12S + 2 N

〈
Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r′

∣∣∣∣ c†N↑ ∣∣∣∣Q − 2, S, Sz, r〉
N

=− [√S − Sz + 12S + 2
〈
S, Sz; 12 , ↓

∣∣∣∣S + 12 , Sz − 12
〉

+√S + Sz + 12S + 2
〈
S, Sz; 12 , ↑

∣∣∣∣S + 12 , Sz + 12
〉]

N

〈
Q − 1, S + 12 , r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 2, S, r〉
N

=− S − Sz + 1 + S + Sz + 1√(2S + 2)(2S + 1) N

〈
Q − 1, S + 12 , r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 2, S, r〉
N

=−√2S + 22S + 1 N

〈
Q − 1, S + 12 , r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 2, S, r〉
N
. (C.17)

Em suma, definindo, por conveniência,
r′,i′

〈
c†Nσc(N+1)σ〉

r,i
≡

N+1
〈
Q,S, Sz, r′, i′

∣∣∣ c†Nσc(N+1)σ ∣∣∣Q,S, Sz, r, i〉
N+1 ; (C.18)

as quatro classes de elementos de matriz não nulos de HN+1 são determinadas por
∑
σ

r′,1
〈
c†Nσc(N+1)σ〉

r,3 =
N

〈
Q,S, r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 1, S − 12 , r
〉
N
, (C.19a)

∑
σ

r′,1
〈
c†Nσc(N+1)σ〉

r,4 =
N

〈
Q,S, r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 1, S + 12 , r
〉
N
, (C.19b)

∑
σ

r′,3
〈
c†Nσc(N+1)σ〉

r,2 = √ 2S2S + 1 N

〈
Q − 1, S − 12 , r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 2, S, r〉
N
, (C.19c)

∑
σ

r′,4
〈
c†Nσc(N+1)σ〉

r,2 = −√2S + 22S + 1 N

〈
Q − 1, S + 12 , r′

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q − 2, S, r〉
N
. (C.19d)

O próximo passo é o cálculo dos elementos de matriz invariantes, explicitado no Apên-dice D.



APÊNDICE D

CÁLCULO DOS ELEMENTOS DEMATRIZ INVARIANTES
Após reduzirmos os elementos de matriz de HN+1 - Eqs.(C.19) - a, essencialmente,elementos invariantes provindos da iteração N, resta, obviamente, determinar estes. Ge-nericamente, o propósito é calcular o objeto

N

〈
Q′, S′, w ′

∥∥∥ c†N ∥∥∥Q,S,w〉N , (D.1)
para o qual utizamos a Eq.(C.3), além de expandir os autoestados de HN em termos dosestados da base utilizada antes da diagonalização:

|Q,S, Sz, w〉N =∑
r,i

Ur,i(Q,S,w) |Q,S, Sz, r, i〉N , (D.2)
em que os elementos Ur,i(Q,S,w) pertencem a uma matriz U ortogonal, formada pelosautovetores de HN . Com isso,

N

〈
Q′, S′, w ′

∥∥∥ c†N ∥∥∥Q,S,w〉N =
=∑

r′,i′

∑
r,i

Ur′,i′(Q′, S′, w ′)Ur,i(Q,S,w)N
〈
Q′, S′, S′z, r′, i′

∣∣∣ c†Nσ ∣∣∣Q,S, Sz, r, i〉N〈
S, Sz; 12 , σ ∣∣S′, S′z〉 ,

(D.3)
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em que os denominadores são os coeficientes de Clebsh-Gordan:

〈
S, Sz; 12 , σ

∣∣∣∣S′, S′z〉 =


√
S±S′z+1/22S+1 para S′ = S + 12 e σ = ±12

∓
√

S∓S′z+1/22S+1 para S′ = S − 12 e σ = ±12
. (D.4)

A base de estados de HN é, naturalmente, análoga a de HN+1, exibida nas Eqs.(C.2).A partir dela nota-se que o operador c†N não altera r, de modo que as somatórias daEq.(D.3) apresentam termo não nulo somente para r = r′. Também, devido à conservaçãoda carga e do spin, é necessário que Q′ = Q + 1 e S′ = S ± 1/2, respectivamente. Emvista disso, a Eq.(D.3) se reduz a
N

〈
Q + 1, S′, w ′ ∥∥∥ c†N ∥∥∥Q,S,w〉N =

=∑
i′,i

Ur,i′(Q + 1, S′, w ′)Ur,i(Q,S,w)
N

〈
Q + 1, S′, r, i′ ∥∥∥ c†N ∥∥∥Q,S, r, i〉N ,

(D.5)
com S′ = S ± 1/2. Utilizamos novamente, para condensar a expressão, o teorema deWigner-Eckart, Eq.(C.3), com o acréscimo dos índices i e i′. A matriz U, proveniente daiteração N, é, por construção do método, conhecida. Quanto aos elementos invariantes daEq.(D.5) há, similarmente ao apêndice anterior, quando trabalhávamos diretamente com oselementos de matriz, quatro deles não nulos: dois referentes a S′ = S + 1/2 (formadospela composição de i′ = 3 com i = 1 e i′ = 2 com i = 4) e outra dupla com S′ = S − 1/2(i′ = 4 com i = 1 e i′ = 2 com i = 3) .

Iniciamos com o cálculo do elemento composto por i′ = 3 e i = 1, utilizando o teoremade Wigner-Eckart:
N

〈
Q + 1, S + 12 , r, 3

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q,S, r, 1〉
N

= N

〈
Q + 1, S + 12 , Sz + σ, r, 3 ∣∣∣ c†Nσ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 1〉N〈

S, Sz; 12 , σ ∣∣S + 12 , Sz + σ
〉 ,(D.6)

Escolhemos, arbitrariamente, σ = 12 . A opção por σ = − 12 , evidentemente, não muda oresultado, desde que sejam respeitadas as convenções de sinais que originam as Eqs.(C.10),(C.12) e (C.13) - comentadas minuciosamente no Apêndice C:
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N

〈
Q + 1, S + 12 , r, 3

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q,S, r, 1〉
N

=
= N

〈
Q + 1, S + 12 , Sz + σ, r, 3 ∣∣∣ c†Nσ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 1〉N〈

S, Sz; 12 , σ ∣∣S + 12 , Sz + σ
〉

=√(S + 12)+ (S + 12)2 (S + 12) N−1
〈
Q,S, Sz, r; ↑ ∣∣∣ c†N↑ ∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r; 0〉N−1〈

S, Sz; 12 , 12 ∣∣S + 12 , Sz + 12〉
=√S + Sz + 12S + 1 N−1〈Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r; ↑↓ ∣∣Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r; ↑↓〉N−1〈

S, Sz; 12 , 12 ∣∣S + 12 , Sz + 12〉
=√S + Sz + 12S + 1

(
S + (Sz + 12)+ 122S + 1

)−1/2

= 1 .

(D.7)

A seguir, calculamos o elemento composto por i′ = 2 com i = 4, em que mais uma vezescolhemos σ = 12 :
N

〈
Q + 1, S + 12 , r, 2

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q,S, r, 4〉
N

=
= N

〈
Q + 1, S + 12 , Sz + σ, r, 2 ∣∣∣ c†Nσ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 4〉N〈

S, Sz; 12 , σ ∣∣S + 12 , Sz + σ
〉

=√S + Sz + 12S + 2 N−1
〈
Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r; ↑↓ ∣∣∣ c†N↑ ∣∣∣Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r; ↓〉N−1〈

S, Sz; 12 , 12 ∣∣S + 12 , Sz + 12〉=√S + Sz + 12S + 2 N−1〈Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r; ↑↓ ∣∣Q − 1, S + 12 , Sz + 12 , r; ↑↓〉N−1〈
S, Sz; 12 , 12 ∣∣S + 12 , Sz + 12〉

=√S + Sz + 12S + 2
(
S + (Sz + 12)+ 122S + 1

)−1/2

=√2S + 12S + 2 . (D.8)
Agora i′ = 4 com i = 1:
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N

〈
Q + 1, S − 12 , r, 4

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q,S, r, 1〉
N

=
= N

〈
Q + 1, S − 12 , Sz + σ, r, 4 ∣∣∣ c†Nσ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 1〉N〈

S, Sz; 12 , σ ∣∣S − 12 , Sz + σ
〉

= −√(S − 12)− (Sz + 12)+ 12 (S − 12)+ 2 N−1
〈
Q,S, Sz, r; ↑ ∣∣∣ c†N↑ ∣∣∣Q,S, Sz, r; 0〉N−1〈

S, Sz; 12 , 12 ∣∣S − 12 , Sz + 12〉
= −√S − Sz2S + 1 N−1〈Q,S, Sz, r; ↑ |Q,S, Sz, r; ↑〉N−1〈

S, Sz; 12 , 12 ∣∣S − 12 , Sz + 12〉
= −√S − Sz2S + 1

(
−
√ 2S + 1
S −

(
Sz + 12)+ 12

)
= 1 .

(D.9)

Por fim, i′ = 2 com i = 3:
N

〈
Q + 1, S − 12 , r, 2

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q,S, r, 3〉
N

=
= N

〈
Q + 1, S − 12 , Sz + σ, r, 2 ∣∣∣ c†Nσ ∣∣∣Q,S, Sz, r, 3〉N〈

S, Sz; 12 , σ ∣∣S − 12 , Sz + σ
〉

=√S − Sz2S N−1
〈
Q − 1, S − 12 , Sz + 12 , r; ↑↓ ∣∣∣ c†N↑ ∣∣∣Q − 1, S − 12 , Sz + 12 , r; ↓〉N−1〈

S, Sz; 12 , 12 ∣∣S − 12 , Sz + 12〉=√S − Sz2S N−1〈Q − 1, S − 12 , Sz + 12 , r; ↑↓ ∣∣Q − 1, S − 12 , Sz + 12 , r; ↑↓〉N−1〈
S, Sz; 12 , 12 ∣∣S − 12 , Sz + 12〉

=√S − Sz2S
(
−
√ 2S + 1
S −

(
Sz + 12)+ 12

)
= −√2S + 12S . (D.10)

Em suma, os quatro elementos invariantes não nulos que compõem a somatória dadapela Eq.(D.5) são:
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N

〈
Q + 1, S + 12 , r, 3

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q,S, r, 1〉
N

= 1 , (D.11a)

N

〈
Q + 1, S + 12 , r, 2

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q,S, r, 4〉
N

= √2S + 12S + 2 , (D.11b)

N

〈
Q + 1, S − 12 , r, 4

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q,S, r, 1〉
N

= 1 , (D.11c)

N

〈
Q + 1, S − 12 , r, 2

∥∥∥∥ c†N ∥∥∥∥Q,S, r, 3〉
N

= −√2S + 12S . (D.11d)


