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Resumo

CRUZ, A.R. Fusiao de modos de Majorana em pontos quanticos . 2016. 126 p. Dissertagao
(Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao
Carlos, 2016.

Neste trabalho investigamos a fusao entre estados ligados de Majorana em nanoestruturas
compostas por um ponto quantico conectado a contatos metalicos e acoplado lateralmente
a dois fios quanticos supercondutores que sustentam modos de Majorana em suas pontas.
Modelando cada fio quantico por uma cadeia de Kitaev, n6s adotamos duas abordagens:
inicialmente usando as fungdes de Green do ponto obtidas através do método recursivo
calculamos a condutancia e a densidade local de estados (LDOS), posteriormente diagona-
lizamos o sistema no formalismo de Bogoliubov-de Gennes (BdG) e obtemos o espectro
completo dos autoestados. Como descrito em (1), o LDOS do ponto quantico acoplado a uma
unica cadeia de Kitaev mostra claramente o vazamento do modo de Majorana inicialmente
presente na ponta da cadeia para o ponto quantico, onde este modo surge fixo na energia
de Fermi dos contatos metalicos (7 ). A condutincia de dois terminais medida através
do ponto mostra uma assinatura dos estados de Majorana neste sistema, uma ressonancia
fixa mesmo quando o nivel do ponto esta vazio ou nao. Interessante ressaltar que mesmo
na presenca de interagcdes no ponto essa assinatura de Majorana ¢ valida como mostrado
em (2). Motivados por estes resultados anteriores estamos particularmente interessados
em investigar a hibridiza¢c@o (aqui denominada de fusdo) entre dois modos de Majorana
resultando em um modo fermionicos ordinario dentro do ponto quantico. Nossos resultados
demonstram que controlando a diferenga de fase supercondutora entre os fios e a voltagem
de gate do ponto quantico somos capazes de controlar a emergéncia e fusdo dos modos de
Majorana. Além disso nos reforgamos a proposta de se utilizar o efeito Josephson a.c. de
periodo 47 para identificar os modos de Majorana pela reproducao dos resultados obtidos

por (3).

Palavras-chave: Modos de Majorana. Cadeia de Kitaev. Pontos quanticos. Supercondutivi-
dade topologica.






Abstract

CRUZ, A.R. Fusing Majorana modes in quantum-dots. 2016. 126 p. Dissertacao (Mestrado
em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos,
2016.

In this work we investigate the fusion between Majorana bound states in nanostructures
composed of a quantum dot connected to source and drain leads and side coupled to two
topological superconducting nanowires sustaining Majorana end modes. Modeling the
nanowire via a Kitaev chain, we have used two approaches: first using a recursive Green’s-
function approach we calculate the conductance and local density of states (LDOS) and
then by the diagonalization using the Bogoliubov-de Gennes (BdG) formalism we obtain
the full spectrum of eigenstates. As described in (1) the LDOS of quantum dot coupled
to a single wire clearly shows a leakage of the Majorana end mode from the wire into
the dot, where it emerges as a unique dot level pinned to the Fermi energy of the leads
(g7 ). The calculated two-terminal conductance through the dot displays an unambiguous
signature of the Majorana bound states, 1. €., a pinned resonance occurring even when
the dot level is far above ; . Interestingly this Majorana signature remains even in the
presence of interactions within the dot as showed in (2). Motivated by these earlier results
we are particularly interested to investigate the fusion of Majonana end modes into ordinary
fermionic modes within the dot. Our results demonstrate that by tuning the superconducting
phase difference between the wires and the quantum-dot gate voltage we are able to control
the emergence and splitting of Majorana modes. Furthermore we reinforce the proposal of
using the 47 periodic a.c Josephson effect to identify Majorana modes by reproducing the
results obtained by (3).

Keywords: Majorana modes. Kitaev chain. Quantum-dots. Topological superconductivity.
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funcdo da diferenca de fases supercondutoras A¢ = ¢ — ¢r. . . . . . .

27



Figura7 —

Figura 8§ —

Figura9 —

Figura 10 —

Figura 11 —
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Capitulo 2). A regido de InSb que separa os dois contatos de Nb tem em
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cadas fazendo A = 0e V, = 0. (b) Ao aplicarmos um campo magnético
perpendicular ao fio um gap surge em k£ = 0. (c) O efeito da supercon-
dutividade A € abrir outro gap em k = k; devido ao acoplamento das
bandas F. com as —E. tornando o sistema “gapped” em bulk. Em (d)
observamos o fechamentodogapem k =0paraA=V,. ... ... ..

Energia de excitacdo do gap E, normalizada por A. Em (a) variamos
A/V, e ma?/V, e fixamos potencial quimico em p = 0. Para A/V, < 10
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No entanto o gap se anula para ma? /V. — 0 pois o pareamento p-wave
em k; se anula neste limite. Em (b) fixamos ma?/V, = 0.1 e variamos
u/V, e A/V, para mostrar que o gap na fase p-wave permanece mesmo
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Densidade de estados do ponto p,.: (€) acoplado a dois contatos metalicos.
Observamos que pg.; (€) tem a forma de uma Lorentziana centrada em
€40t + A, onde €4, € a energia do ponto controlada pela voltagem V
(€dot = —€V}). O alargamento dos picos € proporcional a I';,. No grafico
assumimos trés valores distintos para e4,,: —5I'; (linha vermelha), 0
(linha verde) e 5I';, (linha azul) com ¢ = 10 meV, ', = 0,004t = 40 peV,
Ap=01t=1meVee;=0. ... ... ... ... .. ... ...
Condutéancia no ponto quantico em fungdo da potencial aplicado V; (€40t =
—eV}). O pico da Lorentziana esta centrado em ¢4,; = 0 quando o nivel
do ponto esta alinhado com a energia de Fermi dos contatos ¢, = 0.
Diagrama de um ponto quantico spinless de um nivel sem interagao
acoplado lateralmente a uma cadeia de Kitaev e a dois contatos metalicos.
A energia do ponto € controlada pela voltagem V, (c40r = —€V}). . . . .
Densidade de estados de bulk py (curva tracejada vermelha) e do pri-
meiro sitio p.q4e (curva solida preta) de uma cadeia de Kitaev desacoplada
do ponto quantico na fase topoldgica com p = 0. O termo de supercon-
dutividade A gera a abertura de um gap em torno da energia de Fermi
er = 0 presente tanto na densidade de estados de bulk quanto na das
extremidades. No primeiro sitio observamos o surgimento de um pico no
meio do gap em £ = 0 que corresponde ao modo de Majorana. . . . . .
Densidade de estados do ponto quantico (a) e do primeiro sitio da cadeia
(b) em fungao da energia  para diferentes valores de ¢, com e4,; = —50'f,
A=02t, I, =0004tet=10meV. . .. .. ... ... ... ....
O “vazamento” do modo de Majorana inicialmente presente no primeiro
sitio da cadeia de Kitaev para o ponto quantico pode ser observado ao
variarmos o acoplamento ¢, entre a cadeia e o ponto e plotarmos as alturas
maximas dos pico em ¢ = 0 em ambos. A medida que o acoplamento
entre a cadeia e o ponto () aumenta observamos a diminui¢ao do pico
de Majorana em p.q. (linha vermelha) e o progressivo surgimento deste
pico no ponto, pg; (linhaverde). . . ... ... ... ... .......
Diagramas das densidades locais de estados para um ponto quantico com
as ressondncias de Majorana (a) e Kondo (b). Embora o nivel fixo em ¢;
(nivel de Fermi dos contatos) produza um pico na condutancia de e?/h
nos dois casos, ao contrario do efeito Kondo este nivel s6 permanece fixo
em ¢ para valores de €4, acima de ; quando existe Majorana.

Mapa de cores da densidade local de estados do ponto pg,; VS. € € €40t =
—eV,. Com a cadeia na fase topologica (¢ = 0 < t = 1) e acoplamento
dot-cadeia ¢, = 10I';. A linha tracejada corresponde ao grafico (a) da
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Mapa de cores da densidade local de estados para Majoranas “A” e
“B” no ponto quantico (a) e (b) e no primeiro sitio da cadeia (c) e (d),
respectivamente como fungdo de € e eV, para t = 10 meV, A = 0.2¢,
'y =40peV,to=10repn=0. . . ... .. ... . . .. .. .....

Diagrama dos acoplamentos em termos dos operadores de Majorana para
o sistema composto de um ponto quantico com nivel em ¢4,; acoplado
através de ¢, a uma cadeia de Kitaev com N = 2 sitios. Eq.5.15.

Conduténcia G[e?/h] medida através do ponto quantico em fungéo de
eV, para diferentes valores de ;. As curvas verde e vermelha mostram o
plateau de conduténcia fixa em e? /2h para uma cadeia de Kitaev na fase
topologica (i < 2t). A curva azul corresponde p = 2.5¢ mostra o perfil
de ressonancia apresentando um pico de condutancia em e*/h quando o
nivel de energia do ponto coincide com a energia de Fermi dos contatos
eV, = 0. Neste regime a cadeia de Kitaev esta na fase trivial e portanto

nao ha Majorana acoplado ao ponto quantico. . . . ... .. ... ...

Condutancia G em fungao do potencial quimico p. Em (a) g4 = 0 €
A = 0.2t para diferentes valores de ¢y e em (b) 4o, = 0 € A = 0 ndo ha
modo de Majorana e a cadeia se torna um terceiro contato metalico. Neste
caso para ty = 15.8"; obtemos um pico de conduténcia de e*/2h idéntico
ao de Majorana.Em (c) fixamos ¢, = 10I' e variamos e4,; para A = 0.2¢
e o mesmo em (d) para A = 0. As regides sombreadas correspondem a
fases triviais (> 2t). . . . . ..

Densidade de estados no ponto quantico pg.¢[1/t] vs. € acoplado a duas
cadeias idénticas com A¢ = 0, u = 0 e tg = t = 10 meV. Fazemos
caot = j4 de forma que nivel de energia do ponto seja igual ao dos sitios
das cadeias de Kitaev. Nestas condi¢gdes o ponto se comporta como um
sitio de bulk de uma tinica cadeia na fase topoldgica como mostrada na
Fig. 25(linha tracejada). . . . . .. ... ... ... ... ... ... ..

Densidade de estados no ponto quantico pg,[x7I'1] acoplado a duas
cadeias de Kitaev em fun¢do de A¢p com ¢, = 100"y, €400 = —5I'p,
', = 0.004t et = 10 meV . A curva verde corresponde a Ap = «
e apresenta um pico de Majorana em ¢ = 0 semelhante ao da Fig. 26 (a)
quando ha apenas uma cadeia acoplada ao ponto. Demonstramos que
esse pico corresponde a um Majorana efetivo formado pelos dois modos
de Majorana das cadeias acoplados ao ponto. A medida que variamos
A¢ o pico de Majorana se desdobra em dois laterais, o que corresponde
a hibridiza¢do dos dois Majoranas que estdao acoplados ao ponto. . . . .
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Mapa de cor da densidade de estados no ponto quantico pu,; (escala
de cor) vs. ¢/I';, variando A¢. Observamos a periodicidade de 27 no
surgimento do pico de Majorana em ¢ = 0 para A¢ = (2n + 1) 7 com
n =0,4+1,£2, ... seguido do fusdo deste modo em um sistema de dois
niveis como mostrado na Fig.35. Como parametros usamos y = 0 para
as duas cadeias, to = 10I';, 'y, = 0.004dt et =10meV. . .. ... ...

Mapas de cor da densidade de estados no ponto quantico py,; (escala de
cor) vs. ¢ /I";, variando a energia do ponto através de V, (e4os = —€V,). Em
(a) fixamos A¢ = 7w e observamos a existéncia do pico de Majorana em
e = 0 para todos os valores de V, calculados. Em (b) fixamos A¢ = 7/2
e estdo presentes dois picos laterais resultantes da hibridizacdo do modo
de Majorana, em (c) A¢ = 0. A linha tracejada em eV, /', = 5 de (a),
(b) e (c) corresponde respectivamente as curvas verde, vemelha e azul da
Fig.35. . . e

Condutancia através do ponto quéntico G[e?/h] em fungdo de i para
diferentes valores de acoplamento entre o ponto e as cadeia ;. Quando
A¢ = 0 (a) observamos que a condutancia permanece nula para |u| < 2t
independentemente de t,. J4 para A¢ = 7 surge um plateau na condutan-
cia em e?/2h quando as cadeias estdo na fase topologica (|u| < 2t) para
todos valores de ¢y considerados. . . . . .. . ... ... .. ...

Condutancia através do ponto quantico G[e?/h] em fungdo de V, para
diferentes valores de p. Acima: para A¢ = 7w observamos um plateau
na condutincia em e?/2h quando as cadeias estdo na fase topologica
(e < 2t). Abaixo: para A¢ = 0 a condutancia ¢ nula quando p < 2t.

Mapa de cores da condutincia G[e?/h] através do ponto quintico em
fungdo de A¢ e 1 para duas cadeias simétricas com eV, = 0, A = 0.2t e
t = 10 meV. A condutancia apresenta periodicidade de 27 assumindo o
valor de e? /2h sempre que A¢ = (2n + 1) 7w onde n =0, +1,+£2, .. ..

Diagrama do modelo efetivo composto por um ponto quantico spinless de
um nivel em ¢,4,; controlado pela voltagem V, e acoplado a dois contatos
metalicos (S e D) modelados por duas cadeias tight-binding e lateralmente
acoplado a dois modos de Majoranas (fylf‘N e fyfl) com fases ¢, € pr. . .

Densidade de estados no ponto quantico usando a Eq.5.35, pgo (w) =
— (1/7) Im [Gaot (w)] para to g = to = 5I'L € 40t = 0. De forma coe-
rente com os resultados obtidos numericamente na Fig.35 da Secdo 5.2,
observamos um pico em w = 0 para A¢ = 7 que sofre um desdobramento
resultante da fusdo dos modos de Majorana no ponto. . . . . ... ...
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Figura 43 — Energia dos auto-estados para N = 30 sitios em cada cadeia com £4,; =
0.5t, u = 1.5t |A| = 0.5¢, to = 1.0t e t = 10meV . Observamos que para
A¢ = m (a) existem dois auto-estados com energia zero enquanto para
A¢ = 0 (a) apenas um se mantém e outro estado assume energia finita. A
distribuicdo espacial destes estados estd mostrada na Fig. 44. . . . . ..

Figura 44 — Distribuicao espacial da fun¢do de onda dos auto-estados de energia
nula para N = 30 sitios em cada cadeia, com ¢, = 0.5¢, u = 1.5¢,
|A] =0.5t, tg = 1.0t e t = 10 meV. Em (a) para A¢ = 7, ¢ se localiza
nas extremidades externas das cadeias enquanto v, se localiza em torno
do ponto. Quando A¢ = 0, 1), assume energia finita devido a hibridizacao

dos Majoranas em torno do ponto, enquanto v); permanece com energia

Figura 45 — Energia positiva dos auto-estados obtidos pela diagonalizagdo de Hpaq
variando ;. simultaneamente nas duas cadeias com N = 30 sitios em cada
comeg, =2.0t, A=t,to=tet=10meV. Em (a) fazemos A¢p =0 ¢
encontramos apenas um estado fermidnico (curva azul) em F = 0 que
permanece fixo nesta energia até a transi¢ao de fase ocorrer em torno de
i = 2t. Associamos este estado ao formado pelos Majoranas externos do
sistema permanecem desacoplados independente de A¢. O estado com
energia finita (curva vermelha) ¢ resultante da fusdo entre os Majorana
do ponto. Em (b) quando fazemos A¢ = 7 encontramos dois estados
fermionicos em FE = 0 que permanecem fixos nessa energia até . = 2t
semseacoplarem. . . .. ... L.
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(a) Energia positiva dos auto-estados em funcao de A¢ para N = 50 sitios
em cada cadeia com p = 1.75t, €4y = 0.1¢, to = t e t = 10 meV para
ambas. A linha tracejada mostra o gap efetivo A,y que separa os estados
localizados do quasi-continuo. A curva azul corresponde a auto-energia
e1(¢) do auto-estado formado por d! (¢) composto majoritariamente pelos
Majoranas externos pois permanece em ¢ = () com pouca dependéncia
com A¢, ja a curva vermelha corresponde a auto-energia €5(¢) do auto-
estado formado por d}(¢) composto pelos Majoranas em torno do ponto
e tem uma forte dependéncia com A¢. As energias dos estados de muitos-
corpos |niny) formados pelos dois estados do gap [curvas azul e vermelha
de (a)] 880 Epg = 1 (—e1—2), Bi1 = 3 (e14¢e2), Eio = 2 (e1—e2) ©
Ey = % (—&1 + &2). Em (b) fizemos 1 = t onde ndo ocorre a fusdo dos
Majoranas e portanto os estados de mesma paridade sdo degenerados
com energia zero. Este regime remonta ao exemplo mostrado no Cap. 1
e apresenta corrente a.c. de Josephson com periodo 47. Em (c) tomamos
pu = 1.75t onde hé fusdo dos Majoranas no nosso modelo e ocorre a
abertura de um anti-crossing J, presente em A¢ = 7 e o destacamento
dp = 0.138t = 13.8 meV dos estados do quasi-continuo. Em SAN-JOSE
et al (3) ¢ demonstrado que transientes de periodo 47 na corrente a.c. de
Josephson podem ocorrer nesteregime . . . . . . ... ... ... ...
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1 Introducao

1.1 Férmions de Majorana

Os férmions de Majorana tiveram sua origem na fisica de particulas, a partir do
trabalho do fisico italiano Ettore Majorana que propds em 1937 (4) uma solugao real para
a equacao de Dirac. O fato das particulas serem descritas por uma solugdo real implica
que essas sao suas proprias antiparticulas. Em segunda quantizagdo isso € expresso pela
igualdade,

v=1 (1.1)
onde v ¢ um operador hermitiano.

Embora os bosons sejam frequentemente suas proprias antiparticulas, ndo se conhece
nenhum férmion elementar com esta propriedade. Desde o trabalho de Majorana tentativas
de encontrar tais particulas na natureza se focaram em experimentos com neutrinos (5).
Estes experimentos buscam geralmente por duplos decaimentos g sem neutrinos . Em um
decaimento  convencional um néutron (n) decai mediado pelo boson W~ em um préoton
(p), um elétron (¢~) e um neutrino (v.). Ja no duplo decaimento § sem neutrino (Fig. 1)
dois néutrons decairiam em dois protons e dois elétrons sem emitir qualquer neutrino. Este
processo so € possivel quando o neutrino € sua propria antiparticula, portanto um férmion de
Majorana. Quando uma particula € sua propria antiparticula, criar ou aniquilar esta particula
¢ em certo sentido 0 mesmo processo. Assim, o0 neutrino virtual emitido por um néutron
pode ser absorvido pelo decaimento 5 do outro néutron, sem a necessidade de se criar um

neutrino real no processo (6).

Neste trabalho estaremos interessados nos estados ligados de Majorana que surgem
como excitagdes com energia zero em sistemas de matéria condensada. Ao contrario das

n > > P
1_,{_ZLL )
——

Ve

——C

W —r!"“
i == ==

Figura 1 — Decaimento /5 duplo sé € possivel quando os neutrinos s@o suas proprias antiparticulas. Assim os
dois neutrinos virtuais que sdo emitidos pelos dois néutrons podem se aniquilar.

P

Fonte: Elaborada pelo autor.
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particulas previstas por Majorana como resultados da equagao de Dirac, estas nao sao
particulas fundamentais e ndo obedecem a estatistica de Fermi-Dirac como veremos adiante.
Durante esta monografia usaremos o termos Majoranas € modos de Majorana para designar

sempre os estados ligados com energia zero.

Acima introduzimos os operadores de criagdo e destrui¢ao de Majorana através da
Eq.1.1. De fato, qualquer sistema fermidnico ordinario pode ser discutido em termos de
tais operadores de Majorana. Para ver isto basta notarmos que sempre podemos decompor
operadores fermionicos convencionais c; (que satisfazem as relagdes de anticomutacdo
{ci,c;} = {cj, c;} =0e {Ci, c;} = 0,;) em suas partes hermitiana e anti-hermitiana,

Loa, . B
G =35 (fyj + i7; ), (1.2)
exatamente como numeros complexos podem ser decompostos em suas partes real e imagina-

/ A/B

ia. Aqui v/” sa d hermiti tisf: A8 T
ria. Aqui ;' sdo operadores hermitianos que satisfazem ;" " = (~; e escrevemos a
parte anti-hermitiana de ¢; como iv. Expressando  em termos dos operadores de férmions
originais (¢;) pela inversdo da Eq.1.2, encontra-se que estes operadores satisfazem a seguinte

relagdo de anticomutagao,

{’Y?»’YJ@} = 20§00, (1.3)

que implica em (yj ) L 1. Desta maneira podemos ver que criar dois Majoranas retorna o
sistema para o estado inicial, isso € coerente para uma particula que € sua propria antiparti-
cula - o segundo Majorana simplesmente aniquila o primeiro. Ao contrario dos férmions
convencionais, os modos de Majorana ndo possuem ocupagdo bem definida pois 7 = Ty = 1
e portanto ndo ¢ possivel falar em espaco de Fock. Além disso, os Majoranas nao obedecem
o principio de Pauli que implica que os operadores ao quadrado seja zero (CT)2 = 0 e indica

que um estado pode ser ocupado por no maximo uma particula.

H4é algumas propriedades que tornam os modos de Majorana interessantes e que
sdo responsaveis pelo crescente interesse na realizagao destes estados. A primeira € que
estados ligados de Majorana isolados tém energia de excitacdo zero separada das outras
excitagoes do sistema por um gap. Se tivermos 2N estados de Majorana podemos formar
pela Eq.1.2 N férmions cujas ocupagdes custaria zero de energia, isto implica que o estado
fundamental do sistema tem degenerescéncia de pelo menos 2%, Estas degenerescéncias
devem ser nao-locais (as funcdes de onda dos IV estados fermidnicos com energia zero sao
formadas pelas fungdes dos modos de Majoranas distantes entre si) e assim oferecem uma
protecao natural contra decoeréncia, principal obstaculo para a realizacdo da computagao
quantica. (7)

A segunda propriedade ¢ a que a estatistica de troca dos estados ligados de Majorana
nao ¢ bosdnica nem fermidnica mas obedece a chamada estatistica de anyons ndo Abelianos.
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Quando se faz a troca de dois Majoranas (operacao também chamada de braiding) o estado
resultante do sistema ndo permanece inalterado (como ocorre para bésons) nem ¢ multipli-
cado por um sinal de menos (como nos férmions) ou mesmo multiplicado por um fator de
fase geral (como ocorre para os chamados anyons Abelianos). O estado final pode mudar
para um estado fundamentalmente diferente do inicial e como resultado, operagdes de troca

subsequentes geralmente ndo comutam, portanto levam o nome de “ndo-Abelianas”. (5)

Estas duas propriedades tornam os Majoranas possiveis candidatos para a implemen-
tacdo da computagdo quantica topologica. Nas propostas de se utilizar anyons nao-Abelianos
para computacao existem basicamente dois modelos chamados de anyons de Ising e anyons
de Fibonacci, os modos de Majorana podem ser mapeados no primeiro modelo que nao ga-
rante computacdo quantica universal. (8) No trabalho seminal de KITAEV. (9), foi proposto
uma forma de codificar informagao dentro do subespaco do estado fundamental degenerado
associado com os Majoranas e a processar essa informacao através de operagdes de braiding.
O fato da degenerescéncia do estado fundamental associada com os Majoranas ser robusta
sempre que os Majoranas permanecam espacialmente isolados (se os Majoranas sao trazidos
proximo um do outro ocorre o processo de fusdo descrito adiante) prové uma protegao
contra pertubagdes locais no sistema, pois estes estados estdo em ¢ = 0 e separados dos
demais por um gap de energia, uma transi¢ao entre eles ¢ dificultada . Além disso uma con-
sequéncia dos Majoranas serem suas proprias “antiparticulas” (ou em analogia em matéria
condensada, “buracos”) ¢ a de que eles ndo podem possuir carga, caso contrario deveriam
ser de sinais opostos para particula e antiparticula, dessa forma nao sao afetados por campos
eletromagnéticos externos.

Resta-nos explicar as seguintes questoes: se pela Eq.1.2 podemos descrever um
sistema fermionico ordindrio, como por exemplo uma cadeia tight-binding, em termos de
operadores dos modos de Majorana, o que torna esta representagao especial? Nao seria
apenas uma outra base qualquer? Para responder a estas perguntas temos que ressaltar que em
primeiro lugar, estaremos interessados em sistemas em que os operadores de Majorana sao
auto-operadores do sistema, ou seja, sistemas em que os auto-estados possam ser descritos
por operadores que obedecem a Eq.1.1. Em segundo lugar ¢ importante que estes estados
sejam nao-locais, ou seja, que estejam isolados espacialmente ou distantes o suficiente para
que a sobreposicao entre suas fungdes de onda possa ser desprezada. Nestas condigdes
o estado fermionico ¢ degenerado em energia zero e sua presenga caracteriza uma fase
topologica nao-trivial do sistema (7) (um exemplo deste tipo de sistema que usaremos nesta
dissertacao ¢ a cadeia de Kitaev (10)).

Para finalizar esta secdo iremos descrever o processo chamado de fusdao que cor-
responde a formag¢do de um estado fermionico com energia finita quando dois modos de
Majorana se acoplam, ou, o que € equivalente a dizer, quando suas fun¢des de onda se
sobrepdem. Pela Eq.1.2 podemos sempre criar um estado fermidnico c' a partir de dois
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Figura 2 — Diagrama ilustrativo da fusdo de dois modos de Majorana em um modo fermidnico devido ao
acoplamento entre eles modelada pelo Hamiltoniano H = ic,,,y1v2 = €, (2n — 1). Inicialmente
enquanto afastados os modos possuem energia zero, a medida que se aproximam espacialmente
e suas fung¢des de onda comegam a se sobrepor estes modos se hibridizam e formam um férmion
convencional ¢ = (y; + iv2) /2 como em um sistema de dois niveis com energias finitas +&,, que
depende de sua ocupacido 7 = cfec.

Fonte: Elaborada pelo autor.

modos de Majorana v; € 7,. Se ndo houver termos acoplando os Majoranas no Hamiltoniano,
ocupar este estado fermionico ndo gasta energia do sistema . No entanto se houver um
acoplamento entre -y; € 2 devido a uma sobreposi¢ao das suas fungdes de onda obteremos
um termo do tipo H = ic,,, 7172, onde &,,, o< e~ /¢ em que L ¢ a distancia entre os modos e &
¢ uma escala de distancia (nas implementacdes de Majoranas em sistemas supercondutores &
sera o comprimento de coeréncia supercondutora). Invertendo a Eq.1.2 e substituindo em H
encontramos H = &, (27 — 1), onde 7 = cfc é 0 operador nimero. Os dois estados fermioni-
cos resultantes |0) e |1) = ¢T|0) tem energias diferentes de zero, —¢,, € +¢,, respectivamente
como mostrado na Fig. 2.

1.2 Realizagao de Majoranas em sistemas de matéria con-
densada

Existem propostas que visam realizar os estados ligados de Majorana em sistemas de
matéria condensada utilizando diversos sistemas tais como o efeito Hall quantico fracionario
em v =5/2 (11, 12), centros de vortices em supercondutores p-wave como Sro RuOy (13)
e atomos frios (14, 15) . No entanto pelas dificuldades experimentais que estes sistemas
oferecem novas propostas surgiram que se utilizam de materiais semicondutores (16, 17)
e isolantes topoldgicos (18) acoplados a supercondutores convencionais na presenga de
magnetos ou campos magnéticos externos como mostrado na Fig. 3.

Os supercondutores sao uma excelente plataforma para o aparecimento de Majoranas.
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Figura 3 — Um tipico setup experimental para a deteccdo de modos de Majorana em fios quanticos. O fio € posto
sobre um substrato contento os gafes metalicos e coberto por eletrodos metalicos normal (cinza) e
supercondutor (amarelo) . As setas vermelhas indicam o campo magnético externo aplicado.

Fonte: Adaptada de FRANZ. (20)

Seu estado fundamental ¢ formado por um condensado de pares de Cooper (estado ligado
composto por dois elétrons), cujas excitagdes envolvem superposicoes de elétrons e buracos
que violam a conservacao de carga. A maioria dos supercondutores convencionais sao ditos
s-wave e sdo bem descritos pela teoria de campo médio BCS (19) e pelo formalismo de
Bogoliubov-de Gennes (BdG) que descreve excitagdes como uma superposicao entre elétrons
e buracos. Esquematicamente estas excitacdes podem ser escritas em segunda quantizagao
por v = uc¥ + vcy, onde ci m ¢ o operador de criagdo de férmions com spin 1 ou |. Notamos
que estas excitagdes continuam distintas de 7 = v*cI + u*cy. Para que obedegam a condigdo
de Majorana, v = 7', é necessario que, além de satisfazer a condigdo u = v* , sejam férmions
spinless, isto ¢, tenham apenas uma componente de spin “congelada” através de polarizagao,

por exemplo.

Como sera discutido adiante na Sec. 2.1.1 pelo principio de exclusdo de Pauli pares
de Cooper spinless s6 podem surgir se a paridade do potencial de pareamento for impar com
relacdo a0 momento, o que corresponde a formagao de um estado de tripleto que constitui os
chamados supercondutores p-wave ao contrario dos supercondutores chamados de s-wave
onde os elétrons formam estados de singleto. Os supercondutores p-wave tém atraido grande
atengao pois possuem fases topoldgicas distintas das triviais que apresentam estados de
bordas (edge states). No caso 1D, modos com energia nula se localizam nas interfaces com o
vacuo do sistema , enquanto em 2D esses modos se formam em vortices dos supercondutores
(vortices de Abrikosov). (13) Podemos constatar que esses modos de energia nula que se
formam em supercondutores p-wave sao estados de Majorana e surgem como excitagdes no
meio do gap. (5, 21).

No entanto a ocorréncia de supercondutividade p-wave € naturalmente rara e instavel
devido a defeitos intrinsecos do material. Uma alternativa ¢ compor materiais com a finali-
dade de se obter um modelo efetivo que apresente esse tipo de supercondutividade. Um meio



26 Capitulo 1. Introdugdo

Figura 4 — Imagem colorida obtida através de microscopia eletronica de varredura de um dispositivo hibrido
semicondutor-supercondutor. O fio quantico de InSb esta mostrado em cinza, o metal supercondutor
(NbTiN) em dourado, os gates em azul. Os contatos verdes (metal normal) ligados ao fio quantico
sdo usados para se detectar modos de Majorana como discutido em (23). As posicdes esperadas dos
modos de Majorana sdo mostradas pelos pontos laranja.

Fonte: Adaptada de MOURIK et al.(23)

para se obter supercondutividade p-wave em sistemas 1D foi proposto por (16) e (22) e se
baseia em um nanofio semicondutor com interagao spin-orbita de Rashba (geralmente InSb
ou InAs) em proximidade com um supercondutor convencional € magnetizagcdao que pode
ser obtida por proximidade com um magneto ou através de um campo magnético externo.
Na Fig. 4 temos uma imagem obtida através de microscopia eletronica de varredura (SEM)
de um setup experimental tipico composto por um fio quantico semicondutor com contatos
supercondutores (o campo magnético esta aplicado perpendicularmente ao plano da figura).

O interesse nesta proposta em particular ¢ sua conexao com o modelo da cadeia de
Kitaev (10) que constitui o sistema fermidnico unidimensional mais simples a apresentar
Majoranas como excitacdes em sua fase topoldgica nas suas extremidades. Por este ser a
base do modelo proposto usado nesta monografia faremos no Capitulo 2 uma deducao da
cadeia de Kitaev a partir de um sistema realista composto por um fio semicondutor com
interacao spin-orbita de Rashba, campo magnético externo e supercondutividade induzida
por proximidade.

1.3 Assinaturas experimentais de Majoranas

1.3.1 Pico de conducgao a voltagem zero

Uma das formas mais simples de se detectar a presenga de Majoranas experimental-
mente em fios quanticos € através da espectroscopia por tunelamento. (24, 25) A presenca
de um estado de Majorana em energia zero possibilita que elétrons tunelem de contatos

metalicos para o fio quantico e vice-versa sem custo energético. Isto da origem a um pico
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a voltagem zero nas medidas de condutancia diferencial (d//dV’) e uma assinatura clara
dos Majoranas seria a persisténcia deste pico ao serem variados os pardmetros do sistema
como na Fig. 5 adaptada de MOURIK et al. (23) onde a elipse vermelha indica Em sistemas
realistas, no entanto, picos a voltagem zero também podem surgir de diferentes fenomenos

o que tornam estas medidas ainda controversas. (20)

A 0.5

©
w

dl/dVv (2e?/n)

0.1

-400

V(uv)

Figura 5 — Espectroscopia diferencial dI/dV em fungdo de V' obtida experimentalmente do setup da Fig.3 em
70 mK para diferentes valores do campo magnético (de 0 a 490 mT em passos de 10 mT). A elipse
vermelha indica a presenga de um pico em V' = 0 no meio do gap induzido no fio.

Fonte: Adaptada de MOURIK et al. (23)

1.3.2 Efeito Josephson de periodo 47

O método de deteccao experimental discutido anteriormente nos possibilita deduzir
a existéncia dos modos de Majorana mas nao fornece informacao acerca da paridade (ou
ocupacdo) do estado fermidnico formado por eles, o que poderia ser usado como um qubit.
(7) A paridade de um estado fermionico criado por dois modos de Majorana ; e, € definido
pelo operador P = —iv;7, e corresponde (utilizando a Eq.1.2) a P = (1 — 24), onde i = cfe
¢ o operador numero do estado fermidnico ¢ = £ (1 + i72). Os auto-valores de P sdo —1
para o estado ocupado |1) = ¢f|0) e +1 para o estado vazio |0). O operador paridade de
um sistema com 2N modos de Majoranas (ou o equivalente a NV estados fermionicos) ¢
generalizado por P = Zév:l (1 — 20}@-).

Uma forma de extrair essa informagao sobre a paridade ¢ preparar o sistema em um
estado fundamental e adiabaticamente aproximar dois modos de Majoranas, digamos ~; €
v, de forma que suas funcdes de onda se sobreponham. Como mencionado anteriormente
a fusdo destes modos pode ser modelada pelo Hamiltoniano H; = icy;v, = ¢ (2n— 1)
onde 7 € o operador nimero de ocupacao do estado fermidnico composto pelos Majoranas .
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Assumindo ¢ > 0 o sistema se mantém no estado fundamental com n = 0 (em —¢) enquanto
a fusdo dos Majorana faz com que a ocupagao deste estado, n = 1, tenha energia finita
+e. Desta forma podemos ler a ocupagdo do estado (1) detectando a presencga ou nao de
uma excitacao no sistema com energia ¢ . Assim a fusdo de Majoranas através de juncoes
possibilita fazer tanto a leitura da ocupagdo deste estado fermidnico quanto fornece uma
assinatura dos modos de Majorana.

Na Fig.6 (a,b) mostramos o esquema de um sefup experimental basico composto
por duas regides de supercondutores topologicos 1D resultantes do efeito de proximidade
a um supercondutor s-wave e separadas por uma regido isolante. Aqui assumimos que os
fios sejam longos de tal forma que a sobreposi¢do entre os Majoranas externos vys 4 seja
desprezivel. Uma juncdo de Josephson (26, 27) estreita o bastante para que ocorra a fusdo
entre ; € . ¢ formada entre os dois fios.

73 TopoSC 1

o oM/
/

oL l Pr=0¢Lt+¢

(c) 1)

Figura 6 — (a,b) Esquema de uma jun¢@o necessario para observar o efeito Josephson fracionario de periodo
47 oriundo da fusdo de dois Majoranas 7, e 2 formado por dois segmentos de um fio quéntico
sobre um substrato supercondutor com fases distintas ¢, € ¢r separados por uma regido. (c) As
energias dos dois estados fermionicos com diferentes paridades em func¢do da diferenca de fases
supercondutoras A¢ = ¢ — ¢r..

Fonte: Adaptada de ALICEA e SHEN. (28, 7)

Para mostrarmos o efeito na corrente devido a presenga de Majoranas vamos consi-
derar um Hamiltoniano efetivo da juncao mostrada na Fig.6,

H; = —F(cTLNch + H.c), (1.4)

onde ¢} y e ¢k, sdo os operadores de criagio de férmions dos dois lados da jungio. Usando a

Eq.1.2 e supondo que apenas um dos operadores de Majorana que formam os férmion ¢,y €
cr1 participam do acoplamento na jun¢ao (podemos assumir que o outro Majorana esteja
fortemente hibridizado com o restante do fio), fazemos as mudangas ¢,y — %e‘i‘“/ 2y e
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cip — $e7"r/2~, na Eq.1.4 e encontramos,

r Ag .
Hj = —§COS <7¢) 17172 (15)

= —TI'cos (%) (n—1/2).

Como [H;,n] = 0 o nimero de ocupagdo 7 ¢ uma grandeza conservada. Portanto se
o sistema estiver inicialmente em um estado com n = n; e a diferenca de fase A¢ em torno
da juncao for variada obteremos uma corrente dada por (28),

_ZedtHy) el (B9 (o, —
Ij_%dA(ﬁ —Zhsen(Q)@nZ 1). (1.6)

Assim a corrente /; na presenga de Majoranas tem periodicidade 47 em A¢ (ao
contrario da periodicidade de 27 do efeito Josephson convencional onde s6 ha férmions na
jungdo) e seu sinal indica a ocupagao n; do estado fermionico. (7)

1.4 Motivacdoes

Motivados pela proposta de se utilizar um ponto quantico acoplado a extremidade
de um fio quantico para a deteccao local de Majorana através de célculos de transporte (1)
estendemos este modelo para dois fios quanticos topologicos modelados por cadeias de
Kitaev acoplados a um ponto quantico formando um sefup de jungao supercondutora com a
finalidade de estudar as propriedades de fusao dos modos de Majorana dentro do ponto.

Além disso a possibilidade de implementar nosso sistema experimentalmente nos
motivou a estudar este modelo. Como mostrado na Fig.7 adaptada de DENG, et al. (29)
temos um fio quantico de InSb revestido nas duas extremidades por uma liga metalica
supercondutora (Ti/Nb/Al). Os segmentos de InSb cobertos pelo supercondutor Ti-Nb-Al
formam dois fios quanticos topologicos em baixas temperaturas e na presenca de um campo
magnético externo que apresentam modos de Majorana em suas extremidades. A regidao
de InSb que separa os dois contatos de Nb tem em torno de 150 nm e se torna um ponto
quantico pela deplecao eletronica quando aplicado uma voltagem (V4 > 0).
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(b)

Ti-Nb-Al

Til Au_

L. ng'ﬁ

/
TINb.’AI | Ti/Nb/Al
InAs | InSb I nSb I'fib‘f InSb | :

Figura 7 — (a) Diagrama esquematico da estrutura de uma jungao Nb-InSb-Nb para a deteccdo de Majoranas.
Em (b) uma imagem obtida através de microscopia por varredura eletronica do dispositivo estudado
em (29). Os segmentos de InSb cobertos pelo supercondutor Ti-Nb-Al formam dois fios quanticos
topologicos que apresentam modos de Majorana em suas extremidades na fase topologica nao-
trivial alcangada pela aplicacdo de um campo magnético externo perpendicular ao substrato ¢ uma
voltagem apropriada no backgate (Vy4). Estes fios quanticos topologicos podem ser mapeados em
duas cadeias de Kitaev no limite de baixas energias (ver Capitulo 2). A regido de InSb que separa os
dois contatos de Nb tem em torno de 150 nm e se torna um ponto quantico pela deple¢do eletronica
quando aplicado uma voltagem (V).

Fonte: Adaptada de DENG, et al. (29)

Como possivel aplicacdao do nosso trabalho em computacao quantica topoldgica
ressaltamos o recente trabalho de HOFFMAN et al. (30) em que um ponto quantico spinfull
acoplado a modos de Majoranas foi usado para implementar computagdo quantica universal
hibrida utilizando-se do qubit de spin do ponto e do gubit formado pela fusao dos dois
modos de Majorana de forma a complementar as operacdes que nao sdo possiveis apenas

por braiding.

1.5 Obijetivos do trabalho e outline

Neste trabalho investigaremos a fusdo entre Majoranas em um sistema composto por
duas cadeias de Kitaev acopladas a um ponto quantico ndo-interagente spinless de um nivel
quantico de energia. Empregando o método das func¢des de Green obteremos as propriedades
espectrais dos modos de Majorana e calcularemos a condutancia no regime de resposta linear
em busca de uma assinatura caracteristica dos Majoranas. Usamos como base o trabalho
realizado em nosso grupo (1), onde se constatou que o modo de Majorana presente na
extremidade da cadeia de Kitaev na fase topoldgica “vaza” para um ponto quantico e se
mantém fixo a energia de Fermi dos contatos originando um pico de ¢?/2h na condutincia
medida por dois terminais metalicos através desse ponto quantico. Estenderemos esse modelo
adicionando uma segunda cadeia ao ponto quantico spinless de um nivel com a finalidade
de estudarmos a fusdao dos dois modos de Majorana presentes nas duas extremidades das
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cadeias que se acoplam ao ponto. Além dos resultados obtidos pelo célculo das fungdes de
Green, estudaremos a diagonalizacdo exata do sistema escrita no formalismo de Bogoliubov-
deGennes de onde obteremos todo o espectro de excitagdes. Propomos também um modelo
analitico com solu¢do exata que captura a fisica dos acoplamentos entre os Majoranas das
cadeias e o ponto quantico e reproduz os resultados numéricos obtidos anteriormente. A

seguir faremos uma breve descri¢ao de como essa dissertacao esta organizada.

No Capitulo 2 encontraremos o modelo continuo efetivo de um supercondutor p-
wave a partir de um sistema realista composto por fio quantico com interagao spin-orbita de
Rashba em proximidade com um supercondutor convencional s-wave e um campo magnético
externo. Mostraremos que esse modelo sustenta solucdes de energia nula localizadas em

suas extremidades que satisfazem a condicao de Majorana.

No Capitulo 3 vamos deduzir a cadeia de Kitaev como um modelo tight-binding
a partir do modelo continuo efetivo de um supercondutor p-wave obtido anteriormente.
Estudaremos a diagonalizacdo da cadeia de Kitaev para uma cadeia finita e suas bandas de
bulk e mostraremos um indicio da correspondéncia bulk-edge que associa as fases obtidas
em bulk com o surgimento de estados de borda, que no nosso sistema sao os estado ligados
de Majorana presente nas pontas da cadeia.

No Capitulo 4 construiremos um modelo para estudar o acoplamento entre dois
modos de Majorana, composto de um ponto quantico de um nivel ndo-interagente acoplado
a dois contatos metalicos e a duas cadeias de Kitaev. Os dois modos de Majorana (cada
um proveniente de um cadeia) se acoplam ao ponto quantico em funcao da diferenca entre
as fases supercondutoras das cadeias. O tipico pico de condutancia a voltagem zero de
Majorana se divide dando origem a novas excitagdes com energias nao-nulas resultantes da

fusao dos modos de Majorana em férmions convencionais.

No Capitulo 5 reproduziremos os resultados obtidos em (1) para um ponto quantico
acoplado a dois contatos metalicos e a uma cadeia de Kitaev como um caso particular
do nosso modelo quando eliminamos uma das cadeias. Em seguida mostraremos nossos
resultados obtidos para as duas cadeias acopladas ao ponto. Encontramos uma dependéncia
da fusdo entre os Majoranas com a diferenca de fase supercondutora (A¢) existente entre os
dois fios. Quando A¢ = 7w observamos a presenca de um pico de Majorana na densidade
de estados do ponto quantico que se desdobra em dois picos laterais (se fundem em dois
estados fermidnicos) quando variamos A¢ # w. Este resultado ¢ corroborado tanto pelos
nossos calculos numéricos utilizando fun¢des de Green e a diagonalizacao exata quanto pelo

modelo analitico que propusemos.

No Capitulo 6 faremos as conclusdes finais deste trabalho apresentando os principais

resultados obtidos e possiveis estudos futuros.






33

2 Majoranas em Estado Sdlido

Neste capitulo iremos deduzir um hamiltoniano de um sistema 1D que apresenta
estados ligados de Majorana a partir de um setup experimental que consiste em um fio
quantico semicondutor com interagao spin-orbita do tipo Rashba em proximidade com
um supercondutor convencional € um campo magnético externo. (17, 22) Em seguida
mostraremos que este modelo apresenta solugdes de estado ligado com energia zero que
correspondem a excitagdes que obedecem a condi¢do de Majorana v = ~'. No capitulo
seguinte mostraremos que a discretizagdo deste modelo ¢ equivalente a cadeia de Kitaev
(10) que usaremos no restante deste trabalho.

2.1 Supercondutividade p-wave em fios quanticos

Nesta secdo iremos obter um modelo continuo efetivo para um supercondutor p-
wave em uma dimensdo. Vamos inicialmente escrever o Hamiltoniano do fio quantico sem
supercondutividade e diagonaliza-lo. Depois adicionaremos o termo de supercondutividade
induzida por proximidade utilizando como base os autovetores obtidos anteriormente, em
seguida, utilizando o procedimento de folding-down (31), obteremos um Hamiltoniano
2 x 2 efetivo valido para baixas energias que apresenta como solugdes estados ligados com
energia zero que demonstraremos obedecer a condi¢do de Majorana. No Capitulo seguinte
discretizaremos esse Hamiltoniano continuo para obtermos um modelo tight-binding e

mostraremos que este corresponde a cadeia de Kitaev.

)

)

>

se1

fio semicondutor Q

¥

(8
supercondutor s-wave

Figura 8 — Diagrama ilustrativo do sistema composto por um fio semicondutor na dire¢@o § em proximidade
com um supercondutor s-wave ¢ um campo magnético externo na dire¢do Z perpendicular ao vetor
spin-6rbita de Rashba & que aponta na diregéo 7 .

Fonte: Elaborada pelo autor.

Comecaremos com um sistema unidimensional continuo que descreve um fio quén-
tico com acoplamento spin-orbita do tipo Rashba na presenga de um campo magnético

externo mostrado na Fig. 8 com o seguinte Hamiltoniano,
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nk; 1 o
HO = om - akya—x - §gMB|B|O_Z (21)
= Hpin + Hso + Hgz, (2.2)

O acoplamento spin-oOrbita tem a fungao de deslocar as duas bandas de elétrons livres antes
degeneradas em spin e a presenca de um campo magnético B perpendicular ao eixo do fio
(efeito Zeeman) abrira um gap de energia no cruzamento dessas duas bandas spin-orbita
(Fig.9). Como mostraremos adiante se a energia de Fermi y estiver dentro deste gap o efeito
de proximidade com um supercondutor s-wave induzird a formacao de supercondutividade
do tipo p-wave com o sistema efetivamente spinless. Como iremos demonstrar, esse sistema
sustenta solugdes de energia nula nas bordas que constituem os estados ligados de Majorana.
Em segunda quantizagcdo podemos escrever cada termo do Hamiltoniano por,

Hin =3 / Uiy [ ~ih0,)" —u] ba(y)dy, 23)

que descreve a energia cinética dos elétrons com potencial quimico ;. € massa efetiva do
elétron m. O operador de campo ¢! (y) cria um elétron com projegdo de spin o =1 / | na
posicao y.

O termo Hgo descreve o acoplamento spin-6rbita de Rashba para um fio na direcao

Hso = ~ia 3" [ 4(0)(02),0r 00 (1), (2.4)

em que « corresponde a intensidade do acoplamento spin-orbita de Rashba, o, , . sdo as
matrizes de Pauli, e o eixo ¢ escolhido para ser paralelo ao vetor de spin-orbita. E o termo

H, descreve o termo de Zeeman oriundo do campo magnético B ao longo do eixo z,

Hz=V2 Y [ 6H)0.)rali)d, 2.5)

/
0,0

comV, = % gu B|l§ |, onde i € 0 magneto de Bohr e g o fator de Landé. Assim, o Hamilto-

niano H, assume a forma,

/ s {| S ~ih9,)” =] by = 10002100y + Va0 ). (26)
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Vamos trabalhar a seguir no espaco de momentum. Apds aplicar a transformada de
Fourier e usando como base os spinores U} = (@Z),ZT, w,i ¢> e Vi = (Vrr, Vi i)T obtemos

Hy = / Ul Ho (k) Uydk, (2.7)
onde,
R2k? L —ak
k) = — ) oo — aogk +Vzo, = | 2™ . (2.8
HO( ) ( 2m IU“) 2%x2 ao + 70 —ak‘ ﬁ;:j - “ - VZ ( )

Diagonalizando a Eq. 2.8 encontramos a relacao de dispersao mostrada na Fig. 9 dada por

27.2
ex(k) = Z:l — w4/ V2 + a2k, (2.9)

onde os sinais + e - representam a banda superior (curva azul) e inferior (curva verde)

respectivamente. Na Fig.9 a linha tracejada mostra o deslocamento das bandas inicialmente

degeneradas em spin dos elétrons livres provocado pelo acoplamento spin-orbita. Quando

fazemos V; = 0 na Eq.2.9, temos ¢4 (k) = 2% — i + a|k|. Ao ligarmos o campo magnético

2m

| B| um gap de energia se abrira entre as bandas e.e = em k = 0 de amplitude 2V.

100

80

60

20

-10 -5 0 5 10

Figura 9 — Bandas spin-6rbita com efeito Zeeman usando como pardmetros m = 1, « = 1.0, Vz = 2.0e u = 0.
A introducdo de um campo magnético provoca a abertura de um gap em k = 0. No regime em que
|| < 2|V, | apenas a banda £_ (verde) esta ocupada.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A proximidade com um supercondutor possibilita o tunelamento dos pares de Cooper

para o fio tornando-o supercondutor. Um tratamento mais rigoroso deste fendmeno esta
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além do escopo deste trabalho , aqui assumiremos que este fenomeno de supercondutividade
induzida por proximidade pode ser descrito por um Hamiltoniano BCS da forma,

Hse = [ (86100 )+ %01 )61 )] dy (2.10)

De forma anéloga ao feito anteriormente podemos escrever Hsc na base de momento
aplicando a transformada de Fourier ¢} (y) = [ ] e *vdk,

Hge = / [A@:TW—M + A*wfkﬁ/JkT} dk. (2.11)

Iremos escrever este termo na base dos auto-estados obtidos anteriormente para

Ho, assim podemos analisar os acoplamentos entre as bandas . gerados por este termo.

i by
escrevemos a antiga base dos auto-vetores de o,, que chamaremos de v+ € 1, em termos

a aj—
Representando os auto-vetores por vetores coluna ¢, = ( ki > e Yp_ = < g ),

de ¢, e 1, relacionando-os por uma matriz unitaria Uy através da relagao,

Uiy _ Ui Ve | _ [ @y G- (o , 2.12)
Pry (- by j_ (-

ou

Ukt = gy Vit + ap i (2.13)
Ve, = b iy + b (2.14)

onde elementos a;+ € by podem ser encontrados resolvendo a equacao de auto-valores
Ho(k)p+ = ex+p+. Substituindo na expressdo da Eq.2.11 temos,

Hse = Alapsh, +ap-w) Y(boppdly, +b ol )+ he (2.15)
= (Dapsbop )l ¥l + (Barbo )l wly + (2.16)
+(Aap by )WE 0T+ (Aabo) ¥yl + ke (2.17)

com 0s seguintes termos,

—iakA

(Aag+b_rs) = \/ﬁa (2.18)
ok
(Aap by )= ——2F (2.19)



2.1. Supercondutividade p-wave em fios qudnticos 37

21.2
(Aagsb ) = ok | (2.20)
VVE+ a7 [V + a%k2 - V|
2
) [« /VE+ o2k? — VZ]
(Aay_b_iy) (2.21)

JVE T a2k [\/\/Z2 T ak? — VZ} '

Note que os dois Gltimos termos sdo invariantes pela mudanca & — —k, pois depen-
dem de k2, com isso podemos reescrever os termos (Aay b k_)@b,i +¢JL poH(Aag_b_it) @Jﬁi et
em um unico termo utilizando-se da relagdo de anti-comutacdo dos operadores de férmions

Y+ € fazendo a mudanga £ — —k no ultimo termo de forma que obtemos,

A (apyboge — a b)) 07, (2.22)

com

2V, A

Alarsb g — b ge) = —im (2.23)
VVZ+a2k?
A fim de simplificar a notagdo vamos definir,
—iakA
Ay (k) = —, 2.24
++( ) \/m ( )
A (h) = ——tak8 (2.25)
VVZ+ a2k?
A (k)= Y28 (2.26)
Com isso o termo supercondutor assume a forma,
Hso = [ [Beeovlot,, + A (el _ol, _+ (227)
AL (Rl et + h.c] dk. (2.28)
Vamos rescrever o ultimo termo acima por
1
ARyl vl = 5 (Al + A (Rt (2.29)

1 1
= =AUl - SA (=Rl vt (230)
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Para acomodarmos os termos com —k de Hgc devemos duplicar os graus de liberdade
de H, fazendo uso da relagao de anti-comutagdo de férmions ¢ mudando & — —k no segundo
termo da seguinte forma,

Hy = er(k)olne +e-(k)ol_vi 231)
— % [6+(k>¢11+@/}k+ — 6+(—k‘)1/1—1g+1/)1k+ + 6_(16)1%1;777/)]?_ — 5—(_k)¢—k—¢ik,} @.a2)

O Hamiltoniano completo escrito na base dos operadores de Nambu ¥/ = (@Z)L, UV g, ’Q/J;L U k+)
assume a forma,

H= % / UIH (k)W dk (2.33)
com
gk_ A__(k) O _%A‘f‘—
A (k) —e IAL (K 0
H(k) = Ho(k) + Hso(k) = - (k) R (k) (2.34)
0 STAVIR()) Ek+ Ay (k)
—IA 0 AL (k) —ept

Substituindo as expressoes para A__(k), Ay (k), A;_(k) e e+ podemos rescrever
H (k) utilizando as matrizes de Pauli o e 7 o0 que facilitard o célculo dos seus autovalores
posteriormente,

h%k?

akA 2V, A
H(k) = <2m - N) 0.@70—\/VZ + k0. @7, + m0y®T0+ \/Wgy @7y (2.35)
vVz Z

2.1.1 Origem da supercondutividade p-wave

E importante diferenciar a natureza dos acoplamentos gerados por A, (k) e A__(k)
dos gerados por A, _ (k). Vamos supor que haja um termo de acoplamento Ag(k) que forme
pares de elétrons no estado singleto, assim, devido ao principio de exclusao de Pauli, teremos
ao fazer a mudanga de £ — —Fk que,

Ag(k) (Mﬁﬁim - Muwim) = Ag(—k) (‘M@ﬁbim + wliﬁbiki) ) (2.36)
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se anularia se Ag(k) fosse uma fungao impar de k. Portanto a tinica possibilidade de formar
um par de elétrons no estado de singleto ¢ termos Ag(k) = Ag(—k) par em k. Agora vamos
supor que Ap(k) acople elétrons em estados tripletos, de forma analoga temos,

Ap(k) (Uhyels, = vhole) = Ap(=k) (=ulely +elly). @37)

que s6 nao ¢ anulo se Ap(k) = —Ap(—k). Portanto para pares em estados singleto, A deve
conter poténcias pares de k tal como A, (k) e é chamada de supercondutividade do tipo
s-wave. Ja para os estados tripleto, A contém poténcias impares como A, (k) e A__(k) e

sao chamados de supercondutividade do tipo p-wave ou topoldgica. (32)

O efeito de proximidade com o supercondutor produz, portanto, ndo apenas um
potencial de pareamento entrebandas do tipo s-wave A, _(k) mas também um potencial de
pareamento interbandas do tipo p-wave A, (k) e A__(k) (17).

A diagonalizagdo do Hamiltoniano da Eq. 2.34 resulta nas bandas mostradas na Fig.
10 com energia Zeeman V7, supercondutividade induzida por proximidade A e 4 = 0. Na
Fig. 10 (a) fizemos A = 0 e V, = 0 e obtemos as tipicas bandas de Rashba agora duplicadas
devido ao procedimento de duplicacdo que fizemos no Hamiltoniano para incluir os termos
de Hgc . Na Fig. 10 (b) ligamos o campo magnético B perpendicular ao fio e observamos
que um gap de 2V, surge em k = 0 devido ao efeito Zeeman. Observamos na Fig. 10 (c)
que o efeito da supercondutividade A ¢ abrir outro gap em k = k; devido ao acoplamento
das bandas £, com as —F . tornando o sistema “gapped” em bulk que se mantém até a
condigdo A = /V2 + p2 [Fig. 10(d)] em que gap fecha em k = 0. Como veremos adiante
essa condicao estd associada a uma transi¢ao entre fases supercondutoras que sao dominadas

pelo termo p-wave ou s-wave. (22)

Devido a competicao entre supercondutividades do tipo s-wave e p-wave iremos a
seguir explorar como os parametros do sistema, a saber, o potencial quimico y, a energia de
Zeeman V, a intensidade do acoplamento spin-0rbita « e o potencial supercondutor induzido
A devem ser escolhidos de forma a maximizar o gap dominado por A, (k) e A__(k) que
induzem a supercondutividade do tipo p-wave. Seguiremos de forma mais sucinta a analise
feita por ALICEA (17).

Para tornar o estado p-wave mais robusto, como pode ser visto na Fig.10, devemos
maximizar o gap que ocorre no niimero de onda de Fermi & que € obtido fazendoc_ (kf) = p,

e corresponde a

ky = \/Qm [moz2 + 1+ A/ V2 +ma2 (ma? +2u)|. (2.38)

No limite em que ma?/V, > 1 temos que o termo p-wave em k; ¢ dado por
A4+ (kf)| ~ A/2 enquanto o termo s-wave se anula A, _ (k;) ~ 0. Resolvendo anali-
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Figura 10 — Bandas de energia para um fio quantico com energia Zeeman V e supercondutividade induzida
por proximidade A obtidas pela diagonaliza¢do da Eq. 2.34 com 1 = 0. Em (a) obtemos as tipicas
bandas de Rashba duplicadas fazendo A = 0 e V, = 0. (b) Ao aplicarmos um campo magnético
perpendicular ao fio um gap surge em k = 0. (c) O efeito da supercondutividade A ¢ abrir outro
gap em k = k¢ devido ao acoplamento das bandas F. com as —E tornando o sistema “gapped”
em bulk. Em (d) observamos o fechamento do gap em k = 0 para A = V.

Fonte: Elaborada pelo autor.

ticamente o Hamiltoniano da Eq.2.35 elevando ao quadrado e usando a propriedade de
anti-comutacdo das matrizes de Pauli, {0, 0,} = 4, 3, encontramos para a banda inferior
E_em kg

E_(k=ks)~A (2.39)

que ¢ monotonicamente crescente com A, e para k = 0 encontramos

E_(k=0)= "/;—\/A2+u2
que ¢ decrescente com A enquanto o pareamento interbanda s-wave comega a se estabelecer
e se anula quando A = /V2 — 12 [como mostrado na Fig. 10(d)] assinalando o fechamento

, (2.40)
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do gap de excitagdo E,, definido como o menor valor entre E_ (0) e £_ (ky), e denota a
destruicao da fase supercondutora de carater p-wave.

Na Fig.11 (a) mostramos o valor de F, normalizado por A em fung¢do de ma?/V, e
A/V, fixando o potencial quimico em p = 0. Para A/V, < 1 o fio se comporta como um
supercondutor p-wave enquanto para A/V, > 1 o sistema apresenta supercondutividade
trivial s-wave. Na fase p-wave o gap é maximizado quando A/V, = 0,5 e ma?/V, > 1. No
entanto o gap se anula para ma?/V, — 0 pois o pareamento p-wave em k; se anula neste
limite. A Fig. 11(b) mostra fixamos ma?/V, = 0.1 e mostramos que o gap na fase p-wave
permanece mesmo quando V, excede ma? por mais de uma ordem de grandeza

v Q TN "
(a) | SC s-wave v | "SC s-wave

0.8

AV,

0.4

0.2

o ]
0 0.2 04 06 08 1 1.2 14 -1 0.5 0.5 1

0
ma?/V, 1/ Ve

Figura 11 — Energia de excitagdo do gap E, normalizada por A. Em (a) variamos A/V, e ma?/V, e fixamos
potencial quimico em p = 0. Para A/V, < 1 o fio se comporta como um supercondutor p-wave
(topologico) enquanto para A/V, > 1 o sistema apresenta supercondutividade trivial s-wave.
Na fase p-wave o gap é maximizado quando A/V, = 0.5 e ma?/V, > 1. No entanto o gap se
anula para ma?/V, — 0 pois o pareamento p-wave em ky se anula neste limite. Em (b) fixamos
ma?/V, = 0.1 e variamos u/V, e A/V, para mostrar que o gap na fase p-wave permanece mesmo
quando V, excede ma? por mais de uma ordem de grandeza .

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.1.2 Modelo efetivo p-wave

A seguir vamos obter um Hamiltoniano efetivo a partir do Hamiltoniano da Eq.2.34,
para isso realizaremos o procedimento de folding-down descrito em LOWDIN. (31) Inici-
almente dividimos o Hamiltoniano nos blocos dos sub-espacgos que definem as bandas de
energia +F_ e £ F, que chamaremos respectivamente de H__ e H, ., e os acoplamentos
entre eles conforme mostrado a seguir,

Ek— A__(k‘) 0 —%A*_
Aty e a0 | [H. H,
MO 0 Al e ALm)| [m_ H] 240

_%A-i-— 0 Ai+(l{7) —Ek+
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Estamos interessados nos estados do bloco H__ que descrevem as bandas +F_ mostradas
em azul na Fig. 10 e queremos encontrar um modelo efetivo 2 x 2 onde as bandas +F,
(curvas em preto na Fig. 10) possam ser ignoradas, para isso

H=H +H (E—H.) H. (2.42)

onde F representa a banda remota a partir da qual iremos calcular o folding-down. Expan-
dindo (E — H,,) " em uma série de poténcia,

1 1 1 1 H,, [(H..\’
= — =— 1 2.43
EH) E<1_h> = |1+ +<E +..., (2.43)
E
chegamos a
2
H=H _+ H; 1+ H; + (H;) +.. | H, (2.44)
Substituindo os termos obtemos,
. [ A (K a2
ey = | *) ] + [ e |+ (2.45)
i A__(k) —Ek— 0 1B
[ A Pery AL AP
2 2
+ _A++2\i+,|2 ‘A+72|§5k+ T (2.46)
L 2F? 2F2

2

2
Fazendo E = ¢;,, = £

na Fig. 10 o fechamento do gap em k& = 0 quando A = /V? + u? determina a destrui¢do
da fase p-wave e ocorre entre as bandas +F_ por esse motivo faremos a aproximag¢ao para

— pu++/V2Z + a?k?. Como discutido na se¢do anterior e mostrado

pequenos valores de £ onde nosso modelo efetivo serd valido. Pela Eq.2.18 temos que
Aiy(k)—0e

V2
|A+_|2 ~ ‘/ZQTZQQ’ (247)
assim,
2
B+ ~ A A ) (2.48)

E Vz—,u
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No regime onde A < |V — p, ou seja, quando A € muito menor que o gap prove-
niente do efeito Zeeman, a fase p-wave ¢ dominante. Desta forma podemos abandonar os
termos de ordem mais alta e mantermos apenas o primeiro termo da Eq.2.45,

H(k) = (2.49)

A*__U{?) —Ek—

e A__(K) ]

O nosso sistema sera spinless quando V2 >> o%k?, isso garante que teremos a polarizacido
Z

de spin da banda ¢;_ na dire¢cao do campo externo B,e quando |u| < 2V, apenas estados

. . ~ . . ~ 21.2
na banda inferior sdo ocupados. Assim fazemos as aproximagdes ¢, ~ T —; — V,,

2m

e renomeamos ji = p+ Vy , & = B — e Ay = A__(k) = k—=2A4__ Reduzindo o

am 24/V2+a2k?
T
operador de Nambu de quatro componentes para duas, ¥V, = ( T . ) e omitindo o
sub-indice relativo as bandas + nosso Hamiltoniano efetivo pode ser escrito por

- % / WA (k) W, (2.50)
2.51)
com
~ & Ay
am = [ S 2.52
) (Az —gk) (252)
= Gt Re [A] o+ I [A 7, (2.53)

onde 7; sdo as matrizes de Pauli. Os auto-valores de H (k) sdo

Eyi(k) =$4\/& + A2, (2.54)

e estdo plotados na Fig.12. O espectro de energia apresenta um gap para A # 0 e u # 0 que
se fecha quando 1 = 0 indicando uma possivel transicao de fase.

2.2 Estados ligados de Majorana

Iremos mostrar que o Hamiltoniano p-wave efetivo que obtemos anteriormente
sustenta estados ligados com energia nula em suas bordas na fase topoldgica e que estes
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Figura 12 — Relagao de dispersdao do Hamiltoniano p-wave em diferentes casos. (a) 4 > 0 e m = 1, a linha
tracejada € para A = 0 enquanto a linha sélida para A # 0. (b) A # 0, a linha sélida corresponde
ap > 0,atracejada a yp = 0 e a pontilhada para p < 0.

Fonte: Elaborada pelo autor.

estados s3o Majoranas. Vamos considerar o Hamiltoniano da Eq.2.52 na representagao de
espago real (k — —id,),

1242 R
H = ( W0, _ ,&) T, — 1h0, AT, (2.55)

2m

com

Ao —iaB (2.56)

2\/VZ+ a?k?

Para o caso de um fio semi-infinito com condigdes de contorno do tipo hard wall, ou
seja, onde o fio comega em = = 0 e se estende para +oc e com fungdes de onda se anulando
para z = 0. Vamos buscar por soluc¢des ¢ (x) de energia nula para a equacao de Schrodinger
independente do tempo,

H(x) = K‘mﬁ _ ,1) - maxw@] o (x) = 0. (2.57)

2m

Multiplicando 7, pela esquerda e usando a propriedade de multiplicacao das matrizes
de Pauli, 7,73, = icap. 7 + g, €encontramos,

2m

(2. ] oo e
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Fica claro que podemos escrever ¢(z) = x,¢(x), onde x, ¢ um auto-vetor de 7, ou
seja, 7, X, = X, com v = £1. Desta forma a Eq.2.58 se torna uma equagdo diferencial,

(h2a§ + i — uh|A|8x> o(x) =0, (2.59)

2m

que pode ser resolvida utilizando o ansatz ¢ < e~**. Substituindo na Eq.2.59 encontramos a
equagao secular,

2 ~
0= 2 uhAnt (2.60)
2m

com solugdes,

mA m
A= (_y + v - 2mA2) . 2.61)

Como estamos buscando por solugdes nas bordas, restringimos que ¢(0) = ¢(+o00) =
0, 0 que nos da a condigdo Re[A1] > 0. Se ¢ esta localizado na borda esquerda do fio (z = 0),

essa condigdo sO podera ser satisfeita parav = —1¢
-2t | <1 — 0 < ji < mA? (2.62)
mA?
assumindo m > 0 e Im[A] = 0. O auto-vetor de 7, com auto-valor —1 é % ( , ) . Portanto
—1
a solugdo de estado ligado com energia nula tem a forma,
¢ 1 - -
)= —F et —e T 2.63
o =< ( B )( ) .6

com A, dado pela Eq.2.61 e C' uma constante de normalizagdo. Na Fig.13 estd mostrado

o ()]
borda e decai exponencialmente em dire¢ao ao centro do fio.

e podemos perceber que a funcao de onda se distribui predominantemente proxima a

A restricao de fi pode ser relaxada para ;i > 0 se AL assumir valores complexos com
sua parte real estritamente positiva, Re[\.| > 0. Essas solugdes de energia nula existem
para todo o dominio em que A # 0 e /i > 0, mas apenas para um fio semi-infinito. Se o fio
for finito, existirdo dois estados ligados, que decairdo exponencialmente de cada uma das
bordas. No caso do comprimento do fio ser pequeno, havera uma sobreposi¢ao entre as duas
fun¢des de onda e os estados irdo se hibridizar.

A conexao com a defini¢ao dos operadores de Majorana pode ser vista mais facilmente

ao introduzirmos uma fase global /4 em ¢ (z),
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Figura 13 — Figura esquematica da densidade de probabilidade |¢(z)|? do estado de energia nula em fungdo da
posi¢ao.
Fonte: Elaborada pelo autor.

— eiW/4C 1 —Apx Az
ox) = 7 ( . ) (e e ) (2.64)
C( 1+ ar o Aw

N 5(1—2’)(6A ) o

- ( “ ) (2.66)
onde

u=(1+ z)% (e —e ) (2.67)
e

v=(1- z)% (e —e*) (2.68)

Notamos que u = v* € a condigdo para que as excitagdes de um supercondutor spinless
seja um Majorana . Escrevendo o operador de aniquilag@o do estado ¢ (x) em termos dos
operadores de criacdo e destrui¢do de elétrons na forma 4, = uc + vc' e substituindo os

valores para u € v encontramos

Yo = Ceiﬂ/4 (e—)\+a: . e_)_x) (C — ZCT)

5 (2.69)
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i /4 (c=ich) _

5 = 3(L+i)(c—ic") = 3 [(1+14)c+ (1 —4)c] mostra claramente que a
condicao de Majorana, vy, = 73, ¢ satisfeita.

note que e






49

3 Cadeia de Kitaev

Neste capitulo introduziremos o método numérico utilizado para examinar um super-
condutor p-wave 1D obtido no Capitulo 2. Iremos inicialmente obter um modelo tight-binding
fazendo a discretizagao da Eq.2.52 em seguida mostraremos que podemos mapear este mo-
delo na cadeia de Kitaev proposto em (10). Em seguida analisaremos o surgimento dos
modos de Majorana na cadeia de Kitaev , suas propriedades de bulk e finalizaremos com
a definicao de um invariante topologico que indica as fases topoldgicas e a presenca dos
Majoranas.

3.1 Aproximacao tight-binding

Um modelo tight-binding pode ser criado mapeando o Hamiltoniano p-wave continuo
da Eq.2.52 para uma rede discreta, através das substituigoes,

k — 1sen(lm), k* — isen2 (@) = % (1 — cos(ka)) (3.1)

a a? 2 a

onde a = £ ¢ o espagamento da cadeia, L ¢ o comprimento do fio e N a quantidade de sitios.
No limite para grandes comprimentos de onda ke — 0 retornamos para o caso continuo. O
modelo tight-biding captura a fisica de baixas energias relevante do modelo original e ¢
valido no limite ka < 1 que corresponde ao caso em que N € muito grande. Escrevemos o
Hamiltoniano p-wave efetivo da Eq.2.52 e calculamos a transformada inversa de Fourier

para o espago real

ikR; .. ) ) )
Vi = ( QZ/}T_]; ) =D ( e—f(—k)lc%zx i ) =D ( C; ) =D e (3-2)

G i G i

Z/ —ikR; of [( 22(1 — cos(ka)) — u) T, + ésen(ka)Tx] e*fic;dk  (3.3)
ma a

onde R; = aj, j =1,...,N é um vetor da rede direta. Agora reescrevemos os termos

cosseno e seno em termos de fungdes exponenciais e realizamos a integragdo em £,
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1 —ikR; A1 h2 1 ika —ika ~

ZA ika —ika % i
5 (e ka _ =ik )Tl«] e kRchdk (3.5)
1 h? 1 _
- 1y K% (62-,,3» Lt @-H,j)) - m,j) - (3.6)
]
iA
—% (5i,,j+1 - 5) Tx] C; (37)
1 h? h? iA
_ T ~ T
= 5 a CZ» (W — ,u) T,C; + ci—l—l <—WTZ — %Tx> C; (38)
h? iA
T
+Ci <—2ma27'z -+ %ﬂr) Ciy1 (39)
| N N N
= 5 Z CIDCZ‘ + 5 Z C;[+1Tci + 5 Z CITTciJrl (310)
=1 =1 =1
onde
h? h? iA
D=|(——0)T, T=|-——7——7|. 3.11
(ma2 ,u) E < oma® * 2a > (-11)
para uma notacao mais compacta. Nos escrevemos o Hamiltoniano como uma matriz 2N x 2N
definindo o spinor de Nambu ¢ = (¢y, ¢y, . .. ,cN)T de comprimento 2N com elementos
Ci = (Cia C;'F>T s
H = %E“HT (3.12)
D T 0 0
T8 D T 0
o Tt D T --- 0
H=| . . (3.13)
T D T

0O 0 0 0 77 D

Os auto-vetores e auto-valores podem ser obtidos pela diagonaliza¢do numérica deste
Hamiltoniano tight-binding. Na proxima se¢ao iremos examinar este modelo em maiores
detalhes e mostraremos que ¢ equivalente ao modelo da cadeia de Kitaev. (10)
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3.2 Cadeia de Kitaev

Iremos mostrar que o modelo tight-binding obtido na se¢do anterior ¢ equivalente a
cadeia de Kitaev (10). Para isto renomeamos os parametros da Eq.3.11 ,

h? B2 A .
T .2 |Ale, (3.14)
2a

—s U= =,

2ma?

e expandimos os produtos matriciais clTchk

1
Hiitoer = 3 Z [—,u (c}cj - cjc;) —t (c}ch — c]-Hc} + C}Cj+1 — cjc;H) (3.15)
J
+|Ale" <CT+1c; — c;c;f»H) + |Ale™ (cjy1ci — cjcjﬂ)] (3.16)

J

e usando as relagdes de anti-comutacao dos operadores de férmions obtemos,

1 —i i
Hiitaev = Z [—u < ;Cj — 2) —t (C}Cj.i,_l + C;Jrlcj) — 14| (e ¢c}c}+1 +e ¢Cj+1Cj):| (3.17)
J

que ¢ equivalente ao modelo descrito em (10).

3.2.1 Casos especiais

Vamos escrever o Hamiltoniano da cadeia de Kitaev na representacao dos operadores

de Majoranas, para isso redefinimos os operadores de férmions,

o—i/2 ‘ % '
G =3 (VB +i74;) ; 6= —5 (VB — i74;) (3.18)
com
{Yags 10} = 0l € ALy =y (3.19)
Ap6s substituir na Eq.3.17, obtemos

P -1

Hiitaew = —5 Zl KyBYAG T 5 Zl [(JA] = t) vBjvaj+1 + (|A] + 1) va78541] - (3.20)
j= j=

Nesta representacao iremos analisar dois casos limites especiais:
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YB,1 VA YB,2 TYAz2 YB,N—1 YA, N—-1 YB.N VAN

Figura 14 — Diagrama ilustrativo dos sitios da cadeia de Kitaev na representacdo de Majorana para A =¢ =0
e u # 0. Cada retangulo representa um sitio eletronico ¢_j que comporta dois operadores de
Majorana vg,; (circulo vermelho) e v4 ; (circulo azul). Os acoplamentos entre Majoranas no
mesmo sitio esta representado pelos retdngulos azuis.

Fonte: Elaborada pelo autor.

* Para|A|=t=0eu #0,aEq.3.20 fica,

. N
ip

onde apenas os operadores de Majorana do mesmo sitio estdo acoplados entre si. Esse regime
corresponde a uma cadeia tight-binding onde nao ha hoping entre os elétrons e apresenta
duas bandas planas,

H= —sz: (c}cj — %) . (3.22)

* Para |A| =t e u = 0, encontramos,

YB,1 YA, B2 YAz2 YB,N—-1 YA, N-1 YB,N TAN
(o |@dle: | a)e—dre: | w)fe:] o)
Figura 15 — Diagrama ilustrativo dos sitios da cadeia de Kitaev na representagdo de Majorana para A =t e
p = 0. Cada retdngulo representa um sitio eletronico ¢; que comporta dois operadores de Majorana,
~B,; (circulo vermelho) e 4 ; (circulo azul). Os acoplamentos entre Majoranas de sitios vizinhos

esta representado pelos retangulos rosa. Note que os operadores vp,1 € ya,n €stdo desacoplados
do restante da cadeia.

Fonte: Elaborada pelo autor.

N-1

H =1t Z YA VB,j+1 (3.23)

=1

que contém apenas termos com operadores de Majorana de sitios diferentes. Note que os
Majoranas vz ; € 74 n localizados em pontas opostas do fio (Fig.15) ndo aparecem em H.
Todos os estados que ndo se localizam nas pontas dos fios tem energia +|¢| devido a fusdo
de Majoranas entre sitios vizinhos (retangulos rosas), independentemente do comprimento
do fio. Os Majoranas desacoplados vz ; € v4 x formam um estado fermidonico com energia
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zero. A estabilidade desta fase ndo se restringe a apenas p = 0, para estudarmos o intervalo
de i que apresenta Majoranas desacoplados e portanto em energia zero usaremos a Eq.3.17
e calcularemos numericamente os auto-valores para uma cadeia de N = 50 sitios usando
|A| = t e variando p.. Como pode ser visto na Fig. 16, os auto-valores nulos, que correspondem
ao par de Majoranas das pontas, persistem para uma ampla gama de u, se dividindo em
energia quando p =~ 2¢. O mesmo comportamento ocorre quando variamos x negativamente
até u ~ —2t.

Os Majoranas se dividem apenas quando os estados de bulk, inicialmente separados
em energia por um gap de 2t se aproximam de zero. Portanto os modos de Majorana sao
estados protegidos enquanto o gap for finito.

6 ) . . . . . . =
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
p/t

Figura 16 — Auto-valores para uma cadeia de Kitaev com N = 50 sitios em funcdo do potencial quimico .
Usando como parametros |A| = ¢ .

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos definir um novo conjunto de operadores de férmions,

1 1

dj = 5 (V55 + 1ya+1) 7 dj = 5 (0B = 14 441) (3.24)

em termos destes novos operadores, o Hamiltoniano assume a forma,

N—-1
1
H=2t)" (d}dj - 5) (3.25)
j=1
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com auto-estado fundamental |1)y) que satisfaz a relacao,

dilte) =0 para j=1...,N—1 (3.20)

Os dois operadores de Majorana que estdo ausentes no Hamiltoniano da Eq.3.23, v,
e 74,y permitem encontrarmos dois estados ortogonais |¢g) € |¢)1) que satisfagam a condigao
da Eq.3.26 e estdo relacionados com os novos operadores de férmions da seguinte maneira,

1 1

do = 2 (vB1 +ivaN) ) dS =5 (vBa1 — 7a,N) (3.27)
atraveés de
1 .
[Yo) = 5 (vma +ivan) [¥1) = dolthn) (3.28)
1 .
1) = 5 (vaa = ivan) ltho) = difibo) (3.29)

Essas relagdes entre os dois estados fundamentais revelam que o estado fermidnico
criado por d}, ¢ ndo-local pois envolve operadores de Majorana de cada extremidade da
cadeia. A ortogonalidade destes estados pode ser conferida calculando

1 . )
(Woltn) = (1l (vm1 +ivan) (Y81 = #74,n) [t0) (3.30)
1 2 2 . .
= ;l<?/11|73,1 —Yan — YB1VAN — 1YANTYB.1[Y0) (3.31)
= —£<¢1|WB,1VA,N — vB,17A,N|Y0) = 0. (3.32)

Como mencionado anteriormente nao ¢ possivel definir um nimero de ocupagao
de um modo de Majorana usando os operadores de Majorana, precisamos necessariamente
calcular a ocupagao de estados fermionicos que possuem um numero definido de férmions e
sdo auto-estados do operador paridade definido por,

N N—-1
P =TT -ivmsras = I (1 - 2dia;) (3.33)
j=1 J=0

com auto-valor —1 se o estado estiver ocupado ou +1 se estiver vazio. Notando que,

{P.dl} = P+ diP =0 (3.34)
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encontramos,

Plbo) = doltn) = —doPlihr) = (—do)(£]¥1)) = Flbo) (3.35)

de onde concluimos que |¢g) € |¢;) tem paridades opostas. Isto significa que os dois estados
fundamentais degenerados constituem um estado fermionico que pode estar vazio ou ocupado

por um elétron.

Devido a simetria de particula-buraco do Hamiltoniano de Kitaev, o espectro deve ser
simétrico em torno do zero de energia, havendo sempre pares com energias +F ¢ —FE. Como
os modos de Majorana constituem estados degenerados com energia zero, e estando afastados
espacialmente entre si, ndo haveria como hibridiza-los. A tnica forma de “destrui-los” seria

fechar o gap e isto acontece em p = +2¢.

3.2.2 Caso geral

O Hamiltoniano geral da cadeia de Kitaev na Eq.3.17 pode ser escrito na forma

matricial utilizando as relagdes de anti-comutagdo dos operadores . Para simplificar a

notagdo de soma utilizaremos 4 ; = v2;-1 € Yp,; = 7Y2; onde agora j = 1,...,2N.
;2N 2N
Hpitaen = 7 Z Ajrim = Z My (3.36)
7,l=1 J,l=1
onde A é uma matriz real anti-simétrica (ou seja, id = (id)  ou 4* = A = —AT) e M

¢ uma matriz hermitiana. Podemos resolver o problema de auto-valores encontrando a

transformagdo ortogonal W AW que deixe o Hamiltoniano na forma candnica,

Hkitaev =

Y 1
E;b.b; Z (de ——), (3.37)

HM%

onde

(v~ it)) (3.38)
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~ r . / 1" ~ . ~ . .
sdo operadores de férmions e b, e b; sdo combinagdes lineares dos operadores de Majorana

Yak € VB, Podemos escrever as matrizes,

b, T 0 Ey
by V2 -k 0
=W : , WAWT = (3.39)
by YaN-1 0 Ey
b/z/v YoN —by 0

onde W ¢ uma matriz ortogonal 2N x 2N cujas linhas sdo auto-vetores de A (10). Os
auto-valores aparecem em pares +£; devido a simetria de particula-buraco do Hamiltoniano.
Se os estados de energia zero existem, eles sdo da forma escritos por KITAEV, (10),

b= 3 (aha +ale) g (3.40)

J

b= 3 (ale +ale ) (3.41)

J

com

_ —pE V2 — 412 + 4A2

+
v 2(t+ A)

(3.42)

onde os coeficientes o, o', o’} e o sdo determinados pelas condi¢des de contorno. A

condi¢do de contorno do tipo hard wall em j = 0 e j = N + 1 obriga que as fungdes de
onda se anulem nesses dois pontos. No caso do nosso modelo tigh-binding o equivalente
seria garantir que para j = 0e j = N + 1 os termos da Eq. 3.41 se anulem para qualquer
parametro do Hamiltoniano. Com isso obtemos quatro equacoes,

ozl++o/_ =0 (3.43)
a, +a. =0 (3.44)
o a4 o/ gZNY = g (3.45)
o, 4o gm N = g (3.46)

Vamos considerar os dois dominios em que || > 2|t| e |p| < 2[t| a fim de determi-
narmos se um estado de energia zero na forma da Eq.3.41 possa satisfazer essas condigdes
de contorno. Em ambos casos assumimos A # 0.



3.3. Propriedades de bulk e diagrama de fase 57

1. No dominio |u| > 2|t| temos,

2 2
2t 2A
L= () ()] e pen
2| = p > |5 s s -1 (3.47)
[ [ 2] [ [ |12l
P A — AN - A
oy | = | _ <1, (3.48)
4(t+A) t+ A

onde usamos que ‘i—t‘ < 1. Dessas duas equagdes deduzimos que |z_| < 1. Para u > 0

teremos que |z, | < 1 e |x_| > 1 e portanto a série trigonométrica ndo converge € nao
~ . ’ / " "

podemos encontrar uma solugdo normalizada para valores de a_ e o, (oude a_ e a )

nao nulos. Assim concluimos que esta fase ndo contém estados de energia zero.

2. Para |u| < 2|t| temos que |z4|, |[z—| < 1 o que garante a convergéncia da série e
permite que haja estados de energia zero da forma dada pela Eq.3.41 que satisfagam

.~ / / " " ~
as condi¢des de contorno com a_ € o, (e a_ € o) ndo nulos.

3.3 Propriedades de bulk e diagrama de fase

As propriedades de bulk podem ser analisadas ao aplicarmos condi¢des periodicas
de contorno e reescrever a cadeia de Kitaev (Eq.3.17) no espago de momentum. Aplicando a

transformada de Fourier definida por,

1 kR, 1 —ikR,;
Cp = —— e, = —— e e 3.49
e substituindo na Eq.3.17, obtemos,
1 . /
H =Y < Gilk—K)R; (—uchk/) _ (3.50)
j ek’

1 . ’ ) 7 1 L1 ) .
¢ (N ez(k—kz VR; e~k aCLCk/ + ~ Z el(k —k)R; ezkaclck/) +
k,k' k&

kK

Al (]1[ Z ik +k ) R; eik“CZCL) +|Alei (;f Z o i(k+E )R, eik’ackck/)] 7
kK

que apods algumas manipulagdes algébricas

H, = Z [—p — 2tcos (ka)] clop + |Ale™ Z e~tkact ol 4 ]Ale™ Z e*epe,  (3.51)
p K p
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utilizando as seguintes relacdes

Z e~tkact of = i Z sen (ka)cl el e Z e*icpe y = ZZ sen (ka) cye—r,  (3.52)
! k

k k

chegamos finalmente a expressao,

H= Z {— [+ 2tcos (ka) czck —i|Ale"%sen (ka) cT_kCL + i|Alesen (ka) ckc_k} (3.53)
k

A menos de uma constante, este hamiltoniano pode ser escrito no formalismo de
Bogoliubov-de Gennes, usando como base os spinors de Nambu ( c,t C_p ) da seguinte

maneira,
& A C
H= e . (3.54)
>4 (5 %)
onde Ay, = i|Alesen (ka) e & = — [u + 2tcos (ka)]. Com relagio de dispersio,

By (k) = £/ (2tcos (k) + 1)? + (2Asen (k))’. (3.55)

Queremos encontrar as condi¢des para as quais o gap se fecha, ou seja, condi¢des para que
haja excitagdes gapless, pela Eq. 3.55 fazendo E. (k) = 0 encontramos,

4 (£ — A?) cos® (k) + 4yt cos (k) + > + 4A* =0 (3.56)

que para ser satisfeita para qualquer valor de A # 0 precisamos que os termos —4A%cos? (k)
e 4A? se anulem mutualmente, o que ocorre para cos (k) = +1, ou seja, para k = +7 ¢
k=0,

(2t —p)®> =0, para k= +7 (3.57)
(2t 4 p)®> =0, para k=0 '

Dessa forma, concluimos que na cadeia de Kitaev ha dois pontos k£ onde o gap
se fecha, um em & = 0 para p = —2t e outro em k = =£x para u = 2t que no modelo
tight-binding da Secdo 3.1 correspondem a ji = 0 € a ji = —=, respectivamente.

ma?
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E(k)
E(k)

(d)

E(k)

- EB(H

1 o 1 2 3 3 2 1 o 1 2
k k

Figura 17 — Relagdes de dispersdo E (k) para a cadeia de Kitaev para A = 0.4t e varios valores de p. Em
(a) vemos o fechamento do gap para p = 2t em k = 0 e em (b) o fechamento para p = —2¢
em k = +7. Esses dois valores de p definem duas fases gapped distintas. Como podemos ver
em (c) e (d) temos que |u| < 2t e |u| > 2t repectivamente correspondem a duas fases com gap
porém qualitativamente distintas. Importante salientar que ndo podemos variar . entre estas fases
continuamente sem fechar do gap (o fechamento sempre ocorre para p = £2¢).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos definir duas fases, uma para |u| > 2t e outra para |u| < 2t, separadas pelo
fechamento do gap como mostrado na Fig. 17 que sdo denominadas por fase topoldgica
trivial e ndo-trivial. Esta além do escopo deste trabalho definir com rigor as propriedades
topologicas que as bandas destas fases possuem, nos restringimos a apresentar no Apéndice
C a defini¢do de um invariante topologico (v = £1) que caracteriza as duas fases discutidas

neste capitulo.

Como verificamos pela diagonalizacao da cadeia de Kitaev e mostrado na Fig. 16
quando |u| < 2t ocorre o surgimento de Majoranas no sistema finito (mostramos os calculos
para uma cadeia com N = 50 sitios) e portanto a denominada fase topoldgica nao-trivial esta
associada a presenca de Majoranas no sistema. Essa associagdo entre fase topoldgica definida
em bulk (calculado para condigdes de contorno periddicas) e o surgimento de edge-states,
que na cadeia de Kitaev sdo os modos de Majorana, para o sistema finito ¢ conhecida como

correspondéncia bulk-edge. (33)






61

4 Desenvolvimento

Neste capitulo vamos apresentar o sistema que iremos estudar nesta dissertagao
composto por um ponto quantico de um nivel eletronico spinless nao-interagente acoplado a
duas cadeias de Kitaev. Inicialmente mostraremos como obter as fungdes de Green que serdao
calculadas numericamente através de um algoritmo iterativo. Posteriormente escreveremos
o Hamiltoniano do nosso sistema no formalismo de Bogoliubov-de Gennes e teremos dessa

forma acesso a todos os auto-estados de excitacdo do nosso sistema.

4.1 Formalismo das funcdes de Green

O sistema que iremos analisar neste trabalho consiste em um ponto quantico de um
nivel spinless acoplado lateralmente a duas cadeias de Kitaev e conectado a dois contatos
metalicos, como mostrado na Fig.18.

iy, t R t
®_@' o ®ALO=0QD ARl):()@ - @ . ®

Apeitr Apetfr
D =

Figura 18 — Sistema composto por um quantum-dot conectado a dois contatos metalicos e acoplado lateralmente
a duas cadeias de Kitaev.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O Hamiltoniano que o descreve ¢ dado por:

H= Hdot + Hleads + Hchains + Hdot—leads + Hdot—chains» (4 1)
onde,

Hdot = 8dothrda (42)
descreve o quantum-dot em que d' e d sdo operadores de criagio e aniquilagdo de um elétron
no nivel do ponto £4,;, = —eVj, este controlado pela voltagem de gate (V).

Hieqds = Z (ek — €1)ck Cras (4.3)

k,1=S,D
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os dois contatos metalicos (S=source e D=drain), sdo descritos como dois reservatorios de
elétrons livres. O termo

N-1
1
Hehains = — Z Z,uc (cj Cic — 2) (t ci Cit1e T [Ac |el¢ccj Ccﬁ_1 .+ H. C’) (4.4)

c=R,L j=1 c=R,L j=1

corresponde as duas cadeias de Kitaev, direita (R) e esquerda(L), em que . sdo os potenciais
quimicos, t. os termos de hopping e A.e'* os potenciais de pareamento supercondutor. Os
termos de acoplamento do ponto quantico com os contatos e as cadeias sdo, respectivamente,

Hdot—leads = Z (Vk,ldTCl,k + V]:jlczikd)a (45)
k,1=S,D
Haot—chains = to,r(d ey, + C;r\ud) +tor(derr + CLRd), (4.0)

os termos V} ; representam o tunelamento de um elétron entre o ponto e os contatos, € ty . 0
tunelamento entre o ponto ¢ as cadeias de Kitaev.

Antes de proseguirmos para o calculo das fun¢des de Green, reescreveremos os
Hamiltonianos das cadeias de Kitaev e do ponto em termos de operadores de Majorana. Com
as seguintes substitui¢des, em que a fase supercondutora e**- ¢ incorporada na defini¢do dos
operadores de Majorana,

o= T8 (8 i) @.7)
7,¢ 2 ’Yj7c Z"Yjvc ’ ’
—ie/2
t € B _ . A
Ce = 5 (e =) (4.8)

em que os operadores ¢, obedecem {vﬁ‘c, 75 C} = 200,501 € V5. = (vﬁC)T , obtemos

Hchains = Z Z (1 +Z'YJ V3, r) - % Z [ |Ac| + 1) 'YJ C’YJ-H et (|Ac = 1) ’yﬁﬁ’ij-‘rva] . (4.9)

(,RLJ 1 c=R,L j=1

Para os operadores do ponto quantico fazemos as seguintes substituicdes,

d= (fyd + 1y ) (4.10)

l\.’)lr—\

d == (78 — i), (4.11)

DO | —
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e obtemos,

Hiw = =2 (L+i7/71) (4.12)
‘/l,k B . V*
Haot—teads = Z Z N (W’d — Yy ) Clk + 9 Cl k (’Yd + Wd) ) (4.13)
k 1=S,D

)
Hdot—chains = _5 Z tO c |:COS <¢C) ( '7 — Yd 7@) +sen <¢C> (deB'Yf - 75‘7{?)] ) (414)
1,R

a=N,L;

onde o indice « corresponde aos sitios N-ésimo da cadeia da esquerda (L) e o primeiro
sitio da cadeia da direita (R) que estdo acoplados ao ponto quantico. A funcdo de Green
retardada para o ponto quantico ¢ definida por,

Gl gt t) = —if(t — t')({d(t),d*(t/)}) (4.15)

onde (¢t — t') é a fungdo de Heaviside e a média (- - - ) pode ser calculada tanto como uma
média termodinamica de equilibrio quanto como um valor esperado medido em 7" = 0.
Usando as relagdes Eq.4.10 e Eq.4.11 podemos relacionar a fungao de Green para elétrons e
Majoranas,

’ 1 ’ ’ . - / r ’
aa(t,t) = 1 Ghaaat,t) + Gpapalt,t) —i < haa(tit) + Gpgagtit ))} ,  (4.16)

onde G, 5,(t, 1) = —if(t — t')({vg(t), vd‘;(t/)}) é a funcdo de Green de Majorana. Substi-
tuindo na Eq.A.50 , obtemos pela equagdo de movimento, a seguinte expressao para G, ;44
(de agora em diante omitiremos o sobrescrito a fim de ndo sobrecarregar a notagao),

e((vg v = {vd vd b + (v H ) (4.17)

onde usamos a nota¢do de Zubarev, (34) G ag4q4 = (74, 74)) que serd adotada de agora em
diante. Para calcularmos a funcao de Green, precisamos calcular o comutador do segundo
termo. Utilizando a relacao de anti-comutacao dos operadores de Majorana {7&4, 7;;‘} =2,
obtemos,
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7 ) ¢c

ba Hl = Seanhdvdvdl+ g Do toscos(T)) (m vEval = va v g ]) (4.18)
a=N,L;1,R
be i *
+sen(5) (I A8 81 - bt vdadl) + {5 (Viaehy = Viaera) [2d i } + @)
k,0=S,D
i *
+{§ (Vk,lCL,l - Vk,le,l) [’Yfﬁf] } (4.20)

como [y, 771 = 0, v vivte = 298, g e = 0, g i) = e e v ] =
0, obtemos,

Aol = 2ttt =i 5 tnefeos (%) (i +sen (L) t0dadn] @2

a=N,L;1,R

=i > (ViEatleb 1) + Vieadlen, 740 (422)
k,l

precisamos, agora, encontrar as fungdes de Green Gy, 4q = ({cry,77)) € le,Ad = <<C;2 5.
Novamente substituindo-as na Eq.A.50, encontramos pela equagao de movimento,

e({eh iy = {ehndle) + (ehy Hlovd)) (4.23)
= —ena{{ch i) + % (v — i) (4.24)
(]
ellewsivdy = ewnvdle) + (ews Hl 7)) (4.25)
Vkl

= enaflonsva)) — == ((vds7va ) +ilvdva)) (4.26)

2

substituindo na Eq.4.22, chegamos a

eGadgad = 2—1i€qotGBd,Ad— 1T Z to,s [COS (¢2 ) GBa,Ad + sen <<z; ) G An Ad] (4.27)
a=N.L;1.R

Vk Vit . Vk*,lvk,l .
—= Z (Gpa,ad — 1G ad,aa) + (GBa,ad — G ad,Ad) (4.28)
€+ Eg,l € — €kl

agrupando os termos iguais,

{8 — Zkzl \VkQ,z|2 |:€—ik,l + 6_’_; z] } GAd Ad = (4.29)
2—10) 0 NLlRtOS[COS( )GBaAd+S€n( )GAozAd}_ (4.30)
—1 {5dot + 2k Isz’l‘ [5_;71 + 5+ik,li| } G Bd,Ad (4.31)
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podemos simplificar a notagao definindo

EL_ZW’”'Q[ LRI } (4.32)

ol 2 € — Ek,l €+ €k,

Viil? 1 1
Lo = Edot — Z | ];l| { + } (4.33)
k,l

€ — &kl 5+5k,l

repetindo este procedimento para as fun¢des G aq i, Gpa.ad € G pa i, chegamos a um sistema
de equagdes acopladas,

(e —XL)Gadgaa = 2+ ipGpa,ad—1 Z to,c [COS (ic) GBa,Ad + sen (ﬁc) GAa,Ad:|(4~34)

a=N,L;1,R
(e—21)GBaad = —ipoGadad+i Z to,c [COS <¢26> G A, Ad + sEN ((l;c) GBa,Ad] , (4.35)
a=N,L;1,R
(E — EL) GAd,Bd = ’L‘,LL()GBd_’Bd —1 Z tO,c |:COS (Q;C> GBa,Bd + sen (d;c) GAa,Bd:| 5 (436)
a=N,L;1,R

(e—=%1)GBaBa = 2—iuoGaq,pa+i Z to,s {COS (?) G Aa,Bd + sen <¢2€> GBa,Bd}4'37)

a=N,L;1,R

Estas equagdes podem ser reescritas em forma matricial, definindo

Gaale) = [ Grnaa Cadsa ) (4.38)

GBiad GBd,Bd
Goale) = [ Gt Cannd ). (4.39)

GBa,Ad GBa,Bd
Vo=1 ( Vo ) , (4.40)

2\ —ipo O
€
W _itﬂ sen (%) —CoS (%) 441
0,c 2 & be ( . )
cos (30) sen (70)

onde j = 1...N corresponde ao indice do sitio e s = L, R indica a cadeia. Reescrevendo em
forma matricial, obtemos

Gaa(e) = Ga(€) + Ga(©)W{ zGirale) + Gale)W] ,Grr.ale) (4.42)
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em que

o ga(e)
9ale) = Irxo — ga(e)Vo’ (4.43)

corresponde a fungdo de Green do ponto quantico na presenca dos dois contatos metalicos,
com

2 —Ioyo. (4.44)

W) = 5,

Como podemos ver na Eq.4.42, para se calcular a fungdo G 4(¢) precisamos das
fungdes ndo-locais G'1r.q(€) € Gi1.4(€), que relacionam operadores do ponto quntico e das
duas cadeias. No entanto antes de obtermos G 4(¢) precisamos calcular a fungdo de Green
de cada cadeia separadamente. Vamos comegcar o calculo com a cadeia da direita (¢ = R).
Consideramos apenas o N-ésimo sitio isolado e em seguida adicionamos o (N-1)-ésimo sitio
. Aplicando a equacdo de movimento para este sistema obtemos,

G(N—l)R(N—l)R(ﬁ) = gn-1)R(N-1)R(E) + g(N—l)R,(N—1)R(5)WRGNR,L(N—1)R(€), (4.45)

onde
o gl
ij,jR(g) — 12><2 o 9(5)‘/:97 (4'46)
2
9(e) = = Izxo, (4.47)
Vi == : 4.48
"=3 ( im0 > (4.48)
(¥
wa— L 0 iBetD ) (4.49)
4 ] (AR — t) 0

Calculando Gy (v-1)r(€),

Gnrv-1)r(E) = GneneWEG -1 r(N-1)R(E) (4.50)
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e substituindo na Eq. 4.45 chegamos a

— _ _ 71 _
G(NA)R,(NA)R@) = [[2x2 - g(Nf1)R,(N71)RWR9NR,NRWCT} 9J(N-1)R,(N-1)R» 4.51)

que pode ser calculado ja que gyrnr = Gnryr(e) = gr(€) € a fungdo de Green para um
sitio da cadeia isolado. Para o proximo sitio, substituimos gy_1)r,(v-1)r — @(N_l)q(N_l)c(g)
e desta forma o processo iterativo ¢ estabelecido, como mostrado esquematicamente na Fig.
19. Apds N repetigdes obtemos a fungdo de Green para o primeiro sitio da cadeia Gz 1r(¢).

® S GNS,NS = gNs,Ns = [I - g(E)VS]ilg(E)

W _ )
O—@ — Gv_ns(v—1)s = L= En—1)s. (N—1)s WsGne N s WITT BN _1y6 (v —1)s

W - _ L i
O—@ — Gnv_2)s(v-2)s = T = B(n_2)s.(v2)s WsGv_1)s,(n—1)s W T B(v2)s, (v —2)s

Figura 19 — Processo iterativo utilizado para se calcular as fungdes de Green de uma cadeia finita.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Para obtermos a cadeia da esquerda (¢ = L) seguimos o mesmo procedimento, porém
comegamos com o sitio 1 isolado e adicionamos o sitio 2. Ao final chegamos a seguinte
relacdo, semelhante a obtida anteriormente porém note que temos o complexo conjugado
das matrizes de acoplamento, onde, para o calculo da cadeia da direita tinhamos W5 agora

obtemos W/,

- —1
Gaorar(e) = |laxe — gQL,2LW£g1L,1LWL] 92L,2L (4.52)

Novamente ap6s N repeti¢des, obtemos Gy, vz, (¢). Agora de posse das fungdes de
Green das duas cadeias podemos calcular a fungdo para o ponto quantico,

Gaale) = | Tz = Ga)WorGrran()W] ] 9a() (453)
fazendo G 44(¢) — gq para assim chegarmos a fungdo de Green no ponto quantico para o

sistema completo,

éd,d(g) = |:12><2 — gd(éT)WO,LGNL,NL(éT)WJ’L} gd(e’:‘). (454)

4.2 Formalismo de Bogoliubov-de Gennes

Nesta se¢ao mostraremos a constru¢do do Hamiltoniano no formalismo de Bogoliubov-
de Gennes (BdQG) inicialmente de uma tinica cadeia de Kitaev para em seguida montarmos o
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Hamiltoniano para o sistema composto de duas cadeias ¢ um ponto quantico.

173 PR
O T oo WL . fo tr
O—@O— L —0O" 0O

AL elor A}?E’MF

Figura 20 — Diagrama do sistema composto por um ponto quantico ndo-interagente spinless com um nivel
com energia ¢, acoplado a duas cadeias de Kitaev através de ¢.

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.1 Ponto quantico acoplado a uma cadeia

Queremos passar o Hamiltoniano da cadeia de Kitaev para o formalismo de Bogoliubov-
de Gennes no espago real, de forma que possamos escrever Hyjiger = %CT”H, BicC, com
T
vetor coluna C = (01, ..., CN, ci, . ,c},) . Para isso escreveremos a matriz Hpggs que
¢ 2N x 2N, onde N € o nimero de sitios da cadeia, de forma compacta usando as ma-

trizes de Pauli 7 que atuam no espago de particula-buraco e usando como base o vetor
T

In) = ( 0, ..., 1, 0, ... > que corresponde ao n-ésimo sitio da cadeia. Reescrevere-
mos o Hamiltoniano da cadeia de Kitaev (Eq.3.17),

Hiitger = —,chchi — tz (c;rci_H + cLlci) — Z (Ac;(cj+1 + A*ci+1ci) , (4.55)
por
Hpac = — Y _p7= @ In){n| = Y [(tr: +iA7,) ® [n)(n + 1| + H.c]. (4.56)
Expandindo a primeira somatdria encontramos,
1 0
al 0 0
Syl = | (1 0 ... 0>+...+ . (0 0 ... 1) (4.57)
n=1 : :
0 1
10 0
00 ... 0 00 ... 0 01 ... 0
=\ .. At .. 0=l . .. .| &3
0 0 0 0 0 . 1 0 0 1

NxN
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e os termos da segunda somatoria

1 0
N 0 1 ...
S+ =100 " | v (4.59)
n=1 . . .
: 1

00 . 0

0
Vot 1
S+ Dnl=]01 " | v (4.60)
e i 000

00 ... 1 0

Podemos agora escrever a forma matricial de H;zgev,

—u —t 0 —A
—t  —u —t AT 0 —A
—t A*
—t A
—t —pu A* 0
H _ 4.61
BdG 0 A I ¢ ( )
A" 0 A t 0 t
—A* 7 t
—A" 0 t K INx2N
h
_ ) p (4.62)
p' —h
onde
—u =t 0 —-A
—t —p e A
h= . . p= 0 (4.63)
e el —t e e —=A

Se considerarmos condi¢des periddicas de contorno devemos adicionar os termos

h, x =hy; = —tepin = —Ppy1 = —A nas matrizes acima. O Hamiltoniano H 4 possui
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a simetria de particula-buraco definida pelo seguinte operador anti-unitario ,

=onK, 2ol (4.64)

onde 7, ¢ a matriz de Pauli que atua no espaco particula-buraco. Vamos calcular a atuagao

deste operador no Hamiltoniano,

THpacE ' = (1K) Hpae (1K)~
= MoK (. K) ™
ToH i KK 7,
= T HpicTz (4.65)
utilizando a expressao para H gq¢; obtida anteriormente encontramos que a condi¢do =H gy ="

—H pac € satisfeita uma vez que as relagdes p = —p* e hf = h sdo validas. Vamos demonstrar
a seguinte propriedade proveniente desta simetria de particula-buraco: Se ¢ ¢ um auto-valor

. T
de Hpio com V = ( Uy, ..., UN, Vi, ..., UN ) como auto-vetor, entdo —es também

. T
¢ um auto-valor com o seguinte auto-vetor V' = ( Ui, .., UN, Ul .., Ul ) . Da

equagdo de auto-valores ‘H BdGV — ¢V obtemos

n)()-(3) weo

que pode ser escrita por

hijuj + Pi;jv; = £uy, (467)
—p;}-'LLj — hz’jvj = &vy, (468)
Como demonstramos anteriormente que p' = —p* € hf = h, ap6s conjugar e multi-

plicar por —1 as equagdes acima encontramos

hzjv]*—i—pzju;‘ = —ev} (469)

VR
—p;;v; —hyju; = —eu; (4.70)

77

escrevendo na forma matricial chegamos a

GOE)()

que corresponde a equacio de auto-valores HpaV’' = —eV’. Portanto uma consequéncia
do formalismo de Bogoliubov-de Gennes ¢ a duplicagdo do espectro de energia de H .

1
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4.2.2 Ponto quantico acoplado a duas cadeias

A seguir iremos montar nosso modelo composto por duas cadeias de Kitaev com NV

sitios cada e acopladas a um ponto quantico de um nivel descrito pelo Hamiltoniano

H = Hdot + Hkitaevs + Hdot—kitaevsa (472)
(4.73)

onde
Haor = €aclica, (4.74)

corresponde ao termo do ponto quantico nao-interagente em energia ¢, ,

e i f - -
Hkitaevs = —U Ciﬁsci,s —t Cl‘7sci+1,s + CH_LSCi,s - Asci750i+175 + Ascz’+1,sci,s
2,5

1,8 ©,S
(4.75)
descreve as duas cadeias de Kitaev onde o indice s = L, R indica o lado da cadeia com
relagdo ao ponto como mostrado na Fig. 20 e 7 = 1... N indica o sitio,
Haot—ritacos = to.L(d'en,p + C}rv,Ld) +tor(d'err + CIRd% (4.76)
descreve os acoplamentos entre o ponto e as cadeias que ocorrem nos sitios N da cadeia L e

no sitio 1 da cadeia R. Seguindo o procedimento feito na secao anterior vamos rescrever o

Hamiltoniano H dado anteriormente por

H= %c* Hpac - C, (4.77)

onde

Cz(cLL ... C4 ... CNR cJ{L cIl C}LVR),T (4.78)

(4.79)
T
p h > (AN+2) x (4N+2)
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onde definimos os seguintes blocos,

—p —t 0 0 0 0 0
—t - 0 0 0 0
0 —pu —toy, 0O 0 0
h=| 0 0 —tor -e4 —tog 0 O (4.80)
0 0 0 —tor —n 0
0 0 0 0 —t
0 0 0 0 0 —t —p ),
[
0 —=A, 0 0 0 0 0
A% 00 0 0
0 00 0 0 0
p=| 0 0 0 0 0 0 0 AN11 (4.81)
O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 . . —Ap
0 0 0 0 0 Ay 0

E importante notar que H 4 ainda possui simetria de particula-buraco discutido
anteriormente mesmo contendo duas cadeias de Kitaev e o ponto quantico e portanto obtere-
mos um espectro duplicado ao diagonalizarmos, por conveniéncia iremos utilizar apenas o

espectro com € > 0 nesta dissertagao.

4.3 Conclusoes

Neste capitulo utilizamos dois formalismos para descrever nosso sistema. Com as
funcdes de Green obtidas na Sec¢do 4.1 iremos calcular no capitulo seguinte a densidade de
estados no ponto quantico e a condutancia medida através deste por dois terminais de forma
numérica. Como o sistema que estamos considerando ndo possui interagdes SOmos capazes
de resolver exatamente através da diagonalizacdo do Hamiltoniano escrito no formalismo de
Bogoliubov-de Gennes mostrado na Se¢do 4.2. Dessa forma teremos acesso a todos espectro
e poderemos estudar o que ocorre com estados distantes do ponto quantico o que ndo seria
possivel apenas com as funcdes de Green. No Capitulo 5 vamos apresentar os resultados
obtidos através dos dois formalismos aqui expostos.
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5 Resultados

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos para o sistema composto de
um ponto quantico acoplado lateralmente a duas cadeias de Kitaev utilizando a técnica da
funcdo de Green com a finalidade de estudar o comportamento do modo de Majorana neste
sistema. Inicialmente faremos uma revisao dos principais resultados obtidos para um ponto
quantico acoplado a apenas dois contatos metélicos e em seguida acoplaremos uma tinica
cadeia de Kitaev a fim de reproduzirmos os resultados apresentados em VERNEK et al. (1)
Este ¢ um caso particular do nosso sistema quando fazemos por exemplo ¢, ;, = 0 na Eq.4.6.

Em seguida consideraremos as duas cadeias acopladas ao ponto quantico e estudare-
mos o surgimento dos modos de Majorana e sua dependéncia com a diferenga de fase A¢
entre as duas cadeias calculando a fun¢do de Green para o ponto quantico numericamente.
Compararemos os resultados obtidos numericamente com um modelo efetivo que possui so-
lugdo analitica onde poderemos desenvolver alguma intui¢do acerca dos modos de Majorana
presentes no sistema.

Na ultima se¢ao calcularemos numericamente as fungdes de onda dos modos de
Majorana do nosso sistema através da diagonalizagdo do Hamiltoniano de Bogoliubov-de
Gennes construido na Sec¢ao 4.2.

5.1 Ponto quantico acoplado a dois contatos metalicos

Vamos analisar alguns casos que apresentam solugdo analitica. Consideraremos,
inicialmente, apenas um ponto quantico spinl/ess ndo-interagente contendo um nivel acoplado
a dois contatos metalicos, como mostrado na Fig.21. O Hamiltoniano deste sistema consiste

em tomarmos ¢, ; = 0 para ambas as cadeias na Eq. 4.1 na representacdo de Majorana,

H = Hdot + Hleads + Hdotfleads (51)
€ .
= ;Ot (1 + i) + Z (ert — 5f)011750k,l +
k,0=S,D
Vik . Vik :
+ > |68 = d) an+ el (0 + i) | (5.2)
k,l=S,D 2 2

onde a energia do ponto €4, € controlada pela voltagem aplicada V; através da relagdo
cdot = —eVy. Aplicando a técnica da equag¢do de movimento neste Hamiltoniano obtemos as
fungdes de Green dos operadores de Majorana do ponto quantico (ver Eq. da Secao 4.1).
Vamos supor que Vi, = V7, seja independente de £, esta aproximagdo corresponde ao limite
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de banda-larga (Wide-Band Limit) como mostrado no Apéndice B.2 e que os contatos sao

simétricos I's = I'y.

Figura 21 — Diagrama esquematico de um ponto quantico de um nivel (spinless) acoplado a dois contatos

metalicos
Fonte: Elaborada pelo autor.
_ G G
Gd,d(€) _ Ad,Ad Ad,Bd _ gd(é) ’ (5.3)
Gpaad GBdBd (Iax2 — 9a(e)Vo)
com

€)= 1 e Vo== , 5.4

gd() c_, 2x2 0 2<—W0 0 ) (5.4)

onde X, ¢ a auto-energia dos contatos dada pela Eq.4.32. Para obtermos a fun¢ao de Green
do ponto quantico na representagao de elétrons a partir da representacdo de Majorana,

escrevemos,
Gaale) = ({d;d")) (5.5)
= %«(ﬁ +ivia) s (0 — 7)) (5.6)
= i [GBd,Bd<5> + GAd,Ad<€) +1 (GAd,Bd(g) + GBd,Ad(g))] . (57)

Substituindo os elementos de matriz da Eq. 5.3 na equacdo acima chegamos ao resultado

1

G pr—
24(€) e —caor — Ne) +iTp(g) +in’

(5.8)

onde A(e) = 2|VL|*Re|GL(¢)] desloca o polo da fungdo de Green e ', (¢) = 27|V |?pL ()
alarga o nivel do ponto (broadening); G () é a funcdo de Green para os contatos, que
estamos tomando como sendo simétricos.

De posse da fun¢do de Green G 4(¢) a densidade de estados no ponto quantico pode
ser calculada por

paale) = ——TmiGaa(e) (59)

_ ! L S . (5.10)
ﬂ-(g_gdot_AL) +F%
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A condutancia do sistema em resposta linear entre dois terminais ¢ de acordo com MEIR et.
al (35),

e? [de TsI'p of
=— | ————{-2I —— . 11
=5 [ort (amGualen (<57 (5.11)
que no limite 7" — 0 se torna
62 Fsrl)
=——HA] 12
G hF5+FD{ m Gaa(er)} (5.12)

apoés substituir os valores encontramos (PENTEADO (36) ),

2
Gle/h] = b (5.13)
(5dot + AL (0)) + F%

1
09
08 [
50T
%: 06 [
i</ 05 |
3 o4
R
02|
01}

0

20 15 10

/Ty,

Figura 22 — Densidade de estados do ponto pg,: (€) acoplado a dois contatos metalicos. Observamos que
Pdot (€) tem a forma de uma Lorentziana centrada em ¢4, + Az, onde 4. € a energia do ponto
controlada pela voltagem V (40t = —eV,). O alargamento dos picos é proporcional a I',. No
grafico assumimos trés valores distintos para e4,:: —5I", (linha vermelha), O (linha verde) e 5I",
(linha azul) com ¢t = 10 meV, ', = 0,004t =40 peV, A = 0.1t =1 meV ey = 0.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Fig.22 mostramos a densidade de estados do ponto quantico via Eq.5.10. Observa-
mos que pg, (¢) tem a forma de uma Lorentziana centrada em ¢4, + A1, onde €4, € a energia
do ponto controlada pela voltagem V;, (¢4o: = —eV/). O alargamento dos picos € proporcional
ao acoplamento com os contato I';, devido 4 existéncia de um continuo de estados metalicos .
No grafico assumimos trés valores distintos para 4,;: —5';, (linha vermelha), 0 (linha verde)
e 5I'z (linha azul) com ¢t = 10 meV, I';, = 0.004¢t = 40 peV, A, = 0.1t e ey = 0.
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0
GVQ/FL

Figura 23 — Condutancia no ponto quantico em fun¢do da potencial aplicado V; (e40t = —eV}). O pico da
Lorentziana esta centrado em €,4,; = 0 quando o nivel do ponto estd alinhado com a energia de
Fermi dos contatos 5 = 0.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Fig.23 mostramos a condutincia do ponto quantico em fung¢do do potencial V;, que
controla a energia do nivel 4,,. O pico da Lorentziana ¢ centrado em ¢4,; = 0 € corresponde

a ressonancia com o nivel de Fermi dos contatos ; = 0.

5.2 Resultados numeéricos

Vamos considerar agora um ponto quantico acoplado a dois contatos metalicos e
acoplado lateralmente a uma tunica cadeia de Kitaev como mostrado na Fig.24. Nosso
objetivo aqui € reproduzir os principais resultados previstos por VERNEK et al.(1) a fim de
validarmos nossos calculos e programas numéricos para em seguida estendermos o modelo

adicionando uma segunda cadeia.

Foi previsto em VERNEK et al.(1) que enquanto a cadeia de Kitaev estiver na fase
topoldgica, ou seja, com |u| < 2t e |[A| # 0, o modo de Majorana presente na extremidade
da cadeia acoplada “vazard” para o ponto quantico e permanecera no nivel de Fermi dos
contatos metalicos (¢; = 0), mesmo quando a energia do ponto (¢,4,), controlada através da
voltagem V; aplicada, estiver muito abaixo ou acima de €, ou seja, fora de ressonancia. A
presenca deste modo de Majorana dentro do ponto quantico € verificada por sua assinatura
caracteristica na condutancia, onde esta assume o valor %% (37) para uma ampla gama de
V, formando um plateau para a condutincia.
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Figura 24 — Diagrama de um ponto quantico spinless de um nivel sem interacdo acoplado lateralmente a uma
cadeia de Kitaev e a dois contatos metalicos. A energia do ponto é controlada pela voltagem V,

(gdot = *Gvg).
Fonte: Elaborada pelo autor.

As fungdes de Green deste sistema podem ser obtidas seguindo os procedimentos
descritos na Se¢do 4.1 considerando apenas uma cadeia. Fazendo por exemplo ¢, =
0 na Eq.4.6 ficaremos apenas com a cadeia da direita acoplada. Por se tratar de apenas
um supercondutor temos a liberdade de escolher a fase ¢r. Assim, podemos fazer uma
transformagdo de gauge c; p — ¢i'F cj r de forma que a fase ¢ seja nula. Embora a escolha
de outro valor para ¢ resulte em fungdes de Green distintas, os resultados dos observaveis
permanecem inalterados. Além disso, para simplificar a notagdo, chamaremos t, p de t
de agora em diante. As fungdes de Green que obtemos para uma cadeia recai nas fungdes
estudadas em maiores detalhes em PENTEADO. (36)

Utilizando o método recursivo calculamos inicialmente a fungdo de Green apenas da
cadeia de Kitaev desacoplada do ponto quantico, isto ¢ fazendo também ¢, r = 0 na Eq. 4.6.
Para a escolha dos parametros vamos utilizar como base os resultados obtidos em simulagdes
realistas e experimentos (23),(38) € (39), assumindo e; = 0, t = 10 meV , I'y, = 40 peV,
Vs/p =0.1t =1meV e Agp = 0.2t = 2 meV.

5.2.1 Densidade de estados

Calculamos a densidade de estados do primeiro sitio que chamaremos de peqye(€)
e de um sitio situado no centro da cadeia que chamaremos de p,(c) para uma cadeia
com 30.000 sitios. Assumindo os pardmetros i = 0, A = 0.2t e t = 10 meV obtemos os
resultados mostrados na Fig.25.
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Figura 25 — Densidade de estados de bulk pp.ir, (curva tracejada vermelha) e do primeiro sitio peqge (curva

solida preta) de uma cadeia de Kitaev desacoplada do ponto quantico na fase topologica com
1 = 0. O termo de supercondutividade A gera a abertura de um gap em torno da energia de Fermi
ey = 0 presente tanto na densidade de estados de bulk quanto na das extremidades. No primeiro

sitio observamos o surgimento de um pico no meio do gap em € = 0 que corresponde ao modo de
Majorana.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para a cadeia na fase topologica (|u| < 2t), a emergéncia do modo de Majorana no
meio do gap em € = 0 € evidente no primeiro sitio como mostrado pela curva solida preta
na Fig.25 (peaqe)- A densidade de estados para o bulk (curva tracejada vermelha da Fig.25)
no entanto, ndo apresenta estados dentro do gap.

Quando acoplamos o ponto quantico ao primeiro sitio da cadeia e variamos este
acoplamento ¢, observamos o progressivo surgimento do pico em ¢ = 0 na densidade de
estados do ponto quantico, enquanto ocorre a diminui¢ao da amplitude do picoeme =0¢ o
surgimento de picos laterais no primeiro sitio da cadeia. Isto ocorre mesmo para um ponto
quantico cuja energia esteja distante do nivel de Fermi dos contatos metalicos (¢ = 0) em

conformidade com os resultados obtidos em (1). Na Fig.26 utilizamos ¢4, = —5I'y.
1 T T T
H
Pdot — =0 1
Aoys— —_—fy =20, p
- —_—ty = 10T},
\g 05 to =20y
uy
% — €dot = =5l
) \
025 [
0 -10 : é 10 -10 0 10
E/FL 6/FL

Figura 26 — Densidade de estados do ponto quantico (a) e do primeiro sitio da cadeia (b) em fungao da energia
¢ para diferentes valores de tg, com e4o; = —5I', A = 0.2t, ', = 0.004¢t e t = 10 meV.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Podemos confirmar esse “vazamento” do modo de Majorana presente inicialmente
no primeiro sitio da cadeia para o ponto quantico ao compararmo as amplitudes dos picos
de Majorana na densidade local de estados do ponto em ¢ = 0, pgo:(0), € no primeiro
sitio da cadeia também em € = 0, pegge(0). Chamaremos de pgo; € feqge as alturas destes
picos normalizadas pelos respectivos valores maximos que estes assumem ao variarmos o
acoplamento t,. Como mostrado na Fig.27 a amplitude do pico em ¢ = 0 da cadeia (curva
vermelha) decresce a medida que ¢, aumenta, enquanto isso um pico em ¢ = 0 surge no
ponto (curva verde). Para ¢, /', > 10 a densidade de estados em £ = 0 na cadeia ¢ nula

enquanto ¢ maximo no ponto.

1
—_ ﬁedge
d 0.8 |- - 4
= ﬁdot
X
—~ 0.6 |- i
s
8 p=20
S 04+ i
g A=0.2t
= 50
S € —
QL 02 L dot L |
0 |-
| | |
0 2 4 6 8 10

to/FL

Figura 27 — O “vazamento” do modo de Majorana inicialmente presente no primeiro sitio da cadeia de Kitaev
para o ponto quéntico pode ser observado ao variarmos o acoplamento ¢, entre a cadeia e o ponto
e plotarmos as alturas méximas dos pico em ¢ = 0 em ambos. A medida que o acoplamento entre
a cadeia e o ponto (Zp) aumenta observamos a diminui¢do do pico de Majorana em pcgg. (linha
vermelha) e o progressivo surgimento deste pico no ponto, pg,: (linha verde) .

Fonte: Elaborada pelo autor.

A robustez deste modo de Majorana pode ser comprovada pela persisténcia do pico
em ¢ = 0 na densidade de estados do ponto quantico para ¢4, fora da ressonancia com
o nivel de Fermi ¢; dos contatos metélicos (Fig.28). Uma possivel explicacdo para este
pico seria o efeito Kondo em pontos quanticos que da origem a um nivel fixo em ¢ = 0
semelhante ao obtido, no entanto este efeito ocorre apenas para ¢, abaixo de ¢ (40), ao
contrario do obtido para o pico de Majorana que apresenta uma simetria tanto para eqo; < €;
quanto para £4,, > €. No entanto ndo temos acesso direto ao efeito Kondo para descarta-lo
definitivamente no nosso sistema por este ser spinless, porém estudo recente (2) levando em
consideragao um ponto quantico spinfull com interagao acoplado a uma cadeia de Kitaev
mostrou que o pico em ¢ = 0 de amplitude 0.571";, € uma combinagao do efeito Kondo com
o Majorana, no entanto pela aplicacdo de campo magnético externo € possivel extinguir
o efeito Kondo restando apenas contribui¢ao do Majorana no pico também de amplitude
0.57I;.
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Majorana Kondo
(Vi2) Edot (Viy2)
B R EF
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Edut("{ql) Edﬂt(l gl)

Figura 28 — Diagramas das densidades locais de estados para um ponto quantico com as ressonancias de
Majorana (a) e Kondo (b). Embora o nivel fixo em ¢ (nivel de Fermi dos contatos) produza um
pico na condutancia de 2 /h nos dois casos, ao contrario do efeito Kondo este nivel s6 permanece
fixo em e para valores de 4.+ acima de ¢ ¢ quando existe Majorana.

Fonte: Adaptada de VERNEK, et al. (1)

Nos graficos das Fig.30(a) e Fig.30(b) estdo mostradas as densidades de estados
calculadas para as fungdes de Green de Majorana . Observamos que o pico em ¢ = 0 se
origina do Majorana “A” do ponto, além disso, podemos notar que a densidade de estados do
Majorana “B” do ponto, Fig.30(b), apresenta dois picos para eV, = 0 da ordem de € ~ 7',
que correspondem ao desdobramento da energia devido a fusdo entre o modo da cadeia e o

Majorana “B” do ponto, proporcional a ¢, = 10I";, usado nos calculos.

|09
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
03
0.2
'y, =0.04¢ 0.1

0
€ / I L
Figura 29 — Mapa de cores da densidade local de estados do ponto pgot Vs. € € €40t = —€eV;. Com a cadeia

na fase topoldgica (u = 0 < t = 1) e acoplamento dot-cadeia t;, = 10I'y,. A linha tracejada
corresponde ao grafico (a) da Fig.26.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Majorana A (dot) Majorana A (sitio 1)

-10 -5 5 10 -10 -5 5 10

0 0
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Majorana B (dot) Majorana B (sitio 1)
(d)

5 10
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Figura 30 — Mapa de cores da densidade local de estados para Majoranas “A” e “B” no ponto quantico (a) e (b)
e no primeiro sitio da cadeia (c) e (d), respectivamente como fung¢do de € e eV, para t = 10 meV/,
A=0.2t,T1 =40 peV, to = 10T, e u = 0.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para entendermos o surgimento de um modo de Majorana no ponto quantico a
nivel de Hamiltoniano faremos a seguir uma andlise simplificada do sistema considerado
anteriormente, composto de um ponto quantico spinless de um nivel acoplado a uma cadeia
de Kitaev com apenas dois sitios. Escrevendo em termos dos operadores de Majorana o

Hamiltoniano da Eq. 4.1 com ¢y, = 0 e N = 2 obtemos

H=C"HC, (5.14)
T
com C = (7&477(137714771377547723) ¢
0 Edot 0 to 0 0
—Edot 0 _tO 0 0 0
. 0 ¢ 0 0 t—A

y_t 0 H ( s (5.15)

2 —to 0 —H 0 - (t + A) 0

0 0 0 (t+ A) 0 M
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Os acoplamentos entre os operadores de Majorana dos sitios estdo mostrados esque-
maticamente na Fig.31. Ao fazermos ¢ = 0 e A = ¢ colocamos a cadeia na fase topologica.
Quando temos apenas uma cadeia de Kitaev isolada (ver Capitulo 3) vimos que os operadores
7i* e 4P consituem os dois modos de Majorana presentes, no entanto o acoplamento de um
ponto quantico a uma das extremidades altera a forma destes modos de Majorana (devem
conter agora uma combinagdo linear com os operadores do ponto, 7' € v7). A seguir vamos
diagonalizar analiticamente o Hamiltoniano de uma cadeia com N = 2 sitios acoplada a
um ponto quantico para demonstrara estrutura do modo de Majorana e termos uma intui¢ao

sobre os resultados numéricos apresentados na Fig.30.

Para simplificar vamos fazer ¢4,, = 0 na Eq.5.15. Com os parametros considerados
anteriormente 2 constitui um modo de Majorana na extremidade desacoplada da cadeia,
assim a ultima linha e coluna da Eq.5.15 sdo nulos e obtemos a matriz,

0 0 0 f
1o 0 -t
”H:% tt 00 0 |. (5.16)

-t 0 0 0 =2t
0 0 0 2t 0

Através da troca da primeira pela terceira linhas e colunas deixamos o Hamiltoniano
bloco diagonal,

0 t!| 0
| =t o] 0
7%:% 0 0] 0 4 o |, (5.17)
0 0|—t, 0 —2t
0 0|0 2 0

. . ~ T . . . .
escrito na base rotacionada C' = (7{‘, VB v AE, 7@4) . Diagonalizando o bloco inferior
direito obtemos o polindmio caracteristico de terceira ordem,

2
g3 — (t2+%0)€:0 (5.18)

~ t2 t2 . .
com solugdes €, = 0, g5 = \/t2 + 2 e g5 = —1/t? + 2. O auto-estado associado a ¢, ¢

P = v — f—gyg‘ a menos de uma constante de normalizagdo e corresponde a um modo
de Majorana, com ¢; = z/z} . As outras duas solu¢des com energia ¢; € €3 sao formadas

pelas respectivas combinagdes de operadores, ¢, = (242 +43') —iy/1+ (%)2713 ey =

(Byst +73') +iy/1+ (3—3)2713 e constituem modos fermidnicos com energia finita.
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O bloco superior esquerdo corresponde a um sistema de dois niveis fermionicos
acoplados via ¢y que da origem aos estados fermionicos vy = v{* — iv? e 15 = i + iv?
com energias e, = ty/2 € e5 = —to/2 respectivamente.

Assim podemos entender que o pico em ¢ = 0 no ponto quantico para eV, = 0 da Fig.
30 (a) corresponde ao modo de Majorana ¢, e envolve 7. Os dois picos laterais da Fig. 30(b)
com energia finita estdo associados aos estados fermionicos 14 € 15 com energias ¢ = +t(/2
resultantes da hibridizagdo de 77 com ~;*. Importante salientar que ambos operadores de
Majorana do ponto quéntico v/ € v também devem apresentar peso espectral devido aos
estados 1y € 13, porém nao aparecem como picos na Fig. 30 pois ¢, € £3 estdo situados fora
do intervalo de energia considerado nos graficos.

Figura 31 — Diagrama dos acoplamentos em termos dos operadores de Majorana para o sistema composto de
um ponto quantico com nivel em ¢4,; acoplado através de ¢, a uma cadeia de Kitaev com N = 2
sitios. Eq.5.15.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.2 Condutancia através do ponto quantico

A seguir vamos investigar a condutancia de dois terminais (S e D na Fig.24) através
do ponto quantico na presenca do modo de Majorana utilizando a expressao da Eq. 5.11 que
rescreveremos aqui para facilitar,

G [ 4 Tols

n | 2T, 1T MG} (—%) (5.19)

Para T = 0 temos em unidades de ¢2/h,

Tpls

Gle* /M =57,

{Im[Gaa(0)]}. (5.20)

Como mostrado na Fig.32 , a conduténcia G[e?/h| na fase trivial (|u| > 2t) apresenta
um pico cujo maximo corresponde a £,4,, cruzando o nivel de Fermi dos contatos metalicos
ep = 0. O pico ndo se encontra exatamente em eV, = 0 mas levemente deslocado devido a
parte real da auto-energia na fun¢do de Green do ponto quantico, pois a cadeia de Kitaev em
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sua fase trivial se comporta como um terceiro contato metalico acoplado ao ponto quantico,
como mostrado no Apéndice B.3. Ja para valores de ;2 em que a cadeia esteja na sua fase
topoldgica ndo-trivial, |u| < 2¢, a condutancia se apresenta quase constante, formando um
plateau em G ~ €? /2h para diferentes valores de eV/,.

0.9 -

0.8

0.7

0.6

0.4 1 A=02¢

I, = 0.004¢ B
to =100,

0.3 -
0.2 -

0.1

0
GVQ/FL

Figura 32 — Condutancia G[e? /h] medida através do ponto quéntico em fungédo de eV, para diferentes valores
de u1. As curvas verde e vermelha mostram o plateau de condutincia fixa em e2?/2h para uma
cadeia de Kitaev na fase topologica (i < 2t). A curva azul corresponde p = 2.5¢ mostra o perfil
de ressonancia apresentando um pico de condutincia em e2 /h quando o nivel de energia do ponto
coincide com a energia de Fermi dos contatos eV, = 0. Neste regime a cadeia de Kitaev estd na
fase trivial e portanto ndo ha Majorana acoplado ao ponto quéntico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O comportamento da condutancia diante da transi¢ao de fase topologica pode ser
melhor visualizado ao plotarmos a condutincia G[e?/h] calculada pela Eq.5.20 em fungéo
de u . A condutancia apresenta um plateau em e*/2h sempre que |p| < 2t para A # 0.
Nas Fig.33(a) e Fig.33(c), mantendo A = 0.2t, 4, = 0 € t; = 10"z, observamos que para
€40t = 0, no limite onde |u| > 2t , a condutancia tende para e?/h, consequéncia do nivel
do ponto quantico estar em ressonancia com a energia de Fermi dos contatos metalicos
er = 0. Para valores maiores de ¢4, , @ condutancia vai para zero, uma vez que nao ha mais

ressonancia do nivel do ponto quantico para 4, # e = 0.

Nas Fig. 33 (b) e Fig. 33 (d) desligamos o termo de supercondutividade A = 0. Neste
regime a cadeia de Kitaev se torna uma cadeia tight-binding convencional, representando
um terceiro contato metalico no ponto quantico. Embora ndo haja modos de Majorana neste
sistema, observamos para o caso especifico to = 15.81";, que ha um pico de condutancia em
e?/2h para |u| < 2t indistinguivel do caso onde hd modo de Majorana nas Fig. 33(a) e Fig.
33(c) , porém para £4,; # 0 esse pico de condutancia ndo se mantém fixo. Isso sugere que
para identificarmos o modo de Majorana devemos variar a energia do ponto quantico para
fora da ressonancia com os contatos (g4.,; 7 0).
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Figura 33 — Condutancia G em fung¢@o do potencial quimico p. Em (a) €4, = 0 € A = 0.2¢ para diferentes
valores de tg e em (b) 4, = 0 ¢ A = 0 ndo ha modo de Majorana e a cadeia se torna um terceiro
contato metalico. Neste caso para to = 15.8T';, obtemos um pico de condutncia de 2 /2h idéntico
ao de Majorana.Em (c) fixamos ¢y = 10"y, e variamos e4,; para A = 0.2t e 0 mesmo em (d) para
A = 0. As regides sombreadas correspondem a fases triviais (u > 2t).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com isto reproduzimos os principais resultados de VERNEK et al. (1) a partir do
nosso modelo no caso especifico em que apenas uma cadeia esta acoplada ao ponto e
validamos nosso modelo. Na proxima se¢ao iremos trataremos o problema de duas cadeias

acopladas ao ponto que ¢ o objetivo deste trabalho.

5.3 Ponto quantico acoplado a duas cadeias de Kitaev

5.3.1 Densidade de estados

Nesta secdo vamos analisar o sistema alvo de estudo desta dissertag¢do utilizando o
modelo com duas cadeias de Kitaev obtido no Cap. 4. Adotamost;, =t =t,Ar = A = A
e to.r = tor = to nas Eq. 4.9 e Eq. 4.6 de forma que obtemos duas cadeias idénticas a menos
de suas fases ¢r € ¢, com 0 mesmo acoplamento ao ponto quantico.
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Inicialmente vamos calcular a densidade de estados no ponto quantico pg. (<) para o
caso limite em que as cadeias sdo idénticas com mesma fase, portanto A¢ = ¢pr — ¢, =0¢
tomaremos o caso em que o ponto quantico se assemelha a um sitio da cadeia fazendo ¢ty = ¢
e to = i . Embora ndo haja supercondutividade no ponto quantico esperamos que isto tenha
pouca relevancia no limite que estamos adotando devido a grande quantidade de sitios nas
duas cadeias (estamos usando /N = 30.000 sitios para cada cadeias). Queremos estudar este
caso especifico como forma de validarmos nossos calculos numéricos.

2

to =t =10 meV
Ap =0 po=p=0

15 |- 8
A=0.2t

paot[1/1]

O i i i L Il J I 1 1
-0.5

-2.5 -2 -1.5 -1 0 0.5 1 15 2 2.5
€/t
Figura 34 — Densidade de estados no ponto quantico pg.¢[1/t] vs. € acoplado a duas cadeias idénticas com

Ap=0,u=0ety =t =10 meV. Fazemos 4,; = u de forma que nivel de energia do ponto seja

igual ao dos sitios das cadeias de Kitaev. Nestas condigdes o ponto se comporta como um sitio de
bulk de uma tinica cadeia na fase topologica como mostrada na Fig. 25(linha tracejada).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos verificar na Fig. 34 que a densidade de estados no ponto realmente se
assemelha a de um sitio de bu/k de uma cadeia de Kitaev na fase topoldgica semelhante a
mostrada na Fig. 25(linha tracejada) para apenas uma cadeia. Neste caso entendemos que os
dois modos de Majorana internos se fundem e formam um estado fermionico com energia

fora do gap junto com os niveis de energia do restante das cadeias.

Vamos a seguir variar a diferenca de fase A¢ entre as duas cadeias e estudar o
surgimento dos modos de Majorana calculando a densidade local de estados no ponto
quantico pg.(c) fazendo A¢ de 0 a . Na Fig. 35 observamos um pico em ¢ = (0 quando
A¢ = 7 (curva verde) resultante do aparecimento de um modo de Majorana efetivo composto
pelos dois modos de Majorana internos das cadeias (iremos discutir este caso em maiores
detalhes na Secao 5.4). Neste caso especifico nao ha fusdo entre os dois Majoranas em
um férmion convencional. No entanto observamos que para A¢ # 7 ocorre a fusdo dos
Majoranas em estados fermidnicos com energia finita.

O surgimento do modo de Majorana dentro do ponto quantico assume periodicidade
de 27 em A¢ como mostrado no mapa de cor da densidade de estados na Fig. 36. Para
Ap=(2n+1)mrcomn =0,+1,42, ... ocorre um pico em € = 0 que se desdobra em dois
picos laterais como mostrado na Fig. 35 decorrente da fusdo do modo de Majorana quando
variamos A¢.
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Figura 35 — Densidade de estados no ponto quantico pg.:[x7I'1,] acoplado a duas cadeias de Kitaev em fungéo
de Agp com ty = 10Ty, e40t = =50, ', = 0.004¢ e t = 10 meV . A curva verde corresponde
a A¢ = 7 e apresenta um pico de Majorana em ¢ = 0 semelhante ao da Fig. 26 (a) quando ha
apenas uma cadeia acoplada ao ponto. Demonstramos que esse pico corresponde a um Majorana
efetivo formado pelos dois modos de Majorana das cadeias acoplados ao ponto. A medida que
variamos A¢ o pico de Majorana se desdobra em dois laterais, o que corresponde a hibridizacdo
dos dois Majoranas que estdo acoplados ao ponto.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 36 — Mapa de cor da densidade de estados no ponto quéantico pg.: (escala de cor) vs. ¢/T', variando
A¢. Observamos a periodicidade de 27 no surgimento do pico de Majorana em ¢ = 0 para
Ap = 2n+1)mcomn = 0,%1,+2,... seguido do fusdo deste modo em um sistema de dois
niveis como mostrado na Fig.35. Como pardmetros usamos y = 0 para as duas cadeias, ¢ = 10T,
I'p =0.004t et = 10 meV.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para afirmarmos que o pico em ¢ = 0 para A¢ = 7 na Fig.35 (curva verde) corres-
ponde & um modo de Majorana iremos variar a energia do ponto quantico (¢4,,) via V, para
fora da ressonincia com a energia de Fermi dos contatos metalicos € = 0.

Na Fig.37 plotamos os mapas de cores para a densidade de estados no ponto pg.; (&)
em fungdo de eV, para A¢p = 7 (a), A¢p = 7/2 (b) e A¢ = 0 (c). As linhas horizontais
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tracejadas em eV, /I';, = 5 em (a), (b) e (c) da Fig.37 correspondem, respectivamente, as
curvas verde, vermelha e azul na Fig.35. Observamos que o pico central em € = 0 permanece
fixo quando A¢ = m, Fig.37(a), tanto para valores de eV, acima ou abaixo de ; (de —10I';,
até 10I',) o que elimina a possibilidade deste pico ser resultado da ressonancia Kondo j& que
esta ocorre apenas para ,4,; abaixo de £, e resulta em um pico de magnitude e?/h ao invés
de e%/2h como obtido (40). Ja os picos laterais resultantes da hibridizagdo dos Majoranas
apresentam uma dependéncia com o nivel 4, Fig.37(b) e Fig.37(c).
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Figura 37 — Mapas de cor da densidade de estados no ponto quantico pg,: (escala de cor) vs. ¢/T'z, variando a
energia do ponto através de V, (€40t = —€V};). Em (a) fixamos A¢ = 7 e observamos a existéncia
do pico de Majorana em ¢ = 0 para todos os valores de V, calculados. Em (b) fixamos A¢ = /2
e estdo presentes dois picos laterais resultantes da hibridizacdo do modo de Majorana, em (c)
A¢ = 0. A linha tracejada em eV, /T';, = 5 de (a), (b) e (c) corresponde respectivamente s curvas
verde, vemelha e azul da Fig.35.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.3.2 Condutancia

Para duas cadeias acopladas simetricamente ao ponto quantico observamos um
plateau na condutancia em e?/2h apenas quando A¢ = 7. Como discutimos anteriormente
para A¢ = 7 ocorre o surgimento de um modo de Majorana dentro do ponto que permanece
fixo em € = 0 independentemente de eV, como mostrado na Fig.37(a). Este modo da origem
a uma condutancia de 2 /2h tal como reproduzimos na Sec. 5.2 os resultados de VERNEK,
et. al. (1) para uma unica cadeia acoplada ao ponto.

Na Fig. 38 mostramos a condutancia através do ponto quantico G em unidades de
e?/h em fungdo de p para diferentes valores de acoplamento entre o ponto e as cadeia .
Quando A¢ = 0 [Fig. 38 (a)] observamos que a condutancia permanece nula para |u| < 2t
independentemente de t,. Apenas para A¢ = 7 [Fig. 38(b)] surge um plateau na condutancia
em ¢%/2h quando as cadeias estdo na fase topoldgica (|u| < 2t) para todos valores de ¢,
considerados.

Para verificarmos a robustez deste p/ateau na condutancia fixamos o acoplamento
to € variamos a energia do ponto através da tensdo de gate V, para diferentes valores de .
Encontramos que o plateau em e? /21 persiste quando as cadeias estdo na fase topologica
(Ju] < 2t) e Agp = 7 (Fig. 39).

T T T L T T

b o *
B to=2I"p ° 4 to =201 —o— a5
to=10y, 53— to = 10T, =
'E‘ 0.75 - to = 15.8'g, to = 15.8I'y /
~— to =20l —K— to = 200", —K— ‘
[\
L, os - ® 4 7
Edor =0 €dot = 0
0.25 4
Ap=0 Ap =
0 L L 1 -\ L \' L L '_/ L 0 1 I Il i i 1 1 1 L
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 -3 2.5 2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
/t p/t

Figura 38 — Condutancia através do ponto quintico G[e?/h] em fungdo de u para diferentes valores de acopla-
mento entre o ponto e as cadeia tq. Quando A¢ = 0 (a) observamos que a condutancia permanece
nula para || < 2t independentemente de ¢. Ja para A¢ = 7 surge um plateau na condutincia em
e?/2h quando as cadeias estdo na fase topologica (|| < 2t) para todos valores de tq considerados.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 39 — Conduténcia através do ponto quantico G[e?/h] em fungédo de V, para diferentes valores de .
Acima: para A¢ = 7 observamos um plateau na condutincia em e? /2h quando as cadeias estdo
na fase topologica (u < 2t). Abaixo: para A¢ = 0 a condutancia ¢ nula quando p < 2¢.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para A¢ # 7 ocorre a fusdo dos Majoranas que estao acoplados ao ponto e o estado
de Majorana em ¢ = 0 se desdobra. Pela expressdao da condutincia expressa na Eq. 5.20
para T = 0 observamos que apenas a densidade de estados em ¢ = 0 contribui para a
condutancia, dessa forma quando ocorre a fusao dos Majoranas e os niveis de energia se
desdobram obtemos uma condutancia nula. A periodicidade no surgimento do modo de
Majorana no ponto quantico de 27 em A¢ reflete-se no calculo da condutancia. Como
mostrado na Fig. 40 a condutancia assume o valor de e?/2h apenas quando A¢ = (2n + 1) 7
onde n = 0,+1,42,... quando as duas cadeias estdo na fase topologica. Desta forma a
medida de picos na condutancia de amplitude e?/2h com periodo 27 quando se varia A¢
constitui uma assinatura do modo de Majorana dentro do ponto quéntico.
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Gle /]

n/t

Figura 40 — Mapa de cores da condutancia G[e?/h] através do ponto quantico em fungdo de A¢ e i para duas
cadeias simétricas com eV, = 0, A = 0.2t e t = 10 meV. A condutancia apresenta periodicidade
de 27 assumindo o valor de e?/2h sempre que A¢ = (2n + 1) 7w onde n = 0, £1,+2, .. ..

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.4 Resultados analiticos

Motivados pela solucdo analitica da fungao de Green para um sistema composto por
um estado de Majorana acoplado a um ponto quantico spinless de um nivel (37), estendemos
esta abordagem para um sistema efetivo composto por dois modos de Majorana com dife-
rentes fases acoplados a um ponto quantico com a finalidade de comparar com os resultados
numéricos obtidos na Se¢do 5.3.

R
il —,

pTg -

Pl

-----

Figura 41 — Diagrama do modelo efetivo composto por um ponto quantico spinless de um nivel em ¢4,
controlado pela voltagem V; e acoplado a dois contatos metalicos (S e D) modelados por duas
cadeias tight-binding e lateralmente acoplado a dois modos de Majoranas (vlf‘N e 751) com fases

¢L € PR.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Partimos do seguinte Hamiltoniano,
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Hepp = cand'd+tor (dTCL - dCTL) +tor <chR - dcg) + (5.21)

+ Z (8]4,[ — Ef)CLle,l + Z (‘/k’ldTCLk + Vk’ilc;kd) (5.22)
k,1=8,D k=S,D

(5.23)

que consiste nos termos H o, Haot—chainss Hicads € Haot—1eads da Se¢ao 4.1 para um
sitio em cada cadeia. Vamos supor que apenas os operadores de Majorana va e 751 das
cadeias estejam acoplados ao ponto quantico. Lembramos que para cadeias com um nimero
arbitrario de sitios na fase topoldgica em A = ¢t e u = 0 estes operadores de Majorana
constituem dois modos de Majorana com energia zero, o que justifica usarmos este modelo
efetivo para estudar o modelo completo quando as duas cadeias estao na fase topologica.
Com estas consideragdes, temos,

Hy = candld+ A (el —eFa)afy +irg (e Fat 4+ Fa)1fi+ (5.24)
+ Z (eky —€5) CLJCk,l + Z (Vk,lchl,k + Vk’ilc;kd> , (5.25)
k,1=8,D k,1=S,D

onde A\, = ity /2 e A\g = itor/2. Para simplificar a notagdo chamaremos va — L €
7P, — r. Com esta expressdo de H. sy aplicamos a técnica da equagao de movimento e
encontramos

(w—in — ot +10) ((d; d)) =1 — Ape 22 ((y; d")) + iAge % ((yg; dT))  (5.26)

e{lmidh) = =20 ((dsdf)) + 2Asem /X (d; )

A | (5.27)
llumsdl)) = 2idge@n2{(d 1)) + 2idpeon/((d1; )

Para prosseguirmos precisamos calcular ((d'; d")), aplicando novamente a equag¢do
de movimento chegamos a

(e —in+ e4or + i) ((dT; dT>> = —ALei¢L/2<(vL; dT)> + iARei¢R/Q<('yR; dT)>, (5.28)

substituindo esta expressao na Eq.5.27 encontramos,

2/\L6i¢L/2
w222 k(w)

QiALARk(w)eiA¢/2
w4 222 k(w)

((y;d")) = ((d; dT)) + ((va; d")) (5:29)
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2i\pePr/? 2iAp Agk(w)e 1A9/2
C Y R by LAR gt
onde definimos
1
k(e) S A¢ = ¢r — ¢L. (5.31)

:5—in+sdot+il“

Resolvendo as equagdes acopladas, chegamos a

_QALXL(&«)GZ'(;SLM _ 4)\L)\2RXL(g)XR(g)k(g)ez‘A¢/2ei¢R/2

€
'  2iAgxr(e)e?R? + LN Apx ()X R(E)k(e)e TR 2et0L/2
<<7R7dT>> - 1 _4/\%)\L%QXL(5)XR(W>1€2(5) <<d7 dT>>7 (533)
com
xz(€) ! Xr(€) ! (5.34)

T e—in+ 2\ k(e) T e—in+ 202k (e)

Finalmente substuindo estas duas expressdes na Eq.5.26 obtemos a func¢ao de Green
exata para o ponto quantico

Gaot () = ((d;d"))

20(6)+ Diale)+ D pan(conslon)| } 535)

I
{5 " Sdot £ 1 — 402 Nz ()xn(e)k2(e)

No limite em que A, — 0, por exemplo, recaimos no modelo descrito em (37) que
consiste em apenas um Majorana acoplado ao ponto quantico. Nesta situacdo, reproduzimos
o principal resultado com relagdo a condutancia. Fazendo ¢4, = 0 e A\, = 0 na Eq.5.35
obtemos Gy (¢ — 0) = {2’} . Utilizando este resultado na expressio da condutncia na
Eq. 5.20 para 7' = 0, chegamos a

2 62

(&
Gpico = —%F[m [Gdot (6 — 0)] = % (536)
Este resultado ¢ distinto do caso em que o ponto quantico estd acoplado a um estado
fermidnico regular em que G, = 0, ou quando esta desacoplado em que G, = €2/h.
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Assim G, = €*/2h indica uma assinatura na condutancia da presenca de um Ginico Majorana

Utilizando a Eq.5.35 podemos calcular a densidade de estados no ponto quantico para
diferentes valores de A¢ Fig. 42. Observamos o mesmo comportamento mostrado na Fig.35
obtida numericamente, onde o pico de Majorana presente apenas para A¢ = 7 se desdobra
em dois picos laterais quando variamos A¢, decorrente da hibridizacdo dos Majoranas em
um férmion regular com energia finita.

Podemos desenvolver alguma intuigdo do efeito de A¢ no estado acoplado ao ponto
quantico observando os operadores presentes no termo de acoplamento H j,;—chains @assumido
anteriormente com A\;, = A\gp = A,

Huotchains = A (e*i"%cﬁ - e”%d) v+ i (e”'%RdT + e Fd) yn (5.37)
= A [dT (e_i%%; + ie‘i¢7R73> —d (eid)TLVL — iei%RyRﬂ (5.38)
= A [dT <7L + ie_i%%a —d <7L — iei%vR)] : (5.39)

Na ultima linha fizemos uma transformacao de gauge d — e~i%d. Para Ay =
(2n + 1)m, comn = 0,41, +2... , podemos definir um novo operador n = \/% (v +vr) que
satisfaga a condi¢do de Majorana, n = n' € a relagdo de anti-comutagdo {n,n} = 2. Desta
maneira concluimos que o ponto quantico estd acoplado a apenas um Majorana efetivo

A
Hdotfchains = § (dTU + 77d) : (540)

o que justifica o surgimento de um pico em ¢ = 0 na densidade de estados Fig. 42. Ja para o
caso em que A¢ = 2nm, particularmente para A¢ = 0, encontramos

Haot—chains = A [Cﬂ (’YL + z'e*i%”m) —d (”YL - iei%“m)}
= 2\ (d'f —df?) (5.41)

assim, o ponto quantico se acopla a um férmion regular definido por f = 3 (v + iVr)
e fT = 3 (v, —iyr) com {f, fT} = 1. Desta forma obtemos um sistema de dois niveis
fermionicos acoplados com dois picos laterais na densidade de estados como mostrado na
Fig.42 na curva para A¢ = 0.
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w/4

==
2=

Ag

Figura 42 — Densidade de estados no ponto quantico usando a Eq.5.35, pgot (w) = — (1/7) Im [G et (w)] para
to,r = to,. = BI'L € €40t = 0. De forma coerente com os resultados obtidos numericamente na
Fig.35 da Secdo 5.2, observamos um pico em w = 0 para A¢ = 7 que sofre um desdobramento
resultante da fusdo dos modos de Majorana no ponto.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.5 Diagonalizagcao do Hamiltoniano no formalismo de Bogoliubov-
de Gennes

Nesta secao iremos mostrar os resultados obtidos através da diagonalizacdo numérica
do Hamiltoniano no formalismo de Bogoliubov-de Gennes obtido na Secao 4.2. Como
A = |Ag/p|e®/r, definimos a diferenca de fase supercondutora por A¢ = ¢p — ¢y, ©
adotamos |Ag/ | = A. Além disso estamos considerando que os acoplas entre o ponto € as

duas cadeias sdo idénticos, ou seja, tog = tor, = to.

Devido a redundancia do formalismo (temos o dobro dos graus de liberdade ao
escrevermos H p,4) consideramos apenas os auto-estados com energia ¢ > 0. Diagonalizando
numericamente a matriz H g4 com ambas as cadeias na fase topologica, escolhendo como
parametros ¢ = 0 e A = ¢t para ambas, observamos o surgimento de dois auto-estados com
energia zero quando A¢ = 7. Um deles localizado no ponto quantico e outro localizado nas
extremidades das cadeias. Quando A¢ # 7 o estado centrado no ponto quantico assume uma
energia finita com o maximo ocorrendo para A¢ = 0, resultante da fusdo dos dois Majoranas

presentes proximos ao ponto.

Na Fig.43 mostramos as energias dos auto-estados obtidos numericamente ordenados
por ordem crescente. Os pontos em vermelho correspondem aos auto-estados com energia
zero e a linha laranja corresponde ao gap efetivo A,y que separa os estados formados pelos
Majoranas do quasicontinuo.
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Figura 43 — Energia dos auto-estados para N = 30 sitios em cada cadeia com e4,; = 0.5¢, u = 1.5¢ |A| = 0.5¢,
to = 1.0t e t = 10meV. Observamos que para A¢ = 7 (a) existem dois auto-estados com energia
zero enquanto para A¢ = 0 (a) apenas um se mantém e outro estado assume energia finita. A
distribui¢do espacial destes estados esta mostrada na Fig. 44.

Fonte: Elaborada pelo autor.

As solugdes obtidas pela diagonalizagdo de H gy correspondem a excitagdes fermid-
nicas do sistema com energia &,, que satisfazem H gy, = €, oOnde ¥, = (u’f, UGN VT -, Uy
para duas cadeias com /N sitios cada e um ponto quantico. Na Fig.44 calculamos a distribui-
¢do espacial |1, |> = |u™|? + [v™|? apenas dos auto-estados com energia zero que chamaremos
de 11 e ¥ e correspondem aos pontos em vermelho na Fig.43. Verificamos que ¢/, se localiza
apenas nas extremidades das cadeias enquanto ), se localiza em torno do ponto quantico.
Quando variamos a diferenca de fase para A¢ = 0 apenas ); permanece com energia zero
localizado nas extremidades do sistema (Fig.44).

N =30 N =30
1.0
(b)
Ed = 0.5t Ed = 0.5t
|A| = 0.5t B |Al = 0.5t
to = 1.0t : 06kl to = 1.0t
Ap=m N h=
10} = Ap=0
Il
o 04
=
0.2}
0.0 - -
- 0 - 60 0 15 30 45 60
Sitio

Sitio
Figura 44 — Distribui¢do espacial da funcdo de onda dos auto-estados de energia nula para N = 30 sitios em
cada cadeia, com ¢4 = 0.5¢, 4 = 1.5¢, |A| = 0.5¢, tg = 1.0t e t = 10 meV. Em (a) para A¢ =,
1 se localiza nas extremidades externas das cadeias enquanto 1, se localiza em torno do ponto.
Quando A¢ = 0, ¥, assume energia finita devido a hibridiza¢ao dos Majoranas em torno do ponto,
enquanto v permanece com energia zero.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Os auto-estados de energia zero persistem no ponto quantico com A¢ = 7 enquanto
as cadeias estdo na fase topologica, ou seja, para valores de |u| < 2t em ambas as cadeias
como mostrado na Fig. 45 onde variamos p para N = 30 sitios em cada cadeia com A¢ = 7
Fig. 45(a). O desdobramento em energia tende a ocorrer proximo de 2¢ quanto maior o
numero de sitios das cadeias. Para A¢ = 0 Fig. 45(b) observamos que a energia finita de ¢,

sofre uma variagao com .

6

@) N =30
Ag =0

&)
T

E/t

L L L L L I I 1 1 1 i I i 1 i
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

n/t 1/t

Figura 45 — Energia positiva dos auto-estados obtidos pela diagonaliza¢do de H p4¢ variando p simultanea-
mente nas duas cadeias com N = 30 sitios em cada com eg,; = 2.0t , A =t,tg =t et =10 meV.
Em (a) fazemos A¢ = 0 e encontramos apenas um estado fermionico (curva azul) em E = 0 que
permanece fixo nesta energia até a transicdo de fase ocorrer em torno de p = 2¢. Associamos este
estado ao formado pelos Majoranas externos do sistema permanecem desacoplados independente
de A¢. O estado com energia finita (curva vermelha) é resultante da fusdo entre os Majorana do
ponto. Em (b) quando fazemos A¢ = 7 encontramos dois estados fermidnicos em F = 0 que
permanecem fixos nessa energia até y = 2t sem se acoplarem.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A dependéncia dos niveis de energia variando A¢ esta mostrada na Fig.46(a) para
N = 50 sitios em cada cadeia com p = 1.75¢t, e4,s = 0.5¢, to =t € t = 10 meV para ambas.
Neste regime de . ocorre a fusdo dos Majoranas em um mesmo fio a linha tracejada mostra
o gap efetivo A,y que separa os estados localizados do quasi-continuo. A curva azul (v,)
corresponde ao férmion formado principalmente pelos Majoranas externos € permanece
proximo de ¢ = 0 apresentando pouca dependéncia com A¢, ja a curva vermelha (v),)
representa o férmion formada pelos Majoranas em torno do ponto quantico e sua energia
tem uma forte dependéncia com A¢ que controla a fusdo através da jun¢do.

Os dois auto-estados fermidnicos que se originam da fusdo dos quatro Majoranas
presentes no nosso sistema correspondem as solugdes 11 € ¥, € permanecem com energias
dentro do gap. Ao diagonalizarmos numericamente obtemos ¢,, € ¥, 0 que nos possibilita
escrever Hpae = 3 2., (did, — dydl) €, onde d, ¢ o operador de criagdo do estado 1.
Assim podemos definir o estado de muitos-corpos |n;n2) composto pelas ocupagdes dos dois
estados de mais baixa energia do nosso sistema 1, € 1, respectivamente, onde n; = didl
e ny = did, sdo os operadores niimero de ocupagdo de cada estado. A energia do estado
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|nine) em fungdo de A¢ pode ser calculada a partir dos resultados numéricos por E,,,,, =

(nin2|H ac|ninsg), de forma que £y = % (e1+¢€2), Byg = % (e1 —€2), Epy = % (—e1+€2),
e Ey = % (—e1 — &), estas energias em fungdo de A¢ estdo mostradas na Fig. 46(a).

Quando ndo ha fusdo entre os Majoranas da mesma cadeia ocorre a degenerescéncia
entre os estados |01) e |11) e entre os estados |10) e |00), ou seja, Ey = Ey; € Eig = Eqo
como mostrado na Fig. 46(b) para 1 = ¢. Este regime remonta ao mostrado no Capitulo 1
onde apenas dois Majoranas que formam um férmion com energia nula se acoplavam ao
ponto gerando uma corrente a.c. de Josephson de periodo 47. Quando comeca a ocorrer a
fusdo dos Majoranas na mesma cadeia como mostrado na Fig. 46(c) com p = 1.75¢ surge
para A¢ = 7w um anti-crossing entre estados de mesma paridade que ndo sdo degenerados o
que da origem a um periodo de 27 na corrente de Josephson quando aplicada uma tensdo V'
entre as extremidades do sistema. Note que a presenca de um deslocamento de energia
dos estados do quasi-continuo.

Como discutido em SAN-JOSE et al. (3) transientes na corrente de Josephson de
periodo 47 pode ser obtido induzindo uma transi¢ao de Landau-Zener (LZ) através de
uma tensao de forma que uma transi¢ao |00) — |11) ocorra [seta verde na Fig. 46(c)]. A
transicao LZ ocorre pela evolugdo ndo-adiabatica do sistema ao variarmos A¢ rapidamente
aplicando uma voltagem V através do sistema de forma que A¢ = 2eVt/h. No entanto
podem ocorrer transi¢cdes também com estados do quasicontinuo acima do gap que induzem
um acoplamento entre estados de paridades opostas (envenenamento de quasiparticula) que
destroem a periodicidade de 4. A presencga do destacamento §, entre os estados de gap e
o quasicontinuo quando A¢ = 2nw ¢ uma caracteristica crucial para mitigar os efeitos do

envenenamento de quasiparticula.
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Figura 46 — (a) Energia positiva dos auto-estados em funcao de A¢ para N = 50 sitios em cada cadeia com

w=1.75t, 40t = 0.1t, tg =t e t = 10 meV para ambas. A linha tracejada mostra o gap efetivo
A. ¢y que separa os estados localizados do quasi-continuo. A curva azul corresponde a auto-energia
1(¢) do auto-estado formado por di (¢) composto majoritariamente pelos Majoranas externos
pois permanece em ¢ = 0 com pouca dependéncia com A¢, ja a curva vermelha corresponde
a auto-energia e2(¢) do auto-estado formado por d;(cé) composto pelos Majoranas em torno do
ponto e tem uma forte dependéncia com A¢. As energias dos estados de muitos-corpos |nina)
formados pelos dois estados do gap [curvas azul e vermelha de (a)] sdo Fyy = % (—e1 —e2),
FEi = % (e1 +e2), E1g = % (e1 —e9) e Epr = % (—€1 + &2). Em (b) fizemos p = ¢ onde ndo
ocorre a fusdo dos Majoranas e portanto os estados de mesma paridade sdo degenerados com
energia zero. Este regime remonta ao exemplo mostrado no Cap. 1 e apresenta corrente a.c.
de Josephson com periodo 47. Em (c) tomamos p = 1.75¢ onde hé fusdo dos Majoranas no
nosso modelo e ocorre a abertura de um anti-crossing 6, presente em A¢p = 7 ¢ o destacamento
0o = 0.138t = 13.8 meV dos estados do quasi-continuo. Em SAN-JOSE et al (3) ¢ demonstrado
que transientes de periodo 47 na corrente a.c. de Josephson podem ocorrer neste regime .

Fonte: Elaborada pelo autor.

A proposta de identificacdo de Majoranas através de transientes na corrente Josephson

a.c com periodo 47 foi proposto para um sistema similar ao estudado nesta dissertagdo porém

utilizando o modelo tight-binding spinfull descrito em (22, 16). No entanto os resultados

por nods obtidos para nosso sistema spinless € mostrados na Fig. 46 sdo similares aos obtidos

por (3) (Fig.1(b) e Fig.2) o que corrobora a validade de nossos resultados.
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6 Conclusoes

Neste trabalho investigamos a presenca e fusdo de modos de Majorana em um ponto
quantico spinless nao-interagente de um nivel acoplado a dois fios quanticos topologicos
modelados por duas cadeias de Kitaev.

Calculamos inicialmente a fungdo de Green do ponto quantico por duas abordagens,
inicialmente através do método da equacdo de movimento do sistema completo (PQ+cadeias)
por calculo numérico e através da solugdo analitica em um sistema efetivo composto pelo
ponto quantico acoplado a apenas dois modos de Majorana. De posse da fun¢do de Green
obtemos a densidade local de estados (LDOS) e a condutancia elétrica de dois terminais (G).
Observamos que o surgimento do modo de Majorana no ponto apresenta uma dependéncia
com a diferenca de fase supercondutora entre as duas cadeias (A¢) o que nos possibilita
usa-la para manipular a fusao entre os modos de Majorana, resultado corroborado por ambas
as abordagens.

Concluimos que a condutancia de dois terminais G medida através do ponto quantico
a temperatura nula apresenta uma assinatura da fusdo dos modos de Majorana pois apresenta
um valor de e¢?/2h apenas para A¢ = (n + 1)m comn = 0,1,2,... que corresponde ao
aparecimento do Majorana dentro do ponto quantico. Este valor de condutancia permanece
fixo ao variarmos tanto a energia do nivel do ponto abaixo ou acima do nivel de Fermi dos

contatos ¢ através da voltagem V;, quanto o acoplamento ¢, entre o ponto ¢ as cadeias.

E importante salientar que do ponto de vista experimental o controle da diferenca
de fase supercondutora em juncdes semelhantes pode ser obtido através da aplicacao de
uma voltagem constante V" entre os dois fios quanticos ou através da aplicagdo de um fluxo
magnético em uma geometria de anel.

Em uma segunda etapa calculamos os auto-estados e auto-energias exatos do sis-
tema completo através da diagonalizagdo numérica do Hamiltoniano no formalismo de
Bogoliubov-de Gennes (BdG). Com estes resultados corroboramos mais uma vez a depen-
déncia da fusdo dos modos de Majorana com a diferenga de fase (A¢) obtidos através do
formalismo das func¢des de Green e reforcamos a proposta de se utilizar o efeito Josephson
a.c. de periodo 47 para a identificagdo da fusdo de Majoranas ao reproduzirmos os resultados
de (3).

O nosso modelo corresponde a uma jungdo de Josephson formada entre um ponto
quantico e dois supercondutores topologicos e constitui uma plataforma para possiveis
aplicagdes em computacao quantica topologica (30). A leitura dos estados finais através da
fusdo de Majoranas ¢ onde esta dissertagdo e futuros trabalhos nestes sistemas podem vir a

contribuir para a area.
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APENDICE A — Funcdes de Green

A.1 Definicao

As fungdes de Green permitem o calculo de valores esperados de observaveis de um
sistema. Existem varios tipos de fun¢des que podemos definir para o caso de um elétron,
inicialmente iremos definir a fun¢do de Green retardada,

GR(rto,r't'o’) = —if(t — t’)({\lfg(rt), \Ifl,(rlt/)}) (A.1)

onde {...} é o anti-comutador e ¥, (rt) {...} é o operador de campo que tem a funcao de
criar um elétron com projecao de spin o na posic¢ao r e tempo t. Elas sio chamadas de
propagadores pois ddo a amplitude de uma particula inserida em 7’ no tempo t' se propagar

para a posi¢do r no tempo t. Como G* requer que ¢t > t’ ela recebe 0 nome de “retardada
no tempo. Outras fun¢des de Green podem ser definidas,

G” (rto, Y't'c ) = —i(T,(rt)¥!, (r't)) (A.2)
G=(rto,¥'t'c’) = i(V!, (r't ) U, (rt)) (A.3)

podemos ver que a fungao de Green retardada pode ser escrita em termo dessas duas fungoes,

GE(rto,Y't'c’) = 0(t —t') |G™ (rto, ¥Y't'c’) — G=(rto,¥'t'c) (A.4)

No ensemble canonico o numero de particulas N do sistema ¢ fixo, € o sistema
pode trocar energia com um reservatorio. A energia média do sistema ¢ determinada pela
temperatura 7. Média estatistica de um operador quantico arbitrario A neste ensemble ¢
dada por

(A) = 3 (n] Alnje 5 (A5)

n

Aqui |n) corresponde ao conjunto (normalizado) de auto-estados do Hamiltoniano H com
auto-valores E,,, 8 = 1/kpT,e Z = > e PP éa fungdo particdo. Podemos escrever o valor
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esperado de uma forma independente da base definindo a matriz densidade (na realidade um

operador),
p= Lo (A.6)
~ .
C
Z = Tr (e ") (A7)

com a condi¢do 7'r p = 1 necessaria para a matriz densidade. Com essa defini¢do podemos

€screver

(A) = Tr (pA) (A.8)

Ja no ensemble grand canonico o sistema ndo possui um nimero fixo de particulas, mas pode
trocar particulas (com um aumento da energia) com um reservatorio. Portanto precisamos
introduzir outro parametro (além da temperatura 7"), conhecido como potencial quimico i,

que determina o numero médio de particulas no sistema. A matriz densidade neste ensemble

¢ dada por
B S T0 |
p= e (A.9)
onde a fungao partigdo ¢
Z = Tr (e”PH=1) (A.10)

Aqui N ¢ o operador nimero que conta a quantidade total de particulas. Com esses definigdes

de p e Z temos novamente

(A) = Tr (pA) (A.11)

Neste ensemble a dependéncia temporal dos operadores ¢ determinada por H — yN e nao
por H. Isto corresponde a medir todas energia de uma particula com relagcao ao potencial

quimico u. Portanto definimos

A(t) = st AemiH—p! (A.12)
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A partir de agora usaremos apenas o ensemble grand canOnico e para economizar notacao
usaremos H sempre se referindo a H — u/N. Portanto |n) corresponde ao auto-estado com
respectivo auto-valor Ey de H — uN.

As fungdes de Green consideradas até o momento estdao nas bases de espago e tempo,
mas em muitos problemas, tais como o que iremos abordar neste trabalho, ¢ conveniente
estudar as func¢des de Green que envolvem a criagdo/aniquilagdo de particulas com estado
de momentum definido por k. Assim faremos uma mudanga de base. Considerando uma
base |v) , podemos escrever

=Y lz) = Y (@) ) = Y di@)) (A.13)

v

onde ¢, (z) = (z|v

= ) € a funcdo de onda de uma particula no estado |v). Escrevendo |z) =
T(2)]0) e |v) = cl]0) (aqui |0) corresponde ao estado de “vacuo” sem particulas) chegamos

as relagoes

=> s, @) =D dul@)e, (A.14)
quando |v) = |ko) teremos,
1
Yi(z) = Z(bkg r,o) ck, , Zqﬁk \/ﬁZe ’krc;rw (A.15)
i K
e também,
1 ,
Vo) =) (r)ene = —= D e,y (A.16)
; k k \/ﬁ; k

aqui assumimos que as particulas ocupam um cubo de volume €2 com condi¢des periddicas
de contorno tais que

ok(r) = ik (A.17)

Em um sistema que ¢ invariante translacionalmente no espaco, as fungdes de Green nas bases
de espago e tempo podem ndo depender separadamente de r e 1/, mas apenas da diferenca
r — r’. Nestes sistemas ¢ natural considerarmos a fun¢ao de Green no espago de momentum
G(k,o,t; K, 0’,t") pois ela se torna diagonal nos indices k. Podemos ver isto aplicando uma
mudanca de base na funcdo de Green retardada,
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R Y o zkrfzkr R /
G t, 2/ t) = GR(r,ot;¥, 0’ 1) = QZ GE(k, o, t: K, o' ') (A.18)

k,k’

= —Ze“‘” k=KX GR(K o t: K, o 1) (A.19)

k,k’

como o lado esquerdo depende apenas de r — r’, a dependéncia em r’ no lado direito deve se
anular, o que significa que no espaco kK, a funcdo de Green ndo € zero apenas quando k = K/,
ouseja GE(k, o, t; K, o', t') = Sk G (K, 0,t; 07, 1),

Gir—v, o, t;0,t) Ze’k(rr)GR(kata £ (A.20)
kk’
com
G (k.0 10", 1) = =i0(t = ) [exo (0), o (1)] ) (A21)

Além disso se o Hamiltoniano nao depender explicitamente do tempo, as fungdes de
Green nao irdo depender de ¢ e ¢’ separadamente, mais apenas da diferenca ¢t — ¢’. Assim ¢
conveniente aplicar a transformada de Fourier na variavel ¢ da funcdo de Green definida por
(suprimindo todas as outras varaveis na notacao),

Gw) = /00 dte™*G(t), (A.22)

€ sua inversa

G(t) = % /OO dwe ™' G(w), (A.23)

Vamos agora considerar a fun¢do de Green dita diagonal, G (v, t; 1/, t') — GR(v —
Vit t) — GR(v — V/;t — t') e derivar a representagio espectral (ou de Lehmann) para sua

transformada de Fourier G%(v; w), comegando com
& (it 1) = —ile,(t)e, (1) (A.24)

escrevemos explicitamente as expressdes para a média (.. .) e a dependéncia temporal dos
operadores,
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G~ (v;t,t) = —i%Ze‘ﬂEn<n|cy(t)cj,(t')|n) (A.25)

v

_ _% Z e—ﬁEn <n|ethcye—th|m> <m|€th’CT e—th’ |n> (A26)
n,m

_ s BB i(Bu—E) (t—t') i A2
= —= e e nlc,|/m(m|cl|n 27
Z;; (nlcy|m(mlcy|n) (A.27)
’ (mlch|n)*
= BB i) (A28

seguindo os mesmo passos para G<(v;t,t'),

G<(v;t,t') = %Ze—ﬂEnei<Em—En><t—t’>|<n|cz|m>|2 (A.29)
l _ (B — _y
= EZ@ P i (En=Em)E=)| (| cf ) |2 (A.30)

onde na ultima equacao trocamos as variaveis m e n. Com isso calculamos,

GRvt—t) = 0t —1t)[G”(v;t,t) — G=(v;t, )] (A.31)
, 1 BB, | —BEN (BBt
= —zG(t—t)EnXﬂ;(e Blin 4 = Bm ) iU =Em)(=) (| cf |n) | ((A.32)

aplicando a transformada de Fourier,

Giv,w) = / dt "G (v, t) (A.33)
= (e e [l ) / dt0(1)e' e+ En)t (A 34)

= =2 > (e = e (el ) / dieiHE Bt (A 35)
n,m 0
temos,

‘ 2

1 [(m]cfn)
GR N v
(vw) Zzw+En—Em+z’77

n,m

(e_BE" — e_ﬁEm) (A.36)

Neste calculo fizemos w — w+in (comn = 07) para tornar a integral convergente. A Eq.A.36
¢ a representagdo de Lehmann de G#(v,w). Suas singularidades sdo pdlos localizados
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infinitesimalmente abaixo do eixo real em w = E,, — F,, — in, que existem sempre que
o elemento de matriz (m|cf|n) # 0. Portanto a partir dos polos de G (v, w) pode-se obter
informagoes sobre as energia de excitacdo F,, — F,, associados com os auto-estados |m) e
In) que estdo conectados pelo operador de criagdo ¢!, ou seja, auto-estados para os quais o
estado |m) tém uma sobreposi¢do com o estado ¢/ |n), que claramente possui uma particula

a mais. Assim G%(v,w) nds da informagéo sobre o espectro de excitagdo para uma particula.

A.1.1 Funcao espectral

A seguir discutiremos sobre uma quantidade que sera crucial neste trabalho, chamada
de fungao espectral, ¢ definida por

Alv,w) = —%]m[GR(V, w)] (A.37)

™

usando a Eq.A.36 ¢ o fato que paran =0t ex € R,

1 n
Im [x n “7] T —md(x) (A.38)
encontramos,
A,w) = = S |mld ) (75 — e PFn) 6(w + By — En). (A39)
’ Z n,m Y

A seguir vamos toma v = (K, o) e demonstrar que a fung@o espectral A(Kko,w) satisfaz a
condicao

/00 dwA(ko,w) =1 (A.40)

o

que corresponde a uma regra de soma. Uma regra de soma ¢ exata para a integral de
frequéncia de certa quantidades (como por exemplo as fungdes espectrais). Em céalculos para
sistemas reais, geralmente obtém-se apenas resultados aproximados destas quantidades, que
podem nao satisfazer a regra por completo. Desta forma esse resultado € util para medir a
qualidade das aproximagdes feitas.

A prova se segue por,
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o0 1 o0
/ doA(kow) = 2 3 [(mlc, n)f? (7 + ¢ ) / dwd(w + Ey — En)

1

1
= 2 l{mlelyIm)[? (75 + =7
- %Z(mk]to]n) (n|cke|m) (e*f@En + efb’Em)

1 _ _
= 52 [P nlewalm) (mlcl n) + PP el In) (nles ) |

1

Z

> e PPrnfagd,n) +> e <m!CLaCka|m>]

n m

1 1
= D Pl et + ot In) = 5 D e =1 (A4D)

{cka,cl]:o}zl T

n

Esta propriedade junto com o fato que A(ko,w) > 0 (que pode ser inferida da Eq.A.36)
sugerem que A(Ko,w) possa ser interpretada como uma densidade de probabilidade, e
A(ko,w)dw seria (mais propriamente para o caso ndo interagente) a probabilidade de um
férmion com momentum k ter uma energia no intervalo infinitesimal dw em torno de w.

A funcgdo espectral A(ko, w) pode ser medida experimentalmente através de espectros-
copia de tunelamento (nesta técnica a condutancia diferencial d/ /dV em baixas temperaturas
fornece informacao sobre a densidade de estados D(w)) e por Angle Resolved Photo-Emission
Spectroscopy (ARPES). Para maiores detalhes recomendamos Cap. 8 de BRUUS et. al (41)
e Cap.5 de COLEMAN. (42)

A.1.2 Densidade local de estados

Uma quantidade importante que pode ser obtida da fungdo espectral ¢ a densidade
de estados (DOS) que poder ser calculada por

D(w) = é > Alko,w) (A.42)
k,o

e podemos notar desta expressao que A(Kko,w) corresponde a densidade de estados (LDOS).
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A.2 Equacao de movimento

Nesta se¢ao vamos derivar a equagao de movimento para a fungdo de Green retardada
dependente do tempo dada por

Lt ) = =i = )({ AW, BI) }) (A43)

!

em que A(t) e B(t) sdo operadores de férmions na representagdo de Heisenberg, { A(t), B(t) }
corresponde ao anticomutador e o valor esperado (. ..) pode ser tanto uma média termodina-
mica de equilibrio quanto o valor esperado de um estado fundamental a temperatura zero.
Calculando sua derivada temporal, obtemos

daw, )} (a44)

==

SCplt—1) = —i({A(t),B(t')}>%9(t )bt — 1)

Saw, B = ({Adw. Be) ), (A45)

utilizando a equacdo de Heisenberg, a derivada temporal do operador A(t) ¢ dada por
A(t) = —i[A, H] com /i = 1. Substituindo esses termos na Eq. A.44 e fazendo uso da
relagdo L6(t — t)=46(t —t'), chegamos a equagio de movimento para a fungio de Green
dependente do tempo,

Gap (t.t) = —id (t =) ({A(), B()}) =0 (t =) ({[A(t) , H],B()}),  (A46)

como estaremos interessados em processos que dependem apenas do intervalo de tempo, €
conveniente trabalharmos com a transformada de Fourier da fun¢ao de Green,

Gap (w) = /ei“TGAB (1)dr = F[Gagp (1)], (A.47)

onde 7 =t — t’. Calculando a transformada em ambos o membros da Eq.A.46, obtemos

—iwGap (w) = —i({A, B}) — F (0 (t =) {[A(t), H], B(¥)})), (A.48)
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wGap (w) = ({A, B}) + F (=0 (t —t') ({[AQ®), H], B ()})) (A.49)

usando a notagdo ((A; B)) = Gap(w), chegamos a expressao fundamental para os célculos
realizados neste trabalho,

w((4; B)) = ({4, B}) + (([A, H]; B)). (A.50)

Para garantir a convergéncia das integrais de Fourier, a energia w deve ser entendida
como uma continuac¢ao analitica no espaco complexo, de forma que devemos fazer a substi-
tuicio w — w + in, onde 7 é um infinitesimal. E importante salientar que o segundo termo
do lado direito da Eq. A.46 gera uma série de funcdes de Green para as quais precisaremos
calcular novamente a equacao de movimento de forma iterativa. Em Hamiltonianos que
possuem termos de interagao ¢ necessarios truncar essa séries através de aproximagoes, no
entanto o sistema de estudo deste trabalho sera nao-interagente, possibilitando obtermos um
sistema fechado exato.
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APENDICE B — Calculo da fungéo de
Green pelo método da equacao de
movimento

B.1 Elétrons livres

Para exemplificar o uso da equagdo de movimento para as fungdes de Green, mais
especificamente a equagdao de movimento, a partir da qual, pode-se calcular observaveis
importantes, como a densidade de estados (DOS) e a condutancia (G) por exemplo, iremos

estudar, inicialmente, o sistema mais simples possivel, o da particula livre.

H = Z ekczac,w (B.1)
k,o

onde c,Tw € o Sao operadores fermionicos de criagdo e destrui¢ao respectivamente. Vamos
calcular a fungio de Green G"(k, k') = ({cks; ¢l )) a partir da equagio de movimento para
esse operadores:

(o o)) = {chmrchog] ) + ek H] ), (B.2)

como [c,m, c,t,g} L= Oy » Precisamos calcular o comutador,

[Clan H] - Z €q [thn ngcqcr} ) (B3)

qo

onde

[c;m, cggcqg} = ckgcggcqo - czgcqgckg = (Ckgcgg + cgocko) Cqo = OkqCqor- (B.4)
Substituindo a expressdo acima na Eq.B.2, obtemos,

W{{Choi Chi)) = O + €1 {(Chos Chrg ) (B.5)

que isolando resulta em,

(ho ey = 5 (B.6)

w— €
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5kk’

G (k, k) = (B.7)

w—ek'

E importante salientar aqui que por motivos de convergéncia devemos substituir
w — w +in e calcular o limite paran — 0., ver . A densidade de estados pode ser calculada
pela expressao

p(w, k) = —%Im G ()] (B.8)

fazendo as substitui¢cdes necessarias, obtemos

—1 -1 1 Ul
k)= — = — B.9
p (W ) T (w N Ek)Q + 7']2 T (w o Ek;)2 + 772 ( )

que corresponde a uma Lorentziana, no limite para  — 0, se torna uma func¢ao ¢ de Dirac.

Assim o resultado se torna:

p(w, k) =0 (w— ) (B.10)

B.2 Ponto quéantico acoplado a dois contatos metalicos

Nesta sec¢do vamos encontrar a equacdo de movimento pra um ponto quantico com
um unico nivel spinless ndo-interagente acoplado a dois contatos metéalicos, como mostrado
na Fig. 47.

D

Figura 47 — Diagrama esquematico de um ponto quantico de um nivel spinless acoplado a dois contatos
metalicos
Fonte: Elaborada pelo autor.

O Hamiltoniano correspondente sera

H = eopdld+ Y cpadfuciat Y (Viadud+ Vidlan)  (B.1D)
k,a=S,D k,a=S,D

(B.12)

pela equacao de movimento (Eq.A.50) calculamos a fungdo de Green para o ponto,

wi(d;d")) = ({d.d'}) + ([d, H];d"), (B.13)
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inicialmente resolvemos o anti-comutador,

[d, H] = £qot [d, d'd] + " ga [d, ¢l oqa] +Z o [dochod] + V2 [dodieg]) . (B.14)

q,x

calculando cada termo, chegamos a

w{d;d") = 1+ ean{(d; d')) + D Vi l{ens d), (B.15)

para continuar devemos encontrar a fungdo de Green ({c;d")), utilizando novamente a

equagdo de movimento,
w(ew;dh)) = ({e, d'}) + (e, H] 3 dT)) (B.16)

com

[Cka H] = Edot [Ckou de} + Z é‘qcy [Ckcw C;acqa] + Z (‘/qa |:ck0m Cj]ad] + Vq*a [Ckav dTan})

(B.17) v "
chegamos a
wller;d)) = caor((ers dN)) + Vi((d; d")) (B.18)
ety — LD (B.19)
W — Edot
substituindo,
(0 = ) (s 1)) = 1+§jﬁ%%§%£@2 (B20)
renomeando G(w) = ({d;d')),
Glw) = 1 (B.21)

_ _ ‘Vak|2

w Edot Zk W—Edot
O somatorio corresponde a auto-energia dos contatos, geralmente ¢ uma fungao
complexa da forma ¥ = A + iI', onde A descreve um shift na energia do nivel do ponto e i’
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um alargamento (broadening) deste nivel devido ao acoplamento com o continuo de estados
dos contatos metalicos. Estaremos usando neste trabalho o limite de banda-larga (Wide-Band
Limit) onde a estrutura eletronica e a geometria dos contatos ¢ simplificado assumindo uma
densidade de estados (DOS) constante com largura D >> w e um acoplamento independente
do momentum V;, = V. Uma vez que o transporte ¢ dominado geralmente por estados
proximos do nivel de Fermi, e a densidade de estados ¢ uma fungao que varia lentamente
na energia, essa aproximacao se justifica. Vamos transformar o somatorio acima em uma

integral sobre momento >, — [ = dk, e usar a relagdo,

dk = %ds = po(e)de (B.22)

onde py(e) corresponde a densidade de estados dos contatos metalicos. Afim de manter a
convergéncia das fun¢des de Green, substituimos w pelo termo w + i, assumindo n — 0"
ao final dos calculos, com isso temos,

Z V| _ |V|2/p0—(€) (B.23)
K

w— e +1in w—e+in

07 | PO — |
06 g

05 -

04 .

po(w)

03 4
02 -

0.1 B

0 1 1 1 1 1
2 A8 05 0 0.5 1 L5 2
w/D

Figura 48 — Densidade de estados constante dos contatos metalicos pg (w).
Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos assumir que a densidade de estados do contato seja dada por py(w) = %9 (D+
|w])(D — |w|) com largura da banda igual a 2D como mostrada na Fig.48. Fazendo estas
mudangas encontramos,

|V|2 +D 1 |V|2 » |:/'+D w—¢ ./+D n
e ————de = ——=lim —————de +1 468(1%
2D J_p w—e+1in 2D e D (w_g)Q_n2 b (w—5)2—772 )

’V’Q w—D 1 +D
= — —du—m/ oz da:} B.25
s o) (B.25)

]V|2l ‘w—D’ inV?
oD "o+ D' 2D

(D — |w]) (B.26)
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no segundo passo fizemos as mudangas de variaveis © — w — . No limite onde w < D
o primeiro termo se anula restando-nos apenas o termo real responsavel pelo alargamento
. . . 7TV2 . .y,
(broadening) que definimos por I';, = 55-0(D — |w|). A seguir mudaremos a varidvel w para

¢ (ambas tem dimensao de energia ja que adotamos /& = 1 desde o inicio) e obtemos,

1
= B.2
Gle) = — S (B.27)

De posse da fungao de Green obtemos a densidade de estados no ponto quantico,

1
Paot(€) = —;[m[G(e)] (B.28)
1 r
- = L , (B.29)
T(e—¢€dor) +12
e o numero médio de ocupagao,
1 [ r
(n) = = / L de (B.30)
T J- (g_gdot) +F%
1 [ d
= — - (B.31)
T s ()" 41
€f —€dot
1 Iy, du
= = —_ B.32
71'/_00 u?+1 ( )
1 €f “€dot
= —arctan(u)|_* (B.33)
m
B 1 (7 B Edot — Ef
= - {2 arctcm( T, >] (B.34)

Como podemos ver na Fig.49(a) a densidade de estados no ponto se distribui em
torno de ¢,4,; € apresenta um alargamento proporcional a I';, devido ao acoplamento com
o continuo de estados dos contatos. Na Fig.49(b) o numero de ocupagdo médio (n) indica
que o ponto quantico ¢ ocupado quando sua energia €4,; ¢ inferior a energia de Fermi dos
contatos ¢, ocorrendo a desocupagdo deste nivel quando ¢4, > €. Quanto maior valor de

I';,, mais larga a curva em torno de €.
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1.0

0.8

0.6}

0.4

7TFL X Pdot (E)

0.0 ! . L H ; H H ; n
—20 -15 -10 =5 0 5 10 15 20 '~20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

(e —€aot)/TL e/TL

Figura 49 — (a) Densidade de estados no ponto quantico 7I'j, X pg.¢(€) em fungdo da energiac/I'f, paraego, = 0
(b) Nimero de ocupagdo médio (n) de um ponto quantico em fungdo da sua energia 4, /I'f, para
Ef = 0.
Fonte: Elaborada pelo autor.

B.3 Cadeia tight-binding semi-infinita

Os contatos metélicos podem ser modelados como cadeias lineares tight-binding

semi-infinitas, cujo Hamiltoniano pode ser escrito por

H=> tclein+HC, (B.35)

i=1

onde consideramos que a energia do sitio ¢ nula (x = 0) e ¢ é o termo de hopping. E
importante salientar que ao fazermos A = 0 e ¢ = 0 no Hamiltoniano da cadeia de Kitaev

(Eq.3.17) recaimos na Eq.B.35 acima.

(a) @_@ ............ — @
) 0 G\ @ — —
o @= @

Figura 50 — Diagrama esquematico de um ponto quéntico acoplado a um contato metalico.
Fonte: Adaptada de PENTEADO. (36)

Para calcularmos a fungao de Green da cadeia vamos considerar inicialmente que
toda a cadeia semi-infinita possa ser representada por um sitio efetivo, “vestido” com o
restante da cadeia, como na Fig. 50 (a). Vamos chamar a funco de Green do sitio 1 que
queremos encontrar de §(w). Vamos adicionar mais um sitio isolado 0, com fungdo de Green
go(w) = 1/w como mostrado em Fig. 50 (b). Utilizando a equacdo de movimento, Eq. A.50,
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para esse novo sistema composto de dois sitios (0 e 1), encontramos

Goo(w) = go(w) + §(w)tGip(w), (B.36)

Gip(w) = go(w)tGoo(w). (B.37)

Resolvendo para Go(w) chegamos a

_ go(w)
Goo(w) = = 3() g0 (B.38)

porém, seguindo o argumento de que adicionar um sitio numa cadeia que ja era semi-infinta

ndo deve alterd-la, podemos definir Gy (w) = g(w). Fig. 50 (c). Com isso chegamos a

~ go(w)

w) = - B.39
que corresponde a equagdo, —t2gy(w)g(w)? + g(w) — go(w) = 0, cujas solugdes sio.
—1++1-4 2¢2
Gw) = 9olc) (B.40)

—290(W)t2

Escolhemos a solugdo com sinal negativo pois isso garante que g(w) — 1/w quando
w > t. Substituindo go(w) = 1/w, encontramos

Glw) = 2= V;; — 4 (B.41)

Agorapodemos calcular a densidade de estados, que é dada por p(w) = (—1/7)Im[g(w)],
resultando na expressao,

1
272

plw) = VA2 — w?0(2t — w)0(2t + w). (B.42)
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Figura 51 — Densidade de estados para uma cadeia tight-binding semi-infinita 27 x p (w) em fungdo de w/t de
obtida pela Eq.B.42..

Fonte: Elaborada pelo autor.
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APENDICE C - Invariante topoldgico

As fases de um supercondutor p-wave podem sdo caracterizadas por um invariante
topoldgico, um niimero, que ¢ uma propriedade do sistema que se mantém constante sob
mudangas adiabaticas dos parametros do Hamiltoniano. Diferentes variantes topologicos
podem ser definidos dependendo do sistema. Uma transicao de fase ocorre quando esse
invariante muda, isto ¢ acompanhado por um fechamento do gap no espectro de energia

As fases topologicas trivial e ndo-trivial da cadeia de Kitaev podem ser caracterizadas
por uma quantidade denominada de invariante topoldgico Z;. Nesta se¢ao iremos demonstrar

como calcular este valor para a cadeia de Kitaev. Reescrevemos o hamiltoniano da Eq.3.54

por,

Hy, = S A = &0, + Re[Ag)o, + Im[A)o, (C.1)
Ay =&

onde o sdo as matrizes de Pauli. Vamos definir o vetor h (k) = h,(k)Z + h,(k)y + h.(k)Z,
com

de forma que,
Hip=h(k) o (C.3)

onde o = 0,2 + 0,y + 0,2 . Como as duas fases possuem um gap, assumimos que h (k) ndo
se anula na primeira zona de Brillouin. Assim podemos definir o vetor unitdrio, que mapeia
o hamiltoniano para um esfera unitaria,

h (k) = h (k) (C.4)
b (k)|
como A, = i|Alesen (ka) é fungdo impar e & = — [ + 2tcos (ka)] é par em momentum,

temos que h, ,(k) = —h,,(—k) e h.(k) = h.(—k). Dessa forma concluimos que, A, ,(7) = 0
e h,,(0) = 0, e o vetor unitario aponta para os polos da esferaem k = 0 eem k = 7,
dependendo do sinal de /. (k), que corresponde a energia cinética. Vamos definir,

h(0) = 52 (C.5)
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de forma que,

h(r) = s,2
ho(0) —2t—pu |+,

SO = — = =
lh. (0)]  [—2t—pu -1
h, () 2t — +1,

87-(- = < = =
ho (m)|  12t—pl | 1

(C.6)
> =2
s y (C.7)
o< —
> 2t
. y (C.8)
<

Assim, quando variamos k entre 0 e 7, h (k) comeg¢a em um pdlo e percorre a

superficie da esfera, terminando no mesmo poélo (se sy = s,) ou no pdlo oposto (quando

so = —S$,). Estes dois tipos de trajétorias correspondem a duas fases topoldgicas distintas,

uma vez que s6 podemos transformar uma na outra mediante o fechamento do gap. O

invariante Z, ¢ definido por,

(C.9)

(C.10)

Figura 52 — Trajetoria de h (k) quando k varia de 0 a 7 nas fases trivial (a) e topologica (b) .

Fonte: Elaborada pelo autor.
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