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RESUMO

Num primeiro momento, abordamos neste trabalho as
correlacdes Einstein-Podolsky-Rosen quando simuladas no émbito da
teoria cléssica da radiagdo. Pretendemos com isso investigér o fendmeno
da polarizagdo da luz em um e outro dominios da sua descrigdo.

Continuando em teoria da medida, através de uma
implementagdo no modelo de colapso da fungao de onda proposto por
Zurek, onde se observa a reversibilidade da coeréncia de fase,
apresentamos expressdes para Os tempos de decoeréncia e recorréncia
associados.

Outro tépico considerado diz respeito ao hamiltoniano
quadrédtico dependente do tempo. Procedendo-se a uma transformagdo
unitdria associada ao método dos invariantes desenvolvido por Lewis e
Riesenfeld, solucionamos a equa¢do de Schrddinger e apresentamos ©
operador de evolug¢do. Uma andlise dos estados "squeezed" da radiagdo €
apresentada segundo trajetdérias no espago de fase.

A consideracdo do método empregado, segundo algumas
aproximacgdes, possibilita a abordagem do processo de
dissipacao/flutuacdo junto ao hamiltoniano original, numa andlise mais
realista do que compreende um amplo espectro de modelos fisicos, tais
como o oscilador ou particula carregada em presenga de um campo

eletromagnético n3o homogéneo e as armadilhas de Paul.



ABSTRACT

At the begining, we tackle in this work the Einstein--
Podolsky-Rosen correlations when simulated in the radiation classic
theory. We attempt in this way to study the 1light polarization
phenomenon in both aproaches of its descriptions.

Still in measurement theory, through a wave function Zurek
colapse model implementation, where there is observed a phase coherence
reversibility, we introduce expression for the associated decoherence
and recurrence tymes.

Another considered topic deals with the time-dependent
guadratic hamiltonian. Carrying out a unitary transformation associated
with the invariants method developed by Lewis and Riesenfeld, we solved
the Schrldinger equation and we introduced the evolution operator. An
squeezed states of radiation analysis is also included in the phase
space trajectories.

The considerations of the attempted method according to same
aproximations makes it possible to deal with the processes of
dissipation/flutuation in the original hamiltonian, in a more realistic
analysis of those physical models, such as the oscillator or charged
particle in a non-homogeneous electromagnetic field and in the Paul

trap.
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INTRODUCAO

Conforme expde o titulo, neste trabalho fazemos algumas
consideracdes em teoria da medida na mecéanica gquantica e Optica
quéntica. O primeiro tépico remonta aos primeiros instantes do
desenvolvimento da microfisica, cujos conceitos bésicos, em oposigao
frontal aqueles da intuig¢do clédssica, dificilmente encontram aceitagéo
a despeito do grande desenvolvimento tedérico e pratico alcangado.

Essencialmente, o debate que se seguiu a descoberta do
quantum de agdo, centra-se na auséncia de causalidade/localidade no
dmbito de sua teoria. A linearidade de causa e efeito, fundamental a
descrigdo espago-temporal dos fendmenos cléssicos, de;de a mecénica
newtoniana ao espac¢o quadri-dimensional que inaugura a relatividade, ¢é
prescindida pelo principio da incerteza de Heisenberg. Mais
objetivamente, toda a estrutura conceitual em mecdnica quéntica, cujo
principio da complementaridade procura alicergar, prescinde de uma
descrig¢do objetiva, no sentido clédssico, dos fendmenos que desvendam a
microfisica. |

Em se tratando do problema do dualismo onda-particula, o
conceito da complementaridade de N. Bohr subentende que "a evidéncia
recolhida sob diferentes condigdes experimentais ndo pode ser
compreendida mediante uma unica representag¢do mental, mas deve ser
considerada como complementar, no sentido em que somente a totalidade
dos fendmenos esgota a informagdo possivel acerca dos objetos™d) .

Importa esclarecer que quando da referéncia a "objetos", N. Bohr os



dissocia da imagem tradicional de uma realidade objetiva, "de fato, a
interacdo finita entre objeto e instrumentos de medida condicionada
pela propria existéncia do quantum de ag¢do, implica - devido a
impossibilidade de controlar a reag¢do do objeto sobre os instrumentos
de medida - a necessidade de uma remincia definitiva ao ideal cléssico
da causalidade e uma revisd@o radical da nossa atitude em relagdo ao
problema da realidade fisica"%).

O desenvolvimento final da no¢&o de complementaridade deveu-
se, contudo, ao didlogo entre a interpretacdo ortodoxa da mecdnica
quéntica (a escola de Copenhagen) e o0 que vem a ser o argumento central
em oposigcdo a esta escola: o "paradoxo” Einstein—Podolsky—Rosen(2)
(EPR). Emblema de toda a pesquisa futura em teoria da medida, o
argumento de EPR contesta o principio de incerteza através de

correlagdes ndo-locais presentes em pares adequadamente preparados de

'sistemas quénticos.

Diante da possibilidade de correla¢des nado-locais, a
complementaridade incorpora a nog¢do de uma situacdo experimental
indivisivel. Ao contrdrio da abordagem clé&ssica, o procedimento
mediante o qual analisamos sistemas clédssicos em partes integrantes cai
por terra. Quando pares de entidades atdémicas combinam-se num dnico
sistema, o processo desencadeado € indivisivel. Negligenciando a
analisabilidade indefinida que constitui o método da fisica cléssica,
o resultado da operagdo de toda montagem experimental ndo nos informa
sobre o sistema que desejamos observar, mas sobre ele mesmo como um
todo.

A complementaridade desenvolve-se pois, no &ambito da

construgdo proposta por EPR, de forma a "reter a nogdo de
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indeterminismo na teoria qudntica enquanto uma espécie de irredutivel
auséncia de lei na natureza"® . Contudo, a resposta de N. Bohr ao
"paradoxo", constitui-se naquela que EPR Jjulgavam a priori
inaceitével.
Referindo-se a duas quantidades fisicas canonicamente conjugadas,
escrevem EPR: "seria possivel objetar contra a nossa conclus&o de
incompletude da medanica quéntica a partir do ponto de vista de que
nosso critério de realidade nao é suficientemente restritivo. "De fato;
tal conclusdo ndo seria alcangada se insistissemos em que duas ou mais
guantidades fisicas s6 poderiam ser vistas como elementos simulténeos
de realidade quando pudessem ser simultaneamente medidas ou previstas.
"Segundo essa perspectiva, desde que se pode prever as quantidades P e
Q apenas separadamente, estas ndo sdo simultaneamente reais. "Isso faz
as realidades de P e Q dependerem do processo de medida executado sobre
0 primeiro sistema, o0 qual ndo perturba de modo algum o segundo.
"Nenhuma definicdo razoavel de realidade pode permitir tal coisa". (?
O debate EPR/Bohr constituiu-se, portanto, em posturas
filosdéficas acerca do conceito de realidade fisica. A perplexidade
diante das correlag¢des "fantasmas” que viabilizam a construc¢do de EPR,
somente em 1965 pbde ser devidamente equacionada através das
desigualdades de Bell @), posto que cumprem relagdes a serem verificadas
empiricamente. A. Aspect e colaboradores®, em 1982, considerando pares
de foétons gerados por uma cascata atémica, levaram a cabo o mais
rigoroso dos experimentos até entdo considerados a luz das
desigualdades de Bell, concluindo favoravelmente pela ortodoxia da
interpretacgdo quéntica.

Recentemente, Z. Ou, S. Pereira, H. Kimble e K. Peng(m,



demonstraram experimentalmente o "paradoxo" EPR envolvendo varidveis
din&micas com espectro continuo, conforme a proposta original em EPR.
Em se tratando de medidas de correlagdo entre varidveis continuas, né&o
hd um formalismo geral, a semelhanca das desigualdades de Bell, que
estabeleca condi¢des suficientes para a eliminagdo de toda classe de
teorias realistas locais. Neste trabalho(®, a questao da irredutivel
ndo-localidade em mec&nica gquéntica pode ser avaliada através da
distribuicgdo de Wigner no espa¢o de fase(?, conforme consideragdes de
J. Bell® e outros(?10).

A existéncia das correlacdes ndo-locais permitiram, também
recentemente, a possibilidade de transporte de um estado quéntico por
um remetente que desconhece tanto o estado a ser enviado quanto a
localiiagao do destinatédrio. Desde que apenas a base sobre a qual se
constréi o estado seja conhecida, C. Bennett e outros(lh, verificam uma
caracteristica essencial da informagdo quéntica: esta pode ser
permutada de um sistema a outro, n&o podendo, contudo, segundo o
teorema de Wootters e Zurek(1?), ser duplicada ou clonada. Este teorema
impede, outrossim, com base na linearidade da mecénica qudantica, a
possibilidade de comunicac¢ao superluminal mediante pares
correlacionados de EPR, considerag¢do esta que tem despertado grande
interesse no dmbito da comunicagédo quantica(1&14).

Neste trabalho apresentamos um estudo das correla¢des do
tipo EPR quando aplicadas a um sistema cléssico (19 (capitulo 1).
Tratando—-se de feixes cldssicos de luz emitidos aos pares, constata-se
um resultado idéntico aquele para correlagdes da polarizacdo quéantica.
A base desta coincidéncia encontra-se no fato de que o valor esperado

relativo a que um féton atravesse um polarizador constitui-se no



equivalente microscépico da lei de Malusl® ., Estudo semelhante
apresentam A. Barut e P. Meystre(r”, tratando-se de pares clédssicos de
"spins" correlacionados.

Tema igualmente polémico e alvo de considerédvel referéncia
junto a literatura diz respeito ao processo quéntico de medida. Alguns
modelos hd que pretendem exemplificar o processo da medida quéntica e
suas implicac¢®es, onde a transicdo abrupta do operador densidade puro
ao misto, gquando da efetivacab da medida, constitui-se em tarefa
bésica. Vérios dentre eles [18, 21] consideram um processo dissipativo,
0 que implica numa evolugdo irreversivel induzida pelo meio-ambiente
(reservatoério térmico), associada ao operador densidade
particula/detector amortecendo os termos ndo-diagonais dentro de um
intervalo de tempo (tempo de decoeréncia) dependente da temperatura. A
interacdo particula/detector, nestes modelos, & considerada no ambito
de uma equacdo mestra markoviana [20-21], ou de um operador de evolucao
néo—unitario obtido pelo método das integrais de trajetdria [18-19].

O modelo proposto por W. H. Zurek [22-24], difere dos demais
em virtude da evolug¢do markoviana, permitindo a interacao
particula/detector reestabelecer, tanto quanto possivel, o seu estado
inicial apds periodos denominados tempo de recorréncia. Apresentamos
neste trabalho uma implementacdo do modelo de W. Zurek, pela qual
termalizamos o meio—ambiente € propomos uma lei de poténcia para os
autovalores da interag¢do deste com o aparato de medida (29 (capitulo 2).

Mais recentemente, G. J. Milburn (¢6) expds um modelo do qual
decorre uma "decoeréncia intrinseca em mecanica qudntica, baseada sobre
uma modificagdo na evolugdo unitdria da equacao de Schr8dinger". Desta

modificagdo resulta um termo adicional junto a evolugdo do operador



densidade, responsdvel pelo decaimento da coeréncia quéntica
independentemente da interven¢do de um reservatdério e, portanto, da
dissipacdo de energia associada. Retomando a proposta de Milburn, H.
Moya-Cessa e outros(Z”, apresentam uma solugdo exata da equacgao
proposta pelo primeiro, aplicando-a ao modelo de Jaynes—-Cummings.
Conclui-se que a decoeréncia intrinseca de Milburn € responsdvel pela
deteriorizacao dos efeitos de coeréncia quéantica do modelo, tal cdmo
recorréncias da inversdo atémica.

Quanto a ¢6ptica quéntica, consideramos basicamente o estudo
de hamiltonianos quadrdticos onde o0 campo na cavidade ¢ submetido a um
bombeamento paramétrico(z&zg) (capitulo 3). Para um aprimoramento desse
estudo, inserimos um meio dissipativo Jjunto & cavidade tal que as
flutuagdes decorrentes sd8o simuladas por forgas estocdsticas
consideradas mediante termos lineares no hamiltoniano(3® (capitulo 4).
Praticamente, a abordagem do processo dissipac¢do/flutuagdo constitui-se
numa generalizacdo do lagrangeano proposto por Havas(31), onde junto ao
fator integrante de fricgdo acrescentam-se as forcas estocédsticas
propostas por Senitsky(3?).

Hamiltonianos quadrdticos similares tém sido ultimamente
objetos de exaustivas investiga¢des no &mbito da o6ptica quéntica, em
virtude da possibilidade da gerag¢do dos estados "squeezed" da radiacéao.
Tais estados, originalmente propostos por H. Yuen(33), exibem flutuacoes
nas quadraturas inferiores aquelas do védcuo, tal que se revestem de
grande importéncia para 0 desenvolvimento da andlise
espectroscépica(3“. Em particular, considera-se a utilizac¢do da
radiagdo squeezed em sistemas de comunicacgado Optica(3&36), de forma a

maximizar a razdo sinal/ruido.



H. Carmichael, G. Milburn e D. Walls®7), em consideracao ao
oscilador paramétrico ndo ressonante, obtém os estados squeezed segundo
um conjunto de variaveis relacionadas aquelas originais por uma
transformag¢ido dependente do tempo. Esta transformacado é obtida atraveés
da decomposicdo simplética da matriz de evolugao dinémica. Tratando-se
de um sistema similar, procedemos & diagonalizagdo do hamiltoniano
através de um desenvolvimento que toma por base o método dos
invariantes proposto por Lewis e Riesenfeld®® . Por esta abordagem
obtemos, inclusive para o hamiltoniano dissipativo, o operador de
evolucdo associado & equagdo de Schrédinger, do qual, via representagao
de Heisenberg, todas as quantidades de interesse sao decorrentes.

Deve-se lembrar que o estudo dos processos dissipativos
constitui-se atualmente num capitulo & parte em mecédnica quantica.
Mediante o grande interesse despertado na utima década, especialmente
no que se refere aos sistemas mesoscépicos, bem como aos Processos de
decoeréncia (34 considerados), varias sdo as aproximacdes
desenvolvidas (39740) | Em geral, a descricao dindmica do sistema faz-se
por conta do operador densidade, pois que informagdes incompletas
acerca dos subsistemas resultam devido a média sobre os graus de

liberdade associados ao banho.



carfTULO 1

1.1 - INTRODUGCAO

A. Einstein, B. Podolsky e N. Rosen{?) (EPR), em seu
conhecido trabalho sobre a descricdo da realidade fisica segundo a
Mec&nica Quéntica (MQ), conjecturam rumo a conclusdo de que tal
descricdo ndo pode ser considerada completa, compreendendo que "em uma
teoria completa hd um elemento correspondente a cada elemento da
realidade"”. Para tal, servem-se de um par de artificios bdsicos: o
critério de realidade adotado, segundo o qual "se, sem qualquer modo de
perturbar um sistema, pudermos predizer com certeza (isto ¢, com
probabilidade igual a unidade) o0 valor de uma quantidade fisica, entdo
existe um elemento da realidade fisica correspondente a esta quantidade
fisica"; e} segundo e engenhoso artificio diz respeito ao
"gedankenexperiment" que compreende dois sistemas (I e II) previamente
correlacionados, apds o que, nenhuma interac¢do é permitida entre ambas
as partes. Pode—-se calcular entdo, com a ajuda da equagdo de
Schrédinger, o estado do sistema combinado em qualquer tempo
subseqgliente. Contudo, ndo se pode calcular os estados individuais do
sistema apdés a interag¢do, a menos que uma medida seja realizada,
segundo o processo conhecido por redugdo do pacote de onda.

Logo, como conseqiiéncia de duas diferentes medidas
realizadas sobre, por exemplo, o sistema I, faz-se com que o sistema II

encontre—-se em estados relativos a duas diferentes func¢des de onda.



Diante do argumento de que "nenhuma alteracdo real pode ocorrer ao
segundo sistema em consegiiéncia do que quer que seja feito sobre o
primeiro", posto que no instante da medida ndo mais interagem, EPR
concluem, com respeito ao segundo sistema: "é possivel assegurar duas
diferentes fung¢des de onda a mesma realidade”.

Sabe-se que, em teoria quéntica, conforme o principio de
incerteza dé Heisenberg, tratando-se de quantidades fisicas descritas
por operadores ndo comutativos, o conhecimento preciso de uma»exclui o
da outra. Prova-se através desse principio, conforme os autores, que
"(l) a descrigao da realidade segundo a fungdo de onda em MQ nao ¢&
completa ou (2) quando os operadores correspondentes a duas quantidades
fisicas n&o comutam, estas quantidades nd3o podem ter realidade
simulténea”.

Voltando ao experimento hipotético proposto, considera-se
agora, mediante o principio de incerteza, que as duas diferentes
fun¢cdes de onda relativas ao segundo sistema, associam-se a operadores
ndo comutativos, por exemplo, posigdo (Q) e momento (P). Dessa forma,
medindo-se P ou Q, pode-se predizer com certeza e sem qualquer modo de
perturbar o sistema, os (auto)valores associados a estas quantidades
fisicas. Assim, afirmam EPR, "em concorddncia com nosso critério de
realidade, no primeiro caso devemos considerar P como elemento da
realidade e, no segundo caso, a quantidade Q ¢ um elemento da
realidade. "Mas, como temos visto, ambas as fun¢des de onda pertencem
a mesma realidade", contrariando a assercdo devida ao principio de
incerteza.

Mostrou-se pois, por via do gedankenexperiment e do

principio de Heisenberg, que as quantidades nido comutativas P e Q nao



tém realidades simulténeas. Logo, desde que a "negac¢do de (1) induz a
nega¢do da unica outra alternativa, (2)", os autores concluem que "A
DESCRICAO DA REALIDADE FISICA SEGUNDO A FUNCAO DE ONDA EM MECANICA
QUANTICA NAO E COMPLETA".

Conforme salienta J. Bell(4), "o paradoxo de EPR desenvolve-
se engquanto argumento de que a MQ ndo pode ser considerada uma teoria
completa, e engquanto tal deve-se  suplementd-la por varidveis
adicionais. "Tais varidveis ddo-se no sentido de restituir causalidade
e localidade a teoria". Evidentemente, o né gérdio instaurado a partir
do experimento hipotético proposto em [2], diz respeito & possibilidade
de correlagdes ndo-locais entre sistemas previamente correlacionados e,
desde entd&do, impossibilitados de qualquer interac¢do; nas palavras de J.
Bell, "do requerimento de localidade (...) origina-se a dificuldade
essencial”. Em seu trabalho, crucial ao encaminhamento do problema
levantado por EPR, J. Bell apresenta uma formulacdo matemdtica acerca
das "varidveis ocultas", mostrando serem estas incompativeis com as
predic¢des estatisticas da teoria quéntica.

Deve-se, outrossim, frisar que independentemente do
requerimento de separabilidade ou localidade, J. Von Neumann (4D
argumenta quanto a impossibilidade de uma interpretagdo da MQ segundo
as varidveis ocultas. A resposta ou solucido de N. Bohr!) as objecdes
de EPR, considerada junto a introducdo deste trabalho, constitui outra
importante referéncia, enquanto proposta de interpretacdo da teoria
quantica (Escola de Copenhagen), no sentido de refutar as varidveis
ocultas. N&o nos fixaremos nestesbtépicos, cabendo aqui apenas um
tratamento abreviado, segundo J.Clauser e A. Shimony“”), sobre as

desigualdades de Bell.
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O trabalho de J. Bell (1965), considera a versao modificada
do gedankenexperiment em [2], proposta por D. Bohm(4”, (EPRB) ,
formulada em termos de estados discretos. Em tal versdo, o sistema
consiste de um par de particulas com spin -1/2 espacialmente separadas,

e preparadas, contudo, segundo um estado singleto

Wi - el - el ), (1.1)

2

por exemplo, por dissociag¢do de um sistema com spin 0. Na expressdo
(1.1), |x1+) compbde um estado de spin genérico relativo & particula 1,

segundo

|x* ) = cos (g) | + ) + sen (g) ei® |- = |0¢), (1.2)

onde os &ngulos 0 e ¢ caracterizam a direcdo do feixe em algum sistema
de referéncia, enquanto que os estados |+) e F =) apontam a orientacgédo
do spin. Tem-se ainda que | %~ )=| n-0, d+n).

Consideremos A enquanto resultado de uma medida da
componente de spin da particula 1, referente ao par, ao longo da
direc¢do &; idem para Bp no que tange a particula 2 ao longo da direcgao
b. Admitindo-se a unidade de spin igual a h/2, decorre que A, Bp=tl.

O produto A -Bg constitui-se num tunico observéavel do
sistema, embora duas operacdes distintas sejam necessdrias para a sua
medida. Para a versao EPRB do gedankenexperiment, a predicdo segundo a
MQ do valor esperado do observdvel acima, a saber, a probabilidade

conjunta de se detectar as particulas 1 e 2 polarizadas ao longo das
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direcdes & e b, respectivamente, nos leva ao resultado
[E(é,B)L,=(\ylcl-éoz-51\|!)=—é-f). (1.3)

Observa-se que uma situacdo de determinismo implicito ¢
inerente a estrutura da equag¢do (1.3), desde que se considere os

detecfores dispostos paralelamente entre si, tal que

[E(a,a)L,=—1, (1.4)

qualgquer que seja a direcao a. Ent&o, podemos predizer com certeza o
resultado B, obtendo-se previamente o resultado A. Posto que a funcgao
de onda inicial, |¥), nao cabe determinar o resultado de uma medida
individual, o fato acima sugere a possibilidade de uma especificacao
mais completa do estado no qual se manifesta este determinismo. Denota-
se este estado pelo simbolo A e presume-se que o estado |¥), segundo a
MQ, seja uma especificacgdo parcial relativa a A, podendo este ultimo
envolver muitas dimensdes, partes discretas e/ou continuas, etc. No
mais, traduz-se por A o espago dos estados A, igualmente tao geral
quanto se deseja, ndo se fazendo restrigdes a sua dimensionalidade, ou
requerimento da linearidade das operag¢des, etc. No intuito de que
medidas de probabilidade possam ser definidas junto a A, representamos
a funcgdo distribuigdo para os estados A pelo simbolo p. Para o ensemble
de um grande numero de sistemas observdveis compreendidos por A,

assumimos para p a norma unitdria
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ldp: 1. (1.5)

Em wuma teoria determinista de wvaridveis ocultas, o)
observédvel A,-Bp apresenta um valor definido (A4-Bp) (A), para o estado
A. No ambito desta teoria, J. Bell define localidade segundo: uma
teoria determinista de varidveis ocultas & local se para todo & e b, e

todo A e A, seguir-se que

Entdo, uma vez definido o estadoc A e considerando-se as
particulas espacialmente separadas, segue-se que as medidas em A

mostram-se dependentes apenas dos par&metros A e &, independendo de b.

o

A dependéncia das medidas em B restringe-se a A e b, excluindo-se
Logo, "qualquer teoria fisica razodvel que seja realista e
determinista, negando a existéncia da agido-a-disténcia, ¢ local nesse
sentido". Para tais teorias, o valor esperado de A4-Bj escreve-se

segundo

E(&,b) - IAé(A)BB(A) dp . (1.7)

A prova do teorema de J. Bell, consiste em mostrar que, se
a condigdo de localidade (1.6) e, para uma concordadncia parcial com a
MQ, a situagdo especial em (l.4) sdo ambas satisfeitas, os valores
esperados satisfazem a uma desigualdade simples. Esta desigualdade
constitui entdo uma predigdo alternativa aquela para o valor esperado

de Ag4-Bp em MQ. Tais predigdes, segundo as desigualdades, s&o
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gquantitativamente diferentes daquela na equagdo (1.3).

A demonstragdo é simples: a equag¢&do (1.4) é justificada se

e somente se a relagao

Ag(}\r) = ‘Bg()») ’ (1.8)

for vdlida para todo A e A. Do uso da equagdo (1.8) podemos proceder ao

cdlculo da funcgdo, a qual envolve trés diferentes orientag¢des possiveis

para o detector,
E(4,b) - E(4,¢6) - —f[Aé(A) Ap(A) - Az(A) As(A) | dp
A

- —IAé(A) ag(A) [1 - Ap(A) 25(M) ] dp .

Desde que A, B =t 1, podemos escrever esta uUltima expressdo

na forma

| E(4,B) - E(4,8)] < 1[1 - A5(A) 25(M) ] dp .

Usando-se as equag¢des (1.5), (1.7) e (1.8), tem-se

| E(4,b) - E(4,8)| <1+ E(b,&) . (1.9)

A desigualdade (1.9) ¢ a primeira de uma familia de outras

conhecidas coletivamente por "desigualdades de Bell".
Como exemplo simples do desacordo entre as predicgdes da

equagdo (1.3) e a desigualdade (1.9), consideramos coplanares as
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direcdes &4, be &, coma e & separados pelo é&ngulo 2n/3, enquanto que

~ ~

b encontra-se a m/3 com relac3do a ambos, & e &. Entao:

a&-b=5b-6-=1/2, -6=-1/2 .

Para estas direcgdes

l[E(é,B) by~ [E@ e ] ': 1, 1+[E(B e =172,

valores estes que nao satisfazem a desigualdade (1.9).
Conseqllentemente, as predigdes da MQ e aquelas da desigualdade (1.9)
sdo incompativeis, no minimo para alguns pares de orientac¢des dos
detectores.

Deve-se observar, no entanto, que, apesar do grande valor
heuristico do argumento de J.Bell (1965) (cuja formulagcdo vai de
encontro a predigdes experimentais envolvendo sistemas factiveis de
serem produzidos em laboratério), a relacao (1.4) nao apresenta
validade exata em situa¢des esperimentais reais. A qualqguer detector
associa-se uma eficiéncia menor que 100%, e qualquer analisador real
possui alguma atenuac¢do, bem como algum escape em seu canal ortogonal.

O problema relativo a derivacgdo matemdtica do argumento de
Bell com base na relag¢do (1.4) foi primeiramente solucionado por J.
Clauser, M. Horne, A. Shimony e R. Holtm4), (CHSH), que prescindem da
validade desta relacgdo para a derivacado de uma desigualdade mais geral,
a qual envolve sistemas onde se requer uma correlacdo minima
necessdria em contrapartida & correlagdo perfeita em (1.4).

Quando, no entanto, requer-se a validade de (1.4), a relacdo de CHSH
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implica exatamente em (1.9).

Essencialmente, a mesma desiqualdade devida a CHSH foi
subseqglientemente derivada por J. Bell (1971), onde se invoca uma
definicdo generalizada de localidade incluindo sistemas cuja evolugéo
seja inerentemente estocdstica, assim como sistemas deterministas com
varidveis randémicas adicionais associadas aos aparatos de medida que,
por ventura, possam afetar os resultados experimentais. Esta
desigualdade (deduzida junto ao apéndice 1), mais familiar no ambito da

literatura, apresenta-se na forma

-2 < E(a,b) - E(a,b’) + E(a’,b) + E(a’,b") £2. (1.10)

Redefinindo-se as diregdes a, a’, b e b’, junto a expressao
central em (1.10), pode-se permutar o sinal negativo para qualquer dos
quatro termos. A desigualdade (1.10) e suas permutacdes constituem uma
forma, dentre outras, das desigualdades de Bell, e representam uma
predicao geral para as teorias locais de varidveils ocultas.

Servindo-se da desigualdade proposta por CHSH, mais
conveniente ao tratamento experimental, e considerando a proposta de se
utilizar estados de polarizagao de fdétons produzidos por cascatas
radioativas, a substituir particulas com spin -1/2, A. Aspect, P.
Grangier e G. Roger(® finalmente realizaram o teste experimental
referente & situacdo antes hipotética imaginada por EPR. A proposigdo
do tratamento destas correlagdes segundo estados de polarizagdo de
fétons, foi primeiramente desenvolvida por D.Bohm e A. Aharonov(4®),
considerando-se o processo de aniquilagao de um par elétron-pésitron.

Posteriormente, CHSH, retomando esta abordagem(4“ sugerem a producdo de
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pares de foétons correlacionados emitidos em uma cascata radioativa,
tal qual o procedimento de A. Aspect e outros, através do processo J =
0 2 1 = 0 em um &tomo de cédlcio. Tal realizagao, conhecida por
experimento d’Orsay, constata, sem ambiguidades, a violacdao da
desigualdade de Bell, confirmando, ent&o, a possibilidade de interacgdes
ndo-locais e o mérito das predigdes da teoria quantica.

Como primeira etapa deste trabalho, apresentamos um cdlculo
do coeficiente de correlagdo da polarizag¢do , similar aquele da MQ para
pares de foétons sob um estado singleto, onde consideramos um ensemble
cléssico de feixes de 1luz1_ o0s dngulos de polarizacgdo destes feixes
sdo considerados segundo varidveis randémicas que caracterizam o
ensemble. Verifica-se que o resultado deste coeficiente de correlacao
classico coincide exatamente com o caso quantico. Em conseqliéncia,
esperamos, pois, que em ambas as descri¢des da luz, teorias classica e
quantica, a propriedade denominada polarizacdo deva apresentar
comportamentos  idénticos sob a consideragdo de procedimentos
experimentais similares. Como suporte as consideracdes acima, propomos
um experimento simples, a partir do qual o coeficiente de correlacgdo
das polarizagdes, para "flashes" de luz, ¢é obtido. Apresentamos, no
mais, como subsidio numérico, uma simulacdo da situagdo experimental em

questao.
1.2 - PREDIGAO QUANTICA PARA O COEFICIENTE DE CORRELAGAO
PARA POLARIZAGOES.

Conforme discutido, a versidao do experimento d’ Orsay
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considera a emissdo de pares de fétons, a diferentes freqtiéncias v, e
V2: Propagando-se ao longo das direc¢des contrdrias +0z e -Oz segundo a

figura 1. Considera-se que os fétons estejam no estado de polarizacao

1

5

| W (vy,vy) ) = I x)8 1 %0 -1y el v, (1.11)

onde le) refere-se ao féton Vi1 Ppropagando-se na direg¢do -0z,

linearmente polarizado ao longo de 0Ox, etc...

Anclyser 2 Analyser 1
x
Source a

Detector 2 b Detector 1
\

@ T ?
/

y
“ -J
N J —
T
Apparatus 2 Apparatus 1

Figura 1: Gedankenexperiment EPRB, onde pares de fdétons A2
e v, emitidos pela fonte S, segundo o estado (1.11), sao medidos pelos
analisadores 1 e 2, que compreendem polarizadores, segundo as diregdes

E?eafi € respectivos detectores.

Os analisadores 1 e 2 realizam medidas dicotémicas
(resultados +1 ou -1), correspondentes &as polarizag®es lineares

paralela ou perpendicular correspondentes & incidéncia dos fdétons. A
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natureza destas medidas, similar & ag&o de um filtro Stern-Gerlach,
permite-nos descrever a propriedade de polarizagcao dos fétons usando o
mesmo formalismo relativo a particulas com spin -1/2, conforme se
observa em (1.11). De outro modo, os estados de polarizag¢do circular a

esquerda | L) e & direita |R) sado, respectivamente, escritos por

1

V2

1

|L>=7__ (1% - 11y, (1.12)
2

(|x>+ ily)), | R) =

em que os estados

1 0
lx)=10 e |y)=1]1 |,
0 0

representam polarizag¢des lineares ao longo dos eixos cartesianos Ox e
Oy. Mediante as expressdes em (1.12), podemos escrever a equacgdo (1.11)

na forma

1

2

| W(1,2))== (1 L)) ®] L)+ | R)®| Ry |, (1.13)

O que invoca a conservagido do momento angular total (igual a zero), e
paridade (igual a 1), ou seja, os fétons si3o emitidos com O mesmo
estado de polarizagdo mas em direg¢des opostas.

Considerando-se, de forma geral, um feixe de fétons
propagando-se segundo a direg¢do k, em uma dada direcgdo de polarizacao,

associamos o féton representativo desse feixe ao estado
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cos %
1 e X | L)+ eiX | R) |- | sen X | (1.14)

LX) = —
J2 0

onde o &ngulo %, com relagdo ao eixo x, especifica a direcao de
polarizag¢do. Portanto, coszx e senzx sdo, respectivamente, as
probabilidades de se encontrar um féton nos estados fx) ou ly).
Fagamos, agora, com que este dado feixe incida sobre um
polarizador com orientagdo ao longo de um vetor?ﬁ perpendicular ao eixo
z, e com um a&ngulo ¢, em relacgdo ao eixo x. Verifica-se, que a diferenca
angular ¢,—x determina a possibilidade do féton em (1.14) ser absorvido
(ou espalhado) ou atravessar o polarizador. Considerando-se o operador
de projegdo R(¢,) = 1¢,)(d,l, caracteristico do polariiador, na

representagdo matricial

cos?¢, cos ¢,sen $, O
R(da) = | cos ¢,sen ¢, sen2¢a 0 |- (1.15)
0 0 1

pode-se verificar que:
i) A aplicagdo deste projetor, (1.15), sobre o estado

(1.14), implica que

R(dy) | x)=cos (é,- )1 0, - ; (1.16)

Entdo, para x = ¢, e x = ¢, + n/2, o estado do féton torna-—

se um autoestado de R(¢,), com autovalores iguais a 1 e 0,
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respectivamente, ou seja

Ryl =12, (1.16a)

R()lx +7n/2)=0, (1.16Db)

onde o estado | y*n/2) representa um féton cuja direc&o de polarizacao
€ perpendicular ao estado |y), tal que (x/ xxn/2) = 0. Logo, associamos
a probabilidade 1 de se atravessar o polarizador aos fétons que se
encontram no estado Ix=¢a), estando aqueles com dire¢do de polarizacao
perpendicular a esta impedidos de atingir o detector, conforme o esbogo
da figura 1.

ii) O wvalor esperado do projetor (1.15) com relagdo ao

estado (1.14) ¢

X1 R 1 4) =1 Xl 0012 = cos? (g - ) , (1.17)

0 que nos informa da possibilidade de um féton sob o estado (1.14)
atravessar o polarizador. Segundo a descrigdo macroscépica da luz, a
express&do (1.17) corrresponde & lei de Malus (18 para a intensidade de
um feixe emergente, de forma que, na considerag¢do de um ensemble de
fotons, o tratamento quéntico reproduz um resultado bem conhecido da
teoria cléassica da luz.

Para restabelecermos os resultados +1 e -1 de uma medida
dicotbmica, conforme salientado quando da introdug¢do do experimento

d’Orsay (figura 1), e mesmo por gquestdo de conveniéncia para os
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cdlculos, introduziremos um outro projetor

cos 2¢, sen2¢, O
Q(ds) = 21 ¢, (.l - 1L = |sen2¢, -cos 2¢, O (1.18)
0 0 1

do qual, a semelhan¢a de R(¢a), resulta um estado linearmente polarizado
ao longo da difegao'ﬁi no plano X-Y, e angulo ¢, com relagdo ao eixo X.
Pode-se verificar, com relagao ao operador Q(¢a), 0s autovalores -1 e
+1, respectivamente associados aos estados 1¢,) e |¢,+n/2). O valor

esperado deste projetor com relagdo ao estado do féton em (1.14), leva

ao resultado

(X! 0(da)1 %)= cos 2 (x - &5) . (1.19)

Atendo-se, agora, a emissdo de pares correlacionados de
fétons segundo a esquematizagdo da figura 1.1, e considerando,
portanto, o estado de polarizag¢do descrito em (1.11) ou (1.13), temos
que, para dire¢des arbitrdrias dos analizadores, E?e Eﬁ com angulos ¢,

e ¢, respectivamente, o valor médio do operador (1.18) & nulo,

enquanto que o coeficiente normalizado de correlacdo para polarizacgdo

implica

22

CO D= BIBLIOTECA E
lfSﬁ - SEHVCﬂNFORvACAO




(w(1,2)1 0 ® 0 1,2))
Eyp (3, B) - vy ( )1 Q1(05) © 0 (6p) | Wi )

1
[<w<1,2)| (01 (6) P w(1,2)) (w(1,2)1 {0, (0 1 w(1,2) >]’

(W(1,2)]1 01(0,) ® O, (dp) 1 W(1,2))

cos 2 (b5 - ¢p)

(1.20)

It

O denominador na expressdo acima iguala-se & unidade pelo
fato de ser Q(¢) um projetor. Conforme 3ja& colocado, verificou-se

experimentalmente a validade da expressdo (1.20).

1.3 - CORRELAQKO PARA LUZ POLARIZADA

Em contrapartida ao experimento d’Orsay, abordamos o
problema onde uma fonte clédssica emite flashes de luz que compfem dois
pacotes de onda linearmente polarizados, viajando em direg¢des opostas.
Segundo esta versdo, a intensidade da luz em ambos os feixes € medida
em coincidéncia, ao invés da contagem dos fétons emitidos aos pares,
segundo a figura 1.

Para tal, centramos junto a cavidade de um tubo cilindrico
uma fonte de luz isotrdépica e nado polarizada. Por meio de um sistema de
lentes (ver figura 2), produzimos um par de feixes paralelos e
contrapropagantes ao longo da extensdo do cilindro. Nas extremidades
deste, dois polardides sdo adaptados e mantidos sob o vinculo de que
seus eixos de polarizacgdo, ao longo dos quais os feixes incidentes

emergem linearmente polarizados, difiram por um &ngulo a.
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Figura 2: Uma fonte de luz ndo polarizada € centrada junto
ao cilindro tal que seus feixes, tornados paralelos por um sistema de
lentes, propagam-se até os polardides localizados nas extremidades do
cilindro. As orientag¢gdes destes polardides diferem por um &dngulo &, O
qual, por exemplo, pode ser escolhido igual a =zero, implicando em

-

feixes emergentes com polarizag¢des paralelas. Designamos por_é) e b as

orientag¢bes dos polarizadores.

Algum dispositivo deve ser considerado, no que concerne a
fonte, tal que os intervalos de tempo associados a cada flash sejam
idénticos, iguais a 1, enquanto que o0s intervalos de tempo entre
flashes consecutivos, At, sejam randbmicos. ApSs O que, mantemos O
cilindro em rotagdo em torno do seu eixo de simetria (z) com freqiiéncia
angular ®, onde ®TI<<1 e o tempo randémico At)t. Assim, o caréter

randdmico presente no gedankenexperiment EPRB - a polarizacdo dos
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fétons emitidos em uma cascata atémica - ¢ simulado pela polarizagédo
dos feixes emergentes do tubo cilindrico, os quais faremos incidir
sobre polarizadores externos com angulos de polarizacdo fixos em'gkafi
respectivamente. Em esséncia, o experimento deve se ajustar de forma
tal que para um numero N suficientemente grande de flashes, os feixes
simultaneamente emergentes apresentem dire¢des de polarizacgdo definidas
e igualmente distribuidas entre si.

Estabelecidas as orientac¢des de polarizagdo nos detectores,
E?eaii juntamente com o &ngulo a entre os filtros, © coeficiente de

correlacdo das polarizacdes pode ser medido em termos das intensidades

dos feixes, segundo

onde por I;(a) e I;(b) compreendemos as intensidades registradas nos
detectores A e B, respectivamente. As apéstrofes demarcadas junto aos
simbolos de soma significam que estas devem ser divididas por N, ©
numero de medidas efetivadas.

Em seguida, procedemos a uma simulagdo numérica do
experimento acima detalhado, com o objetivo de estimar o coeficiente de
correlagdo (1.21). Designamos os &ngulos caracteristicos aos
polarizadores externos, com relagdo ao eixo Xx no referencial de
laboratério, por ¢, e ¢, enquanto que os éangulos entre as diregdes de

polarizacado dos feixes emergentes com O mesmo eixo -X, POT X, € Xp- De
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acordo com a lei de Malus, a intensidade destes feixes ao atingirem o
detector, provenientes do polardide (em X,, POT ex.) e apods atravessarem

pelo polarizador (em ¢,, por ex.), escreve-se segundo

I, (04 %a) = Io cos? (ds - Aa) (1.22)

_oﬁde I, diz respeito ao valor méximo da intensidade de luz. Expressdo
similar a (1.22) é valida para os feixes relativos aos angulos %Xp € ¢p-

A cada flash os angulos Y, € Xp assumem valores diferentes,
randomicamente distribuidos sob o intervalo [0,7m], embora sujeitos ao

vinculo

Ap = (Xa * &) Mod m. (1.23)

Desde que Xa e %o sao parametros randdmicos,
conseqilentemente as intensidades I, e I, também apresentam-se COMO
quantidades randémicas. Logo, a simulagao numérica da relagado (1.22) e
seu par Ip(¢yp, XAp) . Permite-nos a obtencdo direta do coeficiente de
correlacdo (1.21). Os resultados apresentados pela tabela 1 compreendem
0=0, polarizagdo paralela dos feixes que sensibilizam os detectores A
e B, e assumem diferentes valores para os angulos ¢, e ¢,. Pode ser
entdo verificado que a simulagdo numérica do coeficiente de correlacé&o,
segundo (1.21), reproduz o resultado predito pela mecénica quantica,

cos2 (,—9y) -
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Esim (av b’ 0)

da /8 n/8 /8
N db n/16 /4 Tr /24
10 09119 06585  0.5314
50 0.9245 0.6701  0.6223
102 0.9388  0.7542  0.5204
2 x 10? 0.9339 0.7405  0.5034
5 x 102 0.9270 0.7201  0.4902
10° 0.9229 0.7050  0.4961
104 0.9225 0.7014  0.5044
10° 0.9241  0.7085  0.4972
106 0.9243 0.7071  0.4994
Theor. 0.9239 0.7071  0.5000
Tabela 1: Simulacdo numérica para o coeficiente de

correlacdo. Por N designamos o© numero de eventos considerados com
relacdo a trés diferentes conjuntos para os dngulos ¢, e ¢,. Os valores

tedricos, cos/2(¢a—¢b)/, preenchem a ultima linha da tabela.

1.4 - A MEDIA NO ENSEMBLE

Procedemos aqui ao cdlculo, segundo a média em um ensemble
clédssico, relativo ao experimento proposto. Podemos, com relagdo a

quantidade randémica I (¢,, %Xz), introduzir a varidvel randdmica

admensional com média nula
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Ta(0a%a) - Ta(barxa)) (1.24)
T, (b5 xa) ) '

Aldgrxs) =

similar & varidvel B(¢,, Xp) relativa a Ip(d,, Xp). A média das

intensidades, tomadas de um ensemble, escreve-se segundo

.
<Ia(¢aIXa)>= fIa(d)aIXa) p(Xa) dxa ’ (1.25)
0

onde p(x,) diz respeito & distribuigdo de probabilidade normalizada
acerca do é&ngulo randdmico %,. Para uma distribuig¢do isotrdpica,
p(xy)=1/m, decorre (I (d,,%s))=1y/2, tal que a varidvel randbmica

(1.24), seguida de sua contraparte, escrevem-se na forma

A(da, Xa) = cos 2 (s - Xa) (1.26a)

B(¢b,xb) = cos 2 (¢b - xb) . (1.26b)

Para o coeficiente de correlacdo classico, normalizado,
entre ambas as varidveis randdmicas em (1.26), temos, a semelhan¢a da

expressdo em {(1.20),

(A , B , )
Eens(—érﬁ) _ (¢a Xa) (¢b Xb)

oy

T (1.27)
(A2 (0,4, X4) ) (B?(0p, xp) P

Para o coeficiente de correlag¢do cruzada escrevemos
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18 T
(A4 Aa) B(dp,xp) ) - fdxa fdbewa,xa)B(%rxb) P (XarXp) §1-28)
0 0

engquanto gue para o coeficiente de autocorrelacdo decorre

n .
<A2(¢af%a)>= fAz(.dPa'Xa) P (Xa) s » (1.29)
b

com expressdo equivalente para (B2(¢b, xb)).
A fungdo p(XariAp) diz respeito & distribuicao de

probabilidade conjunta para as varidveis randdmicas, tal que

Uy
P(Xa) = fp(xa,xb) AxAp - ' (1.30)
0

perfaz a probabilidade marginal da varidvel Xa-

Quando nao hé4 correla¢do entre os feixes contrapropagantes,
a distribuicado de probabilidade conjunta fatoriza-se segundo
P (XarXp) =P (Xa)P (Xp) » ou seja, (A(X,)B(xy) )=(A(xa) Y{(B(xy) )=0, posto que
as médias individuais das grandezas em (1.26) se anulamn. Contudo, a
existéncia de um vinculo entre a polarizacdo dos feixes acarreta uma
correlagdo ndo nula entre as varidveis A e B, 0 que podemos verificar

considerando-se a probabilidade conjunta

P(XarXp) = P (Xa) 8[xp - £(%a)] . (1.31)
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Em face de gque o é&ngulo o entre as diregdes dos feixes
contrapropagantes €& o mesmo para todos os flashes que compdem ©
ensemble, & semelhanca da equagdo (1.23), escrevemos f (x,)=()x;+ta)modn.
Pode ser facilmente verificado que a expressdo (1.31) encontra-se
devidamente normalizada. O cdlculo imediato do coeficiente de
autocorrelacgdo, -eq.(1.29), leva-nos ao valor 1/2, enquanto que o0

coeficiente de correlacdo em (1.27) reproduz

Eepns(@,B) = cos 2 (0, - ¢p + ) , (1.32)

resultado idéntico aquele obtido através da descricdo guéantica do

estado de dois fdétons, eq. (1.20), gquando consideramos oa=0.

1.5 - DISCUSSAO E CONCLUSZ0

Desde que a propriedade fisica denominada POLARIZAQKO
encontra-se presente em ambas as descrig¢des da luz, quéntica e
classica, € entd&o razodvel supor gque, sob procedimentos experimentais
similares, resultados coincidentes (mesmo coeficientes de correlacgdo)
sejam obtidos destas diferentes interpretag¢des quando da consideracéao
de um ensemble quintico de fétons (experimento d’Orsay) ou do ensemble
de feixes de luz (seg¢des 1.3 e 1.4). Logo, desde que o coeficiente de
correlag¢do ndo € uma prerrogativa da descricao quantica, temos proposto
uma construgdo experimental, baseada sob o0s mesmos principios da
correlagcd@co EPRB, envolvendo contudo uma fonte clédssica de 1luz. Os

resultados provenientes da simulag¢do numérica (tabela I) ddo subsidios
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a esta construgéao.

A. Barut e P. Meystre(lﬂ,

segundo motivagdes basicamente
andlogas, consideram um sistema cldssico inicialmente em repouso
(momento angular total igual a zero) que, em dado instante, divide-se

num par de subsistemas contrapropagantes com spins clédssicos (ou

momento angular) opostos, conforme a figura 3.

DETECTOR o

DETECTOR b

Figura 3: Esquematizag¢do da proposta devida a A. Barut e P.

Meystre.

Uma tal proposta, em principio passivel de realizagéao

experimental, consiste na medida individual das proje¢des dos momentos
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angulares ou spins ao longo das direcgdes E?e E?previamente estipuladas

aos detectores. A propriedade que esta proposta traz em comum com a sua
contraparte quéntica, sugerida por D. Bohm(43), ¢ o conjunto dos angulos
de emissado associadces aos subsistemas 0s quais devem manter © momento
angular total nulo. Da consideragdo de um ensemble de medidas e
assumindo que aé direcdes dos subsistemas, ap6és a divisdo, estéo
randomigamente distribuidas ao longo de todas as diregdes, verificam os
autores que o coeficiente de correlagdo entre as grandezas a serem

medidas (A = Eig?e B = - Eif%, leva ao resultado

(1.33)

coincidente com agquele .da MQ quando particulas com spins sao
consideradas.

Com o objetivo de perfazer mais estreitamente os requisitos
do andlogo quéntico, A.Barut e P. Meystre consideram ainda a
discretizacao de suas medidas, evidentemente continuas, A e B. Para

T,

tal, a cada detector (diregao'g'ou ) associa-se uma esfera cujos

hemisférios superior (S) e inferior (I), invocam a orientacdo do

detector segundo a figura 4.
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Figura 4: O hemisfério relativo a orientag¢do do detector

denomina-se (S), enquanto que aquele oposto a esta orientagdo, (I).

Desse modo, a todos os spins cujos &ngulos de orientagdo compreendam o
hemisfério (S), declara-se "spin up", e as demais orientacoes "spin
down". Novamente, segundo esta construcdo, ambos os coeficientes de
correlacdo, cldssico e quéntico, sdo coincidentes, o que, conforme um

trabalho subseqiiente de A. Barut(4”,

torna explicito que as
desigualdades de Bell ndo eliminam modelos de spin puramente cléssicos,
mas sim modelos (mistos) quanticos com varidveis ocultas cldssicas A.

A. Aspect 4®) desfaz a conclusao de A. Barut ao mostrar que

a discretizagdo empregada junto as quantidades A e B, destrédi a

natureza cldssica do modelo. Ao dispositivo responsdvel pela
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discretizagédo das medidas, A. Aspect considera um sistema randémico
interno, tal que & conversdo das projecdes E)E) e —5)_5) em valores +1 ou

-1, associam-se as probabilidades, respectivamente

P, (p-a) e P (p-a) , (1.34)
(idem para as medidas —?-_b)), com P+(—p?-§)) +AP_'(§)-?)=1. Logo, a um dado
valor do momento 5), podemos associar enquanto resultado médio da medida

(segundo o cardter randbmico da discretizacao)

A(p,d) - P, (p-a) - P_(p-a) , (1.35)
. _ =~ =D L
com a quantidade similar B(P-b) definida para o aparato complementar.

Segundo o resultado obtido por A. Barut e P. Meystre, ver equacgao

(1.33), temos que

A(pB, 3) - A1=J§cos (B, &) ,
[(AZ)F
(1.36)
B(p,a) = B - = ~J3 cos (B, B) ,
[(B%F

valores estes em perfeito acordo com a teoria quantica quando da
obteng&do dos valores médios, sob um ensemble de pares emitidos, das
medidas envolvidas em (1.33). Tem-se, entdo, um modelo que reproduz
todas caracteristicas de um experimento quéantico do tipo EPRB. Contudo,

O mesmo n&o mais responde por um comportamento classico, desde qgue as
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probabilidades associadas aos dispositivos discretizadores

P, (B-3) = »[1+ /3 cos (B 3}
1 (1.37)
P_(p-a) =.§(1-J§ cos (p,a)],
. . SN — -,
podem assumir valores negativos para certos dominios dos &ngulos (p-&) .

Segundo as palavras de A. Aspect, "ndo ha nenhum dispositivo capaz de
realizar uma tal funcgdo". Considerando-se O momentof?paralelo a direcgéo
Ei o dispositivo responderia pelo valor +1 com a probabilidade 1.35, e
-0.35 pelo valor -1. "E impossivel conseguir este dispositivo de uma
companhia razoavelmente cldssica, de forma que o modelo proposto por A.
Barut, reinterpretado a ponto de mimetizar o seu andlogo guantico, néo
mais corresponde a fisica cléassica".

Esta controvérsia acerca da generalidade das desigualdades
de Bell (levada a termo por A. Aspect), aplica-se perfeitamente ao
modelo onde consideramos uma fonte clédssica de luz. Embora o
coeficiente de correlacdo associado & descrigdo cléssica (seg¢les 1.3 e
1.4), coincida com a sua contraparte quantica (seg¢&o 1.2), ndo cabe a
insercao das equac¢des (1.21) ou (1.27) no ambito das desigualdades de
Bell (varidveis randémicas dicotémicas), com o objetivo de checar a
violacdo ou ndo das mesmas para certos angulos ¢, e ¢, posto tratar-se
de diferentes descricdes. Entretanto, ao considerarmos as desigualdades
de Bell para varidveis randémicas tais que |Al, |IBI<1 (segundo o
conceito generalizado de localidade), conforme aqueles em (1.27), ©

coeficiente de correlacdo deve ser normalizado para se evitar
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ambiglliidades, isto ¢, a desigualdade IE(EiE%ISI deve ser valida e, em
particular IE(3135|=1. Sob este aspecto, a equacdo (1.10) & alterada

segundo

onde

E(&, B) = N1 fA(x,é) B(A,B) p(A) dA, (1.41)

o fator N compreendendo a normalizacdo. Para as varidveis randdmicas em
(1.26), temos N=1/2, devido ao que, experimentos com pares de feixes
contra propagantes nao devem violar a relagéo (1.40) para qualgquer par
dos éangulos ¢, e ¢,. Nota-se que para varidveis dicotémicas temos que
N=1.

Vale ressaltar que o objeto deste trabalho encontra um forte
paralelo com outro fenbmeno bastante conhecido: o padrdo de
interferéncia da 1luz decorrente do experimento de dupla-fenda ¢
reproduzido sob a consideracdo de um feixe de luz ou de um "ensemble"

de fétons, considerados individualmente.
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carpiTuLO 2

2.1 - CARACTERIZACAO DA MEDIDA QUANTICA

A nog¢do de "medida" em teoria quéntica depreende-se dos
livros-textos, em geral, enguanto uma espécie de nogdo primitiva onde
o "postulado de projegao" ¢é tratado como um dos axiomas da teoria.
Segundo escreve Dirac(49):

" .. a medida sempre faz com que o sistema salte para um dos
autoestados da varidvel dinamica a ser conhecida, tal gue o autovalor
associado perfaz o resultado da medigéo.”

D. Bohm®® procede a uma "definigao" similar enguanto que, mais
formalmente, von Neumann 01 distingue entre

"dois tipos fundamentalmente diferentes de intervengdo que

podem ocorrer sobre um sistema... Primeiramente, as alteragdes

arbitrdrias provenientes da ag¢do de medida, dadas pela férmula

pop = 5 (puy u,) P, (2.1)
n=1
[u;, uz,... sendo um conjunto completo ortonormal; P;, Py,... oOs
correspondentes operadores de projecdol. Segundo, a alteragdo

automdtica que toma lugar com o decorrer do tempo, conforme
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p_)pt _ e—th/%\ p ei){t/%\ (2.2)

(H ¢ o operador energia, t o tempo; H independente de t)".

Tais proposic¢gdes acerca da medida quéntica tém, desde os
seus primdérdios, acarretado controvérsias®?), e por vezes consideradas
"fundamentalmenté inaceitédveis", segundo © argumento de que "a medida
compreende um pProcesso fisiéo envolvendo matéria ordindria, e o que
quer que aconteca deve ser explicado por leis fisicas ordinarias" (®3),
Conforme A. Peres(sa, "a realizacdo de uma medida (quer seja cléssica
ou quéantica), compreende a interacdo de algum aparato com o objeto
sobre o qual se pretende conhecer uma dada propriedade, de modo que
esta seja agora replicada em uma propriedade do aparato.” Desta relagédo
decorre uma dificuldade imediata se invocarmos que a MQ descreva a
evolucdo dinédmica do sistema combinado (isto é, o aparato e o objeto a
ser medido)". Vejamos.

Consideremos que 0 objeto quéntico seja preparado segundo

a superposic¢do ortogonal de estados
Y =7 Chup, (2.3)
n

de forma que a cada u, relacionamos um resultado distinto para a medida.
Formalmente, conjecturando que o estado inicial do aparato seja ¢, e
ainda que o seu estado final seja v, sempre que o estado inicial do

objeto for ¥y = u,, teremos a evolugdo unitéria
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Yo > u, vy, (2.4)
I

onde estados do objeto encontram-se correlacionados com agqueles do
aparato. Assim, a menos que um Ynico coeficiente ¢, seja diferente de
zero, o estado final (2.4) ndo representa um resultado definido para a
medida. "Entao, voltando &s palavras de A. Peres, um milagre ocorre: "A
superposicdo Y, chupV, colapsa—-se sobre uma das possibilidades u,v,, onde
o correspondente c, salta para o seu novo valor, 1, enquanto que as
demais componentes desaparecem".

Com o objetivo de esclarecer a correlagdo expressa em (2.4)
e explicar o processo de colapso da funcado de onda, A. Peres propde-se
4 anédlise da medida segundo um sistema do tipo Stern-Gerlach.
Considera-se, entao, uma particula de spin -1/2 preparada sob o estado
(%], e assume-se, por simplicidade, somente dois estados possiveis ao
aparato, denotados pelas chaves [%} e - ‘ g]. Estando o aparato,
%}, especifica-se a corfelagao de forma que

1

este estado persista caso o spin "up", (0], seja medido, e altera-se

inicialmente, no estadol

para (g] caso a medida revele o spin "down", (g]. Entdo, a interagao

objeto/aparato evolui, por linearidade, segundo

all1 11]1 ollo
(2.5)
Bllo%loflo " Pla)la]"

0 fato desta ser uma evolugdo unitdria permite associa-la ao

hamiltonianow4)

H=g(t) (1-0,)p . (2.6)
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onde o, refere-se ao spin, P compde O operador de projecad

111 2.7)

e g(t), uma funcdo suave do tempo, satisfaz a relagdo [g(t)dt = wh/2.

De fato, o operador de evolug¢do gerado por X,

e(—i/%\) fﬂdt (2.8)

U= =I-(l-0,)p ,

responde exatamente pela evolugdo unitdria a esquerda da expressdo
(2.5). Que esta evolucdo seja reversivel, nota-se pelo fato de que,
neste modelo, o operador U além de unitdrio € hermitiano, tal que U=U1.
Portanto, se o hamiltoniano K gera a correlacdo (2.6), também a

reverte, pois que

S I (] [& all1 ' (2.9)
0 {0 1|1 B0

Deve-se observar ainda que, o estado final do sistema
objeto/aparato, descrito pela soma & direita da eqg. (2.5), diz respeito
a um estado puro; nada hd que justifique tratd-lo de outra forma e, em
particular, em colapsd-lo tal que algum dos coeficientes, a ou B,
desapareca. Por exemplo, pode-se medir a fase relativa entre o e B

observando-se os valores médios de operadores tais como
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N T ) (PP

=

(Bo)s o= ([ o)pofi--stwpapy, @100

Estamos, agora, diante da dificuldade essencial. Os valores
médios em (2.10) aplicam—-se a um ensemble conceitual (Gibbs), no qual
todos os spins e todos os aparatos sao identicamente preparados em
meio-ambientes perfeitamente iguais. Contudo, a medigdao real desses
valores médios emprega um ensemble real (Maxwell) onde o0s spins e
respectivos aparatos sdo preparados, na melhor das hipéteses em meio-

(53) | ambos os

ambientes quase idénticos. Conforme enfatiza Ballentine
ensembles, de Gibbs e Maxwell, s3o conceitualmente diferentes e ao
levar em conta este fato, A. Peres compreende, em particular, o aparato
de medida enguanto objeto "macroscoépico", 1isto €, "incapaz de ser
isolado do meio-ambiente". Logo, da assercdo de que os estados finais
do aparato sio macroscopicamente distinguiveis, segue-se gque os mesmos
serdo encontrados em diferentes meio-ambientes. Em outras palavras, a
explicagdo do colapso da fungdo de onda elaborada por A. Peres, "é&
essencial que o instrumento de medida, conjuntamente com o0 meio
ambiente, esteja sujeito a algum ruido"™ quando do ato da medigdo. Dessa
forma, o hamiltoniano relativo ao processo descrito em (2.5) ndo
corresponde exatamente agquele da eq. (2.6), posto que devemos acresce-—

-lo de "termos pequenos, desconhecidos e incontroldveis que diferem

entre si a cada amostra". Conseqglientemente, 0 nosso conhecimento acerca
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do comportamento dessas amostras € degradado, resultando em gque OsS
valores esperados dos operadores compreendidos em (2.10) sao iguais a
gzero. Devido a estes "ruidos inevitéveis, que marcam o hamiltoniano
(2.6), acentua A. Peres, o estado final do sistema nao mais corresponde
a soma a direita da eg. (2.5) mas, o que dele melhor se d& ao

conhecimento é representado pela mistura estatistica"

, |1 o1 o0 , |0 olfo o (2.11)

p=tol I ollo ol" P o 1]lo 1

Em face deste resultado, conclui A. Peres, "nada hé de inconsistente
(ou miraculoso) com o colapso, desde que as fases relativas que compdem
o lado direito da expressao (2.5) foram nubladas durante o processo de
medida, tal que esta expressido deve ser substituida pelo operador
densidade em (2.11)". De outro modo, por exemplo colapsando a soma a
diireita na expressao (2.5), € que teriamos a inconsisténcia quanto a
possibilidade de restaurar o estado inicial a esquerda em (2.5)

aplicando o operador U sobre o estado final.

2.2 - A INSERCAO FORMAL DO MEIO-AMBIENTE

W. H. Zurek(??, 23)  em importantes considera¢des sobre o
processo do colapso da fungdo de onda, procede a insergéo formal do
meio-ambiente na construcdo de seu argumento. Tratando o aparato de
medida enquanto sistema clédssico ou "aberto", conclui W. Zurek:

"0 alvo da teoria quantica da medida - a efetivagdo da transigao
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Ppuré Pmisto ¢ alcancado devido a interag&do do aparato com © meio-
ambiente (...), fato este passivel de explicagdo considerando-se que
regras efetivas de super selegdo sdc induzidas pela transferéncia de
informacao (segundo a definicdo de Shannon ¢°8)) aparato/meio-ambiente”.
Explicitaremos o problema da transferéncia de informac¢do no ambito do
processo de medida ao fim desta secgdo.

O tratamento de W. Zurek considera um par de sistemas de
dois estados denominados "spin" (particula) e "&tomo" (aparato), cujas
bases sdo respectivamente designadas por I TY, 1d) e 12), I13), esta
Ultima compreendendo, pela ordem, 0s estados "excitados" e

"fundamental" do dtomo. Estados de base alternativos para o spin podem

ser descritos conforme

o= (1 bz, e - -1 02, (2.12a)

ou

== (Db, e -1 -2 b, (2.12b)

enquanto que para o &tomo, de forma similar temos

R O N I N (E S I VN (2.13a)
ou

L=+ i D)z, 1T)=(2-1i9)//2, (2.13b)

43



No intuito de investigar o processo de transferéncia de
informag¢d&o, considera-se, primeiramente, o hamiltoniano de interacao

entre adtomo e spin na forma

HAS = gl LW - 1T eI DT - hdy]

-

(2.14)
= —igl #2451 - | =) (£] )®(| DT -1 bdr

Supondo-se que o0s estados iniciais relativos aos sistemas &tomo e spin
sejam, respectivamente, designados por |+) e (alT) + bll)), o vetor de

estado combinado | ¢) compreende inicialmente o produto direto
i¢i>=|¢(O)>=|+>®(alT>+b|~L>). (2.15)

Como resultado da evolugdo temporal estabelecida pelo hamiltoniano

(2.14), o estado |¢;) é transformado segundo

L d(t))r=al D ®[sen((n/4) + gtﬁ )+ cos((n/4) + gtﬁ F)
(2.16)

+ bl ) ®[sen((n/4) - gtﬁ )+ cos((n/4) - gtw 1)},

onde temos fixado h=1. Considerando o estado combinado do sistema

dtomo/spin quando t=n/4g=1, segue-se que

|¢f>=|¢m>=(a|T>®|i>+b|¢>®|:>)/5, (2.17)
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0o que diz respeito a um estado puro, conforme estabelece o operador

densidade

pAS 1o —lal?2i a0 ol (T + 1 b2 o bd

puro

vab* [ £)E © DA+ ab s o T (2.18)

Contudo, tanto o spin guanto o &tomo, gquando tratados como sistemas
individuais, encontram-se em estados mistos, o que pode facilmente ser

visto das expressdes

I

lal2 1 DT 21 bdr, (2.19a)

pA - al? | £)(x] + b2z, (2.19b)

as quais compreendem um aparente colapso em se tratando isoladamente os
subsistemas descritos pela func¢ado de onda total (e estado puro) ¢ (T)).

Estabelecida a correlag¢do particula/detector, procede-se
agora, quanto ao operador densidade que associa este par de
subsistemas, & efetivacgdao da transigdo Ppuro > Pmistor Fara tal,
considera-se o acoplamento entre o 4dtomo (aparato) e o meio—-ambiente,
este Ultimo caracterizado, num primeiro momento, também por um Aatomo
descrito por dois estados designados por parénteses ao invés dos
"brackets" de Dirac; 1), Ix); |I+), I=)y; I1l), IT), respectivamente.

Quanto ao hamiltoniano de acoplamento aparato/meio—ambiente tém-se
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HaMe = g (1L (U = 1T) (TI)e[) @ - ||
(2.20)

——igy(l®) Gl - 0% (z]e( D@ -6

Da especificagdo do estado do meio-ambiente por |+), segue-se que o
estado inicial do sistema combinado particula/detector/meio-ambiente

escreve—se da forma

v -lal el +pibersel+, (2.21)

tal que o estado final quando g;t=n/4, sera
lyp-(al ey +bldrelsre|n). (2.22)

Efetuando-se o tra¢o sobre os estados do &tomo/meio-

ambiente, decorre o operador densidade
Pirsro = lal2 1 HhM e + 1 b2l @120, (2.23)

resultado este que nos mostra de que forma podemos, empregando a
transferéncia de informagdo parcial do aparato ao meio-ambiente,
realizar a transigao ppyuro = Ppisto requerida a compreensdo do colapso da
funcdo de onda.

Conforme observa W. Zurek, "é importante distinguir entre

O0s requerimentos essenciais ou ndo & ocorréncia do colapso induzido
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pelo meio-ambiente.” Pode-se objetar, por exemplo, no que tange as
condigdes reais do meio-ambiente em finalizar a interagdo quando g,t=mn/4
ou inicid-la num tempo particular, que 0s estados iniciais puros sé&o
artificiais e, conseqglientemente, a solugdo proposta ndo se aplica ao
problema da medida." No intuito de contornar a objecd&o acima, W. Zurek
propde uma situacdo mais realista onde o meio-ambiente consiste de

muitos 4tomos nd&oc interagentes, acoplados ao aparato através do

hamiltoniano
AM,
e = dgpll®) (2 - iw) ] e(ne -9 T el
J*k (2.24)
=gl L W - T el el - wE ] T el

J*k

A fungdo de onda resultante, j#¥k, para o tempo arbitrdrio t, ¢

4

lyty)-al e T ®[ak1(t)|J_)k+ ﬁkT(t)lT)k]
k=1
(2.25)

N
+blbrels) T oelo () [, + Bl (6) 1Ty,
k=1

onde N compreende o numero total de 4dtomos que constitui o

meio—ambiente, enquanto que as fun¢gdes temporais apresentam-se na forma

Oyt (E) = ay e (H19:H) . Ol (t) = oy e (719xt)

Brt (t) = By e {7198 i Brr(t) = By e ri9xt)
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cujas constantes ou=(1-1)/2 e Py=(1+i)/2 s&o estabelecidas segundo Os
estados iniciais dos &tomos do meio-ambiente. Através da expressao
(2.25), obtém-se o operador densidade relativo & combinagdo
particula/aparato considerando-se o trago parcial sobre os estados do

meio—ambiente:

pAS - a2 1M o120 v 1 b1 21 hrd @) 2)¢(F)

(2.26)
s z(t)y ab* I T & 20z + z(t) a*bl | ® 1 ) (5]
O fator de "amortecimento" z(t) é descrito segundo
N
z(t) = ] {cos(2gkt) + 1l aklz - | ﬁklz)sen(Zth) , (2.27)
k=1

de forma tal que, se este fator apresentar-se muito menor gque a
unidade, os termos fora da diagonal do operador densidade efetivamente
desaparecem. As correla¢des entre a particula e o detector sé&o,
contudo, mantidas intactas segundo a "base ponteiro” [Ii), |I)}
caracteristica do aparato.

Da consideragdo de que as constantes de acoplamento {gy} sao
pardmetros randdbmicos, uniformemente distribuidos sob o intervalo
aberto [0,1], e escolhendo Iaol=IByl, por simplicidade, W. Zurek

apresenta o comportamento do fator z(t) segundo a figura 5.

48



~ A — — e
Ml 6 8 1
1\2(1) b
0

] 2 4
O — ——

ol 6 8 f
1\2(1) c
O A
2 4
0
al 6 8 1

Figura 5: O fator de amortecimento da coeréncia segundo a
expressdo (2.27), onde o numero N de dtomos do meio—ambiente constitui-
se, respectivamente, em (a)=5, (b)=10 e (c)=15. A escolha da constante
de acoplamento dtomo-spin, gy, féz-se randomicamente, com distribuigdo
uniforme sob o intervalo aberto (0, 1). Por simplicidade, as condig¢des
iniciais oyl =Byl foram impostas para todos os dtomos, e
conseqiientemente, Z(t) € puramente real. Nota-se o desaparecimento das

recorréncias com o acréscimo do numero N.

Verifica-se que, mesmo sSoOb a considera¢do de um meio-
ambiente relativamente pequeno, N=15, a funcdo temporal z(t) &
praticamente nula por um longo intervalo de tempo. Em func¢do da
evolug¢do unitédria do sistema combinado particula/detector/meio-
ambiente, a informagd@o ndo € irreversivelmente destruida: o decaimento
de z(t) justifica-se em termos da transferéncia de informacdo e nao da

destruicgdo desta. Em se tratando do meio-ambiente enquanto um sistema
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fechado, apdés um intervalo de tempo suficientemente longo, a fungao

z(t) deve retornar a um valor arbitrariamente proximo a z=1.

2.3 — RECORRENCIA E DECOERENCIA DOS ESTADOS QUANTICOS NO PROCESSO

DA MEDIDA

Com base no modelo proposto por W.'Zufek, procedemos a sua
implementacao segundo duas consideragdes distintas: (1) Efetuamos a
termalizacido do meio-ambiente, admitindo o mesmo espagamento de energia
a todos os seus &tomos de dois niveis. (2) Quanto aos autovalores, gy,
relativos & interacdo aparato/meio-ambiente, ao invés de consideréa-los
como quantidades randémicas associadas aos dtomos do meio—-ambiente,
propomos que obedecam a uma lei de poténcia do inverso da disténcia, de
acordo com a proximidade desses &tomos ao aparato. Com isso,
acentuando-se o cardter da reversibilidade inerente ao modelo,
verificamos que o tempo de recorréncia (t,..) € somente sensivel ao
nimero de &tomos que constitui o meio-ambiente. Enquanto caracteristica
mais préxima ao colapso propriamente dito, o tempo de decoeréncia (ty)
apresenta maior sensibilidade com respeito & temperatura gque ao numero
de &tomos do meio-ambiente. A razdo entre estes tempos caracteristicos
(tg/trec) €xibe um comportamento compativel (decrescendo com a poténcia
inversa de N) com O que esperamos ocorra em um processo de medida,
quando se efetiva o colapso ou redugdo do estado quantico conjunto

particula/detector.
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2.4 - A TERMALIZAGAO DO MEIO-AMBIENTE

Quanto & termalizagcdo do meio—-ambiente, ao inveés de
partirmos de um vetor de estado combinado particula/detector/meio-
ambiente, conforme elabora W. Zurek, consideramos inicialmente o

operador densidade

P = Psa®Pua (2.28)

N

onde, em vista dos N atomos que compdem O meio-ambiente, py,~= H Ppma (K) .

kel

Mediante o operador U = IL ® Uy, a evolugdo temporal do operador

densidade, ¢ descrita na forma

N N N
= 1 ®Uk[pAS® 1@ pya (K) } T ® U’
k=1 k-1 k-1

©
+

(2.29)

N
= T ®[Uk Psa ® Pua (k) Ug' } :

O vetor de estado conjunto spin/dtomo, IWSA), relativo ao
operador densidade pg,, apresenta-se conforme descrito em (2.17),
enquanto que o operador densidade py,(k) € obtido considerando-se a

distribuic¢d&o de Boltzmann, tal que

- ﬁ% Eo,* N -BEo ¥
e e
Pma = = —_— (2.30)
Ma -p> Eo yk ]JJl Tr, e ﬁEoyk
Trye * k
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onde supomos idénticos gaps de energia, E, associados a todos os N
atomos, com P=1/kgT, sendo T a temperatura do meio-ambiente e kg a

constante de Boltzmann. Da expansdo do peso exponencial obtemos
e—ﬁEck

v = cosh (BE) 1L - senh(ﬁE)cyk, (2.31)

o que finalmente nos leva ao resultado

-BE BE
(k) _ e e (2.32)
PMa [ cosh (BE) 7Y e cosh (BE) b k}’

desde que Trypg(k)=2cosh(BE) e, por meio das transformacdes em (2.13.b);
W= 1) (L +T) (TI e o, =IL) (U-1T) (TI.

Substituindo py, (k) junto a expressdo (2.29), e denominando
P;, € P, as probabilidades associadas, respectivamente, aos termos

| TY (Tl e I L) (L, obtemos

p(t) = T @ [Uk‘“%m><WSA1 @ [ Pyl T) (Tl + Pogel 1) (L ) Uk+]'(2'33)

expressdo esta que se reescreve segundo
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p(t) = ]/ © [Plkﬁk “ WVea! © 1 T) g ](<WSA‘ ® (Tl g )Uk+
(2.34)

+ Py Uk | 1 Wea) €11 | [ twsal ® (L g | oy’ ]

Retomando o hamiltoniano de interacgdo aparato/meio-ambiente,

expresso em (2.24), obtemos o operador de evolugdo segundo
s AMa
Uk _ e( l/?’-\)_ﬁlK dt _ ngga ® ]LA
+ [cos (gxt) - 1) (1D (Ll + IT) (T1], @l £) ] + | DE (2035

+ isen(gpt) (1) (L - 1Ty ()] @ £ - | =)&) .

De posse deste operador de evolugdo, decorrem imediatamente as

expressodes

Ui W) @ 1T i) = ae @ De 2 eiT), + b’ he e Ty,

(2.36)
Uk(l \VSA> ®|T)k)= aeigktl ™ ®| )@ L), + be—igkt| e | 7)® | L), .
do que resulta
Ul Wea) © 1 T &) (CWsal ® (T1 i) U =
— a2 ezl + b2 dl 81 ) F (2.37)

+ ab* e—Zigkt|T><i| ®| +)(x] + a*b eZigkt|¢><l1 ® | ) (x|,
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Urll wea) ® L)) [(weal ® (L x| U =
a2 T e + 1 b Thd &1 )]

v ab* 219t Ml @ )G +abe P Ld ),

Da substituigdo das expressodes acima expostas Jjunto ao

operador densidade em (2.34), obtemos

N
p(t) =1 al2 1M @) @ T @ (Pl T) (Tl x + Pyl L) (L &)
k=1

N
b2 hdl @l @ T Pyl T) (T + Poyd 1) (L ]
k=1

N . s
+ ab* l T) <\L| ® ’ i> <$l ® U (e_ZlgktPlkl T) (T] k + GZlgktP2k| J_) (_LI k)
k=1

N , .
carbl b o1 m @ @ T @9 i T) (T, + e 219 Pyl 1) (Ll ) .
k=1

(2.38)

Efetuando-se o traco sobre os graus de liberdade do meio—ambiente,
resta o operador densidade relativo & interacdo particula/detector na

forma
pSA(t) = Try, p(t) = 1 al2I M o)z + 10121 &) 3)()

(2.39)
+{zty ab* | H | &1 23] + c.c.),
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sendo que a funcdo temporal z(t) expressa-se segundo

N
-21 21
Z(t) _ k*H'l (e lgktplk + e lgktPZk)
(2.40)

N
= [ (cos(ngt)—»ik(ﬁE) sen(2gkt)),
k=1

onde A (BE)=P;y-P,,=tgh(BE) compreende o dominio [0,1].

2.5 - INTERAGCAO APARATO/MEIO-AMBIENTE

Contrariamente ao procedimento adotado por W. Zurek, que
associa valores randdmicos aos autovalores g, consideramos que a
interagdo entre o aparelho de medida e os atomos constituintes do meio-
ambiente assuma diferentes valores segundo a proximidade desses &tomos
com rela¢do ao aparato. Supomos, para tal, que os 4dtomos do meio-
ambiente distribuem-se de forma homogénea ao redor do aparato em L
camadas esféricas concéntricas. Considerando que a razdo entre 0s raios
de camadas adjacentes seja uma constante, R,,;/R,=s, o numero de dtomos

compreendido numa dada camada serd, conseqguientemente,

ng=n(s3-1) (s)H*, kx=2,3,...,1; (2.41)

onde n; diz respeito ao numero de &dtomos encerrado junto a primeira

camada. Para L=1, decorre que s=1; de outra forma, s>1. O numero total
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de Atomos do meio-ambiente resulta em
N=5 ng-ng(sHt . (2.42)

Conforme j& salientado quanto aos autovalores g, assumimos
que decresgcam com a distédncia compreendida entre as camadas e ©O

aparato, segundo a lei de poténcia do inverso da disténcia

g1

= —E;ET?:T , k=1,2,...,L ; (2.43)

onde o expoente | caracteriza a lei. O autovalor g, no entanto, sera
o mesmo para todos os dtomos relativos a uma mesma camada.
Sob as consideragdes acima expostas, a amplitude de

decoeréncia obtida em (2.40) escreve-se agora na forma
. .
z(t) = J| [cos (2gxt) + iA(BE) sen (2g,t) e, (2.44)

onde relacionamos a cada camada L o numero n, de &tomos do meio-—
ambiente, todos com idéntica interagdo gy.

Segundo a construgdo exposta do modelo de interacgdao
aparato/meio—-ambiente, a fungdo Z(t) obtida em (2.44) & periddica. Para
0 cdlculo do tempo de recorréncia, isto ¢, o tempo em que a amplitude

de z(t) retorna ao seu valor de origem (quando t=0), consideramos a
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temperatura igual a zero, T=0, tal que A=1. Logo, da expressao em

(2.44) resulta

) (2.45)

O tempo de recorréncia relativo & interagdo aparato/meio-ambiente &
entdo determinado tomando-se o menor intervalo para a freqgliéncia

a&=2gL=n/Trec, do que decorre, em vista da lei de poténcia em (2.43),

/3
- U N 2.46
T oo '@Tl)[n_J : ( )

Observa-se que, conforme esperamos acontega, ©0 tempo de recorréncia
aumenta na razao direta do numero total de &dtomos do meio-ambiente, N,
para H>0. Quando consideramos uma unica camada de &dtomos em torno do
aparato, L=1, de forma que N=n,, obtemos o periodo fundamental: =/ (2g;) .
Junto a figura 6, abaixo exposta, apresentamos o comportamento Re(z(t))
vs. git; nas figuras 6.a e 6.b consideramos N=64 e 256, respectivamente,

assumindo em ambos os casos n;=4, s3=2 e A(BE)=0.7.
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Figura 6: Re/Z(t)/ versus g;t para A=0.7, n;=4, =3 e s3=2.
(a) N=64, (b) N=256.
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Evidencia-se, entdo, junto & proporcionalidade direta entre
os parametros T,../N, que o tempo de decoeréncia (decorrido quando do
amortecimento da amplitude Re(z(t)), apresenta-se, para uma situagao
realista, muito menor que T,.; portanto, no intuito de estimd-1o,
devemos expandir a funcdo z(t) em torno de t=0 e também dos multiplos

de T,e. (ver apéndice 2). Em boa aproximag¢aoc, obtemos

2
— T : —
(t . reC) ]elgp(t nTrec), n = 0[ 1121 .. (2°47)

z,(t) = exp {—______7?___
20y

A expressao (2.47) diz respeito a uma fungao harménica modulada por uma

gaussiana cuja largura média apresenta o valor

1/2
1

(s3-1) [ (N/ng) 1 2H3-1]
53 = (53) 273

1 1
291 [n; (1-A2(BE))

(2.48)

}1/2 1+

e onde a freqgiiéncia das oscila¢des de decoeréncia perfaz o resultado

s-1 (N/np)1~W3 -1 (2.49)

Q, = 2A(BE 1
I (B )nlgl + Sp' (33)1_u/3 — 1

Podemos, portanto, através da expressdo (2.47), definir o
tempo de decoeréncia como tD=(2)1/2°u' o qual é sensivel a temperatura
e ao numero de &tomos que compdem © meio—ambiente; conseqlientemente,

verifica-se que somente o meio—-ambiente diz respeito aos comportamentos
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dos tempos de recorréncia e decoeréncia na intera¢do particula/aparato
quando da viabilizac&o do processo de medida.

Considerando-se s3=2, tal qual na construg¢do dos graficos
na figura 6, e para (N/n;)>>1, o tempo de decoeréncia apresenta os

comportamentos

g 176
J N
(tp)p-1 ~ : }1/2 (-] '

2g1[n1 (1-A2% (BE) M
(2.50)

J2

29y [n; (1-A%(BE)

(tD)}LZZ ~ ]1/2 ’

onde verificamos que t, independe de N para WU22. A razao tn/Trec
compreende uma quantidade essencial para a avaliacdo da ocorréncia da
redugdo do vetor de estado, de forma tal que, independentemente das

unidades fundamentais do tempo temos que

(2.51)

)3 ) )
Trec n22 n 1—7»2(ﬁE) 3

Em se tratando de temperaturas suficientemente distantes do
zero absoluto (quando A(BE) afasta-se suficientemente da unidade), a
razdo tp/T,.e., decresce quando se acrescem os valores de N e/ou {. Junto
a figura 7 podemos analisar o comportamento das razdes (2.51) com

relagdo a N para dois diferentes valores de A, 0.1 e 0.9, e para H=1,
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2 e 3; mantivemos n;=4, & semelhanga dos graficos expostos na figura 6.
Observa-se gue, para 21, quando N - ® as razdes (2.51) tendem a zero,
o] que caracteriza, na prdtica, um processo irreversivel, embora a

evolugdo do sistema em questdo seja unitédria e portanto reversivel.

0.05

0.04

0.0l

0.00

Figura 7: Razdo (2.51) versus N. Para todas as curvas n;=4

e s3=2.

Em face das figuras 6 e 7 podemos definir um limite de
colapso, isto ¢, a efetivagdo de uma situacdo tal gue possa ser
caracterizada enquanto colapso da fun¢do de onda, e gue ocorra quando
as oscilag¢des de decoeréncia (veja figura 6), tornam-se fortemente
amortecidas. Com relacdc a gaussiana apresentada em (2.47) tal limite

de colapso ocorre quando (tDQ)uSn/2, condi¢&do sob a qual, praticamente,
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nenhuma oscilacdo aprecidvel sobrevive no processo de decoeréncia; o
decaimento gaussiano domina completamente o colapso.
Observa-se também da figura 7 que & temperatura OK (A=1),
a coeréncia ¢é maxima, ou seja, as oscilagdbes em Z(t) apresentam as
maiores freqgiiéncias conforme mostra (2.49). Neste limite a aproximagéo
da qual decorre © resultado (2.47) é absolutamente improcedente.
" Cabe ressaltar ainda que a consideragdo da lei em (2.43)
quando u%O, implica na impossibilidade de ocorréncia da redug¢do do
vetor de estado; ao contrdrio a coeréncia serad amplificada, como em

geral se observa nos processos naturais.

2.6 - TRANSFERENCIA DE INFORMACAO E MEDIDA

No intuito de colocar o problema da transferéncia de
informacdo no &mbito do processo de medida, comegaremos por generalizar
o modelo apresentado por A. Peres, conjecturando que um detector seja
capaz de discernir entre os védrios graus de liberdade de uma particula
gquando da efetivagdo da medida. Consideramos que este detector, mais
completo, constitua-se de N detectores bindrios independentes, © que

formalmente pode ser representado pelo operador

p-sMDes@e....053, (2.52)

o qual atua sobre o espago de Hilbert do detector gerando, entdo, um
codigo que possibilite a resolucdo macroscoépica dos graus de liberdade

que caracterizam uma dada particula.
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A decomposicdo do operador D na Dbase linearmente

independente
m-sPel@e. . . e1®
m, -1V es@e. ... LM
(2.53)
py=1D 1@ e. ... 60s®

permite-nos descrever o hamiltoniano generalizado de interagéo

particula/detector segundo

® P. . {(2.54)

Os operadores 8 em (2.53) serdao brevemente definidos,
enquanto que os P;’s, projetores definidos no espago das particulas, sao
construidos segundo as regras:

1) Cada P; compreende uma soma de projetores elementares — um particular
sub—-conjunto - escolhidos dentre um conjunto completo de projetores

elementares {Py}, ou seja,

P; =568, Px, 0i6-0,1,... (2.55)

2) A soma em (2.55) ¢ construida de forma tal que o propagador U
desacople cada autoestado, que compde o vetor de estado inicial da

particula, associando-os a estados particulares do detector, dito de
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outra forma, a ac¢&8c do propagador U sobre um estado inicial
particula/detector deve promover um estado final correlacionado,

segundo

U(ID®} &) = | Dd) . (2.56)

Assumindo, conforme A. Peres, que a funcado temporal g (t)
apresente valores significativos somente durante um curto intervalo de

tempo, tal que _f™ g(t)dt=nh/2, o cdlculo do operador de evolucao

N
u- T U; . (2.57)

Apds um numero M de aplicag¢des do operador U; sobre dado estado puro

inicial

M
el ¢ - T 0e S a; 6y, (2.59)
i=1

obtém—se o estado final correlacionado

M ,
D)= Y e Ma; (M. )vel 6y, (2.60)
i=1
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onde e'% sao fatores de fase e ci(TTT...) caracteriza um diferente
ordenamento do i-ésimo estado do detector.

Quanto a transferéncia de informag¢do, no intuito de prover
uma definicao matem&tica para este conceito, W. Zurek (no escopo da
discussdo empreendida por Everett®?)), emprega a definigdo de
Shannon ®® acerca do que se compreende por Informagdo; tratando-se de
um operador estatistico p em um espago de Hilbert N-dimensional, a

Informacado é entdo descrita pela fdérmula

I =1nN- Tr(p 1lnp) . (2.61)

Obtidas as expressdes acima, abordaremos um exemplo
particular com o objetivo de analisar o processo de transferéncia de
informagdo na medida quéntica. Para tal, consideraremos o© estado
inicial puro envolvendo o detector e uma particula com 6 graus de

liberdade (por exemplo, uma particula com spin 3=5/2)

5/2
ly) =1 TThe Y a;lé;, (2.62)
i=-5/2

onde, conforme a equacado (2.59), o "ket" ITTT) diz respeito ao estado
inicial do detector e i¢i) especifica um determinado estado de spin da
particula, tratando-se, respectivamente, a espagos de Hilbert com 8 e
6 dimensdes. Podemos, entdo, verificar o desenvolvimento da correlagdo
particula/detector quando da agdo dos operadores U,;, eq.(2.58), sobre

o estado (2.62) e respectivos estados dele gerados. Conseqgilentemente,
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do calculo dos operadores densidade associados e empregando-se a
definicdo de Informagdo em (2.61), procedemos a andlise da
transferéncia de informagdo que se efetua neste particular processo de
medida.

Explicitando, agora, os operadores presentes em (2.58) , no

gue tange ao problema especifico posto pelo vetor de estado (2.62),

escrevemos
Dy - (A + 4") 81, ®1;,
D, = 1; ® (A&, + A7) ® Uy, (2.63)
D3 = 1; ® 1, ® (A3 + A37)
e
P; = P53+ P 5+ P_yq,
Py=P 3+ Py + Py, (2.64)

P3 = P_l + P+1 + P+3,

onde A e AY correspondem a operadores de levantamento e abaixamento,
respectivamente, enquanto que, as combina¢des em (2.64) foram
escolhidas segundo propdésitos ja& mencionados.

Anteriormente a qualquer interacgdo particula/detector, o que
corresponde ao operador densidade puro pPD=lqh)(qml, do gual decorrem os
operadores especificos ao detector pP =TrppfP e a particula pF=Trpp*P,

obtemos 0s seguintes valores para as informagdes
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IP - 1ns, (2.65)

1P - 1ns. (2.66)

-

Apds o que podemos denominar o primeiro estdgio do processo
de medida, guando o operador U,;, eq.(2.58), atua sobre o estado inicial

(2.62), obtemos o estado correlacionado

~1/2 5/2
lyp) = 1T e T ajléep+ 1 IThe T ajlép, (2.67)

i=-5/2 i=1/2

relativo ao qual, o valor para a informagao referente ao detector

altera-se segundo

-1/2 -1/2 5/2 5/2
1°P-1n8 -1 ¥ laj?in( T lagl?)+ Y lag?in( ¥ |a;l?
i=-5/2 i=-5/2 i=1/2 i=1/2
(2.68)

Quanto ao segundo estdgio do processo, relativo a atuagéo

do operador U, sobre o estado correlacionado Iu@), resulta
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-1/2

lyo) = a g5l ™ e | b_5/p *+ | N e Z: a;l ¢;)

-3/2
(2.69)
3/2
i=1/2
e respectiva informacgdo
I - 1n8 - {1 ag;»1 2 1n | ag 51 2 + | a_s/pl 2 1n | a_g 5l 2
(2.70)
-1/2 -1/2 3/2 3/2 )
% lagl?inl Y lagl?)+ ¥ lagl®in[ 3 1 ajl
i=--3/2 i=-3/2 i-1/2 i=1/2

A por fim ao processo, apés a atuagdo do operador Uz sobre
!u@), 0 estado correlacionado proveniente do terceiro estdgio da medida

é

lwsy) = ag,l TN @1 0 5,00+ agl N el o5,
+ a_1/2| TJAL> &® | ¢_1/2> + a1/2| *LTT) @I ¢1/2>

(2.71)
+ az VI ® 1 03/5) + asl W e ¢5,,),
do qual obtemos o valor final para a informacgdo
5/2
IP-1n8 - Y la;l?%1nlal?. (2.72)
i=-5/2

Observando os estados correlacionados obtidos da atuacgdo dos
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operadores de evolugado em (2.58), podemos construir um diagrama
esquemdtico do processo de detecgdo das correlacdes particula/detector

conforme ilustra a figura 8:

G )G D-Cai -Gt DG - DG ) )

Figura 8: Diagrama esquemdtico do processo de detecgdo de
correlacdes para uma particula com 6 graus de liberdade, conforme

estabelece o estado inicial em (2.62).

Mediante os resultados obtidos para as informag¢des,
relativos a cada estdgio do processo de medida, pode-se facilmente
verificar qgue a informagcdo associada ao detector € continuamente
incrementada. Considerando—se a normalizacédo ai=1/¢6, o valor IP evolui
segundo: 3 1n2 = 4 1n2 — 4 1n2 + | 1n3 - (2/3) 1n2) = 4 1n2 + 1n3. Esta
constatacdo salienta-se do diagrama na figura 8, onde observa-se que,
a cada estagio do processo, o grau de entropia relativo aos possiveis

estados do detector ¢ reduzido; enquanto produto final do processo,
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apresentam-se estados (ponteiros) especificos do detector indicando
resultados especificos sobre os estados da particula.

Evidentemente, a informagdo concernente a particula € também
acrescida no decorrer do processo de medida. Prescindimos, contudo, dos
respectivos cdlculos.

Deve-Sse colocar ainda que a informagdo relativa ao operador
densidade pPD é sempre menor que a soma das informacdes decorrentes dos

operadores reduzidos p¥ e p°, ou seja

IPD < 1P 4+ 1D, (2.73)

o que se evidencia pelo fato de gque o termo Tr(plnp), constituinte da
definicdo de informagado, é nulo quando do operador pFP (estado puro),
enquanto que sempre negativo, ou nulo, quando dos operadores pP e pD
(estados mistos). A diferenca IP+IP-IPP, reside na correlacdo P/D.
Segundo interpreta W. zZurek, primeiramente estabelece—se uma correlagdo
entre observador e oS sistemas constituintes do processo de medida,
particula e detector, apt6s o que, gquando da interagdo que faz
correlacionados esses sistemas, desaparece a correlagdo originéria
envolvendo o observador. Num segundo momento, toma lugar a
transferéncia de informag¢do através da correlagédo particula/detector
para a outra detector/meio-ambiente. Conforme coloca W. Zurek, "a
informacdo, no entanto, ndo é perdida e sim, transferida de um conjunto
de correlacdes a outro". Ndo cabe aqui uma discussdo mais exaustiva do

conceito de Informacdo no ambito da medida quéntica, restando apenas

remeter o leitor as referéncias Jj& citadas.
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2.7 - CONCLUSAO

Evidentemente, o modelo proposto por W. Zurek e as assergdes
introduzidas neste trabalho nao correspondem a um tratamento realista
do que vem a ser a redugdo do vetor de onda no processo de medida. No
fundamental, o produto da descrigdo deste processo, segundo o modelo de
W. zurek, logra a transformagdo da estatistica quantica presente em
Ppuror Para a estatisticé clédssica assegurada em pPpistor O Que Nao esgota
o problema em questdo. Contudo, acreditamos gue ao se acrescentar junto
a evolugdo unitdria da teoria quéntica, a interagdo do meio—ambiente
com o aparato de medida, obtém-se ingredientes que permitem uma
significativa representagdo da realidade subjacente ao processo do
colapso de um estado quantico. Para maiores informagdes, remetemos O
leitor as referéncias [23, 52, 59], as quais contém importantes
consideracdes acerca do tema.

0 fato de que o meioc-ambiente compreende um sistema
macroscépico (N>>1), faz com que os termos n&o diagonais reduzidos do
operador densidade do sistema remanescente particula/aparato (egs.
(2.26) e (2.40)), recobrem a forma diagonal deste operador num periodo,
o tempo de recorréncia, certamente muito maior que o tempo no qual se
efetua uma medida em laboratdério. Segundo a dependéncia do numero de
atomos do meio-ambiente, o tempo de recorréncia pode perfazer a idade
do universo enguanto gue, segundo estimativa de A. Peres (20},
considerando-se a incerteza energia/tempo, o tempo de decoeréncia
compreende a ordem de 107%1s.

Uma interessante extensdo das considerag¢des desenvolvidas

nesta secdo compreende duas particulas com spin -1/2, correlacionadas
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segundo Einstein-Podolsky-Rosen-Bohm, isto ¢, com spin total S=1.
Assumindo que o aparato de medida interaja com apenas uma das
particulas, e refazendo os cdlculos j& considerados para o operador
densidade em (2.26), pode-se facilmente verificar que a unica alteracao
sobre este operador corresponde & presenga dos estados da segunda

particula, ou seja

pS2(e) - lal2 1 DMy erbdi, e )=
sip2 1 hdi e M, el 3G (2.74)

+lap* z(t) 1Tl et T el0G1+ e,

Descartando-se os termos ndo-diagonais em (2.74), apds a decoeréncia,
verifica-se que as particulas com spin -1/2 tornam-se correlacionadas
num sentido cléssico, tal que a informagao obtida pelo aparato de
medida, sobre o estado de uma das particulas, permite inferir sobre o
estado da segunda particula sem que uma medida direta seja sobre ela

efetuada.
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capfTuLo 3

O HAMILTONIANO QUADRATICO DEPENDENTE DO TEMPO:
O OPERADOR DE EVOLUGCZO, REGIOES DE SQUEEZING NO ESPACO DE

FASE E TRAJETORIAS

-

3.1 - INTRODUGAO

Sabe-se (60 que o estado coerente | a), ou quase-clé&ssico, do
campo de radiagdo € gerado por meio da ac¢ido do operador deslocamento

D(a) sobre o vdcuo:

la) = D(a) | O, (3.1)

onde

D(a) = e~/ al? jaa” o-0'a (3.2)

Compondo o operador deslocamento, at e a correspondem, respectivamente,
aos operadores de criagdo e aniquilacdo, conforme obtidos da

quantizagdo do oscilador harménico, tal que

[a,a+]=1, (3.3)

Da definicdo das quadraturas X; e X,, decorrem os operadores

hermitianos descritos segundo
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X, = = (a" + a), (3.4a)

- a) . (3.4Db)

N

A partir da relacdo de comutagdo [X;,X,]=i/2, pode-se deduzir a

expressdo para as variéancias

(AX (1,202 = (61, 2)) - X(1,2)) 2]

(3.5)
=.% ((Aa)?) + ((Aa*)?) + 2(Aa*a) + l),
onde
((Aa)?) = (a®) - (a)?,
((Aa*)2) = (a*?) - (a")?, (3.6)
((Aa*a)®) - (a*a) - (a”) (@) .
A consideracdo das médias que constituem a relagdo (3.5),
segundo um estado coerente, ala) = ala), traduz-se na relagdo de

incerteza minima

AXl AXZ = — (%\ = l) 7 (3.7)

o que motiva a denomina¢do "quase-cldssico" atribuida aos estados
coerentes. A representag¢do, no espa¢o de fase das quadraturas, X, vs.
X,, desta incerteza minima relativa ao estado coerente, compreende a

figura 9 a, onde, conforme se obtém das relag¢des em (3.4), a=X;+iX,.
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Enquanto generalizagdo do estado coerente, o estado
nsqueezed" (61:62) | o, E) da radiacdo ¢ gerado atuando-se o operador
squeezed, S(E), sobre o vacuo, seguido da atuagcdo do operador

deslocamento {(ou vice-versa), tal que

’ la, E) = D(a) S(E) | O), (3.8)

onde

(&) - exp(5& a? - %§a+2) , (3.9)

com €=rei¢, r compreendido como fator de squeezing (ver eqg. (3.12)), e
¢ como a&ngulo de rotagdo do espago de fase (figura 9 b).

Voltando ao espag¢o de fase das quadraturas, a representagdo
da incerteza associada ao estado squeezed, conforme esbogca a figura 9b,

considera as novas quadraturas rotacionadas Y; e Y,, tal que

a = Yl + lYZ = Xl + 1X2 e_i¢/2 . (3.10)

A forma elipsoidal exposta na figura 1 b, déd-se pelo fato

de que as novas variéncias

((AY(1,2))2) - 1 [((Aa)2) e3® + ((Aa*)?) ei® £ 2(( Aa*a)) + 1] (3.11)

o

consideradas segundo o0s estados squeezed, conduzem aos resultados
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((AY;)?) = %.e'zr, (3.12a)

((AY,)2?) - ‘le e?t (3.12b)

Portanto, na dimens&o Y;, deparamo-nos com a possibilidade de uma
variancia.menor que o ruido do vacuo; conseqlientemente em Y,, maior que
o ruido do véacuo, resultados estes que respondem, respectivamente,
pelos semi-eixos menor e maior do elipsdide junto a figura 9.b.
Nota-se, outrossim, gue enquanto o estado coerente é gerado
por termos lineares em a e a', o estado squeezed requer termos
quadrédticos, o que equivale a interacdo do campo de radiagdo com um

meio ndo-linear.

‘ a Y,\ iz b
\
o \ © _wY
> \ /// 6/2 -
X, /// X,
- \

\
\

Figura 9: Relag¢des de incerteza no espago de fase relativas

a um (a) estado coerente e (b) um estado squeezed.
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3.2 - GERAGCAO DE ESTADOS SQUEEZED EM UM CAMPO MAGNETICO

HOMOGENEO

A. Bechler(®3), constatou a geracdo dos estados squeezed,
considerando um oscilador harménico carregado sob a agdo de um campo
magnético homogémeo. O lagrangeano cléssico do sistema expressa-se

segundo

. N (3.13)

onde —c?=(q1, g,) sé&o as coordenadas do oscilador, w; as freqliencias, "e"
a carga, ]_37 o campo magnético perpendicular ao plano E’, e estéd-se
tratando o caso onde k=1, m=1 e c=1. Considerando-se a equagdo de

Hamilton H=Pg-i, obtemos da eq. (3.13) o hamiltoniano quantizado

H = %Z’(afcijaj + aicij*aj+ + aioijaj + ai+0'ij*aj+ ’ (i=1,2, ..) (3.14)
1,7

onde { e o sd3o matrizes bidimensionais, tais que

1/2 1/2
alz (1)2 ®q .
Qii=°)i+a122/2mi r912=921=‘—2-i—[(-c—0—1) - (—0)—2) ],

(3.15)
1/2 1/2
2 A2 w2 w3
ii X312 /2mi 7 G112 = 021 = _—2—_'1- [(m_l) - (m—z) :|

Q
i

O fator oy, provém do desenvolvimento do termo de interacdo do

lagrangeano, onde 1/2 e q- (?XE))=Zijaijqiqj, com a;4=e/2 €;4yBy="0y;. NO
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mais, para os operadores de criacdo e aniquilag¢do decorrem, de forma

geral, as relagdes

1 . Pj
aj = [mu& g; +1 )' (3.16a)

\/g \‘mmi

] 1 . P;
a;’ = — [mmi 9;- 1 ) (3.16b)

\/—2_%\ ‘\/mwi

Assumindo que a atuacao do campo magnético dé-se durante um
intervaloc de tempo finito T, as equac¢des de evolugdo dos operadores em
(3.16) na representac¢dao de Heisenberg podem ser obtidas exatamente, do

que resultam as varidncias

((AX(1,2)) = T cosz(Qt) + (}:I A) senZ(Qt)], (3.17)

onde X4, X5, X, A e Q podem corresponder a qualquer dos modos normais

do oscilador, de acordo com

2
ki =@; +d; , A;=ajp/20;,
(3.18)
2 2 : 2
Q; = (ki ~Aj) 2 = (0 + ajp) ?
Podemos ver, por meio das relag¢des (3.17), que

( (AX1)2)<((AX,)2), e a nitida possibilidade de se obter uma quantidade
1 2

menor que 1/4 (h=1) para a variédncia relativa a X,, caracterizando a
geragdo de um estado squeezed. Para maiores detalhes sobre um tal

sistema fisico, pode se consultar também a ref.[64].
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3.3 - SQUEEZING EM CAMPO MAGNETICO DEPENDENTE DO TEMPO

A generalizacdo do problema tratado por A. Bechler,
consideramos a forma mais geral para o hamiltoniano quadrédtico

dependente do tempo (DT)

-

H(a*,a, t) - £;(t)a‘a + £, (t) a*>

v fy(tyal+ f3()at + f3(tya, (3:19)

onde os operadores a e a’ satisfazem a relacdo de comutagdo (3.3) e os
coeficientes f(t), f,(t) e f3(t) sdo fungbes DT. Este hamiltoniano pode
representar uma particula carregada, imersa num campo magnético
uniforme DT, sujeita a um movimento harmbénico ou, entdo, um unico modo
do campo de radiag¢do submetido a um meio squeezing. A importancia deste
hamiltoniano em fisica quéntica deve-se ao fato de que alguns valores
especificos das fun¢des DT fazem das solugdes da equagdo de
Schrédinger, estados que permitem © "squeeze" da varidncia em uma das
quadraturas expressas em (3.4.a) ou (3.4.b).

Embora o hamiltoniano em (3.19) tenha recebido atengédo em
trabalhos anteriores [33, 37, 65 e 66], no presente salientamos dois
aspectos:

1) Desde gque se impde a resolucdo da eqgquag¢ido de Schrédinger,
apresentamos para tal um método simples, diferente dos anteriores, que
se utiliza, seqgliencialmente, de uma transformacdo unitdria DT e da
diagonalizacd&o de um invariante DT, resultando numa solugdo exata que
compreende um conjunto completo de estados DT. Desta solugdo, obtemos
0 operador de evolug¢do U(t), essencial para a expressdo de operadores

na representacdo de Heisenberg. Verificamos que tais solu¢des dependem
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da resolucdo de um sistema de equac¢des diferenciais né&do-lineares de
primeira ordem. Considerando, entdo, o espac¢o de parametros (espago de
fase), identificamos as regides de squeezing e, conseqientemente, a
ocorréncia dos estados squeezed quando estas regides sao atravessadas
por trajetdrias din&micas dos pardmetros que compdem O espago de fase.
2) Quanto as eqguagdes diferenciais inerentes ao método utilizado, as
quais dependem dos parédmetros fl(ti, f,(t) e f3(t), mostramos que alguns
vinculos especificos entre estes pardmetros possibilita a resolugdo por
quadratura do sistema de equacgdes. Algumas solug¢gdes s&o apresentadas
sem qualquer necessidade de se especificar a dependéncia funcional das
funcdes f(t), e como ilustracdo, procedemos a particularizagdo de

alguns casos, dentre os quais a solucgdo (3.17) obtida por A. Brechler.

3.4 - O METODO DE DIAGONALIZAQKO POR INVARIANTES E

TRANSFORMACOES UNITARIAS DT

No intuito de resolver a equagdo de Schré&dinger relativa ao
hamiltoniano (3.19), consideramos o© método de diagonalizag¢do por
invariantes, conforme desenvolvido por Lewis e Reisenfeld (LR) [38].

Por invariante compreende—se um operador I(t) tal que

= + 1[H, 1) =0 (3.20)

Ao 1invés de propormos algum invariante associado ao

hamiltoniano em questdo, contudo, efetuaremos uma transformacao
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unitdria sobre a equag¢do de Schrédinger

o dly(t)) _ ) 5
i ey Twyey) , (3.21)

com o objetivo de reduzi-la a uma forma que traga a ela associada um
invariante prévio.

Para esta proposta faremos uso do seguinte teorema:

"Se I(t) constitui-se num invariante para um sistema descrito pelo

hamiltoniano H(t) DT,

- + i[.’H(t) ,I(E) =0 (3.22)

decorre que, sobre uma transformacdo unitdria representada pelo
operador S(&) (onde & diz respeito a um conjunto de pardmetros de
grupo), a forma I (t)=ST(E)I(t)S(E) compreende ainda um invariante,

embora associado ao hamiltoniano transformado

He(t) = S*(EYH(t) S(&) + i% s .7 (3.23)

O segundo termo a direita em (3.23) € similar ao referencial da energia
relacionado a transformagdo de referencial em mecénica clé&ssica. O
parametro £ é DT, tal que a derivada temporal junto a eq. (3.23) refere-
se a funcido &(t). Para se provar o teorema acima consideremos a
derivada total de I (t), seguida das substitui¢®es e rearranjo dos

termos, segundo
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ac | dt
+ +
- _afaé_s_)_ + i[SHs* + 1ddst s, 5*15}
+ +
- C;St IS+ s*%% s+ 5195 ¢ i18"Hs, STIS] [ds s, s*rs]
_dS" 16,601 g, 5+79S | jsv N, 115 - 95 15+ 51595 ¢
dt Jt at ! dt dt
ot oI + . dS + _ ~+ dS
—s(.a?+l[}<,f])s+sr_t+srs( S'a“fj (3.24)
dr
= s§*X%-s5 = 0 ,
at

onde a ultima igualdade ¢ vé&lida porque, da eq.(3.22), dI/dt=0. De
outra forma, se I (t) constitui de antemdo um invariante, logo I(t)
resultard igualmente em invariante.

C teorema exposto, e dai a sua utilidade, implica em que,

se lws(t)) € uma solucgdo estdvel da equag¢do de Schré&dinger

; dlys(t))

77— ~ s lws(t)) (3.23)

entdo, ly(t)) serd uma solugcdo estédvel da eq. (3.21), tal que

lw(t)) = S(&) lys(t)) . (3.26)

Segundo o teorema de LR [38], uma solu¢do da equagdo de Schrédinger
constitui-se de um autoestado do invariante hermitiano I (t)

multiplicado por um fator de fase DT. Quanto a I(t), LR asseguram que
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se este admite um conjunto completo de autoestados Im,t), os
correspondentes autovalores A (que constituem fungbes reais) sé&o
independentes do tempo, sendo que esta dependéncia € inteiramente

associada aos autoestados, conforme
I (t) Imtlg=RApimtls , m=0,1,2,... (3.27)

Obtém-se, entao, que as solug¢des da eq. (3.23) descrevem-se na forma

Yo () = X m e, (3.28)

onde a fase de LR, por meio da equag¢do de Schroédinger em (3.25),

satisfaz a relagéao

t

0,5 (t) = £s<m,t’| (15%7 - HS] mt')g dt’ . (3.29)

As solugdes (3.28) sdo estaveis somente quando os autoestados Im,t)g
também o sdo, onde por estabilidade compreende-se que o conjunto de
autovalores km contém um limite inferior, —W<Am.

Desde que os invariantes I(t) e I (t) apresentam O mesmo

espectro de autovalores, pois que
I(t) (Sim,tl) = A,(S|Imtl) , (3.30)

onde S|m,t)s=|m,t), entdo a estabilidade dos auto estados |m,t) implica
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na estabilidade das solu¢des da eguagao (3.21),

(3.31)

-

Pode-se verificar que a fase ¢ invariante sob transformacgdes unitdrias,

segundo as passagens

t
o2 - £S<m,t/| EI—E% - Hs)l m, t’)g dt’

t a +
L‘(m,t/l S(i - S*Hs - i_q_s_s)s*tm,t) dt’

ot dt
f + ) + (3.32)
- [ m e’y 1595 + isst O - H- is% |im ") at’ "
{ [ dt ot dt
t

- l(m,t/l (18_87. - Hjlm,t/>dt/ = Oy -
t

Os resultados apresentados nesta segdo s&do de grande
utilidade mediante a seguinte situagdo: se H(t) constitui-se num
hamiltoniano n&o trivial, por meio de uma escolha conveniente dos
parametros & (os quais devem satisfazer a um conjunto de equagdes
diferenciais acoplados de primeira ordem), torna-se possivel
transformar H(t) num outro hamiltoniano (Hs(t)) para o gqual a solugéo

da equacdo de Schrédinger é conhecida.
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3.5 — O OPERADOR DE EVOLUGAO E A REPRESENTACAO DE HEISENBERG

Aplicaremos, agora, os resultados da segdo precedente ao
hamiltoniano (3.19):

) ¢67) | consideramos o operador

Engquanto operador unitério S (&
de squeeze descrito segundo (3.9), onde S(E)=S(r,¢), o qual perfaz um
elemento do grupo SU(l, 1) com a propriedade S*(r,9)=S(-r, ), e

compreende a transformagdo candnica sobre operadores bosdnicos

a{ . coshr ~eitsenhr ||a
S(r,¢) S (r,9) = _ . (3.33)
a’ ~e ibsenhr coshr a’

Consideramos, Jjunto ao hamiltoniano (3.19), f;=o(t) e
£,(t)=x(t) e't®, onde x(t) constitui um parametro classico real DT
envolvendo a amplitude do campo de bombeamento e a constante de
acoplamento entre este campo e os modos da cavidade. Outra funcao, C(t)
diz respeito a freqiiéncia de bombeamento.

Tratando-se do operador unitdrio de squeeze, resulta da

transformacdo (3.23) o novo hamiltoniano

Ho(t) = Q(tya*a + Fy(t)a® + F3(t)a + g(t) , (3.34)

onde os parémetros DT gque compdem esta expressdo satisfazem
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F3(t) = f3(t) coshr(t) + f3*(t)ei®®) sennr(t) , (3.35a)
Q(t) = o(t) + 2x(t) tghr(t) cos(C(t) - ¢ (t) ) , (3.35b)
g(t) = x(t) tghr(t) cos(l(t) - é(t)], (3.35¢)

desde que as seguintes equagdes diferenciais acopladas tenham a solucdo

r = 2x(t) sen(C(t) - d)(t)) , (3.36a)

b - -20(t) - 4x(t) cotgh(2r(t) | cos(L(t) - (t) ). (3.36D)

Utilizando o método de diagonalizacdo por invariantes,

conforme discutido na secdo anterior, Puri e Lawande (67

obtiveram,
tratando-se do hamiltoniano genérico em (3.34), a solucdo (em (3.28))

da equag&o de Schrdsdinger (3.25), segundo
Vo, m(£)) = ™ slEe) | Do) | m, (3.37)

onde D(B(t)l diz respeito ao operador deslocamento em (3.2),
I m)=D* B(t)) Im, t) constitui um estado de numero, enquanto que a fase de

LR apresenta a forma
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t
bn(t) = - { Qe + 3 [Pyt 0% (e) + Pyt e B(E) )+ g(t') | at’

(3.38)
Quanto ao parametro temporal O (t), obtém-se a expressédo
: t . /
0(t) = 8(0) e ib(t) _ jo-iB(t) £F3(t/) eib(t) gt/ | (3.39)
com
t
B(t) = {Q(t/) dt’ . (3.40)

Portanto, a solucdo da equagdo de Schrédinger original (3.21), conforme

estabelece a relagdo (3.26), pode ser escrita como

Ly, (E)) = V(t) | m), (3.41)

onde o operador V(t) constitui-se da seqiiéncia de operadores

v(t) - y(t) s[E(t) |p[6 (t) [RQ(t) |, (3.42)
Desde que mlm) = a*alm), da fase de LR depreende-se o operador de
rotacgdo
RQ(t) | - e~da"ab(®) | (3.43)
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restando em (3.38), o fator de fase global

, t t
Y(t) = exp —-g-[ﬁ(t) - iw(t/)dt/ + L(F;(t/) B(t’) + c.c.)dt/}

Para -um estado genérico que compreenda

equacao de Schrédinger, temos a expressdo

lW(t))= 5 CplWp(t)) = V(t) ) Cplm, (3
m=0 m=0
da qual segue-se que
VI(0) |y(0))= 5 Cplm . (3
m=0 :
Da substituicdo da eq. (3.46) junto a (3.45), obtemos
lw(t)) = V(t) V' (0) |y(0)), (3.
do que decorre o operador de evolugédo
U(t) = v(t) V' (0) = y(t) S[E(t) |p(B(t) |R(Q(£) |D*(B(0) |sT{E(O) ). (3.

3.

44)

uma solugdo da

.45)

.46)

47)

48)

O comparecimento dos ultimos dois fatores em (3.48) justifica—-se porque

em uma sSituacdo genérica nado é sempre verdade que E(0) e 0(0)

sejam

nulos, tal gue S(&(O)]=D(6(O)]=l, embora, evidentemente, R(Q(O)]=l. Os

termos C, representam coeficientes de expansdao.
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Definido o operador de evolucdo (3.48), torna-se imediato

o cdlculo dos operadores na representacdo de Heisenberg,
b(t) = U'(t) aU(t) = u(t)a+ v(t)ya® + w(t) , (3.4%a)

b¥(t) = u*(t)a’ + vi(t)ya+ w'(t) , (3.49b)

onde os paré&metros U(t), V(t) e W(t) constituem as expressdes

u(t) = cosh(r(t)]cosh(r(o))e-iﬁ(w -
- senh(r(t))senh(r(o)]ei(ﬁ(t)+ d(t) - 6(0)) (3.50a)
v(t) = senh(r(t))cosh(r(O)]ei(ﬁ(ﬂ +o(t)) _
- cosh(r(t))senh(r(o))e—i(ﬁUﬂ - $(0)) (3.50Db)
w(t) - coshir(t)](B(t) - 8(0) e )]+
(3.50¢)

+e i) senn(r(t)|(0(t) - 8(0) e P® )"

Cabe ressaltar que, em decorréncia da relacgdo lu(t)l 2=
lv(t)l %=1, a acado do operador unitério U(t) sobre os operadores
bosénicos a e a¥, correspondem a uma transformagdo candnica do tipo

Bogoliubov-Valatin.

3.6 - FLUTUAGOES DAS QUADRATURAS

Tratando-se o caso especifico de um oscilador paramétrico,

onde f;=0, do que resulta 6(t)=6(0)e'15“) e, conseqlientemente W(t)=0,
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simplificamos consideravelmente o problema. Definindo-se, entao, as

guadraturas na representac¢do de Heisenberg,

(b (£) + b(t) ], (3.51 a)

(b () - b(t) ], (3.51 b)
procedemos ao cdlculo das flutuag¢des dinémicas
(A )2 = &Z - & 2, i=1,2. (3.52)

Efetuando-se as médias em (3.52), segundo um estado inicial arbitrdrio
e independente do tempo, esta expressdo pode ser reescrita em termos

das flutuagbes estdticas ou variéncias apresentadas em (3.6), tal que

((Ax;, ) ?) - % [(Abz(t)> + (Ab*(£)) + 2(Ab* (£) b(t)) + 1]
(3.53)

==_% Fllli v 2(Aata) + (u+ v*)2(Aa?) (u* £ 2 (Aat) + | u ¢ V*!Z},

onde o sinal superior (inferior) diz respeito a i=1(2). Em particular,
a consideragdo das variéncias segundo um estado inicial coerente reduz

as flutuac¢des as formas
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2

Line)y = viie) |2 . (3.54)

(AX; ) %) = -

Da substituigdo dos resultados (3.50), o médulo que compde a expressio

acima satisfaz

lu+ v*| 2= cosh2(r - r,) + 2senh2r senh2r, senz[é L8 ¢°)i

+ senh2r cosh2r, cos¢ ¥ senh2r, {cosh’r cos (2B - ¢) ~+ (3.55)

+ senhzr‘cos(Zﬁﬂ-2¢-—¢o)

14

de forma que, para ry=r(0)=0, as varidncias tornam-se

((AXE,H)2>= %.[%osh(2r(t))i senh(2r(t))cos¢(t) ]. (3.56)
Considerando, mediante o resultado acima, a condigaoc de

squeezing ((Axiﬂgz) < 1/4, obtemos a desigualdade

| r(t)l < (3.57)

’ 4

cosd(t))
coso (t))

N
=
o]

——
==
|+

a qual constitui uma restrig&o do espag¢o de fase (r,¢) as regides de
squeezing, estas repetindo-se periodicamente num conjunto infinito de
intervalos abertos conforme esbogam as figuras 10.a e 1l.a para
((AXLH)Z), enquanto que as figuras 10.b e 11.b demarcam as regides de

squeezing para ((AXLH)Z). Nota-se que a configurag¢do destas regides
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independem dos parémetros que designam o hamiltoniano (3.19), e pode
ser observado que as regides hachuradas de squeezing nas figuras 10.a
e 1ll.a estdo deslocadas com relagdo as figuras 10.b e 11.b por uma fase
. devido aos diferentes sinais estabelecidos na equacdo (3.57). Para um
sistema especifico a ocorréncia de squeezing déd-se quando a trajetdria

de (r(t), ¢(t)) 4atravessa as regides demarcadas.

\
N\

(ax% )

-3 1 T I T
-5 -4 -3 2 -1 1
¢ (in units of =)
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3 ) | | i

2 - -
2

1- ' -

]

[ O 7
—14 -
—2 - L
2
<AX2,H>

-3 T 1 T I

-5 -4 -3 -2 -1 0 1

¢ (in units of )

Figura 10: Regides de squeezing representadas por dreas
hachuradas para (a) {(AX; z)?) e (b) ((AX, y)?). As trajetdrias 1 e 2
correspondem, quanto ao hamiltoniano (3.19), ao parametro f,(t)=xexp (-
2wyt +cy) (oscilador paramétrico ressonante) com c¢;=n/2 e 0,
respectivamente. As figuras a e b diferem entre si por um espagamento

igual a ® entre as dreas hachuradas.
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-7 -6 -5 —4 -3
¢ (in units of =)

—8
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|
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/4,

-3

I
¢ (in units of )

] 1 T
-6 -5 —4

—7

-8

-2

-9

Regibes de squeezing representadas por dreas

Figura 11:

wW2). As trajetdrias de 1 a

com relagdo ao hamiltoniano

’

2y e (b) {(Ax,

hachuradas para (a) { (AX; y)

ao pardmetro

(3.19),

6 correspondem,

2wt) (oscilador paramétrico fora da ressondncia), com 0=,

f,(t)=xkexp (-

Tal qual a figura 10,

3.50, e 0.50,, respectivamente.

3wy, 0.8w,, 3.20,,

O0s Itens a e b diferem entre si por um espagamento igual a T entre as

dreas hachuradas.
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3.7 - ALGUMAS SOLUGOES DAS EQUAGCOES CARACTERISTICAS (3.36)

E SUAS TRAJETORIAS ATRAVES DAS REGIOES DE SQUEEZING

A ndo-linearidade das equag¢des diferenciais acopladas em
(3.36) e o fato da evolugdo temporal das mesmas, envolvendo as funcgodes
x(t), C(t) e o(ty, faz com que, a principio, este sistema n&do possa ser
resolvido por quadratura para uma dependéncia arbitrdria no tempo
destas fungdes. De outra forma, podemos considerar métodos numéricos,
tais como Runge-Kuta ou Predictor-Corrector, para a obtengdo destas
solucgdes gerais. Devemos, contudo, mostrar que sob vinculos
particulares entre as func¢odes DT, restringindo o) grau de
arbitrariedade, torna-se possivel a resolugdo por quadratura do sistema
(3.36), de modo tal a obtermos uma constante de movimento. Abaixo
apresentamos alguns casos particulares dentre outros que, certamente,
podem ser encontrados.

a) Recuperando o resultado em A. Bechler.

Consideremos, desde o hamiltoniano (3.19), que os parametros
f, e f; sejam constantes, reais ({=0) e obedecam a relacao £1-2£,>0 (f;
= 0). Sob estas condigdes, uma solugdo constante das equacgdes {(3.36)
requer ¢,=n e ro=1/41n[ (f,+2f,) /(£,-2f,)]. Embora os parametros de

squeeze sejam constantes, as fun¢gdes (3.50) permanecem DT, segundo

f.
u(t) = cos (At) —.ijé sen (At) ,
(3.58)
(£) = -1 122 (At)
v lTK sen ,
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resultado este j& obtido por H. Yuen®®, (secsio 4.c), onde A=(f,2-
4f22)1/2 e responsédvel pelas variancias das quadraturas que recobram
aquelas devidas a A. Bechler quando da verificagdo de squeezing em

campo magnético homogéneo,

((Ax; ) %) = (3.59)

N
=
4
1

o
0
D
ju

[\
>
&

bl

O sinal superior (inferior) especifica i=1(2), tal que o squeezing
ocorre somente quando da quadratura X, ((AX1JQ2)31/4.
b) Squeezing na Ressonéncia

Definindo-se as seguintes relacdes

o(t) = d() , (3.60)
o(t) + 20(t) = x(t) , (3.61)

e
y(t) = C(t) + 28(¢t) , (3.62)

reescrevemos o sistema (3.36), na forma

r = -2x(t) sen|y(t) - y(t) |, (3.63a)

X = -4x(t) cotgh2r cos|y(t) - y(t)|. (3.63Db)
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Considerando-se, no entanto, que Yy(t)=c, uma constante, eliminamos o
paréametro tempo de forma a restar a equagdo diferencial de primeira

ordem

dr 1
_ = - , 3.64
FH 7 tgh(2r) tg (yx - ©) ( )

-

de cuja integragaoiresulta a constante de movimento
cos( (t) - [(t))senh2r(t) - K . (3.65)

Considerando esta constante de movimento mediante a igualdade

x(t)-c=¢ (t)-L(t), resulta a solugdo das equagdes (3.63), tal que

cosh(2r(t))= h_+ K2 cosh(h(t)), (3.66a)

K

cos(¢(t) - C(t))=

14

I (3.66b)
(1 + K% cosn?[n(e)] - 1|2

onde

A(t) - 4f1<(t) dt . (3.67)

Portanto, verifica-se que, mesmo com a dependéncia temporal
em k(t), ¢ possivel obter uma solug¢do analitica para © sistema de

equagdes diferenciais acopladas quando fY(t) mantém-se constante no
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tempo. Por exemplo, se (t) independe do tempo, o(t)=w,, faz-se
necessdrio que {(t)= -2wyt+c,;, onde c; indica alguma constante. Além do
que, exigindo que x seja também constante e c1=—1t/2, decorre o caso
especifico correspondente ao oscilador paramétrico em regime de
ressonancia (33, onde possiveis solu¢des das equagdes (3.63), para K=0,
apresentam os valores ¢ (t)=-2m,(t) e r(t)=2xt. Neste regime, as fung¢odes

(3.50) simplificam-se nas formas

u(t) = cosh (2xt) e 1%t ,
(3.68)
v(t) = senh (2xt) e ‘¥t
resultando nas variéncias das quadraturas
(Ax2) ) = %[e‘“‘t cos? (w,t) + e 4%t sen? (@, t) },
(3.69)
(AX22,H> = %I:e“t sen? (w,t) + e 4%t cos? (w,t) :|

Constata—-se destas varidncias que o0 squeezing ocorre periodicamente.
Contudo, ao invés de considerar as curvas usuais (AXZi,H) vs. t,
verificamos a ocorréncia de squeezing quando a trajetdria de (r(t),
d)(t)] atravessa as regides de squeezing hachuradas nas figuras 10 a
(para (Ax!; 3)) e 10 b (para (AX?, p)).

Considerando agora c¢,=0, isto €, f2=1<e"21°’t, a solugdo ¢ (t)
¢ acrescida de uma fase igual a mn/2, tal que ¢(t)=—2wyt+n/2, o que
acarreta um deslocamento da trajetdria de (r(t), ¢(t)] obtida no caso

anterior, além do que, observa-se das figuras 10 a e 10 b gque o
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squeezing ¢ afetado em decorréncia desta mera troca de fase, pois que
ha uma reducao da sobreposig¢do destas novas trajetdrias (linha 2) com
relacédo a4s regides hachuradas. Observa-se, por fim, que devido ao
principio da incerteza as curvas equivalentes, junto as figuras 10 a e
10 b, jamais cruzam regides de squeezing simultaneamente.
c) Outra forma de resolugdo para a ressonancia
Consideremos gue exista um vinculo entre os parametros o(t)

e K(t), segundo

o (t) + Nk(t) = A = constante, (3.70)

onde T indica um numero real qualquer. Definindo os parametros

C(t) = 2nf1<(t) dt , (3.71)
x(t) = & (t) + 2At - C(t) , (3.72)

e
y(t) = L(t) + 2A(t) - C(t) , (3.73)

obtemos o conjunto de equagdes

£+ 2x(t) sen(x(t) - y(t) |- 0, (3.74a)

x(t) + 4x(t) cotgh (2r) cos(x(t) - y(t))= 0. (3.74Db)
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Se, novamente, Y(t)=c=constante, noés retornamos ao caso
precedente, embora tenhamos agora dois vinculos, as equacgdes (3.70) e
Yy(t)=cC.

d) Squeezing fora da Ressonéncia

Supomos aqui que o parametro Kk seja independente do tempo,

enquanto que {(t) DT. Definindo as relagdes

x(t) = o(t) - L(t) , (3.75)

~

y(t) = 20(t) + C(t) , (3.76)

transformamos as relag¢des (3.36), tal que

r = -2k seny (3.77a)

% = - Y- 4xcotgh (2r) cosy . (3.77b)

Se considerarmos Y=c=constante, ou seja
2J}o(t) dt + C(t) = ct + ¢, (3.78)

onde c¢; indica outra constante, podemos, entdo, resolver as egs. (3.77)
por quadratura:

Denominando s=2r e ¥=4x, resulta das egs. (3.77)
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$= -« seny , (3.79a)

% = -c - X cotghs cosy , (3.79b)

de forma que, eliminando-se o tempo dentre estas, equagdes, obtemos

-

ds _ K seny

kil (3.80)
ax. c + X cotghs cosy

Trocando a varidvel ¢y para u=—ln(;/c cosy), a relagcdo (3.80)

simplifica-se na forma

du _ u
—_— = tghs . 3.81
15 e cotghs ( )

Numa ultima troca de varidvel, considerando que

w(s)=u(s)-ln(senh s), obtemos

d® _ 0 senhs , (3.82)

ds

relacgdo esta que pode facilmente ser integrada, resultando na constante

de movimento e ®+cosh s, ou seja

cosh(2r(t) )+ _46‘.‘ cos(¢(t) - L(t) ] senn[2r(t)]- &k, (3.83)

onde o valor K remonta &s quantidades triviais r(0), ¢(0) e ((0).

Em particular, se fi(t)=w@,, f,(t)=ket®), [(t)=-ot (otw, e
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f;=0, o hamiltoniano original em (3.19) compreende o oscilador
paramétrico com bombeamento a freqiiéncias fora da ressonancia(3?),
Introduzindo a quantidade real admensional M=4x/c, com c=2wy-w, decorrem
trés diferentes solugdes relativas ao valor ITN assumido

i) Se Inl>1, depreende-se as relag¢des

2 2 _ 2 _
cosh(2r(t))= _Eii__ It JK + M b coshEi_lL___L t)—-l], (3.84)

cos(¢(t) . wt)= s K - cosh(Zr(t)) , (3.85)

Twcosh%Zr(t)]— 1

onde o sinal na eq.(3.85) & escolhido tal que cos¢$(0)20. Se r(0)=0,
resultando em K=1, as equacgdes (3.84) e (3.85), tornam-se,

respectivamente

(3.86)

nsenh[ZKn2_>l t]
-
senh(r(t))— (nz—-l;k/z

14

N
=
=] ~»
I
(=Y
o+
N—

’ (3.87)

senh(
cos(¢(t) +(ot)=

an coshz(z_“____ m? - 1 t)— 1

n

ii) Para Ini<l e K>(1—n2Y“2, a solucdo (3.84) altera-se,
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conforme

cosh(2r(t))=

K [1_|m k2 - (1 - 1% COS(Ml—T\Z t)] (3.88)

1- 12 K \ 1

enquanto que a eg: (3.85) persiste. Quanto ao caso onde r(0)=0, com K=1,

obtemos

(3.89)

sen[zﬁi;;ﬂi t)
cos(¢(t) + mt]== il ' (3.90)

Jl-nzcoszEzfﬁL;_ﬂi t)

n

As trajetdérias de (r(t),¢(t)] através das regides de
squeezing, correspondentes as figuras 11 a e 11 b, expdem as curvas 1
e 2 (5 e 6) relativas a Inli>1 (<1), para os valores w=w; e 3m; (®=3.50,
e 0.5m,), respectivamente. Podemos, através destas figuras, verificar
a alteracdo das trajetdrias e, conseqglientemente, do squeezing, guando
consideramos valores maiores ou menores que INi=1. Para INl>1 o
pardmetro r cresce de forma monoténica com o decréscimo de ¢, enquanto
para I Ml <1 observa-se uma oscilacgdo periddica do fator de squeezing.
Todas estas trajetdrias exibem uma ocorréncia periddica de squeezing,
embora os periodos de transito pelas regides de squeezing sejém

distintos; especificamente para IMNl >1 ocorre um decréscimo destes
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periodos com o acréscimo do parametro r. Quando W=20, (N=%) recuperamos
O caso ressonante.

iii) Para IMl =1, o que se verifica somente quando 0, =204-4%,
para 2my+4x, as solugdes s&o consideravelmente simplificadas, tal que,

para r(0)=0 e K=1, temos

senh(r(t))- 2xt , (3.91)

cos(¢(t)+—mt = 1. (3.92)

Desde que ¢ (t)=-ot, decorre a relacao imediata entre os pardmetros de

squeezing r e ¢,

(3.93)

cujas trajetdrias, expostas pelas curvas tracejadas nas figuras 1ll.a e
11.b, correspondem as linhas 3 e 4, para ®; € O, respectivamente.
Identicamente ao caso onde Ml >1, observa-se que r cresce de forma
monotdénica com o decréscimo de ¢, embora a origem das trajetdérias tenha
se alterado para (0,0) em contrapartida a (0,mn/2) (casos i e ii). Esta
alteracdo dd-se pelo fato de que nas egs.(3.86) e (3.87) ou (3.89) e
(3.90), o limite IMi-=1 €& considerado independentemente de qualqgquer
valor de t. Todas as curvas que exemplificam os trés casos consideram

k=0.3w;, enquanto que o tempo é compreendido em unidades de g

Eg’-‘ﬁc — SERVCO D BIBLIOTECA E
Nl e NTAQ




3.8 - GERAQKO DE SQUEEZING DEVIDO A UM OSCILADOR CARREGADO

OU UMA PARTICULA CARREGADA EM UM CAMPO ELETROMAGNETICO DT

Nesta segdo pretende-se considerar o© desenvolvimento
anterior, quanto a técnica de diagonalizagdo por invariantes, num
enfoque mais especificamente fisico do problema da geracao de
squeezing(2a69). Consideramos, para tal, uma particula, a gqual pode
constituir-se num oscilador isotrépico, de carga e e massa M, movendo-
se num campo magnético axialmente simétrico definido pelos potenciais

vetor e escalar, respectivamente

E=%B(t)]€><f, (3.94)
e
.1 e 2
¢*—2"1\7C'§n(t)r 14 (3.95)

onde k indica o versor ao longo do eixo de simetria, perpendicular as
componentes cartesianas x e y, com r2=x2+y2. B(t) e M(t) dizem respeito
a fung¢d®es DT, arbitrdrias e continuas por parte, e ¢ a velocidade da
luz.

O hamiltoniano quantizado relativo ao sistema em questéao

compde-se de termos perpendicular e paralelo, na forma

2
H=_2_1_1\.4%—_‘2_2i) ced - H o+ ¥, (3.96)

onde
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HL= -ZlM(sz + py2 + _I;QZ(t) (x2 + y2) - %mc(t)Lz , (3.97)
e
Hy - -+ p,2 (3.98)
I Tﬁﬁpz . .

L,=XPy~YPy: constitui-se na componente z do momento angular, além do que:

e (1 .2 WU R (3.99)
e
_ €
oc(t) - = B(t) . (3.100)

Nota-se que H», descrito em (3.98), trata o movimento axial
de uma particula no campo eletromagnético e, portanto, este termo serd
ignorado com relagdo ao hamiltoniano geral posto gque envolve um
movimento trivial, perpendicular ao eixo de simetria.

Procedendo—-se a mudanga do referencial de laboratdério para
0 de Larmor, devemos considerar uma transformagdo unitdria sobre a

equagdo de Schrédinger

i o (t) o 0
Hilwie)) = (){Xy R Lz)l y(t)) = 1%\3?1 w(t)) (3.101)
onde desacoplamos o hamiltoniano (3.97) segundo o termo de Larmor e
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_ 1 2 2 M2 2 2
ﬁ?Y"jﬂq Py* + p,2+ 7.9 (t)(x +y ). (3.102)

Por meio de um operador unitdrio V, considerado mediante a eq. (3.101),
logramos

: v {0V . eg(t)
1%\_B?II|IL(1:))— Eﬁ\% \% +__2___

VL2V+ + Vnyv+ )| v (£)), (3.103)

onde |y (t))=Vly(t)). Considerando ihoV/dt=w.(t) /2 VL, obtemos que
V=exp (1§ (t)L,), com E(t)=+1/2k [* w,(t")dt . Logo, desde que [HyyrLz1=0,
a equacgdo de Schrbdinger, através do referencial de Larmor, escreve-se

segundo

Hey W (E)) = i%\_aa? L wy (E)) . (3.104)

Vale frisar que, fazendo M#0 (N=0), em (3.99), temos que o
hamiltoniano (3.102) descreve um oscilador harménico (particula
carregada) sujeito a um campo eletromagnético DT, de forma que tal
sistema constitui-se numa extensao daquele investigado por A.
Bechler(®3) ¢ M. Abdala (64,

No que segue, empregaremos os operadores a; e a;* (i=x, y),
conforme definidos em (3.16). Contudo, para © caso em questdo, sob a
consideragao de um campo eletromagnético dependente do tempo, estaremos

de posse dos operadores de Heisenberg

1 . Pl(t)
a;, glt) = —— (mmt) g;(t) + i ] (3.105a)
Jok JMQ ()

107



P.(t)
IMQ (£) i (t) + i ) (3.105a)
( V )

Considerando B(t)=By0(t), onde O(t)=0 para t<0 e O(t)=1] se t>0,
recobramos a representagdo de Schrédinger , egs.(3.16), com Q(0)=w,.
Conforme (3.99), wy diz respeito a freqiéncia do oscilador associada ao
campo elétrico M#0, constante.

Da substituigdo das relagdes (3.105), com t=0, Junto ao

hamiltoniano (3.102), obtemos

Hypta®, a, t) =3\[91(t)(a;ax*‘1/2) + gz(t)(a;?+ a,

(3.106)
+ gl(t)(a;ayﬂ»l/Z) + gy (t) a§2+ éj)],
enquanto que,
-%.mc(t)Lz= R[ig3ﬂﬂ(a;ay—-axa;]], (3.107)
onde
1 (o)) . .| (3.108a)
g (t) = @ [ o, ) + 11,
1 [few P, (3.108b)
gy (t) 7 9 ( o ) 11,
e
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g3(t) = =S B(t) - _é(oc(t) : (3.108c)

Tratando-se do hamiltoniano (3.106), as eqgquagdes de
Heisenberg podem ser obtidas segundo as relag¢des ik dai,H/dt=[ai,H,ny,H]

. + _ + . .
e ik da%; g/dt=[a%; g, H,, g), das quais conseguimos

Ax, H -1f;(t) -21f,(t) 0 0 8x, H
dt | a, gy 0 0 —1fy(t)  -2if,(t) || a,p )
a*, n 0 0 2if,(t) ify(t) a*,
Restringindo a relagdo (3.109) ao subspago X, escrevemos
ax,H ax,H
—-C-i— + = M(t) + [ (3.110)
dt ax,H aX,H

onde, servindo-se das matrizes o de Pauli, M(t)=-if; (t)0,+2f, (t)o,.
Relacgdo idéntica a (3.110), obtém-se para o sub-espaco y, com ay,g > ay, 5
e a'y g a’y -
Para o tratamento da dependéncia temporal dos campos B e 7,
e considerando-se somente uma das componentes (x ou y) do hamiltoniano

K

X, y’ tal gque podemos escrever

H(a*,a, t) = £,(t) (a*a + 1/2) + £, (t) [a*® + a?), (3.111)
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recobramos o oscilador paramétrico conforme abordado desde a segao
(3.6) (a menos do termo 1/2 f4(t) gque ndo corrobora qualquer alteragao],
e respectivos resultados (69,

Para o retorno do referencial de Larmor ao de laboratério,
sob a consideragéO’do operador unitdrio V considerado em (3.103), as

componentes x e y dos operadores na representagao de Heisenberg,

satisfazem

dy,H = bx(t)COS(A(t)]+ bysen(A(t)), (3.112a)

a;J1= b;(t)cos(A(t))+ b;se”LA(t)), (3.112b)

onde os operadores (bx,b+x) e (by,b+y) encontram-se definidos em (3.49),

+

com relacadao a operadores de Schrédinger (ay,a’x) e (ay,a+

g) s

respectivamente. Consideramos, em (3.112), que V=exp[A(t)(a+xay—axa+y)],

onde

Aty = 2 l‘mc(t’) dat’ , (3.113)

de forma que, procedendo-se ao cédlculo das flutuagdes nas quadraturas,
segundo a consideracdo de um estado inicial arbitrdrio (ver eq. (3.53)),

obtemos os resultados
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((AX; ) ?) - 717 [2[ uz viZ(A(at,a,) )t (ut v)2(Aa?) + (u* = v)?2 <Aa+zx>

a

+ | u+ v 2ilcosz(A(t) ) + [2[ ut v¥? (A (a*,

+ (u* + V)Z(Aa+2§>+ | u + V*IZJsenz(A(t))

(3.114)

Para um estado inicial coerente, em ambas as componentes x e Yy, Oocorre
que (A(a*,a) )=(Aa*?)=(Aa?)=0, de modo a recuperarmos o resultado (3.54).
Concluimos, entdo, que as flutua¢des nas quadraturas independem do
referencial quando se considera as médias com relacdo a um estado

inicial coerente.

3.9 - CONCLUSOES

Retomando as figuras 10 e 11, é importante notar que a cada
ponto do espago de fase (r,¢) associa-se uma elipse de incerteza (ver
figura 12) relativa ao sistema em estudo, onde a=e ¥/2 e b=ef/2
(egs. (3.12)), correspondem aos semi-eixos principais, enquanto que ¢/2
demarca o &ngulo entre o semi-eixo menor da elipse rotacionada e o eixo
das abscissas do sistema cartesiano de referéncia. Segundo esta nog¢ao,
as variancias expressas em (3.56) representam os valores maximos de
projegcdo da elipse rotacionada sobre os eixos cartesianos originais

(x,y), conforme indica a figura 12 e as equacdes
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<AXiH>= chos(¢/2)f +(asen(¢/2)f},

<AX£H>= ﬂacos(¢/2)f +(bsen(¢/2)f].

A Y
3exp (-s)
~ =T\ _
(ay X
lexp(s)
..... ‘}-.........'.........
~((AX)D) 1~

Figura 12: Elipse de incerteza relativa ao estado squeezed
do vdcuo atraveés da qual expde-se a agdo dos pardmetros s e ¢ sobre as
dimensbes e orientag¢do dos eixos relacionados. As proje¢bes da elipse
sobre o0s eixos originais X e Y determinam as flutua¢des nas

quadraturas.

112



Uma vez que 0s parédmetros r e ¢ sido DT, a elipse de incerteza
altera a sua forma e seu angulo de rota¢do com a evolugao temporal.
Além do que, quando o parametro de squeezing compde uma funcao
oscilante no tempo, em torno de r=0, O que ocorre para as trajetorias
5 e 6 nas figuras 11, h& uma alterndncia entre os semi-eixos maior e
menor. Obviamente, quando r=0 a elipse se reduz a um circulo, e para
¢=nm, com n=0, 1, 2, ..., 0s eixos da elipse coincidem com aqueles do
referencial cartesiano.

Considerando a figura 10.b, por exemplo, verifica-se que
dentre a regido de squeezing centrada em ¢=0, de onde partem as
trajetdérias 1 e 2, esta ultima exibe um maior pronunciamento do efeito
de squeeiing (maior pardmetro de excentricidade das elipses associadas
a cada ponto da trajetdria) que a primeira, abrangendo também um
intervalo maior do angulo de rotac¢do. Quando estas trajetdrias cruzam
pela préxima regido de squeezing, centrada em ¢=-21, embora a
trajetdéria 2 continue a apresentar maior squeezing que a trajetdria
l, esta ultima persistird, agora, por um maior intervalo angular,
caracteristica esta que se repete por todos os demais momentos de
squeezing. Ademais, com a evolugdo temporal do sistema, constata—-se uma
diminui¢&o nos intervalos angulares durante os quais dé-se o efeito de
squeezing que, em contrapartida, acentua-se a cada ocorréncia.

Tratando-se do oscilador paramétrico fora do regime de
ressondncia, observando-se a figura 11.b, por exemplo, percebe-se que
as trajetdorias de 1 a 4, correspondentes a [InNnl 21, comportam-se
basicamente segundo a interpretacgdo do pardgrafo anterior. Quanto a
Inl <1, situagdo ilustrada pelas trajetérias oscilantes 5 e 6, o

pardmetro de squeezing (ou excentricidade das elipses) ¢ limitado sobre

113

,Fsc —_— SEchx)DiﬁmBUOTECA E
l%ﬁCHwACAC




um certo dominio engquanto que o intervalo angular de rotag&o, relativo
a cada regiao de squeezing, alterna-se periodicamente num comportamento
contrdrio as demais trajetérias. Portanto, embora quando Ini>1
(bombeamentova fregliéncias préximas da ressonéncia) o grau de squeezing
alcancado seja maior que aquele em |M/ <1 (bombeamento a fregiiéncias
distantes da ressonéncia), a periodicidade com que ali se obtém o
squeezing, por sua vez, € um tanto mais escassa.

Embora, segundo diferentes métodos(37/69/87)  tenha-se
procedido & abordagem do hamiltoniano geral DT em (3.19), a
contribuicdo do trabalho aqui exposto consiste de um empreendimento
simples e elegante segundo a utilizagcdo do método de invariantes de
Lewis & Riesenfeld. Deste, a solug¢do da equagdo de Schrédinger, implica
em que se resolva as equagdes diferenciais caracteristicas (3.36), as
quais envolvem os parémetros f;(t) do hamiltoniano. Para solugbes
estédveis as variéncias das quadraturas devem depender dos parametros DT
r(t) e ¢(t), que definem um espago de fase, no qual, enquanto um novo
aspecto, mostramos que o fenbmeno squeezing ocorre somente quando as
trajetoérias ( r(t),¢(t)) atravessam regides definidas de squeezing.
Verificamos, no mais, que algumas rela¢des entre os parametros £, (t),
permitem a solucgdo por quadratura das equa¢des (3.36), independente da
dependéncia funcional do tempo.

Como ilustracdo do procedimento desenvolvido, abordamos o
modelo simples do oscilador paramétrico, desde que consiste de um
hamiltoniano quadrédtico DT cujas equa¢des caracteristicas perfazem as
solugdes apresentadas nos casos b e d da segdo 3.7. Situagdo menos
trivial e mais realista envolve o hamiltoniano que descreva um meio

onde o processo de dissipagado/amplificacdo se faga presente. Este
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hamiltoniano deve conter forcas estocédsticas DT e serd o objeto do

préximo capitulo.
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capfTuLo 4

O HAMILTONIANO QUADRATICO DEPENDENTE DO TEMPO

E O PROCESSO DE AMPLICAGAO/DISSIPAGAO

4.1 - INTRODUGAO

O tratamento do problema da dissipagdo de energia em
mecanica quéntica remonta aos hamiltonianos fenomenoldégicos de

Caldirola(70) e Kanai ("1,

Explicitamente dependentes do tempo, estes
hamiltonianos podem ser deduzidos do lagrangeano posteriormente
proposto por Havas 1), do qual decorre também o hamiltoniano

dissipativo n&do-linear de Kostin{72),

originalmente deduzido da equagéo
de movimento de Heisehberg. OQutro método considerado para a construgdao
de hamiltonianos dissipativos deve-se a Albrecht ('3 e Hasse’, o qual
propde uma nova classe de operadores de fricgéao nado-lineares, sob a
condicdo de gque o principio de correspondéncia seja satisfeito
requerendo-se a validade do teorema de Ehrenfest.

O caminho para a abordagem da dissipa¢&o quantica, segundo
os métodos acima expostos, consiste na resolugdo da equacdo de
Schr&dinger e andlise do comportamento da fungdo de onda, ou na
construcdo de pacotes de onda (conforme observa—-se nas referéncias [75,
76], respectivamente). Entretanto, apresentam-se dificuldades inerentes
a este procedimento; essencialmente a violagdo do principio da

incerteza quanto ao hamiltoniano de Caldirola/Kanai, ao passo que O

hamiltoniano nao-linear de Kostin viola o principio da superposigdo.
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Maiores detalhes podem ser encontrados junto a ref.[74].

Quando da descrig&o de um hamiltoniano fenomenoldégico que
pretenda considerar O pProcesso gquantico de fricgdo, 0s efeitos do meio
responsavel pela perda de energia podem ser simulados por um termo
decorrente de uma forga proporcional a velocidade da particula (a
semelhan¢a do tratamento clédssico), além de outro termo responsavel por
flutuagdes (correspondente a uma forga eStocastica), de acordo com a
equacdo cléassica de Langevin. Originalmente, a importancia da forga
estocdstica na abordagem quéntica da dissipacdo foi apontada por

Senitzky(32).

(77Y  foi o primeiro autor a

Ao que parece, Svin’in
considerar uma abordagem mais conveniente da dissipag¢do gquéntica
através do hamiltoniano de Caldirola/Kanai, complementando—0 com uma
forca estocdstica. Assumindo um pacote de onda que resulte em solugdo
da ‘equacdo de Schrédinger, o autor procede & construcdo de funcdes
distribuicado para a posigdo e momento separadamente, combinando médias
quantica e estatistica, pelo que torna-se possivel obter valores médios
estatistico—quénticos. Messer (78 desenvolve um tratamento idéntico em
consideracao ao hamiltoniano de Kostin.

Outra abordagem da dissipagao quéntica considera o
movimento browniano de uma particula inserindo—a num reservatdrio
térmico constituido de osciladores harmdnicos independentes. Assume-se
gue a particula browniana seja também um oscilador harménico acoplado
aos demais que compreendem O feservatorio. Quando se considera o limite
de um numero infinito de osciladores no reservatério, O movimento da
particula ¢ descrito pelas equagdes de Langevin ou Fokker-Planck.

Segundo este procedimento enfatizamos os trabalhos de Ford e
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outros (79, Ullersma‘®®, e Louisell(®l), nos quais a assergdo do processo
markoviano € essencial para gue se assegure a irreversibilidade do
fenbmeno.

A partir do lagrangeano de Havas, Brinati e
Mizrahi (®2),propdem um tratamento mais adequado dos problema
dissipativo, fazendo uso da equagdo quantica de Liouville. Decorre,
entdo, que os valores médios das quantidades de interesse sdo obtidas
de forma mais natural atrévés de uma funcdo distribuig¢do que constitui
solucadao da equac¢d3o de Fokker-Planck. Este tratamento pode ser
considerado como o andlogo quantico daguele desenvolvido por Wang e
Uhlenbeck (83) para a equacdo de Fokker-Planck.

No principio da década de 80, A. Caldeira e A. Leggett
imprimiram um considerdvel avang¢o ao estudo do problema da dissipacgdo
quantica. Em linhas gerais, os autores consideram a técnica de
Feynmann/Vernon‘sG)da integragdo funcional aplicada & evolugdo do
operador densidade sistema/reservatdrio, onde o propagador ¢ definido
pela acao cléssica renormalizada em presenga do banho. Segundo este
procedimento, sdo abordados o movimento browniano quantico(®¥, o

(39,85)

tunelamento quéntico em sistemas macroscépicos dissipativos e,

mais propriamente no &mbito da medida quéntica, verifica-se a
influéncia da dissipacao sobre a coeréncia quantica. (¥

0 trabalho relativo a este capitulo procede a consideragdo
do hamiltoniano quadrédtico DT, (3.19), no contexto do problema da
dissipacao/amplificag¢do de energia. Para tal, recobramos o procedimento
de Havas, onde além de um fator integrante a simular a dissipacgdo,

inserimos forcas estocédsticas através dos termos lineares em (3.19).

Segundo certas aproximacgdes, a consideracéao da técnica de
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diagonalizagdo por invariantes associada ao novo hamiltoniano, permite-
nos obter o operador de evolugdo temporal e as gquantidades fisicas

decorrentes.

4.2 - O HAMILTONIANO DISSIPATIVO

Conforme esclarece a introdugdo, com o objetivo de se
considerar o hamiltoniano expresso em (3.19) no ambito de um processo
dissipativo, deve-se proceder, primeiramente, & simulagdo dos efeitos
devidos ao banho térmico, o que faremos através da associacdo de uma
lagrangeana similar a de Havas, ao hamiltoniano em questdo. Além do
que, os efeitos dissipativos provenientes do banho estéao vinculados as
flutuac¢des inerentes ao processo. Tais flutuagdes, provéem de ruidos
na cavidade, os gquais sdo simulados por funcdes estocdsticas associadas
aos parémetros DT multiplicativos dos termos lineares, at e a, em
(3.19).

A lagrangeana relativa aquela proposta por Havas, para a

abordagem do movimento de uma particula cldssica sujeita a fricgdo, €

descrito, para o caso unidimensional, segundo
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2

.2
Sgrg, ) - ! 9"+ gl2xg senl(t) - A(t)]|- & ®y? - 4x?
1-2 % cos(t) K | | T(
ol
-~ g Wy (F*(t) + F(t))(l - %( cosC(t)}
\2(00 0
) 2
+ 2kA (t) senl (t) } A ?ft) ert (4.1)

onde m,;, diz respeito & freqliéncia do campo na cavidade, enquanto C(t)
relaciona-se a freqliéncia do campo de bombeamento de forma a ser
definida.Também jd& definido, x(t) compreende a amplitude do campo de
bombeamento e a constante de acoplamento entre este campo e 0s modos da
cavidade. A for¢a estocdstica encontra-se presente na lagrangeana
através da func¢do temporal F(t), além de implicar no paré@metro complexo

DT

A = L [P - Pty (4.2)

f2wq

O parametro A, por fim, representa a constante de fricgcado relativa ao
banho térmico.
A lagrangeana cldssica acima descrita, a menos do fator de

At (posteriormente inserido), é decorréncia, via

dissipagdo e
transformacdo de Legendre H=pq—i, do equivalente <cldssico ao

hamiltoniano (3.19), ou seja
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2
- b 1 2.2 K 2.2 _ 2
Hez (prar t) _7_+ ?.mo g + o @% q p )cosC(t)

(4.3)

- 2m0qpsenC(t) - 1 (F*(t) +.F(t))moqv+ 20 A(t) p

20)0

A energia cinética € designada pelo primeiro termo da hamiltoniana; o
ultimo termo compreende a forg¢a estocdstica, enguanto que os demais,
segundo e terceiro termos, correspondem & energia potencial.

Definindo, junto a lagrangeana (4.1), a nova coordenada para

a posigéo

decorre diretamente a relagdo para 0 momento candnico

P = aﬁ\’(Ql Ql t) At/2 .

= (4.5)
30 be

O momento cinético ou mecdnico, no entanto, definido como p.;,=d,

satisfaz a relacgédo

Pein = G = (1 ~§; cosC)'pe"kt—»ZKQ'senC4-A., (4.6)
(¢}

ao passo que a proépria coordenada g refere-se a posicdo real, a qual

define a posigdo virtual Q.

Da considerag¢do do lagrangeano sob as novas coordenadas Q

e Q, a transforma¢do de Legendre permite-nos obter a hamiltoniana
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cléssica dissipativa na forma

1 2K 2 A
Hep(Brort) = 5 11 E;J.cosC(t) P +—L§ 2x senl (t) | QP
C2a e ez s 00 |1 2K coor ey |o? (4.7)
’ 2 )

0

At
+ @y [F*(t) + F(t))|e 2 0.

Procedendo-se & quantiza¢do do sistema descrito em HCL(P, Q, t),

recorremos aos operadores bosdnicos nado-hermitianos

1

A= (Z”F\coo) K ((oo)“{ + 1’15} , (4.8a)
1

a* = (2hwg) Z [wo% - 1P), (4.8b)

tal que, considerando a forga F(t) como um "c-number", recuperamos a

forma em (3.19), segundo

H(A",A,t) = £1(t) ATA+ £,(t) (A%)2 +£,(t) A2 + f3(t) A" + 3 (E)A . (4.9)

Dos novos parametros DT incluidos em (3.19), em particular

f;(t) corresponde & frequéncia do campo na cavidade, ®W,, a0 passo que
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£u(t) = x(t) e 30 4 % , (4.10a)
e
oMt
f3(t) = F(t) (4.10b)
20)0

Deve-se observar que o hamiltoniano relativo aos bperadores
candnicos, do quél deduzimos H(A*, A, t) ndo corresponde a energia; diz
respeito ao gerador do movimento de um sistema dissipativo aberto. No
entanto, associados a&as grandezas fisicas de interesse, decorrem os

operadores a e a* que se relacionam aqueles em (4.8), segundo

- (4.11a)
a-e % A,
e
- e—l‘z’f A (4.11b)

conforme deduz-se da definigdo (4.4) e relacido (4.6).

4.3 - O HAMILTONIANO DISSIPATIVO EM REGIME SUB-AMORTECIDO

O método de diagonalizagdo por invariantes, apresentado
anteriormente, serd considerado no &mbito do hamiltoniano dissipativo
obtido em (4.9). Segundo procedimento similar aquele desenvolvido junto

a segdo 5, capitulo 3, a consideracdo da transformacgcdo unitdria (3.23),
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permite-nos reescrever o0 hamiltoniano dissipativo em quest&o sob a
forma apresentada em (3.34), desde que a solugdo das equacdes

diferenciais acopladas satisfag¢am

rf= 2 (t) sen(C(t) - ¢(t)]—.% cos(¢(t)), (4.12a)
¢ = -20(£) - 4x (¢) cotgh(2r(t) Jcos(L(t) - ¢ (t) |- A sen(¢ () , (4.12b)
senh(2r(t) |

O sistema de equagdes acima obtido consiste daguele descrito
em (3.36) acrescido dos termos referentes a dissipac¢do, e em virtude
destes, ndo é passivel de solugdo analitica. Contudo, podemos contornar
esta dificuldade, no intuito de se recuperar o sistema acoplado em

(3.36), sujeitando o hamiltoniano dissipativo a transformagdo candnica

B = glA + g2A+ 7 (4.13&)

B+ = gl*A+ + gz*A ’ (4.13b)

desde que os coeficientes constantes satisfagam Igllz—[g2|2=1. Através

dos novos operadores B e BY, o hamiltoniano (4.9) ¢é escrito na forma
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H(B*,B, t) = [fl(l gyl 2+ | gz 2) - 2f,019," - 2f2*91*gz}B+B

+

(fZglz v £ - ‘909192)3+2 + (C.C. )BzJ

(4.14)

“+

(f391 - £3°g,|B" + (c.C. )B}

+ g gzl2 - féglgg* - fé*gi*gz .

O termo multiplicativo de (B*)2, em (4.14), feita a

substituigdo de f,(t), equagdo (4.10), consiste em

gi2x (t) e 18 g% (t) eib(®) 4 i—i‘ 51? - 0%) - @gaiay .

No entanto, a consideragdo de gj=coshy e'?/?2 e g,=senhy e 1%/2,
possibilita-nos eliminar os dois ultimos termos da expressao acima
quando escolhemos x=3n/2, e tgh2y=A/2w,. Dos termos remanescentes,

fatorando-se o coeficiente glz, obtemos

» 2 . .
K (t) g 2 | e () o %(.2_(}:)0) e~1i2x g1l (t)

A restricdo do sistema ao dominio onde a constante de
fricgdo € muito pequena com relagdo a freqiiéncia do campo na cavidade

(isto ¢, A<<2m0), permite-nos simplificar o hamiltoniano em (4.14),

segundo
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H(B*,B,t) - £f; (t)B*B + £,/ (t) B*2+ £,/" (t) B2+ £5 (t) B+ £3/" (t) B+h' ().

(4.15)

onde os paré&metros DT reduzem-se a formas tais que
Fot) = £ [1g11 2+ 1 gl 2) - 26,(8) 019," - 26" (£) 192 (4.16a)
£, () = g2k (r) e 18E) (4.16D)
£3' (£) = gyf53(t) - gofs™ (t) . (4.16¢)

B (t) = @y (gy)? - £,0195 — £29132

As expressdes acima obtidas, sob o regime sub—amortecido,
em especial a forma compacta na qual se expressa fz'(t), redimensionam
o hamiltoniano original, (4.9), segundo os moldes do problema tratado
no capitulo 3, fato este que possibilita a diagonalizagdo por

invariantes do hamiltoniano dissipativo descrito em (4.13).

4.4 - HAMILTONIANO DISSIPATIVO E EQUAQKO DE SCHRSDINGER

Sob a consideracd3o do operador unitdrio de squeezing,

descrito no espa¢o rotacionado dos operadores B e BY,

sE )] - exp(%é*(t)Bz - %6(t)B+2),

retomamos a transformacdo unitédria (3.23), no &mbito do hamiltoniano
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simplificado em (4.15),do que decorre © hamiltoniano transformado

Ho(t) = Q (£)B*B+ F3 (£)B" + F§ (£) B+ g (t) . (4.17)

As expressdes para os parametros DT, segundo

Fg/(t) = fg/(t)cosh(r(t)]+ f;*(t) ei¢(t)senh(r(t)), (4.18a)
Q' (t) - o(t) + 2K((t))tgh(r(t)]sen(C(t) - ¢(t)], (4.18b)
g’ (£) - x(t) tgh(r(t) | sen[C(t) - o (t) ], (4.18¢)

verificam-se mediante a solug¢do das equag¢des diferenciais acopladas, na

forma

r==—2K(t)cos(C(t)-¢(t)], (4.19a)

) 4.19b
¢ = —20(t) - 4x(t) cotghl2r(t)] sen(L(t) - ¢ (t) | ( )

recuperando, esssencialmente, o sistema obtido em (3.36).
Considerando-se a solucdo da equagdo de Schrddinger,
revisitamos os resultados obtidos por Puri e Lawande, a semelhanga da
secdo 5, capitulo 3. Em se tratando do operador V(t), eqg. (3.41),
reobtemos expressdes idénticas para a fase de LR, ¢,(t), para o

pardmetro DT que compde o operador deslocamento, 0(t), e para o
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operador de rotagdo R(Q’(tﬂ . O fator de fase global presente no

operador V(t) em (3.42), apresenta, agora, a forma

t
£,/ (e) dt’ + i(F{(t/)e(t/) + c.c.]dt’]

<
t
|
0]
]
o]
|
W
1
o))
t
|
S+

Deve-se observar, contudo, que os pardmetros relativos ao hamiltoniano
(3.15), estdo compreendidos no espa¢o dos operadores B e B*.

Deduzido o autovetor da equacgdo de Schrddinger, segundo os
pardmetros acima redefinidos, obtém-se o operador de evolugdo que, tal
qual os demais operadores ou autovetores relativos a diagonalizacg&o do
hamiltoniano dissipativo, apresenta forma idéntica aquela (eq.(3.48ﬂ
do problema anterior. Esta identidade deve-se & prdpria construgdo do
problema, estabelecida pela associag¢do das transformag¢des unitdrias ao
método de diégonalizagao por invariantes, conforme expde a se¢do 4 no
capitulo anterior.

De posse do operador de evolugdo, a formulagdo do problema
no a&mbito da representacdo de Heisenberg, compreende 0s operadores no

espago rotacionado

B.(t) = U (£)BU(t) = u' (£)B+ v (£t)B* + w

; (t) . (4.21)

e respectivo adjunto BH+(t). Os parémetros DT u’ (t), v’ (t) e w’ (t),
constituem expressdes idénticas aquelas em (3.50).
Retornando ao espac¢o original dos operadores A e A*, através

da substituig¢do da transformacdo (4.13) em (4.21), podemos escrever a
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relagdo

A (t) = u(t)A + v(t)A" + w(t) , (4.22)

desde que os operadores DT que dela participam satisfagam as expressoes

u(t) = u () + U gyl 2u’ (£) + gifgzzv/(t))_ C.C.], (4.23a)
v(t) = 2g17 g Im{u’ (£) | + g7 2 v (£) - g2V (t) (4.23Db)

e
(4.23c)

Pode-se verificar que, em ambos os espag¢os, referentes aos

operadores (A, A*t) e (B, BY), estamos diante de transformagdes do tipo

Bogoliubov-Valatin, onde

lul2-jvi2=1u'12-1v%2=1. (4.24)

Associando, por fim, a relagdo entre operadores fisicos e

candénicos considerada em (4.11), & representagdo de Heisenberg em

(4.22), dispomos dos operadores que traduzem as quantidades do problema

e remontam ao hamiltoniano (4.9), na forma

a,(t) = e Mt/2 A (t) - B(E)A+ T(£) A" + W(t) , (4.25)

onde @(t)=eM/2y(t), v(t)=eM/2y(t) e w(t)=e M/ 2w (t).
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4.5 - AS EQUAGOES CARACTERISTICAS (4.19)

Conforme o procedimento adotado no capitulo anterior, sob
a imposicdo de vinculos entre as fungdes DT que restrinjam o grau de
arbitrariedade do sistema (4.19), & possivel resolvé-lo por quadratura
e, em decorréncia, deduzir uma constante de movimento.

Acentuamos que as solug¢des delineadas junto a secgdao 7 do
capitulo 3, segundo os vinculos espeCificos considerados junto aos
itens a, b, ¢ e d, aplicam-se diretamente & presente situagdo. Nesta
secdo, entretanto, restringimo-nos & adaptagdoc do que compreende oS

itens b e d, dentro e fora da ressondncia, respectivamente.

a) O regime de ressonancia

A resolugdo que abaixo delineamos, equivale aquela obtida
no item b, seg¢do 7 do capitulo anterior, onde analisamos O squeezing no

regime de ressonéncia. Sob a consideracdo das relacdes (3.60, 61 e 62)

exigidas naquele item, o sistema (4.19) assume a forma

r = —2K(t)cos(x(t) - Y(t)), (4.26a)

% = 4x(t) cotg(2r) sen{x(t) - y(t)]. (4.26b)

Fixando y(t)=c (constante), de forma a eliminar o parametro temporal,

escrevemos
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dr 1
= - - 4.27
v - tgh (2r) cotg(x C] , ( )

de onde obtemos a constante de movimento

sen(¢(t) - C(t))senh(2r(t))= K . (4.28)

O desenvolvimento da expressdo (4.28), sob a considerag¢do da igualdade
x(t)-c = ¢(t)-L(t), conduz a uma solugdo do sistema (4.26), exatamente
idéntica aquela do capitulo anterior (item a da segdo 7), segundo as
expressdes (3.66 e 67).

Sob o regime de ressondncia, quando o(t)=w,, obtém-se que
C(t)=—2m0t+c1, com c; constante. Quando, além disso, impomos que k seja
constante, decorre o oscilador paramétrico amortecido em regime de
ressonancia, tal que, para K=0, obtemos como possiveis solugdes das
equacdes (4.26): ¢(t)=-2wyt-n/2 e r(t)=2«xt. A diferenca de fase entre
© valor da fungdo ¢(t) acima obtida e aquela referente & ressonancia no
capitulo 3 (onde ¢(t)=—2m&j, decorre de uma escolha apropriada da
constante c; mediante a necessidade de reobtermos os resultados do
problema anterior quando, neste, desprezamos o} processo
dissipagdo/flutuag¢do. A saber, retomando as equagdbes (4.23a e b), para

A=0, obtemos, respectivamente,

u(t) = u’ () = cosh(r(t))e‘iﬁ(“ , (4.29a)
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V(t) _ iV/ (t) _ Senh(r(t) ) el(ﬁ(t) + ¢(t) + n/2) , (4.29b)

relagdes estas que recobrem as expressdes ressonantes em (3.68),

gquando, mantido o wvalor r(t),

-

d(t) = (t) - I (4.30)

por &(t) indicamos a quantidade referente ao problema anterior (&(t)=—
2mpt) .

b) Fora da ressonéncia

Seguindo o desenvolvimento exposto no item d da secdo 7,
capitulo 3, para a solucéo do sistema (4.19) fora do regime de
ressonancia, consideramos constante o parémetro X enquanto mantemos
C(t) DT. Retomando as defini¢des (3.75) e (3.76), reescrevemos O

sistema (4.19) na forma

r = -2k cosh (2r) cosy , (4.31a)

X = Y + 4x cosech (2r) seny . (4.31b)

Tratando-se do caso onde fy=c=constante, segundo os moldes do
desenvolvimento anterior, podemos resolver por quadratura o sistema

(4.31), de forma a obter a constante de movimento

cosh(2r(t) | - 4_c“ sen(¢ (t) - L(t))senn(2r(t))- K (4.32)
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relacdo esta que se associa ao oscilador paramétrico imerso em meio
dissipativo e com bombeamento n&o ressonante, conforme descreve o
hamiltoniano (4.9), através de seus respectivos parametros temporais em
(4.10 e 11), e [(t)=-20t (w*wy). Definindo a quantidade admensional
N=4x/c, com c=2(wy—®), trés solugdes do sistema (4.26), semelhantes
aquelas do capitulo anterior, decorrem com relagdo a escolha do valor
de |nl .

Diante das consideragdes que abrangem as expressdes em
(4.29), ocorre que os resultados do capitulo anterior, relativos a
quaisquer dominios da quantidade |1 (>1, <1 ou =1}, sdo todos
recuperados, desde que consideremos a relagdo (4.30). Entao, as
solugdes em r(t) sado absolutamente idénticas, enquanto que aquelas em
¢ (t) diferenciam-se por uma fase igual a m/2.

Por fim, cabe esclarecer que a resolucdo do sistema (4.19),
segundo as considera¢des do item b, deve-se tratar a equacdo (4.16a),

segundo a restrigdo xA<<wyw, tal que f’,(t)=£f;(t)=0y.

4.6 — GRANDEZAS FISICAS E O PROCESSO DISSIPAGAO/AMPLIFICAGAO

Quando do cdlculo das flutuagdes das quadraturas no capitulo
anterior, secdo 6, abordamos o <caso particular de um oscilador
paramétrico, considerando nulo o parametro DT, f;3(t), multiplicativo dos
termos lineares junto ao hamiltoniano. Na atual situagdo, conforme
descreve a equagdo (4.10b), f3(t) persiste enquanto descrigdo de forgas
estocdsticas relativas ao processo dissipac¢do/flutuacdo, forgas estas

que se fardo presentes junto aos operadores de Heisenberg, através do
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paré&metro DT W(t)=e'“”2w(t). A partir da equacgao (4.23 c), para a

descricdo de w(t), efetuadas as devidas substituic¢des, decorre que

t .
w' (t) = -icoshr(t) e iP(® _I; (F(e)Ap(t") + F (£ ) Ay(t) | elPlED) A /2 gt

1 t * * 7 . 7 / /
+ isennr(t) e*P(®) ¢ l (F (¢ Ay (£) + F(EH Ay (t )| e D At /2 g,
(4.33)

“onde
A (t) = -2 lgycoshlr(t)] - g,* e®® senh(r(t) ]|, (4.34a)
1 e [z ] - g ( )_
e _
A,(t) = 1 g*’ei¢“)senh r(t) | - gpcoshlr(t)|]. (4.34Db)
2 e () ] - gycosh( )_

Desde que a expressdo (4.33) comparece quando da obtengéo
das propriedades fisicas de interesse na representagao de Heisenberg,
devemos proceder ao cdlculo de médias no ensemble das fungotes
estocdsticas, o que realizaremos segundo a consideragdo de um processo
markoviano.

Sob a consideracdo deste processo(®®) supoe-se forgas
estocdsticas cujas oscilacdes evoluem muito rapidamente com o tempo, de
forma tal a anular suas médias no ensemble. Quanto & correlagéo
(F(t)F(t’)), tem-se valor nulo quando | t-t’| >T,, onde tcconstitui—se num
tempo minimo no qual F(t) altera-se apreciavelmente, denominado tempo
de correlacdo. Conseglientemente, o0 m&ximo valor para (F(t)F(t’)) ocorre
para t=t’e decresce a zero quando |t-t’|=T.. Considerando que 1. seja

muito menor que os tempos caracteristicos do sistema, pode-se escrever
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F(t) F(t) = 2d d(t-t") , (4.35)

onde a constante de difusdo d, determinada mediante o teorema da
dissipacgao-flutuagdo, expressa a magnitude das forcas estocasticas
através de sua relagdo com 0s parametros fisicos correspondentes a
cavidade. E exatamente esta relagdo gue preserva O principio de
incerteza quando de um pProcesso dissipafivo.

Para o trabalho em guestdo, contudo, desde que as forgas
estocdsticas correspondem a fung¢gdes complexas, as quais podemos supor
da forma F(t)=Fei®®) com ¥=(2d)1/2, recobramos o significado de um

processo markoviano através da aproximacdo de fases aleatdrias, tal que

27
1 i(d(t) - o(t)) y
- le( Vo - 8(0(t)-¢ ()] .

Dessa forma, s&do nulas as médias

F(t)F(t') = F*(t)F*(t") = 0, (4.36a)

enquanto que a hipdtese (4.35) é satisfeita para as correlacgdes

F*(t)F(t') = F(t) F*(t") = 2d d(t-t’) . (4.36Db)

Conforme resultado obtido por Wang e Uhlenbeck(83), se
assumirmos que a fung¢ado F(t), além de puramente aleatéria, representa

um processo gaussiano, decorrem as seguintes propriedades

135



F(ty) F(ty) .. -F(tap) = 0 n=1,2,3,... , (4.37)

F(t) F(ty)....F(ty,) = F(t;)F(ts) ~ F(ty) F(tq)----
(ta) Fitg) {t2n to%os * 7 k 1 (4.38)

0s pares

A soma considerada em (4.36) envolve todos os diferentes modos nos

-

quais se subdividem as 2n fung¢des F(t), em n pares , requerendo que se

utilize as relacdes (4.35 e 36).

4.6.1 - Flutuag¢des das Quadraturas

Definidas na representacdo de Heisenberg, conforme expdem

as equacgdes (3.51), no capitulo anterior, apresentamos as quadraturas

(af(t) * ay(t) ], (4.39a)

N} =

X, 5 = % (an(t) - ag(t)) . (4.39b)

Desenvolvendo-se o cdlculo das flutuag¢des dindmicas, por
meio da expressdo (3.52), onde consideramos as médias segundo um estado

inicial arbitrdrio e independente do tempo, obtemos

<(AX1-,H)2>= % {2| a+ v 2(Aa*A) £ (U

+

7%)2 (AA?)

. 4.40
i(ﬁ*iv]z<AA+2>+| g+ 9|2 + 2|Re(W2) + ( )

+
=
B
N~
~
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expressdo esta que acresce sua equivalente do problema anterior,
equacao (3.53), do termo relativo aos ruidos na cavidade. O sinal
superior (inferior) indica i=1(2). A considerag¢do das variancias com
relacdo a um estado inicial coerente simplifica as flutuagdes dinémicas

em (4.40), na forma

{| d+ 9|2 £ 2|Re(W2) %] mZ}}, i=1,2.  (4.41)

ub'l—‘

(Ax; p2) -

Desde que as fun¢des DT que compdem as flutuagdes (4.41) nao se limitam
aquelas do problema anterior (r(t) e ¢(t)], conforme indica o resultado
(3.56), nao ¢ possivel para o sistema em questdo a abordagem do
squeezing no espag¢o de fase.

Tanto as flutuagdes das quadraturas gquanto as demais
quantidades fisicas que constituirdo o nosso estudo, n&o sdo passiveis
de resolucdo analitica fora do regime de ressondncia, em conseqgiiéncia
das integrais envolvidas em (4.33). Portanto, limitamo-nos, doravante,
4 apresentacdo de expressdes analiticas somente para a situagdo
ressonante, quando os resultados da se¢do anterior, item a, possam ser
considerados.

A comegar pelo desenvolvimento da expressdo obtida em
(4.41), onde os termos relativos a flutuagdo de origem estocédstica
desenvolvem—-se conforme indica o apéndice 3, obtemos dentro da

ressonédncia, o resultado

137



e— 2 2
at
<(AX- )2>==_l o (4x-M)t cos” (wyt) . o ket sen¢ (wyt)
i, H 4 sen? (wyt) cos? (wyt)
(4x-A)t _ _ - (4k+A)E
2
sen” (wgt)  akemyt 4 4o
+ i_d 2 _ A sen (20)01:) 1 e ( )
4 o cos? (@gt) 20 I T K
2
cos” (@ot) (kM) t
" P lsen? + o sen (200t) | 228 , i-1,2.
sen‘ (wyt) 20 Ix — X

Para a andlise do comportamento assintético da expressio

(4.42), consideramo-na segundo a média em ®yt, do que resulta a forma

§ (AXi,H)2>>(Dot B _}} %‘ (e Ae-be e‘(4"+’~)t]

(4.43)

. dli1- e—(4x+?~)t 1 - e(4|c—7k)t
o, 4k + A 4x - A

Quando A=4x, o comportamento assintdético das flutuacdes nas

quadraturas é linear com o tempo, tal que

S5\ . 1 d
((AX; 5)2) ?—@t . (4.44)

Em adigdo aos regimes sub-amortecido (A<<2w,;) e ressonante,
responsdveis pela resolugdo analitica do problema, consideramos para a
verificagdo dos limites assintéticos, o vinculo entre as constantes de

amortecimento e acoplamento dos campos, tal que A>4x. Dentro dessa
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imposicao adicional, onde a constante de fricgdo apresenta-se
suficientemente pequena mediante a freqgliéncia do campo na cavidade e
suficientemente grande mediante o acoplamento entre os campos, de forma

a viabilizar a competicdo entre a dissipagdo e a amplificagdo, observa-

-se que
im (A Z) - 2 =
Lin ((Ax; p2)= g - (i=1,2) (4.45)
[ 1 d 1 1 cotgh(’f\coo/ZkT)
t—lfol<(AX1'H) ) 2 Mg 1 - (4x/M? 4 1 - (4x/M)2

Quando, de outra forma, consideramos A<4xk, reobtém-se o
resultado (4.45), enguanto que as flutuag¢des das quadraturas divergem
no limite t — oo,

O comportamento <?£§;};2> vs. Wyt encontra-se exposto junto
as figuras (13 a e b), onde impde-se , respectivamente, os vinculos
A>4x e A<4x. Considerando cotgh(hwy/2kT)=1, tal que d=A/2, fixamos
k=0.025m,, com A=0.15w; e 0.08wy. As curvas pontilhadas representam os
valores médios em wyt das flutuagdes, conforme a expressdo (4.43), os
quais perfazem estreitamente os limites previstos. Os efeitos de
squeezing fazem-se presentes em ambas as situacgdes, A> ou <4k,

conferindo as flutuag¢des relativas aos pares X; e X,, um deslocamento

de fase imposto pela relagdo de incerteza.
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(a)

= 0025 o, Cd =2

60 80 100

Figura 13: (Oﬁxbﬁdz) versus @yt para-a ressondncia, onde 0s
itens a e b, com A=0.15w, e 0.08w,, correspondem aos dominios A>4x e
A<4M, respectivamente. Fixamos A=0.025w, e d=A/2. As curvas tracejadas

representam os valores médios em Wyt das flutuagdes.
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Através de uma andlise numérica detalhada, verifica-se que
em ambos os dominios A> ou <4x, os efeitos de sgueezing s80 mais
pronunciados & medida em gque se incrementa a quantidade 4x com relacgao
a constante A. Quando A=4x, os menores valores das flutuagdes sé&o
coincidentes em um e outro dominio, tal que a mdxima quantidade de
squeezing para A»4x, coincide com a minima em A<4x.

Desde que os efeitos de squeezing s&o provenientes do
bombeamento paramétrico no hamiltohiano, decorre que a intensificagéo
da interacdo entre os campos (cavidade e bombeamento), responde por
efeitos mais pronunciados de squeezing. Portanto, verifica-se que o
incremento do parametro de acoplamento X, bem como uma menor
dessintonizagdo Aw=w-w, (conforme veremos), indicam um aumento do
squeezing.

Quando através do aumento da temperatura do banho elevamos
o valor da constante de difusdo, observa-se a eliminacdo dos efeitos de
squeezing, dado gque os termos relativos as flutuagdes de origem
estocdstica sdo dominantes na expressao (4.41).

Quanto ao dominio n&do ressonante, recorremos a integragdo
numérica para a resolucdo das flutuag¢des nas quadraturas segundo a
expressado (4.41). Para este dominio, conforme descreve o item b, da
secao 4, fazem-se possiveis trés diferentes solugdes do sistema (4.26),
em fungdo da escolha do valor M=4x/c [>1, =1 ou <1}, com k>0 e c=2(m0—
o . Cumpre, entdo, que se considere a andlise das quantidades fisicas
segundo o grédfico de |Nivs.o (figura 14), pelo qual observa-se que a
situacdo n3o-ressonante compreende as curvas assintdticas, simétricas

de ambos os lados do ponto de ressonancia w=o.
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Figura 14: A esquematizagdo grdfica do parametro admensional
N em fungdo da freqiiéncia de bombeamento ®, informa sobre a competigdo
dissipacdo/amplificagdo através da relacgdo entre a dissonéncia Aw e o
acoplamento k. De outro modo, O pardmetro M baliza oS limites de Aw,

relativos aos quais hd a predomindncia de um ou outro comportamento.

A divisdo em TM=1, no gréfico M vs. ®, equivale ao limiar
entre os comportamentos periddico (M<1) e exponencial (M21) no que diz
respeito aos parametros de squeezing e, conseqiientemente, as grandezas
fisicas decorrentes.

As figuras (15 a, b, c e d), compreendem a evolugé&o temporal
das flutuacdes nas quadraturas, atraves do ramo esquerdo da figura 14,
quando, respectivamente, ®=0.2w;, 0.9, 0.945m; e 0.95wy, valores aos
gquais associam-se M=0.0625, 0.5, ~0.91 e 1.0, através dos parametros
comuns A=0.15w®,, k=0.025w; e d=A/2.

Quanto & figura 15 a, nota-se, apds uma breve regido
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transiente, que as flutua¢des nas quadraturas exibem um comportamento
periédico onde as oscilag¢des centram-se no valor de minima incerteza
k/4. Através da figura 15 b, quando tornamos a interagdo entre os
campos mais efetiva com ®=0.9%w,, mantendo a constante de fricgdo A,
observa-se o incremento das flutua¢des nas quadraturas tanto acima
guanto abaixo do-valor h/4. Este comportamento serd salientado & medida
em que se eleva a freqiiéncia de bombeamento dentro da regiao de
comportamento periddico M<1.

A regido de instabilidade que se observa quando N=0.91,
figura 15 ¢, é um prenuncio do comportamento exponencial que define o
dominio M21. A proximidade da fregiiéncia de bombeamento daquela na
ressondncia responde tanto pelos valores subitamente elevados das
flutuacdes quanto pelo imediato amortecimento dessas quantidades.
Quando do limiar em mN=1, figura 15 d, verifica-se a divergéncia
exponencial da qual constituir-se-&o as flutuag¢des nas quadraturas para
T>1, motivo pelo qual deixamos de apresentar figura referente a esta
regiso.

Comportamento andlogo aos expostos pela figura 15 € obtido
considerando-se os pontos simétricos aqueles dos itens a, b, c e d,
junto ao ramo direito do grdfico Mvs.w. Entretanto, diante dos valores
maiores para as freqgiiéncias do campo de bombeamento, as oscilag¢des das
flutuagdes nas quadraturas fazem-se mais intensas.

Em se tratando dos efeitos de squeezing, com relag¢do a
figura 15 ou sua equivalente no ramo w>w,, oObserva-se que a intensidade
do squeezing estd na razdo inversa com a dessintonizagdo Aw=0-;.
Conforme j& esclarecido, uma interag¢ao mais efetiva entre os campos na

cavidade e de bombeamento corresponde a quantidades mais acentuadas de
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os itens a, b, c¢ e d compreendem, respectivamente w=0.2w,, 0.9%,
0.9450, e wy—2x (M=0.065, 0.5, ~0.91 e 1.0). Fixa-se A=0.15w,, ¥=0.0250,

e d=A/2.
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4.6.2 - Energia Média e Flutuagl@o de Energia

O operador energia, através do qual esperamos caracterizar

mais apropriadamente a competigdo dissipag&do/amplificagdo presente no

modelo, define-se na forma
(h=1) (4.47)

~

E = (DOaH+aH ’

através da relacado (4.23), decorre

Do desenvolvimento desta definigéo,

a expressao

E = o [; vl2+ (1 a2+ V[z]A+A+ u*va*? + uv*a?
(4.48)

avlal?,

* + ~*W

a qual, efetuada a média no ensemble, E, simplifica-se através da
eliminacdo dos termos lineares em A e AY, conforme estabelece a relacdo

(4.37). A consideracdo subseqgiiente da média da energia com relagdo a um

ao resultado

leva, finalmente,

estado coerente | a),

w2 . (4.49)

®

Tratando-se do regime de ressonédncia, e definindo o=| a| e,

do desenvolvimento analitico da expressdo (4.49), obtemos
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1 A
7 To,

~
tepl

) = @y {e M |senn? (2xt) + senh (4xt) sen (20,t)

| al 2 |cosh (4xt) +

+

senh (4xt) sen (2oqyt)

5>
o

+

| al 2 |senh (4Kt') + _TZ”_o_cosh (4xt) sen (2w4t) [cos®
0

- 2| al 27_;‘_. [cosh2 (2xt) sen? (wgt) + senh? (2xt) cos? (©yt) |sen®
0
1 d A 1-e~ (4K+A)t A 1-e (4x-A) ¢
+ = — |[1- = sen (2oyt -1+ sen (20pt) |—m———
2 COO 20)0 0 ) 4+ A 2(1)0 0 4 - A
(4.50)

Efetuando-se a média em Opt, o) resultado (4.50)

simplifica-se na forma

—= - 2 A,
<<E>>m0t - wpie At|:senh2 (2xt) + | o (cosh (4xt) (1—7663611@)
A (4x- 2 (4.51)
_a-dx+A)t _ K-A)t
+ senh (4xt) cos® |[+ L 9 |1-€ - 1-e ,
2 ®g 4x + A 4k - A
através da qual deduzimos os comportamentos limite
— d ace |t
vn (B, ~ 5 (1 57 .53
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. = }\, ®=0 2
lim ~ oy al 4l1 - sen® | =" w4l al ¢, .

Quando consideramos nulo o campo de bombeamento, com k=0,
o resultado (4.53) recupera exatamente aquele obtido por Brinati e
Mizrahi(®?). Tratando-se de um oscilador harménico sujeito a friccado, e
considerando gque o sistema esteja em equilibrio térmico com o banho, no

limite t — o, decorre do teorema da flutuacdo/dissipacgao

' (4.54)

2 2KgT

onde kp indica a constante de Boltzmann.
Reescrevendo, pois, o limite (4.53), segundo a perspectiva

exposta por (4.54), decorre que

o w. Cotgh (_;()_O-
1 (F oyt = = - (4K}§T (4.55)
x

Procedendo-se ao célculo da flutuagdo da energia
< (AE)>2=<E2>—<E>2, obtemos, efetuando-se a média segundo um estado

coerente, o resultado

148



Z]aizen@ _ (4.56)

O desenvolvimento do termo | w| 4 consta do apéndice 3. Com o objetivo de

simplificar as expressodes,

apresentamos o resultado ressonante da

flutuacdo (4.56), considerando-se as médias efetuadas primeiramente no

vdcuo, tal que

((AE)?) - émoze‘z"t enh? (4xt) +

d A

+ 2 — (cosh (4Kxt) +

g 0

- |senh (4xt) cos (204t) +

{sen (2wgt) &1—7;‘6651] %

20

A

+ |senh (4xt) sen (2wpt) + 22_

0

A
o, senh (8xt) sen (2m04t)

A
- Senh (4xt) sen (2wyt) J(le ,2m_Osen (2opt) &1)

sen (2mgt) )cos (20,t) &;

cosh? (2kxt) sen? (wyt) + senh? (2xt) cos? (wpt) ):!

&i + 12 - 4_2_%sen(2®ot) ‘51‘5/1] .

(4.57)
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onde

&1 _ e;»t - e—4Kt N e;\-t _ e4Kt (4.58)
‘5; Ix + A T T ax - A

Quando da consideracdc das médias com relacdo a um estado

coerente | a), devemos acrescentar ao resultado (4.49), a expressdo

A
5 - msen(Zwot))x

o

(DOZe—Kt e(SK—l)t(l + 2 A sen (2(‘00t))+ ad_{e(bc—l)t(l N

E - A sen (2wyt) «51)- [e(';““")tcos (200t) + A sen (20gt) }:os (20qt) &, -
2w 20

0

e (4x"Mtsen(2wyt) + 2

e';'t(cosh2 (2xt) sen? (wgt) + senh? (2xt) cos? (wgt) +

8>

(5.59)
1 _ Ay 2
— senh (4xt) ]Isen (2o4t) &, mélﬂ 2l al ¢ .

Considerando-se a média em wyt da expressdo (4.57), a

flutuacdo da energia ¢, entdo, descrita conforme

_ 1.2 4-2at 2 d| . -(axsnyef1 - e WxsMt
2 h S— —
<< (AE) >>mot _2.(00 senh“ (4xt) + 2(90 [e T

oax-ne[1 - eldx Mt 1(d 2 oAl - e WxrbE g o UxAE
4 - A 2\ o, 4K + A 4x + A
( - - -
eht _ o-4xt _ ert _ o4kt 4 o-At 1 - e~ x+M)t L, 1- e (4x-A) ¢t
\ 4 + A dx-A

1€ + A 4k - A
(oMt _ o-4xt . et _ g4kt : (4.60)
i ix + A ix - A :
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Quando da média em wyt com relacdo ao termo adicional em (4.59), decorre

o resultado

mOZe(4K—7L)t|:e4Kt_Eda(él_éi)}|a‘2 . (4.61)

-

Os comportamentos limite da flutuag&o da energia, segundo

as expressdes (4.60 e 6l1), satisfazem

Lin ((TRETZ)), , - ol ol % .62
e
. _— _|d 1+ (4x/A)? (4.63)
Lin ((@E)2)), . (TT T an Iz )

Este udltimo resultado, quando o sistema encontra-se no
equilibrio termodindmico, reduz-se aproximadamente (quando 4x/A<<1)
aquele para a energia média, eq. (4.53), quando consideramos a prépria

flutuacdo ao invés do seu quadrado; dessa forma

1
. g 1+ (ax/n2)? (4.64)
1 ~ :
) (B e = 1 - (4x/A)2

Desprezando-se o processo dissipag¢do/flutuacdo, a energia

média, segundo os cédlculos apresentados, simplifica-se na forma
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(E) = wo|senn? (2xt) + | ai 2e?¥t], (4.65)

expressdo esta que coincide, na ressonéncia, com aquela obtida de forma

geral quando A=d=0,

(E) = wo[senhz(r(t))+ | al 2e27(®) cos (2B (t) + ¢(t))]. (4.66)

Observa-se, entédo, a divergéncia da energia média,
eq. (4.65), quando no regime de ressonéncia (r(t)=2xt], ao passo que,
fora deste, eq. (4.66), decorre tanto um comportamento periddico (N<1)
como exponencial (N>1) para esta quantidade.

As figuras 16 a, b e ¢, apresentam 0s comportamentos <E> e
<(Z£)> Vs. gt relativos as expressdes (4.50) e (4.57), tratando-se, em
a e b do dominio A>4x e, em c, A<4x. Fixamos ®=0 e k=0.025w,, onde os
casos a e b compreendem, respectivamente, a?=1.0 e 1.5, com A=0.15,
enguanto que 0 caso ¢ indica a2=1.0, com A=0.08. Quanto a constante de
difusdo, consideramos cotgh(RmO/ZkT)=l, tal que d=A/2. As curvas
tracejadas demarcam as médias em wyt, conforme descrevem as expressdes
(4.51), (4.60 e 61). Enfoque idéntico apresentam as figuras 17 a e b,
com A=0.15w; e 0.08w,, respectivamente, onde, fixando =0.025w,,
tratamos a média no védcuo, O que equivale a considerar a=0 e ®=0.

Quando do dominio A>4x, delimitam—se ambos os comportamentos
através das curvas apresentadas: aquele tipico dos sistemas
dissipativos, onde a energia decresce até o limite termodindmico com o
banho, e o amplificador quantico. O dominio A<4kx, compreende no

entanto, exclusivamente, o amplificador quéntico onde a energia média
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incrementa-se indefinidamente ou até o limite termodinamico.

Apresentamos o0s casos a e b da figura 16, no intuito de
ilustrar a dependéncia entre o estado coerente, responsédvel pela média
da energia, e uma possivel competigcado entre O0s comportamentos
dissipacao/amplificag¢do. Para o=1.0, conforme expde a figura 16 a,
verifica-se uma breve regido transiente com a amplificagdo da energia
média, a qual, ap¢s atingir um valor mdximo, declina até o limite
imposto em (4.55). |

Quando 0?=1.5, o comportamento dissipativo é desde o inicio
predominante, situagdo oposta aquela da figura 17 a, onde, com o=0
temos a amplificacdo até o limite termodinamico. Quando A=0. 08wy,
figuras 16 ¢ e 17 b, observa-se a situagéo onde a energia média do
campo na cavidade ¢ indefinidamente acrescida com o tempo, posto que o
bombeamento externo predomina sobre a fricgdo. Tais comportamentos,
conforme esperado, apresentam-se similares & situag¢do onde se considera
A=0, dado que no regime de ressondncia - méxima interacdo entre Os

campos - consideram o dominio A<dx.
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(c) P

A = 0.08 v

Figura 16: (E) e ((AE)2) versus Wyt para a ressondncia, onde
os itens a e b compreendem o dominio A>4K (}»=0.15m0), com a?=1.0 e 1.5,
respectivamente. O Item c, com a?=1.0 e A=0.08w, indica o dominio A<4x.

Fixa-se @=21, x=0.025w, e d=A/2. As curvas tracejadas demarcam as meédias

em oyt .
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Figura 17: (}-:“) e ((AE) 2) versus Wyt para a ressondncia, onde
os itens a e b, com A=0.15w, e 0.08w, demarcam os dominios A>4x e A<4x,

respectivamente. Considera-se a média no vdcuo, tal gue a2=0, com O=2mw,

k=0.025w, e d=A/2 fixos.

156



A situacado nao ressonante € ilustrada junto a figura 18,
onde aos itens a, b e ¢, fixos os parametros A=0.15w,, ¥=0.025w; e a=1.0
(com ®=0), associamos, respectivamente, w=0.2wm,, 0.9, e 0.95w,, com
N=0.0625, 0.5 e 1.0. Para tempos suficientemente pequenocs, observa-se
junto & figura 18 a, uma competicdo entre os comportamentos de
amplificacdo e dissipacao, com a predomindncia deste utimo até o limite
termodinamico. Comportamento similar apresenta-se gquando,. com relagdo
ao grafico Nvs.w, consideramos a freqiéncia de bombeamento, w=1. 8w,
(M=0.05), fixos os mesmos parametros anteriores. Contudo, nesta
situacao, as oscila¢des da energia média fazem-se mais intensas que
aguelas em w=0.2w,. Observa-se que o limite termodindmico define—-se com
relativa rapidez, se comparado, por exemplo, aos casos ressonantes,
exatamente em virtude de uma interacgcdo efetivamente fraca entre oOs
campos, posto que Aw = 0-®; = O.

Deve-se observar, no entanto, que ao comportamento da
energia média somam-se dois processos distintos. Devido as fungdes
f(t) e ¥(t) que constituem a expressdo (4.49), observa-se um decaimento
continuo até a energia nula, enquanto que a quantidade | w(t)| %, evolui
a partir deste valor impondo o comportamento subseqliente da energia
média apds um breve transiente. A predominédncia da quantidade associada
as fungdes estocédsticas ¢ identificada aos integrandos da relagdo
(4.33), onde as exponenciais crescentes em At compensam os efeitos da
dissipacdo , definindo as flutuagdes caracteristicas do limite
termodindmico. Este limite, quando w=0.2w,;, figura 18 a, aproxima-se do
valor da energia compreendido pelo oscilador no estado fundamental
RmO/Z. A medida em que, mantendo o parémetro de fricgdo e a constante

de acoplamento, incrementa-se a interagdo entre os campos através da
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freqtiéncia de bombeamento, observa-se guando N<1 (figura 18 b, por
exemplo), um aumento da energia minima, situando-se acima de RwO/Z.

Quanto & figura 18 b, com ®=0.9%w, (N=0.5), ndo se verifica
a definicao de um limite termodinédmico, além da periodicidade das
cristas relativas & competicao amplificagdo/dissipagdo. A medida em que
nos aproximamos do limiar em M=1, através de ambos OS ramos em nvs. o,
observa-se uma subita proeminéncia destas’cristas da energia média, a
semelhanca do comportamento das flutuagodes 'nés quadraturas nesta
aproximacdo. Sobre o limiar M=1.0, onde ®w=0.95w,, a figura 18 c exibe,
conforme esperado, um crescimento exponencial da energia meédia, a qual
segue-se a uma Dbreve regido transiente onde esta guantidade ¢é
timidamente amortecida. Ao considerar a situagdo simétrica a esta da
figuré 18 ¢, com w=1.050; € mesmos A, x e o, figura 19, observa-se uma
ampliacao deste transiente, acarretando um amortecimento pronunciado da
energia média até que se efetive o crescimento exponencial. Este
acentuado amortecimento e o fraco desenvolvimento da divergéncia,
comparados ao caso w=0.95w,;, delimitam uma assimetria no desenvolvimento
temporal da energia média, quando NM21, de ambos os lados da situagédo
ressonante, w<®, ou >®y.

Aproximando-se da situag¢do ressonante, sdo observados
comportamentos similares a estes das figuras 18 ¢ e 19, respectivamente
junto aos ramos esquerdo e direito do grdfico |Ml vs.®, com o continuo

incremento das divergéncias.
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Figura 18: (E) e ((AE)Z) versus wpt fora da ressondncia,
onde os itens a, b e c indicam respectivamente w=0.20,, 0.90, € wy—2K,

com N=0.065, 0.5 e 1.0. Fixa-se ©=2n, A=0.150p, k=0.0250, e o=1.
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Figura 19: (}EJ) e ((AE)Z/ versus Wyt fora da ressondncia ,
com =W,+2K Mm=1.05). Fixa-se, a semellhanca da figura 14, ®=2n,

}\,=0.15(Do, K=0.025030 e a=1.0.
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4.6.3 - Correlagdes das Quadraturas e de Intensidades

Tratando-se das correlagdes temporais nas quadraturas, somos
informados sobre o nivel em que dada quantidade afeta as probabilidades
de seus valores num tempo posterior, o que denominamos autocorrelacgodes,
ou dos valores -do seu par canonicamente conjugado, as correlagdes

cruzadas. Quanto aos coeficientes de auto-correlagdo, define-se

Cay 0y xy (2 = 5 (X2 (0) 27 () "3 (£ x3(6) ) = (@@ Nz (87 )+ 4-1,2.

(4.67)

onde a simetrizacdo imposta compreende o fato de tratarmos com

varidveis quéanticas. De forma andloga, para as correlagdes temporais

cruzadas, escrevemos

" 1 , , _ —— .
Cl oy xyey = 5 (@) x5 (8 *x5 (6 x;(8) ) = (o) oy (€0 ) » Jrd-1,2 .
(4.68)

Do desenvolvimento das expressdes (4.67 e 68), segundo

médias num estado coerente, obtemos

Co. ()%, (£) = _}IRe G(t) a* (') + v(6) ¥ (t)) £ a(e) () £ a(t’) v(t)

(
+ ZLW(t) w(t’) Tw(t) w*(t/)) , 1i=1,2, (4.69)
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Cdyx, 27y = i%lm B(E) T (t7) + v(e) ¥ () = a(e) v(t) + a(e’) v(t)

14
* 2L~(t) w(t') tw(t) W*(t/)] r Jei=1,2, (4.70)

onde, para'ambos Os resultados (4.69 e 70), o sinal superior (inferior)
corresponde a i=1(2), notacado esta que compreende todas as expressdes
subseqlentes.

Considerando—-se o desenvolvimento analitico das expressdes
(4.69 e 70), para o regime de ressonédncia, decorre para as auto-

correlag¢des, o resultado

C

X5 (8) x;(t7) = %e‘““t )/23cosh [2k(t’ +t)]cos [og(t - ¢t)]

I+

senh[2x(t’+t)]lcos[wg(t +t)] + CDl(cosh (2xt) senh (2xt”) x
0

X

sen(mot)cos(mot/)4»senh(2Kt)cosh(ZKt/)cos(mOt)sen(wotﬂ

+ Lcosh[2x(t’-t) senwy(t + t) ) 4 [—(cos (0o (£ +t) ]
2 ®g
}\, / / /
* _T(D_Osen [wo(t +t)]Fl * CcoOs [(Do(t _t)]rlJ ’ (4.71)

com

1 ; - y
2wt t) eAt _ o4kt 4 o2K(E 1 E) et _ oaxt (4.72)

Fi I+ - ax - A’
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Quanto as correlagdes cruzadas, os resultados obtidos para a

ressonancia satisfazem

Co tey wocery = % e Mt 2 0sh (26 (¢ v £) ] sen [wg (¢ - £) ]
j i

+l

senh[2x(t' +t)]senlwy(t +t)] = a?{}osh(éxt)cosh(ZKt/) X
0 _

X sen(wot)sen(mot/)+»senh(ZKt)senh(2Kt/)cos(mot)cos(motﬂ

.lsenh[2K(t/—t)cosmo(t/+t)}i Jil}enh%(t/+t)p] *
2 [a3)

+

Genkmﬂt/—t)}I 22 coskw(t/—t)l}ﬁ] : (4.73)

Os valores médios, em wyT (T=t’-t), das expressdes (4.70 e
73), indicam oscilag¢des periddicas das correlagdes em torno de seus

valores nulos, pois que

<CXi(t)Xi(t/)>m0'c - <Ci:gt)xi(t/) >(no'c -0

Desprezando-se o) pProcesso dissipagdo/flutuacao, as

expressbes (4.71) e (4.73), reduzem-se, respectivamente, as formas

Cx () x;(t7) = %{%osh[ZK(t/+t)]cos[wo(t/—t)Ji senh[ZK(t/+t)]cos[mo(t/+t)}]

(4.74)
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[

i#j

/ = +

.z[éosh[Zx(t/+t)}sen[mo(t/—t)] ¥ senh[ZK(t/+t)]sen[mo(t/+t)]],

(4.75)i

cujos valores médios,Aem )T, sdo ambos nulos. Quando t=0, decorre que

. 1 %2
Cxi(O)Xi(T) = 7 e*Xlcos ((Do'C) ’
e
i*J -4+ 1 =2
C (o x, () = T e T sen(wg1) ,

por onde se observa que, engquanto para i=1 os valores das corelac¢des
sdo divergentes, péra i=2 estes s&do continuamente amortecidos. No
entanto, quando t#0, a divergéncia demarca ambas as situacgdes i=1 e 2,
tanto para as autocorrelagdes quanto para as correlacdes cruzadas.

As expressdes obtidas quando A=0 (4.74 e 75), coincidem na

ressondncia com aquelas obtidas de forma geral para A=d=0,

X

C.Ht)xiﬂ¥) =.%{%oshr(t)coshr(t/)cos[ﬁ(t) - ﬁ(t/)]+ senhr(t) senhr(t’) x
cos[B(t) - B(t') + ¢(t) - ¢(t') |+ coshr(t) senhr(t’) x

cos[B(t) - B(t') - ¢(t") | £ coshr(t’) senhr(t) cos|B(t) - B(t') - ¢(t’) ] }
(4.76)
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Cﬁ:é)xﬁt/)= i.%{éoshr(t)coshr(t/)sen[ﬁ(t)—-B(t/)]+ senhr(t) x

xsenhr(t’) sen|B(t) - B(t') + ¢(t) - ¢ (t’) | ¥ coshr(t) senhr(t’) x

sen[ﬁ(t) - B(t’) - ¢(t’) ] = coshr(t’) senhr(t) sen[B(t) - B(t’) - o (t)) } }
(4.77)

expressdes estas que apresentam comportamentos periddicos para ambos o0s
regimes N> ou <1.

Voltando as relacgdes (4.71) e (4.73), espera-se due
apresentem compo;tamentos similares aqueles para A=0, quando no regime
ressonante consideramos o dominio A<4x. As figuras 20 a e b expdem O
comportamento Ci?%ﬁXiw,) versus T, com t=0, quando A=0 e, para a
ressonéncia, K=O.08m0 (com ¥=0.250, e d=x/2), respectivamente. Para i=2
em ambos 0s casos observa-se a divergéncia das correla¢des, fazendo-se

mais acentuada, contudo, quando A=0.
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Figura 20: Cxjy(t)xi(ts) Ve€rsus ®yt, com t=0,

onde os itens a

e b correspondem, respectivamente, as situa¢des ressonantes com A=0 e

A=0.08w, (x=0.025w;

e

d=A/2) .

Os

casos

i=1

seqgtiencialmente por linhas pontilhada e cheia.
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Ainda dentro do regime ressonante, as figuras 21 a e Db
expdem os comportamentos Cyje)xit’) © Ciﬁt)xi(t') versus T, COm
t=0.1/0,, fixando-se A=0.15wy, x=0.025w, e d=A/2. Ambos 0OS
comportamentos, i=1l e 2, tanto para as auto-correlacgdes quanto para as
correlacgdes cruzadas, S&o abordados, segiiencialmente por linhas cheia
e pontilhada. O amortecimento das correlacdes observado nas figuras 21
a e b, compreende o dominio A>4x, engquanto se nota um fortalecimento

‘continuo destas correlag¢gdes quando A<4x, mostrado nas figuras 22 a e b,

com A=0.08w,, k=0.0250, e d=A/2.
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Figura 21: Comportamentos ressonantes para Cy;(t)xi(’) ©
i#j

Cxj(e)xi(er) VELSUS Wpt, compreendidos, respectivamente, pelos Itens a e

b. As situac®es i=1 e 2 sdo abordadas seqiiencialmente por linhas cheia

e pontilhada. Fixa-se A=0.15w,, x=0.025w, € d=A/2 (A>4x).
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Figura 22: Comportamentos ressonantes para Cyx; t)xi(t’)

i#j

e

Cxy(t)xi(t’) versus wyt, indicados, respectivamente, pelos Itens a e b.

As linhas cheia e pontilhada indicam segiiencialmente 1 e 2. Fixa-se

A=0.08w,, k=0.025w, e d=A/2 (A<4x).
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Pode-se observar numericamente que as amplitudes iniciais
das oscilag¢des relativas as correlagdes (4.71) e, conseqglentemente, Os
valores posterioreé destas quantidades, variam segundo a escolha do
paré&metro t. As figuras 21 e 22 fixam t=0.1/w,. Se, no entanto, atraveés
do grafico ii vs.wyt, fixarmos o valor t correspondente a um ponto de
maximo da grandeza ii, observa-se maiores amplitudes nas oscilag¢des da
correlagdo Cyj (r)xi(t’) - Consideragdes similares aplicam-se aos resultados
(4.73). De outra forma, as correlagdes (4.71 e 73) tém suas amplitudes
acrescidas quando, diminuindo a temperatura, considera-se d>A/2.

Comportamento andlogo ao caso ressonante, obtém-se fora
deste, conforme expde as figuras 23 a e b <Ci§%»x1¢') vs. ®,T), onde
fixando A=0.15w,, ¥=0.025w; e d=A/2, tem-se, respectivamente, ®=0.5w,
e 0.95w; (M=0.1 e 1.0). Quando a freqgiiéncia de bombeamento aproxima-se
de wy, as correlagdes comegam a exibir um comportamento similar ao
fenémeno do batimento, tipico das situa¢des de interferéncia onde
ocorre uma proximidade suficiente entre as freqgiiéncias envolvidas. Este
fendémeno & também observado junto ao dominio M>1, onde as correlagdes
temporais das quadraturas exibem comportamentos similares a situagdo

n<i.
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Figura 23: Comportamentos fora da ressondncia para
o
C;;h)Xi“,) versus w,t, onde os Iitens a e b consideram w=0.5w, e 0.950,

M=0.1 e 1.0), respectivamente.

As linhas cheia e pontilhada indicam

seqiiencialmente i=1 e 2. Fixa-se A=0.15w,, x=0.025w, e d=A/2.
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Comportamentos similares as correlag¢des acima expostas s&o
observados no tratamento da particula browniana quantica(sz), através da
equagdo master generalizada. Representando a particula browniana por um
oscilador harmbénico (freqgiténcia ;) imerso num banho de osciladores
(freqliéncias ® distintas), a evolugdo temporal da correlacao
posicado/momento, - (pq+QP)t, apresenta amplitudes decrescentes das
oscilagdes em torno da média nula. Verifica-se, igualmente, a
procedéncia do comportamento similar a0 batimento, © que, deve-se
atribuir & relag&o entre as freqiéncias ®; e aquelas do banho,
consideradas segundo uma distribuicdo de probabilidade. E importante
frisar que os resultados obtidos para este modelo da particula
browniana, tanto para a energia média quanto para as correlag¢des g-p,
procedem as aproximag¢des de ruido branco (markoviana) ou colorido. Os
comportamentos obtidos para as correlagdes sdo similares, apresentando
ligeiras diferengas de fase e amplitude.

O estudo da correlag&do de intensidades, o que define a
estatistica associada &s flutuag¢des do numero de fétons na radiacdo,
considera para um unico modo do campo, a fung¢do de correlacido temporal

normalizada

(@* (t) a* (t+7) a(t+T) a(t)) (4.78)

g @ (¢, t+1) ,
(@a*(t)ya(e)y){a* (t+1) a(t+1))

relagdo esta que, introduzida por R. Glauber‘3) em sua formulagdo da
teoria da coeréncia ¢ptica, avalia a probabilidade de absor¢ado conjunta
de fotons através da detecgdo de um féton no tempo t e de outro em t+71.

Quando se trata de uma fonte de luz térmica, o resultado de

medidas da correlagado de fétons, g{?) (t,t+1), corresponde a curva a na
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figura 24, onde se observa que a razado de contagem conjunta para o
espagamento nulo dos tempos, 1=0, corresponde ao dobro da razado de
coincidéncia para grandes espacamentos T. H&, portanto, uma tendéncia
para o efeito de "bunching" de fdétons, o que os faz chegar aos pares
junto aos detectores. Se o experimento considera como fonte um laser de

alta estabilidade, obtém-se uma funcdo de correlacdo constante, o que

equivale a curva b na figura 24.

o ¥

g(D (Y)

Figura 24: Fung¢do de correlag¢do de segunda ordem, 912)(1),

para: a) luz térmica; b) luz coerente. Resultado devido a Arrechi e

outros(89)

Para a interpretagdo dos experimentos de correlacido de

fétons, figura 24, convém, por simplicidade, que se restrinja a atencgdo

sobre a quantidade
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@ 0y - LI g, {An?) - nh (4.79)
(n)?

onde a notac¢do :: compreende o ordenamento normal dos operadores que
definem a intensidade de luz. {(n) e {((An)?) correspondem,
respectivamente, & média e & variancia da distribuigdo do numero de
fétons. Desde que, para a luz térmica, a lei de poténcia de uma tal
distribuicao satisfaz { (An)2)=(n)2+(n), decorre diretamente que g2 (0)=2.
Quando da distribuicdo poissoniana do numero de fdétons, equivalente a
luz coerente, obtém-se o resultado g2(0)=1, pois que { (An)?)=(n).

Para um campo de 1luz que satisfagca uma estatistica
sub-poissoniana para a distribuig¢do do numero de foétons, onde
((An)?)<(n), decorre g,(0)<1l, efeito conhecido como "antibunching", em
oposicdo ao que se constata para a luz térmica. Trata-se de um fendmeno
eminentemente quéntico, cuja derivacdo foge ao &mbito de uma descrigéo
cldssica do campo, observado experimentalmente através da fluorescéncia
ressonante em &tomos de dois niveis. A concorddncia entre os resultados
obtidos e as predigdes tedricas consiste em subsidio para a teoria
gquantica da luz.

O desenvolvimento da expressdo (4.78), segundo o operador
de Heisenberg em (4.24) e os resultados de Wang e Uhlenbeck em (4.37 e

38), corresponde & relacgdo
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g@ (t,t’) =-% b ()b (£ ) b(t ) b(E)) + W (t) @ (£ ) (L ) w(L)

+ 2Re|:<b+(t)b(t/)>v7(t/) w(t) + b bE) W (e )w(t)] (4.80)

+ I}b+(t/)b(t/)>'v7*(t) w(t) + t:t/} ,

onde para o fator N de normalizac¢dao obtém-se

N - [(l () 12+ | ()12 + 2Re[0" (1) 7(6) |l @l 2 + | 0(2)) 2 Mtat’}. (4.81)

As expressdes (4.80 e 81) consideram b(t)=£(t)A+;(t)A+, tal que
aB(t)=b(t)+Q(t). No apéndice 4 encontra-se detalhado o procedimento para
a obteng¢do dos termos em segunda e gquarta ordem envolvendo a flutuacao
w(t).

Quandoc  desprezamos o processo dissipacado/flutuacgsao,

considerando A=0, a correlacgao g(m(t,t’) reduz—-se ao primeiro termo &

direita em (4.80),

)b(t)), (4.82)

gggg: e SE VO : TOSIBLIOTEC, b

fCa




onde

BIE) DT () bt ) b(t)) = | v(e) 1 2(1act’) 12« | o(t)))?

+

[I B(E) 1231 9(8) 12+ 2re(0* (0) 0(e) )| + 1 961 2[4) vty |2

<o) 12(1ace) 17 ¢ are(a(e) () |

+ 6Re(a(t’) v (t))

+

4Re(d* (t) 0 (t") v(t) ¥ (£) )}| ol 2+ [(| 3(t) 12+ | o(t) | 2] x

x [l ae )12« o) 2. 2Re(a" (£ ) w(t') ||+ 2l a(e’) 12

AR 2) Re(ﬁ*(t) T(t) ) + 2Re(ﬁ* (t) o (") v(t) v(t))

+

(4.83)

+

a* () a(t’) v(e) v (t7) )JI al 4,

e N descrito segundo (4.81) & excecado dos termos de flutuagao w(t). A
andlise das correlacgdes g(m(t,t’)'estarao restritas, neste trabalho,
ao dominio ressonante.

O comportamento da correlacdo em (4.82) encontra-se na
figura 25, onde fixamos k=0.0250, e t=0.1/w,. Pode-se constatar que
elevando-se o valor do deslocamento o, salienta-se simultaneamente o
comportamento coerente do campo na cavidade. Outras formas de
reestabelecer este comportamento consiste em fixar menores valores para
t ou elevar a temperatura do banho. As proximas figuras centram-se
exatamente na exposi¢do da dependéncia da correlacgédo g(z)(t,t+T) com 0S8

parémetros d, t e a.
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Figura 25: glz)(t,t+t) versus ®,T quando, fixos k=0.0250,,

a?=1.0 e t=0.1/w,, considera-se A=0.

Se, simultaneamente & dissipa¢do desprezamos também o
bombeamento externo, restando o© hamiltoniano do campo livre, ©
resultado (4.82) responde agora pelo valor g(z)(t,t’)=1, para quaisquer
a e t.

A figura 26 considera o comportamento g (t,t+1), segundo
a expressao genérica em (4.80), quando d=A/2, 5A e 500A, o gque indicam,
respectivamente, as linhas cheia, pontilhada e tracejada. Fixamos
A=0.1lw,, x=0.025w@,, a?=1.0 e t=0.1/wy.

Desprezando as oscila¢des e observando os valores médios
relativos a cada curva, conclui-se que o aumento da temperatura do

banho contribui para tornar mais coerente a radiagdo na cavidade.

177



Quando d=5A, constata-se maiores amplitudes das oscilagdes acarretando
efeitos de "antibunching", ausentes tanto para valores menores quanto
maiores da temperatura, O que constitui-se num resultado inesperado.
Contudo, sob o aspecto experimental, mediante a elevada freqiiéncia g,
tipicamente na ordem de 1014 Hz, tais efeitos sdo imensurdveis.

Através da figura 27, onde os valores t=0.1/wy, 1/@y e 10/m,
compreendem as linhas tracejada, cheia e pontilhada, respectivamente,
verifica-se a continua proeminéncia do comportamento coerénte quando
fixamos menores valores para t. Novamente, convém que se observe oS
valores médios relativos as oscilagdes para cada curva. De fato, da
relacao (4.74), obtém-se o resultado g‘®) (t,t+t)=1 para t=0. A figura
27 fixa A=0.1lw,, ¥=0.025w®,, a’=1.0 e d=5A.

Por fim, a andlise da influéncia do deslocamento a sobre a
correlacdo g(Z)(t,t+1) esta presente junto a figura 28, onde, fixando
A=0.11lw®,, ¥=0.025w,, d=5A e t=0.1/wy, consideramos 0?=1.0, 10.0 e 50.0,
linhas pontilhada, tracejada e cheia, respectivamente. A medida em que
se considera maiores valores para O deslocamento «Q, observa—-se uma
nitida confluéncia das curvas ao comportamento exclusivo de luz

coerente.
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Figura 26: Efeitos da temperatura sobre
g® (t,t+1) versus w,T.
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Figura 27: Efeitos do tempo t sobre a correlagdo g(z) (t,t+7)

versus w;T.
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e a? =10 A= 011w,
- ——a?= 100 x = 0.025 &,
1.2 4 a? = 50.0 d=5A B

g®(7)

0.8 T T T T
0 10 20 30 40 50

Figura 28: Efeitos de deslocamento o sobre a correlacdo o

sobre a correlagao g% (t,t+1) versus wyt.

4.7- CONCLUSOES

Primeiramente, retomando o hamiltoniano quadrético original,
em (3.19), deve-se observar que as menores flutua¢des nas quadraturas
(madximo squeezing) apresentadas pelos estados naquele contexto (para
determinado conjunto de paré&metros), sdo alteradas quando da insercgdo
da dissipacdo segundo (4.9). Conforme podemos verificar mediante a

figura 29, o acréscimo da constante de fricgdo tende a reduzir os
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efeitos de squeezing. Esta figura, compreendendo 0 comportamento
<(AX1,H)2> versus wyt, fixa ®=0.9%w, (M=0.5), com k=0.025w; e d=A/2; as

linhas pontilhada e cheia indicam, respectivamente, A=0.15w, (figura 19

a) e A=0.
1.0 ' L : '
IC=O.025(.)O —_ A =0
. . d = A/2 oA = 0.15w, .
0.8 - i ,»z Lo
NN
~ 0.6 B
S
<]
~ 0.4 B
~
0.2 B
0.0 I I I | —]
0 20 40 60 80 100
coot

Figura 29: Comportamentos ((AXLﬁJZ) vVs. owyt, onde as linhas
pontillhada e cheia indicam, respectivamente, k=0.15m0 e A=0. Ambas as

curvas fixam o0s mesmos pardmetros.

Considerando, quando de um processo dissipativo, menores
valores para A, segue-se que as menores flutuacgodes <?K§I;§é> tendem
aquelas quando A=0. Contudo, desde que o problema tratado limita-se ao
regime sub-amortecido, a dissipacdo nao terd efeitos mais proeminentes
sobre o squeezing.

Quanto a figura 30, expde-se o comportamento da energia

média onde, evidentemente, o processo dissipativo deve acarretar

valores tanto menores para esta quantidade quanto maior a constante de
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friccdo. Considera-se ®w=0.9w, (N=0.5), com x=0.0250,, d=A/2 e a?=1.0.

As linhas pontilhada e cheia denotam, respectivamente, A=0.15w, (figura

15 b) e A=0.
35 L : : '
3.0+"
2.5
N
Ll 2.0
~
1.5
1.0
0.5 o ‘ ...'._,I~.,_,-. I -A_..'I'
0 20 40 60 80 100
wot

Figura 30: Comportamentos (E) vs. wyt, onde as linhas pontilhada
e cheia indicam, respectivamente, A=0.15w, e A=0. Ambas as curvas fixam

0s mesmos parametros.

Por fim, a estabelecer as diferengas entre o problema
tratado junto ao capitulo 3 e a insercdo do processo dissipativo, as
correlacdes temporais nas quadraturas sdo abordadas pela figura 31,
onde se expdem o comportamento Cyj(tyxi(r) VS- WpT. Novamente fixamos
@w=0.9%w; (M=0.5), com x=0.025w, e d=A/2. As linhas pontilhada e cheia
indicam, respectivamente, A=O.15m0 e A=0. Observa-se, entéao, o)
comportamento peridédico da autocorrelacgdo quando A=0, ao passo que a

dissipacdo faz amortecer esta quantidade mesmo quando M2l. O mesmo se
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observa para as correlag¢des cruzadas.

0.6 ’ 1 : '
k= 0025 u, — A2 =0
d = A/2 LA = 015w,
0.4 t = O.1/(.Jo B
—~ 0.2-’ _ B
v
> 0.0 B
Ve
O —-0.2 1 B
-0.4 B
-0.6 I T T I
0 20 40 60 80 100
G)dT

Figura 31: Comportamentos Cyj(t)xi(t’) VS- ®yT, onde as linhas
pontilhada e cheia indicam, respectivamente, A=0.15w, e A=0. Ambas as

curvas fixam 0S mesmos pardmetros.

Quando do capitulo 3, salientamos o alcance do método
desenvolvido para a abordagem do hamiltoniano quadrdtico DT. O mesmo
ocorre em se tratando da consideracdo do processo dissipac¢do/flutuacédo
junto aquele hamiltoniano. Consideradas as aproximagdes A/2m; <<1 e
Ax<<myw, a resolugdo das equagdes diferenciais caracteristicas implica
na solucdo da equacgdo de Schrbdinger e conseqliente delimitag¢do dos
estados squeezed associados. A andlise dos comportamentos da energia
média e das correla¢des nas quadraturas, procede no sentido de

caracterizar o efeito dissipativo mediante o bombeamento externo, pelo
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que abordamos a competig&o dissipac¢do/amplificagdo presente no sistema.
Por fim, através das correlacgdes de segunda ordem, deduz-se que O campo
na cavidade, sujeito a esta competicao, exibe comportamentos de luz

térmica e coerente, prescindindo dos efeitos de antibunching.
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APENDICE 1

Retomando o par de sistemas correlacionados, ao qual se
associa o estado-conjunto A, J. Bell considera que, quando separados a
partir da fonte, os sistemas possam evoluir de forma inerentemente
estocastica. Entao, dados A, E? e T? (orientacdes dos analisadores)
podemos definir probabilidades associadas a gqualquer particular
resultado junto aos aparatos medidores. Podemos permitir gue ambas as
probabilidades possam individualmente depender dos parametros locais

. - =
associados aos aparatos, @ oub

e, obviamente A, mas assumimos gque sejam
independentes entre si. Assim, © valor medido para dada guantidade
sobre um dos sistemas ndo é afetado por causalidade por qualquer que
seja a medida efetuada sobre o outro sistema. Contudo, esta assertiva
nio impede que obtenhamos informagdo sobre © sistema 2 por meio de um
exame prévio acerca do sistema 1. O estado A contém informagdo comum a
ambos o©os sistemas, de pronto que a medida sobre um deles
presumivelmente revela algum aspecto sobre o outro.

Os resultados relativos a cada medida apresentam agora as

seguintes possibilidades, conforme assegurado por Bell,

+1, particula 1 com ’spin-up’.
Ag(A) = -1, particula 1 com ’/spin-down’ .
0, particula 1 ndo € detectada .

(A.1.1)

Idem para os resultados By(A) relativos a particula 2. Os resultados
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nulos associados as medidas compreendem a possibilidade real de que
particulas observadas emparelham-se com outras gque, por alguma razao,
nao sao de todo observadas, quer como "spin-up" ou "down". Para maiores

detalhes, ver [44].

Para um dado estado A do sistema composto emitido, denotamos
os valores esperados para as guantidades Aa(k) e Bb(k), pelas médias

A (A) e By (A), as quais satisfazem

|A,(M 1 €1, [IBy(MIST. (A.1.2)

Segundo a definig¢ao geral de localidade, pode-se escrever

para o valor esperado do produto A,.By,

E(a,b) = 7(;& (A) §b(?») ap , (A.1.3)

relagado esta gque, incluindo no emsenble somente as particulas que

apresentam resultados Aa(K) ou Bb(k) iguais a + ou -1, envolve uma

distribuicao p e um dominio de integragao A independentes de Z e D

Consideremos agora a expressao

E(a,b) - (a,b) - ﬂ A,(M) By - Ay(M) By (M) dp (A.1.4)

onde a’ e b’ correspondem a posi¢gdes alternativas para 0s analisadores.

Reescrevendo (A.1.4), temos
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- - -/

E(a,b) - E(a,b’) - 7{,zxa()»)ﬁb(k)[ 1+ A, (M) By (A) | dp
(A.1.5)
- IE;(A)[ 1+ .Z;(A)}Eb(x)} dp .

Mediante as desigualdades em (A.1.2), decorre

| E(a,b) - E(a,b)| Sﬂl + _;(Mégm}dp + ﬂl + A, (M Bp(A) | dp ,

ou, entéao

| E(a,b) - E(a,b’)| <+ | E(a’,b’) + E(a’,b’) + E(a’,b)

+ ledp.

Conseqglientemente,

/

-2 < E(a,b) - E(a,b’) + E(a’,b) + E(a’,b’) €2 . (A.1.6)

Conforme jd salientado, a redefinicdo dos parametros a, a’, b e b’
junto a expressdo central em (A.l.6), faz permutar o sinal negativo
para qualquer dos quatro termos que a compdem.

Para completar a prova do teorema, ¢ suficiente mostrar, ao
menos em uma Situag¢do, gque as predi¢gdes da mecdnica quéntica
contradizem a desigualdade (A.1.6). Segundo o tratamento da mecénica
quéantica para o par de particulas com spin -1/2, quando consideradas as

imperfei¢fes dos analisadores, detectores e preparacdo dos estados,

decorre
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[E(é,ﬁ)}QM= ca.b, (A.1.7)

onde o coeficiente C ¢ limitado pelo valor 1 para sistemas ideais,
sendo igual a +1 ou -1 somente para o caso idealizado. Suponha que as
orientacdes a, a’, b e b’ constituam vetores coplanares conforme mostra

a figura abaixo, onde ¢=mn/4.

—¢

j o

Figura A.l: Orientagdes para as direg¢bes 4, a’, b e b’ entre

oS analisadores.

Segundo o resultado

E(4,b) - E(a,b') + E(&,b) + E(é/,B/)}QM= 22 ¢, (A.1.8)

hd um amplo dominio de valores para o coeficiente C com relagdo aos
quais a predigcdo da desigualdade (A.1.6) estd em desacordo com o©O

resultado (A.1.7), o que completa a prova do teorema.
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APENDICE 2

Cdlculo do Tempo de Recorréncia.

A partir da amplitude de decoeréncia

L
Z(t) = ﬂ_(cos(ngt)+ ik(ﬁE)sen(ngt) nk,
k=1

obtém-se
L
Inz(t) = 5 nkln(cos(ngt)+-ilsen(2gkt)
‘ k=1
Denominando
W= cos (2gxt) + iAsen (2g,t) = | W] ei®,
onde
1
’W’= ‘cos(Zth)‘(l + Azth(Zth) z ’
e

¢ - arctg(ltg(ngt) ,

pode-se escrever a expressdo (A.2.2) na forma
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(A.2.2)

(A.2.3)




L
Inz(t) = z:nk{ln}cos(ngt)]+_%ln(l+»x2tg(2gkt)

k=1 (A.2.4)

+1 arctg(ktg(ngt)]}.

Quando 2gyt<<l, a expansido dos termos gue participam da

expressdo acima responde pela aproximacgdo

M

lnz(t) = nk{— L -0 (2gt)2 + ingkt}, (A.2.5)

2

k=1

mediante a qual pode-se escrever

L L
Z(t) = exp[—Z(l - A2 (BE) |£2 Y npgy? + i2At S nkgk], (A.2.6)
k=1

Sob a consideracgdo da lei de poténcia em (2.43), verifica-se

a relacéo

z z 3(k-2)
2 2 2 2 2.3 s
Npgx® = n1g1° + Npgy® = Mmg1® + nyg° (s” - 1)
kzl kZZ k=2 s Rk-1)
(A.2.7)
3 _ (3-2k) (L-1) _
= nlglz[l PP o1 s 1]
52 S (320 _ |

L
onde utiliza-se o resultado Y xX=(xF1-x2)/(x-1).
k=2

Considerando-se procedimento andlogo & obtencdo de (A.2.7),

decorre que
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L 3 _ (3-WL _ (3-W
(s 1) s s
§ n = n 1+ . (A.2.8)
k=1 KTk 191[ s> sG-H -1 ]

O desenvolvimento da expressdo (A.2.6), através dos

resultados em (A.2.7) e (A.2.8), oferece finalmente

3 _ _ (3-w) (L-1)
Z(t) = exp {-2m[1 - A2(BE) |(g1t)? [1 (-1 1-sUH ]

le.l 1 - s(3-2u)

' (s3 - 1) s(3-WL _ g(3-W
+ 12nlk(6E)(glt>P-+ 53 sG-mM 1

Considerando a forma gaussiana

(A.2.10)

decorrem 0s paréametros

1 1
ou2=: ,

3(L-1) 1-2p/3 _
Mgy (1 - A%) |14 (57 1) s | !
SZk (53)1—2u/3 -1
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_ (33 - 1) S(3‘M)L _ s(3‘”)
Qu ZKnlgl[l + 53 5(3_u) I .

Através da relacao (2.42), os parametros o, e {, descrevem-

-se nas formas compreendidas, respectivamente em (2.48) e (2.49).

192



APENDICE 3

Tendo-se obtido a constante de movimento

cosh(2r(t) | + ncos(é (£) - L () |senn(2r(t) | - & (A.3.1)

14

as solugdes das equacdes diferenciais acopladas, segundo os vinculos

impostos pelo item c, Seguem-se do isolamento da funcao cos (¢ (t)-C(t))

em (A.3.1), do que decorre

21
K-—cosh(Zr(t)))JT

Nsenh (2r(t))

sen(¢<t) —C(t)J=i[1— ( (A.3.2)

Da substituicdo de (A.3.2) em (3.83) , obtém-se a expressao

fdr N\ senh (21) -7 2xt + K,

! (A.3.3)
[nzsenh2(2r) - K-—cosh(Zr))J_2

tal que, considerando a nova varidvel R=cosh(2r), seqgue—se finalmente

que
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dR _ /
|n|f_=+4xt+K , (A.3.4)
&

onde R=cR%+bR+a, com a=-N%-K2, b=2K e c=n°-1.

A principio, a equagdo integral (A.3.4), admite quatro
possiveis solugées(gw, relativas aos valores designados pelas
constantes de movimento K, de acoplamento K, e pela constante C
decorrente da condigdo estabelecida em (3.78). Contudo, os vinculoé
estabelecidos no item ¢, reduzem para duas as solug¢des possiveis,
basicamente quando 7N<1 ou >1, &s quais acrescenta-se uma terceira
solugdo como caso limite das anteriores, quando T=1. Definindo a

guantidade A=4ac—b2, passamos as solug¢des:

Caso 1<l -

Para mM<1l, a solugdo da equacédo (A.3.4), apresenta-se na

forma
- ,\/—_n—!; arcsen ZCR_; b_ ixt + K, (A.3.5)
cujo desenvolvimento satisfaz a relacgdo
1
cosh (2r) - ﬁf [1 _Ini[r? - ;1 -n?) 2 sen(L__Wt + K] } (.3.6)

Fixando r=0, quando t=0, obtemos K=1 para a constante de

movimento e, wvia (A.3.6), K’=n/2, do que obtém-se a relacao

194



simplificada

-1

[ m2
cosh(2r) = 1 P_— nzcos(ffLiﬁ_l‘ t)}. (A.3.7)

O desenvolvimento da fun¢&o cosh(2r), segundo (A.3.7), leva

ao resultado

senhr = * n T , (A.3.8)
(1-1m?72
enquanto que, a substituig¢do de cosh(2r), eq.(A.3.7), junto a
cos(¢ - C) = = 1 -cosh(zr) | (A.3.9)
nJcoshz(Zr) -1
oferece, finalmente, a solucgao
/ 2
sen(ZKll_l'n t)
cos(¢ -~ L) =+ N r- (A.3.10)
2
[1 - n2cos?( 2Kl - N7 Vln‘“t)]7

Caso MN>1 -

Quando M>1, tem-se para a solugdo da equag¢do (A.3.4), a

relacgéao
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| ln(2J?9(+ 2c9§+b)=141<t+K/, (A.3.11)
Tc
da gqual obtemos
cosh (2r) = ___7_1___ eFP(t) 4 42 (2 - 1 + K2) e*®(®) _ 4g|, (a.3.12)
4(M° - 1)

onde @ (t)= 1[4K(n2—1)1/2t + K’']1/iml . Considerando r(0)=0, tal que K=1,

define-se a constante K’ através da relacgédo e“v=2n2, do que resulta

cosh(2r) = 21 1[ﬂzcosh(ﬁfﬂ¥%;glt)— 1]. (A.3.13)
n —

De forma similar ao caso N<1l, através da expressdo (A.3.12),

obtém—-se as solugdes

Tlsenh(2Km2 _]'t]

senhr - “1 , (A.3.14)

senh(f&ﬂpi;;j;t)
cos(p - C) == il . (A.3.15)

[nzcosthgfﬂé%:_l.t)- 1}

Considerando-se o limite 11, diante dos casos N<1l ou >1,
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obtém-se imediatamente a solugdo relativa ao limiar entre as solugdes
periddica (caso N<1l) e exponencial (caso T>1), conforme apresentadas.
Em se tratando do parémetro DT B(t)=[,tQ(t’)at’,

substituindo a relacdo (A.3.9) em (3.35b), obtém-se para Q(t) a forma

0 2x K - cosh (2r) , (A.3.16)
1+ cosh (2r)

tal que

t
2x (K - cosh (2r) (A.3.17)
B = @t + n /1 + cosh(2r) at -

Através do parametro A(r(t)]=(K—cosh(2r)]/[1+cosh(2r)1,

procede-se & transformacgdo

fA(r(t) lar - fA‘r) dr , (A.3.18)

r

do que resulta

_ 2x (K - cosh (2r) 1
B - ot + = dr . (A.3.19)
1 + cosh (2r) —2Ksen(¢-—€))

Substituindo (A.3.2) em (A.3.18), e definindo, & semelhanga

da resolucgido das equag¢gdes diferenciais acopladas, u=cosh (2r), decorre
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B=w0t+.?TTKf du

1
(M2 - 1 u?+ 2ku - M7 + K 7
(A.3.20)

— (K+ l)Jr du :
(1+ wy[(Mm? - 1)u?+ 2Ku - (m? + k2) |2
A primeira das integrais na expressao acima apresenta-se

similar aguela em (A.3.4). Quanto a segunda das integrais em (A.3.20),

considerando-se, em seu ambito, a relagao l1+u=v, obtemos

_ 2K du
B - ot 1
[(m? - 1) u? + 2Ku - m? + k2) |2
(A.3.21)
_ (K + 1 ( du
( )J

1
vim2-nvi-2m?-1-Kv- (k+ 127

A integral em dv pode ser escrita na forma jdv/(vVV)'l, onde
V compreende a forma quadrédtica em Vv apresentada em (A.3.21), sendo
passivel de resolugdo analitica (88)  penominando U a forma guadrdtica

em u, presente no denominador da primeira integral, passamos as

solucgdes:
Caso M<Kl -

Para N<1l, as solugdes de ambas as integrais em (A.3.21),

correspondem as expressdes
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= - __~-___ arcsen ’ (A.3.22)

Ju Jl—nz 2imi IKZ— (1 - 1%

J‘du 1 -2(1 - N u+ 2K

- 2 _ n2
av _ 1 arcsen 2K+ 1)*+2(1-M" +Kv (A.3.23)

. TK+ 1i
v 2100 ViK? - (1 - %)

0 desenvolvimento da expressdo (A.3.21), através das

integrais (A.3.22 e 23), corresponde, para K=1, ao resultado

_ m? _
B(t) = mot-+_%sgn(ﬂ) __;L__arcsen((l ngzl 1)
1 - 1P n
(A.3.24)
—arcsen(—4*_(i'nin(u4l)J+.g(__i___ 1}
u +
\ .

onde sgn diz respeito & fungdo sinal.
Caso M>1 -

As solucdes das integrais em (A.3.21), quando M>1, sé&o

f%=___l ln(2m+2(n2"1)U+2K’ (A.3.25)
0 e o1

Lo =
[ !g, ',}Q SERVICO D= BIBLIOTECA E
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2 2
(dv . 1 arcsen| 2K 1)~ 2M" -~ 1-Kv| (A.3.26)
Jufy TE+ T 2Név

Para K=1, a expressao (A.3.21), mediante as integrais

(A.3.25 e 26), leva ao resultado

-

B(t) = wot + 5 sgn (M)

! ln(z‘j(ﬂ2~1)U+2(T\2‘1)U+2)
2 - 1 21
n (A.3.27)

n2-2)<u+1))_

4 + ( T
+ arcsen
( (u + 1) N2 2

Com relacd@o ao problema dissipativo apresentado no capitulo
4, segundo procedimento andlogo verifica-se que as solugdes em (A.3.24
e 27) mantém-se inalteradas a menos da introducdo, em ambos 05 casos do
termo (AK/moﬂ cos(2mt)/2m], desprezivel em face da aproximacdo enté&o

utilizada Ax<<oyo.
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APENDICE 4

Para o desenvolvimento das expressdes relativas as

flutuacdes do campo, w(t), através de (4.23c), consideramos

/

w (t) = cosh(r(t))ﬁ(t) + ei¢(t)senh(r(t) 0" (t) ,

com

t
0(t) - —ie iB(®) ff3(t/) eiBt) gt ,
0

/o*

£5(t) = cosh(r(t))f/3(t) + ei¢(t)senh(r(t)]f 3 (t)

Lembrando que f’3(t)=glf3(t)-g2f3*(t), onde se insere a forga estocédstica

com f3(t)=ekt/2F(t), verifica-se a expressdo

(vp (£, £V F(E") + yp (£, £ FX () |at” (A.4.1)

g ~
G
I
St
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onde

Y1 (£, t7) = (cosh(r(t) )Al(t/) e 1(B(E)-B(t"))

- senh(r(t))AQ*(t/)ei(¢uﬁ+5(t)—5(tﬂ])e‘ig e
e 5

Yy (t, t]) = (cosh(r(t) )Az'(t/) o 1B -B(t))

_;T
- senh(r(t) )Al*(t’) ei(¢(t)+ﬁ(t)_5(t )]} .7.3 s

Mediante as expressdes (A.4.1) e (4.23c), decorrem, no
dmbito de um processo markoviano, os termos em segunda ou quarta ordem
relativos ao paradmetro DT w(t), envolvidos no c&lculo das quantidades
fisicas.

Para que se obtenha os termos de segunda ordem em w(t) (em

particular aqueles que compdem g<m(1)), exige—-se basicamente que

t1
, (t’+t)
W () w (t)) - 2de f Yi(t, t) Yo (£, E) + v (&, t1) ¥, (¢, £1) | dtq,
0 (A.3.2)
e
, . , —.;(t/'*t) tl
w (t)W (t ) = 2de f Yl(t tl) 'Yl(t tl)""Yz(t t )'Yz(t 'tl) dtl,
0 (A.3.3)

cujos resultados no regime de ressondncia , satisfazem
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/ / / 1 d ‘A(t/*'t) , }\
wo(t) w (t') = - € K —cos[mo(t +t)]F1 + mrz

0
oo - e s 7]

- _Zi‘)zcos[coo'(t/—t) Jry + %cos[mo(t/+t) Jcosh[2x(t’-¢t) ]5]},

A,
~ /¥ / 1 d '*2-(t +t) /- / A /
wo(t)w T (t) = a_oe cos[(oo(t t)}I’l + 76_0r2

|

A ’ A / /
- msen[mo(t +t)}1“1 - ?D_osen [wg (E —t)]senh[ZK(t -t) ]&

+ 1

sen[mo(t/—t) ](Fi + _Z):)_OF;)+ .%cos[mo(t/~t) ]senh[2K(t/—t) ]ﬁ]}

"

Quanto aos termos de quarta ordem em w(t), consideremos o
desenvolvimento daquele que compde a correlagdo de intensidades
F(E)W (£ )Wt )yw(t), do qual, como caso particular, gquando t=t’,
decorre o termo similar relacionado & varidncia da energia meédia.

Segundo a relag¢do (4.23c) e considerando-se o regime A/2wy<<1, obtém-se

Py w ey we )y we) = @) R e w ) @ ()
A ~ /¥ o/ % A4 / /¥ / ; (A-3-4)
- Tog Relw "(t)yw "(t )w (£ )w (t ) + tat

Através da relacdo (A.3.1), os termos que compdem (A.3.4) e respectivas

expressdes para a resonéncia, descrevem-se nas formas
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X

+

+

/

t

2 | & ,
ey Wy w (e W e - (£) f f dtydty (| ya (e, t9) 12 + 1 (2, tp) | 2
0

g 0

t t
vt e 12 iyt 12 [ [ atiats I ms e 12 e ) 12
0 *C
| vo (E, E1) | 2| Yo (E, t5) | 2+ 2| 'Yl(t,tl)12| Yo (E,E2) | 2

471 (t, 1) Y2 (t, t1) Y1(t, t) Yo (t, tp) )}=

4

11 d 2 “A(e+t) ’ / A s et / ; ’
-2 e 1(t)El(t)+_2_m0(€1(t)€2(t)+§2(t ) &1 (t)

g

& (B + Lo o [Em s Lg e :
@0 ©o Resson.
5 t t , )
)y w ey w ey W) = (_C.i.) {2 f f dt, dt, (| Yo (t, t1) 12
©o 0 -0

+ 4

t
w oy (e’ ) | 2] (yl*(t,tl) Yo* (t, t1) f dt, dt, (l Yi(t, ty) |2
0

ot

+

| Yo (E, t5) | 2) 'Yl* (t,tq) 'Yz* (t, tl)}=

i

2 , . _ , /
%[?;‘j—) e—l(t+t )el(20)ot n/2) {él(t/) ,g-l(t) + 2&1(13) ﬁl(t)
0

+

2(7:)0 [g’l(t/) Ey(t) + Ep(t)E (t) + 2(‘5/1(t)52(t) + £ (6) &1 (1) )]

+

1 A ey /
'2"2?03008 (Zmot)(ﬁl(t ) + 251(12))5}

Resson.
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