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0.1 Resumo

O estudo dos processos quebra espontdnea de simetria na natureza tém atraido interesse
em diversas dreas da fisica, como por exemplo em fisica quantica no estudo das energias de
um 4tomo tal como em fisica de altas energias, no estudo das particulas elementares. Esses
processos até entdo envolviam sistemas fisicos microscépicos, em 1993 surge uma proposta
de agregar as idéias de quebra de simetria & um sistema macroscépico, o cédigo genético. A
idéia basica é que os cédons que formam cédigo se diferenciam em um processo de quebra
de simetria, preservando suas propriedades de degenerescéncia, nos dando uma “picture” de
como se fez essa diferenciacao que resultam nos 20 aminodcidos e do sinal de terminagao que
se conhece nos dias atuais. Esse modelo nos diz por exemplo, quantos eram os aminodcidos
primordiais. Nosso interesse estd na verificagao dessa quebra de simetria e estudar as relagoes
entre os c6dons do ponto de vista temporal para tanto, usamos aqui um sistema diniamico.
Esse sistema conserva no principio de sua evolucao a simetria proposta pelo modelo e através
de um processo de quebra de simetria estudaremos se esse processo reproduz a cadeia de
quebra de simetria proposta no modelo. Como primeiro passo estudamos a representagao
tridimensional do grupo Sp(6), que serve como ponto de partida no processo de quebra
de simetria no modelo, essa representacdo é conhecida como grupo de Weyl do Sp(6). E
possivel construir um sistema dinadmico ou mapa, que na verdade é uma funcido do 3, com
as mesmas propriedades de simetria do grupo de Weyl do Sp(6). A construgio desse sistema
e seu estudo matemstico acarreta no segundo passo deste trabalho. O mapa construido
depende de parimetros que variados de forma correta produzem uma cadeia de quebra
de simetria. O estudo dessa quebras consiste no terceiro passo deste trabalho. Por fim
determinamos a agao ou seja, como esse sistema muda a rotulagdo dos cé6dons anteriormente
proposta no modelo e mais ainda, que informagao biolégica podera ser extraida desse sistema.
Como resultado obtivemos em grande parte a ratificagao do modelo proposto mostrando que
a quebra proposta e a rotulagao dos cédons de acordo com a ordem evolutiva dada pela

quebra de simetria segue também uma coeréncia dindmica.
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0.2 Abstract

The study of natural symmetry breaking processes have attracted interest in many physics
areas including energy atoms studies in quantum physics as well elementary particles in
high energy physics. These processes were related with microscpics physic systems, in 1993
appears one propose to use the ideas of symmetry breaking in one macroscopic system the
genetic code. The basic idea is that the differentiation of the codons wich are components of
the code was done in a process of symmetry breaking preserving the degeneracy properties
given to us one picture of how this process occour resulting in 20 aminoacids and termination
sign known in the present days. With this model for example, we can predict how many
aminoacids were primordial’s. Our interest is in verify this symmetry breaking and study the
codon temporal relations for this we use a dynamical system. The preservation of the starting
symmetry proposed by the model is the main caracteristic of our system and through of the
symmetry breaking we will study what relations between the symetry breaking proposed
by the model and the dynamical symmetry breaking. As a first step we will study the
group Sp(6) in its tridimensional representation which is the starting point in the symmetry
breaking process in the model. This representation in known as Weyl group of Sp(6). It is
possible construct this dynamical system or map, which is one function in the %3, with the
same symmetry properties of the Weyl group of Sp(6). The construction of this map and its
mathematical study is our second step of this work. The map depends on parameter’s which
are changed in a correct way to produce some symmetry breaking chain. The symmetry
breaking studies is our third step. At the end we look at the action of our map in the
codons, in other words, how this action change the codons labelling proposed by the model.
Moreover, what kind of biological information can be extract from this action. As a result
the symmetry breaking and the labelling of codons proposed by the model are isomophics,

with little restrictions, when compared with the dynamical systems.



Capitulo 1

Introducao

Em 1993 foi construido um modelo [1, 2] que mostrava como os cé6dons que compdem o cédigo
genético e sao responsdveis pela informacao que designam os aminodcidos que por sua vez
participam no processo de sintese de protefna imprescindivel para a producao da vida, se
diferenciavam em um processo de quebra de simetria, mais especificamente através de um
processo onde a simetrias sao diminuidas gerando subsimetrias que se correlacionam com os
64 cédons que encontramos no cédigo genético padrao ao fim de todo o processo. O cédon é
a seqiiéncia de trés bases das quatro que constituem o DNA por exemplo, o c6don AGA é o
responsavel pela designacao do aminosdcido Arginina. No capftulo 3 entraremos em detalhes
sobre os aspectos biol6gicos relevantes ao modelo. Alguns trabalhos j4 correlacionados com
o modelo foram produzidos mostrando sua coeréncia matemética (3, 4].Até entao o uso desse
tipo de aproximagao era restrito & matéria inanimada mais especificamente as Teorias de
Gauge como em fisica de altas energias e particulas elementares.

No primeiro caso a simetria é uma caracteristica selecionada pelo processo evolutivo
através da observagao das degenerescéncias do cédigo padrao. No segundo caso existe uma
Lagrangiana [5](equagdo) que porta a simetria em questdo, proporcionando uma dindmi-
ca descrita por equacgoes parciais nao lineares. As aplicagGes biolégicas sao desta maneira
obstruidas pela auséncia de um sistema dindmico ou seja, um sistema que nos dé como re-
sultado um sentido temporal dessa quebra de simetria que permita uma quantificacdo mais

abrangente do processo evolutivo do c6digo. Essa é a questdo permanente na linha de nosso
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horizonte. As simetrias envolvidas no modelo sao de certa forma complexas para que se
possa construir um modelo dinAmico mas esse trabalho consiste em uma pratica formiddvel.
Existem duas opcoes de construgio desse tipo de sistema: um é através de um mapa ou seja,
uma funcao que contenha as caracteristicas desse sistema ou, através das equacoes diferenci-
ais que representam o sistema continuo. As caracteristicas que importam em ambos os casos
sa0 a simetria e a degenrescéncia do modelo proposto, as simetrias sao facilmente repro-
duzidas por principios matematicos bem determinados como os principios de equivariancia
e invaridncia que posteriormente explicitaremos.

Em primeiro lugar a construcao de equacoes diferenciais que preservem a simetria con-
tinua relacionada ao modelo que por sua vez esta relacionada com o cédigo genético nao
¢ bem definida e se conhece poucos sistemas dindmicos relacionam equagoes diferenciais &
essas simetrias. Em segundo lugar devemos ter em mente que o grupo que serve como passo
inicial no processo de quebra de simetria ou “evolucao” estd em 6 dimensoes possui 21 ger-
adores que atuam em uma representacao de dimensao 64, conferindo ao problema enorme
complexidade. Decidimos entao atacar o problema sob um outro dngulo. Visando acumular
experiéncias e prever alguns aspectos de sua dindmica voltamos nossa atengao para o espaco
dos pesos da representacao ou seja, a representagao tridimensional do grupo que serve co-
mo principal objeto do modelo algébrico. Esse espaco contém informactes cruciais sobre a
natureza da representagdo irredutivel mais ainda, se encontra em um espaco de dimensao 3
conferindo uma maior simplicidade para o problema.

Foi a partir das simetrias manifestas nesse espaco que chegamos a observagao de uma
simetria finita ou seja, uma simetria onde o nimero de operagoes seja finito por exemplo:
as simetrias de um quadrado nos dando um total de oito operagoes, preservada nos cédigo
padrao e mitocondriais que trouxe implicacoes importantes correlacionadas com o modelo e
sua aplicacao com a biologia. Como demostraremos, apesar das simetrias do grupo de Weyl
nao exaurirem a simetria simplética, os aspectos centrais apontados pelo modelo algébrico sao
contemplados em nosso enfoque. Em particular vamos mostrar como é feita a diferenciacao
dos codons a partir das bifurcacoes que correspondem as etapas de quebra de simetria do

sistema dindmico com a mesma simetria finita associada ao modelo.
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Tecnicamente falando o grupo de Weyl de uma algebra de Lie é o grupo de invariancia de
seus pesos e rafzes. No presente caso a dlgebra simplética Sp(6) parte principal do modelo,
tem rank & e seu grupo de Weyl atua no R®. O diagrama de raizes forma um octaedro e
portanto temos que considerar o grupo Oy, de 48 elementos. Este grupo de simetria também
pode ser visto em muitas moléculas como no caso SFgz. A mesma simetria caracteriza todas
as representagoes irredutiveis. A representacdo (2,1,0) descreve um octaedro truncado que
serd mostrado em detalhe. Devido ao fato da simetria estar no R® somos levados a construcio
de difeomorfismos do R? equivariantes sob a acdo do grupo octaédrico.

O passo seguinte consiste em propagar, dinamicamente, os pesos pela iteracdo do difeo-
morfismo. O modelo algébrico identifica os vetores de base da representacio aos cédons e
portanto os pesos também sao a eles identificados. A partir de um cédon, identificamos um
unico vetor da representacdo e a partir dele um nico peso, na forma de uma terna ordenada.
Entretanto a reciproca nao é verdadeira. Existem vérios c6dons que possuem o mesmo peso
isto &, sao representados pelo mesmo ponto no diagrama de Weyl. Essa degenerescéncia
matemética, que nada tem a ver com a degenerescéncia do c6digo genético, se constitue na
principal limitagao de nosso procedimento. E a partir desses vetores que se estudard a acio
de nosso difeomorfismo.

Um melhor entendimento do problema comega com os estudos de mapas com simetria
disponiveis na literaturas. Um exemplo pode ser visto no caso de mapas com simetrias
diedrais ou seja, fungdes que preservam as simetrias dos poligonos regulares. O estudo de
mapas bidimensionais j4 foi explorado em diversas aplicacdes.por vdrios autores 6, 7, 8, 9].
Esses trabalhos focaram a quebra de simetria sob a variacdo de um parametro de controle,
em geral chamado de pardmetro de bifurcacio, e o estudo da evolucio dessa dinamica via a
variacao dos parametros responsaveis pelo controle da simetria vinculada ao sistema. Esse
vinculo é estabelecido via uma defini¢io matemética, definicdo essa que posteriormente sers
mostrada.

Como um exemplo podemos ver o resultado obtido para o caso da simetria Dg [8]. Essa
simetria corresponde s operagoes de invariancia do hexdgono como por exemplo rotagoes

de 60°. O incremento de simetria pode ser verificado através das figuras (1.1),(1.2),(1.3) e
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(1.4). A riqueza da dinamica est4 vinculada a quebra espontinea de simetria, ja que basta
variar um paradmetro para obter um conjunto de simetrias de um dado mapa que é sempre

iterado com as mesmas condigdes iniciais e com o mesmo nimero de iteragoes.

v

060402 0 02 04
Figura 1.1: Identidade preservada, o objeto s6 nao varia quando multiplicado por 1.

A figura (1.1) tem como simetria preservada a identidade, isto significa que nao existe

operacio de simetria que deixe o objeto invariante a nao ser a trivial.

0.4

060402 0 0204 06

Figura 1.2: Reflexdo e identidade preservados, simetria Z,. Simetria com maior nimero de

elementos que a anterior.

No caso dado pela figura (1.2) temos o incremento da simetria para a simetria Z,. Sig-
nifica que além da identidade temos uma rotacao de 180" preservando a simetria da figura.
A anélise das condigdes de simetria é feita com o elemento de simetria atuando em cada

ponto do atrator, no caso dado pela figura (1.2) podemos notar que a simetria de reflexao em
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torno do eixo real (conjugacdo) nio existe. O atrator muda de posi¢do no plano complexo
se esta operacdo for executada. A rotagio na qual a simetria é preservada existe na diagonal
do quadrado que corta o atrator ao meio. Continuando o estudo da relagao do pardmetro

com a simetria teremos como resultado o grupo Klein e seu atrator dado pela figura (1.3).

060402 0 020406

Figura 1.3: Simetria de Klein, quatro operacoes de invaridncia.

O grupo de Klein se caracteriza por ter 4 operacoes de simetria onde cada operagao
quadrada nos d4 como resultado a identidade, caracteristica que define o grupo de Klein.
Este grupo também estd presente no estudo das simetrias do cédigo genético padrao como
posteriormente veremos além do mais, este grupo de simetria determina regras no modelo
evolutivo do cédigo genético [11].

Na andlise final temos a simetria Dg recuperada, figura (1.4). O atrator produzido é
invariante sob a agao dos elementos do grupo Dg. Todas as 12 operacoes de simetria do
grupo deixam o atrator invariante ou seja, os pontos da dindmica gerados pela iteragao do

difeomorfismo nao mudam de posicao sob a acao dos elementos do grupo.

A partir desta andlise é possivel gerar uma cadeia de quebra espontdnea de simetria
dada por (1.1). O intuito aqui é justamente criar uma cadeia de quebra de simetria dindmi-
ca que esteja vinculada ao modelo algébrico para o cédigo genético. Onde comecgaremos
de uma simetria primordial e através de quebras sucessivas geraremos as subsimetrias que

corresponderao a evolucao temporal dos cédons.
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060402 0 020406

Figura 1.4: Simetria total ou seja, rotacoes de % deixam o objeto invariante, assim como

reflexdes em tornadez =0ey =0.

Dg D Klein D Zy De. (1.1)

As operagoes de simetria que caracterizam cada subgrupo gerado a partir da variagao
do parametro pode ser verificada através das tabelas.(1.1) e (1.2) de multiplicacao do grupo
Dg. A tabela foi divida em duas partes devido ao seu tamanho, note que a primeira coluna
nas tabelas. (1.1) e (1.2) é repetida afim de facilitar seu entendimento.

Na tabela de multiplicacao do grupo Dg podemos identificar, em termos das operagoes
de simetria, os subgrupos de simetria dos atratores dados pelas figuras (1.1),(1.2),(1.3) e
(1.4). Para o primeiro atrator o grupo é dado por {e}, ja no segundo caso temos o grupo
Z, dado por {e, f3}, o grupo de Klein ¢é dado por {e, f3,0,0f3}, note que segundo a tabela
de multiplicacao cada elemento quadrado neste grupo nos dé4 a identidade como resultado.
Por fim temos o grupo Dg completo como grupo de invaridncia. Os elementos operam da
seguinte maneira: oz = z e f}(z) = ez que significam uma operacao de conjugacao e
operagoes de rotagoes no plano complexo, respectivamente.

Neste contexto a quebra espontanea de simetria escolheu um 1inico caminho, apesar da
existéncia de outras possibilidades de quebras de simetria. Notem que quebra de simetria
significa diminui¢ao da simetria anterior em um subsimetria, uma simetria mais restrita com

menos operagoes de invaridncia. Sob o ponto de vista global ou seja, somente pela andlise dos
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Tabela 1.1: Tabela de Multiplicagdao do grupo Dg, 6 primeiras colunas.

atratores essa foi a unica quebra verificada. Notando esse comportamento, aqui relacionare-
mos as simetrias relacionadas ao modelo com uma fungao que preserve essas propriedades
e através da variagdo dos parametros intrinsecos dessa fungao produziremos uma quebra de
simetria semelhante & quebra vista anteriormente para o caso do grupo Dg. No nosso caso a
simetria & mais complexa possuindo 48 elementos que se encontram no espago de dimensao
3.

Usando a idéia que o modelo algébrico para codigo genético possui uma simetria finita
vinculada e que é possivel construir uma dindmica que reproduz essa simetria podemos entao
tentar observar a quebra ou evolugao desse sistema. Um ponto importante que serd mostrado
aqui é a ac¢do do mapa, dessa funcao, no espago dos cédons e suas implicacoes para o modelo
algébrico.

Esta tese est4 dividida em 5 capitulos onde no Capitulo 2 faremos uma discussao sobre
alguns aspectos técnicos de Teoria de Grupos e abordaremos os conceitos necessarios para o
entendimento das idéias usadas no modelo algébrico para o cédigo genético. O Capitulo 3

descreve o modelo algébrico e seus aspectos de simetria. Também neste capftulo estudaremos
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Tabela 1.2: Tabela de Multiplicagao do grupo Dsg, 6 tltimas colunas.

as simetrias finitas preservadas pelo grupo de Weyl do Sp(6). No Capitulo 4 mostraremos

como é feita a construcido dos mapas a partir da representagao matricial do grupo O,. No

Capitulo 5 discutiremos os aspectos da dindmica assim como o estudo da quebra dindmica

de simetria, pontos fixos e estabilidade do difeomorfismo. No Capitulo 6 estudaremos a acao

do nosso mapa no espago do cédons e suas conseqiiéncias para o modelo algébrico. Também

neste Capitulo apresentaremos as conclusoes do trabalho.



Capitulo 2

Grupos

Neste capitulo o nosso interesse se foca em definicOes e regras matemaéticas correlacionadas
com os trabalhos [1, 2, 3, 4] os quais usam ferramentas bseadas em Teoria de Grupos. Quer-
emos explicitar e entender alguns conceito como grupos, principalmente de grupos finitos,
j& que nosso objeto de estudo estd baseado nestes conceitos e também conceitos como rep-
resentacao. Ainda neste capitulo estudaremos os grupos continuos e algebras de Lie, mais
especificamente a dlgebra sp(6). Mostraremos como € gerado o grupo de Weyl representagéo
(2,1,0) do Sp(6). Os conceitos aqui listados em sua maior parte se encontram em qualquer

livro de Teoria de Grupos e em alguns trabalhos, [14, 15, 16].

2.1 Grupos: Definicoes

Para entender o modelo a;gébrico é necessirio primeiramente entender o conceito de grupo,
subgrupo e cadeia de quebra de simetria. Assim como entender o que sdo operagoes de
simetria e como os subgrupos se relacionam com os grupos pela diminui¢ao da simetria.

Seja G um grupo abstrato com os elementos a, b, ¢, etc, como elementos. Podemos definir
também uma “multiplicagio abstrata” (-), que do ponto de vista matematica é perfeitamente
aceitdvel, que age sobre os elementos do grupo G através de produtos que obedecem as
seguintes propriedades:

Definicao 2.1.1 Fechamento. Sendoae b€ G, entao a-b e G.

17
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Definicao 2.1.2 Semi-grupo. A multiplicagao é associativa, e defini um semi-grupo em
G, ouseja, (a-b)-c=a-(b-c).

Exemplo 2.1.1 O conjunto dos nimeros pares é um semi-grupo em relacao as oper-
acoes de adicao e multiplicacdo.

Definicao 2.1.3 Mondide ou Identidade. Existe um elemento de G dado por e tal que,
e-a=a-e=a, onde e é denominado de identidade V a € G.

Ezemplo 2.1.2 O conjunto dos nimeros reais forma um mondide em relagdo a oper-
acdo de adicdo, com o zero como identidade, e em relacao & multiplicagdo com a unidade
como identidade.

Definicao 2.1.4 Grupos. A estrutura de grupo é definida em G se e somente se, existir
uma multiplicacdo e esta definir em G uma estrutura mondide e existir um a € G, tal que
existaa ! € Gonde,a!-a=a-a ! =e¢, a"! édito ser o inverso de a.

Ezemplo 2.1.3 O conjunto dos nimeros naturais forma um grupo em relagdo a adi¢do
onde 1 é um elemento, e —x; é 0 seu inverso com o zero como elemento neutro, como
mostrado abaizo,

* (0,21, 29,23, ...,2,) € R.

% 1 + z2 € R assim como z; + z; € R.

* 0+ 2, =z, € R assim como 0+ z, =z, € R.

Estas 4 defini¢oes fecham o conceito de grupo, qualquer conjunto de mimeros ou de
propriedades fisicas que obedegam tais regras sao chamados de grupos. Sabendo como definir
um grupo a partir das citagoes anteriores, devemos agora estudé-los em suas propriedades e
relagoes mateméticas.

Definigao 2.1.5 Grupo Abeliano. Dado dois elementos distintos de um grupo G tal
que a-b=1b-aq, e isto acontece para todos os elementos de GG, entao o grupo é dito abeliano
ou comutativo.

Definicao 2.1.6 Geradores. Os elementos que a partir deles pode-se construir todos
os outros elementos do grupo, sao chamados de geradores. Todos os elementos de um grupo
podem ser escritos como uma “multiplicacao” de seus geradores.

Exemplo 2.1.4 O nimero 1 é o gerador do grupo dos nimeros naturais, onde seu
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imwerso é dado por -1.

No caso dos niimeros naturais temos um mimero infinito de elementos, o nosso interesse
se volta, por enquanto, para os grupos finitos. Um exemplo de grupo finito é mostrado na
tabela 1.

Definicao 2.1.7 Ordem. E o mimero total dos elementos de um grupo.

Ezemplo 2.1.5 O grupo dado nas tabs.(1.1) e (1.2) tem ordem 12 pois este é seu
numero de elementos. Note que na tabela de multiplicacao os elementos resultantes sempre

estao no grupo de acordo com a definicdo 2.1.1.

Uma particular representacao dos grupos é representd-los como grupo de permutagao.

Exemplo 2.1.6 Grupo de Permutagdo, S,. Grupo formado pelas n! permutagoes de
grau n:
1 2 ..n
(2.1)
P P2 .- Pn

Este tipo de grupo facilita nosso estudo e as propriedades das permutagoes sao na verdade
invaridncias geométricas de um modo geral, o que nos proporciona interessantes condi¢oes
em um determinado sistema que obedega alguma regra de permutacao. Como um exemplode
nosso interesse, no estudo de mapas com simetria e suas bifurcagoes, assim como na sua con-
strucao veremos a importancia dessas invaridncias e a influéncia delas no estudo da dindmica
de quebra de simetria. Posteriormente entraremos em mais detalhes a esse respeito.

Na introdugéo vemos as invaridncias nas figuras (1.1),(1.2),(1.3),(1.4), neste caso temos
as invariancias dos mapas perante determinados grupos de simetria, sendo esses grupos dados
por: {e}, {e,a}, {e, f3,0,0f3}, e o grupo Dy completo dado pela tabela (1), respectivamente.
Note que quando falamos invaridncias estamos nos referindo ao aspecto geométrico do mapa
ou do grupo, este ponto é importante pois esta tese se baseia em simetrias geométricas e as
bifurcacgoes causadas em um mapa que conserva a simetria total para um valor do paradmetro.

A permutacgao é definida como uma agao. Dado um quadrado no plano zy, onde seus

vértices estdo enumerados e as permutages atuam nestes, figura(2.1).
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Figura 2.1: Quadrado, acao do grupo de permutagao, onde os nimeros representam nao sé

0s eixos como as permutacoes de invaridncia.

Note que uma possivel mudanca nos vértices que deixa o quadrado na mesma posigao,

espacialmente falando, pode ser dada por:

ou podemos escrevé-la como definimos anteriormente por (2.1).

1234
(2.2)
2341

Este elemento de permutagao é um dos elementos do grupo D4, que é o grupo das oper-
agoes de simetria em um quadrado, tendo como 8 o nimero de operagdes(elementos). Este
grupo de simetria faz parte da cadeia de subgrupo, que posteriormente definiremos, do grupo
O, que é nosso objeto de estudo. Devemos entender que como as simetrias atuam em um
objeto fisico, devemos analisar como se dd a multiplicacao de permutacoes e como estas
atuam neste objeto de simetria.

O produto de duas permutacées G1Gy € definido como a atuagao da permutacao G, e

posteriormente G, por exemplo:
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123 123
G1: 7G2: s
231 321
de tal maneira que:
123 123 321 123
GGy = . = = . (2.3)
231 321 231 13 2

A idéia principal da permutagdo é a invaridncia geométrica. No caso da multiplicagao
(2.3) as permutagdes G1 e G sdo invaridncias em um tridngulo equildtero. Um exemplo de
operacdo de invaridncia em um tridngulo equildtero & uma rotacao 60° e um contra exemplo
& uma rotacdo de 90°. Uma rotacio de 90° mudaria o tridngulo de posi¢do quebrando a
invaridncia geométrica.

O grupo finito que possui todas as operagoes de simetria em um tridngulo equildtero é
o grupo Ds, que tem um total de 6 elementos de simetria, dados da mesma maneira que o
grupo Dg no capitulo 1.

Todo elemento de simetria pode ser representado por um permutagao, a atuacao das
permutacdes mostradas em (2.3) sdo exibidas esquematicamente de forma geométrica na
figura (2.2). Vemos também que a atuacdo de um composicao de permutagoes se faz de

forma sequencial ou seja, Gy e depois G.

Os nimeros 1,2 e 3 indicam posicdes, e a permutagio atua nos nimeros que estao nessas
posicdes. Para entendermos o fendmeno da quebra espontinea de simetria temos primeira-
mente que entender os conceitos de subgrupo e de cadeia de ramificagao, ou cadeia de quebra
de simetria. Os elementos de um grupo caracterizam esse grupo sob os aspectos de simetria
desse. Por exemplo o grupo de simetria Z; possui dois elementos de simetria a identidade
e uma rotacdo de 180°. Os elementos que pertencem ao grupo Z; também sdo encontrados
em grupos de simetria com mais elementos por exemplo: no caso do grupo Dg mostrado no
Capitulo 1 temos a identidade como um elemento e o elemento o caracterizando uma oper-

acao de conjugacio no plano complexo o que resultado em um grupo do tipo Z; dentro de
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Gy G,

Figura 2.2: Atuacdo das permutagdes, operacao de multiplicagao em um grupo de simetria

onde a invaridncia triangular é preservada.

um grupo de maior simetria. O tamanho do grupo é determindo pelo mimero de elementos
que esse possui. Este fato caracteriza o grupo Z, como um subgrupo do grupo Dg ja que
este possui um nimero de operagdes de simetria menor que o grupo Dg e forma por si s6 um
grupo de simetria.

A reducio sucessiva do grupo em seus subgrupos de simetria menor nos dd como re-
sultado a cadeia de quebra de simetria, onde no comego temos o grupo de maior simetria
sendo reduzido & subgrupos de simetria mais baixa em um processo matemético ou fisico,
dependendo da aplicagao que se quer.

Definicao 2.1.8 Subgrupo. Um subgrupo G, de um grupo G é um subconjunto dos
elementos de G tal que, G, é por si s6 um grupo em relagdo as mesmas regras que definiram
o grupo G. Escrevemos entao G O G, como uma relagdo de quebra de simetria. Em geral

podemos ter uma cadeia de quebra formada por varios subgrupos:

GDGg DGg1 DGg2 D Gss....

Na introducao podemos identificar como subgrupo do grupo Dg o grupo Cs dado por:
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CG = {eaflaf127fi37f{17f15}‘

Note que é possivel gerar uma tabela de multiplicagao exclusivamente com estes elementos do
subgrupo. Os elementos desse subconjunto permanecem dentro dele perante multiplicagao
entre seus elementos.

Nos grupos cristalograficos, que envolvem operacoes de simetria em s6lidos, onde existe
um exaustivo estudo das propriedades fisicas relacionadas com as propriedades de simetria
desses objetos e que é muito conhecido dos fisicos onde as possibilidades de quebra de simetria
a partir do grupo Oh, grupo conhecido como o de maior simetria, sao indmeras.

Existem varias cadeias de quebra de simetria que podem se formar a partir do grupo Oh.

Um exemplo particular de cadeia e que muito nos interessa é dado por,

0,>20>DyD>CyDCyDCh. (2.4)

O grupo C, pode ser um grupo do tipo Klein, o grupo C, também pode ser denotado
por Z,, e o grupo C; é a identidade e pode ser denotado por e. O interesse nessa quebra
dada por (2.4) se faz presente ji que as simetrias envolvidas sdo as simetrias encontradas no
modelo algébrico para o cédigo genético como serd mostrado posteriormente.

Todos os subgrupos estdo mostradas esquematicamente pela figura (2.3), onde o grupo
O, & o de maior ordem e o grupo C; de menor ordem, referéncia [14]. Podemos notar,
olhando a drvore (2.3), que existem vérias possibilidades de quebra de simetria a partir do
grupo finito O, uma delas foi descrita em (2.4). O grupo O é o grupo de simetria resultante

do diagrama de Weyl do Sp(6), representacao (2, 1,0).

Definicao 2.1.9 Subgrupo isotrépico. Seja I' um subgrupo que atua no R" entao,
denominamos de subgrupo isotrépico X, de I' em um ponto qualquer z, como o subgrupo

que satisfaz:
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Figura 2.3: Regras de ramificagao dos grupos cristalograficos onde o grupo de partida é o

O, de maior simetria.

Y.={yeTl/yz =z} (2.5)

Ezxemplo 2.1.7 Consideremos a acdo do grupo Ds atuando em C, definido em |8
para m = 3. Seja z, um elemento da reta real, como o elemento o leva o ponto no plano
complexo em seu complexo conjugado, entdo oz, = z,; seque que o subgrupo isotropico é
dado por X, = {e,o}.

Podemos generalizar esta idéia e construir o grupo de simetrias de um dado conjunto.

Definicao 2.1.10 Grupo de simetrias. Dado um subconjunto A do R", temos que o

conjunto de simetrias de A é dado por:

Sa={y€T/yA = A}. (2.6)

Note que se A consiste em um ponto, ¥4 é justamente o subgrupo isotrépico daquele

ponto.
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Ezemplo 2.1.8  Dado um subconjunto A = {z € C/z = €%}, o seu subgrupo de
simetria é entdo dado por £, = {e, fro}.

Definicao 2.1.11 Subespacos do pontos firos. Dado um subgrupo X de I' atuando em
C ( ou um espago vetorial qualquer), denominamos de subespaco do pontos fixos de X e

denotamos Fiz(¥) ao conjunto,

Fiz(X)={2€C:0z=2V o €X}. (2.7)

Ezemplo 2.1.9 Dado ¥ = {e,0}, entdo o subespago dos pontos fizos de ¥ sao dados

por:

Fiz(¥X) = {z € C : Im(z) = 0}.

Definicao 2.1.12 Subgrupo invariante. Dado um subgrupo ¥ de um grupo I', se:

a'¥a=Y vaeTl,

isto é,

aYialer vwvaeX;el. (2.8)

entdo ¥ é dito ser um subgrupo invariante de I'.

Ezemplo 2.1.10  Dado as tabs.(1.1) e (1.2) temos que {e, f3} é um subgrupo invari-
ante.

Um importante fato é que todo subgrupo de um grupo abeliano é um subgrupo invariante.

Definicao 2.1.13 Homorfismo. Sejam ¥ e ¥° dois grupos e que exista uma aplica¢ao
de cada elemento do grupo ¥ em outro elemento do grupo ¥°, nao inversivel, e esta relacao

ndo é injetiva, ou seja, mais de um elemento de ¥ pode se relacionar com um tnico elemento

de W°.
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Definicao 2.1.14 Isomorfismo. Sejam I' e I'* dois grupos e que exista uma aplicacao de
cada elemento do grupo I' em outro elemento do grupo I'* e que esta aplicagdo seja inversivel,
entio denominamos esta relacio entre os grupos como um isomorfismo.

Ezxemplo 2.1.11 Dada a aplicacdo o : T — T'° onde existe a seguinte propriedade:

ala) = a®ealb) ="b,

ab = cea’l® =c, tal que,
a(ab) = ala)al®) = alc),
(@) = a(a®)a() = a(e) e

a(ab) = alc) = a(a®®) = a(c’).

e se esta aplicacio é inversivel, entdo dizemos que 05 grupos $ao isomorfos.

Os conceitos de subgrupo sao importantes pois no modelo algébrico as quebras de sime-
trias caracterizam uma cadeia de subgrupos que por sua vez caracteriza aminodcidos pri-
mordiais que evoluem em etapas de quebra de simetria até alcangarem os 20 aminodcidos e

o sinal de terminacao no cédigo genético padrao.

2.2 Representacoes

O uso das representacdes de um grupo tem uma importancia fmpar no estudo do cédigo
genético e em seu modelo dindmico. O grupo responsdvel pelo modelamento do cédigo
genético padrao tem 21 geradores e se encontra em uma representacao de dimensao 64 o que
torna o problema um tanto quanto complexo para um modelamento dinamico. E possivel
entio representar esse grupo de simetria em um espago que seja possivel o modelamento
dinamico. Os trabalhos existentes estabelecem regras para sistemas de dimensao 2,3 e 4
daf a importancia do estudo das representacdes de um grupo. Leia-se aqui que a palavra
representacio é levada em seu significado mais abragente. Assim como é possivel tomar a

representacdo de dimensdo 64 do grupo Sp(6) também é possivel representd-lo como um

grupo de dimensdo 3 que no caso da construcdo do sistema dinamico serd usado.
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As representacdes de um grupo G é um homomorfismo de G em um grupo I'(G), pro-
movendo uma relacio entre os elementos do grupo e os elementos da representacao , tal que
os elementos sdo operadores num espagco vetorial L qualquer ou em matrizes, desde que seja
escolhida uma base para L.

No nosso caso representaremos o grupo Oh como matrizes 3 x 3, nos dando como resultado
um mapa f : R® — R®. A dimensdo de L determina a dimensao, ou grau, da representagao
I['(G).

Uma representacio ¢ definida por ser fiel se o homomorfismo de G em I'(G) se reduz a
um isomorfismo.

Se R e S sao elementos do grupo G, entao requer-se:

T(RS) = T(R)I(S), (2.9)

A importancia desse estudo estd em saber que tipo de representacao o grupo que esta
sendo estudado admite. Trabalhar com os grupos de um modo geral sem trabalhar com
representacdes se torna deveras complicado do ponto de vista matemadtico. Todo grupo pode
ser representado por um grupo de permutagao, seja ele finito, ou continuo.

Se L, & um subespaco invariante de G, entao L, forma um espaco de representagoes de
G. As matrizes que representam os elementos do grupo constituem uma representacao de G

se uma base {¢;} é escolhida para L, :

j=1
sendo:
Iji(R) =<p; 1 R1p; >, (2.11)

.1iQD SERVICO DE BIBLIOTECA
IFSC-Usp INFORIMACAO
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o elemento de matriz da representacio matricial I'(R).
Se fizermos uma transformagio de base no espago L,, das representacoes, as matrizes

I'(R) também irdo se transformar do seguinte modo:

I'(R) = CT(R)CY, (2.12)

onde C é a matriz que faz esta transformagdo. A representacio dada por IV(R) é dita ser
equivalente por uma transformacao a representagao ['(R). Onde a representacao equivalente
I"(R) preserva a dimensdo da representagéo ['(R).

Sabemos que em matrizes o trago se conserva sob transformagoes de similaridade, este
fato nos faz crer que é possivel determinar uma quantidade ou medida que seja caracteristico

de uma dada representacio matricial de um grupo. Estas transformacoes sao dadas por

(2.13).

Tr(l"(R)) = > Tu(R)=)Y Calu(R)C;' = (2.13)

ikl
Y bul'm(R) = Z Ter(R) = Tr(D(R)).
ki k
O traco de uma representacio matricial de um dado grupo é chamado de caracter, deno-

tado por:

X(R) = Tr(T(R)). (2.14)

E um interessante exercicio verificar que as representagoes que sao equivalentes possuem o
mesmo caracter. No caso dos grupos os caracteres se encontram em uma tabela. A tab.(2.1)
é a tabela de caracteres do grupo O.

Note que as colunas e as linhas sio ortogonais entre si por um produto escalar simples. A
primeira coluna determina a dimensio de cada representacdo. Por exemplo, a tab.(2.1) diz
que o grupo O admite 2 representagdes tridimensionais, e que os tragos das matrizes nessas

representacoes sao dados por 3, 1,-1,0,1e 3, -1,-1, 0, 1.
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3{-1-14041

Tabela 2.1: Tabela de caracteres do grupo O.

Se considerarmos dois elementos conjugados, R e S, isto é, S = URU™!, entdo I'(S) =
T(U)I'(R)I'Y(U), de modo que teremos x(S) = x(R). O que quer dizer que os elementos
pertencentes a uma mesma classe conjugada tem o mesmo caracter.

Teorema 2.2.1 A igualdade dos caracteres é a condi¢do necessdria e suficiente para
duas representagoes serem equivalentes.

Rotulando as classes de um grupo G por Ky, Ks, ..., K, a representacao serd descrita
pelo conjunto de caracteres X, X2, ---» Xy, sendo v o nimero de classes de G. Como visto
anteriormente podemos ter virias representagoes distintas, basta olhar a tabela, de modo a
denotarmos por ng# ) o caracter da n-ésima classe da representacio . Assim cada represen-
tacao tem um conjunto de caracteres os quais podem ser considerados vetores de componetes
¥ X v no espago v - dimensional.

Caso seja possivel encontrar uma transformagao de base nas quais todas as matrizes I'( R)

da representacao fiquem na forma de diagonal por blocos, ou seja:

I'(R) = ) (2.15)

0 TOR)
onde I'M(R) é uma matriz m x m e ["¥Y(R) é uma matriz (n-m) x (n-m), entdo dizemos
que esta representacdo é redutivel, de tal maneira que cada matriz I')(R) é uma dessas
representacoes e a dimensao da matriz nos dd a dimensdo da representacao. O produto
das matrizes da forma (2.15) tem sempre a mesma forma, isto é ficil de perceber, pois as
matrizes da representagio sdo diagonais, de modo que podemos tratar IM(R) e T®(R)

separadamente como mostrado em (2.16).
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r'(RS) = TOR)IM(S), (2.16)

I'®(RS) = IAR)IrA(s),

nos dando assim duas representagoes, de dimensoes distintas m e (n-m), respectivamente. O
conceito de soma direta estd associado ao mimero de representagoes que estd dentro de uma

representacao redutivel, no nosso caso a representagao ['(R) foi decomposta em uma soma

direta de T'V(R) e T@(R):

I'(R) = TMW(R) © TO(R). (2.17)

Dado um vetor x no espaco m - dimensional da representacao I'Y(R), a aplicagao da

matriz I'( R) neste vetor se da:

r(R) 0 x Ir'Y(R)x
= , (2.18)
0 T®(R) 0 0
0 que significa que o subespago m - dimensional & invariante sob as transformacoes do grupo.

O mesmo ocorre para um dado vetor y (n-m) - dimensional

rO(R) 0 0 0
= , (2.19)
0 T®(R) y Ir®(R)y

seguindo que o subespago (n-m) - dimensional é invariante perante a transformacao.
Nestes termos podemos definir redutibilidade como: se no espago das representagoes Ly,
podemos encontrar subespacos invariantes sob a agdo do grupo, entdo Ly, é dito ser redutivel,

podendo ser escrito na soma direta de seus subespagos invariantes. Como foi mostrado

anteriormente;

L,=LWoL®. (2.20)
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Caso existam outros subespacos invariantes dentro de um subespago LY ou L?) | dizemos
que TW(R) ou T (R) ainda é redutivel, do contrério dizemos que 'V (R) ou T'®(R) & uma
representacéo irredutivel, de modo LW ¢ L g0 um subespacos irredutiveis.

Se a matriz de uma representagdo puder ser escrita como:

F(l)(R) \

(R — I'®(R)
(R) = ' : (2.21)

\ rem) |

e sua soma direta ¢ dada por:

IR)=TW(R) e TH(R)® ... T™(R), (2.22)

dizemos entdo que I'(R) estd na forma totalmente redutivel. Para nés esse estudo é de
extrema importancia pois mostra como uma representacao pode se decompor, é ficil de
perceber que a decomposi¢io da representagao estd diretamente associada a decomposi¢ao
do grupo em seus subgrupos ja que a representacao é uma rotulagao fiel do grupo.

Entre as representacoes irredutiveis de I'™(R) podem existir diversas representagdes
equivalentes, de tal maneira que podemos escrever a soma direta como uma soma de repre-

sentacoes com coeficientes a determinar,

[(R) = axTD(R) & el D (R) @ ... ® T ™ (R) = ) _ cl™(R), (2.23)
n=1

onde os coeficientes o, sao inteiros positivos.

Teorema 2.2.2 O nimero de representacées irredutiveis nao equivalentes de um dado
grupo é igual ao nimero de classes desse grupo.

Se a representacao é redutivel o caracter é chamado de caracter composto x(R), enquanto
que o caracter de uma representacio irredutivel é chamado de caracter simples X (R). De

acordo com (2.23), o caracter composto € expresso em termos dos caracteres simples,
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Z a,x(R (2.24)

De um modo geral a tabela de caracteres pode ser escrita como mostado na tab.(2.2).

DK, || 2Ky || - || 9K || - 9% K,
F(l) Xgl) ng) e XEI) e XS)
2
@ || P
re @ [ T |
e ng) ng> ... ng) ... chk)

Tabela 2.2: Tabela de caracteres - geral.

Um conceito complementar é o de representacdo unitdria.
Definicao 2.2.1 Representagdo Unitdria. Dado no espago vetorial das representagoes
o produto escalar < X 1y >, sobre o qual os operadores de uma representacao do grupo G

sao operadores unitdrios,

<Ux\Uy> = <x1UUiy> = <x1y>, (2.25)

isto é,

Ut=u"1, (2.26)

caso as matrizes da representagio sejam unitérias, entao:

I''(R) =T }(R), (2.27)

é chamada de representacio unitdria, e que de acordo com (2.25) preserva a métrica do

espago.
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2.3 Grupos Continuos

Nesta seciio abordaremos os conceitos de grupos continuos com énfase no grupo Sp(6) e suas
propriedades, estes conceitos sdo encontrados em qualquer livro de teoria de grupo, [15, 18
e servem como uma base maior para aos interessados nos aspectos matematicos relacionados
ao modelo algébrico.

Um grupo é dito ser continuo se os elementos que fazem parte deste grupo variam de

forma, continua. O conjunto das transformagoes

z =ax+Db, (2.28)

forma um grupo, onde os dois pardmetros a e b variam continuamente —oo até 400, € nos
dizemos que o grupo dado por (2.28) é um grupo de dois pardmetros continuos. Todas as
definicoes e teoremas citados anteriormente para grupos finitos sao validas para o caso dos
grupos continuos, existe porém dificuldades em determinar representacoes de alguns desses
grupos, assim como extrair as informagoes necessérias para a aplicagdo em fisica.

Existem grupos que podem ter um mimero finito de elementos mas que estes elementos
que variam de forma continua, entdo dizemos que este grupo & um grupo continuo finito. O
intervalo de variacdo do parimetro é nao definido e pode ser de —oo até +o0o ou qualquer
dominio finito, neste caso o grupo é dito fechado.

Para um grupo de r-pardmetro, como o grupo dado pela equagao (2.28), a continuidade
é expressada em termos das distancias do espago dos parametros.

Exemplo 2.3.1 Dado dois elementos R(a) e R(d') estes dois elementos sio ditos como

ProTIMos se

[ Z (ai“a2)2]1/2
1
é pequeno.
Os pré-requisitos para que os elementos R(a) formem um grupo sao 0s mesmos que para

um grupo finito. Primeiro deve existir uma série de parametros a® tal que:
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R(a)R(a®) = R(a")R(a) = R(a), (2.29)

para todo e qualquer a. O elemento R(a% & chamado de identidade. Dado um elemento

qualquer a podemos sempre encontrar um elemento @ tal que:

R(a)R(a) = R(@)R(a) = R(da"), (2.30)

onde R(@) é o inverso de R(a), dado por:

R(a) = [R(a)] ™" (2.31)

O produto de dois elementos do grupo permanece no grupo:

R(a)R(b) = R(c), (2.32)

¢ é um conjunto de parimetros do grupo. E facil de perceber que ¢ depende do conjunto de

parametros a e b, de maneira que

¢ = ®(a,b). (2.33)

A equagdo (2.33) mostra uma transformagcédo, onde a funcio ®(a, b) é a responsével por
esta, transformacdo. Vamos considerar as transformagoes do tipo 2’ = x + a+ b, é possivel
encontrar um ¢ que varie de forma continua, como por exemplo a +b = ¢, como a e b sao
continuos, a variacdo a soma destes também & um pardmetro continuo. Com isto em mente
podemos escrever qualquer Grupo de Transformagdes de Lie de Pardmetro r como sendo o

grupo das transformacoes dado por:

' . .
T = fi(z1, 22, ..., Tn; a1, a2, ey G )y i=1,2,..n,
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ou simbolicamente,

z' = f(z;a), (2.34)

onde as fungdes f; sao analiticas no pardmetro a. Este grupo & um grupo de Lie que obedece
as propriedades e definicoes listadas anteriormente.
Exemplos de grupos de Lie, segundo ref.[9].
[ =az,a#0:
Elemento Identidade - a = 1.
Elemento Inverso - a = %
Produto - ¢ = ba.
Este é o grupo abeliano de um parametro; ¢ é uma funcio analitica de a e b.
)2 =a1x+az,a #0:
Elemento Identidade - a; = 1,a9 = 0.
Elemento Inverso - a; = ail, ay = 2.
Produto - ¢; = bjaq, ¢y = by + bias.
Este é o grupo de dois parametros e é nao-abeliano.
III ) Grupo Linear em duas dimensdes, GL(2):
=+ ey ;Y = a3T + a4y
a, ap

£0.

az a4
Se nés considerarmos z, y como componentes de um vetor 7, a transformagao pode ser

escrita em notagao matricial:

x a; asp HA
Y as a4 Y
O grupo linear em duas dimensdes é isomérfico ao grupo de matrizes 2 x 2, com a

multiplicacao das matrizes como lei de combinacao:

1 0
Elemento Identidade - A = =1.

01
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Elemento Inverso - A = AL
Produto - C = BA.
O grupo linear em duas dimensdes é um grupo de quatro parametros e & nao-abeliano.

IV ) Grupo Linear em n dimensoes, GL(n):

z = Za,-jazj; i=1,..,n, la;;| # 0,
J

ou, na notagao matricial,

r' = Ar, det A # 0.

O ntmero de parametros é n?. Como os parAmetros podem variar em um intervalo de
forma infinita o grupo GL(n) é dito nao fechado.

V) Grupo Linear Especial em duas dimensdes, SL(2):

Este grupo é obtido da mesma maneira que o GL(2), com a restrigao que o determinante

da transformacao seja igual a unidade;

a1a4 — Q903 = 1.

Esta restricdo mostra uma relagao funcional entre os pardmetros. As propriedades do
grupo sio mantidas desde que a transformagéo com a unidade como determinante tenha o
inverso com o mesmo valor, e o produto de duas transformagdes levem a uma transformacao
de determinante 1.

VI ) Grupo Linear Especial em n dimensoes, SL(n): mesma regra que o GL(n) com a
restricao de que o det(A) = 1 e onde o nimero de pardmetros essenciais & n? — 1.

VII ) Grupo Ortogonal em duas dimestes, O(2): é o grupo onde consideramos as trans-

formacoes dado por ( III ) onde z? + y? fica invariante:

(37I)2 + (?/)2 = (a1z+ azy)2 + (azz + a4y)2 =z + y2,

2
a?+ad2 = 1, a2+a=1, a1as + agay = 0.
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E f4cil de perceber que este é o grupo de rotacdes em torno do eixo z, e pode ser escrito

comao:

z' = xzcos(¢) — ysin(p),

y = xzsin(¢p) — ycos(¢),

com 0 < ¢ < 2m, onde ¢ é o angulo de rotagdo em torno do eixo z. O grupo é abeliano
onde o angulo resultante entre duas transformagcoes é a soma dos angulos das transformagoes
individuais.

VIII ) Grupo Unitério em n dimensées, U(n):

r=rA AAt = 1.

As matrizes das transformacoes devem ser unitdrias. O nidmero de pardmetros essenciais
& n?. A condicio de que as matrizes sejam unitdrias implica que ), = |a;; |* = 1, nés vemos
que Ia,-jl2 < 1 para todo i e j, onde os mimeros a;; sdo os pardmetros que formam as matrizes
A.

Esses exemplos sdo ilustrativos, afim de facilitar a compreensao dos grupos de Lie, ja
que o Sp(6) é o objeto de estudo desta tese. Existem grupos de Lie que atuam no espago
complexo, estes grupos sao chamados de Grupos Complexos de Lie, e tem a estrutura idéntica
a dos grupos listados anteriormente, s6 que atuando no espago complexo. Qualquer grupo
complexo de dimensdo n pode ser considerado como um grupo de Lie real de dimensao 2n.
As matrizes que definem estes grupos podem ser matrizes complexas, desde que obedegam
as regras daquele grupo.

Aqui interpretamos os grupos de Lie da forma mais simples possivel sem levar em consid-
eracao a visdo topolégica de grupos, neste caso as estruturas sao definidas da mesma maneira,
usando conceitos matematicos mais elaborados. Ainda temos interesse nos grupos, particu-
larmente todo grupo de Lie possui uma &lgebra com operagdes e relagoes de comutagao bem

definidas correspondente, na préxima secao abordaremos este tema.
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No caso do grupo Sp(6), a sua estrututra é a mesma do GL(n), com a condicao de

invariancia na forma bilinear, no caso de dois pontos quaisquer z e §, ou seja,

x1€2 - 55251 + $3§4 - 37453 = const.,

com essa condicdo nos obtemos o grupo linear. Este é um isomorfismo, por isso definimos o
grupo GL(n) como principal, tal que o grupo Sp(2n) é um grupo isomorfo a este.

IX ) Grupo simplético em n dimensoes, Sp(n): € o conjunto de todas as transformagoes
lineares a sobre as quais as formas bilineares nao degeneradas de “anti-simetria” sao invari-

antes. Em outras palavras, a forma bilinear nao degenerada dada por:

{xy} = gunzsyx (gik = —Gri)5 (2.35)

e o “produto anti-simétrico” dos vetores x e y, sdo inalterados pelas transformagoes de a do
Sp(n). A matriz G = (gi) da equagéo (2.35) é anti-simétrica. Tomando o determinante das
matrizes anti-simétricas, nés encontramos que G = (—1)"det(G). Se n é impar, det G =
0, e a forma bilinear (2.35) ¢ degenerada.

A base de coordenadas em um espaco n-dimensional pode ser sempre selecionada como
um produto anti-simétrico, dado por (2.35), nos dando uma forma canoénica simples como
resultado. Dado um vetor arbitrario e; nao-nulo em um espago n-dimensional, desde que o
“produto anti-simétrico” é nio degenerado, nés podemos achar um vetor y tal que {e1y} # 0.
Multiplicando y por um fator, nés obtemos um vetor €; para o qual {e;e}} = 1. Usando isso

para os dois vetores,

{ere;} =0, {elef} =0, {eef} =1 (2.36)

Os vetores e; e €] sao LI: Se Ae;+pe) = 0, nés encontramos, pelo produto “anti-simétrico”
com e; e € que, A = p = 0. Os vetores z do R" que satisfazem as duas equagoes lineares

independentes
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{e12} =0, {eiz} =0, (2.37)

formam um (n — 2) - dimensional subespaco linear do R*. Cada vetor z do R™ pode ser

escrito como

X = z1€) + 7€) + 2, (2.38)

onde z satisfaz (2.37). De fato usando (2.36) e (2.37), nds temos

T, = {xe}}, z}=—{xe}. (2.39)

Podemos repetir o argumento para subespagos de dimensao (n-2). Por indug¢ao podemos

definir uma base de vetores e, ..., e,, €, (n = 2v) tal que

{eats} = {eaep} =0, {eaep} = {eaes} =dap. (2.40)

Os componentes do vetor X nesta base s30 Ta, Zo (@ = 1, ..., ). Fazendo o “anti-produto”

(2.35) na base (2.40) nés encontramos

{xy} = (z1y1: — n1%1) + (T2Y2 — YaZo) + . + (ToYor — YuTue), (2.41)

ou,

3

lfori=a, j=qaf,
{xy} = e;ziy;; € =| —lfori=0a', j=aq, (2.42)

0 do contrério.

Qualitativamente as representacOes irreditiveis do Sp(n) sao dadas pela tabela 4. Note

que a dimensdo da representagao (2,1,0) é 64, o que nos d4 o mimero de arranjos possiveis
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de 4 bases (ACGU) 3 a 3, no c6digo genético padrao. Esta peculiaridade, entre outras, torna
a relagio entre cédigo genético e matemética possivel. Os pesos das representagoes sao dadas
por (01...0,,), de tal maneira que 0y > 03 > ... 2 0, 2 0.

A dimensio de cada representacéo irredutivel ¢ dada por N (o), e estd definida por (2.43).

Lo+ rv—i+1

I-I(O'i—O'k+k—i)(0i+0'k+2l/+2—i—k)
k—i)2v+2—i—k) '

k>i

Na tab.(2.3) r representa o rank do tensor, ou seja, o mimero de decomposigoes das ma-
trizes na forma diagonal por blocos de uma dada representacdo, por exemplo, a representagao
(210) tem rank 3. Esta representacdo admite no maximo matrizes de dimensao 3 X 3 como
representacio, é impossfvel encontrar representacoes de dimensoes maiores que 3 no caso do
Sp(6).

Agora temos que entender como a partir de um peso méximo & possivel gerar a cadeia
de quebra de simetria, para isso, vamos entrar no conceito de édlgebras de Lie, estudando

também o caso particular da algebra sp(6), de uma forma mais qualitativa.

2.4 Algebras de Lie

A cada grupo de Lie temos uma algebra de Lie associada, no caso particular do grupo Sp(6)
temos a algebra C3 ou sp(6) associada. As relacoes entre os elementos do grupo e seus
elementos equivalentes na dlgebra sao iguais.

As dlgebras sao definidas perante comutacoes de seus elementos.

Definicao 2.4.1 Algebra de Lie. Dado um espago vetorial de dimesdo finita sobre o
campo K dos niimeros complexos ou reais. O espago vetorial L é chamado de dlgebra de Lie
sobre K se existir uma regra de composicao (X,Y) — [X,Y] em L que satisfaga os seguintes
axiomas:

e Lineridade - [oX + 8Y, Z] = o[ X, Z] + B[Y, Z] para o, 3 € K.
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n=4 n=6 n=8
r (o102) N(o) (010903) N(0) | T (01020304) N(0)
0 (00) 1 (000) 10 (0000) 1
1 (10) 4 (100) 6| 1 (1000) 8
2 (20) 10 (200) 21 || 2 (2000) 36
(11) 5 (110) 14 (1100) 27
3 (21) 16 (210) 64 | 3 (2100) 160
4 (22 14 (111) 14 (1110) 48
(220) 90 || 4 (2200) 308
(211) 70 (2110) 315
(221) 126 (1111) 42
(222) 84 || 5 (2210) 792
(2111) 288
6 (2220) 825
(2211) 792
7 (2221) 1056
8 (2222) 594

Tabela 2.3: Representagoes Irredutiveis do Sp(n).

e Antisimetria - [X,Y] = —[Y, X] para todo X,Y € L.

e Identidade de Jacobi - [X,[Y, Z)] + [Y,[Z, X]| + [Z,[X,Y]|=0V X,Y, Z € L.

41

Note que a operacao de comutacio é em geral nio-associativa. Se K & um campo de

nimeros reais(complexos), entdo L & chamada de dgebra de Lie real(complexa). Como no

conceito de grupo temos que a algebra de Lie é comutativa ou abeliana se para qualquer

elemento X,Y, Z € L nés temos [X,Y] = 0.

Dado dois subconjunto de vetores M e N de uma determinada dlgebra de Lie L e deno-

tamos por [M, N] uma superficie linear de todos os vetores da forma [X,Y], X € M,Y € N.

Se M e N sio subespacos lineares de uma slgebra L, entdo as relagoes abaixo sao vilidas,
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[M;, + M, N] C [My, N]+ [M, N], (2.44)
[M:N] = [N’M]v

[L,[M,N]] C [M,[N,L]] + [N, [L, M]].

Essas relagdes podem ser verificadas usando os axiomas anteriormente citados. Um sube-
spaco N de uma dlgebra L é uma subslgebra, se [N, N] C N, e um ideal, se [L,N] C N.
Note que em um dado um elemento da subélbegra, qualquer relagao de comutacao per-
manece neste subespaco N, no segundo caso qualquer elemento da subdlgebra N permance
nesta mesmo que sejam feitas relagoes de comutagio com a 4lgebra em que esta estd contida.

A nocdo de base no conceito de dlgebra, de um modo geral, é fundamental. Dado ey, ..., e,
ser uma base no nosso espaco vetorial L, devido a linearidade o comutador Z = [X, Y] quando

expressado em termos das coordenadas, isto ¢ X = z'e;, toma a forma

7 =X Y=, i,5,k=1,2,..,n, (2.45)

com [ej, e;] = cj.kez-, por convencao os indices repetidos indicam somatério. Os miimeros c;.k
sa0 chamados de constantes de estrutura, e n é a dimensao da dlgebra de Lie L. Devido a

anti-simetria e a identidade de Jacobi, as constantes de estrutura cj-k satisfazem as condigoes:

i

¢y = —di;, (2.46)

c'zi)sc_?k + C?.SCZ'L' + cz.scgj = 0. (247)

A existéncia de subdlgebras e ideais assim como as regras de multiplicacao entre seus
elementos causam restricoes nas constantes de estrutura. Se ey, ey, ..., € 530 0s elementos da

base da subdlgebra, entao as constantes de estrutura devem satisfazer as relagoes
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¢;; =0 parai,j>k,s>k, (2.48)

e, se sao elementos de um ideal entao:

;. =0 parai<k,s>keum j arbitrario. 2.49
ij

As constantes de estrutura podem variar pois dependem da dlgebra que as definem, assim
como de seus tensores. O conceito de tensores posteriormente serd mostrado.
Ezxemplo 2.4.1 Dado L como o conjunto das matrizes de traco nulo 2 x 2. Note que

L é de dimensao real 3. Vamos tomar como base

1] 0 —2 110 -1 1| —¢ 0
€1 = 3 ; g =— — y e3 — — ,
21 - o 211 0 21 0
e definimos o comutador [X,Y] em L como segue
[X,)Y]=XY-YX, XYelL (2.50)

FEste comutador satisfaz também os aziomas, que definem uma dlgebra, anteriormente

citados. Usando (2.50) nds achamos que e; satisfaz a sequinte relagdo de comutagao

[ei7ek] = E;kl€l, 7:7 k7l = 172737

onde ;. € o tensor totalmente anti-simétrico no R3. Os elementos de L sdo combinagoes
lineares de e; com coeficientes reais. As matrizes o = 2ie, sGo chamadas matrizes de
Pauli e satisfazem [0, 0] = 2icine;. Estas matrizes sdo largamente usadas em fisica mais
especificamente em mecdnica qudntica.

Logo L é uma dgebra de Lie tridimensional, real com as seguintes constantes de estrutura
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Cikl = Eikl-

A dlgebra entdo definida é denotado pelo simbolo su(2) ou o(3).

As estruturas das dlgebras de Lie sao idénticas as estruturas usadas em mecénica quantica,
como vimos anteriormente. Essas relacdes, produzidas por uma determinada 4lgebra, atuam
em auto-espacos nos dando autovalores como resultado. Esse autovalores sio chamados
de pesos. O pesos sio de fundamental importéncia para o nosso estudo, posteriormente
mostraremos o célculo de alguns dos pesos para o caso da dlgebra associada ao grupo Sp(6).

Ezemplo 2.4.2 Dado L como o espaco vetorial formado pelo conjunto das matrizes
reais n X n { T}, 1,k =1,2,...n, sobre o campo R dos niimeros reais. Este espago vetorial é
definido pela multiplicacdo dada por (2.50) e logicamente também é uma dlgebra de Lie real.
Esta dlgebra é denotada pelo stmbolo gl(n,R), e estd associada ao grupo de Lie de mesmo
nome.

Nés podemos introduzir uma base chamada de base de Weyl na dlgebra gl(n,R). Tomando

como elementos de base e;;,i,j = 1,2,...,n, e as matrizes n X n da forma

(eij)ie = abj, (2.51)

onde deve satisfazer as sequintes relagoes de comutagao

le:, ext] = Ok — Saerj, 4,5,k 1=1,2,..,n. (2.52)
A partir dai podemos determinar as constantes de estrutura como
O = O36kmL — 66,560, (2.53)

No nosso caso o interesse é o estudo da dlgebra associada ao Sp(6), esta dlgebra é a Cs,
também podemos chamé-la de sp(6) com o indice s mintdsculo. A dimensao da 4lgebra C,, é

dada por:
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n(2n +1). (2.54)

Note que para o caso do Sp(6), n = 3, a dimensao da élgebra é 21, que corresponde
ao nimero de aminodcidos(20) mais o Cédigo de Terminagao, existentes no codigo genético
padrio. Mas para cada aminodcido e o cédigo de terminacao temos um mimero de com-
binacoes possiveis das bases que os formam, este nimero & 64, que é a dimensao do grupo
que esta associado ao C3, o Sp(6). Essas possibilidades sao ditadas pelos pesos de uma
dada representacao, no caso do Sp(6) a representacao que nos da a dimensao 64 é a (210),
como visto anteriormente na tabela (2.3). O estudo dos pesos e das rafzes de uma algebra
sao de fundamental importancia para determinarmos as relagoes matematicas com o c6digo
genético. Para isso temos que entender o que € uma subdlgebra de Cartan.

Dado um espaco vetorial V. Um subespago W C V & chamado de invariante sobre um
conjunto de transformagdes lineares T' do espago vetorial V' se para cada 7 € T teremos TW C
W. O conjunto das transformagoes lineares T' é chamado de semi-simples se o complemento
de cada subespaco invariante de V' com respeito a T' também for um subespago invariante.

Defini¢ao 2.4.2 Subdlgebra de Cartan. Uma subélgebra H de uma dlgebra semi-
simples L é chamada de subdlgebra de Cartan se:

1 - H & uma subédlgebra maximal comutativa em L.

9 _ Para um arbitrario X € H a transformacao adX do espago L é semi-simples. Onde

adX é dado por

adX(Y)=[X,Y] X,Y € H. (2.55)

Dado o como uma funcao linear de um espago vetorial complexo H C L onde H é uma

subslgebra de Cartan de L. Denotamos por L* o subespago linear definido pela condicao

*={Y eL:[X,Y]=a(X)Y paratodo X € H}. (2.56)
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Se este conjunto L* # {0} entdo « é chamado de raiz e L* o espaco das raizes. O nome
raiz vem do fato que [X,Y] = aY é uma equagao de autovalor, e os a's sao as solugoes das
equagdes seculares det[X'CE — 5] = 0 em um dado sistema de coordenadas.

Para determinar um sistemas de raizes de uma dada algebra, por exemplo sl(n,C),

devemnos escolher uma base qualquer como base da subalgebra de Cartan H, tomemos entao

Hz' = €3 — €441,i+1» 1= 1,2, ey 11— 1, (257)

por exemplo H,, para n = 4, ¢ da forma

100 0 0O 1 0 0
H=loo00|-]J010|=]0-10
0 00 000 0 0 0

Note que o Tr(H;) = 0. Depois determinamos a forma explicita do sistema de rafzes A.

Usando a equacio de autovalores (X, H,) = a(X) para todo X € H nés temos

Clik(X) = (X, Haik)

para um arbitrdrio X = Ay, -\, € H, onde os Axirg s oo = 2y Ai€si, com isso pode-

mos determinar o vetor H,;, € H representando ele na forma

Hoto = Y Hofasy D s =0 (2.58)
s=1 s=1

Nés temos entao

aik(AAI,)\Z y ...,,\n) = (A/\17/\2 5 e 3An ’Aﬂl’l‘2 Y il ) = )\1 - )\k-

Usando (X,Y)smec) = 2nTr(X - Y), onde X,Y € si(n, C) e a relacdio Ax;,ng s -od, =

>, Ai€s teremos por outro lado
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n
(14)\1,)‘2 Ny ’Aﬂl’#z Y, ) = ZTLTT(A,\l,,\2 NETEY W .A#17l"'2 SRRy ) =2n E )\s/l,s.
s=1

Como a equacao

20y Aapty =X — Mk (2.59)

s=1
deve ser satisfeita para um arbitrdrio \,,s = 1,2,...,n, contanto que ) . ; A, = 0. Isto

acontece em (2.59) se e somente se

2n? s =1
me={ L s=k g (2.60)
0, s#1,k

Usando as equacdes (2.59) e (2.60), teremos que os vetores H,, € H correspondentes as

raizes oy, sao dados por

Haik = 2_’)1(6” - ekk), i, k= 1,2, vy T, 1 75 k. (261)

Se noés fizermos

—~ 1
Hz - 113 .
o (2.62)

entio o sistema de rafzes A para o sl(n,C) é dado por:

A(sl(n,C)) = {H; — Hy, i,k =1,2,...,n, i # k}. (2.63)

Com isto fechamos o estudo das rafzes. O interesse agora se volta para os pesos da

representacio (210) do Sp(6). No modelo algébrico para o cédigo génetico [1] a cadeia
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gerada pela quebra da irredutibilidade pelos subgrupos maximais é dada por (3.1) em cada
etapa temos uma relagao de simetrias associadas, como vimos na tabela 4. As relacoes para

o modelo algébrico sao descritas abaixo:

Sp(6) — [Y1,Y2, T3], (2.64)
Sp(4) x SU(2) — [o1,02), Ls,
SU(Z) X SU(2) X SU(Z) — Ll,Lz,L,‘g,

U() x U(1) x U(1) — My, My, Ms.

Estas simetrias com visto na tabela 4 sao representadas por mimeros, estes chamados
de pesos da representacdo. A dlgebra associada ao grupo Sp(6) tem 21 operadores onde as
relacoes estao definias em qualquer livro de teoria de grupos.

A subslgebra de cartan que estd contida na élgebra associada ao grupo Sp(6) contém
3 geradores. A idéia é construir vetores com o mimeros que representam os grupos € seus

subgrupos. Usando o aoutovetor:

T, Ty T3
01 02
|7) = > i=1,2,..64. (2.65)
L1 L2 L2

como o vetor da representacdo. A representagido (210) tem dimensdo 64, portanto con-
seguimos através dessa representacio construir os 64 vetores, usando a subdlgebra de Cartan,
que tem 3 geradores, note que 3 é o rank da dlgebra sp(6) e note que para cada vetor teremos

3 operadores da subslgebra de Cartan atuando
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H, - |64)
H, - |64)

Hj - |64)

49

ALY, (2.66)
A1),

ML),

AT 164)

25" 164),

26 |64) .

O que temos entao sdo trincas de autovalores (AL AL AD), ., (084 A5 M%) nos dando 64

vetores no espaco tridimensional. O objeto gerado por estes vetores ¢ chamado de grupo de

Weyl da representagao (210) do Sp(6).

Aqui o grupo de Weyl do Sp(6) coincide com o grupo de simetria Oy ou seja, um grupo

de 48 elementos que deixa um octaedro invariante, inclusive levando-se em consideragao a

inversdo pura. A construcio do nosso mapa se fard em torno dessa simetria, O},. Posteri-

ormente descreveremos o objeto resultante da composicdo das trincas de autovalores. Este

sendo nosso principal objeto de estudo.



Capitulo 3

Cédigo Genético e Teoria de Grupos

Grande parte da informagcio biolégica contida em cada ser vivo é encontrada em uma molécu-
la em forma de dupla hélice e se encontra armazenada em um longo polimero chamado DNA
(4cido desoxiribonucléico). Por sua vez a sua unidade de composigao bésica é chamada de
nucleotideo que aparece em 4 formas distintas: A, T, C e G. A evolugao da vida depende
da produgéo de proteinas pelas células que depende das informagoes contidas no DNA en-
contrados em seus nicleos, nas células eucariotas. Nesse processo acontece a participagao de
um segundo polimero que é constituido pelos nucleotidoes A, C, G e U. Esta macromolécula
tem a funcio de transcrever e traduzir essas informacoes afim de iniciar o processo de sintese
de proteina. Este segundo polimero é o RNA (4cido ribonucléioco).

A importéncia do DNA estd em dar as informagdes corretas ao RNA para que o pro-
cesso de sintese ocorra sem que haja erros. Um erro neste caso significaria por exemplo, a
interrupcdo da vida. No processo de sintese temos trés tipos de RNA presentes:

e mRNA - RNA mensageiro,

e tRNA - RNA de transferéncia,

e rTRNA - RNA ribossémico,

A sintese de protefnas se d4 em um estdgio: tradugdo. Na figura (3.1) temos esque-
maticamente como é feito o processo de sintese de proteina. Os componetes bésicos para a
formacao das protefnas sido os aminodcidos. A informacdo para a construgao de um aminod-

cido especifico para a producio de uma protefna estd contida no DNA que é transcrita afim

50
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de iniciar o processo de sintese. Essa informagao estd contida na seqiiéncia de nucleotideos
no DNA. Essa “leitura” é feita em tripletes, cada tripletes representa um aminoécido que
participara do processo de sintese. Os aminodcidos sao especificados por combinagoes de 3
bases chamadas de cédons.

O ndmero de combinacdes possiveis € dado pela possibilidade de escolha de uma das
quatro bases em cada posi¢do, sendo 3 posigoes possiveis, 0 nimero de combinacoes é 64. Note
que essas 64 combinagoes resultam em apenas 20 aminodcidos e trés cédigos de terminagao,
o que acarreta uma alta degenerescéncia ao cédigo genético. E interessante observar que o
amino4cido é determinado pela posicio dessas bases e em alguns casos somente a posicao

das duas bases iniciais, [17].

DNA
!

Transcricio

fRNA mRNA tRNA
1

Ribossoma

!

Traducio

!

Proteina

Figura 3.1: Esquema do processo de sintese de proteinas.

O processo de traduacio é mediado pelo RNA mensageiro que contém uma cépia da
seqiiéncia de nucleétidos contida no DNA. Esta informagdo ¢ levada ao ribossoma onde

a sintese de proteina se realiza. Cada c6don ou seja, cada triplete de nucleotideos, do
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mRNA define uma instrugéo tnica e universal para a inclusdo de um aminodcido na proteina,
conforme a figura (3.2). Hoje sabemos que a universalidade do c6digo genético é violada em
varios c6digos mitocondriais e nucleares [19], mas mesmo assim a grande maioria das espécies
utilizam o cédigo padrio em seus processos bioldgicos.

A seqiiéncia de cédons que é responsével pela informagao a qual é passada as organelas re-
sponséveis pela produgio dos aminodcidos no cédigo genético padrio nos dando 20 amino4ci-
dos e um sinal de terminacio codificam os seguinte aminoacidos: Fenilalanina (Phe), Leucina
(Leu), Isoleucina (Tle), Metionina (Met), Valina (Val), Serina (Ser), Prolina (Pro), Treonina
(Thr), Alanina (Ala), Tirosina (Tyr), Histidina (His), Glutamina (Glu), Aspargina (Asn),
Lisina (Lys), Acido Aspértico (Asp), Acido Glutamico (Glu), Cisteina (Cys), Triptofano
(Trp), Arginina (Arg), Serina (Ser), Glicina (Gly) e o sinal de terminagao (Term). Na figura
(3.2) listamos os 20 aminoscidos e os 64 cédons correspondentes & suas codificagoes assim
como os 3 cédons responsaveis pela codificagio do sinal de terminacdo. A degenerescéncia

chega a 6 cédons para os aminoécidos Ser, Leu e Arg.

Degenerescéncia Cédons Aminodcidos
Cac, CaU, CGA, COG, ACA, AGG Arg
6 UUA, UUG, CUT, CUC, CUA, CUG Leu
AGU, AGC, UCU, TCC, UCA, UCG Ser
(CU, GCT, GCA, GCO), (FOU, GGC, GUA, GOW) (Ala), (G
4 {CCU, CCC, CC4, CCG), (GUY, GUC, GUA, CUG) (Pro),(Val)
ACU, ACC, ACA, ACG Thr
; UA4, UGS, UAG Term
AUU, AUA, AUC I
(UUC, UUL), (GAT, GAC), (GAA GAT) (Phe), (Asp), (Ghu)
Y {(AAT, AAC), (AA4, AAG), (UGU, UGC) (Asw), (Lys), (Cys)
(UAU, UAC), (CAU, CAC), (CAA, CAG) (Tm), (Gin), (Fos)
uee Tp
! AUG Mt

Figura 3.2: Aminoscidos e c6dons responsdveis por sua codificagao e seu nimero total de

c6édons por aminodacido.

A degenerescéncia do cédigo genético foi o ponto de partida para a elaboragao do modelo
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algébrico[l, 2]. Aqui degenerescéncia corresponde ao seguinte fato mais de um cédon &
responsével pela informagao que codifica um tinico aminoacido.

Como é conhecido em ciéncia, degenerescéncia significa invariancia e invariéncia implica
em simetria. Desta maneira é natural investigarmos se simetrias relacionadas ao processo de
sintese de proteinas forma selecionadas na evolugao. Podemos imaginar que no comego da
vida todos os aminodcidos e o cédigo de terminagio se encontravam em uma “tinica mistura”,
os 64 cédons eram um nico objeto biolégico que evoluiu através de “quebras sucessivas de
simetria” para o que conhecemos hoje como cédigo genético.

O objetivo entdo era procurar na matemdtica, mais especificamente em Teoria de Gru-
pos, um grupo que possuisse propriedades que fossem compativeis com as degenerescéncias
observadas no c6digo. Esta busca foi feita por Hornos et. al. [1, 2], chegando ao grupo de
simetria Sp(6) como o grupo que melhor explicava a simetria do cédigo genético padrao.

Partindo das idéias de quebra de simetria e evolugao foi proposto um esquema evolutivo
para o cédigo genético padrao. Esta cadeia foi baseada na quebra da édlgebra S p(6) em suas
subdlgebras dando uma idéia de evolugéo temporal para o processo de quebra de simetria.

O resultado desta andlise e a cadeia de quebra de simetria que foi a seguinte:

sp(6) D sp(4) & su(2) D su(2) @ su(2) ® su(2) O (3.1)

su(2) @ o(2) dsu(2) D su(2) @ o(2) ® so(2).

Esta cadeia foi uma sugestao para explicar a degenerescéncia do cédigo genético padrao,
onde em cada estigio da quebra é possivel rotular um ou mais aminoécidos com os pesos
de cada estdgio da quebra de simetria até termos todos os 20 aminodcidos e o cédigo de
terminacdo. Olhando para os grupos que formam a cadeia no modelo algébrico podemos
construir uma “arvore de ramificacao” que na verdade & um gréfico de evolugao temporal
dos aminoécidos. O resultado é mostrado na figura (3.3).

Propostas de como esta evolugio j4 sdo conhecidas na literatura e uma delas [20] demon-
strou que em um estgio de evolugdo temporal os aminoédcidos eram em um total de 14,

formando assim um cédigo ancestral. Notemos que no estdgio C do processo evolutivo dado
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[ D B
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Figura 3.3: Cadeia de ramificagdo da representacao (2,1,0) do Sp(6), sentido evolutivo ao

c6digo genético. Uma estrutura primordial é “quebrada” em subestruturas.

pela figura (3.3) temos 14 subespacos ou seja, como esses subespagos representam aminos-
cidos ao fim da cadeia de simetria é mais do que natural que em etdgios anteriores estes 14
subespacos representem aminodcidos em um estdgio de evolugao anterior ao que se conhece
antes. Aqui devemos ter um cuidado especial com a palavra evolugao, neste caso especifico
evolucdo nio significa maior adaptabilidade ao meio e sim o processo de diferenciagao dos
cédons em saltos como visto na figura (3.3) proposta pelo modelo algébrico.

A andlise de vérias teorias sobre a evolucao dos c6dons mostram que estas tem um con-
censo no que diz respeito 4 evolugao do cédigo triplete [21]. Todas estas teorias apresentam
véarios fatores que sao levados em consideragdo para essa andlise. FEstas teorias tem um
concenso que diz que todos os c6dons derivam de cédons mais novos cronologicamente fa-
lando. A cadeia de ramificacao dado pela figura (3.3) é mais uma proposta onde um tnico

aminoacido é “ancestral” de todos demais.
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3.1 Aminoacidos e Pesos

Agora vamos discutir como é feita a relagdo dos cédons com os vetores e pesos da represen-
tagdo (2,1,0) da dlgebra sp(6) mostrado na figura (3.4). Nao s6 podemos relacioné-los como
também podemos levar em consideracao as degenrescéncias que sao bem representadas no
modelo algébrico. A degenrescéncia vetorial ¢ entendida como vetores de diferentes repre-
sentacOes sao iguais, ou seja estdo sobre a mesma reta um exemplo é o vetor (0,0,1) que
pode ser encontrado na representacao de dimensdo 20,4 e 2 distingiiidas a partir da etapa
B do processo de evolugdo via quebra de simetria.

A primeira coluna exibe o grupo ancestral e o peso méximo de sua representacao de

dimensio 64. Na terceira aparecem as 6 representacoes da dlgebra sp(4) @ su(2) contidas em

sp(6).

p(6) dim spdosu?) . su(2) o su(2) ® su(2) dim su(2)eo() o su() dim su(2) vof2) o s0(2) i
2,10 64 | @o-1 |20 1-1-1 8 I-(+1)-1 g | 1-(Xp-(+) | 4
1-(Xp-¢p | 4

2-0-1 6 2-0-1 6 2-0-(+) 3

2-0-¢1) 3

0-2-1 6 | 0-(+2-1 4 0-(+2-(+| 2

0-(x2)--0) | 2

0-0-1 2 0-0-¢+) ]

0-0-¢1) i

B 5 2-1-0 6 2-(*h-0 6 2-(*)-0 6
(.1-0 1-2-0 6 1-(+2-0 4 1-(*2)-0 4
1-0-0 2 1-0-0 2

1-0-0 2 1-0-0 2 1-0-0 2

0-1-0 2 | 0-(p-0 2 0-(£)-0 z

(L0-2 12 1-0-2 6 I-0-2 6 1-0-¢+p| | 2
1-0-¢p 2

1-0-0 2

0-1-2 6 O-¢+1)-2 6 0-(*D)-(+2))| 2

0-(*)-¢2 || 2

0-(*1)-0 2

0.4)-1 10 1-1-1 8 1-¢rD-1 8 I-(+h)-(+2) | 4
0-0-1 2 0-0-1 3 é:g’?‘l(i})r-z) j

(LO)-0 4 1-0-0 2 1-0-0 2 %'_%'_%U ;
0-1-0 2 O-¢+)-0 2 | 0-¢+D- 2

0.0)-1 2 0-0-1 2 0-0-1 2 0_5_(1.{1)0 7
0-0-¢1) !

Figura 3.4: Processo de quebra de simetria da dlgebra sp(6) em suas subalgebras. As

dimensoes se relacionam de 1 para 1 com a degenerescéncia do cédigo.
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O primeiro par ordenado, nessa coluna, representa o peso maximo da &lgebra sp(4)
enquanto que o segundo est4 associada ao su(2) e concide com duas vezes o niimero quantico
de momento angular. O nimero de representacoes de uma dlgebra em outra, seus pesos
méximos e suas dimensoes, conhecidos como regras de ramificacdo listados nessa tabela,
foram obtidos da compilacio de Mackey e Patera {25]. Observe que as dimensoes sao exibidas
na quarta coluna da mesma tabela. Esse primeiro passo corresponde a primeira quebra de
simetria. As colunas 5 e 6 contém informacdo de mesma natureza para a quebra espontanea
de sp(4) ® su(2) em su(2) @ su(2) ® su(2) enquanto que as colunas 7 e 8 reproduzem a
reducao de su(2) @ su(2) © su(2) a su(2) ® o(2) ® su(2). Finalmente vemos a quebra de
su(2) @ o(2) ® su(2) para su(2) B o(2) ® so(2) representada nas duas colunas finais. Como ja
mencionamos a partir da segunda quebra as regras de ramificacao sao trivialmente obtidas
uma vez que s6 estdo envolvidos exemplares do grupo de rotagdes. As representagoes envoltas
na ultima coluna da tabela correspondem a termos de “freezing ”, isto é interrupg¢oes no
processo de quebra espontinea nessessdrias para a obtencao do c6digo padrdo. Como veremos

adiante alguns desses aspectos serao produzidos tambem pela evolugao do sistema dinamico.

primeira segunda terceira
posigic posicio posigio
U c F. G
UUUPhe UCU Ser UAU Tyr UGU Cys U
u UUCPhe UCCSer UAC Tyr UGC Cys C
UUALeu UCA Ser UAA Stop UGA Stop A
UUGLeu UCGSer UAG Stop UGG Ttp G
CUULeu CCUPro CAU His COU Arg U
C CUCLeu CCCPro CAC His CGC Arg Cc
CUALeu CCAPro CAA Gln CGA Arg A
CUGLew CCGPro CAGGin CGO Arg G
AUU lle ACU Tht AAU Asn AGU Ser u
A AUCIHle  ACCThr AAC Asn AGC Ser C
AUATle ACAThr AAALys AGA Arg G
AUGMet ACGThr AAGLys AGG Arg A
GUUVal GCU Ala GAU Asp GGU Gly U
G QUCVal GCC Ala GAC Asp GGC Gly c
GUA Val GCA Ale GAA Gha GGA Giy G
GUGVal GCG Al GAG Glu GGG Gly A

Figura 3.5: Cédons e seus aminodcidos conforme a mudanca de posicao das bases.
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Como é caracteristico de todo modelo baseado em simetrias, a teoria fornece apenas o
arcabouco estrutural ou a “arena ” para o processo sob investigacao. No presente caso,
obtemos das regras de ramificagio apenas as degenerescéncias em cada passo e nao a corre-
spondéncia entre cédons e aminodcidos e os vetores da representacao. Em alguns casos essa
identificacio é trivial. Por exemplo no caso do Trp e Met que ndo sdo degenerados a tabela
anterior dada pela figura (3.4) nos d4 somente duas possibilidades de etiquetamento. Ambos
nescessariamente estio na representacio (2,0) — (1) da dlgebra sp(4) x su(2). Prosseguin-
do vemos que somente existem duas possibilidades de etiquetamento para o triptofano e a
metionina. Em situacao semelhante estdo os cédons de terminacdo e da isoleucina. J4 para
os dubletos temos grande liberdade. A verificagdo deste etiquetamento serd um dos pontos
importantes desse trabalho. Veremos que o sistema dinamico diferencia os c6dons em um
processo de evolucio similar ao proposto pelo modelo algébrico. A ratificacao do modelo
algébrico s6 é possivel a partir da construgao de um sistema dindmico que preserve as pro-
priedades de simetria relacionadas com o modelo. Para tanto usaremos a simetria resultante
quando os vetores da representagio dados na figura (3.4) sao colocados em um espago 13,
verificaremos que este objeto, conhecido como grupo de Weyl do grupo Sp(6) preserva a
simetria do grupo O, grupo este com 48 elementos.

O problema do etiquetamento foi resolvido alguns anos apds a formulacdo do modelo(23].
Foi possivel reduzir em muito a liberdade na identificacdo compatibilizando aspectos matemati-
cos do modelo e fatos biolégicos. Adotaremos aqui esse etiquetamento. Finalizamos esta
secao listando na tabela (3.1) os nimeros associados a cada um dos cédons.

Essa rotulacdo mostrada na tabela (3.1) ¢ um ponto importante do modelo algébrico.
Através dela é possivel determinar familias de aminodcidos que pertecem & um ancestral
comum por exemplo, vemos que os aminodcidos Thr, Val e Gln se encontram na etapa B
dado pela figura (3.3) em uma mesma representacao. A proposta do modelo é que se esses
amino4cidos se encontravam em uma mesma representacao significa que estes fazem parte
entdo de um ancestral comum que sofreu mudangas no decorrer do tempo e por gerou esses
aminodcidos separadamente.

Podemos entdo ver por andlise da figura (3.3) as seguintes familias comecando a partir



CAPITULO 3.

CODIGO GENETICO E TEORIA DE GRUPOS
Aminodcido || Cédon Peso Aminoédcido | Cédon Peso
Arg CGU (—2,1,0) Thr ACU (-1,1,1)
CGC (2,1,0) ACC (1,1,1)
CGA | (-2,—-1,0) ACG (1,-1,1)
CGG (2,-1,0) ACA | (-1,-1,1)
AGA (0,1,0) Val GUU | (-1,1,-1)
AGG (0, -1,0) Guc | (1,1,-1)
Leu UUA (0,1,0) GUG | (1,-1,-1)
uuG (0,—1,0) GUA | (-1,-1,-1)
CuUU (0,1,2) Tle AUU (—2,0,1)
cucC (0, -1,2) AUA (0,0,1)
CUA (0,1,-2) AUC (2,0,1)
CUG 0,-1,-2) Term UAA | (=2,0,-1)
Ser AGU (-1,0,0) UGA (0,0,-1)
AGC (1,0,0) UAG (2,0,1)
UCcuU (-1,0,2) Phe UuU (—1,0,0)
ucc (1,0,2) uucC (1,0,0)
UCA | (~1,0,-2) Asp GAU (-1,0,0)
UCG (1,0,-2) GAC (1,0,0)
Ala GCU (-1,2,0) Glu GAA (0,1,0)
GCC (1,2,0) GAG (0,—1,0)
GCA || (~1,-2,0) Asn AAU (-1,0,0)
GCG 1,-2,0) AAC (1,0,0)
Pro CCU (-1,1,1) Lys AAA (0,1,0)
CccC (1,1,1) AAG (0,-1,0)
CCG (1,-1,1) Gln CAA (0,0,1)
CCA || (~1,-1,1) CAG | (0,0,—-1)
Gly GGU | (~1,1,-1) His CAU (0,0,1)
GGC (1,1,-1) CAC | (0,0,-1)
GGA | (-1,-1,-1) Cys UGU (0,2,-1)
GGG (1,-1,-1) UGC | (0,-2,-1)
Tyr UAU (0,2,1) Met AUG (0,0,~1)
UAC (0,-2,1) Trp UGG (0,0,1)

Tabela 3.1: Rotulacao dos cédons conforme os pesos da representagao.

58
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da etapa B:

» familia 1: Arg, Ala, Phe, Asp, Glu;

» familia 2: Asn e Lys;

» familia 3: Term, Ile, Pro, Gly, Cys, Tyr, Met e Trp;

» famflia 4: Thr, Val e Gln;

» familia 5: His;

» familia 6: Ser e Leu. A verificacio dessa proposta consiste em um problema formidével
a ser verificado em conjunto com os especialistas da drea de evolucao. A fase posterior serd a
de anslise das simetrias finitas correlacionadas com o modelo aglébrico. Da mesma maneira
que temos uma cadeia de quebra de simetria através da algebra sp(6) teremos também uma
cadeia de quebra de simetria através dos grupos finitos que representam essa dlgebra em um

espago tridimensional.

3.2 Quebra de Simetria no Diagrama de Pesos

O diagrama de pesos ou seja, a representacdo tridimensional correspondente a represen-
tacdo dos codons para a dlgebra simplética Sp(6) é mostrado na figura (3.6). Esta figura
foi construida a partir das coordenadas de cada cédon contida na tabela (3.1). As esferas
representam os cédons e somente foram desenhadas para uma melhor visualizagao.

Este diagrama consiste em um octaedro truncado externo e um octaedro regular interno
essa figura externa é conhecida também como dodecaedro rombico[24]. A degenerescéncia
do diagrama pode ser vista pelo acimulo de 4 esferas nos vértices do octaedro interno e pelos
pares no centro do hexdgonos'. Ela nio tem conexdo com a degenrescéncia do c6digo, ¢ uma

caracteristica da representacao diagramética dos pesos.

Se notarmos a simetria da figura (3.6) veremos que esta é invariante ou seja, nao muda de

posicao ao executarmos operagoes de simetria especificas como por exemplo rotagoes de 90°

INa parte superior aparentemente aparecem 4 esferas mas, duas sdo do hexdgono frontal e duas do

hex4gono situado atras, essa dificuldade em visualizar essas degenerescéncia ¢ gerada perspectiva.
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Figura 3.6: Diagrama de pesos da representagao (2,1,0) do Sp(6), simetria total.

em torno do eixo z. O conjunto de todas as operagdes possiveis neste objeto forma o grupo
de simetria O}, e as operacOes de simetria que deixam o diagrama invariante sao listadas
abaixo como subgrupo do grupo Sg de permutagoes.
{e} - identidade.
{[24]156]},{[13][56]},{[13][24] } - rotacdes em torno dos eixos x, y e z de 180°.
{[164][235]},{[126][345]},{[154][236] }{ [125](346]} ,{ [146][253] },{[162][354] },
{[145][263]},{[152][364]} - rotagdes de 120° nas faces.

{[12](34][56]},{[14](23][56]},{[161[35][24]},{[15] [36][24] },{[13] [26][45] } ,{[13][25][46] } - rotacles

nas arestas de 90°.
{[2645]},{[1536]},{[1234]},{[2546]},{[1635]},{[1432]} - rotacdes nos eixos x, y ¢ z de 90°.
{[13][24][56]} - inverséo e {[13]},{[24]},{[56]} - reflexdes.
([126345]},{[152364]},{[125346]},{ [162354] } {[154362] } {[146325]},
{[164352]},{[145326]} - operacgoes compostas.
{[14]23]},{[12)(34]},{[15](36]},{ [16][35]}.{ [25][46]} { [26][45]} - reflexdes.
{[2645][13]},{[1536][24] },{[1234][56] },{[2546][13]} ,{ [1635][24] },{ [1432}[56] } - operacdes com-
postas.

A conexdo entre as permutacoes e as operagoes de simetria podem ser entendidas com o

SERVIGO DE BIBLIOTECA
IFSVC’USPV ~ INFORMACAO
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Figura 3.7: Conexdo entre a simetria octaédrica via permutagao do indices 1,2,3,4,5 e 6 no

diagrama.

auxilio da figura (3.7). Nesta os vértices do octaedro sao rotulados pelos indices 1,2,3,4,5
e 6. As permutacoes agem nesses indices, na forma de rotagoes ou reflexdes. Por exemplo,
a permutacio [12](34] é uma rotacdo de 90° em torno do reta que liga os pontos 5 e 6.
Reta essa que representa o eixo z do espago. O mesmo ocorre para as retas que ligam os
indices 1 e 3 e 2 e 4 que representam os eixos z e y respectivamente. Todas as operagoes de
simetria possiveis que o deixam esse objeto invariante formam o grupo octaédrico com suas
48 transformagoes. Essas operagoes de simetria conectam os 64 cédons, mostrados na figura
(3.6), indistingiiivéis antes da primeira quebra de simetria o que corresponde a etapa A na
figura (3.3). Biologicamente falando o modelo sugere que todos os aminodcidos fazem parte
de um ancestral comum.

A figura (3.8) mostra o diagrama apds a primeira quebra de simetria. Podemos observar
que 6 familias de cédons sao selecionadas correspondendo a cada uma das representacgoes
contidas na dlgebra sp(4) ® su(2). Essas 6 familias correpondem a etapa (B) na figura (3.3).
Em azul vemos os cédons para a Ser e Leu que se agrupam na representacao (1,0) — 2 de
dimensdo 12. Em verde aparecem os cédons correpondentes ao Term, Ile, Pro, Val, Cys,

Tyr, Met e Trp que se encontram na representagao (2,0) —1 de dimensao 20. Em lilds vemos
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a representacdo (0,1) — 1 de dimensdo 10. Esta contém os c6dons para Thr, Gly e Gln.
J4 em vermelho estio os 16 codons que correpondem aos aminodcidos Arg, Ala, Phe, Asp
e Glu, encontrados na representagao (1,1) — 0. Os 4 cédons da Asn e Lys, representacao
(1,0) — 0 sdo mostrados em marrom. Em branco aparecem os cédons do aminodcidos His.
Essa quebra de simetria reduz as 48 operacoes de simetria a 16. As operagoes remanescentes

sao listadas a seguir.

Figura 3.8: Primeira quebra de simetria.

{e} - identidade.

{124](56]},{[13][56]},{[13][24] } - rotacdes em torno dos eixos x, y e z de 180°.

{[12][34][56]},{[14][23][56]} - rotacdes nas arestas de 90°.

{[1234]},{[1432]} - rotagdes nos eixos x, y e z de 90°.

{[13][24][56]} - inversao e {[14][23]},{[12][34]} - reflexces.

{[13]},{[24]},{[56]} - planos de reflexao.

{[1234][56]},{[1432][56]} - operagoes compostas.

Observa-se que as rotacdes de 120° em torno do centro dos hexdgonos se perdem nesta
etapa. O grupo sobrevivente é o grupo Z, x D, configurando a infcio da cadeia de quebra

dada por (3.2).
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OhD Zyx Dy D ... (3.2)

O diagrama na segunda quebra é dado pela figura (3.9). O que correponde & etapa(C)

na figura (3.3). Neste caso teremos 14 familias de cédons representados por 14 esferas de

diferentes cores®.

Figura 3.9: Segunda quebra de simetria.

As operagoes de simetria sobreviventes sao:

{e} - identidade.

{124][56]},{[13][56]},{[13][24]} - rotacdes em torno dos eixos X, y e z de 180°.
{[13][24}(56]} - inversdo e {[13]},{[24]},{[56]} - planos de reflexdo.

Esta segunda quebra reduz um grupo de 16 operacoes de simetria para um grupo de 8

operagoes de simetria, a cadeia de quebra fica entdo dada por (3.3).

2 Aqui existe uma dificuldade em observar as diferentes cores. Isso acontece por limita¢Ges no esquema de

cores gerado pelo computador.
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Oh > (Zo)y X Da O (Zo) % (Za)a X (Za)3 D .. (3.3)

A terceira quebra de simetria que corresponde & redugio da algebra su(2) @ su(2) © su(2)

para su(2) ® so(2) ® su(2) e em nada altera a simetria anterior. A cadeia entao fica;

Oh D Z2 X D4 D (Z2)1 X (Z2)2 X (Z2)3 D (Z2)1 X (Z2)2 X (Z2)3 D ... (34)

A dltima quebra de simetria, correpondente & etapa (E) na figura (3.3) mostra a simetria
de Klein preservada. Apés esta quebra de simetria as operagoes de simetria que restam e
que deixam o diagrama de pesos da élgebra sp(6) invariante sdo, segundo a figura (3.10),

mostrados a seguir.

Figura 3.10: Quarta quebra de simetria.

{e} - identidade.
{[13)[24]} - reflexdes relativas aos planos z = 0 e y = 0 respectivamente.

{[13]},{[24]} - Note que este grupo tem a seguinte propriedade:
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[13][24]®(13][24] = ¢; [13]Q[13] = ¢; [24]®[24] = e.

Todo elemento quadrado resulta na identidade, isto caracteriza o grupo de Klein. As 8
operactes de simetria da etapa anterior se reduzem & 4. A cadeia final de quebra de simetria

fica na forma

Oh D Z2 X D4 D) (Z2)1 X (Zg)g X (Z2)3 B (Zg)l X (Z2)2 X (Zg)g (35)

O K.

A configuracao final do cédigo genético ¢ mostrada na figura (3.10).

3.3 Aminodacidos e Cédigo de Terminacao - Diagrama

de Pesos do sp(6)

Nesta seciio ilustraremos como se arrajam os cédons no digrama de pesos e as correspondentes
simetrias. Para isso vamos analisar cada plano horizontal do diagrama de pesos na figura
(3.10). Posteriormente veremos como o sistema, dindmico que na verdade é uma aplicacao
da forma f : R — N3, que ¢ iterada com uma condigao inicial (20, Yo, 20) atua nessa etapa
final da quebra de simetria. Cada ponto define um aminodcido e cada ponto definird uma
condi¢io inicial que serd mudada via acio dessa dindmica levando um aminodcido A em
um aminodcido B, veremos que essa agao ndo s6 preserva os aminodcidos como ratifica em
grande parte os resultados obtidos no modelo algébrico. Para tanto devemos saber quais sao
as posicoes dos cédons no diagrama ja que este objeto e suas simetrias sao o objeto central
de nosso estudo.

Na figura (3.11) mostramos um corte em z = 0 da figura (3.10)* para ilustracdo da
simetria de Klein. A correspondéncia entre os pontos e os aminodcidos é: 1 - Ala (GCU); 2 -

Ala (GCC); 3 - Arg (CGC); 4 - Arg (CGG); 5 - Ala (GCG); 6 - Ala (GCA); 7- Arg (CGA);

3 As cores aqui podem diferir devido & limita¢oes dos softwares utilizados e as perspectivas empregadas

na figura.
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8 - Arg (CGU); 9 - Glu (GAA), Arg (AGA), Lys (AAA), Leu (UAA); 10 - Phe (UUC), Asp
(GAC), Asn (AAC), Ser (AGC); 11 - Glu (GAG), Arg (AGG), Lys (AAG), Leu (UUG); 12
- Phe (UUU), Asp (GAU), Asn (AAU) e Ser (AGU).

Figura 3.11: Plano z = 0 do diagrama de Weyl.

O diagrama é claramente invariante a reflexdes em torno dos planos ortogonais & = 0
e y = 0. As esferas sdo numeradas e correspondem aos c6édons listados a seguir. Podemos
ver essas invaridncias claramente se fizermos a seguinte operagado 12 < 10,6 < 5,7 <
4,8 — 3 e 1 < 2 essas operagoes correpondem a reflexao em torno do eixo y que contém
as esferas vermelho claro, azul escuro, bege e marrom. A outra invaridncia pode ser vista
pelas operacoes 8 <+ 7,1 <> 6,2 < 5,3 < 4 e 9 <> 11 correspondendo & reflexao em torno do
eixo z. A figura (3.12) reproduz essencialmente a mesma informagao mas exibe com maior
clareza a simetria dos cédons.

A reflexdo em torno do eixo z = 0 pode ser implementada com as transformacoes U «
C e A « G na terceira base que aparece no diagrama. A primeira é uma simetria exata do
c6digo genético mas a segunda ndo é integralemente preservada pelo codigo. Ela é violada

pelos singletos e tripletos, que nao estao no plano z = 0.
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y y
i Ala GeuU 4+ ace

Ala
Gy AGA|GAA
Lys UUA |AAA

Arg
Leu
Arg drg  CGU E cGe
Phe Ash Phe R Uuy ¢ vuc
AP Ser yflsp . GAU.‘I\GU\}GéGAC x
drg Arg  CGA e
Leu | Lys UUG | AAG
drg | Gl AGG |GAG

-

Ala Ala GCA aca

Figura 3.12: Aminoscidos e seus respectivos codons para z = 0.

A reflexdo em torno de y = 0 é implementada pela transformacio de A em G no octaedro
interno, que j4 comentamos, e pelas trnasformacoes U em A e C em G que 86 sdo preservadas
pelos quartetos. Vemos assim que a simetria de Klein ndo decorre apenas da invaridncia de
U por C na terceira base mas envolve o conjunto das regularidades do codigo.

Na figura (3.13) mostramos o plano z = —1 com a equivaléncia entre os pontos € 0s
c6dons mostrada na lista que segue. Em todas as figuras é possivel fazer uma andlise andloga
4 andlise feita na figura (3.11) e facilmente podemos perceber as simetrias preservadas plano

a plano. Todas essas simetrias reunidas nos dao como resultado a simetria de Klein.

As cores atestam a simetria detalhada na figura (3.14). A situacdo é totalmente andloga
a discutida para o plano z = 0. A relagdo entre os amino4cidos, cédons e os pontos descritos
na figura (3.13) ¢ a seguinte: 1 - Cys (UGC); 2 - Gly (GGG), Val (GUG); 3 - Term (UAG);
4 - Gly (GGCQ), Val (GUC); 5 - Cys (UGU); 6 - Gly (GGU), Val (GUU); 7 - Term (UAA);
8 - Gly (GGA), Val (GUA); 9 - Met (AUG), Term (UGA), Gln (CAC) e His (CAG).

O plano z = 1 & descrito pelas figuras (3.15) e (3.16). A representacao dos pontos nos
aminodcidos e seus cédons se faz: 1 - Tyr (UAC); 2 - Pro (CCG), Thr (ACG); 3 - Tle (AUC),
4 - Pro (CCC), Thr (ACC); 5 - Tyr (UAU); 6 - Pro (CCU), Thr (ACU); 7 - Ile (AUU); 8 -
Pro (CCA), Thr (ACA); 9 - Trp (UGG), Ile (AUA), GIn (CAU) e His (CAA).
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Figura 3.13: Plano z = -1 do diagrama de Weyl.

Gly Val

Torm

UGc

Figura 3.14: Amino4cidos e seus respectivos cédons para z = —1.

Note que nos planos z = 1 e z = —1 a simetria é quebrada pelos pois todos os aminodcidos
no plano z = 1 sdo diferentes dos aminodcidos no plano z = —1 excegao dos cédons que

codificam os aminodcidos Gln e His.

O plano z = 2 que é idéntico ao plano z = —2 é mostrado nas figuras (3.17),(3.18) e
(3.19).

Os aminoécidos que se encontram nestes planos e nos respectivos pontos sao no plano z

= 2: 1 - Leu (CUU); 2 - Ser (UCC); 3 - Leu (CUC); 4 - Ser (UCU). J4 no plano z = -2
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Fro Thr CCUACT

UAC

Figura 3.16: Aminoécidos e seus respectivos cédons para z = 1,

temos os mesmos aminodcidos mas diferentes cédons que codificam estes aminodcidos, sao
eles: 1 - Leu (CUA); 2 - Ser (UCG); 3 - Leu (CUG), 4 - Ser (UCA).

Como vimos, o arranjo dos cédons preserva a simetria de reflexao nos planos z = 0 e
y = 0. Nao obstante a simetria de reflexdo na plano z = 0 é violada. no tltimo estdgio

da quebra de simetria. Esse fato é particularmente evidente no octaedro interno com a
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Figura 3.17: Plano z= 2 do diagrama de Weyl.

y ¥y
-~ rS

Leu cUyU

uce

- < |

Ser.

Ser
x

Leu cuc

Figura 3.18: Aminodcidos e seus respectivos cédons para z = 2.

separacao do Trp e Met. E notével que essa simetria seja restaurada em muitos c6digos
excepcionais{11]. Esta anslise mostrou que os c6digos que nao preservam a simetria de Klein
sdo ditos pelos especialistas como nao estdveis ou andmalos e aqueles que preservam séo ditos
estdveis[19]. As mudangas propostas pelos especialistas nos cédigos nao padrao tendem a
restaurar a simetria de Klein perdida por uma mudanga de um c6don de um aminoécido A
para um cédon de um aminoécido B.

A organizacio do cédons no espago dos pesos que decorre do modelo simplético tem mérito
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y ¥y
15 h
Leu CUA
/ Ser uca
Ser P UCA »
\ x x
Leu UG
Figura 3.19: Aminodcidos e seus respectivos codons para z = -2

de exibir essa nova simetria, descrita pelo grupo de Klein, que ndo aparece na descri¢ao usual
do codigo genético em termos de tabelas. A simetria a muito conhecida da invarincia da
terceira base pela troca de U por C ndo implica na simetria de Klein, que é mais abrangente.

O estudo das simetrias finitas relacionadas ao modelo é de suma importancia para este
trabalho. A construgdo de uma dinamica depende diretamente da simetria inicial, do grupo
Oh, € através de um porcesso de quebra de simetria semelhante esta dindmica produz sime-
trias de menor grau. A quebra de simetria dinfmica parte do tunico grupo de simetria
ancestral sem levar em consideracdo quebras posteriores sendo este o ponto forte do sistema
dinamico. Se olharmos a figura (2.3) vemos que o mimero de possibilidades de quebra ou
seja, de diminuicio do grupo de simetria O, em grupos de menor simetria € muito grande
e a quebra de simetria proposta pelo modelo algébrico é tinica e dada pela equacgao (3.5).
O sistema dinAmico que tem como simetria inicial a simetria O, pode reproduzir qualquer
cadeia mostrada na figura (2.3) mas veremos que isto ndo ocorre. Apesar de um grande
ntimero de possibilidades de quebra de simetria a quebra reproduzida via o modelo dinamico
é similar a quebra de simetria ou “evolu¢io” proposta pelo modelo algébrico ratificando seus

resultados.



Capitulo 4

Construcao de Mapas com Simetria

O estudo das simetrias finitas relacionadas com o c6digo genético asssim como o estudo da
quebra de simetria finita neste modelo é o ponto de partida para a construcao de um sistema
dindmico que possua as mesmas propriedades de simetria. Esses sistemas e sua construgao
podem ser vistos em algumas bibliografias[7, 12, 13]. O principio bésico de construgao é usar
a representacio matricial do grupo, discutida no capitulo 2, e supor um “fungao” (mapa)
que obedeca a determinadas propriedades de simetria que serao discutidas aqui. A partir
da vairacio dos parametros que controlam a forma da dindmica nessa aplicagdo, no nosso
caso do B3 — N3, & possivel gerar uma cadeia de figuras, chamadas de “atratores”, que
preservam determinadas propriedades de simetria. A andlise das simetrias preservadas e sua
comparacao com as simetrias preservadas no modelo algébrico ¢ um dos pontos importantes
do presente trabalho.

Neste capitulo mostraremos como se dd a construgdo de mapas equivariantes sob a agao
de um determinado grupo de simetria. Mais especificamente trabalharemos com o grupo
O, como foi dito anteriormente, j& que este representa a simetria principal do grupo de
Weyl associado ao grupo Sp(6) relacionando com o modelo algébrico para o c6digo genético.
O grupo Oy, possui 3 geradores e 48 elementos admitindo duas representacgoes de 1,2 e 3
dimensoes|14].

As matrizes da representacio em 3 dimensoes ou seja, matrizes 3 X 3 sdo mostradas a

seguir assim como as simetrias que estas correspondem. Como o grupo tem 48 elementos esse

72
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também deve ser o nimero de matrizes da representacio mais ainda, todas as 48 matrizes
deixam o espago de cédons dado pela figura (3.8) invariante sob sua agao. Essa invariancia €
responsavel pela associagiao do grupo de Weyl do S p(6) a0 grupo Oy . A seguir apresentaremos
as permutacdes e suas representacao matricial separando-as por classes. Note que as classes

neste caso sio separadas pela natureza das operacdes de simetria.

1 00
e - identidade 010

0 01

Classe C°, rotagbes de m em torno dos eixos &,y e 2,

1 0 0 )
(24)(56) 0 -1 0 ,
00 -1)
~10 0
(13)(56) o1 0 |,
0 0 -1
1 0 0
(13)(24) 0 -1 0
0 0 1

Classe Cs, rotacoes de 2m/3 em torno dos eixos centrais dos hexdgonos externos do

octaedro truncado,

0 0 1

(164)(235) -1 0 0 |,
0 -1 0
010

(126)(345) 001/,
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0 0 -1
(154)(236) 10 o |,
0 1 0
0 1 0
(125)(346) 0 0 -1 |,
-1 0 O
0 -1 0
(146)(253) 0o 0 -1},
1 0 0
0 0 -1
(152)(364) 10 0 |,
0 -1 0
0 01
(162)(354) 100 |,
010
0 -1 0
(145)(263) 0 0 1 |-
-1 0 0
Classe C5**, rotagdes de 7 nos eixos que cortam as arestas do octaedro,
01 0
(12)(34)(56) 10 0 |,
0 0 -1
0 -1 O
(14)(23)(56) -1 0 0 |,

0 0 -1

74
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0 0 1
(16)(35)(24) 0 -1 0 |,
1 0 0
0 0 -1
(15)(36)(24) 0o -1 0 |,
1 0 0
100
(13)(26)(45) 0 01|,
0 10
1 0 0
(13)(25)(46) 0 0 -1
0 -1 0

Classe C,, rotagoes de 7/2 em torno dos eixos que cortam e dos eixos principais do

octaedro,

1 0 0
(2645) o o0 1|,

0 -1 0

00 —1
(1536) 01 0 |,

10 0

0 10
(1234) -1 00 |,
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10 0
(2546) 00 -1 |,
01 0
0 01
(1635) 0o 10|,
-1 00
0 -1 0
(1432) 1 0 0
0 0 1

Note que a inversédo pura nio foi colocada, a mesma corresponde a permutacao (13)(24)(56),

onde sua matriz é dada por;

-1 0 0
(13)(24)(56) 0 -1 0
0 0 -1

Multiplicando a matriz correspondente & inversao por todas as matrizes que correspondem
as permutacoes listadas anteriormente temos como resultado o grupo de simetria Oy com
48 elementos. Para a construcdo do mapa equivariante sob a acao do grupo O, bastam os
geradores do grupo jé que toda permutacao pode ser escrita como uma multiplicacao dos
geradores, tanto como permutagdo como na forma matricial pois a representagao é fiel em

todas as suas operagoes a0 grupo que esta representa.

4.1 Construcao do Equivariantes

Agora dada a representagdo matricial do grupo Oh resta construir a familia de fungoes
que obedecam as propriedades de simetria desejada e assim proporcionar um estudo da
dinamica resultante sob a variacdo do parametro de quebra A. As funcdes equivariantes sao

determinadas a partir da seguinte definigdo matemdtica, [7, 27]:
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Definicao 4.1.1 Equivaridncia. Dada uma fungdo f(r): M — M e dado I' ser um

grupo finito e g sendo um gerador do grupo entao, uma fun¢ao f é dita equivariante se;

flger)=ge f(r). (4.1)

Assim como na construcdo dos mapas em 2 {7, 12, 13] dimensoes aqui, partiremos que a
funcao é um vetor f(r) dado por uma matriz onde a coluna sdo as componentes ,¥, z do

mapa:

fz(l" y’ Z)
folz,y,2) | = F (4.2)
fe(2,y, 2)

e a acao do gerador segundo a definicdo 4.1.1 é dada por,

fo(@,9,2) f(g @ (2,y,2))
ge fz‘(xaya Z) = fz(g ° (Q?,y, Z)) . (43)
fa(2,9,2) fz(g e (z,y,2))
Os nossos geradores sao;
0 10
(1234) 100 |, (4.4)
0 01
0 0 1
(16)(35)(24) 0 —-10 |- (4.5)

1 0 0
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Note que a partir destas duas matrizes é possivel gerar as outras 24 matrizes listadas
anteriormente, os elementos (1234) e (16)(35)(24) geram o grupo O que pode ser visto na
figura (2.3) como um sbgrupo do grupo Ox. Com a acao da permutacao (13)(24)(56), que

corresponde a inversao dada pela matriz

-1 0 0
0 -1 0 (4.6)
0 0 -1

geramos o grupo Op,. Vamos supor fungdes polinomiais que dependem de coordenadas z, y, 2

mais gerais, dadas por:

fw(xa Y, Z) = mayﬂzv : (47)

onde a, 3,7 sdo ndmeros inteiros que terdao sua relagdo determinada pela definicao 4.1.1.
Fazendo a aplicacao dos geradores “por fora” da funcao, teremos uma permutacao de posicao

e sinal desses:

folz,y, 2) 0 10 fo(z,y,2)
ge| folz,y,2) | = -1 0 0 | X | falzy,2) |
fa(@,y,2) 0 01 fo(@,y, 2)
0 10 folz,y, 2) fo(@,y,2)
~1 0 0 | x| folzy,2) | =| —falz,y,2) |- (4.8)
0 01 folz,y, 2) falz,y,2)

ainda temos em relacio a este gerador, a seguinte operagdo (principio da equivaridncia,

defini¢ao 4.1.1);
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folg e (z,y,2)) foly, —=,2)
fw(g.(ma%z)) - fy(ya _xvz)
fm(g.(may’z)) fz(y7 —:I?,Z)

Igualando as equagdes (4.8) e (4.9) temos entao:

fy(a;,y,z) frt(ya —Q?,Z)
—fz(wayﬁz) = fy(y7 —ﬂ),Z) )
fz(:c,y,z) fz(y7 *ZE,Z)

o que nos dé como resultado,

fo(z,y, 2) z*yP 2"
fzy,2) | =] (-1)Pzyl2
f(z,y,2) T2y 2

Fazendo a atuacdo do segundo gerador, temos;

folx,y,2) 0 0 1 fo(z,y,2)
gel fuz,y,2) | =10 =1 0 | X| falz,9,2)
fol2,y, 2) 1.0 0 folz,y,2)
0 0 1 fa(@,y,2) fo(z,y,2)
0 -1 0 [ x| falz,y,2) [ =] —fulz,9,2)
1 0 0 fo(2,9, 2) folz,y, 2)

fazendo da mesma maneira anterior;

fm(g. (x,y,z)) fm(z7 _y7$)
fl‘( o(m,y,z)) = fm(za —y,:E)
fx(g. (I7 Y, Z)) fm(za —y,l’)

79

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Igualando as equagoes (4.12) e (4.13), teremos como resultado final, analizando os expoentes;
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fz (.’17, Y, Z) .’L’2p+1y20220
fumy,2) | = | ¥yt |- (4.14)
fa(z,y, 2) 227y 221

Aqui determinamos uma relagao dos expoentes a, 3,y de uma forma diagonal onde 2p +
1 = émpar e 20 = par, esta é a fungao equivariante mais geral, e & possivel gerar através deste
mapa a simetria do objeto estudado na figura do atrator. O atrator pode ser entendido aqui
como o caminho percorrido por um ponto inical (zo, Y0, 20) no R, onde a trajetéria desses
pontos é determinada pela agdo da fungdo construida sob a definicdo 4.1.1 e tem como
principal caracteristica a preserva¢do da simetria do grupo Op. Veremos que assim como as
fungdes os atratores também preservam a estrutura de simetria do grupo.

Uma forma mais geral do nosso mapa que também pode ser definido como um difeo-
morfismo equivariante[27], pode ser escrita como uma soma de diferentes expoentes onde a
combinacio é feita com parametros multiplicativos x,, (7). Podemos notar que os expoentes

podem ser quaisquer, o que nos dd um grupo de fungoes descritas por (4.15).

Z Xpo’ (T).$2P+1y20220

Fpa’ — Z Xpa(,,.) P vad 2p+1 20 . (415)
D Xpo (7). 22y 27 2201
Podemos ainda escrever esta soma em funcio do vetor r = /22 +y?+ 2%2. Para a

primeira anélise da dinAmica vamos tomar os trés primeiros termos do mapa (4.15). Como

resultado e fazendo a simplificacio 1/r em cada termo teremos a expressao do mapa dado

por (4.16).

z/r z3/r3 zy?2? 1
Foo=Xo | y/r |iFro=Xw0| 93/r3 |:iFoo=Ao | z?yz?/r® |- (4.16)

z/r 2/ z?y?z/r°
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Reescrevendo tudo em coordenadas esféricas, e adequando os pardmetros em cada termo
temos que o nosso mapa ficard da forma dada pela equacgao (4.17), onde as coordenadas
6 e ¢ variam de forma continua no intervalo dado por uma esfera, ou seja, 0 < 0 < me

0< < 2m.

sin 0 cos ¢ (sin 6 cos p)?
F = Mo/l sinfsing | +Xo| (sinfsing)® |+ (4.17)
cosd (cos 0)?

sin 8 cos @(sin 8 sin )% (cos 0)*
Mo1 | sin @ sin p(sin @ cos ¢)?(cos 0)?

cos B(sin  sin )%(sin 6 cos p)?

Através deste mapa é possivel gerar um conjunto de atratores ou seja, figuras no espago
que possuem as mesmas propriedades de simetria da funcdo que o origina. Estes sao gerados
através de iteracao simples o que significa que o ponto posterior é calculado através da fungao
F no ponto anterior. Vamos notar que o conjunto de ponto gerados tem como principal
caracteristica a preservagao da simetria octaédrica. A quebra espontanea de simetria ocorre
com a produgao dos termos invariantes, e sua composiciao com os termos equivariantes de
forma a reesecrever o mapa em fungao de um tinico pardmetro com o intuito de determinar
através das iteracoes do nosso sistema dinémico as bifurcagoes ou quebras de siemtrias que
estes venham a possuir devido as suas pripriedades de simetrias obtidas através da sua
construgao. Para tal abrimos mao de um teorema (7]

Teorema 4.2.1 Todo mapa pode ser escrito como uma combinagdo dos termos mvart-

antes e dos termos equivariantes,

f= Z P,(invariantes)¥ ;(equivariantes). (4.18)

2]
Onde a definicio de invariéncia serd posteriormente exibida. Através desta COmposigao

espera - se observar esta quebra de simetria jé que a andlise da influéncia do pardmetro sobre
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a quebra de simetria ou “evolucao do c6digo” se torna clara do ponto de vista matematico.
Como estamos trabalhando no espaco real os nossos pontos fixos devem permanecer neste
espaco. Esta é uma condigdo de convergéncia da dinamica.

A seguir temos alguns exemplos de atratores com simetria octaédrica geradas pela iteracao
destes mapas, para diferentes valores dos parametros Xgo, X10> Xo1- Cada figura é gerada
para um dado valor dos trés parametros. E observéavel que a cada conjunto de valores dos
pardmetros temos uma diferente simetria octaédrica produzida. Como tomamos aqui trés
conjuntos de valores para Xog, X10» Xo1 Produziremos entao 3 atratores distintos.

Estes sio trés exemplos que foram gerados a partir da fungdo F', anteriormente definda,

os atratores sio gerados a partir de iteracao simples:

T = f(24), (4.19)

este fato, da discretizacdo do tempo, caracteriza nosso sistema como um sistema dindmico
discreto.

Note que no nosso caso as iteragoes sao do tipo;

Tey1 = fz(xtyyhzt)’ (420)
Y1 = fy(mhyhzt)a

Zty1 = fz(iﬂta Ye, Zt)-

ou seja, um ponto posterior (Ti41, Ye+1, z:41) é calculado através do valor da fun¢ao no ponto
anterior, como jd haviamos dito.

A simplificacdo do mapa depende dos termos invariantes sob a acao do grupo o que é
imprescidivel para estudar a dindmica no que diz respeito as suas sub-simetrias. A seguir
mostraremos a definicdo de invaridncia assim como os polindémios invariantes sob a acao do
grupo Oy, e posteriormente faremos o estudo das quebras de simetria nesse sistema com o
intuito de estabelecer uma relacdo com o modelo algébrico para o cédigo genético jd que esta

é a dindmica que contém a simetria finita que o representa.
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Figura 4.1: Simetria Octaédrica - Atrator L.

Figura 4.2: Simetria Octaédrica - Atrator II.

GO DE BIBLIOTECA

|FSCfU§P S_ERWWFORMACAO
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Figura 4.3: Simetria Octaédrica - Atrator III.
4.2 Construcao dos Invariantes

Agora nossa preocupagio é deixar o nosso mapa na mesma forma que a proposta em 8]
Através dessa forma podemos analisar as bifurcagdes(quebras) com a depedéncia de um tinico
parametro e ndo de um conjunto de parametros tornando mais facil o estudo da dinamica e
suas relagbes com as simetrias e sub-simetrias embutidas nesse mapa. As sub-simetrias serao
vistas como subgrupos de simetria conforme a defini¢éo 2.1.8 apresentada no capftulo 2.

O primeiro passo para esta fase ¢ a determinacdo das fungées invariantes que compoem
a nossa funcao equivariante, de forma a deixar funcdes que s6 dependam dos invariantes de
forma explicita, montando assim uma dindmica onde as relagoes entre os parametros que
controlam as bifurcacbes e os pardmetros que nos determinam somente diferentes formas
para uma mesma simetria, como visto nas figuras (4.1),(4.2) e (4.3), sejam definidas. Anal-
isando os mapas construidos em [7, 8, 12, 13| para sistemas bidimensionais, nos mostram
que estes mapas podem ser escritos como uma dependéncia explicita de uma funcao que
depende exclusivamente de fungdes ditas invariantes e um parametro chamado de parametro

de bifurcacao designado pela letra grega A. Estas fun¢oes sao:
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p(u7 U’ A)’ (4.21)

q(u, v, A),

onde u, v sio funcbes invariantes e A é o parmetro que “regula ” a dinémica. Note que as

funcoes u e v sao da forma:

u = zz (4.22)

m —m
RG]

2
que sao funcdes invariantes perante a a¢ao do grupo Dy, [7, 27].
Definicao 4.2.1 Invaridncia. Uma funcao f é dita invariante se dado um grupo finito

I' e um elemento v € I, entao:

vf(r) = f(or) = f(r). (4.23)

para todo e qualquer v € I'. Comparando esta definicdo com a defini¢ao 4.1.1 vemos que a
invariancia é mais abragente em termos de simetria do que a equivariancia. Nossa fungéo é

da forma ® : R® — R3 onde a forma mais geral é:

O =) Bup,ey’s. (4.24)

a,0.m

Aqui comegamos da mesma maneira que come¢amos quando determinamos as fungoes equiv-
ariantes sob acfo do grupo Oy,. Usando as representagdes matricias do grupo em questao, e
fazendo a atuacdo dessas matrizes, no caso as 24 matrizes, na fungao e impondo a condigao
de invaridncia temos as seguintes conclusoes:

I ) Nao existe série impar;

a # tmpar, B # tmpar e 1 # impar.

IT) E possivel representar a fungao invariante como funcio de 3 invariantes principais,

dados por;
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P = z*y’7? (4.25)
Q = i+ 2222 +yPe?

R = 2?4y’ +22

Qualquer fungdo invariante & uma combinagdo dessas trés fungdes. Podemos escrever

uma funcdo invariante absolutamente geral como sendo;

(I)KLM — $2Ky2LZ2M +$2Ly2M22K +$2M

+£E2Ky2M22L + £E2My2L22K

2KZ2L 2L, 2K 2M (426)

Y +zYyTz

para K < L < M, note que esta forma pode ser escrita como;

PEIM  _ (m2y2z2)K(y2(L—K)z2(M—K)+I2(L—K)y2(M—K) + (4.27)

L2(M—K) 2L—K) | 2(L-K) 2M-K) |

yQ(M—K)Z2(L—K) + x2(M“K)y2(L_K)).
ou ainda
QKLM — PK1(0,L — K, M — K). (4.28)
mas;
IOOM’ _ 2(z2Ml+y2Ml +.’I72MI), (429)

1™ = 2R,

I = 2t +yt +at) = 2R - 20),

IOU3 — 2(26+y6+$6) :2(R2—3RQ+3P)
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Temos com isto uma relacao de recorréncia da forma;

JOOM? _ JOO(M'=1) pp _ JOO(M'=2)() | [00(M'~3) P> (4.30)

para M > 3. Note que conseguimos escrever a fun¢do como s6 dependendo dos invariantes
principais, estes possuindo um expoente maximo em cada varidvel do nosso mapa. Os termos

cruzados sio ainda dependentes dos invariantes principais P, Q e R, como mostrado a seguir;

(22 4+ y? + 22) (@t + yt + 2) — (2® + 9% + 2°) (4.31)
— $2y4 + .’17224 +y2$4 + y2z4 + Z2£L'4 + z2y4.

reescrevendo-o;

($2A + y2A + ZQA)(lAB + y4B + Z4B) N (x6(A+B) + y6(A+B) + zG(A—{—B))’

J00A JO0B _ j00(A+B) (4.32)

Nossa funcao invariante fica;

d = P’“(IOO"“+I°AB)%, (4.33)

d = Pk(IOOmc + (IOOAIOOB _ IOO(A+B)))

E as funcoes 1% sdo dadas pela tabela abaixo.

( I m—k=X\)
R 1
R? —2Q 2
R% — 3RQ + 3P 3 (4.34)
R'— AQR? + 4PR + 2Q* 4
\ JOO-1D R _ J00A-2)() 4 PTOO(A-3) A )
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Toda fungio pode ser escrita como combinagdo dos invariantes determinados anterior-
mente. Nosso objetivo é escrever de forma simples nossa funcao equivariante, que € dada
pela equacdo (4.15), na forma proposta em [8, 12], o que facilita o estudo da dinamica, pois
saberemos como o pardmetro age na fun¢io, tal como uma separagao dos invariantes puros,
j4 que estes nao interferem na simetria do problema. Fazendo uma comparagao com a funcao
proposta por [7, 8, 12, 13], é possivel notar as semelhangas entre os mapas. Vamos estudar o
caso do D4 com o objetivo de comparagao e por possuir um interesse especffico neste grupo
que posteriormente serd explicado.

O mapa do grupo Dy, definido por [8, 12], é da forma:

folz,y,N) = alz®+y’z) + B(z® — 62%y* + y'z) + Az + y(z® — 3y’z)  (4.35)
folzy,A) = a(y®+2%y) + BG° — 6y°5* + 2'y) + My +1(y° — 32°y)

onde f.(x,y,\) & a parte real da fun¢do e fy(x,y,A) é a parte imagindria da fungao. As

matrizes que definem o grupo D, e as operagoes de simetria relacionadas sao:

10
identidade ,
01
1 0
(24)(56) :
0 —1
0 -1
(1432) ,
1 0
-1 0
(13)(24) ,
0 -1
0 1
(1234) )
-1 0
0 -1
(14)(23)(56) :
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(13)(56) o,
0 1
(12)(34)(56) 0
1 0

Note que as matrizes correspodem aos elementos do grupo octaédrico tirando a dltima

linha e a tltima coluna da matriz tridimensional. Os invariantes puros sao dados por:

u = z249° (4.36)

v = zt—6xky? + 44

Agora o interesse é mostrar a relagdo entre os mapas, agora que se conhece os invariantes.

Note que temos uma relagao entre os invariantes do grupo O e do grupo Dy:

Uy = ° 4yt + 2% (4.37)
ve = ziy+ 222+ y2ed
s = xlyPZt

Os invariantes tridimensionais siao todos da forma anterior, assim como os invariantes do
grupo D, sdo formas de invariantes bidimensionais e qualquer outro invariante bidimensional
é de forma semelhante. A relacdo entre estes invariantes é facilmente percebido quando se

faz z = 0 na equagdo (4.37):

uo(z = 0)=z2+19?% (4.38)
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Uo(z = 0) = (u? — v). (4.39)

Os invariantes construidos a partir das defini¢oes e da representacao matricial se apre-
sentam da mesma maneira que a forma proposta em [8, 12|, mostrando uma coeréncia na
sua construcao com relacdo ao que existe nos trabalhos ja publicados para o caso de mapas
bidimensionais. Comparando os mapas do grupo Dy e do grupo Oy, fazendo uma relacao
em z = 1, dado respectivamente por (4.35), e nosso mapa dado pela equagao (4.15), vamos
expandir os termos e comparé-los, s6 que no nosso caso z = 1, determinando assim uma
correlacao entre os mapas.

No nosso caso o mapa é tridimensional e dado por;

fo(2,9,25X5) = XooT + X102 + X01ZY22® + X112°Y2 2% + Xo02y 2t + Xgo2®, (4.40)

3,.2,2

Fo @y, X)) = Xoo¥ + X108 + Xo¥2° 2% + X119 22 2% 4 Xaoyr 2 + Xa0”,

f(2,9,2,X:5) = Xooz + X102" + X012¥° 2 + x11 272" + Xa02y 2 + X207

Note que para z = 1 resta,

fo(z, 9,2 = LX) = XooT + X10%® + X1 BY + X11Z°Y? + Xo02Y" + X9o%®,  (4.41)
fo@y,z = LX) = Xoo¥ + X10¥° + Xory2” + x11°2% + X209 + Xo0¥’,

£(®,9,2 = 15x5) = Xoo + Xa0 + Xa¥°2” + X0115°%° + xa09"2* + Xoo-

A relaco entre os parametros a fim de obtermos o mesmo resultado mostrado em (4.35)
estd descrito na tabela (4.1), onde na primeira coluna temos as varidveis determinadas pela
nossa construcao e sua relacao com as varidveis determinadas através da construcao proposta
por [8, 12] aqui mostrada no mapa (4.35), na segunda coluna.

A componente z do nosso mapa s6 depende de funcoes invariantes em z e y logo nao
influenciam a dindmica. O que temos aqui é uma generalizagao de mapas equivariante com

simetria, assitn como é possivel construir um mapa do grupo D,, é possivel construir, a
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Xoo = A
X10 = Y
Xo1 = || (a—30)
X11 = —60
X20 = B
X20 = B

Tabela 4.1: Relagao dos pardmetros.

partir do ajuste dos parimetros, um mapa com qualquer simetria que pertenga a cadeia
de ramificacio do grupo O, mostrada na figura (2.3). Este resultado é de fundamental
importancia para o estudo de dinimica com simetria, pois temos o conjunto completo de
mapas que podem reproduzir uma dada simetria, seja ela qual for. Este resultado condiz
com a referéncia [26].

Usando os invariantes puros dados pelos termos P, e R da equagio (4.25) e usando
o mapa dado pela equagao (4.15) podemos determinar quais os principais polinémios que
sdo responsdveis pela conservagao da simetria e, escrevendo a partir desses polindémios o
mapa mais geral com base nas fung¢des invariantes e nos polindmios que chamaremos de
“compostos”.

Esses polinomios sdo obtidos através de grande algebrismo usando como base as fungoes
invariantes determinadas anteriormente. Analisando como um exemplo do modo construgao
do mapa, o caso especifico m = 3 para o mapa proposto em (8, 12] vemos a dependéncia dos

invariantes e de fun¢des mistas como mostradas a seguir:

F(z,A) = p(u, v, ))z + g(u, v, \)Z?, (4.42)

sabemos que p, g sao funcoes que dependem dos invariantes e z = = + iy. Reescrevendo o

mapa e separando a parte real da parte imagindria teremos como resultado
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fo(real) = plz —2?) + qy?, (4.43)

fy(imagindria) = py + 2qzy.

As fungdes que queremos determinar, para o caso do mapa com simetria Oy, sao as
fungdes que estdo sendo multiplicadas pelos invariantes p e ¢. A determinacao dessas fungoes
compostas é o ponto final para o estudo das bifurcagdes, j& que se determina a forma mais

geral do mapa e como esse se relaciona com o0s paramentros de quebra.

4.3 Mapa: Forma Geral

Com a determinacéo dos invariantes o préximo passo é determinar a forma final do mapa e
sua dependéncia com o parametro A, que sers responsével pela quebra de simetria através
de sua variacdo. A dinfmica que representa essa simetria pode assumir um conjunto de
subsimetrias qualquer mas veremos que de forma surpreendente o conjunto das subsimetrias
(subgrupos) serdo equivalentes aquelas vistas no modelo algébrico para o codigo genético,
demonstrando assim uma coeréncia matemstica do modelo algébrico j4 que seu sistema
dinamico reproduz as mesmas subsimetrias.

Usando os invariantes (4.25) podemos supor um conjuto de fungdes compostas que possam
reproduzir qualquer polindmio que preserve a invaridncia do mapa. Como ponto de partida

vamos tomar como funcoes as seguintes dadas por (4.44) e (4.45).

a = (22 —y*—2%), (4.44)
ay = (y2 —a? — Z2)7
az = (2 —2*—y?),

e também;
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w, = (y2* —alyf? - 222P), (4.45)
wy = (222% — 2ty — 24P),
wy = (:L‘2y2 _ 22$2 _ z2y2).

Note que todas as funcoes sao pares. E possivel, a partir desses polindmios compostos, gerar
qualquer conjunto de polindmios. Vamos tomar os exemplos onde o sinal da coordenada x é

positivo e os pares z"y" e z"z" tém o sinal negativo,

2ty (4.46)

28— oS — 28,

28— o — 2B,

4 4_4

ytat — oyt — 22t

Y628 — 28y8 — 2555

Para reproduzir estes polinémios podemos fazer uso dos invariantes P, () e R e das fungoes

compostas como mostrado em (4.47).

(aR+w, + Q) = z*—y* -2, (4.47)
(al(R2 —Q)+wiR+RQ—-P) = xb — % — 28

6 6

= T _y6_z7

(a1(R® — 2QR + P) + w,(R* — Q) — Q* + R*Q — RP

6,6 6

)
(a1 P +w,Q + PR) = y*2* — z'y* — %2,
) = 9825 — 2Byf — 2828,

(0, PQ + w,(Q* — RP) + PQR — P?
Note que através dos polindmios a; e w; obteremos o conjunto de fungdes dado por (4.46),
esses polondmios se relacionam com a coordenada z e seu sinal. Para o caso de a; termos

o sinal de z positivo, em w; o sinal que multiplica a coordenada z é negativa. Isso nos faz

acreditar que estes dois primeiros polindmios estdo relacionados com a componente z do
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mapa equivariante. Note que trocando a; — a2 e w; — w; teremos o resultado dado por

(4.48).

yt — a2t — 24 (4.48)
Y — b — 25,
o8 — 28— 2B,

et — oty -yt

2625 — a8y8 Y825,

O mesmo ocorre com a mudanca a; — a3 e wy — w3, essa substitui¢ao leva coordenada

r — z em (4.46). O importante é que em todos os casos para gerar um determinado

polindmio temos a seguinte relacao:

u(fungdo dos invariantes) X fung¢do composta + (4.49)
v(fungdo dos invariantes) X fungio composta +

s(funcdo dos invariantes).

O que nos leva a crer que para cada componente do mapa teremos a mesma estrutura. Note
ainda que as funcoes u,v e s podem ser quaisquer funcoes que dependam exclusivamente
dos invariantes. Mas a funcao composta que estd sendo multiplicada pela funcao invariante
genérica é tinica, para isso basta olhar o resultado (4.47), que nos mostra claramente que é
possivel determinarmos qualquer polindémio quadrético através da soma de termos lineares
nas fungoes compostas e polindmios de diferentes ordens nos invariantes.

Com este intuito podemos supor que a forma geral do nosso mapa é dado por (4.50).
Onde u(P,Q, R; )\),v(P,Q, R; \) e s(P,Q, R; ) sao fun¢bes dos termos invariantes puros e
de um parametro qualquer A. Posteriormente veremos que o pardmetro A serd, como uma

conseqiiéncia da dindmica, o responsével pelas bifurcagdes.
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( fz - ZIZ[U(P, Qa R; A) + ,U(Pa Qa R; )\)(582 - y2 - 22) \
+S(Pa Q7 R’ )‘)(yQZQ - :C2y2 - 221172)]

_ ) ) 2 .2 .2
P fo = yl(P,Q, B; N) + v(P,Q, B \)(y* — 2° — 2%) . (4.50)
+5(P,Q, R; M) (x%2% — 2?y* — 2%2?)]
fo=yu(P,Q,R; X) +v(P,Q, R; \)(2* — 2% — )

\ +S(P7 Q7 R7 A)(l‘2y2 - Z2y2 - Z2$2)] )

A partir do mapa (4.15) é possivel gerar a forma anterior. Esta forma apesar de diferir da

forma proposta pela referéncia [26] obedece a0 mesmo principio de equivariancia. Os termos

(1172 - y2 _ 22) + (sz2 _ 11723/2 _ 221172), (y2 _ $2 . z2) +

(:1:222 —a%? - 22%) e (22 — 22— y2) + ($2y2 _ 22— %Y,

podem ser reescritos de tal maneira que:

(22 — 9% — 22) + (y%2? — 2%y? — 2%2®) = invariante + 222 4 29227,

assumindo assim a forma proposta por [26]. As etapas de construgao foram cumpridas e seu
estudo assim como a interpretacio das simetrias e subsimetrias embutidas na dindmica pode
ser iniciada. Como o intuito da tese é abranger ao mdaximo, dentro das possibilidades das
quais uma tese de doutoramento se apresenta, o assunto abordado ainda estudaremos algu-
mas relagdes mateméticas dessa dinamcia a fim de deixar este documento o mais completo
possivel.

Os termos lineares z,y e z que estdo no inicio das componentes f;, f, e f, vem do termo

linear do mapa (4.15):

Z Xpo (,,.)x2p+1y20220 z Z Xpa(r)x2py2crz2a
Fo= | Sx,om)aoyerize | = | 43 x,, (ra2y* 220 | (4.51)
Z Xpa(r)m20‘y20z2p+1 z Z Xpo (T)x2ay2022p
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O sométorio restante possui termos quadréticos em z,y e z. Como resultado teremos a
construgio proposta anteriormente, onde as fungoes compostas sdo dadas por (4.44) e (4.45).
Esta andlise tornou possivel retirar do somatério (4.15) as funcdes compostas, nos restando
somente uma combinagio de invariantes. Também podemos notar a dependéncia quadrética

das coordenadas quando o termo linear é explicitado.

2 Xpo (1) 2y 2%
3 Xw(r)m2“y2p 220 | . (4.52)
22 Xpo (1) T30 2%

Note que os parametros X, (r) sao fungdes que dependem das coordenadas. Através dessa
construcao foi possivel determinar que a funcao x pa(r) é dependente nao s6 das coordenadas,
mas com o vinculo de dependerem dos invariantes e de um parametro aleatério A. Como
conseqiiéncia temos que o somatério se reduz a expressdo dado por (4.49). Onde o sométorio
é um conjunto de combinagoes das fun¢bes compostas com as fungoes invariantes.

Por fim temos o mapa na forma final e mais geral dado por (4.50), que claramente obedece
a condicao de equivaridncia. Como um exemplo da conservacao do principio de equivaridncia
do mapa (4.50) vamos estudar o caso da atuagao de dois elementos do grupo Oh. O primeiro
é areflexdo total t — —x,y — —y e z — —2z. Fazendo esta transformacao usando a definicao

de equivariancia 4.1.1 teremos

—fz(m,y,z;)\) = fﬂc(_xa—"y7_‘z;)‘)7 (453)
—fy(l',y,Z;)\) = .fy(—xv_y7—'z;)‘)7

—fz(:v,y,z;/\) = fz(_ma—y7—z;)‘)7

a tnica dependéncia linear do mapa estd em cada coordenada associada a cada componente
do mapa, o que claramente satisfaz a igualdade (4.53). Vamos estudar agora a permutacao
em torno do eixo z, essa permutacao faz a seguinte substituicao das coordenadas x — y e

y — —z. Usando a definigao 4.1.1 deveremos ter a igualdade (4.54) satisfeita.



CAPITULO 4. CONSTRUCAO DE MAPAS COM SIMETRIA 97

fy(iﬂ,y, 23 )‘) = fz(w =Y, Yy— —I,% )‘)a (454)
—fm(xay) Z5 A) = fy(.’E — Y,y — —T,Z >‘)7

folz,9,50) = folzoyy— -5

Analisando o lado direito da igualdade termos como resultado:

L@y, 5N = yluto@? — o —2%) + s — oy’ = 2,
oy ) = —aluto(@® -yt — 2%+ s(yP - 2%y - ),
folmy ) = 2luto(e® —y? =2 +s(y’e’ — 2°2 — 2.
As funcdes u,v e s s6 dependem dos invariantes sob a acao dos geradores do grupo Oh

néo sofrendo alteraco alguma quando um elemento qualquer do grupo Oh age sobre estas.

Observado agora o lado esquerdo da igualdade (4.54) teremos o seguinte resultado

L@ = yy— w5\ =yluto(p} —2* - ) + (2% — 2y’ = 2y,

folz — yy— —1,2; A) =—zlu+ v(a:2 —y? - 22) + s(y2z2 —x2y? — z2x2)],
folz — yy— —3,2z0) = 2[u+v(2* — i — 2°) + s(y*2” — 2?22® — 2%y%)),

satisfazendo assim a igualdade (4.54). O mesmo ocorre para qualquer elemento de simetria

do grupo O, agindo no mapa.

4.4 Estudo das Bifurcagoes

A partir do mapa dado por (4.50) é possivel determinarmos, através de uma fungao genéri-
ca dos invariantes e do pardmetro A, a dinimica e suas bifurcacdes. A palavra bifurcagao
neste caso significa quebra ou diminuicao de simetria em uma subsimetria. As subsimetrias
possiveis que geram diferentes cadeias de quebra sao mostradas na figura (2.3), mostrando

que uma dindmica que possui como principal simetria a simetria O, pode gerar um intervalo
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enorme de possibilidades de quebra, veremos que isso nao acontecerd, mais ainda a possi-
bilidade de quebra de simetria via a fun¢do ¢ tinica e segue 0 mesmo padrao de quebra de
simetria finita resultante do modelo algébrico.

Podemos propor para isso um caso particular do mapa, similar ao que foi proposto por
[8, 12] que se mostra suficiente para o estudo da dinimica. Tomando como valor para as

funcdes invariantes em (4.50) os valores:

w(P,Q,R,\) = 6P+0Q+)\, (4.55)
v(P,Q,R,\) = o,

s(P,Q,R,\) = v(P,Q,R,)).

Esta proposta para os invariantes (4.55) é, do ponto de vista matemdtico, a mais simples.
A funcio invariante tem uma dependéncia linear com seus componentes 6P, 0@ que sao os
invariantes construidos na secdo anterior. Como ponto inicial vamos tomar os valores das
constantes § = 1,0 = —0.7,¢ = —0.8 e o parAmetro A = —1.440. Através desse conjunto
de valores podemos dar infcio ao estudo da dindmica. O mapa (4.50), apds as substituigoes,

fica na forma (4.56).

fo=al6P 4+ 0Q + X+ o{(z® -y — ) + (y2* — 2*y’ — 2a?)}]

F=| f,=yl6P+0Q+ X +p{(y* — 2* — 2%) + (222® — 2%y — 2%)}] (4.56)
f. = 26P + 0Q + A+ o{(2* — 2* — ) + (2% = 2y — )}
Definicao 5.2.1 Pontos Fizos. Dada uma dindmica discreta descrita pelo mapa f :
M — N [27]. Este possui um ponto fizo se:
fre1(ro) = filro)- (4.57)

entdo T é dito ser um ponto fizo da dindmica.
A importancia do célculo dos pontos fixos de uma dindmica dessa natureza se faz necessdrio
pois a dindmica quando propagada é encapsulada em uma regiao na qual os limites sao de-

terminados por estes pontos. De uma forma geral, o conjunto de pontos fixos pode ser
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determinado eliminando o termo linear em z,¥, z na equacio (4.56) e igualando-a a unidade.

Assim teremos as equacdes (4.58),(4.59) e (4.60).

1=6P+0Q + A+ o{(a® —y* — 22) + (y*2* — 2% — 222*)}, (4.58)
1=6P+0Q + )+ o{(y? — 2* — 22) + (2222 — z%? — 2*2?)}, (4.59)
1= 6P +0Q+ X+ {(2 — 22 — ) + (2% — 2%y* — 22?)}. (4.60)

Fazendo (4.58)-(4.59), (4.58)-(4.60) determinamos as relagSes entre as coordenadas nos pon-
tos fixos, dados por (4.61) e (4.62).

(2* —y*)(* = 1) =0, (4.61)

(z? — 25 (y* —1) =0. (4.62)

Logo os pontos fixos sao da forma (rZ,72,73) e (ag, 1, 1) e suas permutacdes de sinal e posigao.
O valor dos pontos fixos pode ser calculado substituindo os valores determinados na equagao
(4.60). Nos dando como resultado os dois conjuntos de pontos dados por (4.63) e (4.66)

correspondendo aos pontos (r2,72,78) € (ag, 1,1) respectivamente.

3 [ —(30—96) £ +/(3p—96)2 —36(p —30)(1 — A
2 (¢ — 30)
que simplificando fica na forma
g0 — 36— \/ (% — 606 + 96 — 4o + 4pA + 120 — 120))
Te =—n (4.64)

2 p— 30
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Expandindo em séries, em ), temos o seguinte resultado:

o — 36— \/(<p2—6<p6+952—4cp+120)

F— 4.65
"o 2 p— 30 + (4.65)
4p — 12
9 © : U)\+
4\/(<p2 — 66 + 96 — 4p + 120) $ =0
— ) (4o — 120)° A
@ — 30

3
16 (/ (122 — 608 +98> — dp + 125))
Onde podemos ver a depedéncia explicita com o parametro de bifurcacao. Fazendo os mesmos

passos para o caso (ag, 1, 1) teremos o seguinte resultado.

260+A—-1—¢p+o
= 4 . .
agp \f o— 6= 2 (4.66)
(26—1—59—{—0)
W—1—p+o) 1|\ ¢o%
= - A 4.
o \/( 06— 2 >+225—1——g0+0 * (4.67)
(26—1——£+a) (26—1-f+a)
1 p—6—20 9 1 p—6—20 3
— 5 | AT+ — A+
8(26—1—¢+0) 16 (26 —1—¢+o0)

Para o nosso primeiro conjunto de valores das constantes temos 3 pontos fixos que sob a
acio do grupo O, geram 40 pontos. Alguns deles sao:

{[0,975935179, -0.975935179, -0.975935179], [0.9219544451, -1,1],

[-1.403790387, 1.403790387, 1.403790387].....}, em um total de quarenta vetores do tipo
[z,y,z].

Ainda existem os pontos fixos da forma (0,0,¢), (0,w;,w;) e suas permutagoes e o
ponto (0, w,w) e suas permutagdes. Esses pontos nao nos interessam para o estudo global da

dindmica pois se encontram nos espagos R e R? respectivamente, gerando dindmicas através
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da iteracdo do mapa, de mesmas dimensoes restringido muito o problema em sua riqueza
matematica.

Todos os pontos fixos estdo no espaco real. O conjunto de pardmetros do mapa (4.56)
¢ determinado pela estabilidade desses pontos assim como pelo seu valor. Os pontos fixos
dependem de uma raiz quadrada como mostrado em (4.63) e (4.66) caso esta seja real esse
conjunto pode levar a um atrator e esse pode ser estdvel do contrdrio, nao existe simetria }a
que a nossa aplicagdo é no R®.

Como dito anteriormente os pontos fixos geram um espago onde a dinamica se localizar4.
Este espaco deve ter propriedades de simetria assim como a da dinamica naquele valor do
parametro de bifurcagao.

Temos que para os valores dos parametros dados por § = 1,0 = =07, = —08 e
A = —1.440, o espaco gerado pelos vetores dos pontos fixos € dado pela figura (4.4). Esse

conjunto de pontos é invariante sob a agao do grupo Oy

°
¢
s %
4 4
1
04 089 14
<
0& ]

Figura 4.4: Conjunto dos pontos fixos para 6 =1,0 = —0.7,0 = —0.8 e A = —1.440.
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Este conjunto de pontos estéd localizado de tal maneira a obedecer a simetria octaédrica.
Tomando os planos z = 0 e z = 0 podemos visualizar melhor a preservacao das simetrias.

Para o plano z = 0 teremos a figura (4.5) como resultado.

o o
5 1 g
0.5
1 05 05 -1
0.5
b L1 o
® .

Figura 4.5: Corte z = 0 no conjunto de pontos fixos para A = —1.440.

Na anélise dos pontos fixos foi omitido o ponto trivial {0, 0, 0]. Podemos ver na figura
(4.5) que temos a formagao de uma simetria do tipo quadrado preservado no plano zy. No

plano « = 0 temos o mesma simetria como projegao, figura (4.6).

R .
¥ 15 5
0.5
1 05 05 1
-0.51
P -1 @
’ .

Figura 4.6: Corte z = 0 no conjunto de pontos fixos para A = —1,440.

Podemos ver que em ambos os casos figura (4.5) e figura (4.6) temos uma simetria do

tipo ctibica preservada. Essa simetria possui um nimero maior de operagoes mas contém
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ainda a simetria octaédrica como uma sub-simetria. Através da iteragao simples dada por

(??) podemos gerar nosso atrator. A figrua (4.7) & o resultado da iteragao.

e

Figura 4.7: Atratorem 6 = 1,0 = —-0.7,0 = —0.8 e A = —1.440.

A dinamica nos dé como resultado um atrator com simetria octaédrica mais as reflexoes
preservadas para a condicdo inicial de z = —0.567; y = —0.4292 e z = 0.672.

Podemos estudar a influéncia do pardmetro \ através de sua variagao dado este conjunto
de parametros 6,0 e ¢ fixos e partindo da mesma condicao inicial. O estudo da influéncia do
parametro nas bifurcagdes pode ser feito anlogo ao estudo feito no caso do mapa logistico[28].
Como resultado temos a figura (4.8) para a componente f;.

O eixo z representa diferentes valores do parametro A, que ¢ iterado 10000 vezes, nos
dando um conjunto de valores em f;(eixo ¥). E possivel determinar os intervalos onde as
bifurcagdes ocorrem. Estes intervalos sao aqueles em que os pontos se distribuem uniforme-
mente ao longo de um conjuntos de valores de f, para um determinado valor de A. As outras
componentes também nos ddo como resultado os mesmo intervalos, isso é de se esperar pols,
as componentes nao sao independentes. Um exemplo é a componente f. dada pela figura
(4.9).

Os intervalos de continuidade sdo os mesmo note que em -1.370 < A < —1.375 nos dois
casos temos uma dindmica nao determinada. O resultado dessa dindmica nao determinada

6 uma nao simetria ou uma invariancia sob a acdo da identidade. Estes intervalos sao
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Figura 4.8: Bifurcagoes sob a variagao do parametro A— componente f.

descartados para o estudo da dindmica.

Com os intervalos definidos podemos estudar um conjunto de pontos fixos para um valor
de \ diferente. Tomando A = —1.400 teremos um conjunto com 3 pontos fixos que sao da
forma [1, 1, 0.8660254038] e suas permutagdes de sinal e posicao, {[1.414213562, 1.414213562,
1.414213562], [0.9607689228, 0.9607689228, 0.9607689228] e seus negativos. Os sinais sao
gerados a partir da acdo do grupo de simetria do atrator para esse dado valor de A. No
espaco o arranjo promovido por este conjunto de pontos & mostrado nas figuras (4.10) e
(4.11) em cortes para =0 e z = 0.

Note que existem pontos no plano, onde a projecao é a bissetriz do angulo entre os eixos
Ty, que ndo preservam a simetria ctbica. A projecao em z = 0 na figura (4.10) nos mostra
melhor este resultado. Fazendo também a projecdo em z = 0 podemos ver também a quebra

da simetria, figura (4.11).
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Figura 4.9: Bifurcagoes sob a variagdo do pardmetro A— componente fo-

O atrator gerado neste caso é mostrado na figura (4.12). Em A = —1.400 vemos que a
dinamica se concentra no plano zz nos dando um atrator com uma simetria do grupo Dys. O
grupo tem 8 operacoes de simetria; o atrator (4.12) é invariante perante qualquer operagao
de simetria desse grupo.

Com a variacao do parametro ji é possivel perceber um decréscimo de simetria com o
aumento do pardmetro \. Este ponto é fundamental para os nossos objetivos. O parametro
influéncia nas simetrias da dinamica, e pode ser interpretado como um tipo de varidvel
temporal sob o aspecto de evolugao do cédigo genético.

Note que através das duas simetrias proporcionadas pela variagao do parametro X temos
o inicio da formagéio de uma cadeia de subgrupos do grupo Oh onde o primeiro subgrupo da

cadeia é 0 Dy. A cadeia com a variagio do pardmetro assume a forma (4.68).
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Figura 4.10: Corte z = 0 no conjunto de pontos fixos para A = —1.400.

Figura 4.11: Corte z = 0 no conjunto de pontos fixos para A = —1.400.

OhNOXZ23D4D....
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(4.68)

O parémetro proporciona uma cadeia de ramificacao, ainda mais, a dindmica estd as-

sociado ao grupo de Weyl do Sp(6) representacao simplética que esta associado ao modelo

algébrico para o cédigo genético [1, 2].
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Figura 4.12: Atratorem § = 1,0 = —0.7,¢0 = —0.8 ¢ A = —1.400.

As bifurcacoes determinam os intervalos em que simetrias nao estarao presentes na
dindmica. Para o valor A = —1.354 teremos uma dindmica com uma nova simetria preserva-
da. Neste valor de A os pontos fixos sao dados por:{[1, 1, 0.7968688725], e suas permutagoes
de sinal e posicao [0.9440155652, 0.9440155652, 0.9440155652], [1.425451345, 1.425451345,
1.425451345] e suas permutagdes de sinal, em um total de 40 pontos fixos pois nesse caso
a simetria determina um mimero maior de liberdade para estes pontos. Apesar de termos
o mesmo mimero de pontos fixos do que no caso descrito pela figura (4.4), inclusive no que
diz respeito ao arranjo espacial, a dinimica apresenta uma diferente simetria. Esta simetria,
conseqiiéncia da dinamica, é dada pela figura (4.13).

Este atrator preserva a simetria do grupo de Klein, ou seja, quatro operacoes de simetria
que quadradas resultam na identidade. As operacdes sao dadas por: duas rotagoes de 180°
uma em torno de cada eixo(z e y), uma reflexao em z e a identidade. As permutacoes que
formam o grupo de Klein sao dadas por - {e},{[13][24]},{[13]},{[24]}. Este atrator vem a

somar a cadeia de quebra de simetria dindmica nos dando como resultado

Oh~0x 2, 2Dy D K., (4.69)

onde K é o grupo de Klein definido anteriormente. Note que a quebra de simetria dado por

(4.69) é a mesma, desde que seja desconsiderado o grupo Z, na primeira quebra dada por
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Figura 4.13: Atratorem é = 1,0 = —0.7,0 = —-08 ¢ A= —1.354.

(3.5). Lembrando que a dinamica escolhe um caminho dito “natural” com a unica imposigao
de preservacio da simetria octaédrica no topo da cadeia.

Até aqui a andlise da quebra de simetria bastaria para um interpretagdo do modelo
algébrico. Mas com a continua variagao do parémetro determinamos outra subsimetria.
Para A = —1.332 teremos outra simetria, menor, preservada na dindmica. O mimero de
pontos fixos para este valor do pardmetro ¢ 0 mesmo que para o €aso dado pelas figuras
(4.7) e (4.13). Eles sio da forma:{[1, 1, 0.7615773106], suas permutacoes de sinal e posigao e
[0.9362255918, 0.9362255918, 0.9362255918], [1.430579800, 1.430579800, 1.430579800] e suas
permutacdes de sinal em um total de 40 também devido ao grau de liberdade proporcionado
pela simetria. Note que no caso Dy o atrator poder sofrer duas operagoes de simetria o que
restringe o mimero de possibilidades de reflexées dos pontos fixos.

Este fato também ocorre para A = —1.354 onde a simetria preservada € a mesma que para
A = —1.440, mas a posicio dos pontos diferem. Diferenca esta que influencia na dindmica
de forma significativa. Isto se dd devido a sensibilidade do mapa sob qualquer alteracao dos
valores responsaveis pela dindmica. A diferenca entre as posi¢oes para os casos A=—1.440
e A = —1.354 & calculada e mostrada na tabela (4.2).

As diferengas entre os pontos fixos no caso de A = —1.332 em relagdo aos valores para
A = —1.440 sdo mostrados pela tabela (4.3).

Essas diferencas apesar de sutis tem grande influéncia na dindmica, tendo em vista a sua
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A=—-1.440 A=-1354 Diferenca

0.9219544451 || 0.7968688725 || 0.1250855726

0.9759351790 || 0.9440155652 || 0.0319196133

1.403790387 1.425451345 | —0.021660958

Tabela 4.2: Diferenca entre pontos fixos para A = —1,440 e A = —1,354.

A=—-1.440 A=-1332 Diferenca

0.9219544451 || 0.7615773106 || 0.1603771345

0.9759351790 || 0.9362255918 || 0.0397095872

1.403790387 1.430579800 || —0.026789413

Tabela 4.3: Diferenca entre pontos fixos para A = —1,440 e A = —1,332.

ndo linearidade por isso ¢ interessante a sua observagao. Como resultado dessa diferenca de
valores temos uma nova simetria preservada em A = —1.332. O atrator (4.14) nos mostra o

resultado da iteracao do mapa (4.50) para este valor do parametro.

.

02 015 01 005

Figura 4.14: Atratorem § =1,0 = 0.7, = 0.8 e A = —1.332.

Note que existe preservada a simetria de reflexdo em torno do eixo que corta a bissetriz
do angulo no plano zy. Esta simetria ¢ chamada de Z; ou simetria quiral.
Em todos os casos a condicio inicial e o mimero de iteragbes permanecem fixos. Como

resultado temos a cadeia de quebra de simetria total desta dinamica dada por (4.70).
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Oh~ O x ZyD Dy DK D Z. (4.70)

A dinamica a partir deste ponto ou conserva esta simetria (Z;) ou perde completamente
a simetria nos dando como resultado um conjunto de pontos sem qualquer arranjo espacial
simétrico. Por fim temos que para qualquer outro valor de A > —1.332 o atrator perde

completamente a simetria nos dando a cadeia

Oh~0OxZyDDyDKDZyDe (4.71)

Os atratores correspondem a diferentes estdgios no esquema de evolugao proposto pela
figura (3.3). Note que na etapa A temos a simetria total do grupo de Weyl, atrator (4.7),
na etapa B temos uma diminui¢do da simetria para uma simetria do tipo Zy X Dy, que
ndo foi reproduzida integralemente no processo de quebra dinémica através da andlise dos
atratores, que no segundo estdgio apresentou a simetria Dy como subsimetria para o valor
de A = —1.354.

Apo6s rotularmos os aminodcidos teremos que nas etapas C e D a simetria preservada serd
a simetria do grupo de (Zy)1 X (Z2)2 X (Z2)3 € a dinamica correspondente mostrada através
do atrator (4.14), neste caso o atrator produzido representa um dos grupos do tipo Z,, os
outros sio facilmente obtidos através da reflexao desse primeiro. Através do modelo no fim
da cadeia temos o grupo de Klein preservado, descrito pelo atrator (4.13).

A dinamica ainda evolui para um grupo de menor simetria o grupo Quiral ou Zz. A
simetria de Klein é quebrada e levada ao grupo de simetria Z, que é preservada em alguns
c6digos ndo-padrdo [11]. Apesar de néo reproduzir integralmente a cadeia proposta pelo
modelo algébrico [1, 2] a dindmica mostra que as simetrias que aparecem no modelo sao
possivies pois estas sdo observadas via sua representagao equivariante dada pelo mapa (4.56)
no processo de quebra dindmica de simetria.

A consisténcia entre as simetrias produzidas pela iteracio do mapa para diferentes valores

de ) e as simetrias finitas propostas pelo modelo algébrico descritas no capitulo 3 deste
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presente trabalho & surpreedente. Nao obstante, podemos verificar que os padroes de quebra

de simetria sio os mesmos. Os subgrupos gerados por um modelo sao idénticos em ambas

as propostas.

4.5 Natureza das Bifurcagoes

Como um estudo complementar do nosso mapa faremos uma breve, mas importante discussao
sobre a natureza dos pontos fixos para cada valor de A, e a partir desse resultado podemos
analisar os tipos de pontos fixos e seu significado para a dinamica. Através da referéncia (28]
podemos classificar os pontos fixos através dos autovalores da matriz Jacobiana, que em 3

dimensdes pode ser escrita na forma (4.72).

Ofs Ofs Ofs
Ox Ay oz

_ | a5, o5, or
J = L (4.72)

of: 9fs 8fx
oz oz Oz

Onde os elementos f,, f, e f. s30 as componentes do mapa. A derivadas nos dao o
resultado mostrado em (4.73) e (4.74), substituindo os valores de 6,0 e ¢ estipulados pelos
atratores (4.7), (4.12), (4.13) e (4.14), anteriormente mostrados.

8fs

5 322 + 2 + 2% — 0.7(32%y? + 32222 + y?2%) + A — (4.73)
0.8(3x% — y? — 22 + y222 — 32%y* — 32°27),

% = 2%+ 32 + 22 — 0.7(3z%% + 2%2% + 3y2z2) + A -
0.8(3y> — x% — 22 + 2%2% — 3z%y? — 3y%2%),

aaj;z = 22 +y?+322 - 07(a%y? + 3222 + 3y2z2) + -
0.8(32% — y? — 22 + 2%y — 32222 — 3y°2?),

e os termos nao diagonais dados por (4.74).



CAPITULO 4. CONSTRUCAO DE MAPAS COM SIMETRIA 112

aaf, = 2yz — 0.7(2yz® + 2y2°z) — 0.8(—2yx + 2y2°x — 2yz°), (4.74)
Y
%fz — 2z —0.7(2y7’ + 2yx?z) — 0.8(—2yz + 2yz’z — 2y2°).

Y

Note que o parametro de bifurcagdo A influencia somente os elementos da diagonal. No
csleulo do autovalores é de extrema importancia esta influéncia. A dindmica, como vimos
anteriormente, depende exclusivamente da variagdo do pardmetro. Os autovalores da matriz

(4.72) sao calculados através da férmula (4.75) dada por

det(J — In) =0, (4.75)

onde I é a matriz identidade e 7 sio os autovalores. Os autovalores sdo calculados para cada
conjunto de pontos fixos e para cada valor de A correspondente a esse conjunto. Através dos
autovalores é possivel determinar a natureza da dinimica, referéncia [28].

Teorema 6.1.1 Seja wm mapa n-dimensional e sejam X; da lineariza¢io de um mapa

75?(—77)) prézimo do seu ponto firo T4, ou seja, 0s sdo autovalores da matriz

V= {a? (?)]
o7

A estabilidade do ponto fixo é dada por: (a) Se |\;| < 1,V i, entdo 7§ é estdvel; (b) Se
|Ail > 1, para pelo menos um i, entao T4 6 insstdvel, sendo: (1) um ponto de sela hiperbdlico

se |\i| > 1 para alguns autovalores e |\;| < 1 para outros; (2) um fonte se |A;| > 1,V 4.
Com este teorema é possivel determinar a natureza dos pontos fixos e por conseqiién-
cia a natureza da dindmica. Para o caso do atrator (4.7) em A = —1.440 teremos que
os autovalores para cada ponto fixo serd dado pela tab.(4.4). Nas duas primeiras colunas
temos os pontos fixos do tipo (s, s, 5) dados pelos valores 0.975935179 e 1.403790387 e
na tltima coluna temos o ponto fixo do tipo (1;1;0,9219544451). As posicoes e os sinais

do ponto fixo ndo alteram o resultado do autovalor.para os dois primeiros casos. Ja no
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terceiro caso em que temos o ponto do tipo (1;1;0,9219544451), o sinal nao altera o resul-
tado mas a permutacdo do ponto altera o valor dos autovalores de forma pouco significa-
tiva. O caso aqui estudado na quarta coluna da tabela (4.4) é para o ponto fixo do tipo
(0.9219544451,1,1). No caso em que o ponto fixo ¢ do tipo (1,0.9219544451, 1) os autoval-
ores sao (3.581462547,0.5199999960, 1.118537456) note que acontece uma permutagao nas
posicdes dos pontos e uma pequena alteracao dos valores. No tltimo caso (1,1,0.9219544451)

os autovalores serdo (3.565098764,0.5199999960, 1.134901239).

3, 521384000

7,120784314

Ponto Fixo || 0,975935179 1,403790387 0,9219544451
0, 8550736820 —4,216768632 1,126848334
Autovalores || 0, 8550736820 7,120784314 3,573151669

0, 5199999960

Tabela 4.4: Autovalores da Matriz (4.75) em A = —1,440.

Nos casos em que os pontos fixos se alteram em valor com a permutagao do ponto fixo
em nada influencia na dinamica. O ponto importante é que a alteragao é muito pequena nao

provocando conseqiiéncias inesperadas nas bifurcacoes.

condicdo inicial harmdnica

/!

/

condicdo inicial divergente

Figura 4.15: Esquema de 6rbita harmoénica para o ponto fixo hiperbdlico.

Podemos notar que em todos os casos temos pontos fixos do tipo hiperbdlico. Estes
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pontos apresentam uma natureza muito peculiar. Dado uma condic¢do inicial a dindmica
pode ou ndo permanecer em uma “érbita harmonica”. Esquematicamente falando podemos
entender isso observando a figura (4.15). Na parte mais escura da nossa sela temos que a
condigdo inicial fica em uma dindmica harmonica, saindo dessa regiao a condicao inicial se
torna divergente.

Aqui foi feita uma anslise global nos proporcionando a relagao entre as simetria produzi-
das pela variacio do parametro de bifurcacdo nos mapas dados pelas figuras (4.7), (4.12),
(4.13), 4.14, com as figuras de quebra de simetria no modelo algébrico para o cédigo genético
[1, 2], dadas por (3.6), (3.8), (3.9), (3.10), em uma relagdo um para um, com exceg¢ao da
segunda quebra de simetria no modelo algébrico, Dy X Z,. Esta quebra pode ser produzida
através da composicao de atratores de simetrias distintas no caso, um atrator de simetria
D, mais um atrator de simetria Z,. Estes resultados mostram coeréncia entre a quebra de
simetria proposta pelo modelo e a quebra de simetria dindmica ja que esta segunda escolhe
um dnico caminho. Notem que o modelo dindmico ratifica os resultados obtidos no modelo
algébrico tornando-o melhor em seus aspectos matemédticos. Esses resultados também vém
a confirmar que a quebra de simetria no modelo algébrico, determinda pelo grupo Sp(6),
é tnica ja que os outros grupos de simetria que admitem representagoes de dimensao 64
nio possuem o mesmo grupo de Weyl do Sp(6) tornando qualquer outra dindmica para um
diferente grupo sem significado para o estudo evolutivo.

O ponto mais importante do presente trabalho é como se dd a a¢do do nosso mapa nos
cédons e se essa acido pode nos dizer algo a respeito do modelo ou até mesmo a respeito
de conceitos biolégicos ja pré-estabelecidos e conhecidos na literatura dando uma maior
sustentacio ao modelo algébrico. E tentar extrair algum carédter preditivo através da anilise

da relacao dos cédons pela agao da dinidmica.



Capitulo 5

A acao no Espaco dos Cédons

Nos capitulos anteriores as relagdes entre as quebras de simetria finita e via o sistema dinami-
co foram discutidas, como resultado obtivemos no sistema dindmico o mesmo padrao de
quebra de simetria proposta pelo modelo algébrico para o c6digo genético. Este fato é de
extrema importancia ja que as possibilidades de quebra de simetria partindo do grupo O,
como principal simetria sao inimeras.

O nosso interesse se volta agora para a relagio entre os aminodcidos e os pesos, tabela
(3.1). A proposta de rotulagdo dos aminodcidos segundo os pesos da representacao € um
ponto importante a ser verificado. Além do mais essa rotulagao, feita basicamente de acordo
com as degenerescéncias do c6digo é unica ou existem outras possibilidades?, se nao é tnica
a simetria final de Klein continuars a ser preservada?.

Neste capftulo estudaremos a agdo do difeomorfismo octaédrico, discutido no capitulo
anterior, no espaco dos cédons focalizando a preservacio da simetria sob a variacao dos
parametros e a mudanca de posi¢ao dos c6dons via essa agdo. Agora queremos saber o que
ocorre com o cédon, rotulado da forma que foi proposta pelo modelo algébrico em relagao
a0 seu peso, quando por exemplo, é colocada a condi¢ao inicial (1,0, 0) referente aos cédons
AGC, UUC, GAC, AAC para a iteracao do mapa. Qual serd o ponto que a dindmica levard
quando essa condicdo inicial é colocada.

Este estudo foi feito usando o mapa iterado com a condicao inicial xg, Yo € 2o nos pontos

em que os c6dons se encontram na figura (3.10) dada pela tabela (3.1) ou seja, a coordenada

115



CAPITULO 5. A ACAO NO ESPACO DOS CODONS 116

do vetor que representa o c6don ¢ a condigao inicial para a iteracdo do mapa com os valores
das constantes fixos. Essa propagacio é feita para cada valor de A onde a bifurcacgao produziu
alguma simetria.

Queremos observar como a dinamica modifica a posicao dos codons e se eles se relacionam
através de familias como no caso continuo onde temos uma agregagao em representagoes em
cada passo do processo de quebra espontanea de simetria. Essa agregacao pode ser vista
por exemplo, na etapa B da figura (3.3) temos 6 famfilias distintas de aminoécidos dados
pelas representagdes de dimensao 16, 4, 20, 10,2 e 12. Elas sao subseqiientementes quebradas
a fim de distingiiir os aminoécidos dentro de uma mesma representagdo. Podemos ver que
os aminodcidos Arg, Ala, Phe, Asp e Glu fazem parte da representacao 16 na etapa B da

quebra de simetria mostrada pela figura (3.3) e sao distingiiidos posteriormente, como visto

na figura (5.1), separadamente.

(04 D E
6 Arg
s D Ala
f Jz_—'f Phe
af 2 Asp
' Giu

Figura 5.1: Quebra da representacao de dimensao 16 - Um aminoécido primordial d4 origem

a 4 amino4cidos que sao “quebrados” nos 5 aminodcidos contemporaneos.

Resta saber se a dinamica ou mapa de iteragao manterd essa rotulacao invariante ou se,
as mudangas sofridas via o sistema dindmico mudam a posi¢ao e preservam a simetria de

Klein ao fim da cadeia ou ainda, se o sistema dindmico muda a rotulacdo e muda a simetria

finita ao fim da cadeia devido a essa nova rotulagao.
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5.1 As condigoes iniciais

Anteriormente produzimos as simetrias via variagao do parametro de bifurcagao com um
condigao inicial fixa dada por (—0.5670, —0.4292,0.6720). As simetrias foram produzidas sob
a variacdo de um parametro que chamamos de parametro de bifurcacdo denotado por A. Esse
estudo nos resultou em simetrias iguais s simetrias vistas no modelo algébrico e determinou
os valores de ) para a obtencio dessas simetrias. A cada valor de e para a condi¢do inicial
(—0.5670, —0.4292,0.6720) obtivemos um conjunto de simetrias formando uma cadeia de
quebra dinimica sob a variagdo desse parametro, cadeia esta dada pela equagéo (4.71). A
condigo inicial me dé o posi¢do do primeiro ponto que serd iterado. Essa condi¢ao determina
inclusive, se a dindmica é estével, como vimos no estudo da natureza das bifurcagdes. Sua
alteracdo pode implicar em uma alteragao da dinamica mas as simetrias para os valores
poderao ser mantidas.

No caso agora estudado a condigao inicial para a iterar o mapa (4.56) é dada de acor-
do com a posicio do cédon no diagrama de Weyl tabela (3.1). Para isso, foi feita uma
normalizacio desses vetores dividindo todas as coordenadas do vetor por ;11 para fins com-
putacionais. Por exemplo, o aminodcido Arg esté na posigao (2,1,0) do diagrama de Weyl,
a condicdo inicial para estudar a sua dinamica serd (0.5, 0.25, 0) e assim sucessivamente com
todos os outros 63 vetores. Essa andlise mostrou que os cédons se dividem primeiramente
em dois grupos: os que sao atraidos para pontos do tipo fixo quiral ou seja, a posicao deles
oscila entre (z1,y1,2) < (—Z1,—¥1, —2) onde (x1,11,21) € a posicao do cédon, e os que

permanecem em um 6rbita com simetria determinada pelo parametro de bifurcagao A.

5.2 Regioes de Atragdo: Simetria Quiral

Cédons com coordenadas paralelas aos pontos fixos sdo atraidos para regioes constitui-
das de apenas dois pontos: o ponto inicial, com uma modificacdo na norma por questoes
computacionais e seu inverso também modificado. Assim, por exemplo, a condigao inicial

(1/4,1/4,1/4) quando iterada ou seja, quando calculamos o valor da funcao dada por (4.56)
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neste ponto temos que este oscila entre os pontos (0.347,0.347,0.347) e (-0.347,-0.347,-0.347).
Denotaremos por Ry1,11) essa regiao de atracio invariante sob a acdo da simetria quiral.
Analogamente temos que as regioes Rq,-1,1), R(-11,) € R(-1,-1,1) séo definidas de forma in-
teiramente equivalente. Esse pontos e seus inversos, formam um cubo cujo os vértices estao
16 centro do octaedro truncado da figura (3.6). Ele pode ser facilmente reconhecido pela du-
pla degenerescéncia que aparece na figura. A iteracio conecta vértices opostos por inversao

nesse cubo. Essa conexao é feita da seguinte maneira ¢ mostrada nas tabelas (5.1) e (5.2).

Peso - Peso Conectado Cédon C6don Conectado

(1,1,1) & (—1,—1,-1) || CCC, ACC GGA, GUA

(=1,1,1) & (1,-1,—1) | CCU, ACU | GGG, GUG

(1,-1,1) & (-1,1,-1) | CCG, ACG |  GGU, GUU

(-1,-1,1) & (1,1,—1) || CCA, ACA GGC, GUC

Tabela 5.1: Conexao entre os cédons via acdo da dindmica no ponto (1,1,1) e suas permu-

tacoes de sinal e posicao.

Peso - Peso Conectado Cédon Cdédon - Conectado

(1,0,0) < (~1,0,0) | AGC, UUC, GAC, AAC | AGU, UUU, GAU, AAU

(0,1,0) < (0,—1,0) AGA, UUA, GAA, AAA || AGG, UUG, GAG, AAG

(0,0,1) < (0,0,-1) | AUA, CAA, CAU, UGG | UGA, CAG, CAC, AUG

Tabela 5.2: Conexdio entre os cédons via agdo da dindmica no ponto (1,0,0) e suas permu-

tacoes de sinal e posicao.

Nas tabelas existem conexdes entre cédons de diferentes aminoécidos por exemplo, a
tabela (5.1) conecta os cédons do aminodcido Pro (CCC) e Thr (ACC) nos cédons respon-
saveis pela codificagio dos aminodcidos Val (GUA) e Gly (GGG). Note que a possibilidade
desta troca em nada altera a simetria de Klein ao fim da cadeia de quebra proposta pelo
modelo algébrico.

Com a condigdo inicial (0,0,1/4), que também & parelela a um ponto fixo, somos levados

a um par de pontos da forma (0,0,a) e (0,0, ~c), definindo a regiao denotada por R,0,1)-
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As regides R0y © Ra,00) sdo definidas de forma andloga. A oscilagdo da dinémica em
torno de um ponto com simetria quiral, neste caso, também nao altera a simetria de Klein.
Note que na tabela (5.2) o aminodcido Met (AUG) é levado no aminodcido Trp (UGG). Esta
troca é uma troca possivel na rotulacio proposta pelo modelo algébrico e a simetria de Klein
é preservada por esta troca. O mesmo ocorre com o cédon responsével pela codificagao da
Ile (AUA) que pode ser trocado com o cédon responsavel pelo sinal de terminagao Term
(UGA). Essa troca também deve ser feita nos dois outros cédons da Ile com os dois outros

c6édons do sinal de terminacio a fim de preservar a simetria de Klein.

5.3 Regides de Atragao com Simetria Diedral

O outro grupo de aminodcidos se encontram em pontos que geram 6rbitas (“atratores”) que
ao serem analisados provirao a idéia de evolugao similar a proposta pelo modelo algébrico.
Para A = —1.440 e A = —1.400 observamos que, dada a condicdo inicial (0,1/2,/14), o
sistema é atrafdo para a regiao descrito pela figura (5.2). Observe as simetrias por rotagoes
de 90°,180° e 270° bem como a reflexdo em torno da bissetriz. Essas operacoes geram O
grupo diedral D,.

As condigdes iniciais do tipo (0,+1/2,+1/4) e (0,+1/4,+1/2) para este valor de X sdo
atrafdas para a mesma regido que denotaremos de R2,1)- Esses pontos correspodem aos
c6dons e seus respectivos aminodcidos mostrados na tabela (5.3). Esse conjunto de pontos
que gera um mesmo atrator e que designam o0s amino4cidos nos d4 uma idéia de familia.

Podemos interpretar que esses cédons listados na tabela (5.3) faziam parte de uma mesma
familia de um “ente” dnico em um estédgio primordial da evolugao.

Vemos aqui um problema dois dos c6dons do aminodcido Leu nao participam desse con-
junto de pontos tendo em vista que estes dois c6dons estdao nos pontos (0,1,0) e (0,—1,0)
que se encontram no sistema de simetrias descrito na secao anterior. Salvo esse problema, o
fato dos cédons dos aminodcidos Tyr e Cys fazerem parte de um mesmo ancestral ja havia
sido proposto pelo modelo algébrico. Isso pode ser observado a partir da etapa B na figura

(3.3) onde a representagao de dimenséo 4 surge de pois da primeira quebra. Respresentacao
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Peso Cédon | Aminodcido

0,1,2) Cuu Leu
0,-1,2) cucC Leu
0,1,-2) CUA Leu
(0,-1,-2) | CUG Leu
(0,2,1) UAU Tyr
0,-2,1) UAC Tyr
(0,2,-1) UGU Cys
0,—-2,-1) | UGC Cys

Tabela 5.3: Cédons que pertecem & uma mesma orbita: condicao inicial do tipo (0, %1, £2)

e (0,£2,+1) gerando o mesmo atrator.

154
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Figura 5.2: Orbita para A = —1.440 com a condicdo inicial no ponto do tipo (0,+2,+1) e
(0, £1, £2).

essa que contém os cédons dos aminodcidos Cys e Tyr. O mesmo comportamento produz
as regides de atracao R 1) € R20,1) definidas de maneira equivalente onde os atratores se
econtram nos planos zy e xz respectivamente.

A regido de atragio sofre uma mudanga ou quebra de simetria para A = —1.354 como
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NG Cys e Tyr

Figura 5.3: Representagao das Gbitas geradas pelos c6dons como condi¢ao inicial dos amino&-

ciodos Cys, Tyr e Leu para A = —1.354.

foi visto anteriormente no estudo das simetrias sob a variacao do pardmetro A e estd repre-
sentada na figura (5.3). As duas curvas fechadas circundadas pela linha tracejada em preto
representam uma tnica regido de atragdo correspondente a condigdo inicial (0,4+1/2,41/4).
Curiosamente a diminuicio da simetria, para a simetria de Klein, preserva aminoécidos que
foram rotulados como de uma mesma familia ancestral no modelo algébrico para o cédigo
genético. Neste caso os cédons da Cys e Tyr se matém unidos em uma dindmica represen-
tada pelo atrator dentro da linha tracejada em preto. Se analisarmos a figura (3.3) vemos
que estes dois aminodcidos estdo em um mesmo ramo na evolugao proposta pelo modelo
algébrico e o sistema dindmico que representa esse sisterma mantém este padrao.

A outra regido, similar e ortogonal a essa circundada em vermelho, corresponde as
condicdes iniciais (0,+1/4,+1/2). Essas regides sao também invariantes sob a agao do
grupo de Klein. Anteriormente tinhamos os aminoacidos da Leu, Cys e Tyr unidos em um
tinico grupo ancestral, para A = —1.440 e A = —1.400, agora para A = —1.354 a simetria &

diminuida e os quatro cédons da Leu se separam formando um tnico grupo, mostrado pelo
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atrator envolto da linha tracejada em vermelho na figura (5.3).

A separacio do atrator da pela figura (5.2) que mantinha os cédons CUU, CUC, CUA,
CUG do amino4cido Leu, UAU, UAC do aminodcido Tyr e UGU, UGC do aminoécido Cys
se separa em dois atratores distintos cada um gerado por um conjunto de condigoes iniciais
(0,£1/4,+1/2) e (0,%1/2,41/4) que sdo resposéveis pela rotulacao da Leu formando um
Gnico atrator e pelas rotulagoes da Cys e Tyr formando um segundo atrator, ambos descritos

na figura (5.3).

iy

L0

L0
10

Figura 5.4: Quebra final com o grupo Z» como simetria preservada. Separacao dos aminod-

cidos Cys e Tyr em grupos de atratores distintos.

Temos também, como estudado anteriormente, uma bifurcagao com simetria para A=
—1.332 que pode ser vista na figura (5.4). A regido circundada em preto contém um atra-
tor que corresponde a condigdo inicial (0,+1/2,1/4). A outra regido, andloga, corresponde
a condigdo (0,£1/2,—1/4). A simetria de Klein foi dinamicamente reduzida a simetria
quiral Z,. As condigdes iniciais (0,%1/2,1/4) e (0,£1/2,—1/4) correspondem as posigoes
dos cédons da Cys e Tyr que supreendentemente sao separados em dois grupos de atratores
distintos pela dinamica. Este resultado pode ser interpretado como uma separacao tempo-

ral desses aminosgcidos que pertenciam & um unico “ente” quimico que por processos que
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desconhecemos se separaram e atingiram as propriedades quimicas que os designam.

A dinimica mais uma vez seguiu o mesmo caminho proposto pelo modelo algébrico,
notemos que a tnica restrigio deste sistema foi que o mesmo estivesse relacionado a sime-
tria octaddrica sob a forma de um principio de equivaridncia. As quebras posteriores e as
relagoes determinadas entre os cédons em nada foram restringidas, os resultados sao uma
conseqiiéncia natural da dindmica. Poderfamos ter um atrator final que misturasse um cédon
da Cys com um cédon da Tyr, mas isto nao ocorreu, como vimos. Mais ainda, a separacao

seguiu os mesmo padroes que foram propostos pelo modelo anterior.

5.4 Sistema Dindmico e o Modelo Algébrico

De uma forma geral a dinimica muda os cédons de posicao que de forma supreendente leva
um cédon em um outro cédon de um mesmo aminodcido ou entao, leva um c6édon em um
outro de um diferente aminodcido porém preserva a simetria de Klein.

A relagio entre os cédons pela agdo da dinamica é dada da seguinte maneira. O cédon
CCC da Pro tem coordenadas (1,1,1) no diagrama de pesos enquanto que o c6don GGA
da Gly corresponde ao peso (—1,—1,—1) no mesmo diagrama. Esses c6dons sao levadds
para a mesma regido de atracdo para todo valor de A. Da mesma forma, uma vez que a
degenerescéncia no diagrama ndo ¢ levada em consideracao pelo sistema dindmico que a
representa, vao estar na mesma regiao R 1,1) 0s codons ACC da Thr e GUA da Val. Essa

situacao é descrita abaixo:

R,y = Pro e Gly, Thr e Val R@,-1,1) = Proe Gly, Thr e Val
R(_11,) = ProeGly, Thre Val R(1-11 = Proe Gly, Thr e Val
R0, = Trp e Met, Ile e Term, Gln, His R10) = Glu, Arg, Lys, Leu
R(10,0) = Phe, Asp, Asn, Ser Ro2,1) = Cys e Tyr, Leu

R0, = Term e Ile, Ser Ri10) = Ala, Arg

A mesma identifcacdo de cédons antipodas(opostos pelo vértice) da Pro com a Gly e da
Thr com a Val ocorrers nas outras regides, como visto anteriormente. A inspegao da édrvore

dada pela figura (3.3), mostra que a separacio entre a Gly e a Pro bem como, a Val e o Thr,
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ocorreram na tltima etapa da quebra esponténea de simetria. Desta maneira interpretamos
a iteracdo como tentativas seletivas da evolucio obtendo o codigo genético ancestral via uma
predicao dindmica.

A mesma forma de pareamento antipoda é observada para os cédons Trp e Met, Ile e
Term, bem como os pares de cédons da Gln e His mostrados anteriormente. Mais uma
vez observamos da figura (3.3) que o Trp e a Met assim como, a Ile (AUA) e o cédigo de
terminacdo (UGA) estdo pareados na mesma fase. O pareamento dos cédons correpodentes
do mesmo aminoécido que ocorre nas regioes F,o,1), R0,1,0) € R1,00) nao trazem nenhum
fato novo e se adaptam perfeitamente ao modelo algébrico.

A analise das regices de atracao diedrais mostra a identificacdo dos codons da Cys, Tyr
e Leu em um mesmo grupo. Os cédons da Cys e Tyr também estao identificados como
advindos de um ancestral comum antes da ultima quebra de simetria no modelo simplético,
figura (3.3). Esse fato também ocorre com os cédons da Ile e Term. A identificagao dos
c6dons da Ala e Arg somente ocorreram antes da segunda quebra e a Leu e Ser somente se
identificaram nos primérdios. Essas séo as previsoes do modelo dindmico.

A evolugao do paramétro de bifurcagio A provoca a separagao dos cédons da Cys e Tyr
com os c6dons da Leu, os cé6dons do Term e Ile com os da Ser e a Ala é separada da Arg em
)\ = —1.354. Posteriormente, quando A = —1.332, sdo separados 0s c6dons da Cys e Tyr,
Term e Tle. Os aminodcidos de degenerescéncia 6 nao tém sua dinamica bem representada
no modelo. A razdo, ja apresentada na introdugao, € que o modelo de dindmica é no espago
dos pesos e ndo no espago carregador da representacao irredutivel do grupo simplético que
levaria em conta toda a degenerescéncia. O fato de trabalharmos com uma representagao
tridimensional de um objeto de 64 dimensoes traz sérias restricoes ao problema, sendo este
o ponto fraco deste trabalho. Apesar dessa restricao todos os resultados e as simetrias
observadas serviram de uma forma fmpar para ratificar o modelo algébrico e colocar de uma
forma mais clara a idéia de aminoécidos primordiais, j& hd muito tempo defendida por vérios

grupos de especialistas na area.
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5.5 Conclusoes

Nessa tese mostramos uma forma de construcio de um sistema dinémico equivariante sob a
acao do grupo octaédrico no espé,go tridimensional. Invariantes e equivariantes foram con-
struidos em sua forma polinomial a partir das matrizes da representagao do grupo de simetria
O, e impondo a equivaridncia sobre esses polindmios. A iteracdo de uma forma especifica
do difeomorfismo exibiu bifurcagdes com simetria a a partir da variagao dos parametros de
controle do mapa equivariante sob a agao do grupo O. Tais bifurcacdes reproduziram uma
quebra, de simetria similar, no que diz respeito aos subgrupos que dela participam, & quebra
de simetria proposta pelo modelo algébrico quando este é representado pelo seu grupo de
Weyl.o qual possui uma simetria finita invariante sob a acao do grupo Op,. E notével que tais
bifurcacdes apresentem os mesmo padroes de simetria tendo em vista que as possibilidades
de quebra ou redugao de simetria a fim de produzir uma cadeia de quebra eram indmeras.
Fstas possibilidades podem ser vistas na figura (2.3). A cadeia de quebra dindmica compara-
da & cadeia de quebra finita relacionada ao modelo algébrico ratifica os resultados propostos
anteriormente reforcando a idéia de que as propriedades de simetrias intrinsecas da natureza
seguem um tnico padrao, descrito no caso, pelos dois resultados.

A iteracio foi interpretada como uma optimizagao seletiva no processo evolutivo de c6-
dons no contexto do modelo algébrico. Como resultado varios aspectos descritos pela quebra
espontéinea de simetria do grupo finito que representa o grupo Sp(6) em sua representacao de
dimensao 64 foram reproduzidos dinamicamente pela variagao do parametro de bifurcacao,
ratificando assim em grande parte as idéias do modelo algébrico.

A acéo da dinimica sobre os cédons resultou no fato mais importante deste trabalho.
Vimos que cédons de um mesmo aminogcidos estdo contidos em um mesmo grupo de simetria.
E supreendente que cédons de aminodcidos distintos estejam em familias, que sao iguais as
familias propostas pelo modelo algébrico, que sdo “quebradas” em subfamilias nos resultanto
em uma rotulacfo similar & rotulagdo proposta anteriormente. Esse resultado ratifica nao s6
o modelo como resolve, em grande parte, o problema da rotulagao dos cédons com 0s pesos.

Podemos observar um mimero razodvel de arranjos dos cédons segundo suas degenerescéncias
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com os pesos da representacao. Nao obstante, tal rotulagao seguia padroes bem estabelecidos
pela matematica envolvida no modelo. Além do mais, o sistema dindmico que se conecta
a0 modelo, com a unica restri¢io de reconhecer a simetria octaedral como ponto de partida
para a sua evolugao, reproduz as familias de forma andloga as familias propostas pelo modelo
algébrico. Com excecdo dos aminodcidos de degenerescéncia 6, todos os outros aminodacidos
formaram as mesmas familias que sao designadas por diferentes representacoes e mostradas
na figura (3.3).

Todos os resultados vieram a confirmar e ratificar em grande parte a idéia de que os c6dons
faziam parte de um ancestral comum que no decorrer do tempo foi ganhando complexidade
e gerando subfamilias e assim sucessivamente até formacao que se conhece hoje e que se tem
como padrao.

A aplicagio de sistemas dindmicos tanto para explicar modelos ja conhecidos como para
gerar modelos préprios estd em sua juventude e nos proporciona uma poderosa ferramenta

matematica para diversas dreas de estudo em ciéncia.
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