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RESUMO

INNOCENTINI G.C.P. Uma generalizacao do modelo de spins e bdsons para
a transcricdo de genes sob miiltiplo controle. 2012. 77 p. Tese (Doutorado em
Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos,
2012.

Nesta tese propomos um modelo estocastico multimodal para regulacao da expressao
génica em nivel de transcricao. A definicado de um espaco de parametros que contém o
contetudo bioldgico do sistema aliada a escolha apropriada de uma base para construir a
matriz de acoplamento entre os estados do sistema levaram a obtenc¢ao de solugoes exatas
do modelo. Tais solugoes sdo obtidas transformando as equacoes mestras em equacoes
diferenciais parciais usando a técnica das fungoes geradoras e escrevendo os coeficientes
das equacoOes parciais em termos dos parametros bioldgicos do modelo. No regime esta-
cionario obtivemos uma relagdo de recorréncia para os coeficientes das séries de poténcias
que definem as fungoes geradoras e a especificagao das configuracoes de equilibrio do
sistema permite que estas séries sejam calculadas exatamente. Com as solucgoes exatas
calculadas nao s6 as distribui¢oes de probabilidade foram obtidas como os momentos das
distribuicoes. As distribui¢oes de probabilidade de equilibrio apresentam estruturas mul-
timodais com varios picos e a andlise do ruido (flutuagdo) mostra que a existéncia de um
estado intermediario de eficiéncia transcricional leva a redugao do ruido global do sistema.
A inspecao dos autovalores da matriz de acoplamento mostrou que existem regioes onde
a dinamica dos momentos é de carater oscilatoria com amortecimento. Diferentes esque-
mas de acoplamento levam a diferentes regimes transientes, tal caracteristica revela que
o sistema multimodal apresentam maior flexibilidade adaptativa quando comparado com

sistemas de um ou dois estados.

Palavras-chave: Expressao génica. Ruido. Regulagao transcricional. Processos estocésti-

cos. Solugoes exatas.






ABSTRACT

INNOCENTINI G.C.P. A generalization of the spin—boson model for gene trans-
cription under multiple control. 2012. 77 p. Tese (Doutorado em Ciéncias) - Instituto
de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2012.

In this thesis we propose a stochastic model for multimodal regulation of gene expression
at the transcriptional level. The definition of a parameter space that contains the con-
tents of the biological system coupled with the appropriate choice of a base to build the
coupling matrix between the states of the system led to the exact solutions of the model.
Such solutions are obtained by transforming master equations in partial differential equa-
tions using the technique of generating functions and writing the coefficients of partial
equations in terms of biological parameters of the model. In the steady a recurrence rela-
tion for the coefficients of power series defining the generating functions was obtained and
specification of the equilibrium configurations of the system allows the exact calculation
of these series. With the exact solutions calculated not only the probability distributions
were obtained but also the moments of the distributions. The equilibrium distributions
probability is multimodal and presents several peaks. Analysis of the noise (fluctuation)
shows that the existence of an state with intermediate transcriptional efficiency leads to a
reduction of the overall system noise. Inspection of the eigenvalues of the coupling matrix
showed that there are regions where the dynamics of the moments is damped oscillating.
Different coupling schemes lead to different transient regimes, this feature reveals that
the multimodal system have greater adaptive flexibility when compared to systems of one

or two states.

Keywords: Gene expression. Noise. Transcriptional regulation. Stochastic process. Exact

solutions
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Capitulo 1

Introducao

Na década de trinta, do século passado, o contraste entre o crescente conhecimento
sobre a matéria inanimada, alavancado pelos avancgos na fisica, e o pouco entendimento
sobre a matéria viva, fez com que fundacoes como o Institut de Biologie Physico-Chimique
(IBPC) na Franga e a Rockefeller nos EUA | elaborassem e fortemente financiassem politi-
cas para o desenvolvimento do estudo de sistemas biol6gicos tendo como prioridade a
aplicagao da metodologia e os conceitos oriundos da fisica e da quimica. Este marco onde
estes trés ramos da ciéncia sao unidos, para resolver problemas que sozinhos nao seriam
capazes, ¢ considerado o surgimento da biologia molecular (1)).

A uniao de forcas que resultou no nascimento da biologia molecular surtiu efeito ja
na década de quarenta e grandes descobertas foram alcancadas em um periodo de vinte
e cinco anos (1940 - 1965) e entre elas estdao: a relacio de um gene uma enzima, a
natureza dos genes, a estrutura de dupla hélice do DNA, o mecanismo de sintese proteica
e o controle da expressao génica. Essas cinco grandes descobertas foram cruciais para o
melhor entendimento dos sistemas biol6gicos como também para o pleno desenvolvimento
da biologia molecular porém, aqui, iremos nos ater a ultima

Os primeiros modelos para a regulacao génica foram elaborados a partir dos resultados
obtidos ao se investigar dois sistemas: o estudo do ciclo lisogénico, um processo complexo
de interacao de uma bactéria e um fago e o estudo da adaptacao de bactérias a novas
fontes de nutrientes.

Na década de 50, André Lwoff e seus colegas, Elie Wollman e Francois Jacob, do
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Instituto Pasteur observaram (2)) que certa classe da bactéria Escherichia coli quando
irradiada com doses moderadas de luz ultravioleta, paravam de crescer e aproximada-
mente 90 minutos mais tarde ocorria o rompimento das bactérias (lise) e uma quantidade
de virus, chamados de A-phage, eram liberados no meio. Os virus se multiplicavam in-
fectando novas bactérias. Logo estas bactérias infectadas rompiam-se e novos virus eram
liberados. No entanto, algumas bactérias infectadas sobreviviam e carregavam o virus
em sua forma inativa. KEssas bactérias cresciam e se dividiam normalmente até que a
cultura era novamente irradiada e essas bactérias descendentes rompiam-se e liberavam
uma nova quantidade de virus no meio. André Lwoff e seus colegas chegaram a conclusao
que esta alternancia entre os dois estados do virus — na forma inativa quando a bactéria
esta crescendo e se dividindo e a forma ativa quando a cultura é irradiada — é um simples
exemplo do ligamento e desligamento dos genes.

Neste mesmo periodo, Monod observou, também em culturas da bactéria Escherichia
coli, um fené6meno que ele batizou com o nome de diauxie. Neste, a cultura de bactéria é
colocada para crescer em um meio composto por diversas fontes de actcar, por exemplo,
uma mistura de glicose e lactose. Monod constatou que a cultura crescia em dois estagios
e que entre um estagio e outro havia um lapso de tempo em que a populacao de bactérias
permanecia inalterada. Na primeira fase de crescimento a cultura crescia consumindo
a glicose disponivel no meio e na segunda consumindo lactose. Este comportamento
populacional da Fscherichia coli foi a inspiracdo para Monod propor no ano de 1961
(13,4), com a colaboragao de Jacob, um modelo para o controle da expressao génica. Neste
modelo, Monod e Jacob, propoem que a enzima que degrada a lactose (-galactosidase) é o
produto da transcrigdo de um éperon (6peron lac). Este éperon é regulado, negativamente,
por um gene constitutivo que produz o repressor lacl. Quando no meio em que a bactéria se
desenvolve nao esta presente a lactose, o éperon lac encontra-se desligado com o repressor
lacl em seu sitio operador. No entanto, quando a lactose esta presente no meio, esta inativa
0 repressor e o Operon passa a ser expresso. Este processo regulatério ficou conhecido como
o modelo de 6peron onde, um gene regulador codifica uma proteina repressora que regula a

transcrigao de um conjunto de genes. Desde a elaboragao do modelo de 6peron um grande
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progresso no entendimento e caracterizagao dos mecanismos envolvidos na regulacao da
expressao génica (5)) foi alcangado e mesmo assim duas hip6teses originalmente propostas
por Monod e Jacob continuam validas: a regulacao de genes se da principalmente em
nivel transcricional através da acao de proteinas que interagem diretamente com o DNA.

O desenvolvimento de técnicas eficientes para o sequenciamento de DNA ocorrido nas
ultimas décadas possibilitou a obtencao de uma quantidade volumosa de dados de genes
de varias espécies, impulsionando de forma significativa a biologia celular e molecular. A
resolucao da estrutura terciaria de proteinas a partir de métodos cristalograficos abriu o
caminho para o entendimento da funcao biologica e da determinacao de médulos opera-
cionais. No entanto, a apropriacao dessa quantidade imensa de informacoes nao resultou
no conhecimento da evolugao celular na proporcao esperada ou desejada. A cronologia e
a geografia do processo de sintese proteica que demandam a previsao de quando e onde
um gene se expressa estao longe de ser plenamente compreendidas. Para preencher esta
lacuna, intensas investigagoes tedricas aliadas as experimentais (617) foram dedicadas
para o entendimento mais amplo e profundo destas redes génicas.

Estao envolvidas no processo de regulagao da expressao génica, uma grande quanti-
dade de transformacoes quimicas simultaneas. No entanto, o baixo nimero de moléculas
de cada espécie presente na célula faz com que as flutuagdes moleculares sejam signi-
ficativamente grandes (18) e uma descri¢do deterministica, para este sistema bioldgico,
deixa de ser a mais adequada fazendo com que uma modelagem estocastica seja inevitavel
(19-28). A partir dessa consideragao, duas estratégias podem ser adotadas. A primeira
consiste na introducao de flutuagoes, via o mecanismo de Langevin, com a inclusao de
uma perturbagdo estocastica dependente do tempo (30-34), e a segunda, é a realizagao
de simulagoes numéricas considerando o conjunto total de reagdes (35,36) na célula.

Uma via alternativa as simulag¢oes numéricas de sistemas complexos e aos modelos que
consistem de equagoes diferenciais ordinarias para as concentracoes dos reagentes onde o
ruido é incorporado via o mecanismo de Langevin é a de natureza microscépica onde o
numero de particulas produzidas por um tnico gene é a variavel aleatéria do modelo. Uma

primeira classe de modelo microscépico foi proposta por van Oudenaarden (37,38)). Neste
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modelo o gene apresenta um tnico estado (uma tnica configurac¢ao da regidao controladora)
e a transcricdo é modelada por um processo de produgao e degradagao de mRNA a ser
acoplado com um processo estocastico para a traducao. A introducdo de mais de uma
configuragao para a regiao controladora foi proposta por Kepler (39) e mais tarde por
Wolynes (40) onde o gene pode estar ligado (sem proteinas reguladoras obstruindo a
transcri¢ao) ou desligado (onde uma proteina reguladora se encontra no sitio operador
obstruindo a transcri¢ao) dando inicio a segunda classe de modelos microscépicos, a dos
sistemas bindrios. As equagOes mestras que sao utilizadas para descrever os sistemas
bindrios foram resolvidas exatamente tanto em seu regime estacionario quanto dinamico,
para o caso em que o gene ¢ autorregulado ou sofre regulacao de um agente externo,
(41H43)) e as simetrias das equagoes desta classe de modelo foram identificadas (44,45).

Nesta tese, inauguramos a terceira classe de modelos estocasticos microscépicos onde,
primeiramente, consideramos um gene que pode operar em trés estados de eficiéncia trans-
cricional e, entao, mostramos como esta classe de modelos pode ser generalizada para ser
capaz de descrever um gene que pode produzir mRNA utilizando um niimero arbitrario
de estados de eficiéncia transcricional.

Esta tese esta organizada em capitulos onde: capitulo 2 apresentamos o modelo es-
tocastico para um sistema de trés estados e definimos o espago de parametros biologicos;
capitulo 3 exploramos as propriedades assintoticas do modelo; no capitulo 4 apresentamos
o comportamento dindmico das quantidades macroscopicas do modelo; capitulo 5 a gene-
ralizacdo para um ntmero arbitrario de estados e por fim, o ultimo capitulo é dedicado

as conclusoes.
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Capitulo 2

O modelo para transcricao génica e

sua interpretacao bioldgica

Neste capitulo iremos apresentar as equagoes mestras do modelo que descrevem a
transcricao de um gene sob multiplo controle. Apés discutir a forma e os parametros
que compoem as equagodes passaremos a analisar a matriz de acoplamento do sistema e
redefiniremos o espago de parametros de forma a dar uma clara e precisa interpretagao

biolégica ao mesmo.

2.1 O modelo para a transcricao

No capitulo anterior mencionamos os esforgos tedricos, realizados nas tultimas décadas,
em se construir modelos que pudessem reproduzir e interpretar os dados experimentais
disponiveis e com isso melhor compreender a expressao génica. Apesar de avangos signi-
ficativos terem sido alcancados ainda estao longe de serem suficientes para uma abrangente
e mais completa compreensao dos mecanismos envolvidos na regulacao de genes ou redes
génicas.

Destarte, neste trabalho propomos uma generalizacao do modelo de spins e bésons (40)
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para a transcricao de um gene. Em sua formulacao original o gene poderia apresentar dois
estados funcionais: ligado ou desligado. Estando no estado ligado a transcri¢ao ocorria
sem obstrucoes e era total ou parcialmente suprimida quando o gene estava no estado
desligado, constituindo assim um sistema de dois estados. A obtencao das solucoes exatas,
estaciondrias e dependentes do tempo, do modelo binério (41-43) para a expressao génica
foi de grande importancia na classificagdo e interpretacao das propriedades biologicas do
sistema identificando caracteristicas intrinsecas e extrinsecas.

Apesar de ter sido bem sucedido, o modelo binario apresenta limitagoes uma vez que
a existéncia de varios fatores de transcrigdo presentes na regulacao génica, atuando indi-
vidualmente ou de forma combinada, faz com que o gene apresente inimeros estados com
diferentes niveis de eficiéncia transcricional. O paradigma destes sistemas multimoldais é
o operon lac responsavel pelo transporte e metabolismo da lactose na Escherichia coli e
outras bactérias (3/4). Este éperon é constituido por uma regiao controladora, composto
por um sitio promotor e um sitio operador, que regula, simultaneamente, trés genes estru-
turais: lacZ, lacY e lacA. O produto do lacZ é a enzima (-galactosidase responsavel pela
digestao da lactose, o gene lacY codifica para a enzima permease que transporta a lactose
para o meio intracelular e, por fim, o lacA codifica a transacetilase de [-galactosideos,
uma enzima que transfere um grupo acetil de acetil-CoA a [-galactosideos. O controle
do éperon lac é feito por regulagdo negativa através da proteina lac repressora codificada
pelo gene constitutivo lacl. O mecanismo de regulacao se da da seguinte maneira: quando,
no meio ha uma alta concentragao de glicose e baixa concentracao de lactose o repressor
Lacl liga se ao sitio operador, da regiao controladora do 6peron, obstruindo a transcri¢ao
do mesmo. No entanto, quando a lactose é presente em abundancia e a glicose em baixas
concentragoes, a lactose, que entre na célula, liga se a proteina lac repressora fazendo com
que o complexo lactose mais proteina lac repressora tenha uma afinidade muito menor
com o sitio operador e, assim, nao ha associagdo da proteina reguladora com este sitio e
a polimerase RNA encontra o caminho livre para realizar a transcricao do 6peron. Um
terceiro cendario emerge quando as concentragoes de glicose e lactose sao comparaveis.

Em suma, temos trés estados de eficiéncia transcricional. Estado reprimido (alta concen-
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tragao de glicose), estado ativado (alta concentragao de lactose) e estado intermedidrio
(as concentragoes de lactose e glicose sdo comparaveis).

Com este exemplo em mente, propomos um modelo estocastico onde a variavel aleatéria,
n, é¢ o nimero de mRNA presente na célula e escrevemos equagdes mestras acopladas, do
tipo nascimento e morte, que governam a dinamica das distribui¢oes de probabilidade de
encontrarmos o 6peron em um dos seus trés estados de eficiéncia transcricional, no instante

de tempo t e com n moléculas de mRNA presentes. As equagoes para as distribuigoes

sao:
O Ral0hy — 0l + pltn o+ 1)ha — n0h] a6l + P + ho(1 — 5)6i (2.)
d;? = ko[g2_1 — Q2]+ pl(n + 1)@2 1 — nd2] + hi(1 — €1) ¢y, — hat? + haesdy,
Y gy — 0]+ pl(n+ )6y — o]+ hiedh + Al - o) hagh,

Onde ¢} (t), p2(t) e ¢3(t), sdo as distribuigdes de probabilidade de encontrarmos o éperon
no estado ativado, intermediario e reprimido, respectivamente. Os parametros kq, ks e k3
sao as taxas de producao de mRNA de cada um dos estados e p a taxa de decaimento das
moléculas de mRNA, que é a mesma para os trés estados uma vez que o tempo de vida
médio da molécula de mRNA, na célula, ndo depende do estado do sistema em que foi
produzida. Os parametros restantes sao as taxas de transigoes entre os estados do sistema

e podem ser representadas pelo diagrama:

h1 1— 51 1 hie1 3 hz 1- E2 3
¢ ﬁ ¢n7 ¢n = no ¢ # ¢ .
h3(1—55)

com 0 < h; <oo,parai=1,2e3,e0<¢ <1, também com=1,2 e 3.

As equacgoes mestras em sao equagoes lineares em n e do tipo diferencial-diferenca.
Usando a técnica das fungoes geradoras (46,/47) podemos transformé-las em equagoes a
derivadas parciais e com isso lidar com objetos mais comumente encontrado em problemas
de fisica com técnicas para resolvé-los que sao inerentes a fisica matematica. Para tanto,

propomos

=300 FEn=YR0S Fen=lans e
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onde z é uma varidvel complexa que pertence ao disco unitéario, z € [0, 1]. As equagoes a

derivadas parciais resultantes, nas variaveis t e z, sao:

1 1

88(?5 = (z=Dlko' - pa(’;i] — o' + haead® + hg(1 — €3)¢°, (2.3)
2 2

O =Dl ~ P2 ha(1 — )6 — bt e,
3 3

N A s N N R P

As distribui¢oes de probabilidade sao reobtidas através de derivadas das funcgoes

geradoras quando avaliadas em z = 0, da seguinte maneira:

[1 070" (2,1) ]
o = | HTCED (2.4)
L7 12z=0
(1062 (2, )]
Pa(t) = n,%z(:) :
L™ 12z=0
3 o [ 1 angb?)(z,t)_
¢n(t) - _m 62" ZZO'

Os momentos das distribuicoes de probabilidade podem, igualmente, ser calculados

através de derivadas das fungoes geradoras mas, aqui, avaliadas em z = 1, através das

férmulas:
(i) (1) = (zjz)jwz,t) - ninwm (25)
(nd) (1) = _<Z§Z)J¢2<z,t> - 3wl
() ) = —(zi)]&(z,t)_ - 3= Wik

ao contrario das equagoOes anteriores, aqui, nas férmulas para os momentos das dis-
tribuigoes, o indice superior, j, indentifica a ordem do momento e o indice inferior, 1 = 1,2
e 3, o estado considerado.

Antes de passarmos a investigar o espaco de parametros em termos de quantidades
biolégicas (que serd feito na préxima se¢do) iremos reescrever as equagoes do modelo, mas
desta vez, usando a notagdo vetorial que, como sera apresentado no pentltimo capitulo
desta tese, é de grande utilidade para a generalizacao do modelo onde um niimero arbi-

trario de estados pode ser considerado. Na notacao de vetores e matrizes, temos para as
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equagoes mestras:

dy (1)
dt

= K[fn-1(t) = ()] + pl(n + 1)dnsa (1) = na(t)] + Hen(?), (2.6)

onde ¢, (t) = (¢L(¢), ..., N (¢))T, e N é o ntimero de estados do sistema. As matrizes K e
p sao ambas diagonais, de ordem N x N, sendo que os elementos diagonais da primeira
sao as diferentes taxas de producao de mRNA, que correspondem a cada um dos estados
de eficiéncia transcricional do sistema, e a tltima proporcional a identidade. A matriz H

¢ a matriz de acoplamento do sistema e tem as seguintes propriedades:

N
=0

1
No caso especifico que estamos tratando com N = 3, a matriz de acoplamento tem a

forma:

—hy haes h3(1 — €3)
H = hl(l — 61) —hg h3€3 (28)
h1€1 hg(l — 62) —h3

As equagdes mestras na forma vetorial podem ser reescritas em termos de equagoes a

derivadas parciais, utilizando se do vetor

Gz, t) = dnlt)z", (2.9)
n=0
o que leva ao sistema de equagoes diferenciais parciais acopladas
Ob(z, t - L0b(z, .
W80 (b - A2 g, (2.10)

O vetor cujo as componentes sao as distribui¢oes de probabilidade de cada estado é

reobtido através de derivadas usando:

on(t) = {18%2’”] , (2.11)

nl  0zn

e os momentos da seguinte maneira:

(i) = [(ZSZ)ja(z,t)] K (2.12)

onde j é a ordem do momento considerado.
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2.2 O espaco de parametros biolégico

As equagoes mestras do nosso modelo podem ser interpretadas como uma combinacao
de dois processos estocasticos (46,[47). No primeiro, temos a producao-degradagao de
moléculas de mRNA, onde a producao é controlada pelas taxas ki, ko e k3 e a degradagao
pela taxa p, que é a mesma para todos os estados. O segundo é um processo telegrafico
que leva em consideracao todas as possiveis transi¢oes entre os estados do sistema.

A primeira redefinicio do espago de pardmetros envolve as taxas que governam o
processo de producao-degradacao de mRNA. Ao invés de lidarmos com as taxas, ire-
mos considerar o parametro de eficiéncia transcricional de cada um dos estados. Este

parametro é obtido pela razao entre cada taxa de producao pela de degradacao, dando:

k k k
np = 71’ Ng = ﬁ, Nng = ?3 (213)

Quanto maior for n;, em relagdo aos demais, mais eficiente na producao de mRNA serd o
estado 7, ou seja, um estado eficiente produzira, em média, dezenas de copias de mRNA,
ao passo que, um estado de baixa eficiéncia produzira algumas unidades ou nao produzira
mRNA.

O processo telegrafico é controlado pelas taxas de transicdo entre os estados do sis-
tema que sao independentes da variavel aleatoria, n. No entanto, estas taxas dependem
tanto de propriedades intrinsecas do gene, como a afinidade do operador por uma pro-
teina reguladora especifica, quanto de propriedades que sao extrinsecas, dependendo das
condi¢oes do meio, como por exemplo, a disponibilidade de proteinas reguladoras. Com
o intuito de desacoplar a dependéncia intrinseca daquela proveniente do meio em que o
sistema esta, consideramos, apenas, a parte do processo telegrafico do modelo, que pode
ser obtida tomando a média das equagdes mestras em [2.I] com relagdo ao ntmero de

moléculas de mRNA | n, ou, equivalentemente, colocando z = 1 nas Egs.(2.3]), resultando



Capitulo 2. O modelo para transcri¢do génica e sua interpretagao bioldgica 23

nas equacoes:

d]jzllt(t = —hiPi(t) + haea Po(t) + ha(1 — €3) Ps(t) (2:14)
dP;t@) = (1 — ) Pi(t) — hoPa(t) + hyesPy(t)
d?t(w = hePi(t) + ha(l — e2) Pa(t) — haPs(t)

onde as fungdes dependentes do tempo P;(t) sdo ¢'(z = 1,t) (com i=1,2 e 3) e representam
as probabilidades de ocupagao de se encontrar o gene em um de seus modos opera-

cionais independentemente do nimero de mRNA, n. Alternativamente, podemos ter

as FEqgs.(2.14), em sua forma vetorial fazendo z = 1 nas Eqgs.(2.10]) e teremos:

dP(t) . =
— - =HP(1), (2.15)

onde P(t)=(Py(t), Py(t), P3(t))T ¢ H ¢ a matriz de acoplamento assim como dada na
Eq.. A solucao do sistema de equacoes em sera apresentada no capitulo 4 desta
tese, juntamente com a solu¢ao dependente do tempo dos primeiros e segundos momentos
das distribui¢des. Aqui iremos explorar as propriedades da matriz de acoplamento, H,
e reinterpretar seus parametros em termos de quantidades biologicas do sistema. Uma

primeira caracteristica desta matriz é que ela pode ser fatorada como o produto de outras

duas:
H =¢h (2.16)
onde a matriz
-1 e (1-e)
e=1 (1—¢) —1 €3 (2.17)
€1 (1 —e9) -1
e a matriz
hi 0 0
h=10 hy 0 |- (2.18)
0 0 hg

Inspecao da matriz H em sua forma fatorada mostra que a matriz € é responsavel

pela existéncia do acoplamento entre os estados do sistema. A selecdo dos valores para
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os elementos da matriz € ird definir se um estado estd conectado com outros ou nao e,
também, o quao intenso ¢é este acoplamento. Por exemplo, se ¢, = 1, o estado 1 estara
fortemente acoplado ao estado 3 e nao estara influenciando o estado 2, ao passo que €, = 1
faz com que o acoplamento entre os estados 1 e 2 seja forte e entre os estados 2 e 3 nao
haja comunicagao, etc. No limite em que todos os ¢; = 0 ndés temos um modelo onde
o acoplamento entre os estados é ciclico (1 — 2 — 3 — 1), quando todos os ¢ = 1
estamos no regime de acoplamento anticiclico (1 — 3 — 2 — 1) e para os ¢ = 1/2
todos os estados estdo acoplados com os demais e com mesma intensidade. A forma e
a intensidade do acoplamento depende do sistema em consideragao e, assim, vemos que
os elementos da matriz € sdo propriedades intrinsecas do sistema. A matriz h carrega a
informagao sobre a ocupacao de um determinado estado. Para fazer esta afirmacdo mais
clara, vamos escrever os elementos da matriz h em termos das probabilidades de ocupacao

assintoticas de encontrarmos o sistema em um de seus estados. Para tanto, propomos
P(t) = exp(A)] (2.19)

onde A é uma matriz proporcional a identidade. Substituindo na Eq.(2.15)), temos a
equacao:

Hi=\{ (2.20)

Este é agora um problema de autovalores e autovetores do operador H. As informacgoes
sobre o estado assintético estdao codificadas no autovetor correspondente ao autovalor
nulo. As propriedades de uma matriz do tipo H, expressas nas Eqs., garantem que o
determinante de tal matriz sempre € igual a zero. Como o produto dos autovalores de uma
matriz é idéntico ao determinante da mesma, ao menos um autovalor nulo existe. Assim

sendo, calculando o autovetor correspondente ao autovalor nulo da Eq.(2.20)), obtemos:

qi hshadq
JZ q2 = h1h352 s (221)
qs3 hahyd3

onde os d; sao os cofatores dos elementos da diagonal da matriz € (6; = Cj;(€)), para
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i=1,2,3) e tém as expressoes:

(51 = 1- €3 1+ €3€9 (222)
(52 = 1- €1+ €1€3
(53 = 1- €2 + €2€1.

O autovetor, ¢, apresenta a seguinte estrutura: sua componente ¢ é o produto dos cofatores
dos elementos da diagonal das matrizes € e h, ou seja ¢; = Cj;(€)Cyi(h). Propriamente
normalizado, este autovetor é o vetor de probabilidade de ocupagao assintotica do sis-
tema que contém a informagao sobre a configuracao operacional do mesmo. O vetor de

probabilidade de ocupacao é

D1 Ch/q
p= P2 | = | &/q (2.23)
b3 CI3/Q

onde o escalar g é o produto escalar do vetor ¢ com o autovetor a esquerda de H, @ =

(1,1,1), correspondente ao autovalor nulo (ZH = 0), assim, temos
q = 7:1:(72 q1 + q2 + qs = h3h251 + h1h352 + hghlég. (224)

A matriz h tem trés parametros livres e as equagoes em formam um sistema
linear homogéneo onde apenas duas equagoes sao linearmente independentes pelo fato que
p1+p2+p3 = 1. Para expressarmos os elementos da matriz h em termos das quantidades
biolégicas do sistema precisamos de mais uma equacao que envolva os h;. Esta equacao é

obtida considerando se o traco da matriz H,

levando em conta, junto com a Eq.(2.25)), as equacoes,

@ 1 e 2 _ D2, (2.26)
q q

nos obtemos os parametros da matriz h em termos das quantidades biolégicas do modelo
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CcOo1mao:

hi = 251]72193/A (227)
hy = 210152193/ A
hs = Xpipaos/A
onde a quantidade
A = d1pap3 + p102p3 + P1P203. (2.28)

Os parametros py,ps € p3, sao as probabilidades de ocupacao assintética de cada
estado. Elas dependem das condigoes do meio em que o sistema se encontra e portanto,
sao propriedades extrinsecas. No caso do Operon-lac estes parametros seriam fungoes das
concentragoes de glicose e lactose presentes no meio celular. Para discutir o significado

do parametro ¥ apresentamos os autovalores nao nulos da matriz H,

2= —22](1 + /1 — 4q/32), (2.29)

ou, colocando a expressao de ¢, explicitamente em fun¢ao das quantidades biologicas do

modelo,
q= 2251522322? 1habs, (2.30)
temos
AE = —2 (1 + \/1 = 45152(27;”0”3) . (2.31)

A andlise dos autovalores nao nulos da matriz H mostra que ¥ é a componente principal
que governa a dindmica do sistema até este estar em sua configuracao assintética. O
modelo tem duas escalas de tempo importante: 1/p, o tempo de vida médio de uma
molécula de mRNA e 1/%; o termo dominante de decaimento do sistema. A razdo 3/p
mede a flexibilidade do switch. Para grandes valores desta razao dizemos que o switch
é rapido ao passo que, para valores pequenos estamos na regiao de switch lento. Os
adjetivos rapido e lento utilizados para qualificar o switch sao para serem interpretados
como o quao habil é o switch para alcancar a configuragdo de equilibrio e essa é uma

propriedade intrinseca do sistema. Neste espago de pardmetros biologico, a matriz H
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assume a forma:

-1 €2 (1—e3) d1p2ps3 0 0
h)
H = A (1 - 61) —1 €3 0 P102P3 0 . (2'32)
€1 (1 - 62) -1 0 0 P1P203

Antes de passarmos para os préximos capitulos, por uma questao de completeza, vamos

apresentar os outros dois autovetores que correspondem a A*. Para tanto, notamos que:
THT* = M a0 = 0. (2.33)
Entdo, a estrutura para o+ fica sendo

1
7t = A* (2.34)
—1— A%
onde temos

AT — p1p203(1 — €3) + d1paps + ANE/T
P102P3€2 — (1 - 63)291]9253

(2.35)

Iremos utilizar este resultado no Capitulo 4 desta tese onde iremos mostrar o com-
portamento dindmico dos momentos das distribui¢oes. No que segue, Capitulo 3, iremos
apresentar as distribuigoes de probabilidade estacionarias e analisar o ruido do sistema
uma vez que este estd em sua configuracao de equilibrio. Todas as féormulas que serao
apresentadas estardo expressas em termos dos parametros bioldgico aqui definidos e suas

implicagoes e interpretacoes serao exploradas.
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Capitulo 3

Propriedades assintoticas do

processo transcricional

Neste capitulo, focamos nossa atengao nas solugoes estacionarias do processo de trans-
cricdo e suas caracteristicas fundamentais. Iremos apresentar as formulas para se calcular
as distribui¢oes de probabilidade assim como as férmulas para o valor médio e o ruido do
sistema.

As propriedades assintdticas sdo obtidas a partir da versdo estaciondria da Eq.(2.10)),

(z—LﬂZS):<Z—nA@@)+;H5@) (3.1)

onde ¢(z) = (¢'(2), #%(2), #*(2))T, H é a matriz de acoplamento assim como em [2.8] e a

matriz
nq 0 0
0 0 R

¢ a matriz de eficiéncia transcricional. Observamos que toda a equagao foi multipli-
cada pela matriz p~! para ter a forma estacionaria assim como na Eq.(3.1). Ao invés de

utilizar a variavel z propomos a substituicao w = z — 1 e obtemos a EDO,

w3 N Gw) + 2 HEw), (3.3)
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Introduzindo a série

S(w) =Y dau" (3.4)

substituindo na Eq.(3.3)) e colecionando termos em poténcias de w™ obtemos a seguinte

relacao de recorréncia:

= g, Vo (3.5)

Primeiro, gostariamos de salientar a importancia na mudanca de variaveis, z — w.
Aplicando a Eq.(2.12) na expansao em poténcia de w proposta na Eq.(3.4)), podemos

identificar os primeiro termos como:

Sy =g+ @w+ Ty o), (3.6)

Onde p'é o vetor cuja as componentes sao as probabilidades de ocupagao de cada estado,
(1) e o vetor valor médio, e assim por diante. Ou seja, a expansao em poténcias da
variavel w pode ser interpretada como a expansao em momentos da distribuicao. Entao,
nesta variavel e com os parametros como fungoes das quantidades biolégicas do modelo,
ao colocar n = 1 na Eq.(3.5), vemos que qgl x qgo = p e, assim, para se calcular todos os
coeficientes da série de poténcias em w basta especificar o vetor (50 = p.

A matriz U = (n — H/p) pode ser colocada em uma forma muita mais conveniente
usando o fato que qualquer matriz é solucao de seu polindmio caracteristico, assim, temos

para a matriz U
U? + Trace(U)U? + (C11(U) + Cop(U) + Cs3(U))U + det(U) = 0, (3.7)

onde os Cy;(U) sao os cofatores dos elementos da diagonal da matriz U. Resolvendo a

Eq.(3.7) para U obtemos

1 . _U2+Trace(U)U+ (Oll(U)+022(U) +CS3(U)) (3 8)
U~ det(U) ' '

Como U = (n — H/p) o termo em U? ird apresentar um termo em H? no entanto, temos

H? = HY — q(1 - P), (3.9)
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com 1 sendo a matriz identidade e a matriz

Pr P1 D1
P=1py po po |- (3.10)
b3 PpP3 P3
Desta forma, substituindo U = (n — H/p) na Eq.(3.§)), colecionando termos em ordem

de H e trocando H? por sua expressdo, assim como dada na Eq.(3.9)), temos

1 _ npnp+ X)L +qP +npH
n—Hjp n(n?p* +npX+q)

(3.11)

Utilizando o resultado e substituindo na Eq.(3.5)) a relagao de recorréncia para os

coeficientes da expansdao em w fica da forma

!

np(np +X)1 +qP +npH -
On = ( 5 2) Nop_q. (3.12)
n(n?p* + npL + q)

Especificando se os parametros de eficiéncia do gene (elementos da matriz N), os
acoplamentos entre os estados (elementos da matriz €) e as probabilidades de ocupagao
assintéticas, podemos utilizar a relacdo de recorréncia em [3.12] para calcular as dis-
tribuicoes de probabilidade exatas do sistema e, também, todos os momentos das dis-
tribui¢oes. Para se obter as distribui¢oes de probabilidade, uma vez calculado os coe-
ficientes da expansao em w, pode se adotar duas estratégias: uma é trocar w = z — 1
no polindmio resultante, usar a expansao binomial para se calcular (z — 1)™ e colecionar
poténcias de z onde os coeficientes de 2" serao vetores cuja as componentes serao as
probabilidades de encontramos o sistema em um de seus estados com n moléculas de
mRNA na célula ou, de forma analoga, podemos usar a Eq., tomando o cuidado de
substituir z por w e ndo mais avaliando em z = 0 mas em w = —1. Os momentos sao

obtidos diretamente da expansao em w, como ressaltamos ao comentar a Eq.(3.6]).

3.1 As distribuicoes de probabilidade multimodais
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Nesta secao apresentamos as distribuigoes de probabilidade calculadas usando se a
Eq. e a estratégia da expansao binomial uma vez que a variavel w é trocada por
z — 1 no polinémio resultante. Para todos os grafico que apresentamos nesta se¢do os
parametros de eficiéncia transcricional sdo os mesmo respeitando a hierarquia n; > ng >
nz e com valores: ny = 40, no = 20 e ng = 5. Os elementos da matriz € foram todos
colocados iguais a 1/2. Neste esquema de acoplamento, todos os estados estao conectados e
com mesma intensidade. Outros esquemas de acoplamento serao apresentados no Capitulo
4 desta tese onde iremos exibir o comportamento dindmico dos momentos das distribuigoes
e sete esquemas distintos de acoplamento foram escolhidos e detalhados.

As distribui¢oes de probabilidade desta secao foram calculadas no caso em que o
switch é lento (3 = 0.5) e no caso em que o switch é rapido (X = 5). Para cada regime de
flexibilidade do gene nds usamos quatro configuracoes assintOticas distintas. A primeira
é quando, no equilibrio, o sistema pode estar, com mesma probabilidade, em qualquer
um de seus estados para isso p' = (1/3,1/3,1/3)T. Os outros regimes sao caracterizados
pela maior probabilidade de encontrar o sistema em um estado especifico. Este opera
predominantemente no estado ¢ quando p; € muito maior que os demais. Para acomodar
esta situacao escolhemos: predomindncia do estado de maior eficiéncia transcricional,
7= (0.8,0.1,0.1)T, predominancia do estado intermedidrio, p= (0.1,0.8,0.1)T e por fim,
predominancia do estado de eficiéncia basal, = (0.1,0.1,0.8).

Na Fig. exibimos as distribui¢oes de probabilidade de cada modo ¢}, ¢?, ¢ e a
total ¢, = &L + @2 + ¢3, para o caso em que o switch é lento. No primeiro painel,
Fig, as probabilidades de ocupagao assintdticas sao iguais (p; = 1/3, po = 1/3 e
ps = 1/3). Cada modo operacional forma um pico resultando na probabilidade total de
trés picos indicando que o sistema opera em todos os seus estados para produzir mRNA.
Na Fig. o valor das probabilidades de ocupagao sao: p; = 0.8, po = 0.1 e p3 = 0.1.
Nota se um pico bastante pronunciado centrado em torno de n = 40 e dois picos residuais
para n ~ 20 e n ~ 5 indicando que o sistema produz mRNA predominantemente em
seu modo de méaxima eficiéncia. No painel temos p; = 0.1, p = 0.8 e p3 = 0.1

e o sistema é mais provavel de ser encontrado produzindo no estado de eficiéncia inter-
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medidria como pode ser visto pela existéncia do pico ao redor de n = 20. Na F ig
o cenario é o de se encontrar o sistema sendo transcrito estando em seu estado de menor
eficiéncia e as ocupancias tém os valores: p; = 0.1, po = 0.1 e p3 = 0.8. A modificagao
no valor das probabilidades assintéticas de ocupacgao de cada estado que acontece de um
painel para outro na Fig. leva a distribuicao que tem uma estrutura de multipicos a
estruturas quase poissonianas. No caso em que a distribuicao é de multipicos os momen-
tos da distribuicao, valor médio e varidncia, comumente usados para descrever sistemas

estocasticos em algum esquema de aproximagao, mostram se ineficazes para capturar esta

, -
caracteristica.
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Figura 3.1 — Neste conjunto de graficos mostramos o comportamento das distribui¢oes de probabilidade de cada modo de
eficiéncia transcricional assim como para a probabilidade total (¢n = ¢L + ¢2 + ¢3) no regime de switch

lento, ¥ = 0.5, calculadas usando a Eq.(3.12)). Na Fig|3.1(a)|temos p1 = 1/3, p2 = 1/3 e p3 = 1/3, Figl3.1(b)|
temos p; = 0.8, p2 = 0.1 e p3 = 0.1, Figf3.1(c)| temos p1 = 0.1, p2 = 0.8 e p3 = 0.1 e Fig3.1(d)| temos
p1 = 0.1, po = 0.1 e p3 = 0.8. Para todos os graficos os valores dos demais pardmetros do modelo sao:

n1 =40,n2 =20en3 =5,e1 —=ex =ez3 =1/2ep=1.

Na Fig.(3.2) mostramos as distribui¢oes de probabilidade de cada modo e a total para o

mesmo esquema de acoplamento e com os mesmos valores das probabilidades de ocupacao



34 Capitulo 3. Propriedades assintoticas do processo transcricional
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Figura 3.2 — Neste conjunto de graficos mostramos o comportamento das distribui¢oes de probabilidade de cada modo de
eficiéncia transcricional assim como para a probabilidade total (¢n = ¢} + ¢2 + ¢2) no regime de switch
lento, ¥ = 5, calculadas usando a Eq.. Na Fig temos p1 = 1/3, p2 =1/3 e p3 =1/3, Fig
temos p; = 0.8, p2 = 0.1 e p3 = 0.1, Fig temos p; = 0.1, po = 0.8 e p3 = 0.1 e Fig temos
p1 = 0.1, po = 0.1 e p3 = 0.8. Para todos os graficos os valores dos demais parametros do modelo sdo:

n;=40,npg =20eng =5,¢1 =eca=e3=1/2ep=1.

que usamos na figura anterior. No entanto, neste conjunto de gréaficos o gene é répido,
3} = 5. Comparando os painéis da Fig. com os da Fig.(3.2]) trés efeitos principais
podem ser detectados quando se aumenta a habilidade do gene de alcangar a configuracao
de equilibrio: a distribuicao de trés picos desaparece totalmente, os picos individuais de
cada modo decrescem e estes sao deslocados em comparagao com o caso de switch lento.
Na Fig[3.2(a)] podemos ver que a distribuigio ¢} é centrada em n ~ 28 e ¢3 centrada em
n ~ 12 o primeiro deslocou se de n ~ 40 e o segundo de n ~ 5. Os proximos painéis
exibem as distribui¢oes de probabilidade quando um dos estados é dominante, comecando
com o estado 1 sendo o mais provavel (p; = 0.8) na Fig[3.2(b)| e decrescendo até chegar
na Fig. onde a dominancia é do estado 3 (p3 = 0.8).

Para valores extremos de ¥ temos duas consequéncias principais: para ¥ — 0 temos,
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pela forma da matriz de acoplamento, que os estados ndo mais estao acoplados, cada modo
opera de forma individual; no caso em que ¥ — oo o efeito é de diminuir as flutuacoes
do sistema e levar & um regime poissoniano. Para fazer mais clara a tltima afirmacgao,
passamos para a proxima secdo onde apresentamos as féormulas para os momentos das

distribuicoes de probabilidade em seu regime estacionério.

3.2 Valor médio, flutuacao e fator de Fano

Os momentos das distribui¢does de probabilidade podem ser calculados através de
derivadas das fungoes geratrizes, Eq.. Usando a relacao de recorréncia e identi-
ficando os termos desta relagao com a expansdao em momentos do vetor fungao geratriz,
Eq3.6] temos que os momentos serdo obtidos através de derivadas em relagao a variavel

w avaliadas em w = 0. Assim sendo, para o vetor valor médio, temos a expressao

do W plp+ S +qP+pH
w = (i) = 3 Np.
wi o p*+pX+q

(3.13)

Cada componente do vetor valor médio corresponde a produgao média de moléculas
de mRNA de cada um dos estados operacionais do sistema. No entanto, o valor médio
total é o mais significativo, uma vez que é esta quantidade que, comumente, é medida nos
experimentos. O valor médio total é obtido somando se as componentes do vetor valor
médio. De forma analoga, podemos obter esta quantidade considerando o produto escalar

do autovetor a esquerda da matriz de acoplamento, @ = (1,1, 1), com o vetor (i) ou seja,

)1+ qP + pH
<ﬁ>:ﬁp(p+ J1+qP+p N

3.14
pP*+pX+yq (3.14)

81

(n) =

Considerando apenas o numerador da Eq.(3.14) temos que analisar trés termos. O
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primeiro envolve a matriz identidade e a matriz de eficiéncia, N, dando

ng 0 0 D1
plp+X)aNp = plp+X)(L, L[ 0 ny 0 P (3.15)
0 O ng P3

= p(p+ X)(nip1 + nops + naps),

o segundo termo, envolve a matriz P,

P1 P11 ni 0 0 D1
qiPNp = q(LL1)| py py py 0 ny 0 P2 (3.16)
ps D3 D3 0 0 ng p3
ng 0 0 D1
= qL,L,1)| 0 n, O D2
0 0 ns D3

= q(nip1 + naps + n3ps),

lembrando que p; + p2 + p3 = 1. Por fim, o termo que envolve a matriz de acoplamento,
H. Este é o termo mais simples de ser analisado uma vez que o vetor « é o autovetor a

esquerda de H que corresponde ao autovalor nulo da mesma (¢H = 0), e assim, temos:

piHNp = 0. (3.17)

Combinando os resultados das Eqs.(3.15)), (3.16)) e (3.17)) e substituindo na Eq.(3.14]),

temos para o valor médio total do sistema

+3) +
(n) = W(nlpl + Naopo + n3p3) = NP1 + N2pP2 + N3ps. (3'18)

Analisando a férmula para o valor médio total do sistema notamos que, ao contrario
do que acontece com os valores médios parciais, Eq., esta quantidade nao depende
do parametro X, ou seja, o valor médio total nao sera influenciado pelo fato do switch ser
lento ou rapido. Como dissemos na secao anterior, temos dois regimes extremos para o

parametro Y. Para > — 0 teremos o total desacoplamento do sistema e cada modo terd
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valor médio dado pelas componentes do vetor

mp1
n3ps

No regime de switch rapido, ¥ — 00, os valores médios parciais serao as componentes de

b1
Jim (i) = {n) | py | (320)
b3

Onde (n) é o valor médio total assim como dado pela Eq.(3.18).
Inspecao da expansdao em momentos do vetor funcao geradora mostra que o vetor

segundo momento pode ser calculado usando a relagdo de recorréncia [3.12] pois

@ (@ - 1|d%
2 =6 = 2 | dw? L (3:21)
resolvendo para o vetor segundo momento teremos:
s d¢ o
—2 o _
<n > N [duﬂ} » + [dw] » =202+ 6u. (3.22)

Nosso objetivo em se calcular o vetor segundo momento é utiliza-lo combinado com
o vetor valor médio e analisar a flutuacao do sistema. Para se obter a flutuacao total
do sistema, precisamos calcular o segundo momento total, (n?), que é dado pelo produto

escalar do vetor # com o vetor (7i?),
(n?) =i (%) = 2i.6 + .61 (3.23)

O segundo termos da Eq.(3.23) ja foi calculado e da o valor médio total. O primeiro
termos é:

2U.pg = —————=—uN¢o; = uN¢. 3.24
U.2 4p2+2p2+qu ¢1 = uN¢y ( )

vamos olhar para o resultado acima com mais atengao

24 pS)1 + qP + pH
o) ek L AN (3.25)
P2+ pX+q

iNG, = an'
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temos novamente trés termos a serem analisados. O primeiro

(p* + pX)UN?p _ p* 4 p&
PtpX+q  pPHpXtg

(nip1 + n3ps + n3ps), (3.26)

e o segundo termo fica:
giNPNp — q(n)’
P+pS+q pPH+pE+q

(3.27)

O ultimo termo da Eq.7 que envolve a matriz H, nao ¢é tao simples de ser analisado
como no caso anterior, quando olhamos para o valor médio total, devido ao fato da matriz
N aparecer a esquerda de H. No entanto, para realizar este calculo, vamos usar a matriz
H em um formato mais conveniente explorando os parametros do espaco biologico do

modelo. Temos

-1 €2 (1 —e3) d1p2ps3 0 0
b))
H=3| (1-a) -1 € 0 pdps 0 |- (3.28)
€1 (1 - 62) —1 0 0 P1p203

e podemos colocar a expressao de H da seguinte maneira:

by
_ P1P2pP3 e

H A (3.29)
onde a matriz ¢ é diagonal e tem a forma
0 0 0
d=10 6 0 |, (3.30)
0 0 &3
e a matriz
pr 0 0O
T™=1 0 po 0 |- (3.31)
0 0 ps3
Usando esta nova forma para a matriz H e o fato que
uN = (ni,ng,ng) =1 (3.32)

Nﬁ = 7T(TL1,TLQ,TL3)T :WﬁT,
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o tltimo termo a ser calculado da Eq.(3.25) fica,

iNHNp ¥
ZU’ p _ p2 P1P2P3 ﬁE(SﬁT, (333)
PP+pE+q  Alp*+pX+q)

e o produto matricial é
ﬁE(SﬁT = —[5171,% + (5271% + (53”% — nlngf‘?g — 7’L1713Fi3 — 7’L27’L3F%73]. (334)

Com as constantes I' dadas como fungoes dos §, e tém as expressoes
[{, = 01402 — s, (3.35)

Figg = 01+ 3 — 0o,

Thy = 0o+ 05— 6.

Fator de Fano: Switch lento

20 Flutuagao: SwiTh lento 20

Amplitude da Flutuac@o: Switch lento

Figura 3.3 — Neste conjunto de gréficos nds exibimos o comportamento da flutuagdo total do sistema dado por: o

v/ (n?) — (n)?, onde o2 ¢ dado na Eq. e também do fator de Fano, Eq. li no regime de switch lento,
¥ = 0.5. As Figsf3.3(c)| e |3.3(d)| sdo os graficos de densidade para as flutuagoes e para o fator de Fano,

respectivamente. Para todos os gréificos temos: ny =40, no =20, n3 =5,¢1 =e2 =e3 =0.5¢e p=1.

Com os resultados das Eqs.(3.26), (3.27) e (3.33)), temos o segundo momento total
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Flutuagdo: Switch rapido 14 Fator de Fano: Switch rapido

/<n>

O=MNWHArUITON®O©

Figura 3.4 — Neste conjunto de gréficos nés exibimos o comportamento da flutuagdo total do sistema dado por: o =

(n2) — (n)%, onde o2 ¢ dado na Eq. e também do fator de Fano, Eq. no regime de switch
rdpido, ¥ = 5. As Figs e[3.4(d)|sao os graficos de densidade para as flutuagoes e para o fator de Fano,
respectivamente. Para todos os gréificos temos: ny =40, no =20, n3 =5,¢1 =e2 =e3 =0.5e p=1.

calculado e estamos em posi¢ao de olhar para a variancia total do sistema que seré dada

pela expressao
o? = <n2> — (n)? (3.36)
que vai ter a forma explicita em termos dos parametros biolégicos do modelo:

(p? + pX)[(n1p1 + napa + n3?ps) — (nap1 + napa + naps)?]
P?+pX—+q

o = (n)+ + (3.37)

Xpp1p2p
_ (Ap2 +1p; i q) [5177/% + 62”% + 5377/% — nanFiz — n1n3F%’3 _ 77/27131—%73],

A flutuacao total do sistema serda medida calculando se a raiz quadrada da varidncia do
sistema.
Antes de discutir o comportamento da flutuacgao total do sistema apresentamos uma

segunda quantidade comunmente utilizada para classificar o ruido e uma rede génica.
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Esta quantidade é dada pelo fator de Fano que tem a expressao:
—_— = (3.38)

O fator de Fano é utilizado para se medir o quao diferente uma distribuicao de proba-
bilidade é da distribuicao de Poisson. Para valores do fato de Fano menores que a unidade
dizemos que o sistema opera em um regime sub-poissoniano, maior que um ¢é o regime
super-poissoniano e quando o fator de Fano ¢ idéntico a unidade a distribuigao ¢ pois-
soniana.

Com as féormulas para a flutuagao total do sistema e do fator de Fano em maos podemos
fazer alguns comentarios sobre as caracteristicas destes objetos. Quando o sistema opera
em um Unico estado (p; = 1 ou p» = 1 ou p3 = 1) pela Eq. podemos ver que
os dois tultimos termos sao idénticos a zero e a flutuagao é igual ao valor médio. Com
a ajuda da Eq.(3.38), vemos que, neste regime de um unico modo operacional ativo,
o fator de Fano ¢ igual a um e a distribuicao é poissoniana. O menor nivel de ruido
no sistema é atingido quando o este opera no estado de menor eficiéncia (p3 = 1) com
flutuagao dada por \/n3. Sempre que uma das probabilidades de ocupacao assintéticas
for igual a zero o terceiro termo da Eq. se anula e a flutuacdo é governada pelos
termos quadraticos que aparecem no segundo termo da mesma equacao e tem um formato
parabdlico. Notamos, também, que no denominador da Eq. aparece um termo linear
em ¢g. Como mostramos na secao 2 do capitulo 2 desta tese, Eq.7 a dependéncia
deste parametro com ¥ é quadratica. Como no numerador da Eq. os termos em X
sao lineares, vemos que o ruido do sistema decai com 1/% quando ¥ — oo até o valor
limite em que ¢ = (n) ou, usando a Eq., 0?/(n) = 1, ou seja, quanto mais hébil
for switch para atingir a sua configuracao de equilibrio mais préximo de uma distribuicao
de Poisson sera a distribuicao de probabilidade que descreve o sistema.

Como exemplo do comportamento da flutuagao total do sistema e do fator de Fano,
apresentamos dois conjuntos de graficos, que foram obtidos usando se as Eqs. e

(3.38), para o regime de switch lento Fig.(3.3)) e rapido Fig.(3.4). Os graficos foram cal-

culados usando como variaveis as probabilidades de ocupacao dos estados, como indicado
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nos eixos das figuras. Os elementos da matriz de eficiéncia sdo os mesmos da se¢do an-
terior (ny = 40, ny = 20 e n3g = 5) e o esquema de acoplamento também foi mantido,
sendo aquele onde todos os estados estao conectados e com mesma intensidade, dado pelos
valores: € = €3 = €3 = 1/2.

Na Fig mostramos a flutuacao do sistema, na Fig o fator de Fano e as
duas restantes, neste conjunto de graficos para switch lento, sdao os gréaficos de densidade
das superficies que seguem os esquemas de cores a direita de cada um dos graficos para
mostrar a amplitude das fun¢es. A regiao de maior flutuacao é aquele em switch opera
predominantemente nos seus estados extremos (1 e 3). Nota se que a possibilidade de
ocupacao do estado intermediario leva a reducao das flutuagoes.

No caso da Fig.(3.4]), em que o switch é rapido, nota se que a flutuagao é reduzida
em geral e que a distribuicao vai ficando cada vez mais proxima de uma distribuicao de
Poisson como indica a Fig e mais claro no gréafico de densidade para esta funcao
Fig BT

Como dito na discussao da Eq. o esquema de menor flutuacao do sistema é
obtido quando este opera em seu estado de mais baixa eficiéncia. No entanto, o baixo
nivel de ruido neste modo operacional é acompanhado por um valor médio de moléculas
produzidas, (n) = ng, da ordem de poucos unidades. O pardmetro ng representa a menor
eficiéncia transcricional do gene quando comparado com os demais podendo, inclusive,
ser zero no caso em que o estado basal ndao produz mRNA. A diminui¢ao do ruido em
sistemas bioldgicos tem que ser acompanhada de um nimero médio de particulas produzi-
das que sejam suficientes para formar complexos em concentragoes minimas para exercer
sua funcao reguladora. Este fato é conhecido na literatura como o fendémeno de tudo
ou nada (48) onde experimentos mostram que hd uma concentragdo minima, que uma
classe de enzimas precisa atingir, de forma a se tornar ativa e realizar sua atividade no
meio intracelular. Desta forma, vemos que para um sistema multimodal, como o aqui
proposto com trés estados de eficiéncia transcricional, uma boa estratégia de reducao do
ruido mantendo-se um nivel de expressao relativamente alto é a possibilidade do sistema

operar em seu estado intermediario com probabilidade de ocupac¢ao nao desprezivel. Este
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efeito de redugao do ruido pode ser visto, em especial, nas Figs3.3(c)|e[3.4(c)|[e o fato de

o valor médio de particulas produzidas ser relativamente alto em um esquema de menor

ruido pode ser observado nas Figs{3.3(d)|e|3.4(d)!

3.3 Distribuicao de probabilidade com valor médio

fixo

Nesta secao iremos analisar como a forma das distribui¢oes de probabilidade e a am-
plitude do ruido do sistema se alteram quando este é obrigado a manter seu nivel de
producao médio fixo. Para tanto, usamos a Eq. para fixar o valor médio de particu-
las no sistema e olhamos para os possiveis valores das probabilidades de ocupacao e para

ruido proveniente destas possiveis configuragoes do sistema. Com efeito, temos
(1) pizo = N = n1p1 + nopz + nps, (3.39)

onde (n) = N indica que o valor médio esta fixado e seu valor é mantido igual a V.

fizo
Primeiro, como p; + ps + p3 = 1 podemos usar a Eq.(3.39)) e resolver para p; e para
p3 obtendo duas expressoes para estas quantidades como fungoes da probabilidade de

ocupacao do estado intermediario, p,. Assim temos,

N — ng N9 — N3
no= — D2 ) (3.40)
ny —ns ny —ng
ny — N ny — No
ps = — P2 .
ny —ns ny —nsg

A necessidade de se obter expressoes tanto para p; quanto para ps em termos de p; vem
do fato destes pardmetros serem limitados com dominio entre zero e um. Dependendo do
valor escolhido para a producao média do sistema, N, teremos que analisar qual o possivel
dominio de variacdo de ps de forma a nao ultrapassarmos os valores extremos. Fazendo
p1 = 0 na primeira das equagdes em e resolvendo para ps temos que ps serda uma

funcao de NV e o mesmo pode ser concluido fazendo p3 = 0 na segunda equacao. Obtemos



44 Capitulo 3. Propriedades assintoticas do processo transcricional

) f]))oml’nio da probabilidade de ocupagdo do estado intermedidrio
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Figura 3.5 — Nesta figura mostramos o dominio da probabilidade de ocupagio do estado intermedidrio como funcio do
valor médio fixo N. Os parametros de eficiéncia transcricional foram escolhidos como anteriormente e tém o
valor: ny = 40, ng = 20 e n3 = 5.

assim, as expressoes,

Pp=——"— 0U Py = —— (3.41)

Analisando estas duas expressoes para p, como funcdo de N notamos que o maximo
valor que este pardmetro podera assumir, uma vez que o valor médio esta fixo, sera
o minimo valor entre as duas fungoes. Esta discussao esta exemplificada na F ig.
onde mostramos o grafico de p; como funcao de N, usando as duas equacgoes de [3.41],
como indicado na figura. Seguindo as sec¢oes anteriores os valores para os parametros de
eficiéncia transcricional foram escolhidos como: ny = 40, no = 20 e ng = 5. A regiao
preenchida pelos pontos e encerrada pelas curvas de ps quando p; = 0 (vermelha) e
ps = 0 (azul) é regiao de valores possiveis para ps. Notamos que quando N =nz3 =5 a
unica configuracao possivel para o sistema é de p3 = 1 e quando N = n; = 40 a tnica
configuracao possivel é de p; = 1. No caso em que o valor médio é mantido igual a
eficiéncia do estado intermediario, N = n, = 20, py pode varia de zero a um e todas as
configuragoes do sistema sao atingiveis. Usamos este ultimo valor de NV para analisar as
diferentes distribuicoes de probabilidade que descrevem o sistema e o ruido associado.
Na Fig temos um grafico de densidade de cor para a amplitude da flutuacao
e notamos que para qualquer valor médio fixo a existéncia da possibilidade do sistema
operar no estado intermedidrio (ps # 0) leva a atenuagao do ruido total. No caso em
que po pode variar de zero a um (para < n >= 20) observa se que a possibilidade de

popular o estado intermediério leva as flutuagoes de um valor préximo de 20 (p, = 0)
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008 Distribui¢do de Probabilidade <n>=20
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Figura 3.6 — Neste conjunto de gréficos mostramos o grafico de densidade para a amplitude da flutuacdo como funcio de

< n > e pz, Fig|3.6(a)}l O restante dos graficos mostra o comportamento das distribui¢des de probabilidade
parciais e total no regime de switch lento, ¥ = 0.5, valor médio fixo, < n >= 20, e diferentes valores das

probabilidades de ocupacdo. Na Figl3.6(b)|p1 = 0.35,p2 = 0.2 e p3 = 0.45, na Fig p1 = 0.22, po = 0.5
e p3 = 0.28 e na Figl3.6(d)|p1 = 0.09,p2 = 0.8 e p3 = 0.11. Para todos os graficos: n1 = 40, ng = 20, n3 = 5,

€1 =€e2=€e3=05ep=1.

para um valor proximo de 4 quando p, = 1. Os demais graficos mostram as diferentes
formas das distribuigoes de probabilidade mas com mesmo valor médio. Na Figl3.6(b)]

temos a situagao de maior ruido que transiciona para esquemas de menor flutuacao com

o aumento na probabilidade de popular o estado intermediario Figl3.6(c) e Figi3.6(d)|

respectivamente.
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Capitulo 4

Dinamica dos momentos

Neste capitulo, iremos apresentar as equacoes dependentes do tempo para os momen-
tos das distribuigoes de probabilidade. Iremos, em um primeiro movimento, resolver as
equagoes para os trés primeiros momentos: de ordem zero, primeira e segunda ordem que
irao descrever, respectivamente, as dindmicas para as probabilidades de ocupacao, valores
médios parciais e flutuacoes. Em seguida, apresentaremos o comportamento dinamico
destas quantidades para diferentes acoplamentos e discutimos as estratégias que o sis-

tema pode adotar para alcancar sua configuragao assintotica.

4.1 A solucao dependente do tempo para os momen-

tos das distribuicoes

Os momentos das distribui¢oes de probabilidade podem ser obtidos através de derivadas
das fungoes geradoras assim como posto na Eq.(2.5)) ou, equivalentemente, na Eq.(2.12)).
Escolhemos usar as equagoes em sua forma vetorial. Para o vetor momento de ordem

zero, cujo as componentes sao as probabilidades de ocupagao de cada estado, as equacoes
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sao aquelas apresentadas no Capitulo 2 desta tese, Eq.(2.15)), e sao:

dP(t) . =
EE = HP(1). (4.1)

Usando a férmula com j = 1 e aplicando na Eq({2.10|) obtemos para o vetor valor

médio a equagao diferencial ordinaria,
————=(H —p) () () + KP(t), (4.2)

onde as matrizes K e p sdo as mesmas apresentadas na primeira se¢cao do Capitulo 2 desta
tese. Colocando j = 2 em e atuando novamente na Eq.(2.10) obtemos para o vetor

segundo momento
d (ii*) (t) . .
= (H = 2) (i) (t) + 2K (7i) (b). (4.3)
Nota se que a estrutura das equagoes diferenciais ordinarias para o momento de ordem
j apresenta a matriz H subtraida de j vezes a matriz p e vezes o préprio momento
considerado e um termo heterogénio que envolve a matriz K vezes j vezes o momento de

ordem 7 — 1. Desta forma, a equacao diferencial para um momento de ordem j qualquer

fica:
d (i) (1)

g~ H—ip) (i) (6) + 5K (") (0). (4.4)

A estrutura da equacao diferencial ordinaria para o j-ésimo momento da distribuigao
e de uma EDO linear de primeira ordem com um termo heterogéneo. Para se calcular sua

solugao geral propomos o ansatz
<ﬁj> (t) = eH=IP)t5(4) (4.5)
substituindo na Eq.(4.4)) chegamos a seguinte EDO para 7j(t):
dift) ot [mio1

Por integragao direta da Eq.(4.6) obtemos,

ii(t) = 7(0) + j /O t e”H=I0 | (7971 (F)d. (4.7)
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Usando a Eq.(4.5) a solugao geral para o j-ésimo momento dependente do tempo fica:
) ) ) t . - ' .
() (t) = eI () (0) + 5 / W=D (75971 (B)dE. (4.8)
0

As exponenciais que aparecem na solugio de (7i/) (¢) sdo exponenciais de matrizes e em
geral nao sao simples de se calcular. No caso em que estamos tratando temos as matrizes
H e jp como argumento das exponenciais. A matriz jp é multipla da matriz identidade

e, assim, comuta com a matriz H,

e devido ao fato destas matrizes comutarem podemos escrever a exponencial da soma das

matrizes H — jp como o produto de duas exponenciais,

H—jp)t

el = eflte 90t (4.10)

Como dito acima, a matriz jp é multipla da identidade e, portanto, diagonal. A expo-
nencial de uma matriz diagonal é facil de se calcular, basta exponencializar os elementos
da diagonal. Ja a matriz H nao ¢é diagonal e para fazer a operagdo de exponencializacao

usaremos uma transformagao de similaridade onde
H = SDS™". (4.11)

A matriz S é construida a partir dos autovetores da matriz H, que foram calculados na

secao 2 do capitulo 2, e tem a forma

N 1 1
S=1|p  AF A- : (4.12)
ps —1—A" —1— A"
sendo A* como definidos na Eq.(2.35)). A matriz S~! é a inversa da matriz S e tem a

forma

At — A~ At — A~ At — A~
St = —A (po+p3s)—p2 (1+A)p1+ps A pr—p |- (4.13)

At (pa+p3)+p2 —(1+AN)p —p3s —ATp + po
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A matriz D ¢é diagonal e seus elementos sao os autovalores da matriz H, também calculados

na secao 2 do capitulo 2. A matriz D é:

0 0 O
D=|o x 0o |. (4.14)
0 0 A

Usando a transformacao de similaridade, obtemos
et = (5PS7NE, (4.15)

Expandindo a exponencial da direita em série de Taylor da variavel ¢ em torno de ¢t = 0

temos

o t°
P =14 SDS ™'t + SDSISDS T + O(E). (4.16)

Observando que SS~—! = 1 podemos escrever a expansao acima, da forma

. t?
oD = S[L+ Dt + D’ + O] 5" = 5eP's . (4.17)

Com este resultado em maos, a solugao geral para os momentos das distribuicoes é

dada como
. . . t - . - . o
(i) (t) = SePts~te 9t (i) (0) + j / SePUNG eI (=0 (B)df.  (4.18)
0

Mais uma vez, como a matriz jp é multipla da identidade ird comutar com as matrizes

S e D, a expressao final para a solu¢ao geral dos momentos fica:
) ) ) 3 . - . o
(W) (t) = SelP=ItS=1 (i) (0) + j / SeP=IN=D G (1) (F)dE. (4.19)
0

A matriz (P3Pt é diagonal e tem a forma:

e~Irt 0 0
D —jp= 0 eWr-int 0 ) (4.20)
0 0 e =ip)t

Em particular, iremos olhar para os momentos com 7 = 0,1 e 2 pois 0 nosso interesse

¢ de analisar a variacdo dindmica as probabilidade de ocupacao (j=0), do valor médio
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(j=1), da flutuacdo (que vai depender de j=2) e do fator de Fano. Antes de passar
para a proxima se¢ao, onde faremos uma discussao sobre os autovalores da matriz H, um
pequeno comentario sobre as integrais que aparecem na solugao geral. Para j = 0, temos
a solucao dinamica das probabilidade de ocupagao e notamos que elas nao dependem de

p e a integral nao contribui, de forma que temos

—

P(t) = SePtS~1P(0). (4.21)

A solugao na Eq.(4.21)) serd o termo heterogéneo (que aparece dentro da integral) da
solucao para j = 1. Assim sendo, as integrais que teremos que efetuar sdo de fungoes
exponenciais para todos os momentos e este tipo de integral é bastante simples de ser

calculada.

4.2 Autovalores: regioes oscilantes

Nesta secao iremos fazer uma discussao sobre a forma dos autovalores da matriz H e
analisar seu comportamento para alguns esquemas de acoplamento entre os estados. Para

tanto, vamos reescrever as expressoes para os autovalores nao nulos da matriz H,

by 461090
A= _5 (1j: \/1 20102 3p1p2p3) ' (4'22)

A2
Os §; sdo os cofatores da matriz €, Eq.(2.22)), e dependem dos acoplamentos entre os
estados e A é dado na Eq.(2.28)). Vamos analisar o termo

B 40102031 D23

w=1 A2

(4.23)

Notamos que sempre que qualquer um dos 9; = 0 implicard em w = 1 e 0o mesmo
acontece quando qualquer uma das probabilidades de ocupacao se anula. No entanto,
existem acoplamentos e configuragoes do sistema que fazem com que w < 0 e entao
teremos estados oscilantes. Para mostrar este fato, exibimos na Fig. quadro graficos

de densidade onde plotamos a amplitude de w como fun¢ao das probabilidades de ocupacao
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Regides oscilantes Regides oscilantes
T T T T

0.9 1

Regides oscilantes
T T

Figura 4.1 — Neste conjunto de graficos apresentamos o grafico de densidade para a quantidade w = 1 — 4¢/%2, como
funcdo de p1 e p3 e para diferentes esquemas de acoplamento. Na Figf2.13] temos €1 = ea = €3 = 1/2, na

Fig[l.I(b)| temos e1 = 1,e2 = 1 e e3 = 1, na Fig[l.I(c)|temos e = 0,e2 = 0 e e3 = 0 e na Fig[d.1(d)] temos
€1 =0,e2=1/2ee3=1.

e para quatro esquemas de acoplamento distintos.

Na Fig os valores sdo €, = €3 = €3 = 1/2, ou seja, todos os estados estdo
conectados e com mesma intensidade de acoplamento. Podemos ver que neste esquema a
dindmica do sistema ¢é descrita por um decaimento exponencial uma vez que o menor valor
que w assume ¢ zero. Na Fig escolhemos o caso em que o acoplamento é anticiclico,
€1 = 1,6 =1 e €3 = 1, e para uma grande regidao do dominio de p; e p3 (encerrada pela
borda amarela) temos oscilagoes, ou seja, w < 0 e 0 mesmo se observa na Fig onde o
esquema ¢ de acoplamento ciclico com ¢, =0,e5 =0 e e3 = 0. Na Fig os elementos
da matriz € assumem os valores: €; = 0,65 = 1/2 e €3 = 1. Neste caso, o estado 1 estéd
conectado com o estado 2 mais nao com o estado 3; e 0 3 com o 2 mas nao com o 1; e o 2
esta conectado com o 1 e com o 3; e neste esquema de acoplamento nao temos uma regiao

de oscilagoes. Outros esquemas de acoplamento, que serao usados na proxima secao, sao
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quando o sistema opera com apenas dois de seus estados acoplados e o terceiro nao tem
comunicagao com estes. Neste caso, também nao temos oscilagdes pois sempre um dos J;
serd igual a zero.

Olhando para os casos em que ha regides de estados oscilantes, notamos que mesmo
com w < 0 a sua amplitude é muito pequena, chegando ao maximo valor de -0.4, o que
implica em uma baixa frequéncia de oscilagdo. Antes que o sistema oscile ele ja decaiu e
assim, como veremos na se¢ao seguinte, nao é observado durante a dindmica dos momentos

um comportamento oscilatorio.

4.3 Comportamento dindmico dos momentos para dis-

tintos esquemas de acoplamento

Nesta secao apresentamos o comportamento dinamico das probabilidades de ocupacao,
dos valores médios parciais, das flutuacoes de cada estado e também a dindmica do fator
de Fano. Para cada conjunto de figuras escolhemos valores para os elementos da matriz
e distintos, indicados nas figuras, e assim explorando diversas estratégias de acoplamento
que podem ser utilizadas pelo sistema. Em todas as figuras, os painéis da coluna da
esquerda sao para switch lento, ¥ = 0.5, e os da direita para switch rapido, ¥ = 5.
Os elementos da matriz de eficiéncia, N, foram escolhido como anteriormente e tém os
valores: nq; = 40, ny = 20 e ng = 5.

As condigbes iniciais, para todas as figuras, sao aquelas que correspondem ao vetor

probabilidade de ocupacao em ¢t = 0,
P(0) = (1/10,8/10,1/10)7, (4.24)

ou seja, em t = 0 o sistema opera predominantemente em seu estado de producao in-
termediaria. Os demais valores de condigoes iniciais (valores médios e flutuages) sao

obtidos, substituindo o valor dos elementos da matriz acoplamento escolhidos, os para-
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metros de eficiéncia e 13(0) nas Eqs. e 1) Como estado assintético escolhemos

aquele rotulado pelo vetor:

7= (98/100,1/100,1/100)7 (4.25)

—

A escolha dos vetores P(0) e p, tendo o éperon lac em mente, correspondem ao caso
em que o sistema estd em um meio com altas concentracoes de glicose e lactose e com
o passar do tempo a glicose ¢ totalmente consumida sobrando apenas a lactose como
fonte de energia. Assim, ele opera em seu estado intermediario, em ¢ = 0, possibilitando
o consumo tanto de glicose quanto de lactose e, no equilibrio, quando nao mais existe
glicose, este esta operando predominantemente em seu estado de maior eficiéncia pois hé
abundancia de lactose no meio celular.

Em todas as figuras a primeira caracteristica que pode ser observada ¢é a diferenga
entre o caso de switch lento (painéis da esquerda) e rapido (painéis a direita) mostrando
que Y de fato é a componente principal que governa a dinamica do sistema até atingir a
configuragao assintotica.

Nas Figs.(4.2), e os acoplamentos sao: €; = 1/2, ¢ = 1/2 e ¢35 = 1/2,
€1 = 0.01, & = 0.01 e e3 = 0.0le ¢g = 0.99, e = 0.99 e €5 = 0.99, respectivamente.
No caso da Fig. todos os estados estao conectados e com mesma intensidade, na
Fig, o acoplamento é o ciclico, 1 -2 =3 — 1 e na Fig. temos o acoplamento
anticiclico, 1 = 3 — 2 — 1. Como, no instante t = 0 o sistema opera predominantemente
em seu estado intermediario (P(0) = (1/10,8/10,1/10)7) e assintoticamente estaré ex-
clusivamente produzindo com maxima eficiéncia (p = (98/100,1/100,1/100)7) haverd um
fluxo de probabilidade saindo do estado 2 e chegando no estado 1 para assim construir o
estado de equilibrio desejado. No caso em que o acoplamento é igual entre todos os esta-
dos notamos que o decréscimo da probabilidade de encontrarmos o sistema em seu estado
intermediario aumenta de imediato a ocupacao do estado 1 e discretamente a do estado
3. Quando o acoplamento ¢ ciclico, ou seja, para transferir a probabilidade de ocupacgao
do estado 2 para o estado 1 ¢é necessario passar pelo estado 3, notamos que a ocupacao

do estado 3 aumenta, ficando maior que a do estado 1 até o ponto de igual probabilidade
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para todos os estados e entdao decai o estado 2 e por transferéncia de probabilidade de
ocupagao do 3 para o 1 este, assintoticamente, acaba populado. No caso do acoplamento
anticiclico a transferéncia de probabilidade se da diretamente do estado 2 para o estado
1 e o estado 3 nao tem contribuicao significativa neste processo e sua probabilidade de
ocupacao decai monotonicamente.

Na Fig. o acoplamento é dado por: € = 0.01, e = 0.5 e e3 = 0.99. Ou seja, a
transferéncia de probabilidade se da do estado 1 para o estado 2 e ai para o estado 3. No
entanto, entre o estado 2 e o estado 1 ha fluxo de probabilidade e entdo o que observamos
é uma pequena transferéncia do 2 para o 3 antes de total transferéncia do 2 para o 1.

Nas ultimas trés figuras que compoem a dinamica dos momentos, escolhemos acopla-
mentos onde dois estados se comunicam com bastante intensidade e um deles esta acoplado
fracamente aos demais. Temos assim, nas Figs. , e os acoplamentos:
e1 = 0.99, e = 1/2 e e3 = 0.01, forte comunicagio entre os estados 1 e 3; ¢, = 0.5,
€2 = 0.01 e e3 = 0.99, inteso acoplamento entre os estados 2 e 3 e por fim, ¢, = 0.01,
e = 0.99 e €3 = 0.5 estando fortemente acoplados os estados 1 e 2. Na Fig. notamos
que o sistema dificilmente atinge a configuracao de equilibrio uma vez que nao ha um
acoplamento eficiente para transferir probabilidade de ocupacao do estado intermediario
para os demais. Na Fig. o sistema terda que passa um tempo enorme (¢ >> p) para
atingir a configuragio assintotica uma vez que a transferéncia de informagao se da entre
os estados 1 e 2. Na Fig. o sistema tem forte comunicagao entre os estados 1 e 2
transicionando com eficiéncia para a configuragdo de equilibrio e mantendo o estado 3 se
modificac¢oes.

No caso dos momentos de ordem superior toda a diferenca na dinamica esta ligada
as diferentes estratégias de acoplamento uma vez que as condigoes iniciais e assintéticas
sdo as mesmas para todas as figuras. Selecionando um acoplamento o sistema pode ter
maior ou menor nivel de ruido e aproximar se ou distanciar se de estruturas poissonianas

revelando uma flexibilidade grande e desejada para adaptacao e evolugao do sistema.
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_Pi_némica das probabilidades de ocupagéo (2=0.5) Dinamica das probabilidades de ocupagao (2=5)
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Figura 4.2 — Neste conjunto de graficos mostramos o comportamento dindmico dos momentos das distribui¢ées, com ajuda
da Eq.(4.19)), no caso de switch répido e lento. Aqui, o valor dos elementos da matriz € sdo: €1 = 1/2, eg = 1/2
e €3 = 1/2. Os demais pardmetros tém os valores: n; =40, ng =20, n3 =5e p=1.
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Figura 4.3 — Neste conjunto de graficos mostramos o comportamento dindmico dos momentos das distribui¢des, com
ajuda da Eq.(4.19)), no caso de switch répido e lento. Aqui, o valor dos elementos da matriz e sdo: €3 = 0.01,
ez = 0.01 e e3 = 0.01. Os demais parametros tém os valores: n; =40, np =20, n3 =5¢ p = 1.
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_Pi_némica das probabilidades de ocupagéo (2=0.5) Dinamica das probabilidades de ocupagao (2=5)
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Figura 4.4 — Neste conjunto de gréaficos mostramos o comportamento dindmico dos momentos das distribui¢des, com
ajuda da Eq.(4.19)), no caso de switch répido e lento. Aqui, o valor dos elementos da matriz e sdo: €3 = 0.99,
€2 = 0.99 e €3 = 0.99. Os demais pardmetros tém os valores: n; =40, no =20, n3 =5¢ p=1.
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Figura 4.5 — Neste conjunto de graficos mostramos o comportamento dindmico dos momentos das distribui¢ées, com ajuda
da Eq.(4.19)), no caso de switch répido e lento. Aqui, o valor dos elementos da matriz € sdo: €1 = 0.01, ex = 1/2
e €3 = 0.99. Os demais pardmetros tém os valores: n; =40, np =20, n3 =5e p=1.
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Figura 4.6 — Neste conjunto de graficos mostramos o comportamento dindmico dos momentos das distribui¢ées, com ajuda
da Eq.(4.19)), no caso de switch répido e lento. Aqui, o valor dos elementos da matriz € sdo: €1 = 0.99, e = 1/2
e €3 = 0.01. Os demais pardmetros tém os valores: n; =40, np =20, n3 =5e p=1.
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Figura 4.7 — Neste conjunto de graficos mostramos o comportamento dindmico dos momentos das distribui¢ées, com ajuda
da Eq.(4.19)), no caso de switch répido e lento. Aqui, o valor dos elementos da matriz € sdo: €1 = 1/2, e2 = 0.01
e €3 = 0.99. Os demais pardmetros tém os valores: n; =40, np =20, n3 =5e p=1.
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Figura 4.8 — Neste conjunto de graficos mostramos o comportamento dindmico dos momentos das distribui¢des, com
ajuda da Eq.(4.19)), no caso de switch répido e lento. Aqui, o valor dos elementos da matriz e sdo: €3 = 0.01,
€2 =0.99 e e3 = 1/2. Os demais pardmetros tém os valores: n1 =40, ng =20, n3 =5¢ p=1.
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Capitulo 5

A generalizacao do modelo para um

numero arbitrario de estados

Neste capitulo iremos apresentar como o modelo pode ser generalizado para um ntimero
arbitrario de estados (IV). Na primeira segdo iremos mostrar como os parametros do mo-
delo sao expressos em termos das quantidades biologicas. Na secao seguinte mostraremos
um exemplo de uma sistema que tem quatro estados de eficiéncia transcricional apresen-
tando a matriz de acoplamento em termos dos parametros biolégicos e usando a relagao
de recorréncia para a expansao em momentos, exibimos as distribui¢oes de probabilidade

do sistema.

5.1 O espaco de paramentros biolégicos generalizado

Para comecar nossa andlise iremos partir da equacdo que governa a dinamica das

probabilidades de ocupagao,
—~ — HP(t) = ¢hP(t), (5.1)

onde P(t)=(Py(t), ..., Px(t))T = 2, dn(t) = ¢(1,1), onde N é um ntmero inteiro e

define a quantidade de estados do sistema. H é a matriz de acoplamento generalizada de
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ordem N x N, com suas propriedades dadas pela Eq.. Como discutido na secao 2
do capitulo 2 a escolha de uma base apropriada para se construir a matriz H conduz a
fatoracdo da mesma em um produto de duas outras matrizes. Na Eq. ja usamos esta
caracteristica onde H = eh. A matriz € é dada por:
N
e =—1; 0<¢; <1 sei#jy; Zeij:(), (5.2)
i=1

e a matriz h é diagonal e seus elementos tém as propriedades
hi; =hi (hi € RY) se i=j; hy =0 se i # j. (5.3)

Considerando a versao estacionaria da Eq.(5.1]) obtemos um sistema linear e homogé-
neo de equagoes que relaciona as probabilidades de ocupagcao assintéticas com os elementos
da matriz de acoplamento,

Hp = ehpp = 0. (5.4)

Introduzindo a matriz 7, que é diagonal com elementos 7; = p; (i = 1, ..., N) e o vetor

-

h = (h,...,hx)T, nés obtemos o sistema
erh =0, (5.5)

que ¢ equivalente ao sistema da Eq.. Considerando o sistema homogéneo dado pela
Eq. nos podemos resolvé-lo para N — 1 componentes do vetor he expressa-las como
funcoes das probabilidades de ocupacao assintoticas e dos elementos da matriz €. Para se
determinar todas as componentes do vetor h precisamos de mais uma equagao que sera

dada pelo traco da matriz de acoplamento,
Tr(H)=-S=-> h. (5.6)

Com as Egs.(5.5) e (5.6)) estamos em posigao de determinar todas as componentes do
vetor h como funcao das probabilidades de ocupacao assintdticas, ¥ e os elementos da

matriz €, dando:
Y



Capitulo 5. A generalizagao do modelo para um ntmero arbitrario de estados 65

onde 0; sdo os cofatores dos elementos da diagonal da matriz €, §; = Coef(i, i,¢€), e
N S
A=Y (5.8)
i=1 Di
Usando os elementos da matriz h como dados pela Eq.(5.7) notamos que a matriz de
acoplamento tera a forma:
X

H= Zech : (5.9)

onde as matrizes € e 7 ja foram definidas e a matriz ¢ é a generalizacao daquela apresentada
na segao 2 do capitulo 3, Eq.(3.30), é diagonal e seus elementos sdo os cofatores dos
elementos da diagonal da matriz €, ou seja, d; = Coef(i, i, €).

Com a matriz de acoplamento dada pela Eq.(5.9) e tendo como solu¢ao formal da

Eq.7

P(t) = exp(Ht)P(0) = exp lz <€5Z_1> t] P(0), (5.10)

podemos ver que X continua sendo a componente principal que governo a dinamica do
sistema, controlando se o switch é rapido ou lento, mesmo quando este pode transicionar
entre um numero arbitrario de estados com diferentes niveis de eficiéncia transcricional.
A matriz €, e sua forma generalizada, tem todas as propriedades que sua parceira para
N = 3 possui, assim como discutido na secao 2 do capitulo 2, e entao, diversas estratégias
de acoplamento entre os N estados do sistema sdo possiveis possibilitando uma maior

flexibilidade do mesmo para se adaptar ao meio em que opera.

5.2 Distribuicoes de probabilidade para um sistema

com quatro estados operacionais

Nesta secao exemplificamos os resultados da se¢ao anterior para o caso em que o sis-

tema em consideragao pode operar em quatro estados com diferentes niveis de expressao.
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Figura 5.1 — Neste conjunto de graficos mostramos o comportamento das distribui¢ées de probabilidade de cada modo de
eficiéncia transcricional assim como para a probabilidade total (¢, = ¢L + @2 + ¢2 + $2) no regime de switch
lento, ¥ = 0.5. Na Fig temos p1 = 1/4, p2 = 1/4, p3 = 1/4 e pa = 1/4; Fig temos p; = 1/10,
p2 = 4/10, ps = 4/10 e ps = 1/10; Fig[B.1(c)| temos p1 = 3/4, p2 = 1/12, p3 = 1/12 e py = 1/12 e Fig[3.1(d)|
temos p1 = 1/12, pa = 1/12, p3 = 1/12 e p4 = 3/4. Para todos os gréficos os valores dos demais pardmentros
do modelo sdo: n1 =60, n2 =30, n3 =15eng4 =4,¢;, =0parai=1,...,8e p=1.

Neste caso temos a matriz de eficiéncia do sistema como,

g 0 0 0
0 ny 0 0

N = : (5.11)
0 0 ng O
0 0 0 ny

A matriz de acoplamento, H, com ajuda das Eq.(5.7)) a (5.9)), é dada pelo produto de

duas matrizes,

H

>
Aeh (5.12)

onde a matriz € contém a informacao sobre o acoplamento entre os estados do sistema e
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tem a forma:

-1 €3€4 65(1 — 66> (1 — 67)
1—c¢ —1 €5€ er(l—c¢
| U o allma) | (5.13)
e1(l —e) (1 —e3) -1 €7€g
€1€2 63(]_ — 64) (]_ — 65) -1

A matriz h, que depende das condi¢oes do meio em que o sistema opera via as probabili-

dades de ocupacao assintética, assume a forma:

d1P2p3Pa 0 0 0
0 P102P3P. 0 0
h= e . (5.14)
0 0 P1D203P4 0
0 0 0 P1p2p304

Com as matrizes de eficiéncia transcriciona (N), p e a matriz de acoplamento pode-
mos obter as distribui¢coes de probabilidade que descrevem o sistema e também todos
os momentos das distribui¢goes. Como nosso intuito ¢ apresentar a generalizagdo da ma-
triz de acoplamento com seus elementos expressos em termos das quantidades biologicas
do modelo, vamos apenas calcular as distribuicoes de probabilidade usando a relacao de

recorréncia,
- 1
n = ——
n—Hfp

Nop_1, (5.15)
onde ¢, = (¢, ¢2, 33, ¢*)T. Esta é a mesma relacdo de recorréncia que foi utilizada no
capitulo 3 para se obter as distribuigoes de probabilidade e os momentos das distribuicoes.
Como 14, aqui precisamos ter conhecimento do coeficiente gn_l para se calcular o coefi-
ciente (5n Quandon =1, q?o = (p1, p2, p3, pa)T. Entdo, para se calcular todos os elementos
da expansao em momentos basta especificar o valor das probabilidades de ocupacao
assintoticas deste sistema de quatro estados, tendo em mente que: p; + ps + p3 + ps = 1.

No conjunto de graficos da Fig. apresentamos quatro exemplos de configuracoes
de equilibrio para um sistema que possui quatro estados de eficiéncia transcricional e

swithc lento, X = 0.5. Para todos os gréaficos os elementos da matriz N sdao: n; = 60,

ny = 30, ny = 15 e ny = 4. Para este exemplo, usamos o acoplamento ciclico, ou seja,
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todos os elementos da matriz € sdo iguais a zero (¢; = 0). Na Figl5.1(a)|as probabilidade
de ocupagdo registram os valores: p; = ps = p3 = py = 1/4. Podemos observar uma
estrutura multimodal com quatro picos indicando que o sistema pode operar em todos
os seus estados. Na Fig temos uma estrutura de dois picos centrais, em torno de
n = 15 e n = 30 e outros dois picos residuais nos valores mais extremos do niimero da
populacdao de mRNA, n = 60 e n = 4, mostrando que o sistema opera predominantemente
em seus estados de eficiéncia intermediaria. Para este grafico os valores das probabilidades

de ocupagao foram escolhidos como: p; = 1/10,p; = 4/10,p3 = 4/10 e p, = 1/10 . Nas

Figs. [5.1(c)| e [5.1(d)| temos um pico dominante em torno de n = 60 e um em torno de

n = 4, respectivamente. Na Fig/5.1(c)| o gene produz predominantemente em seu estado
de méxima eficiéncia com p; = 3/4 e na Figl5.1(d)| a producdo de mRNA ocorre quase

que exclusivamente no modo de eficiéncia transcricional mais baixa, com p3 = 3/4.
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Capitulo 6

Conclusoes

Nesta tese propomos e resolvemos, exatamente, um modelo estocastico fenomenoldgico
para o controle multimodal da expressao génica em nivel de transcricdo. As solugoes
exatas foram calculadas usando a técnica das funcgoes geradoras. Com estas solugoes
em maos, obtivemos as distribuicoes de probabilidade multimodais e os momentos das
distribui¢oes. Para os momentos, foram obtidas as solugoes exatas tanto no regime esta-
cionario quanto dindmico.

A definicao de um espaco de parametros biologicos, que define e explicita o contetido
biolégico do modelo, s6 foi possivel de ser obtido devido a escolha de uma base apropriada
para a construcao da matriz de acoplamento. Esta escolha mostrou que a matriz de
acoplamento pode ser fatorizada e expressa como o produto de outras duas matrizes. A
inspecao das matrizes revela que as propriedades do sistema também sao fatorizadas e
caracterizadas como de natureza intrinseca ou extrinseca. Na matriz € estdo codificadas
propriedades intrinsecas do sistema sendo esta a responsavel pela existéncia e a intensidade
do acoplamento entre os estado. A segunda matriz, h, nesse espaco biolégico, carrega em
seus elementos, informacoes de natureza intrinseca do sistema e aquelas provenientes do
meio ambiente. A parte intrinseca da matriz h é codificada no pardmetro > que mede
a agilidade do switch de atingir a configuracao de equilibrio sendo entao classificado
como lento (X pequeno) ou rapido (X grande). A componente do meio é manifesta nas
probabilidades de ocupacao que irao medir se um estado do sistema pode ser utilizado

para producao de mRNA ou nao e com qual probabilidade.
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Reescrevendo as equagoes diferenciais ordinarias do modelo em termos dos parametros
do espago biolégico e introduzindo a varidavel w obtemos uma relagdo de recorréncia para
os coeficientes das func¢oes geradoras que leva a solucao exata do modelo apenas sendo
necessario especificar as probabilidades de ocupacgao assintoticas de cada estado.

Com a solugao exata em maos, obtivemos as distribui¢oes de probabilidade que mostram
estruturas multimodais com N-picos ou estruturas com um pico predominante e outros
residuais, dependendo da configuracao de equilibrio e da agilidade do sistema em alcanca-
la. A vantagem da multimodalidade na expressao génica, quando comparada com genes
constitutivos, que tém seu nivel médio de expressao fixo, ou com sistemas que admitem
apenas o estados ligado ou desligado, vem do fato que a mera existéncia de moléculas
reguladoras nao é suficiente para que estas exercem seu papel regulatério, estrutural, de
transporte, etc. Essas moléculas precisam, além de estarem presentes, acontecerem em
concentragoes ideais para que possam ser funcionais. Dois genes que sao regulados pelo
mesmo fator de transcricdo podem ter afinidades distintas pelo mesmo. O gene com
maior afinidade serd ativado/reprimido em situagoes em que a concentracao do agente
regulador nao atingiu um nivel suficiente para regular o gene menos afim. Desta maneira,
um gene constitutivo terd que produzir, no minimo, um ntmero tal de particulas que
seja suficiente para atingir a concentragao necessaria para a regulacao do gene com menor
afinidade. No entanto, se o gene com maior afinidade for o mais vital para célula e seu
parceiro menos afim poucas vezes solicitado para a manutencao da boa funcionalidade da
mesma, a quantidade de particulas em excesso produzidas para se atingir a concentracao
ideal de regulagdo do gene menos requisitado, se realiza em desperdicio de material e
energia. A multimodalidade permite que este desperdicio seja equacionado. Uma vez que
o sistema pode operar em todos os seus estados (distribuigdes com N-picos) ou em um
estado especifico (distribui¢goes com um pico predominante), este pode, com grande agili-
dade, e controlado pelas necessidades do meio, regular seu nivel de expressao de forma a
otimizar a producao de mRNA e assim evitando desperdicios.

A anélise da estrutura de ruido mostrou que ha duas componentes principais para

redugdo do mesmo: a producao de mRNA ser feita em regime multimodal onde o estado
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de eficiéncia intermediaria é ocupado com probabilidade nao desprezivel ou o aumento
na agilidade do gene de atingir sua configuracao de equilibrio, ¥/p >> 1. Que regimes
de switch rapido levam a diminuicao do ruido do sistema, ja havia sido estabelecido em
(49). No entanto, a reducao via ocupagao do estado intermedidrio é um novo mecanismo
pela primeira vez observado e explorado. Esta nova componente de atenuacao do ruido
indica que a multimodalidade pode ter sido a estratégia escolhida pela natureza para se
aumentar a precisao do processo transcricional quando necessario.

A selegao do esquema de acoplamento entre os estados do sistema revela: a existén-
cia de estados oscilantes fortemente amortecidos e mais uma fonte de flexibilidade do
sistema que pode operar em regimes de maior ou menor ruido com diferentes niveis de
expressao apenas selecionado os estados que fardo parte do processo e como sera a co-
municacao entre eles. Tal flexibilidade leva a um maior poder de adaptagao por parte do
sistema. A dindmica das distribui¢cdes de probabilidade pode ser obtida exatamente de
duas maneiras distintas. A primeira consiste em realizar uma transformagcao de variaveis,
do tipo boost de Galileo, nas equacgoes diferenciais parciais para as fungoes geradoras, que
coloca as equagbes em suas versoes estacionarias, como feito em (49). E a segunda, é usar
os momentos dependentes do tempo das distribui¢oes pois o conhecimento de todos os
momentos (Eq.), leva ao conhecimento integral das distribui¢oes de probabilidade.

Em suma, temos um modelo estocastico, exatamente soltvel, para o controle da ex-
pressao génica, em nivel transcricional, que pode ser generalizado para incluir um niimero
arbitrario de estados com diferentes niveis de eficiéncia para produgao de mRNA. Tivemos
como paradigma de produc¢ao multimodal o caso do 6pero lac que opera com trés estados
distintos de eficiéncia transcricional. No entanto, a generalizacdo do modelo, com um
espaco de pardmetros biologico bem posto se faz necessario, quando temos interesse em
analisar sistema de maior complexidade como, por exemplo, o A-phage e a segmentacao da
Drosophila. Sistemas que possuem varios fatores de transcri¢ao atuando simultaneamente

e com varias regioes reguladoras envolvidas, sdo, inevitavelmente, multimodais.
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