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Resumo

FANCHINI, F.F. Desacoplamento dindmico de estados quanticos via campos
continuos de alta frequéncia. 2008. 119 p. Tese (Doutorado) - Instituto de Fisica de

Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2008.

Nesta tese de doutoramento noés tivemos como principal objetivo desenvolver novos méto-
dos para protecao da informacgao e computacao quantica. Comecamos, de forma introdu-
toria, ilustrando os conceitos béasicos e fundamentais da teoria da informacao e computagao
quéntica, como os bits quanticos (qubits), o operador densidade, o emaranhamento e as
operacoes logicas quanticas. Na seqiiéncia, apresentamos os formalismos utilizados para
tratar sistemas abertos, ou seja, sujeitos a erros, além das principais técnicas existentes
a fim de proteger a informagao quantica, como os cédigos de corregao de erros, os subes-
pacos livres de erros e o desacoplamento dinamico. Finalmente, baseando-nos na técnica
de desacoplamento dindmico, introduzimos um esquema de protecao para operagoes 16-
gicas quanticas e o emaranhamentos entre qubits utilizando campos de alta freqiiéncia.
[lustramos em detalhes a protecao da operagao logica quantica de Hadamard e do emara-
nhamento entre dois qubits, além de apresentarmos as principais diferencas e vantagens

de nosso método quando comparado as técnicas tradicionais de desacoplamento dinamico.

Palavras-chave: Computac¢do quintica. Desacoplamento dindmico. Emaranhamento.



Abstract

FANCHINI, F.F. Dynamical decoupling of quantum states by high-frequency
continuous fields. 2008. 119 p. Thesis (Doctoral) - Instituto de Fisica de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2008.

The main objective of this thesis is the development of a new procedure for quantum
information and computation protection. We begin by briefly illustrating the basic con-
cepts of quantum information and computation theory, such as quantum bits (qubits),
density matrix operator, entanglement, and quantum logical operations. Subsequently,
we present the formalism utilized to treat quantum open systems, i.e., systems subjec-
ted to errors, and the main strategies to protect quantum information, such as quantum
error correction codes, decoherence-free subspaces, and dynamical decoupling. Finally,
based on the dynamical decoupling strategies, we introduce a procedure to protect quan-
tum logical operations and entanglement utilizing high-frequency continuous fields. We
illustrate, in details, the protection of a Hadamard quantum gate and of entanglement
between two qubits, and present the differences and advantages of our procedure when

compared with traditional techniques of dynamical decoupling.

Keywords: Quantum computation. Dynamical decoupling. Entanglement.
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1 Introducao

Nesta tese de doutoramento noés introduzimos os conceitos basicos e fundamentais
da computagao e informacao quantica. O tema, cuja pesquisa e desenvolvimento vem
crescendo de forma significativa nos ultimos anos, é extremamente relevante visto que
engloba os principais conceitos e as exclusivas peculiaridades da mecanica quantica, como
a superposicao de estados e conseqiiente paralelismo, além do emaranhamento de estados
quanticos. Nos focamos nossos estudos principalmente em sistemas abertos, onde o estado
quantico que se pretende manipular, que denominaremos como os estados do sistema
quantico reduzido, estd em contato com um reservatorio externo que o perturba de forma
irreversivel. O estudo, a compreensao e, principalmente, as alternativas de prote¢ao contra
os ruidos externos sao crucias para o desenvolvimento da computacao quantica, visto que,
nestas circunstancias, as operacao logicas necessarias para uma computacao com alta

fidelidade apresentam erros que as descaracterizam por completo.

Nos apresentamos o método de protecao contra erros quanticos por nos desenvolvido
com a finalidade de proteger as operacgoes logicas de um bit quéantico, ou qubit, que é
a unidade fundamental da computacao quantica, além de proteger o emaranhamento de
dois qubits. Tal método, como nés mostraremos no decorrer desta tese, esta baseado nas
técnicas de desacoplamento dinamico (1,2,3,4), sendo esta uma das trés principais estraté-
gias desenvolvidas na literatura com a finalidade de proteger a informagao quantica. Nos
comecamos definindo os principais conceitos fundamentais necessarios para o desenvolvi-
mento desta tese, como o operador densidade, que é um maneira amplamente utilizada
na literatura a fim de descrever os estados quanticos, a fidelidade que é uma medida de
distancia no espaco de Hilbert, que é o espago onde se encontram os estados quantico, e a
concurrence que é uma medida de emaranhamento para um sistema de dois qubits. Além
disso, descrevemos as principais operacoes logicas qudnticas cujo papel principal é incluir

dinamicas controladas aos estados.
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Na seqiiéncia, apresentamos algumas técnicas utilizadas com a finalidade de calcular
a dindmica de um sistema quantico reduzido quando perturbado por um reservatorio.
Assim, nos apresentamos os denominados operadores de Kraus e a equa¢dao mestra que
acreditamos ser as técnicas mais difundidas na literatura neste contexto. Além disso,
apresentamos algumas classes de erros as quais os qubits podem estar sujeitos quando
acoplados a um reservatorio, sendo estas os erros de descoeréncia, erros de bit-flip e erros
de amplitude. Apresentamos também, ainda de forma introdutoéria, os principais métodos
de protegao contra erros, sendo eles os cddigos de corregao de erros, os subespagos livres de
erros e o desacoplamento dindmico, além de suas fragilidades e peculiaridades proprias.

Finalmente, apresentamos o método de desacoplamento dinamico continuo baseado
em campos de alta freqiiéncia desenvolvido neste doutoramento. Diferente dos esquemas
usuais de desacoplamento dinamico, que utilizam pulsos de alta freqiiéncia para desacoplar
o sistema do reservatorio, nosso método se baseia em operacoes continuas, o que facilita a
implementagao da metodologia. De fato, contrario aos sistemas pulsados, que necessitam
de um controle preciso dos tempos de interacao de cada um dos pulsos, em nosso esquema
somente uma Unica intervencao é necessaria quando o campo é desligado ao final da
operagao quantica. Assim, utilizamos tal metodologia para proteger as operacoes logicas
quanticas de um qubit quando este se encontra acoplado a um reservatorio externo que o
perturba introduzindo diferentes classes de erros. Mostramos, de forma detalhada, todos
os aspectos envolvidos na elaboracao do método, e ilustramos a protecao da operacao
logica quantica de Hadamard. Além disso, consideramos um sistema de dois qubits, onde,
apesar de nao considerarmos operacoes logicas, mostramos a eficiéncia do método a fim
de preservar o emaranhamento inicial entre estes. Vale ressaltar que, apesar do método de
desacoplamento dinamico ser eficiente em teoria, a sua implementacao experimental ainda
nao ¢é factivel. Na realidade, para uma protecao efetiva se faz necessario que as operacoes
controladas sejam mais réapidas que o tempo médio de correlagao do reservatorio, ou seja,
o tempo médio de interagao deste com o sistema fisico. No entanto, com o atual avanco
tecnologico das técnicas experimentais, o método de desacoplamento dindmico surge como
uma alternativa concreta para a protecao da informacao e computacao quantica num

futuro proximo.



2 Conceitos fundamentais

2.1 Bits quanticos

O bit classico é a unidade basica de informagao dos computadores de nosso dia-a-
dia, e pode ser definido por dois simbolos quaisquer, como por exemplo 0 e 1, ou T
e |, de forma que o seu estado sempre é ou T ou |. O bit quantico, ou qubit, por
sua vez é a unidade elementar da informacao quéntica e pode ser definido sempre por
um sistema de duas dimensoes. Entretanto, os estados quanticos, ao contrario do que
estamos habituados no nosso cotidiano, podem existir em superposicoes lineares de seus
elementos. Assim, se o espaco de Hilbert deste sistema possuir uma base ortonormal
dada pelos estados |T) e |]), o qubit pode ser qualquer combinagao linear destes estados,
ou seja, a|T) + (]]). Dessa forma, para sistemas quénticos, existe entao um continuo de
configuragoes, enquanto que para sistemas classicos o bit possui 2 configuragoes plausiveis,
T ou |. Abaixo comegamos a explicar brevemente alguns conceitos fundamentais da
mecanica quantica, como a definicao de estados puros e mistos, além de uma propriedade

inusitada e exclusiva da mecanica quantica denominada emaranhamento.

2.1.1 Estados puros e mistos

Um conjunto de estados quéanticos pode ser constituido de estados puros ou pode
ser composto por uma mistura estatistica. Um conjunto constituido por estados puros
é constituidos por estados idénticos, de forma que a dindmica do todo é equivalente a
dindmica de um tnico elemento do conjunto. Sendo assim, definimos um estado quéantico

puro como,

() =D an(t)|da), (2.1)
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onde {¢,} forma uma base ortonormal para um espago de estados quanticos. Um espago
ortonormal significa que os estados da base, ou também podemos chamé-los de vetores
da base, sao ortogonais entre si, ou seja, o produto escalar entre dois elementos distintos
da base é igual a 0. Além disso sao também normalizados, de forma que a magnitude dos
vetores ¢ igual a 1, ou seja, Y. |ay,|* = 1, de forma que a probabilidade de colapso da

fungao de onda no estado |¢;), apés uma medida nesta base, ¢ dada por |a;|%.

Um conjunto de estados quanticos constituido, por sua vez, de estados quanticos di-
versos, nao idénticos, é o que chamamos de mistura estatistica. Neste caso, a fim de
representarmos tais estados, definimos o que chamamos de operador densidade, que apre-

sentamos a seguir.

2.2 Operador densidade

O formalismo do operador densidade foi introduzido pelo fisico e matemético hiingaro
John von Neumann em 1927, de acordo com trabalhos pioneiros de Lev Landau e Felix
Bloch. A representacao da mecénica quantica em termos de operador densidade é muito
util e extensivamente utilizado quando se trata de sistemas abertos onde o sistema é
perturbado por fatores externos indesejados. Como mostraremos brevemente nesta sec¢ao,
o operador densidade nos fornece as estatisticas pertinentes aos conjuntos, sejam eles de
estados puros ou mistos. O operador densidade, que de aqui em diante definiremos pela

letra grega p, ¢ uma matriz Hermitiana,

p=p"=p (2:2)

onde x é o complexo conjugado da matriz e T representa a operacao de transposicao da
matriz, positiva semidefinida, de forma que todos os autovalores de p sao maiores ou

igual a zero, e seu trago é igual a 1,

Trp=1. (2.3)
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2.2.1 Operador densidade para estados puros

Consideremos um estado puro cuja funcao de onda no tempo t é dada conforme a Eq.
(2.1). Visto que o valor médio de um operador P qualquer no instante de tempo ¢ é dado

por:
(P(t)) = ()| P l(t) Zza (2.4)
onde

P = (@] Plom) (2.5)

definimos, de forma conveniente, o operador densidade:

p(t) = [ (OXv )], (2.6)

de maneira que os seus elementos sao dados por (¢.,| p(t) |¢n) = & a,. Desta forma,

podemos escrever o valor médio do operador P como

ZZ ¢m|p |¢n (On| P o) = Tr{p(t)P}, (2.7)

P
pois Y |on)Xdn| = 1 e Y. (dm|Aldm) = Tr{A}. Como vemos, facilmente podemos
calcular os valores esperados para qualquer observavel através de uma operacao simples
de multiplicagao de matrizes e respectivo trago.
A evolucao temporal do operador densidade pode facilmente ser deduzida através da
dinamica quantica nao relativistica de um estado qualquer, que é dada pela equacao de

Schrodinger:
S} = —H (D) [0(0). 2.9

A variacao temporal do operador densidade é entao dada por:

o0 = (150 o + ey (521, 29)

de forma que substituindo a equacao de Schrodinger obtemos,

p(t) = ——H( ) [POXP O]+~ W( XV H (1), (2.10)

p(t) = = [H (1), p(t)], (2.11)
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que é conhecida como sendo a equagao de Liouville-von Neumann. Os colchetes na equagao
acima definem a operacao comutacgao, que é dada por [A, B] = AB — BA onde A e B sdo

duas matrizes quaisquer de mesma dimensao.

2.2.2 Operador densidade para misturas estatisticas

De forma analoga podemos definir um operador densidade para um conjunto dado por
uma mistura estatistica. Neste caso, nao podemos adquirir a informgcao total a respeito
de um sistema quéantico sendo suas superposi¢oes incoerentes. Assim, definimos como

ferramental o operador p:

0= pupn (2.12)

onde p, ¢ o operador densidade dos estados puros, e p, os respectivos pesos ou proba-
bilidades dos varios estados possiveis. Logicamente, da mesma forma, > p, = 1 visto
que a probabilidade de encontrarmos o sistema fisico em qualquer um dos estados puros
é normalizada igual a 1. De forma analoga é direto que a dinamica do operador densi-
dade para o caso de misturas estatisticas também é dada pela equacao de Liouville-von
Neumann.

Uma medida da pureza do operador densidade pode ser dada por Tr(p?), de forma
que como solugao temos 1 para estados puros e 1/d para estados maximamente mistos,

onde d é a dimensao do sistema quéantico.

2.2.3 Populagao e coeréncia

E conveniente analisarmos o operador densidade em termos dos elementos de sua
matriz. Se observarmos com mais cuidado para a forma como o operador densidade é
construido, é facil verificarmos que cada elemento da diagonal principal do operador é
dado pela probabilidade média do colapso da fun¢ao de onda apdés uma medida num certo

elemento da base. Pela propria definigao, seja |¢(t)) = >, oy |¢,) onde {|¢,)} s@o os
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elementos da base,
Pun(t) = (6al p(t) [60) = laa (D). (2.13)

Os termos da diagonal principal do operador densidade sao, entao, definidos como popu-
lagao do estado |¢,). Vale ressaltar que o mesmo vale para um mistura estatistica.

A coeréncia é dada pelos elementos de fora da diagonal principal do operador densi-

dade,
Prm(t) = (Dn] p(t) [0m) = (), (1), (2.14)

e esté diretamente ligada com o padrao de interferéncia dos estados quéanticos. A coeréncia
caracteriza o sistema quantico, visto que esta ligada diretamente com o fato de que no
mundo quantico as superposicoes de estados sao acontecimentos totalmente plausiveis e

admissiveis.

2.2.4 Operagao trago parcial

A descricao em termos do operador densidade, como iremos mostrar, é muito tutil
quando o sistema quéantico é constituido por varios subsistemas, como por exemplo os
qubits (subsistema 1) mais reservatorios externos (subsistema 2). O operador densidade
possibilita de forma simples e rapida o céalculo das probabilidades parciais, de forma que
podemos ponderar somente as probabilidades do subsistema de interesse, desconsiderando
as configuragoes dos outros subsistemas. Para maior clareza e compreensao, vejamos um
exemplo simples.

Consideramos um sistema quéntico cujo espaco total dos estados é dado pelo produto
tensorial dos espacos de Hilbert Hy ® Hp. O trago parcial do operador densidade total p

com relagao ao sistema B pode ser escrito como

pt =Trp p. (2.15)

A operacao trago parcial fornece, em principio, a informacao quantica de cada subsistema
de forma separada e satisfaz, como mostraremos abaixo, propriedades importantes quando

se trata das observaveis do sistemas.
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Seja M um observavel do subsistema A e M ® I o observével correspondente quando
se trata do sistema composto. O operador densidade p4 do sistema reduzido, logicamente
deve ser consistente com as medidas estatisticas do subsistema A, de forma que os valores
esperados de M, quando consideramos somente o subsistema A, e de M ® I, quando

consideramos o sistema total, devem ser os mesmos
Tra(M-ph) =Te(M &1 -p). (2.16)

Desta maneira, é facil de observar que esta igualdade pode ser satisfeita se p4 for definido
conforme a Eq. (2.15) que é consistente, entao, com as medidas estatisticas quanticas de

cada subsistema.

2.2.5 Operacao transposicao parcial

Outra propriedade importante do operador densidade, e que nao podemos deixar de
citar, é a operacao de transposicao parcial em relagao a um dos subsistemas. De forma
simples, a fim de ilustrarmos a operacao, vejamos a tranposicao parcial considerando um
sistema de dois qubits. O operador densidade, em termos de seus elementos, pode ser

escrito como,

p= Lila® Glgplk)a @ 1)l D)4 (kla @ 15)5 (s (2.17)
i,4, kil
onde 4,j,k,l = {1,]}. A operagdo transposigao parcial sobre o subsistema A, onde

definimos p™ como o transposto parcial de p, é escrito de tal forma que cada elemento

de p, (i| (j| p|k) |I) ¢ mapeado no elemento (k| (4| p|i)|l) do operador densidade p’4, ou

seja,
pa= [kla® Ulgplida @) pl i) (k14 @ 15)5 s, (2.18)
WGkl
onde ]
ko llprli)a® )y — (@ UlselR), @10, (2.19)
pTA p

A tranposisc¢ao parcial, como mostraremos no decorrer desta tese, ¢ muito importante visto
que é fundamental para a definicao da negatividade (5), que é um método de medida de

emaranhamento suficiente e necessaria para sistemas de até 6 dimensoes.
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2.2.6 Vetor de Bloch

Um estado puro geral de um sistema quantico de dois niveis pode ser escrito como

alf)y + 811, (2.20)
com a? + 32 = 1, de forma que o operador densidade, na base {|1),[])}, ¢ dado por

o ap
p= . (2.21)

* 2
a*B[B|
Para um sistema de dois niveis o operador densidade é dado por uma matriz Hermitiana

com dimensao 2 x 2, de forma que este pode ser sempre escrito como uma combinagao

linear da matriz identidade mais as matrizes de Pauli:

p=al +bo, + coy, + do., (2.22)
onde
1 0
I= ,
0 1
0 1 0 —1 1 0
Op = , oy = , o, = : (2.23)
1 0 i 0 0 -1

Desta maneira, observando que Tr p = 1 temos que
Tr(al + bo, + coy + do,) =1, (2.24)

resultando em a = % j& que o traco das matrizes de Pauli é nulo, conforme podemos notar
nas matrizes da Eq. (2.23). Assim, o operador densidade pode ser definido de tal forma

que

p= %(I%—r-a), (2.25)

onde

oc=0,T+0,9+0,2 (2.26)

e r ¢ um vetor de trés dimensoes com |r| = 1. O vetor dado por r é definido entao como

vetor de Bloch, nome dado em homenagem ao fisico suico Felix Bloch. E importante
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notar, entao, que um estado quantico puro que descreve um sistema de dois niveis pode
sempre ser representado de forma geométrica. De fato, neste caso, todo e qualquer estado
pode ser dado por um ponto no que denominamos esfera de Bloch, o que é facilmente
observado ja que qualquer vetor de trés dimensoes pode ser escrito em funcao de dois

angulos. Assim, observando que |r| = 1, podemos definir r como sendo dado por,

r = sin(0) cos(a)z + sin(f) sin(a)y + cos(a)z. (2.27)

2.3 Emaranhamento

Para sistemas puros, dois subsistemas quanticos sao ditos separaveis se o sistema
quantico composto pelo conjunto dos dois puder ser escrito como um produto tensorial

dos mesmos:

[Veonj) = [1a) ® |¥B) , (2.28)

caso contrario sao ditos emaranhados. Vale ressaltar que tal definicao é valida tanto para
estados puros, quanto para estados mistos.

O emaranhamento trés conceitos importantes sobre a nao-localidade da mecénica
quantica. Imaginemos o seguinte exemplo: dado um estado emaranhado constituido de 2

qubits, A e B, cujo estado quantico é dado, por exemplo, pelo estado

Da® s+ 11Ha®[Dp
NG .

Se apoés a preparacgao deste estado formos capazes de afasta-los espacialmente, uma medida

) =

(2.29)

em qualquer um dos qubits, por exemplo A, necessariamente, devido ao colapso da fungao
de onda, define o estado do qubit B, introduzindo assim um efeito nao local no sistema
fisico. Este efeito, de nao localidade, é um dos aspectos mais inusitados da mecéanica
quantica. Muitos autores tentaram de alguma forma refutar o efeito da nao-localidade,
como por exemplo A. Einsten, B. Podolsky e N. Rosen (6), que cogitaram que a mecanica
quantica é uma teoria incompleta no sentido que alguns elementos da realidade fisica nao
estariam sendo considerados por esta. Surge entao o que foi denominado pelos autores

como as variaveis ocultas. No entanto, em 1964, John S. Bell (7) refutou indubitavelmente
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tais teorias e provou que, de fato, "nenhuma teoria fisica baseada em variaveis ocultas é
capaz de reproduzir todos as predicoes da mecanica quantica". Assim, como bem predito
pelo teorema de Bell, as correlacoes a distancia, apesar de inusitadas e pouco intuitivas
sao intrinsecas a mecanica quantica e estao diretamente relacionadas com os estados
emaranhados. E importante frisar, no entanto, que nem todos os estados emaranhados
desobedecem a desigualdade de Bell.

Como exemplo de estados puros maximamente emaranhados, podemos citar os deno-

minados estados de Bell,

) = 10D (2.30)
W) = % (2.31)
0, = T2 (2.32)
3 ) = % (2.33)

ou os estados chamados GHZ (Greenberger-Horne-Zeilinger (8)), como por exemplo:

w. Os estados GHZ sao também estados maximamente emaranhados e, de forma

mais geral, podem ser definidos inclusive para N qubits,

&Y + 1)

GrZ) =

(2.34)

onde [DN*Y = DN @ [1) ® -+ ® 7). Outro estado de trés qubits emaranhados, e que ¢

importante citarmos, é o denominado estado W, cujo exemplo pode ser dado por:

) LTD LD
v |

W) (2.35)

E importante notar que os estados do tipo W, apesar de maximamente emaranhados,
possuem propriedades distintas do estado GHZ. Como é facil observar, para os estados do
tipo W, a operacao traco parcial sobre qualquer um dos trés qubits preserva o emaranha-
mento entre os dois qubits restantes. De forma contréria, para os estados do tipo GHZ,
o emaranhamento dois-a-dois desaparece. Tais propriedades sao muito importantes no
estudo do emaranhamento e diferenciam cada um dos estados emaranhados, agrupando-

os em diferentes familias. De fato, dado dois estados de familias distintas, é impossivel
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Figura 2.1. Ilustracao do emaranhamento entre trés qubits. No quadro a ilustramos um estado do tipo
W, onde o emaranhamento persiste mesmo entre dois qubits. No quadro b ilustramos um estado do tipo
GHZ, onde nao existe emaranhamento dois-a-dois.

torna-los idénticos via comunicagao classica e/ou operacoes locais. Para trés qubits temos
duas familias distintas, cujos elementos representativos sao os estados W e GHZ (9). Para
quatro qubits o nimero de familias distintas é nove (10), de maneira que estas crescem
de forma nao linear com o nimero de qubits.

Como exemplo de estados mistos emaranhados podemos citar os estados de Werner
que sao composto por dois ensembles, um com estados puros e outro com estados maxi-

mamente emaranhados, sendo que cada um deles é ponderado pela variavel p :

p=pVi[Vy)+ (1 —p)(TT1T). (2.36)

Neste caso, dependendo do valor de p, poderemos obter estados puros maximamente
emaranhados, estados desemaranhados ou estados mistos parcialmente emaranhados.
Uma propriedade importante do emaranhamento e que deve ser ressaltada é que para
estados emaranhados, apesar de conhecermos por completo a fun¢ao de onda que descreve
o estado quantico total, composto por N qubits por exemplo, o conhecimento de cada
um dos estados que compoem a funcao de onda total nao é determinado por completo.

Vejamos como exemplo o estado de Bell dado por

o,y D@t @, o)

V2

A funcao dos dois qubits é bem definida e sabemos calcular com precisao tanto as popula-

¢oes quanto as coeréncias do operador densidade deste estado. No entanto, se calcularmos,
através da operacgao traco parcial, o estado de cada um dos qubits, ignorando os graus
de liberdade do outro, o resultado é uma completa incerteza. Como podemos observar, a

matriz do operador densidade, que representa o estado dos dois qubits, é dada por
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1 0 0 1
110 0 0 O
PAB = 5 ) (238)
0 0 0 0
1 0 0 1

enquanto que o operador densidade reduzido de cada um dos qubits, que é obtido através

da operacao traco parcial, € dado por

1 1 0
Tra{pas} = Trslpas} = 5 , (2.39)
0 1

Neste caso, o operador densidade reduzido de cada um dos qubits nao fornece uma infor-
magao completa sobre os estados do qubit A e B. Como podemos observar, nao podemos
deduzir suas coeréncias parciais, visto que o operador densidade reduzido dos qubits A
e B nao nos fornece esta informacao. O desconhecimento da fungao de onda parcial do
sistema, ¢ intrinseco do emaranhamento, sendo que para estados separéveis, ao contrario,

as informacoes parciais de cada um dos qubits sao sempre bem definidas.

2.4 Medida de emaranhamento

Uma questao importante e bastante estudada na literatura, em relacao ao emara-
nhamento, é a sua medida. Dos diversos métodos utilizados, podemos citar a entropia
do emaranhamento, que é utilizada para medir o emaranhamento entre dois subsistemas
constituidos de estados puros, a concurrence (11), que foi a primeira medida de ema-
ranhamento para estados mistos, para um sistema de dois qubits, e a negatividade (5)
que surge do critério de Peres e Horodecki (12,13). Os critério de emaranhamento, ao
contrario das medidas de emaranhamento, nao servem como uma escala de quantificacao,

mas respondem se um estado quantico estd emaranhado ou nao.
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2.4.1 Entropia do emaranhamento

A entropia do emaranhamento é uma medida de emaranhamento para dois subsistemas
constituidos de estados puros, e é definida como a entropia de von Neumann calculada

para um dos subsistemas, pa, pg, onde
pa = Trp{p},
os = Tralp}. (2.40)
A entropia de von Neumann para um operador densidade X é dada por
E(X)=-Tr(Xlog, X), (2.41)

ou de forma mais simples, se x; sao os autovalores de X, noés podemos escrever que

E(X) == (z;log, ;). (2.42)

i

Assim, a entropia do emaranhamento para um operador densidade bipartite p é dada por:

E(p) = —Tr(palogy pa) = =Tr(pplog, pp) (2.43)

2.4.2 Negatividade

Para falarmos um pouco sobre a medida de emaranhamento definida como negativi-
dade (5), devemos citar o critério de Peres e Horodecki (12,13), que é um critério véalido
tanto para estados puros quanto mistos, e é uma condicao necessaria e suficiente para
que um operador densidade, com dimensao 2 X 2 ou 2 x 3, constituido de dois subsis-
temas, seja separavel. Além disso, é uma condicao necesséaria para que dois subsistemas
de dimensao qualquer sejam separaveis. O critério é simples: se o operador densidade
parcialmente transposto sobre um dos subsistemas, p'4 por exemplo, nao possuir autova-
lores negativos, os subsistemas sao separdveis. A negatividade, por sua vez, utilizando
as propriedade do critério de Peres-Horodecki, é calculada de forma simples, surgindo
de uma medida de quanto p falha em ser positivo. De fato, a negatividade é definida
como sendo o valor absoluto da soma dos autovalores negativos do operador densidade

transposto parcialmente, pTA.
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2.4.3 Concurrence

A concurrence (11) é uma medida de emaranhamento para estados puros ou mistos
para um sistema constituido de 2 qubits. Esta medida de emaranhamento, desenvolvida
por William K. Wootters em 1998, é extremamente relevante e amplamente utilizada, visto
que esta foi a primeira medida de emaranhamento para estados mistos de dois qubits,
definindo assim uma condi¢ao necessaria e suficiente para que estes sejam subsistemas
separaveis. Vale ressaltar, que uma medida de emaranhamento para estados mistos de
muitas particulas ainda é uma questao em aberto na literatura.

Um estado misto pode ser interpretado como sendo um conjunto maior constituido
de subconjuntos de estados puros, conforme Eq. (2.12). Neste caso, uma peculiaridade
que surge, e que é importante frisar, € que o nimero de estados puros requeridos para
criar o estado misto nao é necessariamente o mesmo nimero de estados puros que podem
ser extraidos de uma mistura (14). Desta forma, o que usualmente é feito na literatura,
é usar um estado puro como unidade bésica de emaranhamento, e relaciona-se o estado
misto a estes estados puros. Surge entao a definicao de emaranhamento de formag¢ao como
descreveremos abaixo.

Dada uma matriz densidade p de um par de sistemas quéanticos A e B, consideramos
todas as possiveis decomposicoes em estados puros de p, ou seja, todos os conjuntos de

estados [1);) com probabilidade p;, tal que
p="> pili)uil. (2.44)

Para cada estado puro, o emaranhamento F é definido com a entropia do subsistema A

ou do subsistema B (15):

E(l¢)) = =Tr(palog, pa) = =Tr(ps log, pp), (2.45)

onde p4 é o trago parcial da matriz [¢))(1)| sobre o subsistema B, e anéalogo para p4. O
emaranhamento de formagao do estado misto p é definido, entao, como o emaranhamento

médio dos estados puros, minimizado sobre todas as decomposi¢oes plausiveis de p :

E(p) = mianiE(wi). (2.46)
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O emaranhamento de formagao possui a propriedade de ser zero se e somente se o estado
em questao puder ser escrito como uma mistura constituida de produtos tensoriais de
estados.

Wootters, em 1998, para desenvolver seu método de medida de emaranhamento para
um sistema de 2 qubits, teve como idéia basica escrever a entropia do sistema, Eq. (2.45),
como uma fun¢ao de um produto denominado por ele de concurrence (11), e que é definido

CO1mo:

C(y) = | (WlP) |, (2.47)

onde,

V) = oy @0y [¥7), (2.48)

com [1*) sendo o complexo conjugado de |¢)) e o, o operador de Pauli. Dessa forma

podemos escrever a entropia do sistema como sendo

E(ly)) = E(C(¥)), (2.49)

onde a funcao £ é dada por:

£(C) = h (ﬂ) ;

h(x) = —zlogyx — (1—x)log, (1—x). (2.50)

E(C) cresce monotonicamente e seu valor esta entre 0 e 1. Da mesma forma C' também
se comporta similarmente e esta entre 0 e 1, de forma que é possivel utilizar a propria
concurrence, Eq. (2.47), como uma forma de medida de emaranhamento. Wotters calcula
também em seu artigo a concurrence para estados mistos, criando uma medida para o
emaranhamento de um estado misto de 2 qubits como uma funcao dos elementos do

operador densidade:
E(p) = £(C(p)), (2.51)

onde,

Cp) = max {0, VN = VA = Vs = VA (2.52)

com \; dado pelos autovalores positivos, na ordem decrescente, da matriz

ploy ®oy)p*(oy ® 0y). (2.53)
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A concurrence igual a 0 é uma condi¢ao necessaria e suficiente, para que um estado
quantico constituido de 2 qubits, possa ser escrito numa decomposi¢ao separéavel. Da
mesma forma, quando a concurrence é igual a 1, o operador densidade é constituido
por uma decomposicao maximamente emaranhada. Desta forma fica estabelecida uma
equacao fechada, em termos dos elementos do operador densidade, para identificar e

quantificar emaranhamento em um sistema constituido de dois qubits.

2.5 Fidelidade

A fidelidade de estados quanticos é uma das medidas mais utilizadas na literatura com
a finalidade de medir a eficiéncia, em sistemas abertos, das operagoes logicas quanticas.
A fidelidade é uma medida de distancia de estados quénticos e é bem definida tanto para
estados puros quanto para estados mistos. A fidelidade de dois estados puros é usualmente

definida como a transicao de probabilidade

F = ([¥a)l, [va)iba]) = | {hrla) (2.54)

o que corresponde ao grau de proximidade dos estados na geometria natural do espago de
Hilbert. Este conceito é facilmente estendido também, para o caso onde um dos estados

é misto. Desta forma a fidelidade pode ser escrita como,

F = (|1 )], p2) = (ha] pa |1h1) , (2.55)

ou seja, a média da Eq. (2.54) para qualquer conjunto de estados puros com o operador
densidade dado por ps.

A fidelidade das operacoes logicas em sistemas abertos é calculada comparando o
operador densidade ideal, com o operador densidade perturbado. No caso ideal, os qubits
nao estao acoplados a outros sistemas e suas dinamicas sao unitarias. No caso perturbado,
por sua vez, os qubits estao acoplados a outros sistemas externos, de forma que suas
dindmicas podem ou nao ser unitarias dependendo da condicao inicial dos qubits, da

operacao logica desejada e da simetria do acoplamento com os outros sistemas*. Além

* Subespacos e subsistemas livres de erros
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disso, na maioria dos casos de computagao quantica, a condi¢ao inicial do sistema ¢é dada
por um estado puro, de forma que o operador densidade ideal, que esta sujeito a uma
dindmica unitaria, também ¢é puro. Assim, utilizando a Eq. (2.55), escrevemos a fidelidade

das operacoes logicas quanticas

F(t) = Trlp, () pp (1)), (2.56)

onde p,(t) é a dindmica do operador densidade ideal, e p,(t) é o operador densidade per-
turbado. Nesta tese, é através da fidelidade que quantificaremos a eficiéncia das operacoes
logicas quanticas, calculando, em funcao do tempo, quao distante estao os resultados per-
turbados dos estados quanticos desejados.

Apesar de nesta tese somente supormos condig¢oes inicias cujos estados sao puros,
o conceito de fidelidade pode ser estendido a fim de compararmos a distancia de dois
operadores densidade mistos. A fidelidade entre dois operadores densidade mistos foi
calculada por Richard Jozsa em 1994 (16), que generalizou a Eq. (2.55).

Para a fidelidade de estados quanticos Jozsa impos quatro axiomas:

1. 0 <F(p1,p2) <1, eF(p1,p2) =1 se e somente se p; = pa.

2. F(p1,p2) = F(p2, p1)
3. Se p; € puro entao a Eq. (2.54) passa a valer.
4. F(p1, p2) € invariante por transformacoes unitarias no espago dos estados.

Tanto a Eq. (2.54) quanto a Eq. (2.55) podem ser escritas de tal forma que F(py, p2) =
Tr(p1p2), mas, entretanto, para dois estados mistos gerais esta formula falha ao tentar
satisfazer o axioma 1.

Com intuito de se obter a fidelidade de dois estados misto, o procedimento se baseia em
purificar os operadores densidade e calcular a maximizagao da Eq. (2.55) dentre todas
decomposigoes possiveis. Assim, vejamos: seja p qualquer estado misto no espaco de
Hilbert H;, uma purificacao de p é qualquer estado puro |¢) em algum espago de Hilbert
estendido H; ® Hs tal que p = Try [¢) 9], ou seja, uma purificagao é qualquer estado puro

que tenha p como o estado reduzido para o subsistema. O teorema demonstrado por Jozsa
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é que

F(p1, p2) = max| (¢1]da) %, (2.57)

onde o méaximo é obtido sobre todas as purificacoes |¢1) e |p2) de p; e pa. Este demonstrou
que a equacgao acima ¢ igual a transicao de probabilidade de estados mistos definida por
Uhlmann em 1976 (17), de forma que a fidelidade de dois estados mistos pode ser escrita

CO1MoO:

2
)

(2.58)

F(p1, p2) = {Tr[(mmm)l/z] }

onde a /p; é dada por uma matriz cujo quadrado é igual a p;. Vale ressaltar que esta
nao ¢ a unica equagao que mede a fidelidade entre dois estados mistos, visto que outras
formulas foram, e podem ser criadas, contanto que satisfagam os axiomas impostos por

Josza.

2.6 Operacoes logicas quanticas

As operagoes logicas quanticas (OLQ) podem ser definidas pelas operagoes unitérias
tais que quando aplicadas nos estados quanticos, no caso os qubits, produzem um certo
resultado conforme uma regra pré-definida. O conjunto universal de OLQ, que juntos con-
seguem reproduzir qualquer operacao logica, tradicionalmente é dado pelas operagoes de
1 qubit, como as operacoes de fase e bit-flip, em conjunto com a operacao Control-NOT,
que é uma operagao de 2 qubits. Entretanto, ¢ importante notar que outros diversos
conjuntos universais de operagoes logicas quanticas existem, e a definicao do melhor con-
junto depende do aparato fisico no qual se pretende realizar a operacao. Como exemplo
de operagoes de 2 qubits podemos citar as operacoes unitarias SWWAP ou mesmo medidas
de paridade. Abaixo ilustramos, em termos das matrizes de Pauli, os Hamiltonianos e os

respectivos operadores de evolucao temporal das operagoes logicas quanticas mais usuais.
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2.6.1 Operacoes de 1 qubit

Nesta tese, nés definimos a base para nosso sistema os autovetores da matriz o, de
Pauli, de forma que as operacoes de fase e bit-flip sao dadas, respectivamente, pelos

Hamiltonianos

H,=w,0, = , Hy, = w,0, = : (2.59)

Assim, o operador evolucao temporal, que define a dindmica imposta aos qubits quando

sujeitos a estas operacoes, ¢ dado por

U, (t) = e w17 = [ cos (w.t/h) — io, sin (w,t/h),

w() — cos (w,t/h) — isin (w.t/h) 0 | (2.60)
0 cos (w,t/h) + isin (w,t/h)

U (t) = e W0 = cos (wet/h) —ioy sin (wyt/h),

Ui = cos (wyt/h)  —isin (w,t/h) | (2.61)
—isin (wyt/h)  cos (w,t/h)

para a operagao de bit-flip.
Desta maneira é facil observar que a dinAmica do qubit depende das freqiiéncias w, e
w, e do tempo da operacao. Como os vetores da base dos estados sao os autovetores da

matriz de Pauli o, definimos

1) = = : (2.62)

onde a dindmica para um qubit geral ¢ dada, entao, por

a cos(w,t/h) — isin(w,t/h
Ut) [aln) + 811 = costent/ _.( i (2.63)
B [cos(w,t/h) + isin(w,t/h)]
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a cos(wyt/h) —ifsin(w,t/h)
(1) [ a1+ 811)] = (2.64)

B cos(wyt/h) — iasin(w,t/h)
de forma que tanto as mudancas de fase, impostas pelo Hamiltoniano H,, quanto as
rotacoes, impostas pelo Hamiltoniano H,, podem ser parciais ou totais dependendo das

freqiiéncias e do tempo de exposicao dos qubits a tais interagoes. Definimos um ciclo

completo de uma operacgao logica quando

hr

t= ,
2wz/a:

(2.65)

pois neste tempo tanto a mudanca de fase quanto o bit-flip ocorrem por completo. No

caso da operacao de fase, de forma explicita, temos

u(fj) [alD)+B11)] =~ _O‘ﬁ , (2.66)

que pode ser escrito, ocultando a fase global, como « |T) —3]]), e para o caso da operagao

de bit-flip temos

(32 [am+sin] == ), 2:67)

2w, a
que ¢ escrito, novamente ocultando a fase global, como 3 |T) + a|[]).
Outra operagao de um qubit exaustivamente utilizada na literatura é a operagao logica
quantica de Hadamard. A operacao de Hadamard leva cada um dos autovetores de o,

aos autovetores de o,, de forma que o Hamiltoniano é escrito como

o, + 0. 1 WHad ~ WHad
Hyos = whad | —=— | =

V2 ) V2

O operador evolugao temporal que define a dindmica imposta aos qubits quando sujeitos

(2.68)

WHad —WHad

a operacao de Hadamard ¢ dado por:

O, + 0,

V2

Unaa(t) = ¢ Hrroat — Lcos(wpaat/h) — i ( ) sin(wyaqt/h), (2.69)

de forma que o estado dos qubits no tempo t = 2&’; - € dado, para cada elemento da base,
por
hm )+l
thnos (o ) 1) =
2WHad \/§

uHad( i )|¢> _ % (2.70)
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que sao, como dito anteriormente, os autovetores da matriz o,. Vale ressaltar que a
operacao logica quantica de Hadamard, como veremos mais adiante, é muito importante
quando se trata de codigos de correcao de erro, sendo esta crucial principalmente para as

correcoes de erros de fase.

2.6.2 Operagoes de 2 qubits

A fim de obtermos um conjunto universal de OLQ), juntamente com as operagoes de 1
qubit, se faz necessario operacoes que tenham como caracteristica a interagao de 2 qubits.
Nesta se¢ao nos ilustraremos brevemente as operacoes logicas Control-NOT e SWAP que
acreditamos serem as operacoes de 2 qubits mais difundidas na literatura. Vale ressal-
tar, no entanto, que as operacgoes de 2 qubits nao precisam necessariamente prover de
interagoes unitarias, visto que estas podem ser feitas através de medidas parciais, que
preservam no minimo um grau de liberdade quéntico livre no sistema. Como exemplo,
podemos citar a medida de paridade que colapsa os qubits de maneira a torna-los parale-
los ou anti-paralelos, sem nos fornecer informacao sobre a fase dos estados. De qualquer
maneira, independente das operacoes logicas serem unitarias ou nao, a interacao e con-

seqliente correlacao entre os qubits sempre se faz necessaria.

- Control-NOT

A operagao logica Control-NOT é tal que uma operacao de bit-flip do denominado
qubit alvo esta sujeita a um estado especifico do qubit de controle. O mais usual na
literatura é utilizar o qubit 1 como controle e o qubit 2 como alvo, onde o alvo sofre uma

operagao de bit-flip se o estado do qubit de controle for |T). assim, podemos escrever

1 0 0 0
0 1 0 0
HC’N = w y (271)
0 0 0 1
0 0 1 0

e em termos das matrizes de Pauli,
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onde I é a matriz identidade, 05 = I® 0, e, de forma analoga, 07 = 0, ® 1. Desta maneira,

o operador evolucao temporal que descreve a dinamica do sistema é entao escrito como:

Uon(t) = eTHont =

exp(—iwt/h) 0 0 0
_ 0 exp(—iwt/h) 0 0 | (2.73)
0 0 cos(wt/h)  —isin(wt/h)
0 0 —isin(wt/h)  cos(wt/h)

de forma que a operacao logica é executada quando %t = 7. E importante notar que para
satisfazer uma operagao logica, diversas estratégias podem ser utilizadas de forma que a
operagao Control-NOT que ¢ definida por Uen (5) ndo necessariamente precisa ser escrita
como a exponenciacao de Hoy. De fato, em sua grande maioria, os experimentos utilizam
seqiiéncias de pulsos que incluem operacoes de 1 e 2 qubits, cujo resultado final é a logica

desejada.

- Hamiltoniano de Heisenberg

As interagoes de Heisenberg podem ser escritas, de uma forma geral por

onde J, sao as constantes de acoplamento que quantificam a interacao entre os qubits.
Da literatura, alguns casos especiais de configuragoes deste Hamiltoniano, que geralmente
descrevem a estrutura dos acoplamentos do sistema com o ambiente, podem ser citados:

modelo XY Z, ou anisotropico de Heisenberg, onde as constantes J, sao arbitrarias.

modelo XX X, ou isotropico de Heisenberg, onde J, = J, = J..
modelo XX Z onde J, = J, # J.,

modelo XY onde J, =0,

modelo XZ onde J, =0 e

modelo Heisenberg-Ising, onde J, = J, = 0.

No contexto de computacao quantica, entretanto, o mais popular ¢ o modelo X X X,

de forma que quando esta interagao é controlada podemos defini-1a como sendo a operacao
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logica SWAP,

J 0 0 O
0o —J 2J 0
HSWAP = J(O‘ : 0') = (275)
0 2J —J 0
0 O 0o J

Como podemos observar pela matriz do Hamiltoniano, a operacao logica SWAP troca a

paridade do qubit 1 pela do qubit 2 e vice-versa,

Hsuap [11) = [11),
Hswap [TL) = [I1),
Hswap [TL) = [I1),
Hswap |ll> = |ll> : (2-76)

Assim, podemos escrever o operador evolucao temporal como
e—th/h 0 0 0
0 % (e—th/h + eSth/h) % (_esm/h 4 6—th/h> 0

Usnap(t) =
0 L (BB e R) L (it (i) 0

0 0 0 e~ ih

2.7 Formalismo de interacao

A evolucgao dos estado quanticos pode ser descrita pela equacao de Schrodinger
0
iho, [¥(1) = H{t) [P (t)) (2.77)

onde o Hamiltoniano impoe aos estados, juntamente com a condicao inicial do sistema,
uma dindmica bem definida. Além da equacao de Schrodinger, outras equagoes equiva-
lentes a fim de calcular a dindmica das observaveis do sistema foram desenvolvidas, dando

origem a outros formalismos da mecanica quantica. Como por exemplo, podemos citar o
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formalismos de Heisenberg, que impoe a dindmica do sistema aos operadores quanticos,
mantendo, de forma oposta & equacao de Schrodinger, os estados quanticos estaticos. O
formalismo de interacao, ou formalismo de Dirac, por sua vez, é um formalismo inter-
mediério entre o formalismo de Schrodinger e o formalismo de Heisenberg. Contrario a
estes dois ultimos, onde ou o estado ou o operador carregam a dependéncia temporal das
observaveis, no formalismo de interagao, como mostraremos a seguir, ambos carregam
parte desta dependéncia.

Consideremos um sistema quéntico definido pelo Hamiltoniano dado por
H(t) = Hs + H;(t), (2.78)

onde o Hamiltoniano H é o Hamiltoniano do sistema observado e H;(t) é o Hamiltoniano
do reservatorio mais o Hamiltoniano de interacao, que acopla o sistema ao reservatorio.

Assim, a equacao de Schrodinger é dada por
0
tho, [(t) = H(t) [¥(t)) = [Hs + Hi(t)] [T(2)) - (2.79)

Observando que na mecéanica quantica um estado sempre ¢ definido a menos de uma fase

global, podemos escrever, sem perda de generalidade, o estado |¥(¢)) num novo referencial,

[U(t)) = e M@ (t) (2.80)

onde o vetor |®(t)) representa o sistema de forma idéntica. A transformagao dos opera-
dores nesta representacao ¢é feita de forma andloga a equagao acima, observando que se

um operador P na representacao de Schrodinger pode ser escrito como,
P=S" [, (2.81)
2%

onde [¢y) sao os elementos da base de |¥(t)), a transformagao para a nova base ¢ dada,
seguindo as diretrizes da Eq. (2.80), por
P(t) =3 e I gi)gy| e, (2:82)
1]
implicando em,

P(t) = 3 I0i(0Noy(0)] = e/ pe-itil, (283)
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onde P representa, entdo, o operador P no formalismo de interacao. A dindmica neste
caso, como mostramos abaixo, pode ser calculada de forma simples, substituindo a Eq.
(2.80) na equagao de Schrodinger,

0

[H+ H(Ole MM 0(0) = i (e 0(0))
(Hoe T 4 Hy(t)e M) [@(t)) = (Hse—iﬂst/h +ih e—iHst/ﬁ%> (1)), (2.84)
implicando, entao, que
eHtIM (1) e T Hst/M | D (1)) = m% |D(t)), (2.85)
ou, de acordo com a Eq. (2.83),
ih o B(1)) = FL(1)[2(1), (2.86)

onde H,(t) ¢ o Hamiltoniano de interacio escrito no formalismo de interacéo e |®(t)) re-
presenta o sistema quantico. O formalismo de interagao ¢ muito utilizado quando se trata
de dinamicas controladas em sistemas abertos, visto que através deste podemos facilmente
estudar somente as dinamicas impostas pelo Hamiltoniano de interacao, desprezando as
dindmicas impostas pelo Hamiltoniano do sistema. De fato, quando H;(t) = 0 o estado
quantico, quando representado no formalismo de interacao, é constante no tempo.

Visto que o operador densidade no formalismo de interagao pode ser escrito como

pt) = |2@)XL(1)], (2.87)

podemos facilmente calcular sua dinamica neste formalismo. Assim,

dp(t) _ d|®(t)) d(P(1t)]
22 = SO (@) 1 (e S, (289)
de forma, que substituindo Eq. (2.86), temos
dp(t) i~ i -
PO — L) ()@ (1)] + 1 BN Flr). (2.89)

Simplificando a notacao, finalmente obtemos a dindmica para o operador densidade na

representacao de interacgao

(1), 5(1)) (2.90)




3 Sistemas abertos

Um Hamiltoniano geral a fim de reproduzir um sistema acoplado a um reservatorio

externo pode sempre ser escrito como:
H(t) = Hs(t) + Hg(t) + H/(1), (3.1)

onde Hg(t) é o Hamiltoniano do sistema reduzido, Hg(t) é o Hamiltoniano do reservatorio
e H;(t) é o Hamiltoniano que introduz as perturbagoes provenientes do reservatorio sobre
o sistema quantico reduzido, acoplando-o, assim, de forma irreversivel com o reservatorio.

O sistema quantico em questao é geral, podendo ser dado por spins, fétons, polarizacao
da luz, entre outras varidveis que definam o aparato experimental quantico. Da mesma
forma o reservatorio pode ser dado por um banho de boséns, de spins ou qualquer outro
que acople com o sistema quantico reduzido. A interagao, por sua vez, perturba o sistema
reduzido, definindo assim, no contexto de computacao quéantica, as classes de erros as
quais os estados quanticos estao sujeitos.

Na literatura existem diversas técnicas que podem ser utilizadas para calcular as di-
namicas impostas pelo Hamiltoniano dado pela Eq. (3.1), tendo cada uma delas suas
peculiaridades, aproximacoes e limitagoes proprias. Como exemplo, podemos citar as
equagoes de trajetorias de Feynman (18,19,20), a representacdo em termos de soma de
operadores, ou também chamado operadores de Kraus (21), entre outras diversas equagoes
mestras como a de Redfield (22) e de Lindblad (23).

Nesta tese de doutoramento nés nos concentramos na equacao mestra de Redfield sem
considerarmos aproximacoes Markovianas. As aproximagcoes Markovianas sao aquelas que
desconsideram a memoria do sistema quantico, de forma que a dinamica dos estados re-
duzidos é definida somente pelo seu estado atual. Entretanto, nés vamos supor que os
acoplamentos entre o sistema e o reservatorio sao fracos, de forma que as magnitudes dos
campos caracteristicos do sistema quantico reduzido sao muito maiores que as magnitu-

des das constantes que o acoplam ao reservatorio. Considerando que estamos interessados
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em processos de computacao quantica, a aproximacao para acoplamento fraco é total-
mente cabivel, visto que as dificuldades para implementagoes das operacoes quanticas em

sistemas fortemente acoplados é infinitamente maior.

Ainda no contexto de computagao quantica, quando se trata de sistemas abertos, di-
ferentes classes de erros podem emergir no decorrer de uma operacao logica. Destes erros,
podemos definir dois tipos distintos de interagoes as quais os sistemas quénticos estao
sujeitos quando acoplados a sistemas externos: as interagoes que alteram a configuracao
energética do sistema reduzido (dissipativas) e as que nao alteram (nao dissipativas). As
perturbagoes dissipativas, entao, estao relacionadas com uma dinadmica nas populagoes do
operador densidade, p,,(t) = (n| ps(t) |n), contrario ao caso das pertubagoes nao dissipa-
tivas que as mantém inalteradas. Nas pertubagoes nao dissipativas o reservatorio introduz
um erro de fase ao sistema, de forma que, pelo fato de nao envolver trocas de energia, sao
geralmente mais criticas ocorrendo de forma muito mais rapida que as perturbagoes dissi-
pativas. Neste caso, em relagao ao operador densidade, os elementos de fora da diagonal

principal, ou seja suas coeréncias, é que apresentam uma dinamica.

Abaixo nés apresentamos de forma introdutoéria a representacao em termos de soma
de operadores e deduzimos de forma simples a equacao mestra de Redfield, que seréd a
base para todas as dinamicas calculadas nesta tese. Além disso, mostramos de forma
ilustrativa, a dindmica dos elementos do operador densidade de um qubit para o caso

onde este esta sujeito a trés classes de erros: descoeréncia, bit-flip e amplitude.

3.1 Representacao de Kraus

A representacao de Kraus para um sistema aberto é usualmente desenvolvida consi-
derando um sistema fechado que compreende o sistema de interesse e seu reservatorio.
Assim, seja p(t), ps(t) e pr(t) os operadores densidade do sistema total, do sistema redu-

zido e do reservatorio, respectivamente, de forma que

ps(t) = Trnlp(t)). (3.2)
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Visto que o sistema total é fechado, sua evolucao é unitaria e a dinamica pode ser escrita

p(t) = Ut)p(O)U' (1), (3-3)

onde U é o operador evolugao temporal. Assim, visto que estamos interessados nas varia-
veis pertinentes ao sistema quantico reduzido, podemos escrever a dinamica reduzida do

sistema como
ps(t) = TeglU(t)p(O)U' (1)]. (3.4)
Se a equagao acima puder ser expressa na forma
ps(t) =Y Ka(t)p(0) KL (1), (3.5)
onde K, (t) satisfaz
S EL()Ka(t) =1, (3.6)

entao podemos dizer que a evolugao temporal de pg(t) é dada em termos da representagao
de Kraus. De fato, ps(t) sempre possui uma representagao para operadores evolugao
temporal arbitrario se p(0) for fatoravel, o que implica na inexisténcia de correlagoes

iniciais entre o sistema reduzido e o reservatorio, ou seja,

p(0) = ps(0) @ pr(t). (3.7)

Para mostrar isto de forma simples, noés escrevemos as condi¢oes iniciais do reservatorio

como uma combinacao linear dos elementos de sua base, ou seja,
pr(0) =Y pi|ri)ri (3.8)

onde {|r;)} é uma base ortonormal dos auto-estados do reservatorio. Assim, substituindo

Eq. (3.8) na Eq. (3.4) nos temos que

ps(t) = Trg {U(t)PS(O) ®

Zpi |riXril

de forma que reescrevendo o traco parcial temos

Z/{T(t)} : (3.9)

ps(t) =Y (r;|U(t)ps(0) ® Zpi [ra)ri UM () [r;) - (3.10)

J
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Assim, obtemos a representacao de Kraus para a operador densidade reduzido sistema,

ps(t) = ZKz‘,j(t)Ps(O)Kf,j(t), (3.11)

onde

Kij(t) = V/pi (r|UE) i) - (3.12)

Como mostramos, para o caso quando o sistema e o reservatorio é separavel no instante
inicial, uma representagao de Kraus sempre existe para o operador densidade reduzido.
No entanto, quando na condigao inicial em que o sistema reduzido esta emaranhado com
o reservatorio de uma forma arbitraria, Stelmachovic e Buzek mostraram em (24) que
geralmente o operador densidade reduzido nao pode ser escrito na forma da representagao
de Kraus, a nao ser quando as dinamicas de cada parte do sistema total sejam unitarias.
Vale ressaltar que esta restricao, de condigoes iniciais separaveis, ¢ amplamente utilizada
na literatura e de forma alguma enfraquece o modelo em termos da representacao de
Kraus. De fato, no contexto de computacao quantica, podemos sempre medir os qubits
antes de uma computacao, o que fatidicamente os separam do reservatorio no instante

inicial.

3.2 Equacao mestra de Redfield

Comecamos pelo Hamiltoniano total do sistema quantico incluindo o Hamiltoniano do

sistema, o reservatorio e a interacao,
H(t) = Hs(t) + Hg(t) + Hi (1), (3.13)

cuja dindmica do sistema total, incluindo os estados do ambiente, no formalismo de inte-
racao ¢ dada por

4t i

dt - h[ﬁl(t>7ﬁ(t)]7 (314)

onde, definindo Hy(t) como sendo a soma dos termos desacoplados do sistema e do reser-

vatorio, Hy(t) = Hg(t) + Hg(t), temos

Hy(t) = U (1) Hilko 1), (3.15)



42 3. SISTEMAS ABERTOS

Up(t) = exp|—iHy(t)t/h). (3.16)

Assim, uma solugao formal para a Eq. (3.14) é dada por

S
~ ~ 1 -~ ~
pie) = 5(0) — 5 [ AU E). 50 (317)
0
de forma que iterando obtemos como solucao aproximada
dp(t i~ _ 1 [ . - .
a) _ — = [Hi(t), p(0)] — —2/ dt'[H;(t), [H(t), p(t")]]- (3.18)
dt h h* J,
Assim, tragando as variaveis pertinentes ao reservatorio obtemos
dps(t) 1 7 ~ L[ 7 T 51
22 = e {[Hi(1). 5(0)]} — / at'Tra { [0, [ (#), p(¢)])} . (3.19)

Da equacao acima, ¢ importante notar que nés sempre podemos incluir termos no Ha-
miltoniano do sistema Hg(t) de forma a garantir que o valor médio do Hamiltoniano de
interagao, quando ponderado sobre as varidveis do operador densidade do reservatorio,

seja zero. Assim, podemos escrever a Eq. (3.19) de forma mais simplificada:

dﬁjt(t) - _% ; dt/TTR{[ﬁI(t)v [ﬁf(t’),ﬁ(t’)]]}- (3.20)

Assim, incluimos algumas aproximagoes para a equagao acima. Visto que estamos consi-
derando aproximagoes de segunda ordem, nés podemos supor que o operador densidade
fatora, para qualquer tempo t, em p(t') = ps(t') ® pr(0), de forma que o operador densi-
dade do reservatorio é constante no tempo (reservatorio com capacidade térmica infinita).
Além disso, supomos que a escala de tempo caracteristica da memoria do sistema, que é
representada pela integral na Eq. (3.20), é curta suficiente de tal maneira que o opera-
dor densidade do sistema é insignificantemente diferente do seu valor atual. Assim, nos

substituimos p(t') — p(t). A equagao mestra de Redfield é entao calculada (22),

& ;(t) ~ —% vty (U (0), (112 ps(t) @ r(O)]]} (3.21)

E importante frisar que a equacio de Redfield, apesar de ser local no tempo, ja que envolve
somente pg(t), ¢ ndo Markoviana, visto que esta ainda contém uma referéncia explicita
com o tempo inicial e o tempo local. A aproximacao Markoviana é escrita substituindo
o limite superior da integral por oo, de forma que desta maneira excluimos da dinamica

toda referéncia com o tempo passado.
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3.3 Classes de erros

Nesta secao apresentamos brevemente as trés classes de erros mais estudas na litera-
tura: os erros de descoeréncia, os erros de bit-flip e os erros de amplitude. Tais classes de
erros sao relevantes pois somos capazes de estudar agentes de erros generalizados se con-
siderarmos que as perturbagoes, representadas por estas, agem de forma correlacionada
e/ou independente sobre o sistema. Apresentamos figuras ilustrativas da esfera de Bloch
para cada um dos casos, além dos operadores de Kraus que podem ser utilizados para

calcular a dinamica de cada uma destas classes de erros.

3.3.1 Erro de descoeréncia

A descoeréncia é denominada as perturbagoes externas que nao alteram a configuracao
energética do sistema reduzido (sistema total menos o reservatorio), de forma que as
perturbagoes provenientes do meio ambiente danificam somente a fase das superposicoes
quanticas existentes. A fim de ilustrarmos o fenémeno da descoeréncia, vejamos o exemplo
abaixo:

No6s comecamos escrevendo um Hamiltoniano tal que
H=Hs+ Hp+ H;=Hy+ H; (3.22)

onde Hg e Hg sao os Hamiltonianos do sistema e do reservatorio, respectivamente, e Hj

¢ o Hamiltoniano de interacao que pode ser escrito como,

Hy =) |n)n|®B, =Y A, ®B,. (3.23)

onde {|n)} é uma base ortonormal do sistema reduzido e B,, sdo operadores que atuam
no reservatorio. Visto que estamos focando em interagdes que nao perturbam as energias
do sistema reduzido, nés assumimos que o Hamiltoniano Hg comuta com as projecoes

A, = |n)n|, o que implica em

[Hy+ H;, A, =0, (3.24)
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onde Hy = Hg + Hgi. Para efeito de simplificacao, podemos escrever o mesmo sistema

quantico no formalismo de interacao, de forma que

Hy(t) = Mot/ =ittt/ _ Z In)n| @ By (t), (3.25)

onde

B, (t) = e'fot/hp o~iHot/h (3.26)

Como dito no capitulo anterior, esta transformacao no Hamiltoniano nos fornece como
informacao a dinamica do sistema a menos daquela imposta pelo Hamiltoniano Hy. E uma
forma de observarmos no sistema quantico somente os efeitos pertinentes ao Hamiltoniano
de interacao, descartando aquelas pertinentes ao sistema reduzido.

A dindmica do sistema pode ser calculada através do operador evolugao temporal, que
é escrito como

—iftys nyn n(s
U() = eoF 0 4 Salnlnl®Ba(o) (3.27)

onde o simbolo > representa o ordenamento temporal decrescente da direita para a es-
querda. Assim, pelo fato de [Hy + Hy, A,,] = 0, a base {|n)} nao ¢ afetada pela dinamica

do acoplamento, de forma que um estado inicial qualquer

(W) = ealn) @19), (3.28)

onde |¢) é um estado arbitrario do reservatorio, evolui para

[U(1)) =Y cnln) @ [n()) (3.29)

onde
i f(f dan(s

6a(1)) = 5 |6y = V(1) [9) (3.30)
O estado |¥(t)), como podemos observar, geralmente ¢ um estado emaranhado do sistema-
reservatorio, visto que é dado por uma superposigao de estados |n) ® |¢,(t)). Isto ocorre
pelo fato do Hamiltoniano de interacao criar uma correlacao dos varios estados do sistema
|n) com o estado correspondente do reservatorio |¢,(t)), carregando assim uma informa-
¢oes sobre o sistema. O operador densidade reduzido, no formalismo de interacao, é entao
escrito como:

ps(t) = Tep {[COXL (D)} = D cucs, [n)ml (9m(8)0a (D)) , (3.31)

)
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onde (¢, (t)|dn(t)) = 1. Assim, de forma direta observamos que os elementos da diagonal
principal de pg(t) sdo constantes no tempo, como mencionamos anteriormente, e as suas
coeréncias, dadas pelos elementos fora da diagonal principal, adquirem uma dindmica
dada pela projegao do estado correspondente do reservatorio |¢,(t)) e |¢m(t)). A dindmica
destas projecoes, entao, ¢ definida pela correlagao dos operadores do reservatério, e na

literatura sao usualmente escritas como

[{Gm(8)0n(t)) | = e, (3.32)

com [, (t) < 0, de forma que para n # m a quantidade I',,,(t) descreve a dinémica
dos elementos fora da diagonal principal do operador densidade reduzido do sistema. E
importante notar que Iy, () podem assumir formas diferentes, visto que seu valor pode
depender dos tempos de correlagoes do reservatorio e sua respectiva temperatura, além
dos tempos caracteristicos do sistema.

A dindmica de um qubit quando sujeito ao erro de descoeréncia pode facilmente ser

escrita em termos dos operadores de Kraus:

1+ 1 0 1 — 1 0
Ko(t) = | —+ ) me- —- " (3.33)

onde p é a probabilidade do estado permanecer na sua configuracao inicial. Vale ressaltar
que p é uma parametrizacao do tempo e que sua funcao decresce monotonicamente. De
fato, para t — oo, p — 0.

2

Supondo que p = e 27, e aplicando os operadores de Kraus a um estado geral de um

qubit, que é definido conforme o vetor de Bloch,

1 1
ps(0) = 5[ + 3 [rp0s + 1yoy + 7.0,] (3.34)
obtemos,
1 L1471 e 2 (r, —iry)
2 z 2 @ y
ps(t) = Ki(t)ps(0)Kf(t) = (3.35)
i=0 1e2 (ry +iry) 1 (1=r)

de forma que, como previsto anteriormente, as populacoes do qubit nao se alteram, en-
quanto que sua coeréncia desaparece para tempos longos. A Figura 3.1, que foi copiada
da referéncia (25), ilustra o efeito da descoeréncia na esfera de Bloch. Como vemos, o eixo

Z se mantém constante, enquanto que os eixos & e ¢ sao contraidos & medida que t — oo.
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Figura 3.1. Efeito da descoeréncia na esfera de Bloch. No caso, o eixo Z é mantido constante enquanto
que os eixos T e g sao contraidos.

3.3.2 Erro de bit-flip

A perturbacao de bit-flip é uma perturbacao dissipativa, ou seja, que induz a troca
de energia do sistema com o ambiente. Sua dinamica, quando discreta, esta relacionada
com a inversao da populacao do operador densidade, de forma que no limite em que o
tempo tende a infinito, o estado de um qubit muda de |T) para ||), e vice-versa. Desta
forma, para um sistema de um qubit, esta perturbacao pode ser representada por um

acoplamento do reservatorio com o sistema através da matriz o, de Pauli:
Op = : (3.36)

Os operadores de Kraus que descrevem a dindmica do erro de bit-flip podem ser escritos

CO1mo:

Ko(t):\/? 01 ; Ki(t) = o Lo ) (3.37)

onde p, analogamente ao resultado exposto acima para o caso de erros de descoeréncia,
é a probabilidade do estado permanecer na sua configuracao inicial. Assim, aplicando os

operadores de Kraus a um estado geral de um qubit, a|T) + b|]), podemos observar que
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Figura 3.2. Efeito do erro de bit-flip na esfera de Bloch. No caso, o eixo & é mantido constante enquanto
que os eixos § e Z sao contraidos.

a dinamica do operador densidade, quando sujeito ao erro de bit-flip, é escrita como:

ps(t) = D _Ki(t)ps(O)KI(1), (3.38)
bty = L (lal* + [b]2) + (lal* = [b*)p  (ab" + a*b) + (ab" — a’b)p (3.39)

(ab” + a*b) = (ab* = a”b)p  (al* + [b]*) — (|a* = [B]*)p

Assim, vejamos inicialmente as populagoes do operador densidade; visto que para t = 0
temos p = 1, e que no limite em que t — oo, p — 0, podemos observar claramente que
a populacao do operador densidade se distribui. Isto se deve ao fato de que o ruido de
bit-flip, quando aleatéria, infere aos qubits uma rotacao no espago de Hilbert que, em
média, torna a medida de cada um dos seus auto-estados igualmente provéavel. Desta
maneira, teremos metade das medidas resultando |T) e metade resultando ||). De fato,
se observarmos o operador densidade quando p — 0 temos que:

ps(t — o0) = ! ! (b +a’b) . (3.40)

(ab* + a*b) 1

Analisando as coeréncias, outra propriedade importante surge; podemos observar que
estas se preservam inalteradas quando sao dadas, inicialmente, por ntimeros reais puros.
Neste caso, o ruido de bit-flip, nao destroi as coeréncias do sistema. Entrentando, para
numeros imaginarios puros, estes tendem a zero quando p — 0. A Figura 3.2, que foi
retirada da referéncia (25), ilustra o efeito do erro de bit-flip na esfera de Bloch. Como
vemos, o eixo I, que representa a parte real das coeréncias do operador densidade, se

mantém constante, enquanto que os eixos y e Z sao contraidos.
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3.3.3 Erro de amplitude

O erro de amplitude é dado por uma interacao dissipativa, de forma que ocorrem
trocas de energia entre o sistema reduzido, dado pelos qubits, e o reservatorio. O erro de
amplitude descreve, quando se trata de sistemas de dois niveis, a predilecao natural destes
de permanecerem nas suas configuragoes de menor energia. Este tipo de acoplamento, as-
sim, ilustra o efeito do decaimento espontaneo do sistema reduzido, de forma que qualquer
operador densidade de um qubit (a menos daquele que representa o estado fundamental)
tera tanto sua coeréncia quanto suas populacoes perturbadas quando sujeitos aos erros
de amplitude.

O acoplamento do reservatério, em termos das matrizes de Pauli, é dado conforme a

matriz o_:

1 0 0
o_ = —[o, —io,| = : (3.41)
2 10

e os operadores de Kraus, que descrevem esta dinamica, podem ser escritos como:

Ko=) k= Y ") (3.42)
0 1 Jp 0

de forma que a dindmica do operador densidade, para um estado cuja condigao inicial é

dada em termos do vetor de Bloch por,

1 1
ps(0) = 5[ t3 [re0y + 1y0y + 750 (3.43)
¢ escrita como
1 1e2(1+1,) e M (r, —iry)
2 z 2 v v
ps(t) =D Ki(t)ps(0) K (1) = (3.44)
i=0 % (ry +iry)e " 1— %e‘w — %e‘zwtrz

onde p = 1 — e~2. Como observamos, a medida que t — oo temos que

ps(t — o0) = , (3.45)

de forma que o qubit tende, entdao, ao estado |]). A Figura 3.1, que foi retirada (e

alterada a fim de manter a convencao desta tese) da referéncia (25), ilustra o efeito do
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Figura 3.3. Efeito do erro de amplitude na esfera de Bloch. A esfera se contrai na regidao sul, que no
caso representa o estado ||).

erro de amplitude na esfera de Bloch, onde notamos, como previsto, que a esfera contrai

em diregao ao estado |[).



4 Meétodos de protecao contra erros

Durante os ultimos anos, um numero grande de esquemas interessantes foram pro-
postos para contra-atacar os efeitos danosos e inevitaveis da descoeréncia. Podemos
citar, entre os trés métodos mais importantes, os codigos de correcao de erro quantico
(CCEQ) (26,27,28,29,30), os subespagos livres de descoeréncia (SLD) (31,32,33,34) e
mecanismos baseados em pulsos unitarios freqiientes, denominados bang-bang (BB), e sua
generaliza¢ao o desacoplamento dindmico (DD) (1,2,3,4). Cada uma destas estratégias
possuem suas respectivas peculiaridades, e devem satisfazer condi¢oes proprias para se-
rem bem sucedidas. Por exemplo, para o CCEQ), é necessario utilizar qubits auxiliares
e, geralmente, uma taxa de erro pequena é assumida de forma que somente um qubit é
perturbado durante a execugao do protocolo. Para uma estratégia de SLD, além de qu-
bits fisicos auxiliares, uma simetria especial do meio ambiente também é necesséaria para
direcionar a codificacao de um qubit logico livre de descoeréncia. Finalmente, o método
de DD requer, em principio, somente campos externos de controle sobre um tnico qubit
para proteger uma operagao logica quantica, de forma que nao se faz necessario qubits
auxiliares. A peculiaridade neste caso é que o ciclo de controle precisa ser mais rapido
que o tempo médio de intervencao do meio ambiente. Neste capitulo da tese, nés mostra-
remos as idéias principais contidas em cada um destes métodos e exemplificaremos cada

um deles.

4.1 C(Cobdigos de correcao de erros

Os codigos de corregao de erros quanticos (CCEQ) tém como principal fungao de-
tectar e corrigir erros causados por interacoes externas indesejadas. E denominado um

método de protecao ativo, visto que é necessario uma intervencao externa para recupe-
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rar a informagao danificada. Desde os trabalhos pioneiros de Peter Shor (26) e Andrew
Steane (27), que foram os primeiros a implementarem um CCEQ, um grande ntumero de
artigos cientificos foram publicados a fim de criar e estudar diferentes codigos. O codigo
inicial de Shor utiliza 9 qubits fisicos para representar um qubit 16gico, e protege o sis-
tema contra erros independentes e arbitrarios, onde cada qubit é perturbado de forma
descorrelacionada. Aperfeicoando o método, Calderbank, Shor e Steane desenvolveram
os chamados codigos CSS (28,29) e Gottesman, de forma mais abrangente, os codigos
estabilizadores (35), que generalizam os CCEQ. Além disso, devemos citar também o
trabalho de Knill e Laflamme (36) que deduziram o limite de Hamming quéntico, que
fornece o menor conjunto de estados necessarios para proteger um qubit logico contra
um certo nimero de erros, ou seja, o nimero minimo de qubits fisicos. A fronteira de
Hamming quéantica, por exemplo, limita em 5 o nimero de qubits fisicos necessarios para
proteger um estado l6gico contra uma tunica classe de erros, como erro de fase ou bit-flip,
que ocorrem de formas independentes sobre cada qubit. Vale ressaltar que quando tais
erros nao sao independentes, o nimero de qubits fisicos necessario cresce drasticamente.
A fim de elucidar o método, ndés mostramos um exemplo simples, onde codificaremos um
qubit logico de forma que este esteja livre de erros de bit-flip. Os estados quanticos, neste

caso, sao codificados da seguinte forma:
0), =[000) e 1), = [111), (4.1)
e é suposto que os erros somente acontegam em um unico qubit de cada vez, ou seja
Yi(a|000) 4+ G ]111)) = o7 (« |000) + 3 |111)), (4.2)

onde ¥; representa uma perturbagao de bit-flip.

Sendo assim, a idéia principal do sistema é verificar se os qubits sao iguais dois a dois.
Ou seja:
a) E suposto que o qubit 1 e 2 sejam iguais, eles sio?
b) E suposto que o qubit 2 e 3 sejam iguais, eles sdao?
A resposta para estas duas perguntas resolve o problema de forma completa se somente
um erro acontege a cada aplicacao do codigo de corregao. Como exemplo, se a resposta

a) for sim e b) nao, nos saberemos com certeza que o qubit 3 sofreu um erro de bit-flip.
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O conjunto de respostas sim, nao é o que chamamos de sintoma do erro. Como fazemos
para obter estas respostas é o que veremos abaixo.

A idéia principal se resume em saber se os estados dos qubits sao paralelos ou anti-
paralelos dois-a-dois. Suponha um estado |V¢) = |¢12) @ |aux) onde |¢12) ¢ uma combina-
¢ao dos estados paralelos ou anti-paralelos de 2 qubits , ou seja, |¢12) = « |00) + 3 |11) ou
|p12) = o |10) 4+ #"]01). Uma forma simples de descobrir em qual das duas superposigao
o estado se encontra é aplicar duas portas CNOT consecutivas onde a primeira utiliza o
qubit 1 como controle e a segunda o qubit 2, sendo o alvo o qubit auxiliar. Desta forma,
enquanto que para estados paralelos, seja ele |00) ou |11), o qubit auxiliar nao se altera
visto que para o estado |00) nada ocorre com o qubit auxiliar, e para |11) o qubit auxiliar é
flipado 2 vezes, retornado ao estado inicial, para os estados anti-paralelos o qubit auxiliar
sofre uma rotacao de 180°. Desta forma, entao, somos capazes de responder as perguntas
a) e b) através da medida do qubit auxiliar.

Para corrigir erros de fase o procedimento é similar. Cada um dos trés qubits fisicos

utilizados para codificar o qubit logico é escrito de tal forma que,

[ 10) +11) 0) + [1) 0) + [1)
U= ( /) >®( /) >®< /) )
[ 10) —[1) |0) —[1) 10) — 1)
L), = (7\@) >® (7\ﬂ2) )@ <7ﬂ2) ) (4.3)

Podemos novamente reduzir o problema a determinacao da paridade dos qubits dois a

dois, como no caso anterior, se observarmos que a operacao légica quantica de Hadamard

é de tal maneira que
10),
Hywso———=— = 1), (4.4)

A operacao de Hadamard transforma, se aplicada nos trés qubits, os estados codificados
dados conforme Eq. (4.3) nos estados logicos dados pela Eq. (4.1), de forma que o
procedimento anélogo ao caso de correcao de erros de bit-flip pode ser executado. Vale

notar que um erro de fase atua de tal forma que

oL 0 ie;gw i )

representando um bit-flip apos a operacao de Hadamard.
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4.2 Subespacos livres de erros

A idéia principal dos subespacos livres de erros se baseia em encontrar um grupo de
estados, dentre todos os existentes no espago de Hilbert, cujas superposicoes sao invul-
neraveis a certos tipos de erros. Desta forma, se fazem necessarias simetrias especiais do
acoplamento sistema-reservatorio, e geralmente estao relacionadas com interacoes coleti-
vas, onde as interagoes dos diversos subsistemas, como por exemplos os qubits, interagem
com o reservatorio de forma correlacionada. Assim, a fim de utilizar a simetria como um
recurso para a protecao, qubits auxiliares sao necessarios, de forma que um qubit l6gico
possua no minimo 2 qubits fisicos. Apesar desta restricao, uma vantagem deste método de
protecao contra erros sobre os codigos de correcao de erros e o desacoplamento dinamico
é irrefutével: este é o tnico, dentre os trés métodos, que age de forma passiva, sem a

necessidade de qualquer operacao ou manipulacao externa.

A procura em contornar os erros, no contexto de computacao quéntica, baseado na
identificacao de estados que possam ser imunes a certas classes de erros comecou com
as observagoes de Palma, Suominen e Ekert (37) em um estudo dos efeitos da defasa-
gem coletiva para dois qubits que interagem de forma idéntica e correlacionada com o

reservatorio. Neste caso, o Hamiltoniano de interacao é dado por,
Hip = (0f +03)® B=J,® B, (4.6)

onde B ¢é um operador que atua no sub-espaco do reservatorio e estd acoplado com o
operador momento angular total do sistema na direcao 2. O operador J, = o] 4+ 05 €
degenerado, visto que os estados |T]) e ||T) possuem o mesmo autovalor. Assim, neste
caso, quaisquer superposi¢oes dadas por a|T]) + F]]l1) estarao livres da perturbagao

dada por J,, de forma que somos capazes de codificar um qubit l6gico nestes estados

degenerados.

De uma forma geral, se encontrarmos um subespaco tal que, dado um Hamiltoniano

geral de interacao,

Hy =Y Soa® B, (4.7)
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exista um conjunto {|k)} de autovetores de S,’s com a propriedade,
Salk)=calk)  VYa,lk), (4.8)

a evolucao ¢é livre de erros se a condicao inicial e toda e qualquer dinamica imposta ao
sistema estiver dentro deste subespaco dado pelo conjunto {|k)}. Vale ressaltar que os
autovetores sao degenerados, ou seja, ¢, depende somente do indice a do operador do
sistema, mas nao do indice k. Esta, pode se dizer, é a idéia principal dos subespacos livre

de erros e foi observada pela primeira vez por P. Zanardi e M. Rasetti em 1997 (38).

4.3 Desacoplamento dinamico

O desacoplamento dindmico, como o préprio nome sugere, ¢ uma estratégia de defesa
que atua de forma dindmica no sistema. Apesar dos avancos na literatura em relagao aos
diversos métodos de desacoplamento dinamico, os fundamentos desta estratégica contra
erros sao bem conhecidos dos experimentais em ressonancia magnética nuclear (RMN).
Neste caso, a técnica denominada spin eco, é baseada na inversao do vetor de magne-
tizacao dos spins, o que torna possivel, em determinados periodos de tempo, recuperar
a informacao perturbada por algumas classes de erros. De forma anéloga, supondo pul-
sos ou campos de alta freqiiéncia que interagem com o qubit de forma mais rapida que
o tempo médio de interagao do reservatorio, o desacoplamento dindmico surge de uma
maneira mais ampla, sendo capaz de desacoplar um qubit de diversos tipos de interacoes.
Abaixo, calculando a dindmica para um sistema aberto, mostramos que existe uma classe
de Hamiltonianos de controle dependentes do tempo capazes de realizar tal tarefa.

Dado o Hamiltoniano

H(t) = H.(t) + Hg + H, (4.9)

onde H,.(t) é o Hamiltoniano de controle mais o Hamiltoniano do sistema fisico, Hgr é o
Hamiltoniano do reservatorio e H; ¢ o Hamiltoniano de interagao entre o sistema e o reser-
vatorio. A questao principal do desacoplamento dinamico, entao, se baseia em encontrar
um Hamiltoniano H.(t) tal que, como resultado, tenhamos um sistema desacoplado do

reservatorio, eliminando, assim, o termo pertinente ao Hamiltoniano de interacao. Para



4. METODOS DE PROTECAO CONTRA ERROS 55

mostrar que de fato podemos encontrar este Hamiltoniano, convém escrevermos H () num
outro referencial. Como exposto na introdugao, podemos alterar o referencial do Hamil-
toniano total do sistema, transformado-o por operacoes unitarias, de forma a escrevemos

H (t) na representagao de interagao,
H(t) = UL (t) Hilhe(t) + Hp, (4.10)
onde U.(t) = exp(—iH.(t)t), e notando que os operadores do sistema comutam com o
operadores do reservatorio. Nesta representacao, a dinamica do operador densidade é
entdo dada exclusivamente pelo termo da interacdo, sendo este constante quando H (1) =
UI(t)H U, (t) for igual a zero.

O operador evolugao temporal total do sistema, neste novo referencial, é tal que (in-

cluindo —ifi em H(t))
dU(t)

—7ﬁf—::}?(014@), (4.11)

que pode ser calculado, de uma forma aproximada, através da expansao de Magnus (39).

Propondo uma solugao exponencial para o sistema total,
U(t) = exp(A(1), (4.12)

com A(0) = 0, Magnus mostrou que A(t), quando expandido numa série de poténcias no

tempo é escrito como (ver detalhes no Apénd. (A)),

A(t) = Ay(t) + As(t) + As(t) + ., (4.13)
onde
A(t) = Otfigﬁdﬂ,
a(t) = 5 [0 A
%@——%KWWMMNW+%¢ﬁMﬂAﬁ%ﬁWWﬂ (4.14)

de forma que podemos calcular, de forma aproximada, a dindmica dada pelo operador
evolucdo temporal. E importante notar que se o termo de primeira ordem A, () for nulo,

conseqiientemente todas as outras ordens também serao. Surge entao o desacoplamento
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dindmico: visto que temos um controle sobre o sistema, existe algum Hamiltoniano do

sistema, cujo operador evolucao temporal U, () seja periddico no tempo, tal que,

Ay (t) = —ih / tuj(t)HIZ/{c(t)dt’ =0, (4.15)

ou seja, ¢ possivel anularmos o primeiro termo da expansao de Magnus restaurando a
informagao em determinados periodos? O método de desacoplamento dindmico mostra
que, em teoria, sim. Na literatura existe um grande niimero de trabalhos teéricos que
mostram altos indices de desacoplamento através da utilizacao de pulsos de altas freqiién-
cias (1,2,3,4), mas, entretanto, os estudos do método de desacoplamento com campos

continuos é mais recente, e é nesta linha de pesquisa que trilhamos no decorrer desta tese.



5 Desacoplamento dinamico

continuo para o caso de 1 qubit

5.1 Desacoplando continuamente operacoes de 1 qubit

Nesta parte da tese nos aplicamos o método de protecao contra erros denominado de-
sacoplamento dindmico para o caso da protecao de operagoes logicas de um qubit. Aqui
nos calculamos e ilustramos em detalhes toda a metodologia por nés desenvolvida (40),
cujo ferramental foi crucial para o desenvolvimento desta tese. Partindo do operador evo-
lugao temporal geral para um sistema de um qubit, nés determinamos via diferenciagao,
a classe de Hamiltonianos, e conseqlientemente as configuragoes dos campos continuos de
alta freqiiéncia, capazes de desacoplar de forma eficiente o sistema do reservatorio. Como
dito, nosso trabalho baseia-se na utilizacao de campos continuos de alta freqiiéncia, o
que difere da grande maioria dos trabalhos presentes na literatura. O desacoplamento
continuo, como mostraremos a seguir, pode ser alcancado de forma mais simples que os
pulsos de altas freqiiéncias pois, contrario ao sistema pulsado, somente se faz necessério

uma tnica intervengao ao final da operagao logica quantica.

Nos mostramos que, se a estrutura do erro que age em um qubit, e suas respectivas
constantes sao conhecidas, através da aplicacao de uma superposicao de campos externos é
possivel realizarmos qualquer operacao logica em um qubit fracamente perturbado por um
ambiente representado por um campo escalar de bésons, mesmo a uma temperatura finita.
A formulagao geral do método de desacoplamento dindmico (2,41), como mostraremos,
gera uma interpretacao geométrica clara da protecao do erro quando utilizado no caso
simples de um tnico qubit controlado por campos continuos. Sob estas circunstancias,

nés mostramos que a descoeréncia durante as operacoes logicas pode ser eficientemente
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reduzida pela aplicacao de dois campos vetoriais: um rodando ortogonalmente na dire¢ao
do outro, que é um campo vetorial estatico. As amplitudes, freqiiéncias e as direcoes
desses campos sao determinadas pela operacao logica pretendida, pela estrutura do erro
ao qual o qubit esta sujeito e pelas caracteristicas do meio ambiente.

Pelo proposito de comecarmos uma investigagao do uso de campos de controle con-
tinuos para protecao contra erros durante operacoes logicas quanticas, nos fazemos a
suposicao inicial de que a interagao entre os qubits e o meio ambiente que o circunda ¢é
suficientemente fraca, de forma que uma teoria de perturbacao pode ser aplicada. Neste
capitulo nés imaginamos uma situacao na qual o qubit estd longe de outros qubits e,
ainda, que possa ser controlado por campos externos. Apesar disso, imaginamos que o
qubit esta sujeito as perturbacoes provenientes do meio ambiente que aqui nés representa-
mos como um reservatorio térmico de bosons escalares. E importante notar que aqui nos
iremos tratar campos de controle com freqiiéncia da ordem do inverso do tempo de cor-
relacao dos campos que representam o meio ambiente, de forma que nés devemos, ainda

que utilizando teoria de perturbagao, deduzir uma equagao mestra nao-Markoviana.

5.1.1 Equacao mestra para um tnico reservatoério

Nos comecamos notando que os agentes que acoplam o qubit ao meio ambiente podem
ser representados pelas matrizes de Pauli. N6s supomos, nesta parte da tese, que a acao
do meio ambiente é representada por um tnico campo escalar bosonico, de forma que o

Hamiltoniano de interacao é dado por,
Hi=(M\-0)B+(\-0o)Bf, (5.1)

onde A é o vetor de erro cujas componentes podem ser complexas. No6s tomamos B =
> & Grag, onde g, é um nimero complexo que representa a constante de acoplamento para
o modo normal k£ com dimensao de freqiiéncia e ay, é o operador que aniquila um quantum
no modo k do reservatério. Nesta parte da tese nos utilizamos unidades de h = 1.

Como dito na parte introdutoéria deste capitulo, ao invés de comecarmos com o Ha-

miltoniano e calcular o operador evolucao temporal do sistema cujo procedimento neces-
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sariamente se refere a métodos de ordenamento temporal que estao sujeitos a diversas
dificuldades técnicas, ndés comecamos com o operador de evolu¢ao unitario geral para um
qubit e obtemos, de forma inversa, o Hamiltoniano por diferenciacao.

Qualquer transformacao unitaria de um qubit pode sempre ser expressa por:
U(t) = I cosa(t)] —io - a(t) sin [a(t)], (5.2)

onde [ é a matriz identidade 2 x 2, « (¢) ¢ uma fungao do tempo ¢, @ () é um vetor unitario
dependente do tempo e o = %o, + yo, + Zo., onde 0,, 0, € 0, sao as matrizes de Pauli.

O Hamiltoniano de controle H.(t) é entao facilmente obtido através da diferenciagao da

Eq (5.2):
H.(t) = id“d—iww(t) =Qt)-o, (5.3)
Qt) = dc;—it)ﬁ(t) + sin[a(t)] cos[a(t)]%it) + sin®[a(t)]0(t) x dfcllit), (5.4)

onde UT(t) é o Hermitiano conjugado de U(t). O calculo de (t) é direto, e esta feito
em detalhes no Apéndice (C.1). E importante notar que, visto os resultados das Egs.
(5.2)-(5.4), nos evitamos qualquer tipo de manipulagao de ordenamento temporal.

A equacao mestra de segunda ordem, local no tempo, que descreve a evolucao da

matriz do operador densidade do qubit, no formalismo de interagao, é escrito como (42):

df;_? — - /0 dt'Tr { [, [ i), pr0)] | } (55)

onde H /(1) é o Hamiltoniano de intera¢do no formalismo de interacao, ou seja,

Hi(t) = UM (UL HiUR(DU L), (5.6)
Ur(t) = exp (—iHRgt), (5.7)
HR = Z wka,tak (58)

k

onde wy é a freqiiéncia do modo normal k do reservatorio térmico, e U(t) é como na Eq.

(5.2). E importante destacar que a Eq. (5.5) é uma aproximacio de segunda ordem
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em termos da constante de acoplamento, de forma que é valida no regime no qual o
tamanho do acoplamento, expresso em unidades de freqiiéncia, multiplicado pelo tempo
de correlagao do reservatorio térmico ¢ muito menor que 1.

Acima, pr é a matriz densidade inicial do reservatério térmico:

1

PR = Z exp(—(GHg), (5.9)

onde Z ¢é a funcao de particao que é dada por
Z = Trg [exp(—BHR)]. (5.10)

Aqui, f = 1/kgT, onde kg é a constante de Boltzmann, e T é a temperatura absoluta do
meio ambiente.

Da forma da interagao entre o qubit e seu meio ambiente, Eq. (5.1), n6s obtemos

Hi(t) = B(t)A(t) - o + B (t)A*(t) - o, (5.11)
onde
B(t) = U},(t) BUg(t) =Y _ grax exp(—iwt), (5.12)

e A(t) é definido como um vetor dependente do tempo, e é dado por
A(t) = Acos[2a(t)] + [Axa(t)] sin [2a(t)] + () [a(t) - A] {1 — cos [2a(t)]}.  (5.13)

O célculo do vetor A(t) esta feito em detalhes no Apéndice (C.2).

Substituindo Eq. (5.11) na Eq. (5.5), nés obtemos

:ZZ{ ap(t) [0a, pr(t)os] + Dy, ()[Uﬂpl(t)70a]}, (5.14)

Q
Il
,_.
ki
—_

onde definimos

Dastt) = | T b (O prbal?)] (5.15)

com o operador do reservatorio b(t) dado por b(t) = B(t)A(t)+ Bt (t)A*(t). Substituindo
(5.9) em (5.15) obtemos entao

Dops(t) = 2R {A;(t) / t dt' Ag(t) Iy (t — t’)} + AL (t) / t dt' Ag(t)Zy(t —t"),  (5.16)

0
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onde R{-} é dado pela parte real do argumento, e definimos

T)(t) = Z| g’ e;;{%x’“t) , (5.17)
T,(t) = Z|gk| exp (iwyt) . (5.18)

Os calculos da Eq. (5.14) e da Eq. (5.15), que originam as correlagoes do reservatorio
térmico dado por Z;(t) e Zy(t), estao feitos em detalhes no apéndice (C.3) e (C.5).
Finalmente, no limite em que o nimero de modos normais do reservatoério por unidade

de freqiiéncia se torna infinito, nés definimos a densidade espectral como,

Jw) = |gl* 6w — wy), (5.19)

k

com w € [0,4+00) e interpretamos a soma das Eqs. (5.17) e (5.18) como integrais sobre w:

() = / " o (w) expliwt) fexp(fw) — 1],
I(t) = /Ooodwj(w)exp(iwt). (5.20)

Se nos escrevermos agora p(t) = (I +r(t) - o], o vetor de Bloch r(t) é real e, pelas Egs.

(5.14) e (5.16), satisfaz a equacao diferencial

dr(t)
dt

= AR{A™(t) x [2F(t) + G(t)) x 2r(t)]} — 2 [A*(t) x G(t)], (5.21)
onde definimos

F(t) = /0 tdt’A(t’)L(t—t’),

G = /0 WAV~ ) (5.22)

Os vetores F(t) ¢ G(t) podem ser interpretados como médias temporais do vetor A(t')
pesados pelas fungoes Z;(t — t') e Zy(t — t'), respectivamente. Dependendo do tamanho
da densidade espectral do reservatorio, J(w) na Eq. (5.19), as fungbes peso, Z;(t — ') e
Zo(t — t'), determinam quanto da histéria passada de A(t') efetivamente contribui para
as suas médias temporais, F(t) e G(t). Portanto, a Eq. (5.21) nfo ¢é restrita por uma

aproximacao Markoviana.
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5.1.2 Protecao da operagao légica de Hadamard

Nos direcionamos nossos esforcos na tentativa de encontrarmos um operador evolucao
temporal U(t) tal que a Eq. (5.21), a qual se refere ao formalismo de interagao, resulte,
ap6s um certo tempo de duragao 7 da operagao logica quantica, em r(7) =~ r(0). Na
representacao de Schrodinger, este resultado significa que, efetivamente, a dindmica des-
crita pela Eq. (5.21) é equivalente a agao do operador U(7), como se o qubit nao fosse
perturbado pelo meio ambiente durante o intervalo de tempo 7. Vale ressaltar, que apesar
de nos focarmos na operacao logica de Hadamard, a metodologia aqui apresentada pode
ser aplicada para qualquer operacao logica de um qubit.

O Hamiltoniano total, na representacao de Schrodinger, é dado por
H(t) :HU(t)—i-HB—l-H[, (523)

onde Hy(t) é determinado conforme descrito pela Eq. (5.3) depois de encontrar U(t),
Hp é o Hamiltoniano do reservatorio como descrito logo abaixo da Eq. (5.5), e H; é o
Hamiltoniano de interagao dado conforme Eq. (5.1).

Pelo fato de nos planejarmos realizar um operacao logica quantica simultaneamente
a protegao de erros, nos dividimos Hy (t) em dois termos, Hy(t) = Hy(t) + H.(t), onde
Hy(t) executa a porta logica quantica, enquanto H.(t) age contra a agdo perturbatoria
do meio ambiente. De acordo com a prescri¢ao bem exposta na Ref. (41), o operador

unitéario U.(t) correspondente ao Hamiltoniano H,.(t) deve ser periddico e satisfazer
te
/ dtUl () HiU,(t) = 0, (5.24)
0

onde t. < 7 & o periodo de U.(t), ou seja, U.(t + t.) = U.(t). Neste capitulo, por con-
veniéncia, nés escolhemos 7 como um multiplo inteiro n de t., ou seja, 7 = nt., tal que

U.(T) = I. Assim, se escolhermos
H.= (2n/t)u. - o, (5.25)

entao

U.(t) = I cos(2nmt/T) — i, - o sin(2nwt/T). (5.26)
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Seguindo o mesmo procedimento utilizado para obter as Egs. (5.11) e (5.13), nos desco-
brimos que a integral de U] (t)HU.(t) sobre um perfodo t. resulta zero somente se nos
escolhermos 1. ortogonal ao vetor A, o que é sempre possivel, mesmo se A tiver uma
componente complexa.

No formalismo obtido utilizando a transformagao unitéaria U.(¢) como dado acima, nos

escolhemos Hy(t) tal que

UL () Ho(Ue(t) = —Tig - o, (5.27)

onde 1y e 0y sao constantes a serem determinadas de acordo com a operagao logica preten-
dida, conforme explicamos abaixo. Visto que U] (t)Hy(t)U.(t) é independente do tempo,

o operador unitario de evolucao temporal associado a ele é dado por
Up(t) = I cos(Opt/T) — ity - o sin(bot/T), (5.28)

dando

Uy(T) = I cosby — io - G sin Oy (5.29)

no fim da operacao logica, t = 7. Desta forma, se nos escolhermos U(t) como um operador

unitario composto, formado por dois campos, U(t) = U.(t)Us(t), entdo, em ¢t = T,
U(T) = I cosby — io - g sin by, (5.30)

de forma que a operagao logica desejada determina a escolha de Gy e #y. Comparando

estas conclusoes com a Eq. (5.2), noés obtemos:

cosla(t)] = —u.-Ggsin(2nnt/7)sin(Oot/7)
+ cos(2nmt/T) cos(bot /T), (5.31)
u(t)sinfa(t)] = (4. x Q) sin(2nnt/7) sin(bot/T)

+1.sin(2n7t/7) cos(Oot /T)

+1 cos(2nmt/7) sin(Oot /7). (5.32)

A forma explicita do Hamiltoniano Hy; é aquela ja dada pela Eq. (5.3), Hy = Q(t) - o,

onde o campo externo aplicado é calculado das Eqs. (5.31) e (5.32) de acordo com a
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prescrigao da Eq. (5.4):

Q(t) = [@nr/7)+ (0o/7)0, - D]t
+(0o/7) [0 X (Gg X 0.)] cos(2nmt/T)

+(00/7) (4, x 0) sin(2n7t /7). (5.33)

Assim, como podemos observar, o primeiro termo da Eq. (5.33) é um campo estético
ao longo da direcao que ¢é perpendicular ao vetor de erro, como discutido acima, e os
outros dois termos geram um campo girante perpendicular & dire¢ao do campo estético.
Nos apresentamos célculos numéricos para resolver a Eq. (5.21) a fim de apresentar a
estratégia descrita acima. Para ilustrar nosso resultado como um exemplo concreto, no
presente capitulo nés assumimos uma densidade espectral 6hmica com uma freqiiéncia
de corte w,, ou seja, J(w) = nwexp(—w/w.), onde n ¢ uma constante adimensional.
Tais densidades espectrais sao tipicas de reservatorios formados por elétrons condutores,
assim como nos denominados SQUIDS, que sao interferémetros quanticos supercondutores
tipicos das jungoes de Josephson. Assim, as versoes integrais das Eqs. (5.17) e (5.18)

podem ser explicitamente calculadas (ver apéndice (C.4)) dando:

Lit) = (/69 (1+1/(Bwe) —it/B),
To(t) = nw?/ (1 —iwt)®, (5.34)

onde U ¢ a primeira funcio poligamma, que ¢ definida como a derivada segunda do lo-
garitmo da fungao gamma que por sua vez é uma extensao para nimeros reais e complexos

da funcao fatorial,

oW (2) = dilzlnf(z), (5.35)

onde
oo
I'(z) = / t*le”tdt, (5.36)
0

onde z é um numero complexo com sua parte real positiva. Como no caso do desaco-
plamento dindmico pulsado (1,2,3), nés obtemos que o campo girante deve possuir uma
freqiiéncia suficientemente maior que w, para ser eficiente na protecao do estado quantico.
Devido a esta hipotese inicial, nés escolhemos w.7 = 27 nos calculos numéricos.

Uma das piores situagoes ocorre quando o vetor de erro possui componentes complexas,
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descrevendo, além de descoeréncia pura, também dissipagao. Desta forma, nos escolhe-
mos A = (4% + iy + 2v/22)/5, visto que este ¢ adimensional de acordo com a Eq. (5.1).
Entdo, @i, = (X — v/22)/v/3 é uma escolha apropriada. Para uma operacio de Hadamard,
nos temos iy = (X + 2)/v/2 (25). Para os parametros do reservatério, além de supormos
uma densidade espectral 6hmica, nés escolhemos n = 1/16, T = 0.25K, e 7 = 107'%,
que sao numeros tipicos de componentes de estados solidos, como por exemplo juncoes de
Josephson. Assim, para a condicao inicial p;(0) = [ /2+0,/2, quando H. = 0 a fidelidade
¢ dada por F(1) = Tr[pr(7)ps(0)] =~ 0.7199. No entanto, se nos escolhermos n = 5 na Eq.
(5.33), a fidelidade se torna F(7) ~ 0.9965. A Figura 5.1 mostra estas fidelidades em
funcao do tempo, junto com dois casos no qual G, nao é escolhido como sendo ortogonal
ao vetor de erro, mas deslocado 10° e 30° em direcao ao eixo x. Nestes exemplos nos
observamos que a funcao da fidelidade resultante é pouco sensivel a pequenas variacoes
do angulo do campo incidente. Assim, de forma analoga, ja que a condicao para éxito
do método depende somente do angulo entre Gi. e A, a protecao do erro é também pouco
sensivel a pequenas variagoes do vetor de erro. Na figura suplementar, nés mostramos
a fidelidade final, calculada no tempo t = 7, como uma funcao da temperatura e n com
. como dado acima, ortogonal a A. Observamos que a baixas temperaturas, devido a
forma da densidade espectral, as condi¢oes sao melhores para aumentar a fidelidade da
operacao logica, mas os efeitos do aumento da temperatura podem ser compensados por
campos de controle com freqiiéncias e amplitudes maiores. A condigao inicial é dada por
r(0), cujo modulo, para estados iniciais puros, é 1/2. Assim, todas as condi¢oes iniciais
para estados iniciais puros podem ser parametrizados por dois angulos: ¢ € [0,27) e
0 € [0, 7]. Nos particionamos estes intervalos dos angulos em 200 e 100 intervalos regular-
mente espagados, respectivamente, e resolvemos a Eq. (5.21) para cada uma destas 20000
condigoes iniciais. O pior e o melhor caso para as fidelidades foi de 0.99622 e 0.99987, res-
pectivamente, com todas as outras varidveis ajustadas conforme a configuracao da linha

vermelha na Figura 5.1.
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Figura 5.1. SolugGes numéricas para a estratégia descrita no texto para superar o obstéculo da descoerén-
cia e dissipacao durante a operacao de Hadamard. A linha roxa representa a fidelidade quando H. = 0,
enquanto que a linha vermelha é o resultado para n = 5 na Eq. (5.33) e 1., escolhido ortogonalmente
ao vetor de erro A, como descrito no texto. As linhas azul e verde representam o resultado para n = 5
quando 1, é inclinado 10° e 30° na diregao ao eixo z, respectivamente. No grafico menor nés mostramos
a fidelidade no tempo ¢t = 7 como uma fungao da temperatura e n.

5.2 Classes independentes de erros

Nesta se¢ao, dando continuidade ao capitulo, nés mostramos uma extensao do mé-
todo de desacoplamento dinamico apresentado. Nesta parte da tese, ao contrario do caso
anterior, onde somente um reservatorio bosonico representava o meio ambiente que cir-
cunda o qubit, noés consideramos trés classes de erros independentes, que, por sua vez,
sao geradas por acoplamentos do sistema com trés reservatoérios bosonicos independen-
tes (43). Nos analisamos a fidelidade da operagao logica quéantica de Hadamard acoplada
a um meio ambiente que afeta o sistema gerando descoeréncia, erros de bit-flip e erros
na amplitude. Além disso, nds analisamos a praticabilidade do desacoplamento dindmico
baseado em campos de alta freqiiéncia continuamente aplicados, considerando dois tipos
de densidades espectrais para o meio ambiente: 6hmica e super 6hmica. As densidades es-
pectrais 6hmicas sao utilizadas, por exemplo, para modelar oscilagoes em interferémetros
quanticos supercondutores tipicos das jun¢oes de Josephson, enquanto que densidades es-
pectrais super 6hmicas podem modelar as relaxacoes vibracionais em cadeias cristalinas.
Inicialmente, nés observamos a fidelidade de uma porta logica de Hadamard desprotegida
acoplada a um tnico reservatorio bosoénico que causa descoeréncia, e entao ilustramos os

casos 6hmicos e super 6hmicos. Definimos um arranjo onde, na auséncia de campos de



5. DESACOPLAMENTO DINAMICO CONTINUO PARA O CASO DE 1 QUBIT 67

controle para protecao, a fidelidade da porta ldégica é menor no caso 6hmico que no caso
super 6hmico. Mostramos que o desacoplamento dindmico, mesmo nesta situacao, é alcan-
¢ado no caso super 6hmico somente quando o campo de controle é suficientemente maior
que no caso 6hmico. Subseqiientemente, nos consideramos a presenca de dois reservato-
rios adicionais independentes, gerando erros de bit-flip e erros na amplitude, e mostramos,
como uma func¢ao da relacao dos acoplamentos, a relevancia destes erros durante uma ope-
racao de Hadamard protegida contra descoeréncia. Finalmente, nés introduzimos mais
um campo externo continuamente aplicado, criteriosamente calculado para proteger a
operagao de Hadamard contra todas as trés classes de erros independentes. Este capitulo,
para maior clareza, é organizado em se¢oes da seguinte maneira. Na se¢ao (5.2.1) nos
introduzimos a interacao do qubit com o meio ambiente, e escrevemos a equagao mestra
local no tempo de segunda ordem, descrevendo a evolucao da matriz densidade reduzida
no formalismo de interagao, similar ao exposto no capitulo anterior. Na se¢ao (5.2.2) nos
introduzimos os trés reservatorios independentes, descrevendo a descoeréncia, os erros de
bit-flip e os erros na amplitude. Na se¢ao (5.2.3) nos consideramos a fidelidade de uma
operacao logica de Hadamard que atua num ambiente que causa somente descoeréncia no
qubit e comparamos o caso 6hmico e super 6hmico. Analisamos a dindmica para todas
as condicoes iniciais e estimamos a pior fidelidade com e sem protecao por meio de de-
sacoplamento dindmico continuamente aplicado. No6s nos focamos no caso super 6hmico
na se¢ao (5.2.4) e adicionamos erros independentes de bit-flip e amplitude para estudar
a influéncia dessas perturbagoes na evolucao da porta logica de Hadamard ja protegida
contra descoeréncia. Finalmente, ainda nessa se¢ao nés também calculamos o campo de
controle necessario para eliminar todas as trés classes de erros durante a operagao logica

quantica.

5.2.1 Equagao mestra para reservatorios independentes

No6s comecamos, conforme a metodologia aplicada no capitulo anterior, observando

que uma evolugao controlada de um qubit, livre de ruidos do ambiente, é dada pela acao
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de um transformacao unitaria geral da forma:
U(t) = I cos[a(t)] —io - a(t)sin [a(t)], (5.37)

onde I é a matriz identidade 2 x 2, () é uma fungao arbitraria do tempo ¢, @ (¢) € um

vetor unitario arbitrario dependente do tempo e o é um vetor composto pelas matrizes

de Pauli

O Hamiltoniano dependente do tempo Hy(t) que origina o operador evolugao na Eq.

(5.37), conforme ja mostramos no capitulo anterior, é obtido por diferenciagao:

Hy(t) = z’hdud—it)w (t) = hQ(t) - o, (5.38)

co1m

Q(t) = d(zl—ff)ﬁ(t) + sinfa(t)] cos[a(m%ﬂ + sin?a(o]a() « 280

dt -’

(5.39)

onde A ¢ a constante de Planck dividida por 27 e U'(t) é o Hermitiano conjugado de U (t).
Assumimos que a interacao entre o qubit e seu meio ambiente seja suficientemente fraca
para que possamos considerar um acoplamento linear com o reservatorio. Representamos

a acao do meio ambiente por
Hi=(L+ LYo, (5.40)

onde L = L1X+ Loy + L37 é um operador cujas componentes L1, Lo, e L3 agem no espaco
de Hilbert ¢ L' ¢ o Hermitiano conjugado de L.

Utilizamos, como anteriormente, a equagao mestra de segunda ordem local no tempo
para descrevermos a evolugao da matriz densidade reduzida do qubit, que no formalismo

de interagao ¢é escrita conforme (42):

d’;_it) _ /Ot ' Trg { [ﬁlf(t), [Flz(t’),pzaeﬁ(t)ﬂ } : (5.41)

onde H;(t) é o Hamiltoniano de interacao expresso no formalismo de interagao, ou seja,

Hy(t) = UM (U, (t) HiUr (U 1), (5.42)
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Ugr(t) = exp (—iHRgt), (5.43)

onde Hg ¢ o Hamiltoniano do reservatorio externo, e U(t) é como na Eq. (5.37). Aqui e
na continuidade deste capitulo nos escolhemos unidades de h = 1. Vale ressaltar que a Eq.
(5.41) é valida somente no regime nos quais o tamanho dos acoplamentos, expressos em
unidades de freqiiéncia, multiplicado pelo tempo de correlagao dos operadores do ambiente

¢ muito menor que a unidade. Acima, pr é a matriz densidade inicial do ambiente,

1
PR= 7 exp(—GHRg), (5.44)
onde Z ¢é a funcao de particao
Z = Trg [exp(—BHR)], (5.45)

B =1/kgT, kg é a constante de Boltzmann e T' é a temperatura absoluta do ambiente.

Da forma da interagao entre o qubit e seu meio ambiente, Eq. (5.40), obtemos
Hr(t) = A(t) - [£(t) + £' (1), (5.46)

com L(t) = M;(t)EMR(t), e A(t) = UT(t)oU(t). Visto que A(t) é somente uma rotagao
de o, é conveniente escrevermos suas componentes como:

3

AuD) = 37 Ryult)on, (5.47)

v=1
onde R, ,(t), para i, v = 1,2, 3, sdo as matrizes de rotagao dependentes do tempo corres-
pondente & transformagao unitéria representada por U(t) conforme Eq. (5.37).

Substituindo Eqs. (5.46) e (5.47) na Eq. (5.41), nés obtemos a equag¢ao mestra

d@—? = " Duplt) [0s (1))

a,B=1
3
+ ) Dap™(t) [0sp(t), 00, (5.48)
a,f=1
onde definimos

D)= 3" Rt / Ry () Co (1,1, (5.49)

pr=1 0
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co1m

Cou(t,t) = Trp {(ﬁu(@ + EL@)) 0B (ﬁy(w + Ez(t'))} . (5.50)

E importante notar que Eq. (5.48) ndo é restrita a escolha especifica do Hamiltoniano
do meio ambiente. Abaixo, nés definimos trés banhos de osciladores harmonicos indepen-

dentes, cada um representando um classe distinta de erros quanticos.

5.2.2 Erros independentes de descoeréncia, bit-flip e amplitude.

Assumimos o Hamiltoniano do ambiente como

3
Hp =Y wisal air, (5.51)
i=1 k

onde w; ;, € a freqiiéncia do modo normal k do i-th reservatério independente. Escrevemos

o operador £ como sendo

3

L=) M\B, (5.52)

i=1

com
Bi = giraik, (5.53)
k

onde g; ;. ¢ a constante de acoplamento (complexa inclusive) para o modo k do i-th reser-
vatorio, a;j € operador que aniquila um quantum no modo k do i-th reservatorio, e A; é

chamado de vetor de erro do #-th reservatorio. No6s escolhemos o vetor de erro

AL = )A(a
X + 1y
A2 - 2 ya
As = 7, (5.54)

representando erros de bit-flip, erros na amplitude, e descoeréncia respectivamente. As-

sim, o Hamiltoniano de interacao, Eq. (5.40), é escrito como:

3
Hy =) (BAi+BIX) o, (5.55)

i=1
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de forma que, comparando Eq. (5.40) com Eq. (5.55), noés encontramos que as compo-

nentes de £, no formalismo de interagao é dado por:

£it) = Bilt) + 5 Balt),
Ly(t) = %BQ(LL),
Ls(t) = Bs(t), (5.56)
e, usando Eqs. (5.43), (5.51) e (5.53),
Bi(t) = U}, (t) BUR(t) Zg,kazkexp( iwi ). (5.57)

Com estas consideracoes, nos calculamos a funcao correlagao do reservatorio da Eq.
(5.50), C,,,(t,t'), usando Eqgs. (5.44), (5.45), (5.56) e (5.57). Observando as componentes

de £ dadas pela Eq. (5.56), as tnicas componentes diferentes de zero sao:

Cra(t,t) = 22:(9”“ )+ G (t—t’)>,

/ / 1
Cha(t,t) = Coa(t, ) = ZZQ St —1)
k=
1 2
0272(t7 t/) = _Z Z gég) (t - tl>7
k=1
2
Cas(t,t) = D Gyt —1), (5.58)
k=1
Ccom
Gt — 1) = Trp [Bi(t)pBB;(t’)} =03 Y |ginl* nigexp[—iwii(t — )] (5.59)
k
€

GA(t—t) = Trp |Bl0)pnBi(t)] = 0y 3 lgial? (nis + 1) expliwin(t — )], (5.60)
k

onde n; ) ¢ nimero médio de ocupagao do modo k do i-th reservatoério:

1
exp(fwix) — 1

Aqui Qi(;v)(t —t)e gf? (t — t') determinam quanto da historia passada das componentes

de cada acoplamento contribue para as médias temporais da Eq. (5.49). Assim, vale
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ressaltar que a Eq. (5.48) nao é restrita a uma aproximagao Markoviana. No limite em
que o numero de modos por unidade de freqiiéncia se torna infinito, nos interpretamos a

soma nas Egs. (5.59) e (5.60) como integrais:

G (t) = /0 h dw J;(w)ni(w) exp(—iwt) (5.62)

G2(t) = /0 h dw J;(w) exp(iwt) [n;(w) + 1], (5.63)

com n;(w) sendo a versao de freqiiéncia continua da Eq. (5.61):

1
W) = ———————, .64
ni(w) oxp(F0) 1 (5.64)
e definimos a densidade espectral como
w?
Ji(w) = U exp(—w/w,), (5.65)

onde 7; ¢ uma constante adimensional, proporcional ao tamanho do acoplamento do sis-
tema com o i-th reservatorio, s; define a densidade espectral do i-th reservatorio como
sendo 6hmico (s; = 1) ou super 6hmico (s; > 1), e w, é a freqiiéncia de corte. Assim,

usando Eqs. (5.64) e (5.65), as integrais das Eqgs. (5.62) e (5.63) s@o calculadas, dando:

[ee)

Ti(t) = /000 dwJ(w)n(w) exp(—iwt) = nw.> Z

1+ iwet + Bwe(n + DY
s!
(1 — dwet]" ™

s!

(5.66)

I(t) = /000 dwJ (W) exp(iwt) = nw.* (5.67)

Com estes resultados, entao, nés calculamos QZ%) (t), que é dado pela Eq. (5.66), e QZ»(Z-) (1),
que ¢ dado pela soma de Zf(t) e Zy(t). Os calculos detalhados de g}? (t) e QZ-(? (t) estao

nos apéndices (C.4) e (C.5).

5.2.3 Protecao contra erros de descoeréncia

Nesta secao nos analisamos a fidelidade de um porta logica quantica de Hadamard
protegida contra descoeréncia por um campo de controle de alta freqiiéncia continuamente

aplicado. Comparamos as densidades espectrais para o caso 6hmico e super 6hmico. Vale
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notar que o Hamiltoniano ¢ igual ao do capitulo anterior, um reservatorio escalar de
bosons supondo A\, = A, = 0 para as componentes do vetor de erro. O Hamiltoniano

total, na representacao de Schrodinger, é dado por
H(t) = Hy(t) + H; + Hg,

onde Hy(t) é calculado conforme Eq. (5.38) uma vez que nos determinemos U(t) e Hg
e H; sao dados pelas Egs. (5.51) e (5.55), respectivamente. Para o caso de somente
descoeréncia, By = 0 e By = 0 de forma que, por causa das Eqs. (5.52), (5.54) e (5.55),

nesta se¢ao nos escolhemos
H; = (Bs + Bo.. (5.68)

Visto que noés pretendemos uma operacao logica simultaneamente com a protecao
contra erros, noés procedemos conforme o capitulo anterior e dividimos o Hamiltoniano

Hy em duas partes:
Hy(t) = Ho(t) + He(t), (5.69)

onde Hy(t) é escolhido de tal maneira a produzir o resultado da operagao logica depois
de um certo intervalo de tempo, enquanto H.(t) age contra a agao perturbatoria do meio
ambiente.

De acordo com a prescrigao geral para o desacoplamento dindmico (41), o operador
unitario U, (t), correspondente ao Hamiltoniano de controle H.(t), deve ser periddico e

nossa escolha é:
U.(t) = I cos(2nmt/T) — io, sin(2nmt/T), (5.70)
de forma que este satisfaz, usando Eq. (5.68),
te
/ dtU! () HiU,(t) = 0,
0

onde t. < 7 é o periodo de U.(t), Eq. (5.70), com 7 sendo o tempo total da operagao
logica. Aqui, por conveniéncia, nés escolhemos 7 como um multiplo inteiro de t., ou seja,

T = nt,, de forma que U (1) = I.
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No formalismo obtido utilizando a transformagao unitaria U, (t) como sendo dada pela
Eq. (5.70), nos escolhemos Hy(t) de tal maneira que este produza a operagao logica de

Hadamard pretendida no instante 7:

U (8) Ho (U () = %“j;z. (5.71)

Visto que U] (t)Hy(t)U,(t) é escolhido, na Eq. (5.71), como independente no tempo, o

operador evolugao temporal associado com esta quantidade ¢ dado por

Oy + 0,

V2

Nos definimos U (t) como um operador unitario composto

Uy(t) = I cos(mt/2T) — i sin(7t/27). (5.72)

notando que, como t = 7, U.(7) = I. Assim, no tempo 7, nés obtemos, a menos de uma

fase global, a desejada operacao logica quantica de Hadamard:

Oy + 0,

U(T) = —i 7

Multiplicando Eqgs. (5.70) e (5.72) obtemos um U(t) para o caso particular de um

operagao de Hadamard protegida contra descoeréncia e, comparando com Eq. (5.37),

obtemos (detalhes no apéndice (C.6)):

cosla(t)] = —sin(2nwt/7)sin(nt/27)/V2 + cos(2nmt/T) cos(nt/27), (5.74)
(t)sin[a(t)] = —§sin2nart/7)sin(rt/27)/V2 + (X + 2) cos(2nmt/T) sin(xt/27) /2
+Xsin(2nnt/7) cos(wt/27). (5.75)

A forma explicita do Hamiltoniano Hy da Eq. (5.69) é aquele ja obtido pela Eq. (5.38),
Hy = Q(t) - o, onde o campo externo aplicado é calculado pelas Eqs. (5.74) e (5.75) de

acordo com a prescrigao da Eq. (5.39):

Q(t) = g (2n + %) % — ﬁ {y sin (4”77“) — #cos (4”7”16)] . (5.76)

O primeiro termo da Eq. (5.76) é um campo estatico ao longo da dire¢ao que é perpendicu-

lar ao vetor de erro, e os outros dois termos representam um campo girante perpendicular

a dire¢ao do campo estatico, como ja mostrado no capitulo anterior para um vetor de erro
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Figura 5.2. Fidelidade como fungdo do tempo, obtida resolvendo a Eq. (5.48) numericamente, como
descrito no texto, exemplificando a protegao contra descoeréncia durante a operagao de Hadamard, no
caso onde a densidade espectral é definida como 6hmica (a) e super 6hmica (b). A curva roxa representa a
fidelidade quando H. = 0, enquanto que as curvas verde, azul e a vermelha representam, respectivamente,
os casos paran =2, n=3en =2>5 para (a),en=3,n=>5,en =15 para (b).

arbitrario para o caso de um unico reservatério de bosons. Para o caso especifico desta
secao, ou seja, a operagao logica protegida contra descoeréncia e nao sujeita a nenhuma
outra fonte de ruido, nos resolvemos a Eq. (5.48) numericamente. Na Eq. (5.65), para
i = 3, noés escolhemos w.7 = 27 e N3 = 1/16, com 7 = 107%. Assumindo 7" = 0.25K
e a condicao inicial p;(0) = /2 + 0,/2, nos calculamos, como mostrado na Figura 5.2,
a fidelidade como fun¢ao do tempo, F(t) = Tr[p(t)p(0)], para dois casos de densidades
espectrais: 6hmica, com s3 = 1, e super 6hmica, com s3 = 3. Quando H,. = 0 nés obtemos
como resultado F'(1) = Tr[p(7)p(0)] ~ 0.6299 para o caso dhmico e F(7) ~ 0.8227 para
o caso super 6hmico. Agora, se nos ligarmos os campos de controle da Eq. (5.76), a fide-
lidade se torna, para o caso onde a densidade espectral é 6hmica, F(7) ~ 0.9956 para n
tao baixos quanto 5. No entanto, no caso super 6hmico, para obtermos uma fidelidade da
mesma ordem, n deve ser, pelo menos, maior que 14. Paran = 15 obtemos F'(7) =~ 0.9960.
Portanto, mesmo que um reservatério super 6hmico cause menos dano, para o processo
de informacao quéntica que um reservatoério 6hmico, este requer um campo de freqiiéncia
maior para proteger a evolucao quantica pretendida contra ruidos proveniente do meio
ambiente. Para entender este resultado a Figura 5.3 mostra a derivada das fidelidades sem
a protegao do campo de controle para o caso dhmico (s3 = 1) e super 6hmico (s3 = 3).
Observamos, como esperado, uma descoeréncia mais acentuada, no inicio da operagao

logica, no caso super 6hmico que no 6hmico.
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T dF(t)/dt

124 0.2 04 0.6 0.8 1
t/t

Figura 5.3.Derivada da fidelidade da operagao logica quantica de Hadamard desprotegida para o caso das
densidades espectrais do meio ambiente como sendo 6hmico (linha azul) e super dhmico (linha vermelha).

Na seqiiéncia, nos investigamos a fidelidade de uma operacao logica de Hadamard
considerando todas as condigoes iniciais correspondentes a um estado puro do qubit.

Assim, se p(0) é puro, entdo

1 1
p(0) = §I + if .o, (5.77)

onde T é um vetor unitario real escrito em termo de dois angulos esféricos polares:
I = Xsinfcosp + ysinfsinp + zcosb.

Assim, utilizando os mesmos numeros que anteriormente, no caso super 6hmico (s3 = 3),
quando ha somente descoeréncia devido ao meio ambiente e os campos de protecao estao
desligados, a Figura 5.4 mostra a fidelidade para todas as possiveis condig¢oes iniciais
puras dadas pela Eq. (5.77). Se os campos de protecao da Eq. (5.76) estao presentes,
no final da operacao (f = 7) noés obtemos o resultado da Figura 5.5 com n = 25.  Nos
notamos que, comparando as figuras Figura 5.4 e Figura 5.5, com n menores que 25 na
Eq. (5.76) nos ja conseguimos aumentar a fidelidade da porta logica mesmo na situagao
de um meio ambiente com densidade espectral super 6hmica. Para as menores fidelidades,
dentre todas as condigdes iniciais, de ambas as figuras nos encontramos F,i, (1) ~ 0.7525
para o caso desprotegido (Figura 5.4) e Fin(7) =~ 0.9951 para a dindmica protegida (

Figura 5.5), o que representa um aumento significativo da fidelidade do estado quéntico.
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Figura 5.4. Fidelidade (no tempo ¢ = 7) de uma operacao logica de Hadamard como uma fungao das
condigdes iniciais. O operador densidade inicial, p(0), é dado pela Eq. (5.77). O qubit esta acoplado a
um reservatorio super dhmico (s3 = 3) que causa descoeréncia e nenhum campo externo no intuito de

protegao esta presente.
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Figura 5.5. Fidelidade (no tempo ¢ = 7) de uma operagao logica de Hadamard como uma funcao das
condigoes iniciais. O operador densidade inicial, p(0), é dado pela Eq. (5.77). O qubit esta acoplado a
um reservatorio super 6hmico (s3 = 3) que causa descoeréncia e, neste caso, o campo de controle da Eq.

(5.76) com n = 25 é continuamente aplicado para proteger a porta logica.
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Figura 5.6. A menor fidelidade para todas as condigoes iniciais correspondentes a Eq. (5.77), como fungao

de \/m1/n3 com 1y = n1. Aqui, a porta logica é protegida somente contra descoeréncia, mas esta sujeita
a perturbacoes independentes de bit-flip e amplitude.

5.2.4 Protecao contra classes independentes de erros

Na secao anterior, nés mostramos como os erros devido a descoeréncia podem ser
eficientemente reduzido, durante as operagoes logicas, aplicando uma superposicao de
dois campos externos vetoriais: um rodando ortogonalmente & dire¢ao do outro, o qual
se mantém estatico. Nesta secao nés manteremos o reservatorio que causa descoeréncia
com um densidade espectral super 6hmica, mas incluiremos outros dois reservatorios in-
dependentes, correspondendo aos erros de bit-flip e a erros de amplitude. O vetor de erro

correspondente ¢ dado pela Eq. (5.54).

Comecgamos esta secao assumindo que o campo externo aplicado é aquele dado pela
Eq. (5.76), desenvolvido para proteger contra descoeréncia somente. Para efeito de sim-
plificagao, noés escolhemos a densidade espectral dos reservatorios adicionais como sendo
ou ambos dhmicos ou ambos super 6hmicos, com 7; = 79 na Eq. (5.65). Na Figura 5.6 nos
mostramos os resultados selecionando a menor fidelidade dentre todas as condigoes iniciais
dadas pela Eq. (5.77), como uma funcao de \/m Notamos que para \/m < 0.01
o resultado final se altera insignificantemente de forma que uma protecao contra descoe-
réncia é suficiente para se obter uma alta fidelidade durante o intervalo de tempo 7. Esta
figura mostra também que, neste caso, o bit-flip e o erro de amplitude sao mais relevantes

no caso 6hmico que no caso super 6hmico.

A fim de obtermos simultaneamente a reducao da descoeréncia, do bit-flip e dos erros
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na amplitude, nés modificamos a Eq. (5.70) redefinindo U,(t):

U, (t) = 1cos(2nmt/T) — io,sin(2nmt/T), (5.79)
U..(t) = Icos(2mnt/T) —io.sin(2mmnt/T), (5.80)

onde m é um inteiro diferente de n. O operador U, (t) corresponde a protegao contra
descoeréncia e, como na se¢ao anterior, U,,(t) esta associado com a protegao aos erros de
bit-flip e amplitude. O operador evolugao unitéario U(t) é novamente definido como na
Eq. (5.73), mas agora com U.(t) dado pela Eqgs. (5.78), (5.79) e (5.80).

O Hamiltoniano de controle Hy(t) é obtido através das Eqs. (5.38), (5.73), (5.78),

(5.79) e (5.80), com as componentes de controle do campo €2(¢) dadas por

Q1) = 5[2n+icos (4”””)}, (5.81)

T 2v/2 T

T 1 . Anmt T Anmt\ | Amt
Q) = - [Qm + ﬁ] sin ( . ) + N cos ( . ) sin ( . ) , (5.82)
4 4 4
( mrt) + T sin ( mrt) sin ( mmf) . (5.83)
T 227 T T

Assim, utilizando este novo campo nos somos capazes de proteger a porta logica de Ha-

2
w
=
|
[ =
—
[\
3
+
L
Q
@)
n

damard simultaneamente contra a descoeréncia, erros de bit-flip e amplitude. Como uma
ilustracao da prote¢ao, nos calculamos a menor fidelidade dentre todas as condi¢oes inici-
ais dadas pela Eq. (5.77) no caso da descoeréncia com densidade espectral super 6hmica
como especificado na Sec. 5.2.3, mas quanto ao bit-flip e aos erros de amplitude escolhe-
mos ou ambas 6hmicas ou ambas super 6hmicas. Utilizando /n; = /2 = 0.2, n = 18,
m = 9, e mantendo os nimeros como na se¢ao anterior, noés obtemos Fyi,(7) ~ 0.9980
tanto para o caso 6hmico quanto para o super 6hmico.

Estas fidelidades devem ser comparadas com os respectivos resultados, ~ 0.9467 e
~(.9822, quando todos os trés reservatorios estao presentes, mas somente a descoeréncia
é protegida com o campo da Eq. (5.76). Estes aumentos sao, respectivamente, 5.4% e
1.6%, reafirmando os resultados da secao anterior que a protecao no caso super 6hmico

requer campos com maiores freqiiéncias que no caso 6hmico. As figuras Figura 5.7 e
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Figura 5.8 mostram as fidelidades da operagao logica como

iniciais utilizando os parametros especificados acima.
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Figura 5.7. Fidelidade (no tempo ¢t = 7) da operagao logica quantica de Hadamard como uma fungao das
condigoes iniciais. O operador densidade inicial, p(0), é dado pela Eq. (5.77). O qubit esta acoplado a um
reservatorio super dhmico (s3 = 3) que causa descoeréncia e a dois reservatorios ohmicos (s1 = s3 = 1),
independentes, que causam erros de bit-flip e erros na amplitude. Aqui nés escolhemos /1 = /12 =
0.2,/m3, n = 18, m = 0 para o grafico (a) e m = 9 para o grafico (b). Os outros parametros sao iguais ao

da secao anterior.
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Figura 5.8. Fidelidade (no tempo ¢ = 7) da operagéo logica quantica de Hadamard como uma fungao das
condigoes iniciais. O operador densidade inicial, p(0), é dado pela Eq. (5.77). O qubit esta acoplado a trés
reservatorios super dhmicos (s; = s3 = s3 = 3) que causam, independentemente, erros de descoeréncia,
bit-flip e amplitude. Aqui noés escolhemos /1 = /nz = 0.2,/53, n = 18, m = 0 para o grafico (a) e

m = 9 para o grafico (b). Os outros pardmetros sdo iguais ao da se¢do anterior.
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continuo para o caso de 2 qubits

Na seqiiéncia de nossos estudos, nés consideramos um sistema de dois qubits acoplados
a reservatorios perturbativos independentes (44). A motivacao deste trabalho esta base-
ada principalmente nas observagoes de Lajos Diosi (45) e Ting Yu e Joseph H. Eberly (46)
que mostraram que 2 qubits emaranhados, quando acoplados independentemente a ba-
nhos dissipativos, se desemaranhavam em um tempo finito mesmo a temperatura zero,
de forma que o tempo médio de desemaranhamento era menor que o tempo médio de
dissipagao dos qubits. Este fenomeno, denominado por Yu e Eberly de morte subita de
emaranhamento, acrescentou um novo obstaculo a ser superado a caminho do computador
quantico, visto que, assim como a superposicao de estados quanticos, o emaranhamento
é uma propriedade fundamental no contexto de informacao e computagao quantica. No
Apéndice (B), nés mostramos um exemplo a fim de elucidar de forma simples o fenémeno

da morte stbita de emaranhamento.

6.1 Protecao de estados emaranhados

Neste capitulo nés mostramos que um arranjo simples de campos externos, constituido
de uma componente estatica e uma componente ortogonal girante, ¢ capaz de continu-
amente desacoplar um estado emaranhado de dois qubits de banhos independentes que
causam descoeréncia, erros de bit-flip e erros de amplitude a uma temperatura finita. Nos
consideramos neste capitulo uma situacao onde um estado emaranhado composto de dois
qubits nao interagentes ¢é inicialmente preparado e deixado evoluir sobre a acao do meio

ambiente que o perturba e dos campos externos de protecao. Para ilustrar a protecao do
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emaranhamento, nos resolvemos numericamente, como nos capitulos anteriores, a equa-
¢ao mestra na aproximacgao de Born (acoplamento fraco) considerando diferentes agentes
de erros para cada qubit introduzidos através de acoplamentos com banhos de bésons
independentes & mesma temperatura.

Este capitulo é organizado da seguinte maneira: primeiramente nés apresentamos o
Hamiltoniano total que descreve os dois qubits e o resto do universo. Noés também in-
troduzimos o método geral de desacoplamento dinamico aplicado para deduzir os campos
de controle. Em seguida, nés deduzimos a equacao mestra que rege a evolug¢ao da ma-
triz densidade reduzida dos dois qubits, e a descricao dos erros provenientes do meio
ambiente, onde nos demostramos a eficicia do desacoplamento dindmico para proteger o

emaranhamento inclusive de morte sibita.

6.1.1 Configuragcao dos campos externos protetores

O Hamiltoniano para os dois qubits é escrito como
H(i) :Hg(t)+HR+H[, (61)

onde Hy(t) é o Hamiltoniano do sistema, incluindo os termos que descrevem a acao do
campo de controle, Hr é o Hamiltoniano do meio ambiente, e H; é o termo que representa
a interagao entre os qubits e sua vizinhanca. A prescrigao geral para o desacoplamento
dindmico (1,41) consiste em encontrar um Hamiltoniano de controle, que interage somente
com os qubits, tal que o operador de evolugao unitério correspondente U.(t) seja periddico

e satisfaga
te
/ U HL U (D)t = 0, (6.2)
0

onde t. é o periodo de U,.(t). Na seqiiéncia nos explicamos uma estratégia possivel para
encontrar uma combinagao de campos externos, um estitico e outro girante, que nos
conduz a um operador unitario periddico U.(t) que satisfaz a Eq. (6.2).

O Hamiltoniano de interagao H; que descreve dois qubits acoplados ao meio ambiente

¢ escrito como

Hint:Bl'a'l—i'B?'o-Qa (63)
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onde Bj, = 221:1 BimXm, para k = 1,2, com X1 = X, Xo = ¥, X3 = Z, e Bym, para
k=1,2em=1,2, 3, sao operadores que agem no espago de Hilbert do meio ambiente.
Aqui, para k = 1,2, o = X0}z +Y0ky +20% 2, € Ok 2, Oky, € Ok » SA0 as matrizes de Pauli
que agem no qubit k. O operador unitéario exp(—2in,mto . /t.) ¢ periédico com periodo ¢,
para qualquer inteiro n, # 0. Se nos identificarmos este operador com U,(t) na Eq. (6.2)
e escolhermos H; como dado pela Eq. (6.3), a integral, como mostramos nos capitulos
anteriores, nao ¢ geralmente igual a zero, mas elimina todos os termos proporcionais a oy,

e 01,. Se, entretanto, para substituir U, (¢) na Eq. (6.2), nos considerarmos o operador
exp(—2in,mtoy . /t.) exp(—2in,mtoy . /t.), (6.4)

onde n, e n, sao inteiros diferente de zero, entao a integral elimina todos os termos
proporcional a o se n, # n., sobrando somente os termos pertinentes ao qubit 2, By - o5.

Entao, a fim de satisfazer a Eq. (6.2), nés escolhemos
Uc(t) = Us (D) (t) = UL (1)U (1), (6.5)

visto que o e oy comutam, onde

2 2
Uy (t) = exp (—z’ nxﬂtak’LE) exp (—i nzmak’z> ; (6.6)

t. t.

para k = 1,2. Desta forma, se o Hamiltoniano de controle for escrito como
He(t) = Qt) - (o1 + 02) (6.7)

entao as Egs. (6.5) e (6.6) implicam numa configuragao extremamente simples para os
campos externos, conforme ilustrado nos capitulos anteriores, para a operacao de um

qubit:
Q(t) = Xn,w + n,w [z cos (nywt) — ¥ sin (n,wt)], (6.8)

onde w = 27 /t,.

Para estudar a protecao do emaranhamento contra os ruidos do ambiente, nés estu-
damos uma situacao onde os dois qubits sao preparados inicialmente num estado puro
emaranhado no tempo ¢t = 0. Assumimos também que os qubits nao interagem entre si

e, se estes podem ser isolados do resto do universo, seus estados nao locais permanecem
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inalterados. Assim, utilizando unidades de i = 1, escolhemos H, = wy(0y . + 02,.) como
o Hamiltoniano dos dois qubits nao perturbados. Seja 7 o intervalo durante o qual nos
pretendamos preservar o emaranhamento, nos entao escolhemos t. = 7/N, onde N é um
inteiro, tal que Uy(7) = I, para k = 1, 2.

A equagao (6.1) nés da o Hamiltoniano para a evolucao do elemento |W(t)) represen-
tando o estado conjunto dos qubits e seu meio ambiente. Para efeito de simplificacao, nos
assumimos que existe um campo de controle estatico ao longo do eixo z escolhido de tal
forma que este cancele H, exatamente. Assim, os termos remanescentes de Hy(t) repre-
sentam somente a agao dos campos de controle adicionais. Nos identificamos a evolugao
ditada por Hy(t) com a acao do operador unitario U, (t) das Egs. (6.5) e (6.6).

Aqui n6s mostramos que a configuracao extremamente simples do campo da Eq. (6.8)
pode também prevenir o emaranhamento de um estado quantico de dois qubits de de-
semaranhamento devido a erros independentes de descoeréncia, de bit-flip e amplitude
a uma temperatura finita. Nos enfatizamos que a Eq. (6.8) é uma simples combina-
¢ao de um campo estatico ao longo do eixo z e um campo giratorio no plano yz. Além
disso, enderecar cada qubit independentemente nao é necessario; o campo é suposto ser

espacialmente uniforme na vizinhanca que cerca ambos os qubits.

6.1.2 Equacao mestra para 2 qubits

No formalismo de interacao, o Hamiltoniano de interacao é dado por

Hy(t) = i i UL() Bl (DU (£) 01 e (8), (6.9)

onde 01 = Ok, Ok = Oky, Oks = Ok, Ur(t) = exp(—iHgt), e noés utilizamos a Eq.
(6.3). As quantidades U] (t)oy le(t), para k = 1,2 e m = 1,2,3, sdo rotagdes de oy,

cujos elementos de matriz, R, ,(t), sdo fungoes reais do tempo:

U)ok mUelt) =Y Rinn ()i (6.10)
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Os elementos de matriz definidos acima sao idénticos aos do Cap. (5.2) e estao calculados

no Apéndice (D.1). Se nos definirmos os operadores
Ejom(t) = U (t) B mUg (1), (6.11)

para k = 1,2 e m = 1,2, 3, e utilizarmos Eqs. (6.9) e (6.10), entdo o Hamiltoniano de

interagao se torna

Hi(t)=> Y3 Run(t) Exn(t)opn: (6.12)

No formalismo de interacao, a equagao mestra que descreve a evolugao temporal da

matriz densidade reduzida dos dois qubits, p(t), é escrita como (22):

PO —— [ aeven { [0, [7). np00)] |} (613)

onde nés assumimos que o ruido é fraco o suficiente tal que a aproximacao de Born seja
valida. Nos também notamos que a Eq. (6.13) é uma equagao mestra nao Markoviana,
visto que o processo de desacoplamento dindmico ocorre numa escala de tempo menor que
o tempo de correlacdo do meio ambiente; esta é a razao para que nés mantermos ¢t como
o limite superior da integral do lado esquerdo da Eq. (6.13) (veja p. 132 da Ref. (47)).

Aqui, pr é a matriz densidade inicial do ambiente,
pr = exp(—3HRg)/Z, (6.14)
onde Z ¢é a funcao de particao dada por
7 = Trg [exp(—(BHRg)], (6.15)

onde 5 = 1/kgT, kp ¢ a constante de Boltzmann, e 7" é a temperatura absoluta que ¢
assumida a mesma nas redondezas de ambos os qubits. Substituindo Eq. (6.12) na Eq.
(6.13) nos calculamos Trg [Ex () prEw m ()], para k, k' = 1,2 e mym’ = 1,2,3. Para
ilustrar a nossa metodologia de uma forma simples, nés supomos que o operador posi¢ao
do reservatorio de um qubit esta descorrelacionado do operador posicao do reservatorio do
outro. Além disso, nés também assumimos que os qubits e seus respectivos reservatorios

sao idénticos. Assim, nés podemos escrever

TI”R [Ek:,m(t)pREk’,m’ (t,)] == 5k,kz’0m,m’ (t, t/), (616)
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para k. k' = 1,2 e m,m’ = 1,2,3, onde C,,,v(t,t') ¢ a funcao de correlagao entre as
componentes m e m’ do operador de campo do ambiente na mesma posicao do qubit.

Nos, entao, definimos as quantidades

Z R, ,(t / dt' Ry o(t)Crom (t, 1), (6.17)

m,n=1

para p,q = 1,2,3. Desta forma, a equagao mestra se torna

dp 2 3
! Z Z Dyy(t) [Orp, p1(t) ok q)

k=1 p,q=1
2 3

Z t) [on,qpr(t). onpl (6.18)

k=1 p,q=1

+

onde noés assumimos que os campos do ambiente sao Hermitianos.

6.1.3 Protecao contra classes independentes de erros

Para resolver a Eq. (6.18) nos precisamos de D, ,(t), Eq. (6.17) e entao, nés devemos
calcular as fun¢oes de correlacao C,, (¢, '), para m,n = 1,2,3. Aqui, como dito acima,
nos consideramos erros independentes de descoeréncia, bit-flip e amplitude. Associado a
estes erros, noés introduzimos seis banhos bosonicos independentes, trés para cada posi¢ao
do qubit, todos eles com a mesma temperatura finita 7. Desta maneira, os termos que

aparecem na Eq. (6.3) podem ser escritos como

By oy = 0y Z [91 Akt g1 2ay, A} + Oka Z [QZ,Abk,/\ + gg,AbL,A] +
A A

+ (Oka +i0ky) Z B3ACkA + (Ohw — 10k y) Z g?f,ACL,\, (6.19)
A A

para k = 1,2, onde g; x, g2.» € g3 sao acoplamentos, representados por nimeros comple-

x0s, que nao dependem da posicao do qubit, dada pelo indice k, refletindo o fato de que

os qubits estao envoltos por reservatério idénticos, ay x, by € ¢ sao, respectivamente,

o operador de destruicao para o modo A do campo de boson associado com os erros de
T T

~ . . . . . . ~ T
descoeréncia, bit-flip e amplitude, com respectivos operadores de criacao ay y, by \ € ¢ 5.

O operador do campo depende de k, ja que, apesar de idénticos, os reservatorios dos
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qubits estao descorrelacionados. Os tnicos comutadores desses operadores diferentes de

Zero sao:

[ak,)n a}t)\] = 17
[Dkxs b;TM] =1,

[Ck)\, C;Q’)\] = 1, (620)

para k = 1,2, e todos os A. Portanto, nés temos o Hamiltoniano do reservatério como

sendo dado por

2
T
E E [wl )\ak Ak T W2 /\bk )\bk A T ws ACEACEA (6.21)
k=1 A
onde wy x, Wa ) € w3 ) sao 0s A-ésimos modos dos campos associados aos erros de descoerén-

cia, bit-flip e amplitude, respectivamente. Utilizando a Eq. (6.19), no6s podemos calcular

as funcoes de correlagao

Con (6,8) = Trg [E1pm (6) prE1 e (t)] = Trr [Eam(t) prE2m ()], (6.22)

para m,m’ = 1,2,3. As tnicas correlacoes diferentes de zero sao:

Cii(t,t) = Ka(t—1t)+2Re[Lo(t — )] + Ks(t = t') + 2Re [L5(t — )], (6.23)
Cia(t,t') = iks(t —t') — 2Im [L3(t — t')], (6.24)
Cor(t,t') = —iKs(t —1t')+ 2Im [L3(t —t')], (6.25)
Con(t,t) = Ks(t—t)+2Re[Ls(t —1)], (6.26)
Cas(t,t) = Ki(t—t)+2Re[Ls(t—1)], (6.27)

onde as fun¢oes complexas IC,,,(t) e L,,(t), para m = 1,2, 3, sao dadas por

lcm(t) - Z|gm,)\|2€xp(iwm,)\t)u
A

Lo(t) = D |gmal* expliwmt)/ [exp(Afwn ) —1]. (6.28)

No limite em que o nimero de modos normais por unidade de freqiiéncia vai a infinito,

no6s definimos as densidades espectrais para m = 1,2, 3 como

d(w — W), (6.29)
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com w € [0, +00) e interpretamos a soma em K, (t) e L,,(t) como integrais sobre w:

Kn(t) = /000 dw J,, (w) exp(iwt),

L) = /OOO dwJp, (w) exp(iwt) /[exp(fw) — 1]. (6.30)

Para o nosso objetivo de ilustrar a protecao do emaranhamento, é suficiente assumir
densidades espectrais como sendo 6hmica com a mesma freqiiéncia de corte w,., de forma

que,

I (W) = Nw exp(—w/w,), (6.31)

onde n,,, param = 1,2, 3, sao contantes adimensionais dando respectivamente o tamanho
da descoeréncia, dos erros de bit-flip e amplitude. Calculando a versao continua de IC,,(t)

e L,,(t), utilizando as densidades espectrais 6hmicas, obtemos

Km(t) - nmwg/ (1 - Z.(")075)27

Lon(t) = (n/BHYW (14 1/(Bwe) —it/B), (6.32)

onde U() ¢ a primeira funcdo poligamma. Substituindo estes resultados nas Eqs. (6.23),
(6.24), (6.25), (6.26), e (6.27), nos obtemos as correlagdes que aparecem na Eq. (6.17),
onde os elementos da matriz de rotagao sao obtidos pelas Egs. (6.5), (6.6) e (6.10). Uma
vez que obtemos os coeficientes D, ,(t), para p,q = 1,2, 3, entdo nés podemos resolver a
Eq. (6.18) numericamente.

Aqui n6s impusemos a situagao extrema onde o desemaranhamento ocorre mais rapido
que a escala de tempo definida pelo inverso da freqiiéncia de corte, 1/w,, e o tempo de
correlagao térmico, Tp = [/m. Assim, nos escolhemos 7 = 27 /w, e, entao, t. = 7/N, como
discutido abaixo da Eq. (6.6). Nos calculos numéricos nos escolhemos n, = 2, n, = 1,
7 = 107, uma temperatura T = 0.1K, n, = 1/16, n, = 1/64 e n3 = 1/256. Como

estado inicial puro, nés consideramos duas classes:

|®(0)) = cosO|TT) +sind||]), (6.33)
|W(#)) =cosB|T]) +sinb|[T), (6.34)

para 6 € [0,27), onde nés adotamos a notacao usual de spin.
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Figura 6.1. A(t) para a evolugdo de diferentes estados iniciais emaranhados. A concurrence com uma
fungao do tempo é dada por max{0,A(t)}. (a) A(t) para o estado inicial com A(0) ~ 0.70711, onde
o campo de controle esta desligado (indicado com N = 0) e ligado (N = 1,3,8). A linha vermelha e
roxa correspondem aos estados da Eq. (6.33), com 6§ = 7/8 e 6 = 3x/8, respectivamente. A linha azul
corresponde ao estado inicial da Eq. (6.34), com 6 = 7/8 e § = 37/8 dando o mesmo A(t). (b) A(t) para
estados iniciais com A(0) = 1 (estados de Bell). Os estados iniciais da Eq. (6.33) e Eq. (6.34) evoluem
resultando no mesmo A(t) para § = +7/4. Aqui noés mostramos os resultados para a Eq. (6.33), visto
que estes diferem dos da Eq. (6.34) somente na quarta casa decimal. A linha vermelha representa os
resultados onde os campos de controle estao desligados, enquanto que a linha azul, a linha verde e a linha
roxa mostram os resultados para o campo de controle com N = 1,3, 8, respectivamente.
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Figura 6.2. Fidelidade como uma fungao do tempo para os estado de Bell. A linha azul, vermelha, roxa e
verde sao as fidelidades quando o campo de controle esté ligado, usando N = 2, 3,5, 8, respectivamente. Os
graficos suplementares (a) e (b) mostram, respectivamente, a fidelidade e a concurrence, ambos calculados
em t = 7, como uma funcao do N.
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Para medir o emaranhamento nés utilizamos a concurrence (11), definida como o

nimero maximo entre zero e A(t), com
A(t) - )\1 - /\2 - /\3 - )\4, (635)
onde A\; > Ay > A3 > )\, sao raizes quadradas dos autovalores da matriz

p(t)o1,y02,,p" (1) 01,4024, (6.36)

onde p*(t) é o complexo conjugado de p(t), a matriz densidade reduzida dos dois qu-
bits no formalismo de Schrodinger. Assim, se A(t) ¢ menor ou igual a zero, nao existe
emaranhamento e o estado é separavel. Nosso objetivo é utilizar campos externos para
manter A(t) fixo. A Figura 6.1 mostra A(t) para a evolugao de diferentes estados iniciai
emaranhados. No painel (a), A(t) é mostrado para o estado inicial com A(0) ~ 0.70711,
quando o campo de controle esta desligado (indicado com N = 0) e ligado (N = 1,3,8).
A linha vermelha e roxa correspondem ao estado inicial da Eq. (6.33), com 0 = 7/8 e
0 = 37 /8, respectivamente. A linha azul corresponde ao estado inicial da Eq. (6.34), com
0 =7/8 e =3r/8 dando o mesmo A(t). No painel (b) A(t) é dado para estados iniciais
de Bell, cujo A(0) = 1. Os estados iniciais da Eq. (6.33) evoluem resultando no mesmo
A(t) para = +7/4. Também, os estados iniciais da Eq. (6.34) evoluem resultando no
mesmo A(t) para § = +7/4. No painel desta figura, n6s mostramos os resultados para
a Eq. (6.33), visto que estes diferem dos da Eq. (6.34) somente na quarta casa decimal.
A linha vermelha representa os resultados onde os campos de controle estao desligados,
enquanto que a linha azul, a linha verde, e a linha roxa mostram os resultados para o
campo de controle com N = 1,3, 8, respectivamente.

Da teoria geral do desacoplamento dindmico (1,41), a protegao fica melhor a medida
que N fica maior. A Figura 6.2 mostra a fidelidade, F'(t) = Tr[p;(¢)p(0)], como uma
funcao do tempo para as condigOes iniciais iguais aos estados de Bell. Todos os quatro
estados de Bell resultam na mesma funcao de fidelidade a menos de variagoes na quarta
casa decimal. A linha azul, vermelha, roxa e verde dé a fidelidade quando o campo de
controle esté ligado, utilizando N = 2,3, 5, 8, respectivamente. Os quadros menores (a) e
(b) mostram, respectivamente, a fidelidade e a concurrence, ambas calculadas no tempo

t = 7, como uma funcao de V.



7 Conclusao

Nesta tese nds mostramos que a realizacao de operagoes logicas quanticas de 1 qubit
protegida contra erros provenientes do meio ambiente pode ser factivel através da utiliza-
¢ao de campos externos continuamente aplicados. Na se¢ao (5.1) nos introduzimos a idéia
que fundamenta nosso método, simulando uma operacao logica de Hadamard protegida
contra uma unica classe de erro. N6s mostramos que nossa proposta para desacoplamento
dindmico continuo é menos vulneravel a erros produzidos por controles nao ideais que a
versao pulsada, visto que nosso método somente requer intervengoes no passo inicial e
final da operacao légica quantica, enquanto que os métodos pulsados demandam controle

de tempo sofisticado para cada um dos varios pulsos necessérios para a protecao.

Na segao (5.2) nos ampliamos nosso método considerando, entao, diferentes classes de
erros e configuracoes para o reservatorio externo. Nos achamos que, para um reservatério
com densidade espectral 6hmica, a fidelidade da operacao logica pode ser menor que no
caso super dhmico, mas esta requer campos de freqiiéncias e amplitudes menores para
desacoplar dinamicamente o qubit do meio ambiente. No6s mostramos que esta situacao
caracteristica ocorre pois, quando o sistema interage com um reservatorio super 6hmico, a
fidelidade decai drasticamente ja no comecgo da operagao logica quantica, e posteriormente
satura no decorrer da evolugao. Para um reservatério 6hmico, entretanto, a fidelidade
decai durante toda a operacao logica, mas de forma suave. Esta peculiaridade faz o
reservatorio 6hmico mais danoso a operacao logica que o reservatério super 6hmico, mas
mais facil de ser protegido. Nos estudamos a relevancia dos erros de bit-flip e erros de
amplitude na fidelidade da porta logica quantica de Hadamard quando esta é protegida
somente contra descoeréncia, e mostramos quao robusta ¢é esta protecao parcial. Além
disso, nos calculamos um arranjo de campos, dado pelas Egs. (5.81), (5.82) e (5.83), capaz
de proteger simultaneamente a operacao logica contra erros de descoeréncia, de bit-flip e

de amplitude.
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Finalmente, no capitulo (6) noés ampliamos nosso sistema para o caso de 2 qubits e,
apesar de nao considerarmos operacoes logicas quanticas, nés mostramos que é possivel,
através de uma combinacao simples de um campo estatico ao longo do eixo x e um campo
giratoério no plano yz, protegé-los do desemaranhamento. Nos testamos nosso método em
uma situacao bastante desfavoravel, onde os erros de descoeréncia, os erros de bit-flip e de
amplitude, a uma temperatura finita, sao tao eficientes para desemaranhar o estado que
isto ocorre durante um intervalo de tempo menor que o tempo caracteristico de correlacao

do reservatorio e que, apesar disso, mostramos que a concurrence pode ser preservada com

alta fidelidade.

Nosso método, como todos os outros baseados nas técnicas de desacoplamento dina-
mico, requer intervencaoes ultra rapidas sobre o sistema, sendo esta atualmente a principal
dificuldade para a sua implementagao concreta em sistemas fisicos reais. De fato, apesar
de independer das suposic¢oes feitas ao reservatorio, as interagoes controladas necessitam
ser mais rapidas que o tempo médio de interacao do reservatorio com o sistema fisico que
representa o qubit. Entretanto, com o avanco das técnicas experimentais na atualidade,
o desacoplamento dindmico pode ser uma ferramenta eficiente para a protecao da infor-
macao e computagao quantica, sendo dos métodos tradicionais o tinico que nao requer

qubits fisicos auxiliares.

Como perspectivas deste trabalho, varias vertentes podem ser citadas. Primeiramente,
outros tipos de reservatorios, com correlacoes diferentes, podem ser estudados, como por
exemplo banhos de spins, que sao caracteristicos de pontos quanticos. Além disso, a efici-
éncia do método para protecao das operacgoes logicas de 2 qubits sao de suma importancia,
pois surgem como um ferramenta para a criacao de estados quanticos emaranhados. Ainda
se tratando de 2 qubits, a correlacao entre os reservatorio de cada um deles é também
relevante, pois nem sempre os qubits estao suficientementes distantes a ponto dos reser-
vatorios serem independentes, como é o caso da suposigao feita no capitulo (6). Mais que
isso, podemos considerar reservatorios cujos acoplamentos sao dependentes do tempo, pois
numa situagao onde os qubits se aproximam ou se afastam as interagoes passam, de forma
dinamica, de regimes independentes para regimes coletivos. Finalmente, uma extensao

para um numero maior de qubits também é relevante pois abre espaco para o estudo de
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outros métodos de protegao, como por exemplo os codigos de correcao de erros quantico
e os subespacos e subsistemas livres de erros, que juntamente com o método de desa-
coplamento dinamico certamente aumentarim a eficiéncia da protecao das computacoes

quanticas.
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A Expansao de Magnus

Suponha que procuremos uma solucao para a equacao dada por:

YO _ wwue.  uw) =1, (A1)

onde H(t) é um operador linear que depende da variavel real t e I é o operador identidade.
Se a inversa do operador U(t) existe, entao esta satisfaz uma equagao diferencial similar
a Eq. (A.1). De fato, se diferenciarmos U(t)U(t)~" e utilizando a Eq. (A.1) obtemos
MO (1) H(1).

Antes de continuar com a discussao da Eq. (A.1) é conveniente introduzirmos algumas

notagoes e desenvolvermos algumas equacoes que serao tteis adiante. Dado um operador

linear A noés definimos a funcao exponencial
U(N) = exp(AA) (A.2)

que é uma solucao da equagao diferencial

dU(N)

—h =AU, U0) =1, (A.3)

onde vale notar que U(—\) = U(\) L.

Se B é outro operador linear arbitrario nés consideramos a transformagao canonica
B(A\) =U(N)BUN), (A.4)

de forma que se diferenciarmos a equacao acima com respeito a A podemos escrever

AB() _
— = AB(Y (A.5)

onde introduzimos a notagao de super operadores, onde A_ satisfaz

A_B=[A,B]= AB - BA (A.6)
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para qualquer operador linear B. O super operador é linear A (B+C)=A_B+ A_C,
e suas potencias sao dadas por A2 B = [A, [A, B]], etc. Além disso, é bem conhecido que

uma solugao formal para a Eq. (A.5) é dada por
B(A\) = exp(AM_)B =U(N)BUN) . (A7)

Magnus, em seu artigo de 1954 (39), a fim de resolver a Eq. (A.1), propés uma solugao

exponencial para o operador evolucao temporal, de forma que este pode ser escrito como:

Ut) = exp(A(t),  A(0) =0, (A.8)

onde A(t) é um operador linear a ser determinado. Visto que A(t) e U(t) comutam nos

temos que

UABUE) ™ = A(t). (A.9)

Diferenciando esta igualdade obtemos:

dU(t) . dA(t),, .« 4 )™t dA(1)
7A(t)u@t) +u(t)7u@) +U(t)A() s g (A.10)
Substituindo Eq. (A.1) e (A.8) escrevemos entao:
[H(t), A(t)] +L{(t)%it)u(t)_l = %it), (A.11)

onde obtemos entao uma equagao que relaciona o operador A(t) e o Hamiltoniano do sis-
tema H(t). Se utilizarmos a notacao em termos dos superoperadores, conforme definidos
nas Eqgs. (A.6,A.7), a equagao acima pode ser escrita como

dA(t)  dA(t)

H(t)-A() + exp(A)—= = =

O ponto de partida da expansao de Magnus é resolver a Eq. (A.12) para 440 - Ppara

resolver a Eq. (A.12) nos levamos em conta que

exp(A —1= / — exp(AA(t)_)d\ = A(t)- /01 exp(AA(t)-)dA (A.13)

de forma que podemos reescrever a equagao mestra, Eq. (A.12), da seguinte maneira

A(t)- [—H(t)+ /O 1 exp(AA(t)_ )d‘z( )d/\] —0 (A.14)
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O truque esta em expandir a parte entre colchetes da Eq. (A.14) no tempo, de forma que

consideramos a funcgao

1 2
W(z) :/ exp(A\2)dz = (¢ —1)/z = 1+§+%+.-. (A.15)
0
e sua Inversa
z z 22 24
B =T SRTINE O (A-16)

onde z é um ntmero complexo. Vale ressaltar que a série G(z) converge somente para
para |z| < 2.
Assim, nos resolvemos a Eq. (A.14) utilizando a Eq. (A.16)

dA(t)

T = GIA()H(?). (A.17)

Assim, expandindo A(t) na forma de uma série no tempo (39)
At) = Ai(t) + As(t) + As(t) + ..., (A.18)

e substituindo as Eqgs. (A.16,A.18) na Eq. (A.17) noés obtemos

%(Al(t) F At + Ag() £ ) = (1 - %A(t)_ + 1—12A(t)2_ + ) H)
— H() - %[A(t),H(t)] + %[A(t), A, HO| 4+ . . (A19)
Logo, a aproximacao de primeira ordem %ﬁ(t) = H(t) conduz para
Aq(t) = /Ot H(t"dt'. (A.20)
A solugio para a equagio de segunda ordem “20 = [[(t), A,(t)]/2 é
Ay(t) = % /0 (), A () (A.21)

e analogamente, para a terceira ordem %St(t) = [H(t), Aa2(t)]/2 4+ [A1(t), [A1(t), H()]] /12,
a solucao é dada por

Ag(t) = % /0 [H(t’),Ag(t’)]dt’+1—12 /O THL (), Ay(tY], H (Y] dY. (A.22)

Procedendo da mesma maneira se obtém facilmente as ordens superiores.
E importante frisar que o método aqui utilizado para deduzir a expansido de Magnus
nao foi o mesmo utilizado pelo autor no artigo original de 1954. As provas simples e

elegantes destes resultados gerais apresentados nessa se¢ao estao presentes em (48).



B Morte Stubita de Emaranhamento

Neste apéndice, baseado no artigo de Ting Yu e Joseph H. Eberly (46), fazemos uma
breve introdugao ao fenémeno da morte stibita de emaranhamento. Para um sistema de

2 qubits podemos exemplificar a morte stubita de emaranhamento tratando o seguinte

Hamiltoniano:
H = H; + Hy, (B.1)
onde
Hr =Y (ge0far + giolal) + > (froby + fiob)), (B.2)
k 2
HB = Z wkazak + Z V}J)Lbk (B?))
k k
onde o4 = M e of = M Tal acoplamento, como mostramos nesta tese,

causa aos qubits um decaimento de suas amplitudes, de forma que, considerando que a
temperatura do reservatorio é igual a zero, podemos escrever o seguinte mapa para cada

qubit:

s®[0)p — |l>s®|O>Rv

Ms®@10r = VI-pNs®[0)z+vPll)s® (1) (B-4)

Como podemos observar, os estados fundamentais dos qubits, definidos por |]), ndo séo
afetados, enquanto que os estados |T), por sua vez, ou decaem para |]), com probabili-
dade p, criando uma excitacdo no meio ambiente (estado [1),), ou permanecem em |T)
com probabilidade 1 — p. Para efeito de simplificacao, vamos supor uma aproximacao
Markoviana, onde escrevemos entdo p = 1 — exp(—1I't), de forma que os qubits estdo su-
jeitos ao decaimento espontaneo quando acoplados ao vacuo eletromagnético e, portanto,
com tempo de vida médio de cada qubit decaindo exponencialmente. Assim, definido os

acoplamentos sistema-banho, notamos que dependendo da condigao inicial do sistema,
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durante o passar do tempo, este se emaranha gradualmente com o meio ambiente que o
circunda e perde, portanto, sua coeréncia e pureza. Vale ressaltar que, para este modelo,
um decaimento completo, onde o sistema se encontra no estado |||) com probabilidade 1,
somente ocorre assintoticamente quando o tempo tende a infinito (p — 1 quando ¢ — o).

Como definimos um comportamento assintotico para o decaimento de cada qubit, o
que podemos dizer da concurrence para estados que estejam emaranhados em ¢t = 07 A
concurrence, assim como as coeréncias, somente desaparecem para t — oo ou desaparece
num tempo finito? A reposta para esta questao depende da condic¢ao inicial do sistema.
Como mostraremos a seguir, existem condig¢oes iniciais tais que, mesmo com o decaimento
local para cada qubit sendo exponencial, o emaranhamento desaparece num tempo finito,
subitamente.

Seja uma condigao inicial dada por:

(W) = [ [LL) +[BI[1T) - (B.5)

Para medir o emaranhamento nés utilizamos a concurrence (11), definida como o nimero

méximo entre zero e A(t), com
A(t) = /\1 - )\2 - )\3 - >\4, (B6)
onde \; > Ay > A3 > A4 sao raizes quadradas dos autovalores da matriz

P(t)(01y ® 0a2y)p"(t)(01y ® 02y), (B.7)

sendo p*(t) o complexo conjugado de p(t), que é dada pela matriz densidade dos dois
qubits no formalismo de Schrédinger (para maiores detalhes ver Apén. (2.4.3)). Assim,
se A(t) ¢ menor ou igual a zero, ndo existe emaranhamento e o estado é separavel, de
forma que, utilizando o mapa da Eq. (B.4) e supondo a condicao inicial dada pela Eq.

(B.5), a dindmica da concurrence é calculada e pode ser escrita como:

C =max{0, 2(1 - p)|B]*(|e/B] - p)}. (B-8)

Como podemos observar desta expressao, para || = |a| o emaranhamento somente de-
saparece quando cada qubit decai por completo (p = 1), entretanto, para || > |a|, o

emaranhamento desaparece para p = |a/f| < 1, o que corresponde a um tempo finito.
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Figura B.1. Concurrence em fungao do tempo para dois estados quanticos igualmente emaranhados em
t = 0. Em (a) a condicao inicial é dada por |®) = +/0.3|11)++v0.7|]]) e a populacdo inicial predominante
do operador densidade é a de estados ||]) (Eq. (B.5) com |3| < |a|). Neste caso a morte subita ndo
aparece e o emaranhamento decai exponencialmente. Em (b) as proporgdes do estados sdo invertidas,
|®) = v0.7]77) + v/0.3]]]) e observa-se a morte stibita de emaranhamento quando p = |a/f]|, ou seja,
t=—In(1 - |a/g)).

E a esta morte, que ocorre num tempo finito, que define-se como sendo a morte sibita
de emaranhamento. Vale ressaltar que tal efeito independe da quantidade de emara-
nhamento inicial do sistema (ver Figura B.1). Isto porque pode-se ter intmeros estados
com o mesmo grau de emaranhamento inicial, e que quando expostos ao meio ambiente,
possuam dindmicas distintas que podem sujeitar ou nao os qubits & morte stbita de ema-

ranhamento. Por exemplo, a concurrence do estado dado pela Eq. (B.5) em ¢t =0 (p = 0)

¢ igual a C' = 2|af|, sujeitando o mesmo C' & intmeras configuragoes de a e 3.
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C.1 Hamiltoniano geral para 1 qubit

Neste apéndice mostramos explicitamente a derivagao do operador evolucao temporal

geral para 1 qubit. Dada a transformacao unitaria geral para um qubit,
U(t) = I cos[a(t)] — io - a(t)sin [a(t)],

o Hamiltoniano equivalente a este, ou seja U(t) = exp(—iHy(t)t) ¢ dado por:

Hy(t) = id“d—f)w(t) =Q(t).0,

de forma que resolvendo,

da(t) | du(t) . da(t) X
Hy(t) = (—17 sin[a(t)] + 5 sin[a(t)] + — cos[a(t)]u(t).a) Ui(t),

e finalmente,

(C.1)

da(t)
dt

Hy(t) = u(t).o + sinfa(t)] cos[a(t)]

o+ sin?a(t)] (ﬁ(t) v dﬁ(t)) o

visto a igualdade

(X.o)(Y.o)=i(X xY).o+ XY,
da(t) .
— u(t) =0,

(C.6)

pois como u(t) é unitario, ou seja, com modulo constante igual a 1, o que implica que

da(t)
dt

é perpendicular a u(t) e conseqiientemente o produto escalar entre eles é igual a 0.
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C.2 Hamiltoniano de interacao

Nesta parte do apéndice calculamos o Hamiltoniano de interagao para um banho de

boésons escalares, definido como

Hi=(X-0)B+ (X -0)B',

(C.7)

Como destacamos anteriormente, o operador evolucao do sistema mais geral, para um

sistema de 1 qubit, é dado por
U(t) =Tcos|a(t)] —io - a(t) sin [a(t)],
de forma que agora calculamos H; no formalismo de interacao:
Hy = ULUL(t) HUs(OUR(1).
Para tal, calculamos inicialmente

ULOUL () HiUg(t) = B(I cos[a(t)] + io - a(t) sin[a(t)]) (B(t)A + B (t)A*) .o,

\ J/

-~

AsB

onde, no caso, escrevemos U, (1) BUg(t) = B(t) e U}, (t) BiUg(t) = Bf(t). Assim,

ULOULOHUR(E) = hcos|a(t)](Asp.o) — Bsin[a(t)] ((t) x Agp) .0

+ ihsinfa(t)]((t).Agp)

visto a igualdade abaixo

Assim, dado que

;= U (UG () H s (U (1),

escrevemnos

{I cos|a(t)] — io - 0(t) sin[a(t)] } :

H = & {a Asp cosla(t)] — o - (ﬁ(t) % AsB ) sinfa ()] + idsp - () sinfa(t)]

(C.8)

(C.9)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

} =

(C.14)
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Desta forma,

Hy = heos®[a(t)](Asp - o) — hsin[a(t)] cos [a(t)] (G(t) x Asp) - @
+ ihsin [a()] cos [a(t)]((t) - Asp) + hsin [a(t)] cos [a(t)] (Asp x Q(t)) - o
— dhsin [a(t)] cos [a(t)](@(t) - Asp) — hsin® [a(t)] ((ﬁ(t) X Asp) X ﬁ(t)> o
+ ihsin® [a(®)]((t) x Agp) - 4(t) + +hsin? [a(8)](@(t) - Asp)(@(t) - o), (C.15)
onde substituindo
(G(t) x Asp) x A(t) = Agp — [G(t) - Asp]U(?), (C.16)
e as igualdades trigonométricas,
2cos?[a(t)] = 1+ cos[2a(t)],
2sin®[a(t)] = 1 — cos[2a(t)],
2sinfa(t)] cosla(t)] = sin[2a(t)], (C.17)

calculamos o Hamiltoniano de interagao no formalismo de interacao de uma forma mais

compacta:

H; = heos [2a(1)](Agp-0)—hsin[2a(t)] (i(t) x Agp)-o+h(1—cos[2a(t)])(a(t)-Asp)(G(t)-0).

(C.18)
Finalmente, substituindo Agz = B(t)A + B (t)\*, o Hamiltoniano fica dado por
H; = hB(t)A(t) - o + BT (t)A*(t) - o, (C.19)
de forma que A(t) é expresso conforme a Eq. (5.13) do Cap. (5.1),
A(t) = Xcos [2a(t)] + [Axt(t)] sin [2a(t)] + @(t) [@(t) - A] {1 — cos [2a(t)] }.
(C.20)

C.3 Calculo de D, 3 para o caso de banhos escalares

A equacgao mestra de segunda ordem, local no tempo, que descreve a evolucao da

matriz do operador densidade do qubit, no formalismo de interagao, é escrita como (42)

d%(t) S /Ot d'Trg { [ﬁf(t), [ﬁlf(t’),pRﬁs(t)H } (C.21)
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onde H;(t) é o Hamiltoniano de interacio no formalismo de interacdo. Dado o Hamilto-

niano conforme Eq. (5.11)
Hi(t) = B(t)A(t) - o + BT (t)A*(t) - o, (C.22)

nos escrevemos, para efeito de simplificacao, o Hamiltoniano de interacao de tal maneira

que:

onde o operador do banho b(t) é definido como b(t) = B(t)A(t) + Bf (t)A*(t). O traco

no banho sobre os comutadores da equagao mestra acima é escrito como,

TTR{ [Hi(t), [Hi(t'), pris(t) } ZTIR{ t)oa, [ba(t )U,BHORﬁ(t)”} =

- L { 6a5(¥)proa03p(t) = ba()prbs(¥)0up(t)os } +
Z Ten { B5(¢)prba ()067(6)00 — prba(!)ba(Op(t)7s0a} . (C.24)
Isolando os tragos sobre os operadores b(t) escrevemos entao
e { [, [ﬁ1<t'>,pgps<t>n} -
Z Trr[ b (t")prloaosp(t Z Trr[ ba(t)prbs(t)]oap(t)os +

ZTrR bs(t)prbaD)]sl wZTrR prbs(E)ba(D]A()0500.  (C.25)
.,

Se utilizarmos a propriedade do trago, onde este é preservado por uma rotacao ciclica dos

operadores, temos que

Trr[ba(t)bs(t)pr] = Tra[bs(t')prba(t)],
Trr[ba(t)prbs(t)] = Trr[prbs(t)ba(t)], (C.26)

e além disso, observando que b(t) é Hermitiano, seu complexo conjugado pode ser escrito

como,

(Tealba(0055()0r]) = Talbs(t)ou(B)or]

(Tralba(®prbs()]) = Tinl prba(®)bs(t)] (C.27)
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Desta forma, utilizando as propriedades das operagoes do traco dadas acima, e definindo

Daslt) = [t Ten o (Oprbs(t)] (C.28)

podemos, assim, escrever a equac¢ao mestra de uma forma mais clara e compacta:

3

dfg—(tt) =22 {Daﬁ(t) (00, A(t)as] + Dis(t) [05p(8), oa]} . (C.29)

a=1 g=1

Vale ressaltar que esta equacao mestra, apesar de ser uma aproximacao de segunda ordem
no tempo, é nao-Markoviana, visto que carrega uma dependéncia explicita do tempo local
t. No apéndice seguinte mostramos o calculo das correlagoes do reservatoério térmico

contidas em D,g(t).
C.4 Correlacao do banho térmico

Neste parte da tese, calculamos as correlagoes do banho térmico que sao dados pela

Eq. (5.15) do Cap. (5.1). Para tal, comegamos a analisar o termo dado por

Trp [ba(t)prbs(t)] (C.30)

onde b(t) é dado por b(t) = B(t)A(t) + Bf (t)A*(t). Assim, substituindo esta igualdade

na equagao acima, obtemos:

= Tra { B)prBE) } Aa(®As(t) + Trr { B)or Bl ()} Aa(0)A5(¢) +

+ Tep { B (0prB() } AL(OAs() + Ter { B (0B (1) } ALOAS(E). (C:32)

Da equagao acima, visto que estamos considerando como reservatorio térmico um banho

de osciladores harmonicos, temos

Trg {B(t)pRB(t’)} = Tip {BT(z)BT(ﬂ)pR} —0, (C.33)
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de forma que, definindo
Gi(t,t') = Trp{B(t)prB' (")},
Gao(t,t') = Trr{B'()prB(t)}, (C.34)
obtemos,
Trr {ba(t)prbs(t')} = Gi(t, t')Aa(t)A5(t") + Ga(t, t) AL (1) As(t) (C.35)

Comegemos calculando, de forma contraria, Go(¢,t’). Visto que o ensemble é canénico, a

situacao de equilibrio térmico é dada por
PR = eiﬁHR/ZB (036)

onde # = 1/KT, sendo T a temperatura do reservatorio, K a constante de Boltzman e
Zp = Trr{e PHr} ¢ a fungao de particio.
Primeiramente, calculemos Zz. Escolhemos uma base para os autovetores do banho

térmico que é dada pelo conjunto {|ny), |ns2), ..., |ng) }. Desta forma,

B _ t
Zp = Z (ny,...,nile 5HR\n1,...,nk> = Z (ny,...,ngle BRY k wrarak |11y ey k)

n1,MN2,... ni,ng,...
(C.37)
visto que Hgp = h)_, wkalak. Aplicando Hg nos elementos da base, temos
Hp|ny,...,ng) = Z hwkalak |11, ) = Z hwgng [nq, ..., ng) (C.38)
k k
de forma que Zp fica dado por:
Zp= Y e i (C.39)

ni,ng,...
Visto que os operadores que atuam em diferentes modos k£ comutam, podemos escrever
Zp em termos de um produtorio de operadores, ou seja
Zp= > e (C.40)
ni,ne,... k
Desta forma podemos resolver a soma em n,

D e = if” =14+f+f+.. (C.41)

ni,ng,.. =fr<l n=0
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Zf”— HA+f+2+.)=1 (C.42)
logo,
- 1
n=0
de forma que
1
—Bhwgng _
ni,na,...

e a funcao de particao é entao escrita:

1

Vejamos agora o operador B(t),

B(t) = Uj(t) BUn(t) = ¢ T 2ok on (ngk) el (C.46)

Visto que os operadores de criacao e destruicao comutam para diferentes k, podemos

escrever B(t) em termos do produtério,

] | —iwp,al_a
_ hz (H ewklaklaklt(gkak) H e Wha U, th) 7 (047)
k k1 ko

de forma que somente nao se cancelam os operadores pertencente a somatoria em k.
Assim,
~ . 1 . 1
B(t) — FLZ (ezwkakaktgkake zwkakakt> ] (048)
k

Definimos um operador v(t) tal que

U(t) _ eiwkazaktgkake—iwkazakt7 (049)

dv : ional oral . ional oral
%(t> = iWgk (QZwkakakt(a;ak(lk)G_zwkakakt> T <€Zwkakakt(ak(l;i(lk)t?_zwkakakt> ’ (C50)

d : .
d—:(t) = Wk giekagat [alay, ax) eminatait | — —iwgv(t), (C.51)
——

—ap

o que implica que

v(t) = v(0)e "kt (C.52)
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Substituindo v(0),

twit

v(t) = grare ",

calculamos finalmente B(t),

B(t) = hz grage” Wkt
k

Voltando a Gs(t,t') temos,

Go(t,t') = Trr{ B (0)prB(t)} = Y (n1, .| BI(£)prB(t') |na,...),

ni,...
de forma que utilizando a propriedade ciclica do trago podemos escrever,

o e —BhY, wenk
—iw, w
g E (na, .| P gr, gp et ety ak2T|n17"'>'

ni,... k1,k2

Devido ao traco, necessariamente ki = ko, pois caso contrario o resultado é nulo.

2|2 iwp, (t=t) g P
w
E E (ny, .| K| gg, |7 aklakl 7 Ini, ...,
ni,..
1+nk1
—BhY, wrng

w —t/ €
:kZhQ‘gkl‘Qe k1(t t)Z(l—{—nkl)T
1

Ny,

Vejamos a somatoria em n,

1 - WEn 1 - WEn 1 - WEn
22(1+nk1)6 B2k ’“:226 PRk ’“+§an1€ PR wrmk

ni,... n,... N,...
N g

-~
Z
Resolvendo o segundo termo escrevemos,

% Z nkle—ﬁhzk WENE % Z nkle—ﬂﬁu)klnkl Z e*ﬁhzk?skl u}knk7

N,y Nky Ny FNy

Z(1—e k1)
de forma que
1
Z Z(l + nkl)e_ﬁﬁzkwknk =14+ (1 _ e—ﬂﬁwkl) Z nkle_ﬂh‘“h"kl.
ni,... Ny
A somatoria em ny, também pode ser simplificada,

—Bhwg ng, —Bhwy,, ny,
Ni. e 1"k = — e 1Mk
Z k1 hwk o8 Z

nkl

(C.53)

(C.54)

(C.55)

(C.56)

Assim,

(C.57)

(C.58)

(C.59)

(C.60)

(C.61)

(C.62)
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substituindo a série, conforme a Eq. (C.43),

1 9 1 e~ Py
—Bhwgyng, — __— 7 _
Xk:nkle T (1 - e—ﬁml) sy
Tkq
finalmente,
1 e Phwry 1
—0Bh WENE —Bhw _
ZZ(l—I—nkl)e pP kk_1+(1_6 k1)m—l+m. (0.64)
n,...
Substituindo na Eq. (C.58), calculamos entao G (t,t'):
Go(t,t') =) h2[gal e =) (1 +ny) (C.65)
k
onde ny é o nimero de ocupagao médio do modo k do reservatorio:
1

O calculo de Gy (t,t") pode ser feito de forma analoga ao calculo de Gy(t,t'). Para este

caso, o resultado é similar a Eq. (C.57), com uma diferenc¢a nos operadores aklall que
sao substituidos por aLlakl = nyg,, além do sinal da exponencial. Assim,
—BRY, wrn
—i ¢/ €
Gi(t,t') = Z Z (ny, .| B?| g, |Pe”m 1) allakl — Ini,...), (C.67)
ni,... ki e
nkl
—BhRY, wenk
i (ppt e
Gi(t.t") =) h?[ge, [Prg,e om0 —— (C.68)
k1 Ny
1
implicando assim,
Gi(t, 1)) = B|g*npe n 1), (C.69)
k

Neste ponto é importante ressaltar alguns aspectos das correlacoes do banho térmico.
O termo dado por Go(t,#') é igual a Gi(t,#') somado de >, h?|gy|?e™+(~*) onde este
termo adicional carrega as informacoes pertinentes ao vacuo eletromagnético. Assim, é
facil observarmos que para 7' = 0K temos que Gi(¢,t') = 0 implicando que a correlagao

dos reservatorios é dado somente pela contribuicao do vécuo.
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C.5 Correlagcao do banho térmico na versao integral

Nesta secao da apéndice mostraremos em detalhes, na versao integral, os calculos da
fungao correlagdo dos banhos térmicos G (t) e Go(t) descritos acima. Para isto, supomos
que o nimero de modos normais do reservatorio por unidade de freqiiéncia se torna infinito,

de forma que definimos a densidade espectral como,
J(w) = Z ‘SJIJQ (w — wg), (C.70)
k

com w € [0,400). Assim, interpretamos a soma das Eqgs. (5.17) e (5.18) como integrais

sobre w:

1) = [ dwd@)explicn)/exp(se) - 1)
I(t) = /Ooode(w)exp(iwt), (C.71)

onde definimos uma funcao para a densidade espectral do reservatorio tal que

s

w_l exp(—w/we), (C.72)

J p—
(w) U

onde 7 ¢ uma constante adimensional proporcional ao tamanho do acoplamento do sis-
tema com o reservatorio, s define a densidade espectral como sendo 6hmica (s = 1) ou
super 6hmica (s > 1) e w, ¢ a freqiiéncia de corte que delimita a freqiiéncia maxima do
ambiente que interage com o sistema, sendo este transparente para valores superiores. Se
compararmos este resultado com as Eqs. Gi(t) e Gy(t) calculadas no apéndice anterior,

podemos calcular suas versoes integrais. No caso, teremos que:

gl(ta t/) = If (t - t/)

gQ(ta t/)

Ti(t—t) + To(t — V). (C.73)

Primeiramente, analisamos o termo 1/[exp(fw) — 1] que aparece na Eq. (C.71):

1 1 e P 1
— —ePw [ - 4
efw —1 (eﬁw—l) (65W> ‘ (1—65“’> ' (C.74)

Observando que (Eq. (C.43))

o L
nzzof_l_f7
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para f™ < 1, escrevemos entao

1 o0 o0
—Bw __—fw —Bwn __ 7,8u)(n+1)
e <71—e—ﬂw) =e ;e —;e ; (C.75)

de forma que

1 oo
_ —Bw(n+1)
e goe : (C.76)

Assim, substituindo a igualdade acima e a densidade espectral em G (t) calculamos:

(1) = [t (1= explowfn) ) explivt i exp —Bufn 1 1).

Isolando w e incluindo uma varidvel auxiliar o que posteriormente é igualada a unidade,

wle/ dw w* exp{—aw[l/wc it + [B(n + )]}

Escrevendo em funcao da s-ésima derivada de «

Gi(t) =

Gi(t) = w?ZA N [1/wc+it+ﬁ(n+1)}_sx
¢ n=0
<_1)8d; /Ooodw exp{ —aw[l/wc—it+ﬁ(n+1)]}.

~~

a1 /[ 1/we—it+B(n+1)]

A derivada é resolvida diretamente,

d® 0_/*1 B (—1)88!04(7371)
da® ([1/wc — it + ﬁ(n —+ 1)]) o [1/(")0 — it + ﬁ(n + 1)}7 (077)

de forma que substituindo em G (t), considerando o = 1 obtemos,

1N 5!
C.78
S [Lwe — it + B(n + 1)]FD? ( )

e para simplificar isolamos w,. do dividendo
N slw, Tt
) =
Gi(t) w1 HZ:O [1— iwet + Bwe(n + 1)]E+D
’ i . (C.79)
= Nwe ‘ : .
e 2 T it + Paen + 1]+

Procedendo de forma analoga a solu¢ao exposta acima, o termo Go(t) é escrito como

n_ [%1_ Zﬂs(—nsdcz : /0 "o expl-aw(lfuwe — it)],  (C.80)

a1 /1 we—if]

Ga(t)
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onde a derivada é resolvida diretamente,

dos \ [1/w. — it] 1/w. — it]

de forma que substituindo em Gs(t), considerando o = 1 obtemos,

s!

t) = e
g2( ) nw [1 - iwct](sﬂ)

(C.82)

Com estes dois resultados podemos facilmente calcular as correlagoes dos banhos térmi-
cos que sao dadas por combinagoes lineares de G(t), Go(t) e seus respectivos complexo

conjugados.
C.6 Operador evolucao para o caso de dois campos

Um operador evolugao temporal geral para um sistema de um qubit pode ser escrito

U(t) = I cos[a(t)] —io - a(t)sin [a(t)], (C.83)

ou se quisermos incluir outras variaveis, como por exemplo um niimero maior de campos,
podemos escrever

U(t) = U () Us(L).. UL (L), (C.84)
onde cada U;, com i = 1,n, é dado conforme a Eq. (C.83). Abaixo mostramos em detalhes
como calculamos cos [a(t)] e G(¢) sin [a(t)] para um caso onde o qubit esta sujeito a agao
de dois campos externos. A extensao para o caso de trés ou mais campos é anéloga.

Assim,

Uy () Us(t) = { I cos [on (£)] — i - s (t) sin [ (t)]} { I cos [as(t)] — io - Gia(t) sin [ag(t)]} ,
(C.85)

Sendo assim, expandimos de forma que
U (t)Us(t) = + 1 cos[ay(t)]cos[aa(t)] — io - Ta(t) cos [ (t)] sin [aa(t)]

— o -0y (t) sin [aq (t)] cos [aa(t)]

— [o - 01(t)][o - Ga(t)] sin [y (t)] sin [aa(t)]. (C.86)
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Observando que,

{lo-m@llo o)} = {il() x )] o+ @) w@H} (€87

finalmente,

Uty = 1 { cos o ()] cosfaz(t)] — (1) - fa(t) sin [en ()] s [az(0)]}
— a-{aQ(o cos [y (1)) sin [an(t)] + Gy (¢) sin [on (¢)] cos [a2(t)]}
~ 0'~{ﬁ1(t) % fia(1) sin a1 (£)] sin [ag(t)]},

de forma que o cosseno e o seno da Eq. (C.83) s@o escritos como:

cosla(t)] = + cos o (t)] cos [aa(t)]
— 0y (¢t) - 0a(¢) sin [y (¢)] sin [aa(t)] (C.88)

(
a(t)sinfa(t)] = + o
(
(

— 0y (t) X 0a(¢) sin [y (¢)] sin [aa(t)] - (C.89)



D Apéndice do capitulo 6

D.1 DMatrizes de rotacao

Nesta parte do apéndice nos explicitamos as matrizes de rotacao dependentes do tempo

correspondente & transformacao unitaria geral para um qubit,
U(t) = I cos|a(t)] —io - a(t) sin[a(t)]. (D.1)
Assim, como explicito no apéndice (C.2), U(t)'oU(t) = A(t) - o com
A(t) = Xcos 2a(t)] + [Axa(t)] sin [2a(t)] + a(t) [a(t) - A] {1 — cos [2a(t)]}., (D.2)

de forma que se explicitarmos suas componentes, escrevendo A(t) = Ao, + Ao, + A0,

temos que
A (t) = Apcos[2a(t)] + [Ayt.(t) — Aty (t)] sin [2a(t)]
+ g (t) [(t) - AJ{1 — cos [2a(2)]}
Ay(t) = Aycos2a(t)] + [Auiia(t) — Apis ()] sin [20(2)]
+ Uy () [(t) - AJ{1 = cos [2a(2)]},
A(t) = Ascos 2o(t)] + [Aatly () — Aytla ()] sin [2a(t)]
+ az(t) [a(t) - AJ{1 — cos [2a()]}, (D.3)
onde a matriz de rotacio é escrita isolando as componentes do vetor erro. Assim, sepa-

rando cada componente de A(t) nas suas trés componentes obtemos:
Aalt) = Au O )+ A 8) + A, ), (D.4)
com
AeQut) = Ao ( cos [2a ()] + |ie ()2 {1 — cos [2a(t)]} ) ,
A(Not) = A, ( . (£) sin [2a(8)] + duity (£) {1 — cos [2a()]} ) ,

Ao t) = )\Z<—ﬁy(t)sin[Qoz(t)]—1—%212(75){1—(:05[204(75)]}), (D.5)
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Ay(Apyt) = A | —0u(t) sin [2a(t)] + G0, (t) {1 — cos [2a(t)] } > ,

(
MyOyt) = A, ((cos[2a(t)] + [ay () {1 = cos 2a()]} ) .
(

Ay(Az,t) = A G,(t) sin [2a(t)] + Gy 0, (t) {1 — cos [2a(t)]} > : (D.6)

AQst) = A ((iy(t) sin[2a(8)] + (1) {1 = cos 2a(1)]} ),
A, t) = )\y(—ﬂx(t)sin[Qa(t)]—|—ﬁzﬁy(t){1—cos[2a(t)]}>,

AOu,t) = A ( cos [2a(t)] + |, (£)[2 {1 — cos [2a(t)]} ) . (D.7)
No Cap. (5.2) as componentes definidas por R, ,(t) na Eq. (5.47), sao dadas por
AN\ t) = R, (), (D.8)

que, entao, na forma matricial pode ser escrito como:

R(t) =] AOart) Ay t)  Ay(ONsit) |- (D.9)



