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Resumo

FANCHINI, F.F. Desacoplamento dinâmico de estados quânticos via campos

contínuos de alta frequência. 2008. 119 p. Tese (Doutorado) - Instituto de Física de

São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2008.

Nesta tese de doutoramento nós tivemos como principal objetivo desenvolver novos méto-

dos para proteção da informação e computação quântica. Começamos, de forma introdu-

tória, ilustrando os conceitos básicos e fundamentais da teoria da informação e computação

quântica, como os bits quânticos (qubits), o operador densidade, o emaranhamento e as

operações lógicas quânticas. Na seqüência, apresentamos os formalismos utilizados para

tratar sistemas abertos, ou seja, sujeitos a erros, além das principais técnicas existentes

a fim de proteger a informação quântica, como os códigos de correção de erros, os subes-

paços livres de erros e o desacoplamento dinâmico. Finalmente, baseando-nos na técnica

de desacoplamento dinâmico, introduzimos um esquema de proteção para operações ló-

gicas quânticas e o emaranhamentos entre qubits utilizando campos de alta freqüência.

Ilustramos em detalhes a proteção da operação lógica quântica de Hadamard e do emara-

nhamento entre dois qubits, além de apresentarmos as principais diferenças e vantagens

de nosso método quando comparado às técnicas tradicionais de desacoplamento dinâmico.

Palavras-chave: Computação quântica. Desacoplamento dinâmico. Emaranhamento.



Abstract

FANCHINI, F.F. Dynamical decoupling of quantum states by high-frequency

continuous fields. 2008. 119 p. Thesis (Doctoral) - Instituto de Física de São Carlos,

Universidade de São Paulo, São Carlos, 2008.

The main objective of this thesis is the development of a new procedure for quantum

information and computation protection. We begin by briefly illustrating the basic con-

cepts of quantum information and computation theory, such as quantum bits (qubits),

density matrix operator, entanglement, and quantum logical operations. Subsequently,

we present the formalism utilized to treat quantum open systems, i.e., systems subjec-

ted to errors, and the main strategies to protect quantum information, such as quantum

error correction codes, decoherence-free subspaces, and dynamical decoupling. Finally,

based on the dynamical decoupling strategies, we introduce a procedure to protect quan-

tum logical operations and entanglement utilizing high-frequency continuous fields. We

illustrate, in details, the protection of a Hadamard quantum gate and of entanglement

between two qubits, and present the differences and advantages of our procedure when

compared with traditional techniques of dynamical decoupling.

Keywords: Quantum computation. Dynamical decoupling. Entanglement.



Lista de Figuras

Figura 2.1 Emaranhamento entre três qubits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

Figura 3.1 Efeito da descoerência na esfera de Bloch . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Figura 3.2 Efeito do erro de bit-flip na esfera de Bloch . . . . . . . . . . . . . . . 47

Figura 3.3 Efeito do erro de amplitude na esfera de Bloch . . . . . . . . . . . . . 49

Figura 5.1 Fidelidade da operação lógica quântica de Hadamard em função do

tempo, da temperatura e da freqüência do campo protetor, para uma

classe de erro geral. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

Figura 5.2 Fidelidade da operação lógica quântica de Hadamard protegida em

função do tempo, da densidade espectral do reservatório e da freqüên-

cia do campo protetor. Classe de erro: descoerência. . . . . . . . . . . 75

Figura 5.3 Taxa de perda de fidelidade da operação lógica quântica de Hadamard

desprotegida em função da densidade espectral do reservatório. Classe

de erro: descoerência. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Figura 5.4 Fidelidade da operação lógica quântica de Hadamard desprotegida em

função da condição inicial do sistema. Densidade espectral do reser-

vatório: super ôhmica. Classe de erro: descoerência. . . . . . . . . . . 77

Figura 5.5 Fidelidade da operação lógica quântica de Hadamard protegida em

função da condição inicial do sistema. Densidade espectral do reser-

vatório: super ôhmica. Classe de erro: descoerência. . . . . . . . . . . 77

Figura 5.6 A menor fidelidade, dentre todas as condições iniciais do sistema, da

operação lógica quântica de Hadamard parcialmente protegida em fun-

ção das magnitudes dos acoplamentos dos reservatórios. Densidade

espectral do reservatório: ôhmica e super ôhmica. Classes de erros:

descoerência, bit-flip e amplitude. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78



Figura 5.7 Fidelidade da operação lógica quântica de Hadamard protegida e des-

protegida em função das condições iniciais do sistema. Densidade es-

pectral do reservatório: ôhmica (bit-flip e amplitude) e super ôhmica

(descoerência). Classes de erros: descoerência, bit-flip e amplitude. . . 80

Figura 5.8 Fidelidade da operação lógica quântica de Hadamard protegida e des-

protegida em função das condições iniciais do sistema. Densidade es-

pectral do reservatório: super ôhmica. Classes de erros: descoerência,

bit-flip e amplitude. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Figura 6.1 Concurrence em função do tempo. Qubits acoplados a reservatórios

independentes. Densidade espectral do reservatório: ôhmica. Classes

de erros: descoerência, bit-flip e amplitude. . . . . . . . . . . . . . . . 89

Figura 6.2 Fidelidade dos estados de Bell em função do tempo. Qubits acoplados

a reservatórios independentes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

Figura B.1 Concurrence em função do tempo para dois estados quânticos distintos

que inicialmente possuem o mesmo grau de emaranhamento. Aproxi-

mação Markoviana e dinâmica livre, sem proteção. Classe de erro:

erro de amplitude. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104



Sumário

1 Introdução 12

2 Conceitos fundamentais 14

2.1 Bits quânticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.1.1 Estados puros e mistos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2 Operador densidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2.1 Operador densidade para estados puros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2.2 Operador densidade para misturas estatísticas . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.3 População e coerência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.4 Operação traço parcial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.5 Operação transposição parcial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.6 Vetor de Bloch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 Emaranhamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.4 Medida de emaranhamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.4.1 Entropia do emaranhamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.4.2 Negatividade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.4.3 Concurrence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.5 Fidelidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.6 Operações lógicas quânticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.6.1 Operações de 1 qubit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.6.2 Operações de 2 qubits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.7 Formalismo de interação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3 Sistemas abertos 38

3.1 Representação de Kraus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39



3.2 Equação mestra de Redfield . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.3 Classes de erros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3.1 Erro de descoerência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3.2 Erro de bit-flip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.3.3 Erro de amplitude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4 Métodos de proteção contra erros 50

4.1 Códigos de correção de erros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.2 Subespaços livres de erros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.3 Desacoplamento dinâmico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5 Desacoplamento dinâmico contínuo para o caso de 1 qubit 57

5.1 Desacoplando continuamente operações de 1 qubit . . . . . . . . . . . . . . . 57

5.1.1 Equação mestra para um único reservatório . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5.1.2 Proteção da operação lógica de Hadamard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5.2 Classes independentes de erros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.2.1 Equação mestra para reservatórios independentes . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.2.2 Erros independentes de descoerência, bit-flip e amplitude. . . . . . . . . . . . 70

5.2.3 Proteção contra erros de descoerência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.2.4 Proteção contra classes independentes de erros . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

6 Desacoplamento dinâmico contínuo para o caso de 2 qubits 81

6.1 Proteção de estados emaranhados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6.1.1 Configuração dos campos externos protetores . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.1.2 Equação mestra para 2 qubits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

6.1.3 Proteção contra classes independentes de erros . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

7 Conclusão 91

Referências 98

Apêndices 98

A Expansão de Magnus 99



B Morte Súbita de Emaranhamento 102

C Apêndice do capítulo 5 105

C.1 Hamiltoniano geral para 1 qubit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

C.2 Hamiltoniano de interação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

C.3 Cálculo de Dα,β para o caso de banhos escalares . . . . . . . . . . . . . . . . 107

C.4 Correlação do banho térmico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

C.5 Correlação do banho térmico na versão integral . . . . . . . . . . . . . . . . 114

C.6 Operador evolução para o caso de dois campos . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

D Apêndice do capítulo 6 118

D.1 Matrizes de rotação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118



1 Introdução

Nesta tese de doutoramento nós introduzimos os conceitos básicos e fundamentais

da computação e informação quântica. O tema, cuja pesquisa e desenvolvimento vem

crescendo de forma significativa nos últimos anos, é extremamente relevante visto que

engloba os principais conceitos e as exclusivas peculiaridades da mecânica quântica, como

a superposição de estados e conseqüente paralelismo, além do emaranhamento de estados

quânticos. Nós focamos nossos estudos principalmente em sistemas abertos, onde o estado

quântico que se pretende manipular, que denominaremos como os estados do sistema

quântico reduzido, está em contato com um reservatório externo que o perturba de forma

irreversível. O estudo, a compreensão e, principalmente, as alternativas de proteção contra

os ruídos externos são crucias para o desenvolvimento da computação quântica, visto que,

nestas circunstâncias, as operação lógicas necessárias para uma computação com alta

fidelidade apresentam erros que as descaracterizam por completo.

Nós apresentamos o método de proteção contra erros quânticos por nós desenvolvido

com a finalidade de proteger as operações lógicas de um bit quântico, ou qubit, que é

a unidade fundamental da computação quântica, além de proteger o emaranhamento de

dois qubits. Tal método, como nós mostraremos no decorrer desta tese, está baseado nas

técnicas de desacoplamento dinâmico (1,2,3,4), sendo esta uma das três principais estraté-

gias desenvolvidas na literatura com a finalidade de proteger a informação quântica. Nós

começamos definindo os principais conceitos fundamentais necessários para o desenvolvi-

mento desta tese, como o operador densidade, que é um maneira amplamente utilizada

na literatura a fim de descrever os estados quânticos, a fidelidade que é uma medida de

distância no espaço de Hilbert, que é o espaço onde se encontram os estados quântico, e a

concurrence que é uma medida de emaranhamento para um sistema de dois qubits. Além

disso, descrevemos as principais operações lógicas quânticas cujo papel principal é incluir

dinâmicas controladas aos estados.
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Na seqüência, apresentamos algumas técnicas utilizadas com a finalidade de calcular

a dinâmica de um sistema quântico reduzido quando perturbado por um reservatório.

Assim, nós apresentamos os denominados operadores de Kraus e a equação mestra que

acreditamos ser as técnicas mais difundidas na literatura neste contexto. Além disso,

apresentamos algumas classes de erros às quais os qubits podem estar sujeitos quando

acoplados a um reservatório, sendo estas os erros de descoerência, erros de bit-flip e erros

de amplitude. Apresentamos também, ainda de forma introdutória, os principais métodos

de proteção contra erros, sendo eles os códigos de correção de erros, os subespaços livres de

erros e o desacoplamento dinâmico, além de suas fragilidades e peculiaridades próprias.

Finalmente, apresentamos o método de desacoplamento dinâmico contínuo baseado

em campos de alta freqüência desenvolvido neste doutoramento. Diferente dos esquemas

usuais de desacoplamento dinâmico, que utilizam pulsos de alta freqüência para desacoplar

o sistema do reservatório, nosso método se baseia em operações contínuas, o que facilita a

implementação da metodologia. De fato, contrário aos sistemas pulsados, que necessitam

de um controle preciso dos tempos de interação de cada um dos pulsos, em nosso esquema

somente uma única intervenção é necessária quando o campo é desligado ao final da

operação quântica. Assim, utilizamos tal metodologia para proteger as operações lógicas

quânticas de um qubit quando este se encontra acoplado a um reservatório externo que o

perturba introduzindo diferentes classes de erros. Mostramos, de forma detalhada, todos

os aspectos envolvidos na elaboração do método, e ilustramos a proteção da operação

lógica quântica de Hadamard. Além disso, consideramos um sistema de dois qubits, onde,

apesar de não considerarmos operações lógicas, mostramos a eficiência do método a fim

de preservar o emaranhamento inicial entre estes. Vale ressaltar que, apesar do método de

desacoplamento dinâmico ser eficiente em teoria, a sua implementação experimental ainda

não é factível. Na realidade, para uma proteção efetiva se faz necessário que as operações

controladas sejam mais rápidas que o tempo médio de correlação do reservatório, ou seja,

o tempo médio de interação deste com o sistema físico. No entanto, com o atual avanço

tecnológico das técnicas experimentais, o método de desacoplamento dinâmico surge como

uma alternativa concreta para a proteção da informação e computação quântica num

futuro próximo.



2 Conceitos fundamentais

2.1 Bits quânticos

O bit clássico é a unidade básica de informação dos computadores de nosso dia-a-

dia, e pode ser definido por dois símbolos quaisquer, como por exemplo 0 e 1, ou ↑

e ↓, de forma que o seu estado sempre é ou ↑ ou ↓. O bit quântico, ou qubit, por

sua vez é a unidade elementar da informação quântica e pode ser definido sempre por

um sistema de duas dimensões. Entretanto, os estados quânticos, ao contrário do que

estamos habituados no nosso cotidiano, podem existir em superposições lineares de seus

elementos. Assim, se o espaço de Hilbert deste sistema possuir uma base ortonormal

dada pelos estados |↑〉 e |↓〉, o qubit pode ser qualquer combinação linear destes estados,

ou seja, α |↑〉 + β |↓〉. Dessa forma, para sistemas quânticos, existe então um contínuo de

configurações, enquanto que para sistemas clássicos o bit possui 2 configurações plausíveis,

↑ ou ↓. Abaixo começamos a explicar brevemente alguns conceitos fundamentais da

mecânica quântica, como a definição de estados puros e mistos, além de uma propriedade

inusitada e exclusiva da mecânica quântica denominada emaranhamento.

2.1.1 Estados puros e mistos

Um conjunto de estados quânticos pode ser constituído de estados puros ou pode

ser composto por uma mistura estatística. Um conjunto constituído por estados puros

é constituídos por estados idênticos, de forma que a dinâmica do todo é equivalente à

dinâmica de um único elemento do conjunto. Sendo assim, definimos um estado quântico

puro como,

|ψ(t)〉 =
∑

n

αn(t) |φn〉 , (2.1)
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onde {φn} forma uma base ortonormal para um espaço de estados quânticos. Um espaço

ortonormal significa que os estados da base, ou também podemos chamá-los de vetores

da base, são ortogonais entre si, ou seja, o produto escalar entre dois elementos distintos

da base é igual a 0. Além disso são também normalizados, de forma que a magnitude dos

vetores é igual a 1, ou seja,
∑

n |αn|2 = 1, de forma que a probabilidade de colapso da

função de onda no estado |φj〉, após uma medida nesta base, é dada por |αj|2.

Um conjunto de estados quânticos constituído, por sua vez, de estados quânticos di-

versos, não idênticos, é o que chamamos de mistura estatística. Neste caso, a fim de

representarmos tais estados, definimos o que chamamos de operador densidade, que apre-

sentamos a seguir.

2.2 Operador densidade

O formalismo do operador densidade foi introduzido pelo físico e matemático húngaro

John von Neumann em 1927, de acordo com trabalhos pioneiros de Lev Landau e Felix

Bloch. A representação da mecânica quântica em termos de operador densidade é muito

útil e extensivamente utilizado quando se trata de sistemas abertos onde o sistema é

perturbado por fatores externos indesejados. Como mostraremos brevemente nesta secção,

o operador densidade nos fornece as estatísticas pertinentes aos conjuntos, sejam eles de

estados puros ou mistos. O operador densidade, que de aqui em diante definiremos pela

letra grega ρ, é uma matriz Hermitiana,

ρ = ρ∗T ≡ ρ† (2.2)

onde ∗ é o complexo conjugado da matriz e T representa a operação de transposição da

matriz, positiva semidefinida, de forma que todos os autovalores de ρ são maiores ou

igual a zero, e seu traço é igual a 1,

Tr ρ = 1. (2.3)
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2.2.1 Operador densidade para estados puros

Consideremos um estado puro cuja função de onda no tempo t é dada conforme a Eq.

(2.1). Visto que o valor médio de um operador P qualquer no instante de tempo t é dado

por:

〈P (t)〉 = 〈ψ(t)|P |ψ(t)〉 =
∑

n

∑

m

α∗
n(t)αm(t)Pnm (2.4)

onde

Pnm ≡ 〈φn|P |φm〉 , (2.5)

definimos, de forma conveniente, o operador densidade:

ρ(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)| , (2.6)

de maneira que os seus elementos são dados por 〈φm| ρ(t) |φn〉 = α∗
nαm. Desta forma,

podemos escrever o valor médio do operador P como

〈P (t)〉 =
∑

n

∑

m

α∗
nαm

︷ ︸︸ ︷

〈φm| ρ(t) |φn〉 〈φn|P |φm〉
︸ ︷︷ ︸

Pnm

= Tr{ρ(t)P}, (2.7)

pois
∑

n |φn〉〈φn| = 1 e
∑

m 〈φm|A |φm〉 = Tr{A}. Como vemos, facilmente podemos

calcular os valores esperados para qualquer observável através de uma operação simples

de multiplicação de matrizes e respectivo traço.

A evolução temporal do operador densidade pode facilmente ser deduzida através da

dinâmica quântica não relativística de um estado qualquer, que é dada pela equação de

Schrödinger:
d

dt
|ψ(t)〉 = − i

~
H(t) |ψ(t)〉 . (2.8)

A variação temporal do operador densidade é então dada por:

ρ̇(t) =

(
d |ψ(t)〉

dt

)

〈ψ(t)| + |ψ(t)〉
(

d 〈ψ(t)|
dt

)

, (2.9)

de forma que substituindo a equação de Schrödinger obtemos,

ρ̇(t) = − i

~
H(t) |ψ(t)〉〈ψ(t)| + i

~
|ψ(t)〉〈ψ(t)|H(t), (2.10)

ρ̇(t) = − i

~
[H(t), ρ(t)], (2.11)
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que é conhecida como sendo a equação de Liouville-von Neumann. Os colchetes na equação

acima definem a operação comutação, que é dada por [A,B] = AB −BA onde A e B são

duas matrizes quaisquer de mesma dimensão.

2.2.2 Operador densidade para misturas estatísticas

De forma análoga podemos definir um operador densidade para um conjunto dado por

uma mistura estatística. Neste caso, não podemos adquirir a informção total a respeito

de um sistema quântico sendo suas superposições incoerentes. Assim, definimos como

ferramental o operador ρ:

ρ =
∑

n

pnρn, (2.12)

onde ρn é o operador densidade dos estados puros, e pn os respectivos pesos ou proba-

bilidades dos vários estados possíveis. Logicamente, da mesma forma,
∑

n pn = 1 visto

que a probabilidade de encontrarmos o sistema físico em qualquer um dos estados puros

é normalizada igual a 1. De forma análoga é direto que a dinâmica do operador densi-

dade para o caso de misturas estatísticas também é dada pela equação de Liouville-von

Neumann.

Uma medida da pureza do operador densidade pode ser dada por Tr(ρ2), de forma

que como solução temos 1 para estados puros e 1/d para estados maximamente mistos,

onde d é a dimensão do sistema quântico.

2.2.3 População e coerência

É conveniente analisarmos o operador densidade em termos dos elementos de sua

matriz. Se observarmos com mais cuidado para a forma como o operador densidade é

construído, é fácil verificarmos que cada elemento da diagonal principal do operador é

dado pela probabilidade média do colapso da função de onda após uma medida num certo

elemento da base. Pela própria definição, seja |ψ(t)〉 =
∑

n αn |φn〉 onde {|φn〉} são os
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elementos da base,

ρnn(t) = 〈φn| ρ(t) |φn〉 = |αn(t)|2. (2.13)

Os termos da diagonal principal do operador densidade são, então, definidos como popu-

lação do estado |φn〉. Vale ressaltar que o mesmo vale para um mistura estatística.

A coerência é dada pelos elementos de fora da diagonal principal do operador densi-

dade,

ρnm(t) = 〈φn| ρ(t) |φm〉 = αn(t)α∗
m(t), (2.14)

e está diretamente ligada com o padrão de interferência dos estados quânticos. A coerência

caracteriza o sistema quântico, visto que está ligada diretamente com o fato de que no

mundo quântico as superposições de estados são acontecimentos totalmente plausíveis e

admissíveis.

2.2.4 Operação traço parcial

A descrição em termos do operador densidade, como iremos mostrar, é muito útil

quando o sistema quântico é constituído por vários subsistemas, como por exemplo os

qubits (subsistema 1) mais reservatórios externos (subsistema 2). O operador densidade

possibilita de forma simples e rápida o cálculo das probabilidades parciais, de forma que

podemos ponderar somente as probabilidades do subsistema de interesse, desconsiderando

as configurações dos outros subsistemas. Para maior clareza e compreensão, vejamos um

exemplo simples.

Consideramos um sistema quântico cujo espaço total dos estados é dado pelo produto

tensorial dos espaços de Hilbert HA ⊗HB. O traço parcial do operador densidade total ρ

com relação ao sistema B pode ser escrito como

ρA = TrB ρ. (2.15)

A operação traço parcial fornece, em princípio, a informação quântica de cada subsistema

de forma separada e satisfaz, como mostraremos abaixo, propriedades importantes quando

se trata das observáveis do sistemas.
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Seja M um observável do subsistema A e M ⊗ I o observável correspondente quando

se trata do sistema composto. O operador densidade ρA do sistema reduzido, logicamente

deve ser consistente com as medidas estatísticas do subsistema A, de forma que os valores

esperados de M , quando consideramos somente o subsistema A, e de M ⊗ I, quando

consideramos o sistema total, devem ser os mesmos

TrA(M · ρA) = Tr(M ⊗ I · ρ). (2.16)

Desta maneira, é fácil de observar que esta igualdade pode ser satisfeita se ρA for definido

conforme a Eq. (2.15) que é consistente, então, com as medidas estatísticas quânticas de

cada subsistema.

2.2.5 Operação transposição parcial

Outra propriedade importante do operador densidade, e que não podemos deixar de

citar, é a operação de transposição parcial em relação a um dos subsistemas. De forma

simples, a fim de ilustrarmos a operação, vejamos a tranposição parcial considerando um

sistema de dois qubits. O operador densidade, em termos de seus elementos, pode ser

escrito como,

ρ =
∑

i,j,k,l

[〈i|A ⊗ 〈j|B ρ |k〉A ⊗ |l〉B] |i〉A 〈k|A ⊗ |j〉B 〈l|B , (2.17)

onde i, j, k, l = {↑, ↓}. A operação transposição parcial sobre o subsistema A, onde

definimos ρTA como o transposto parcial de ρ, é escrito de tal forma que cada elemento

de ρ, 〈i| 〈j| ρ |k〉 |l〉 é mapeado no elemento 〈k| 〈j| ρ |i〉 |l〉 do operador densidade ρTA , ou

seja,

ρTA =
∑

i,j,k,l

[〈k|A ⊗ 〈j|B ρ |i〉A ⊗ |l〉B] |i〉A 〈k|A ⊗ |j〉B 〈l|B , (2.18)

onde

〈k|A ⊗ 〈j|B ρ |i〉A ⊗ |l〉B
︸ ︷︷ ︸

ρTA

← 〈i|A ⊗ 〈j|B ρ |k〉A ⊗ |l〉B
︸ ︷︷ ︸

ρ

. (2.19)

A tranposisção parcial, como mostraremos no decorrer desta tese, é muito importante visto

que é fundamental para a definição da negatividade (5), que é um método de medida de

emaranhamento suficiente e necessária para sistemas de até 6 dimensões.
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2.2.6 Vetor de Bloch

Um estado puro geral de um sistema quântico de dois níveis pode ser escrito como

α |↑〉 + β |↓〉 , (2.20)

com α2 + β2 = 1, de forma que o operador densidade, na base {|↑〉 , |↓〉}, é dado por

ρ =






|α|2 αβ∗

α∗β |β|2




 . (2.21)

Para um sistema de dois níveis o operador densidade é dado por uma matriz Hermitiana

com dimensão 2 × 2, de forma que este pode ser sempre escrito como uma combinação

linear da matriz identidade mais as matrizes de Pauli:

ρ = a I + b σx + c σy + d σz, (2.22)

onde

I =




1 0

0 1



 ,

σx =




0 1

1 0



 , σy =




0 −i

i 0



 , σz =




1 0

0 −1



 . (2.23)

Desta maneira, observando que Tr ρ = 1 temos que

Tr(a I + b σx + c σy + d σz) = 1, (2.24)

resultando em a = 1
2

já que o traço das matrizes de Pauli é nulo, conforme podemos notar

nas matrizes da Eq. (2.23). Assim, o operador densidade pode ser definido de tal forma

que

ρ =
1

2
(I + r · σ), (2.25)

onde

σ = σx x̂ + σy ŷ + σz ẑ (2.26)

e r é um vetor de três dimensões com |r| = 1. O vetor dado por r é definido então como

vetor de Bloch, nome dado em homenagem ao físico suiço Felix Bloch. É importante
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notar, então, que um estado quântico puro que descreve um sistema de dois níveis pode

sempre ser representado de forma geométrica. De fato, neste caso, todo e qualquer estado

pode ser dado por um ponto no que denominamos esfera de Bloch, o que é facilmente

observado já que qualquer vetor de três dimensões pode ser escrito em função de dois

ângulos. Assim, observando que |r| = 1, podemos definir r como sendo dado por,

r = sin(θ) cos(α)x̂ + sin(θ) sin(α)ŷ + cos(α)ẑ. (2.27)

2.3 Emaranhamento

Para sistemas puros, dois subsistemas quânticos são ditos separáveis se o sistema

quântico composto pelo conjunto dos dois puder ser escrito como um produto tensorial

dos mesmos:

|ψconj〉 = |ψA〉 ⊗ |ψB〉 , (2.28)

caso contrário são ditos emaranhados. Vale ressaltar que tal definição é válida tanto para

estados puros, quanto para estados mistos.

O emaranhamento trás conceitos importantes sobre a não-localidade da mecânica

quântica. Imaginemos o seguinte exemplo: dado um estado emaranhado constituído de 2

qubits, A e B, cujo estado quântico é dado, por exemplo, pelo estado

|Ψ〉 =
|↑〉A ⊗ |↓〉B + |↓〉A ⊗ |↑〉B√

2
. (2.29)

Se após a preparação deste estado formos capazes de afastá-los espacialmente, uma medida

em qualquer um dos qubits, por exemplo A, necessariamente, devido ao colapso da função

de onda, define o estado do qubit B, introduzindo assim um efeito não local no sistema

físico. Este efeito, de não localidade, é um dos aspectos mais inusitados da mecânica

quântica. Muitos autores tentaram de alguma forma refutar o efeito da não-localidade,

como por exemplo A. Einsten, B. Podolsky e N. Rosen (6), que cogitaram que a mecânica

quântica é uma teoria incompleta no sentido que alguns elementos da realidade física não

estariam sendo considerados por esta. Surge então o que foi denominado pelos autores

como as variáveis ocultas. No entanto, em 1964, John S. Bell (7) refutou indubitavelmente



22 2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

tais teorias e provou que, de fato, "nenhuma teoria física baseada em variáveis ocultas é

capaz de reproduzir todos as predições da mecânica quântica". Assim, como bem predito

pelo teorema de Bell, as correlações à distância, apesar de inusitadas e pouco intuitivas

são intrínsecas à mecânica quântica e estão diretamente relacionadas com os estados

emaranhados. É importante frisar, no entanto, que nem todos os estados emaranhados

desobedecem a desigualdade de Bell.

Como exemplo de estados puros maximamente emaranhados, podemos citar os deno-

minados estados de Bell,

|Ψ+〉 =
|↑↑〉 + |↓↓〉√

2

|Ψ−〉 =
|↑↑〉 − |↓↓〉√

2

|Φ+〉 =
|↑↓〉 + |↓↑〉√

2

|Φ−〉 =
|↑↓〉 − |↓↑〉√

2

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

ou os estados chamados GHZ (Greenberger-Horne-Zeilinger (8)), como por exemplo:

|↑↑↑〉±|↓↓↓〉√
2

. Os estados GHZ são também estados maximamente emaranhados e, de forma

mais geral, podem ser definidos inclusive para N qubits,

|GHZ〉 =
|↑〉⊗N + |↓〉⊗N

√
2

, (2.34)

onde |↑〉⊗N ≡ |↑〉 ⊗ |↑〉 ⊗ · · · ⊗ |↑〉. Outro estado de três qubits emaranhados, e que é

importante citarmos, é o denominado estado W, cujo exemplo pode ser dado por:

|W 〉 =
|↑↓↓〉 + |↓↑↓〉 + |↓↓↑〉√

3
. (2.35)

É importante notar que os estados do tipo W, apesar de maximamente emaranhados,

possuem propriedades distintas do estado GHZ. Como é fácil observar, para os estados do

tipo W, a operação traço parcial sobre qualquer um dos três qubits preserva o emaranha-

mento entre os dois qubits restantes. De forma contrária, para os estados do tipo GHZ,

o emaranhamento dois-a-dois desaparece. Tais propriedades são muito importantes no

estudo do emaranhamento e diferenciam cada um dos estados emaranhados, agrupando-

os em diferentes famílias. De fato, dado dois estados de familias distintas, é impossível
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Figura 2.1. Ilustração do emaranhamento entre três qubits. No quadro a ilustramos um estado do tipo
W, onde o emaranhamento persiste mesmo entre dois qubits. No quadro b ilustramos um estado do tipo
GHZ, onde não existe emaranhamento dois-a-dois.

torná-los idênticos via comunicação clássica e/ou operacões locais. Para três qubits temos

duas famílias distintas, cujos elementos representativos são os estados W e GHZ (9). Para

quatro qubits o número de familías distintas é nove (10), de maneira que estas crescem

de forma não linear com o número de qubits.

Como exemplo de estados mistos emaranhados podemos citar os estados de Werner

que são composto por dois ensembles, um com estados puros e outro com estados maxi-

mamente emaranhados, sendo que cada um deles é ponderado pela variável p :

ρ = p 〈Ψ+|Ψ+〉 + (1 − p) 〈↑↑|↑↑〉 . (2.36)

Neste caso, dependendo do valor de p, poderemos obter estados puros maximamente

emaranhados, estados desemaranhados ou estados mistos parcialmente emaranhados.

Uma propriedade importante do emaranhamento e que deve ser ressaltada é que para

estados emaranhados, apesar de conhecermos por completo a função de onda que descreve

o estado quântico total, composto por N qubits por exemplo, o conhecimento de cada

um dos estados que compõem a função de onda total não é determinado por completo.

Vejamos como exemplo o estado de Bell dado por

|Φ+〉 =
|↑〉A ⊗ |↓〉B + |↓〉A ⊗ |↑〉B√

2
. (2.37)

A função dos dois qubits é bem definida e sabemos calcular com precisão tanto as popula-

ções quanto as coerências do operador densidade deste estado. No entanto, se calcularmos,

através da operação traço parcial, o estado de cada um dos qubits, ignorando os graus

de liberdade do outro, o resultado é uma completa incerteza. Como podemos observar, a

matriz do operador densidade, que representa o estado dos dois qubits, é dada por
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ρAB =
1

2












1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1












, (2.38)

enquanto que o operador densidade reduzido de cada um dos qubits, que é obtido através

da operação traço parcial, é dado por

TrA{ρAB} = TrB{ρAB} =
1

2




1 0

0 1



 , (2.39)

Neste caso, o operador densidade reduzido de cada um dos qubits não fornece uma infor-

mação completa sobre os estados do qubit A e B. Como podemos observar, não podemos

deduzir suas coerências parciais, visto que o operador densidade reduzido dos qubits A

e B não nos fornece esta informação. O desconhecimento da função de onda parcial do

sistema, é intrínseco do emaranhamento, sendo que para estados separáveis, ao contrário,

as informações parciais de cada um dos qubits são sempre bem definidas.

2.4 Medida de emaranhamento

Uma questão importante e bastante estudada na literatura, em relação ao emara-

nhamento, é a sua medida. Dos diversos métodos utilizados, podemos citar a entropia

do emaranhamento, que é utilizada para medir o emaranhamento entre dois subsistemas

constituídos de estados puros, a concurrence (11), que foi a primeira medida de ema-

ranhamento para estados mistos, para um sistema de dois qubits, e a negatividade (5)

que surge do critério de Peres e Horodecki (12, 13). Os critério de emaranhamento, ao

contrário das medidas de emaranhamento, não servem como uma escala de quantificação,

mas respondem se um estado quântico está emaranhado ou não.
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2.4.1 Entropia do emaranhamento

A entropia do emaranhamento é uma medida de emaranhamento para dois subsistemas

constituídos de estados puros, e é definida como a entropia de von Neumann calculada

para um dos subsistemas, ρA, ρB, onde

ρA = TrB{ρ},

ρB = TrA{ρ}. (2.40)

A entropia de von Neumann para um operador densidade X é dada por

E(X) = −Tr(X log2 X), (2.41)

ou de forma mais simples, se xi são os autovalores de X, nós podemos escrever que

E(X) = −
∑

i

(xi log2 xi). (2.42)

Assim, a entropia do emaranhamento para um operador densidade bipartite ρ é dada por:

E(ρ) = −Tr(ρA log2 ρA) = −Tr(ρB log2 ρB) (2.43)

2.4.2 Negatividade

Para falarmos um pouco sobre a medida de emaranhamento definida como negativi-

dade (5), devemos citar o critério de Peres e Horodecki (12, 13), que é um critério válido

tanto para estados puros quanto mistos, e é uma condição necessária e suficiente para

que um operador densidade, com dimensão 2 × 2 ou 2 × 3, constituído de dois subsis-

temas, seja separável. Além disso, é uma condição necessária para que dois subsistemas

de dimensão qualquer sejam separáveis. O critério é simples: se o operador densidade

parcialmente transposto sobre um dos subsistemas, ρTA por exemplo, não possuir autova-

lores negativos, os subsistemas são separáveis. A negatividade, por sua vez, utilizando

as propriedade do critério de Peres-Horodecki, é calculada de forma simples, surgindo

de uma medida de quanto ρTA falha em ser positivo. De fato, a negatividade é definida

como sendo o valor absoluto da soma dos autovalores negativos do operador densidade

transposto parcialmente, ρTA .
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2.4.3 Concurrence

A concurrence (11) é uma medida de emaranhamento para estados puros ou mistos

para um sistema constituído de 2 qubits. Esta medida de emaranhamento, desenvolvida

por William K. Wootters em 1998, é extremamente relevante e amplamente utilizada, visto

que esta foi a primeira medida de emaranhamento para estados mistos de dois qubits,

definindo assim uma condição necessária e suficiente para que estes sejam subsistemas

separáveis. Vale ressaltar, que uma medida de emaranhamento para estados mistos de

muitas partículas ainda é uma questão em aberto na literatura.

Um estado misto pode ser interpretado como sendo um conjunto maior constituído

de subconjuntos de estados puros, conforme Eq. (2.12). Neste caso, uma peculiaridade

que surge, e que é importante frisar, é que o número de estados puros requeridos para

criar o estado misto não é necessariamente o mesmo número de estados puros que podem

ser extraídos de uma mistura (14). Desta forma, o que usualmente é feito na literatura,

é usar um estado puro como unidade básica de emaranhamento, e relaciona-se o estado

misto a estes estados puros. Surge então a definição de emaranhamento de formação como

descreveremos abaixo.

Dada uma matriz densidade ρ de um par de sistemas quânticos A e B, consideramos

todas as possíveis decomposições em estados puros de ρ, ou seja, todos os conjuntos de

estados |ψi〉 com probabilidade pi, tal que

ρ =
∑

i

pi |ψi〉〈ψi| . (2.44)

Para cada estado puro, o emaranhamento E é definido com a entropia do subsistema A

ou do subsistema B (15):

E(|ψ〉) = −Tr(ρA log2 ρA) = −Tr(ρB log2 ρB), (2.45)

onde ρA é o traço parcial da matriz |ψ〉〈ψ| sobre o subsistema B, e análogo para ρA. O

emaranhamento de formação do estado misto ρ é definido, então, como o emaranhamento

médio dos estados puros, minimizado sobre todas as decomposições plausíveis de ρ :

E(ρ) = min
∑

piE(ψi). (2.46)
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O emaranhamento de formação possui a propriedade de ser zero se e somente se o estado

em questão puder ser escrito como uma mistura constituída de produtos tensoriais de

estados.

Wootters, em 1998, para desenvolver seu método de medida de emaranhamento para

um sistema de 2 qubits, teve como idéia básica escrever a entropia do sistema, Eq. (2.45),

como uma função de um produto denominado por ele de concurrence (11), e que é definido

como:

C(ψ) = | 〈ψ|ψ̃〉 |, (2.47)

onde,

|ψ̃〉 = σy ⊗ σy |ψ∗〉 , (2.48)

com |ψ∗〉 sendo o complexo conjugado de |ψ〉 e σy o operador de Pauli. Dessa forma

podemos escrever a entropia do sistema como sendo

E(|ψ〉) = E(C(ψ)), (2.49)

onde a função E é dada por:

E(C) = h

(
1 +

√
1 − C2

2

)

;

h(x) = − x log2 x − (1 − x) log2 (1 − x). (2.50)

E(C) cresce monotonicamente e seu valor está entre 0 e 1. Da mesma forma C também

se comporta similarmente e está entre 0 e 1, de forma que é possível utilizar a própria

concurrence, Eq. (2.47), como uma forma de medida de emaranhamento. Wotters calcula

também em seu artigo a concurrence para estados mistos, criando uma medida para o

emaranhamento de um estado misto de 2 qubits como uma função dos elementos do

operador densidade:

E(ρ) = E(C(ρ)), (2.51)

onde,

C(ρ) = max
{

0,
√

λ1 −
√

λ2 −
√

λ3 −
√

λ4

}

, (2.52)

com λi dado pelos autovalores positivos, na ordem decrescente, da matriz

ρ(σy ⊗ σy)ρ
∗(σy ⊗ σy). (2.53)
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A concurrence igual a 0 é uma condição necessária e suficiente, para que um estado

quântico constituído de 2 qubits, possa ser escrito numa decomposição separável. Da

mesma forma, quando a concurrence é igual a 1, o operador densidade é constituído

por uma decomposição maximamente emaranhada. Desta forma fica estabelecida uma

equação fechada, em termos dos elementos do operador densidade, para identificar e

quantificar emaranhamento em um sistema constituído de dois qubits.

2.5 Fidelidade

A fidelidade de estados quânticos é uma das medidas mais utilizadas na literatura com

a finalidade de medir a eficiência, em sistemas abertos, das operações lógicas quânticas.

A fidelidade é uma medida de distância de estados quânticos e é bem definida tanto para

estados puros quanto para estados mistos. A fidelidade de dois estados puros é usualmente

definida como a transição de probabilidade

F = (|ψ1〉〈ψ1| , |ψ2〉〈ψ2|) = | 〈ψ1|ψ2〉 |2, (2.54)

o que corresponde ao grau de proximidade dos estados na geometria natural do espaço de

Hilbert. Este conceito é facilmente estendido também, para o caso onde um dos estados

é misto. Desta forma a fidelidade pode ser escrita como,

F = (|ψ1〉〈ψ1| , ρ2) = 〈ψ1| ρ2 |ψ1〉 , (2.55)

ou seja, a média da Eq. (2.54) para qualquer conjunto de estados puros com o operador

densidade dado por ρ2.

A fidelidade das operações lógicas em sistemas abertos é calculada comparando o

operador densidade ideal, com o operador densidade perturbado. No caso ideal, os qubits

não estão acoplados a outros sistemas e suas dinâmicas são unitárias. No caso perturbado,

por sua vez, os qubits estão acoplados a outros sistemas externos, de forma que suas

dinâmicas podem ou não ser unitárias dependendo da condição inicial dos qubits, da

operação lógica desejada e da simetria do acoplamento com os outros sistemas∗. Além

∗ Subespaços e subsistemas livres de erros
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disso, na maioria dos casos de computação quântica, a condição inicial do sistema é dada

por um estado puro, de forma que o operador densidade ideal, que está sujeito a uma

dinâmica unitária, também é puro. Assim, utilizando a Eq. (2.55), escrevemos a fidelidade

das operações lógicas quânticas

F(t) = Tr[ρ
I
(t) ρ

P
(t)], (2.56)

onde ρ
I
(t) é a dinâmica do operador densidade ideal, e ρ

P
(t) é o operador densidade per-

turbado. Nesta tese, é através da fidelidade que quantificaremos a eficiência das operações

lógicas quânticas, calculando, em função do tempo, quão distante estão os resultados per-

turbados dos estados quânticos desejados.

Apesar de nesta tese somente supormos condições inicias cujos estados são puros,

o conceito de fidelidade pode ser estendido a fim de compararmos a distância de dois

operadores densidade mistos. A fidelidade entre dois operadores densidade mistos foi

calculada por Richard Jozsa em 1994 (16), que generalizou a Eq. (2.55).

Para a fidelidade de estados quânticos Jozsa impôs quatro axiomas:

1. 0 ≤ F(ρ1, ρ2) ≤ 1, e F(ρ1, ρ2) = 1 se e somente se ρ1 = ρ2.

2. F(ρ1, ρ2) = F(ρ2, ρ1).

3. Se ρ1 é puro então a Eq. (2.54) passa a valer.

4. F(ρ1, ρ2) é invariante por transformações unitárias no espaço dos estados.

Tanto a Eq. (2.54) quanto a Eq. (2.55) podem ser escritas de tal forma que F(ρ1, ρ2) =

Tr(ρ1ρ2), mas, entretanto, para dois estados mistos gerais esta fórmula falha ao tentar

satisfazer o axioma 1.

Com intuito de se obter a fidelidade de dois estados misto, o procedimento se baseia em

purificar os operadores densidade e calcular a maximização da Eq. (2.55) dentre todas

decomposições possíveis. Assim, vejamos: seja ρ qualquer estado misto no espaço de

Hilbert H1, uma purificação de ρ é qualquer estado puro |φ〉 em algum espaço de Hilbert

estendido H1 ⊗H2 tal que ρ = Tr2 |φ〉〈φ|, ou seja, uma purificação é qualquer estado puro

que tenha ρ como o estado reduzido para o subsistema. O teorema demonstrado por Jozsa
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é que

F(ρ1, ρ2) = max| 〈φ1|φ2〉 |2, (2.57)

onde o máximo é obtido sobre todas as purificações |φ1〉 e |φ2〉 de ρ1 e ρ2. Este demonstrou

que a equação acima é igual à transição de probabilidade de estados mistos definida por

Uhlmann em 1976 (17), de forma que a fidelidade de dois estados mistos pode ser escrita

como:

F(ρ1, ρ2) =
{

Tr[(
√

ρ1ρ2
√

ρ1)
1/2]

}2

, (2.58)

onde a
√

ρ1 é dada por uma matriz cujo quadrado é igual a ρ1. Vale ressaltar que esta

não é a única equação que mede a fidelidade entre dois estados mistos, visto que outras

fórmulas foram, e podem ser criadas, contanto que satisfaçam os axiomas impostos por

Josza.

2.6 Operações lógicas quânticas

As operações lógicas quânticas (OLQ) podem ser definidas pelas operações unitárias

tais que quando aplicadas nos estados quânticos, no caso os qubits, produzem um certo

resultado conforme uma regra pré-definida. O conjunto universal de OLQ, que juntos con-

seguem reproduzir qualquer operação lógica, tradicionalmente é dado pelas operações de

1 qubit, como as operações de fase e bit-flip, em conjunto com a operação Control-NOT,

que é uma operação de 2 qubits. Entretanto, é importante notar que outros diversos

conjuntos universais de operações lógicas quânticas existem, e a definição do melhor con-

junto depende do aparato físico no qual se pretende realizar a operação. Como exemplo

de operações de 2 qubits podemos citar as operações unitárias SWAP ou mesmo medidas

de paridade. Abaixo ilustramos, em termos das matrizes de Pauli, os Hamiltonianos e os

respectivos operadores de evolução temporal das operações lógicas quânticas mais usuais.



2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS 31

2.6.1 Operações de 1 qubit

Nesta tese, nós definimos a base para nosso sistema os autovetores da matriz σz de

Pauli, de forma que as operações de fase e bit-flip são dadas, respectivamente, pelos

Hamiltonianos

Hz = ωzσz =




ωz 0

0 −ωz



 , Hx = ωxσx =




0 ωx

ωx 0



. (2.59)

Assim, o operador evolução temporal, que define a dinâmica imposta aos qubits quando

sujeitos a estas operações, é dado por

Uz(t) = e
−i
~

ωztσz = I cos (ωzt/~) − iσz sin (ωzt/~),

Uz(t) =




cos (ωzt/~) − i sin (ωzt/~) 0

0 cos (ωzt/~) + i sin (ωzt/~)



, (2.60)

para a operação de fase, e

Ux(t) = e
−i
~

ωxtσx = I cos (ωxt/~) − iσx sin (ωxt/~),

Ux(t) =




cos (ωxt/~) −i sin (ωxt/~)

−i sin (ωxt/~) cos (ωxt/~)



 , (2.61)

para a operação de bit-flip.

Desta maneira é fácil observar que a dinâmica do qubit depende das freqüências ωz e

ωx e do tempo da operação. Como os vetores da base dos estados são os autovetores da

matriz de Pauli σz, definimos

|↑〉 =




1

0



 , |↓〉 =




0

1



 , (2.62)

onde a dinâmica para um qubit geral é dada, então, por

Uz(t)
[

α |↑〉 + β |↓〉
]

=




α [cos(ωzt/~) − i sin(ωzt/~)]

β [cos(ωzt/~) + i sin(ωzt/~)]



 (2.63)
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e

Ux(t)
[

α |↑〉 + β |↓〉
]

=




α cos(ωxt/~) − iβ sin(ωxt/~)

β cos(ωxt/~) − iα sin(ωxt/~)



 (2.64)

de forma que tanto as mudanças de fase, impostas pelo Hamiltoniano Hz, quanto as

rotações, impostas pelo Hamiltoniano Hx, podem ser parciais ou totais dependendo das

freqüências e do tempo de exposição dos qubits a tais interações. Definimos um ciclo

completo de uma operação lógica quando

t =
~π

2ωz/x

, (2.65)

pois neste tempo tanto a mudança de fase quanto o bit-flip ocorrem por completo. No

caso da operação de fase, de forma explícita, temos

Uz

(
~π

2ωz

) [

α |↑〉 + β |↓〉
]

= −i




α

−β



 , (2.66)

que pode ser escrito, ocultando a fase global, como α |↑〉−β |↓〉, e para o caso da operação

de bit-flip temos

Ux

(
~π

2ωx

) [

α |↑〉 + β |↓〉
]

= −i




β

α



 , (2.67)

que é escrito, novamente ocultando a fase global, como β |↑〉 + α |↓〉.

Outra operação de um qubit exaustivamente utilizada na literatura é a operação lógica

quântica de Hadamard. A operação de Hadamard leva cada um dos autovetores de σz

aos autovetores de σx, de forma que o Hamiltoniano é escrito como

HHad = ωHad

(
σx + σz√

2

)

=
1√
2




ωHad ωHad

ωHad −ωHad



 . (2.68)

O operador evolução temporal que define a dinâmica imposta aos qubits quando sujeitos

a operação de Hadamard é dado por:

UHad(t) = e
−i
~

HHadt = I cos(ωHadt/~) − i

(
σx + σz√

2

)

sin(ωHadt/~), (2.69)

de forma que o estado dos qubits no tempo t = ~π
2ωHad

é dado, para cada elemento da base,

por

UHad

(
~π

2ωHad

)

|↑〉 =
|↑〉 + |↓〉√

2
,

UHad

(
~π

2ωHad

)

|↓〉 =
|↑〉 − |↓〉√

2
, (2.70)
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que são, como dito anteriormente, os autovetores da matriz σx. Vale ressaltar que a

operação lógica quântica de Hadamard, como veremos mais adiante, é muito importante

quando se trata de códigos de correção de erro, sendo esta crucial principalmente para as

correções de erros de fase.

2.6.2 Operações de 2 qubits

A fim de obtermos um conjunto universal de OLQ, juntamente com as operações de 1

qubit, se faz necessário operações que tenham como característica a interação de 2 qubits.

Nesta seção nós ilustraremos brevemente as operações lógicas Control-NOT e SWAP que

acreditamos serem as operações de 2 qubits mais difundidas na literatura. Vale ressal-

tar, no entanto, que as operações de 2 qubits não precisam necessariamente prover de

interações unitárias, visto que estas podem ser feitas através de medidas parciais, que

preservam no mínimo um grau de liberdade quântico livre no sistema. Como exemplo,

podemos citar a medida de paridade que colapsa os qubits de maneira a torná-los parale-

los ou anti-paralelos, sem nos fornecer informação sobre a fase dos estados. De qualquer

maneira, independente das operações lógicas serem unitárias ou não, a interação e con-

seqüente correlação entre os qubits sempre se faz necessária.

- Control-NOT

A operação lógica Control-NOT é tal que uma operação de bit-flip do denominado

qubit alvo está sujeita a um estado específico do qubit de controle. O mais usual na

literatura é utilizar o qubit 1 como controle e o qubit 2 como alvo, onde o alvo sofre uma

operação de bit-flip se o estado do qubit de controle for |↑〉. assim, podemos escrever

HCN = ω












1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0












, (2.71)

e em termos das matrizes de Pauli,

HCN =
ω

2
[σx

2 (I − σz
1) + I + σz

1] , (2.72)
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onde I é a matriz identidade, σx
2 = I⊗σx e, de forma análoga, σz

1 = σz ⊗ I. Desta maneira,

o operador evolução temporal que descreve a dinâmica do sistema é então escrito como:

UCN(t) = e
−i
~

HCN t =

=












exp(−iωt/~) 0 0 0

0 exp(−iωt/~) 0 0

0 0 cos(ωt/~) −i sin(ωt/~)

0 0 −i sin(ωt/~) cos(ωt/~)












, (2.73)

de forma que a operação lógica é executada quando ωt
~

= π
2
. É importante notar que para

satisfazer uma operação lógica, diversas estratégias podem ser utilizadas de forma que a

operação Control-NOT que é definida por UCN(π
2
) não necessariamente precisa ser escrita

como a exponenciação de HCN . De fato, em sua grande maioria, os experimentos utilizam

seqüências de pulsos que incluem operações de 1 e 2 qubits, cujo resultado final é a lógica

desejada.

- Hamiltoniano de Heisenberg

As interações de Heisenberg podem ser escritas, de uma forma geral por

HHei = Jxσx ⊗ σx + Jyσy ⊗ σy + Jzσz ⊗ σz (2.74)

onde Jν são as constantes de acoplamento que quantificam a interação entre os qubits.

Da literatura, alguns casos especiais de configurações deste Hamiltoniano, que geralmente

descrevem a estrutura dos acoplamentos do sistema com o ambiente, podem ser citados:

modelo XY Z, ou anisotrópico de Heisenberg, onde as constantes Jν são arbitrárias.

- modelo XXX, ou isotrópico de Heisenberg, onde Jx = Jy = Jz.

- modelo XXZ onde Jx = Jy 6= Jz,

- modelo XY onde Jz = 0,

- modelo XZ onde Jy = 0 e

- modelo Heisenberg-Ising, onde Jx = Jy = 0.

No contexto de computação quântica, entretanto, o mais popular é o modelo XXX,

de forma que quando esta interação é controlada podemos defini-lá como sendo a operação
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lógica SWAP ,

HSWAP = J(σ · σ) =












J 0 0 0

0 −J 2J 0

0 2J −J 0

0 0 0 J












. (2.75)

Como podemos observar pela matriz do Hamiltoniano, a operação lógica SWAP troca a

paridade do qubit 1 pela do qubit 2 e vice-versa,

HSWAP |↑↑〉 = |↑↑〉 ,

HSWAP |↑↓〉 = |↓↑〉 ,

HSWAP |↑↓〉 = |↓↑〉 ,

HSWAP |↓↓〉 = |↓↓〉 . (2.76)

Assim, podemos escrever o operador evolução temporal como

USWAP (t) =














e−iJt/~ 0 0 0

0 1
2

(
e−iJt/~ + e3iJt/~

)
1
2

(
−e3iJt/~ + e−iJt/~

)
0

0 −1
2

(
e3iJt/~ + e−iJt/~

)
1
2

(
e−iJt/~ + e3iJt/~

)
0

0 0 0 e−iJt/~














.

2.7 Formalismo de interação

A evolução dos estado quânticos pode ser descrita pela equação de Schrödinger

i~
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = H(t) |Ψ(t)〉 , (2.77)

onde o Hamiltoniano impõe aos estados, juntamente com a condição inicial do sistema,

uma dinâmica bem definida. Além da equação de Schrödinger, outras equações equiva-

lentes a fim de calcular a dinâmica das observáveis do sistema foram desenvolvidas, dando

origem a outros formalismos da mecânica quântica. Como por exemplo, podemos citar o
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formalismos de Heisenberg, que impõe a dinâmica do sistema aos operadores quânticos,

mantendo, de forma oposta à equação de Schrödinger, os estados quânticos estáticos. O

formalismo de interação, ou formalismo de Dirac, por sua vez, é um formalismo inter-

mediário entre o formalismo de Schrödinger e o formalismo de Heisenberg. Contrário a

estes dois últimos, onde ou o estado ou o operador carregam a dependência temporal das

observáveis, no formalismo de interação, como mostraremos a seguir, ambos carregam

parte desta dependência.

Consideremos um sistema quântico definido pelo Hamiltoniano dado por

H(t) = Hs + Hi(t), (2.78)

onde o Hamiltoniano Hs é o Hamiltoniano do sistema observado e Hi(t) é o Hamiltoniano

do reservatório mais o Hamiltoniano de interação, que acopla o sistema ao reservatório.

Assim, a equação de Schrödinger é dada por

i~
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = H(t) |Ψ(t)〉 = [Hs + Hi(t)] |Ψ(t)〉 . (2.79)

Observando que na mecânica quântica um estado sempre é definido a menos de uma fase

global, podemos escrever, sem perda de generalidade, o estado |Ψ(t)〉 num novo referencial,

|Ψ(t)〉 = e−iHst/~ |Φ(t)〉 (2.80)

onde o vetor |Φ(t)〉 representa o sistema de forma idêntica. A transformação dos opera-

dores nesta representação é feita de forma análoga à equação acima, observando que se

um operador P na representação de Schrödinger pode ser escrito como,

P =
∑

i,j

|ψi〉〈ψj| , (2.81)

onde |ψk〉 são os elementos da base de |Ψ(t)〉, a transformação para a nova base é dada,

seguindo as diretrizes da Eq. (2.80), por

P̃ (t) =
∑

i,j

e−iHst/~ |φi〉〈φj| eiHst/~, (2.82)

implicando em,

P̃ (t) =
∑

i,j

|φi(t)〉〈φj(t)| = eiHst/~Pe−iHst/~, (2.83)
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onde P̃ representa, então, o operador P no formalismo de interação. A dinâmica neste

caso, como mostramos abaixo, pode ser calculada de forma simples, substituindo a Eq.

(2.80) na equação de Schrödinger,

[Hs + Hi(t)]e
−iHst/~ |Φ(t)〉 = i~

∂

∂t

(
e−iHst/~ |Φ(t)〉

)
,

(
Hse

−iHst/~ + Hi(t)e
−iHst/~

)
|Φ(t)〉 =

(

Hse
−iHst/~ + i~ e−iHst/~

∂

∂t

)

|Φ(t)〉 , (2.84)

implicando, então, que

eiHst/~Hi(t)e
−iHst/~ |Φ(t)〉 = i~

∂

∂t
|Φ(t)〉 , (2.85)

ou, de acordo com a Eq. (2.83),

i~
∂

∂t
|Φ(t)〉 = H̃i(t) |Φ(t)〉 , (2.86)

onde H̃i(t) é o Hamiltoniano de interação escrito no formalismo de interação e |Φ(t)〉 re-

presenta o sistema quântico. O formalismo de interação é muito utilizado quando se trata

de dinâmicas controladas em sistemas abertos, visto que através deste podemos facilmente

estudar somente as dinâmicas impostas pelo Hamiltoniano de interação, desprezando as

dinâmicas impostas pelo Hamiltoniano do sistema. De fato, quando Hi(t) = 0 o estado

quântico, quando representado no formalismo de interação, é constante no tempo.

Visto que o operador densidade no formalismo de interação pode ser escrito como

ρ̃(t) = |Φ(t)〉〈Φ(t)| , (2.87)

podemos facilmente calcular sua dinâmica neste formalismo. Assim,

dρ̃(t)

dt
=

d |Φ(t)〉
dt

〈Φ(t)| + |Φ(t)〉 d 〈Φ(t)|
dt

, (2.88)

de forma, que substituindo Eq. (2.86), temos

dρ̃(t)

dt
= − i

~
H̃i(t) |Φ(t)〉〈Φ(t)| + i

~
|Φ(t)〉〈Φ(t)| H̃i(t). (2.89)

Simplificando a notação, finalmente obtemos a dinâmica para o operador densidade na

representação de interação

dρ̃(t)

dt
= − i

~
[H̃i(t), ρ̃(t)]. (2.90)



3 Sistemas abertos

Um Hamiltoniano geral a fim de reproduzir um sistema acoplado a um reservatório

externo pode sempre ser escrito como:

H(t) = HS(t) + HR(t) + HI(t), (3.1)

onde HS(t) é o Hamiltoniano do sistema reduzido, HR(t) é o Hamiltoniano do reservatório

e HI(t) é o Hamiltoniano que introduz as perturbações provenientes do reservatório sobre

o sistema quântico reduzido, acoplando-o, assim, de forma irreversível com o reservatório.

O sistema quântico em questão é geral, podendo ser dado por spins, fótons, polarização

da luz, entre outras variáveis que definam o aparato experimental quântico. Da mesma

forma o reservatório pode ser dado por um banho de bosóns, de spins ou qualquer outro

que acople com o sistema quântico reduzido. A interação, por sua vez, perturba o sistema

reduzido, definindo assim, no contexto de computação quântica, as classes de erros as

quais os estados quânticos estão sujeitos.

Na literatura existem diversas técnicas que podem ser utilizadas para calcular as di-

nâmicas impostas pelo Hamiltoniano dado pela Eq. (3.1), tendo cada uma delas suas

peculiaridades, aproximações e limitações próprias. Como exemplo, podemos citar as

equações de trajetórias de Feynman (18, 19, 20), a representação em termos de soma de

operadores, ou também chamado operadores de Kraus (21), entre outras diversas equações

mestras como a de Redfield (22) e de Lindblad (23).

Nesta tese de doutoramento nós nos concentramos na equação mestra de Redfield sem

considerarmos aproximações Markovianas. As aproximações Markovianas são aquelas que

desconsideram a memória do sistema quântico, de forma que a dinâmica dos estados re-

duzidos é definida somente pelo seu estado atual. Entretanto, nós vamos supor que os

acoplamentos entre o sistema e o reservatório são fracos, de forma que as magnitudes dos

campos característicos do sistema quântico reduzido são muito maiores que as magnitu-

des das constantes que o acoplam ao reservatório. Considerando que estamos interessados
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em processos de computação quântica, a aproximação para acoplamento fraco é total-

mente cabível, visto que as dificuldades para implementações das operações quânticas em

sistemas fortemente acoplados é infinitamente maior.

Ainda no contexto de computação quântica, quando se trata de sistemas abertos, di-

ferentes classes de erros podem emergir no decorrer de uma operação lógica. Destes erros,

podemos definir dois tipos distintos de interações às quais os sistemas quânticos estão

sujeitos quando acoplados a sistemas externos: as interações que alteram a configuração

energética do sistema reduzido (dissipativas) e as que não alteram (não dissipativas). As

perturbações dissipativas, então, estão relacionadas com uma dinâmica nas populações do

operador densidade, ρnn(t) = 〈n| ρs(t) |n〉, contrário ao caso das pertubações não dissipa-

tivas que as mantêm inalteradas. Nas pertubações não dissipativas o reservatório introduz

um erro de fase ao sistema, de forma que, pelo fato de não envolver trocas de energia, são

geralmente mais críticas ocorrendo de forma muito mais rápida que as perturbações dissi-

pativas. Neste caso, em relação ao operador densidade, os elementos de fora da diagonal

principal, ou seja suas coerências, é que apresentam uma dinâmica.

Abaixo nós apresentamos de forma introdutória a representação em termos de soma

de operadores e deduzimos de forma simples a equação mestra de Redfield, que será a

base para todas as dinâmicas calculadas nesta tese. Além disso, mostramos de forma

ilustrativa, a dinâmica dos elementos do operador densidade de um qubit para o caso

onde este está sujeito a três classes de erros: descoerência, bit-flip e amplitude.

3.1 Representação de Kraus

A representação de Kraus para um sistema aberto é usualmente desenvolvida consi-

derando um sistema fechado que compreende o sistema de interesse e seu reservatório.

Assim, seja ρ(t), ρS(t) e ρR(t) os operadores densidade do sistema total, do sistema redu-

zido e do reservatório, respectivamente, de forma que

ρS(t) = TrR[ρ(t)]. (3.2)
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Visto que o sistema total é fechado, sua evolução é unitária e a dinâmica pode ser escrita

como

ρ(t) = U(t)ρ(0)U †(t), (3.3)

onde U é o operador evolução temporal. Assim, visto que estamos interessados nas variá-

veis pertinentes ao sistema quântico reduzido, podemos escrever a dinâmica reduzida do

sistema como

ρS(t) = TrR[U(t)ρ(0)U †(t)]. (3.4)

Se a equação acima puder ser expressa na forma

ρS(t) =
∑

α

Kα(t)ρ(0)K†
α(t), (3.5)

onde Kα(t) satisfaz
∑

α

K†
α(t)Kα(t) = I, (3.6)

então podemos dizer que a evolução temporal de ρS(t) é dada em termos da representação

de Kraus. De fato, ρS(t) sempre possui uma representação para operadores evolução

temporal arbitrário se ρ(0) for fatorável, o que implica na inexistência de correlações

iniciais entre o sistema reduzido e o reservatório, ou seja,

ρ(0) = ρS(0) ⊗ ρR(t). (3.7)

Para mostrar isto de forma simples, nós escrevemos as condições iniciais do reservatório

como uma combinação linear dos elementos de sua base, ou seja,

ρR(0) =
∑

i

pi |ri〉〈ri| (3.8)

onde {|ri〉} é uma base ortonormal dos auto-estados do reservatório. Assim, substituindo

Eq. (3.8) na Eq. (3.4) nós temos que

ρS(t) = TrR

{

U(t)ρS(0) ⊗
[
∑

i

pi |ri〉〈ri|
]

U †(t)

}

, (3.9)

de forma que reescrevendo o traço parcial temos

ρS(t) =
∑

j

〈rj| U(t)ρS(0) ⊗
∑

i

pi |ri〉〈ri| U †(t) |rj〉 . (3.10)



3. SISTEMAS ABERTOS 41

Assim, obtemos a representação de Kraus para a operador densidade reduzido sistema,

ρS(t) =
∑

i,j

Ki,j(t)ρS(0)K†
i,j(t), (3.11)

onde

Ki,j(t) =
√

pi 〈rj| U(t) |ri〉 . (3.12)

Como mostramos, para o caso quando o sistema e o reservatório é separável no instante

inicial, uma representação de Kraus sempre existe para o operador densidade reduzido.

No entanto, quando na condição inicial em que o sistema reduzido está emaranhado com

o reservatório de uma forma arbitrária, Stelmachovic e Buzek mostraram em (24) que

geralmente o operador densidade reduzido não pode ser escrito na forma da representação

de Kraus, a não ser quando as dinâmicas de cada parte do sistema total sejam unitárias.

Vale ressaltar que esta restrição, de condições iniciais separáveis, é amplamente utilizada

na literatura e de forma alguma enfraquece o modelo em termos da representação de

Kraus. De fato, no contexto de computação quântica, podemos sempre medir os qubits

antes de uma computação, o que fatidicamente os separam do reservatório no instante

inicial.

3.2 Equação mestra de Redfield

Começamos pelo Hamiltoniano total do sistema quântico incluindo o Hamiltoniano do

sistema, o reservatório e a interação,

H(t) = HS(t) + HR(t) + HI(t), (3.13)

cuja dinâmica do sistema total, incluindo os estados do ambiente, no formalismo de inte-

ração é dada por
dρ̃(t)

dt
= − i

~
[H̃I(t), ρ̃(t)], (3.14)

onde, definindo H0(t) como sendo a soma dos termos desacoplados do sistema e do reser-

vatório, H0(t) = HS(t) + HR(t), temos

H̃I(t) = U †
0(t)HIU0(t), (3.15)
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com

U0(t) = exp[−iH0(t)t/~]. (3.16)

Assim, uma solução formal para a Eq. (3.14) é dada por

ρ̃(t) = ρ̃(0) − i

~

∫ t

0

dt′[H̃I(t
′), ρ̃(t′)], (3.17)

de forma que iterando obtemos como solução aproximada

dρ̃(t)

dt
= − i

~
[H̃I(t), ρ̃(0)] − 1

~2

∫ t

0

dt′[H̃I(t), [H̃I(t
′), ρ̃(t′)]]. (3.18)

Assim, traçando as variáveis pertinentes ao reservatório obtemos

dρ̃S(t)

dt
= − i

~
TrR

{

[H̃I(t), ρ̃(0)]
}

− 1

~2

∫ t

0

dt′TrR

{

[H̃I(t), [H̃I(t
′), ρ̃(t′)]]

}

. (3.19)

Da equação acima, é importante notar que nós sempre podemos incluir termos no Ha-

miltoniano do sistema HS(t) de forma a garantir que o valor médio do Hamiltoniano de

interação, quando ponderado sobre as variáveis do operador densidade do reservatório,

seja zero. Assim, podemos escrever a Eq. (3.19) de forma mais simplificada:

dρ̃S(t)

dt
= − 1

~2

∫ t

0

dt′TrR

{

[H̃I(t), [H̃I(t
′), ρ̃(t′)]]

}

. (3.20)

Assim, incluímos algumas aproximações para a equação acima. Visto que estamos consi-

derando aproximações de segunda ordem, nós podemos supor que o operador densidade

fatora, para qualquer tempo t, em ρ̃(t′) = ρ̃S(t′) ⊗ ρ̃R(0), de forma que o operador densi-

dade do reservatório é constante no tempo (reservatório com capacidade térmica infinita).

Além disso, supomos que a escala de tempo característica da memória do sistema, que é

representada pela integral na Eq. (3.20), é curta suficiente de tal maneira que o opera-

dor densidade do sistema é insignificantemente diferente do seu valor atual. Assim, nós

substituímos ρ̃(t′) → ρ̃(t). A equação mestra de Redfield é então calculada (22),

dρ̃S(t)

dt
= − 1

~2

∫ t

0

dt′TrR

{

[H̃I(t), [H̃I(t
′), ρ̃S(t) ⊗ ρ̃R(0)]]

}

. (3.21)

É importante frisar que a equação de Redfield, apesar de ser local no tempo, já que envolve

somente ρ̃S(t), é não Markoviana, visto que esta ainda contém uma referência explícita

com o tempo inicial e o tempo local. A aproximação Markoviana é escrita substituindo

o limite superior da integral por ∞, de forma que desta maneira excluímos da dinâmica

toda referência com o tempo passado.
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3.3 Classes de erros

Nesta seção apresentamos brevemente as três classes de erros mais estudas na litera-

tura: os erros de descoerência, os erros de bit-flip e os erros de amplitude. Tais classes de

erros são relevantes pois somos capazes de estudar agentes de erros generalizados se con-

siderarmos que as perturbações, representadas por estas, agem de forma correlacionada

e/ou independente sobre o sistema. Apresentamos figuras ilustrativas da esfera de Bloch

para cada um dos casos, além dos operadores de Kraus que podem ser utilizados para

calcular a dinâmica de cada uma destas classes de erros.

3.3.1 Erro de descoerência

A descoerência é denominada às perturbações externas que não alteram a configuração

energética do sistema reduzido (sistema total menos o reservatório), de forma que as

perturbações provenientes do meio ambiente danificam somente a fase das superposições

quânticas existentes. A fim de ilustrarmos o fenômeno da descoerência, vejamos o exemplo

abaixo:

Nós começamos escrevendo um Hamiltoniano tal que

H = HS + HR + HI = H0 + HI (3.22)

onde HS e HR são os Hamiltonianos do sistema e do reservatório, respectivamente, e HI

é o Hamiltoniano de interação que pode ser escrito como,

HI =
∑

n

|n〉〈n| ⊗ Bn ≡
∑

n

An ⊗ Bn. (3.23)

onde {|n〉} é uma base ortonormal do sistema reduzido e Bn são operadores que atuam

no reservatório. Visto que estamos focando em interações que não perturbam as energias

do sistema reduzido, nós assumimos que o Hamiltoniano HS comuta com as projeções

An = |n〉〈n|, o que implica em

[H0 + HI , An] = 0, (3.24)
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onde H0 = HS + HR. Para efeito de simplificação, podemos escrever o mesmo sistema

quântico no formalismo de interação, de forma que

H̃I(t) = eiH0t/~HIe
−iH0t/~ =

∑

n

|n〉〈n| ⊗ B̃n(t), (3.25)

onde

B̃n(t) = eiH0t/~Bne
−iH0t/~. (3.26)

Como dito no capítulo anterior, esta transformação no Hamiltoniano nos fornece como

informação a dinâmica do sistema a menos daquela imposta pelo Hamiltoniano H0. É uma

forma de observarmos no sistema quântico somente os efeitos pertinentes ao Hamiltoniano

de interação, descartando aquelas pertinentes ao sistema reduzido.

A dinâmica do sistema pode ser calculada através do operador evolução temporal, que

é escrito como

U(t) = e
− i

~

∫ t

0
ds

∑

n|n〉〈n|⊗Bn(s)
Â , (3.27)

onde o símbolo Â representa o ordenamento temporal decrescente da direita para a es-

querda. Assim, pelo fato de [H0 + HI , An] = 0, a base {|n〉} não é afetada pela dinâmica

do acoplamento, de forma que um estado inicial qualquer

|Ψ(0)〉 =
∑

n

cn |n〉 ⊗ |φ〉 , (3.28)

onde |φ〉 é um estado arbitrário do reservatório, evolui para

|Ψ(t)〉 =
∑

n

cn |n〉 ⊗ |φn(t)〉 , (3.29)

onde

|φn(t)〉 = e
−i

∫ t

0
dsB̃n(s)

Â |φ〉 ≡ Vn(t) |φ〉 . (3.30)

O estado |Ψ(t)〉, como podemos observar, geralmente é um estado emaranhado do sistema-

reservatório, visto que é dado por uma superposição de estados |n〉 ⊗ |φn(t)〉. Isto ocorre

pelo fato do Hamiltoniano de interação criar uma correlação dos vários estados do sistema

|n〉 com o estado correspondente do reservatório |φn(t)〉, carregando assim uma informa-

ções sobre o sistema. O operador densidade reduzido, no formalismo de interação, é então

escrito como:

ρ̃S(t) = TrR {|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|} =
∑

n,m

cnc
∗
m |n〉〈m| 〈φm(t)|φn(t)〉 , (3.31)
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onde 〈φn(t)|φn(t)〉 = 1. Assim, de forma direta observamos que os elementos da diagonal

principal de ρ̃S(t) são constantes no tempo, como mencionamos anteriormente, e as suas

coerências, dadas pelos elementos fora da diagonal principal, adquirem uma dinâmica

dada pela projeção do estado correspondente do reservatório |φn(t)〉 e |φm(t)〉. A dinâmica

destas projeções, então, é definida pela correlação dos operadores do reservatório, e na

literatura são usualmente escritas como

| 〈φm(t)|φn(t)〉 | = eΓnm(t), (3.32)

com Γnm(t) ≤ 0, de forma que para n 6= m a quantidade Γnm(t) descreve a dinâmica

dos elementos fora da diagonal principal do operador densidade reduzido do sistema. É

importante notar que Γnm(t) podem assumir formas diferentes, visto que seu valor pode

depender dos tempos de correlações do reservatório e sua respectiva temperatura, além

dos tempos característicos do sistema.

A dinâmica de um qubit quando sujeito ao erro de descoerência pode facilmente ser

escrita em termos dos operadores de Kraus:

K0(t) =

√

1 + p

2




1 0

0 1



 , K1(t) =

√

1 − p

2




1 0

0 −1



 , (3.33)

onde p é a probabilidade do estado permanecer na sua configuração inicial. Vale ressaltar

que p é uma parametrização do tempo e que sua função decresce monotonicamente. De

fato, para t → ∞, p → 0.

Supondo que p = e−2 γt, e aplicando os operadores de Kraus a um estado geral de um

qubit, que é definido conforme o vetor de Bloch,

ρS(0) =
1

2
I +

1

2
[rxσx + ryσy + rzσz] (3.34)

obtemos,

ρS(t) =
1∑

i=0

Ki(t)ρS(0)K†
i (t) =






1
2
(1 + rz )

1
2
e−2 γt (rx − iry)

1
2
e−2 γt (rx + iry)

1
2

(1 − rz )




 (3.35)

de forma que, como previsto anteriormente, as populações do qubit não se alteram, en-

quanto que sua coerência desaparece para tempos longos. A Figura 3.1, que foi copiada

da referência (25), ilustra o efeito da descoerência na esfera de Bloch. Como vemos, o eixo

ẑ se mantêm constante, enquanto que os eixos x̂ e ŷ são contraídos à medida que t → ∞.
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Figura 3.1. Efeito da descoerência na esfera de Bloch. No caso, o eixo ẑ é mantido constante enquanto
que os eixos x̂ e ŷ são contraídos.

3.3.2 Erro de bit-flip

A perturbação de bit-flip é uma perturbação dissipativa, ou seja, que induz a troca

de energia do sistema com o ambiente. Sua dinâmica, quando discreta, está relacionada

com a inversão da população do operador densidade, de forma que no limite em que o

tempo tende a infinito, o estado de um qubit muda de |↑〉 para |↓〉, e vice-versa. Desta

forma, para um sistema de um qubit, esta perturbação pode ser representada por um

acoplamento do reservatório com o sistema através da matriz σx de Pauli:

σx =




0 1

1 0



 . (3.36)

Os operadores de Kraus que descrevem a dinâmica do erro de bit-flip podem ser escritos

como:

K0(t) =

√

1 + p

2




1 0

0 1



 , K1(t) =

√

1 − p

2




0 1

1 0



 , (3.37)

onde p, analogamente ao resultado exposto acima para o caso de erros de descoerência,

é a probabilidade do estado permanecer na sua configuração inicial. Assim, aplicando os

operadores de Kraus a um estado geral de um qubit, a |↑〉 + b |↓〉, podemos observar que
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Figura 3.2. Efeito do erro de bit-flip na esfera de Bloch. No caso, o eixo x̂ é mantido constante enquanto
que os eixos ŷ e ẑ são contraídos.

a dinâmica do operador densidade, quando sujeito ao erro de bit-flip, é escrita como:

ρS(t) =
1∑

i=0

Ki(t)ρS(0)K†
i (t), (3.38)

ρS(t) =
1

2




(|a|2 + |b|2) + (|a|2 − |b|2)p (ab∗ + a∗b) + (ab∗ − a∗b)p

(ab∗ + a∗b) − (ab∗ − a∗b)p (|a|2 + |b|2) − (|a|2 − |b|2)p



 . (3.39)

Assim, vejamos inicialmente as populações do operador densidade; visto que para t = 0

temos p = 1, e que no limite em que t → ∞, p → 0, podemos observar claramente que

a população do operador densidade se distribui. Isto se deve ao fato de que o ruído de

bit-flip, quando aleatória, infere aos qubits uma rotação no espaço de Hilbert que, em

média, torna a medida de cada um dos seus auto-estados igualmente provável. Desta

maneira, teremos metade das medidas resultando |↑〉 e metade resultando |↓〉. De fato,

se observarmos o operador densidade quando p → 0 temos que:

ρS(t → ∞) =
1

2




1 (ab∗ + a∗b)

(ab∗ + a∗b) 1



 . (3.40)

Analisando as coerências, outra propriedade importante surge; podemos observar que

estas se preservam inalteradas quando são dadas, inicialmente, por números reais puros.

Neste caso, o ruído de bit-flip, não destrói as coerências do sistema. Entrentando, para

números imaginários puros, estes tendem a zero quando p → 0. A Figura 3.2, que foi

retirada da referência (25), ilustra o efeito do erro de bit-flip na esfera de Bloch. Como

vemos, o eixo x̂, que representa a parte real das coerências do operador densidade, se

mantêm constante, enquanto que os eixos ŷ e ẑ são contraídos.
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3.3.3 Erro de amplitude

O erro de amplitude é dado por uma interação dissipativa, de forma que ocorrem

trocas de energia entre o sistema reduzido, dado pelos qubits, e o reservatório. O erro de

amplitude descreve, quando se trata de sistemas de dois níveis, a predileção natural destes

de permanecerem nas suas configurações de menor energia. Este tipo de acoplamento, as-

sim, ilustra o efeito do decaimento espontâneo do sistema reduzido, de forma que qualquer

operador densidade de um qubit (a menos daquele que representa o estado fundamental)

terá tanto sua coerência quanto suas populações perturbadas quando sujeitos aos erros

de amplitude.

O acoplamento do reservatório, em termos das matrizes de Pauli, é dado conforme a

matriz σ−:

σ− =
1

2
[σx − iσy] =




0 0

1 0



 , (3.41)

e os operadores de Kraus, que descrevem esta dinâmica, podem ser escritos como:

K0(t) =





√
1 − p 0

0 1



 , K1(t) =




0 0

√
p 0



 , (3.42)

de forma que a dinâmica do operador densidade, para um estado cuja condição inicial é

dada em termos do vetor de Bloch por,

ρS(0) =
1

2
I +

1

2
[rxσx + ryσy + rzσz] (3.43)

é escrita como

ρS(t) =
1∑

i=0

Ki(t)ρS(0)K†
i (t) =






1
2
e−2 γt (1 + rz )

1
2
e− γt (rx − iry)

1
2

(rx + iry) e− γt 1 − 1
2
e−2 γt − 1

2
e−2 γt

rz




 (3.44)

onde p = 1 − e−2γt. Como observamos, a medida que t → ∞ temos que

ρS(t → ∞) =






0 0

0 1




 , (3.45)

de forma que o qubit tende, então, ao estado |↓〉. A Figura 3.1, que foi retirada (e

alterada a fim de manter a convenção desta tese) da referência (25), ilustra o efeito do
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Figura 3.3. Efeito do erro de amplitude na esfera de Bloch. A esfera se contrai na região sul, que no
caso representa o estado |↓〉.

erro de amplitude na esfera de Bloch, onde notamos, como previsto, que a esfera contrai

em direção ao estado |↓〉.



4 Métodos de proteção contra erros

Durante os últimos anos, um número grande de esquemas interessantes foram pro-

postos para contra-atacar os efeitos danosos e inevitáveis da descoerência. Podemos

citar, entre os três métodos mais importantes, os códigos de correção de erro quântico

(CCEQ) (26, 27, 28, 29, 30), os subespaços livres de descoerência (SLD) (31, 32, 33, 34) e

mecanismos baseados em pulsos unitários freqüentes, denominados bang-bang (BB), e sua

generalização o desacoplamento dinâmico (DD) (1, 2, 3, 4). Cada uma destas estratégias

possuem suas respectivas peculiaridades, e devem satisfazer condições próprias para se-

rem bem sucedidas. Por exemplo, para o CCEQ, é necessário utilizar qubits auxiliares

e, geralmente, uma taxa de erro pequena é assumida de forma que somente um qubit é

perturbado durante a execução do protocolo. Para uma estratégia de SLD, além de qu-

bits físicos auxiliares, uma simetria especial do meio ambiente também é necessária para

direcionar a codificação de um qubit lógico livre de descoerência. Finalmente, o método

de DD requer, em princípio, somente campos externos de controle sobre um único qubit

para proteger uma operação lógica quântica, de forma que não se faz necessário qubits

auxiliares. A peculiaridade neste caso é que o ciclo de controle precisa ser mais rápido

que o tempo médio de intervenção do meio ambiente. Neste capítulo da tese, nós mostra-

remos as idéias principais contidas em cada um destes métodos e exemplificaremos cada

um deles.

4.1 Códigos de correção de erros

Os códigos de correção de erros quânticos (CCEQ) têm como principal função de-

tectar e corrigir erros causados por interações externas indesejadas. É denominado um

método de proteção ativo, visto que é necessário uma intervenção externa para recupe-
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rar a informação danificada. Desde os trabalhos pioneiros de Peter Shor (26) e Andrew

Steane (27), que foram os primeiros a implementarem um CCEQ, um grande número de

artigos científicos foram publicados a fim de criar e estudar diferentes códigos. O código

inicial de Shor utiliza 9 qubits físicos para representar um qubit lógico, e protege o sis-

tema contra erros independentes e arbitrários, onde cada qubit é perturbado de forma

descorrelacionada. Aperfeiçoando o método, Calderbank, Shor e Steane desenvolveram

os chamados códigos CSS (28, 29) e Gottesman, de forma mais abrangente, os códigos

estabilizadores (35), que generalizam os CCEQ. Além disso, devemos citar também o

trabalho de Knill e Laflamme (36) que deduziram o limite de Hamming quântico, que

fornece o menor conjunto de estados necessários para proteger um qubit lógico contra

um certo número de erros, ou seja, o número mínimo de qubits físicos. A fronteira de

Hamming quântica, por exemplo, limita em 5 o número de qubits físicos necessários para

proteger um estado lógico contra uma única classe de erros, como erro de fase ou bit-flip,

que ocorrem de formas independentes sobre cada qubit. Vale ressaltar que quando tais

erros não são independentes, o número de qubits físicos necessário cresce drasticamente.

A fim de elucidar o método, nós mostramos um exemplo simples, onde codificaremos um

qubit lógico de forma que este esteja livre de erros de bit-flip. Os estados quânticos, neste

caso, são codificados da seguinte forma:

|0〉L = |000〉 e |1〉L = |111〉 , (4.1)

e é suposto que os erros somente aconteçam em um único qubit de cada vez, ou seja

Σi(α |000〉 + β |111〉) = σx
i (α |000〉 + β |111〉), (4.2)

onde Σi representa uma perturbação de bit-flip.

Sendo assim, a idéia principal do sistema é verificar se os qubits são iguais dois a dois.

Ou seja:

a) É suposto que o qubit 1 e 2 sejam iguais, eles são?

b) É suposto que o qubit 2 e 3 sejam iguais, eles são?

A resposta para estas duas perguntas resolve o problema de forma completa se somente

um erro aconteçe a cada aplicação do código de correção. Como exemplo, se a resposta

a) for sim e b) não, nós saberemos com certeza que o qubit 3 sofreu um erro de bit-flip.
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O conjunto de respostas sim, não é o que chamamos de sintoma do erro. Como fazemos

para obter estas respostas é o que veremos abaixo.

A idéia principal se resume em saber se os estados dos qubits são paralelos ou anti-

paralelos dois-a-dois. Suponha um estado |Ψ0〉 = |φ12〉⊗|aux〉 onde |φ12〉 é uma combina-

ção dos estados paralelos ou anti-paralelos de 2 qubits , ou seja, |φ12〉 = α |00〉+β |11〉 ou

|φ12〉 = α′ |10〉 + β′ |01〉. Uma forma simples de descobrir em qual das duas superposição

o estado se encontra é aplicar duas portas CNOT consecutivas onde a primeira utiliza o

qubit 1 como controle e a segunda o qubit 2, sendo o alvo o qubit auxiliar. Desta forma,

enquanto que para estados paralelos, seja ele |00〉 ou |11〉, o qubit auxiliar não se altera

visto que para o estado |00〉 nada ocorre com o qubit auxiliar, e para |11〉 o qubit auxiliar é

flipado 2 vezes, retornado ao estado inicial, para os estados anti-paralelos o qubit auxiliar

sofre uma rotação de 1800. Desta forma, então, somos capazes de responder as perguntas

a) e b) através da medida do qubit auxiliar.

Para corrigir erros de fase o procedimento é similar. Cada um dos três qubits físicos

utilizados para codificar o qubit lógico é escrito de tal forma que,

|0〉L =

(

|0〉 + |1〉
√

(2)

)

⊗
(

|0〉 + |1〉
√

(2)

)

⊗
(

|0〉 + |1〉
√

(2)

)

|1〉L =

(

|0〉 − |1〉
√

(2)

)

⊗
(

|0〉 − |1〉
√

(2)

)

⊗
(

|0〉 − |1〉
√

(2)

)

. (4.3)

Podemos novamente reduzir o problema à determinação da paridade dos qubits dois a

dois, como no caso anterior, se observarmos que a operação lógica quântica de Hadamard

é de tal maneira que

HHad
|0〉 + |1〉√

2
= |0〉 ,

HHad
|0〉 − |1〉√

2
= |1〉 , (4.4)

A operação de Hadamard transforma, se aplicada nos três qubits, os estados codificados

dados conforme Eq. (4.3) nos estados lógicos dados pela Eq. (4.1), de forma que o

procedimento análogo ao caso de correção de erros de bit-flip pode ser executado. Vale

notar que um erro de fase atua de tal forma que

|0〉 ± |1〉√
2

→ |0〉 ± exp−iφ |1〉√
2

, (4.5)

representando um bit-flip após a operação de Hadamard.
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4.2 Subespaços livres de erros

A idéia principal dos subespaços livres de erros se baseia em encontrar um grupo de

estados, dentre todos os existentes no espaço de Hilbert, cujas superposições são invul-

neráveis a certos tipos de erros. Desta forma, se fazem necessárias simetrias especiais do

acoplamento sistema-reservatório, e geralmente estão relacionadas com interações coleti-

vas, onde as interações dos diversos subsistemas, como por exemplos os qubits, interagem

com o reservatório de forma correlacionada. Assim, a fim de utilizar a simetria como um

recurso para a proteção, qubits auxiliares são necessários, de forma que um qubit lógico

possua no mínimo 2 qubits físicos. Apesar desta restrição, uma vantagem deste método de

proteção contra erros sobre os códigos de correção de erros e o desacoplamento dinâmico

é irrefutável: este é o único, dentre os três métodos, que age de forma passiva, sem a

necessidade de qualquer operação ou manipulação externa.

A procura em contornar os erros, no contexto de computação quântica, baseado na

identificação de estados que possam ser imunes a certas classes de erros começou com

as observações de Palma, Suominen e Ekert (37) em um estudo dos efeitos da defasa-

gem coletiva para dois qubits que interagem de forma idêntica e correlacionada com o

reservatório. Neste caso, o Hamiltoniano de interação é dado por,

Hint = (σz
1 + σz

2) ⊗ B ≡ Jz ⊗ B, (4.6)

onde B é um operador que atua no sub-espaço do reservatório e está acoplado com o

operador momento angular total do sistema na direção ẑ. O operador Jz = σz
1 + σz

2 é

degenerado, visto que os estados |↑↓〉 e |↓↑〉 possuem o mesmo autovalor. Assim, neste

caso, quaisquer superposições dadas por α |↑↓〉 + β |↓↑〉 estarão livres da perturbação

dada por Jz, de forma que somos capazes de codificar um qubit lógico nestes estados

degenerados.

De uma forma geral, se encontrarmos um subespaço tal que, dado um Hamiltoniano

geral de interação,

HI =
∑

α

Sα ⊗ Bα, (4.7)



54 4. MÉTODOS DE PROTEÇÃO CONTRA ERROS

exista um conjunto {|k̃〉} de autovetores de Sα’s com a propriedade,

Sα |k̃〉 = cα |k̃〉 ∀ α, |k̃〉 , (4.8)

a evolução é livre de erros se a condição inicial e toda e qualquer dinâmica imposta ao

sistema estiver dentro deste subespaço dado pelo conjunto {|k̃〉}. Vale ressaltar que os

autovetores são degenerados, ou seja, cα depende somente do índice α do operador do

sistema, mas não do índice k. Esta, pode se dizer, é a idéia principal dos subespaços livre

de erros e foi observada pela primeira vez por P. Zanardi e M. Rasetti em 1997 (38).

4.3 Desacoplamento dinâmico

O desacoplamento dinâmico, como o próprio nome sugere, é uma estratégia de defesa

que atua de forma dinâmica no sistema. Apesar dos avanços na literatura em relação aos

diversos métodos de desacoplamento dinâmico, os fundamentos desta estratégica contra

erros são bem conhecidos dos experimentais em ressonância magnética nuclear (RMN).

Neste caso, a técnica denominada spin eco, é baseada na inversão do vetor de magne-

tização dos spins, o que torna possível, em determinados períodos de tempo, recuperar

a informação perturbada por algumas classes de erros. De forma análoga, supondo pul-

sos ou campos de alta freqüência que interagem com o qubit de forma mais rápida que

o tempo médio de interação do reservatório, o desacoplamento dinâmico surge de uma

maneira mais ampla, sendo capaz de desacoplar um qubit de diversos tipos de interações.

Abaixo, calculando a dinâmica para um sistema aberto, mostramos que existe uma classe

de Hamiltonianos de controle dependentes do tempo capazes de realizar tal tarefa.

Dado o Hamiltoniano

H(t) = Hc(t) + HR + HI (4.9)

onde Hc(t) é o Hamiltoniano de controle mais o Hamiltoniano do sistema físico, HR é o

Hamiltoniano do reservatório e HI é o Hamiltoniano de interação entre o sistema e o reser-

vatório. A questão principal do desacoplamento dinâmico, então, se baseia em encontrar

um Hamiltoniano Hc(t) tal que, como resultado, tenhamos um sistema desacoplado do

reservatório, eliminando, assim, o termo pertinente ao Hamiltoniano de interação. Para
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mostrar que de fato podemos encontrar este Hamiltoniano, convêm escrevermos H(t) num

outro referencial. Como exposto na introdução, podemos alterar o referencial do Hamil-

toniano total do sistema, transformado-o por operações unitárias, de forma a escrevemos

H(t) na representação de interação,

H̃(t) = U †
c (t)HIUc(t) + HR, (4.10)

onde Uc(t) = exp(−iHc(t)t), e notando que os operadores do sistema comutam com o

operadores do reservatório. Nesta representação, a dinâmica do operador densidade é

então dada exclusivamente pelo termo da interação, sendo este constante quando H̃I(t) =

U †
c (t)HIUc(t) for igual a zero.

O operador evolução temporal total do sistema, neste novo referencial, é tal que (in-

cluindo −i~ em H̃(t))
dU(t)

dt
= H̃(t)U(t), (4.11)

que pode ser calculado, de uma forma aproximada, através da expansão de Magnus (39).

Propondo uma solução exponencial para o sistema total,

U(t) = exp(A(t)), (4.12)

com A(0) = 0, Magnus mostrou que A(t), quando expandido numa série de potências no

tempo é escrito como (ver detalhes no Apênd. (A)),

A(t) = A1(t) + A2(t) + A3(t) + ..., (4.13)

onde

A1(t) =

∫ t

0

H̃(t′)dt′,

A2(t) =
1

2

∫ t

0

[H̃(t′), A1(t
′)]dt′,

A3(t) =
1

2

∫ t

0

[H̃(t′), A2(t
′)]dt′ +

1

12

∫ t

0

[[H̃(t′), A1(t
′)], H̃(t′)]dt′, (4.14)

de forma que podemos calcular, de forma aproximada, a dinâmica dada pelo operador

evolução temporal. É importante notar que se o termo de primeira ordem A1(t) for nulo,

conseqüentemente todas as outras ordens também serão. Surge então o desacoplamento
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dinâmico: visto que temos um controle sobre o sistema, existe algum Hamiltoniano do

sistema, cujo operador evolução temporal Uc(t) seja periódico no tempo, tal que,

A1(t) = −i~

∫ t

0

U †
c (t)HIUc(t)dt′ = 0 , (4.15)

ou seja, é possível anularmos o primeiro termo da expansão de Magnus restaurando a

informação em determinados períodos? O método de desacoplamento dinâmico mostra

que, em teoria, sim. Na literatura existe um grande número de trabalhos teóricos que

mostram altos índices de desacoplamento através da utilização de pulsos de altas freqüên-

cias (1, 2, 3, 4), mas, entretanto, os estudos do método de desacoplamento com campos

contínuos é mais recente, e é nesta linha de pesquisa que trilhamos no decorrer desta tese.



5 Desacoplamento dinâmico

contínuo para o caso de 1 qubit

5.1 Desacoplando continuamente operações de 1 qubit

Nesta parte da tese nós aplicamos o método de proteção contra erros denominado de-

sacoplamento dinâmico para o caso da proteção de operações lógicas de um qubit. Aqui

nós calculamos e ilustramos em detalhes toda a metodologia por nós desenvolvida (40),

cujo ferramental foi crucial para o desenvolvimento desta tese. Partindo do operador evo-

lução temporal geral para um sistema de um qubit, nós determinamos via diferenciação,

a classe de Hamiltonianos, e conseqüentemente as configurações dos campos contínuos de

alta freqüência, capazes de desacoplar de forma eficiente o sistema do reservatório. Como

dito, nosso trabalho baseia-se na utilização de campos contínuos de alta freqüência, o

que difere da grande maioria dos trabalhos presentes na literatura. O desacoplamento

contínuo, como mostraremos a seguir, pode ser alcançado de forma mais simples que os

pulsos de altas freqüências pois, contrário ao sistema pulsado, somente se faz necessário

uma única intervenção ao final da operação lógica quântica.

Nós mostramos que, se a estrutura do erro que age em um qubit, e suas respectivas

constantes são conhecidas, através da aplicação de uma superposição de campos externos é

possível realizarmos qualquer operação lógica em um qubit fracamente perturbado por um

ambiente representado por um campo escalar de bósons, mesmo a uma temperatura finita.

A formulação geral do método de desacoplamento dinâmico (2, 41), como mostraremos,

gera uma interpretação geométrica clara da proteção do erro quando utilizado no caso

simples de um único qubit controlado por campos contínuos. Sob estas circunstâncias,

nós mostramos que a descoerência durante as operações lógicas pode ser eficientemente
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reduzida pela aplicação de dois campos vetoriais: um rodando ortogonalmente na direção

do outro, que é um campo vetorial estático. As amplitudes, freqüências e as direções

desses campos são determinadas pela operação lógica pretendida, pela estrutura do erro

ao qual o qubit está sujeito e pelas características do meio ambiente.

Pelo propósito de começarmos uma investigação do uso de campos de controle con-

tínuos para proteção contra erros durante operações lógicas quânticas, nós fazemos a

suposição inicial de que a interação entre os qubits e o meio ambiente que o circunda é

suficientemente fraca, de forma que uma teoria de perturbação pode ser aplicada. Neste

capítulo nós imaginamos uma situação na qual o qubit está longe de outros qubits e,

ainda, que possa ser controlado por campos externos. Apesar disso, imaginamos que o

qubit está sujeito às perturbações provenientes do meio ambiente que aqui nós representa-

mos como um reservatório térmico de bósons escalares. É importante notar que aqui nós

iremos tratar campos de controle com freqüência da ordem do inverso do tempo de cor-

relação dos campos que representam o meio ambiente, de forma que nós devemos, ainda

que utilizando teoria de perturbação, deduzir uma equação mestra não-Markoviana.

5.1.1 Equação mestra para um único reservatório

Nós começamos notando que os agentes que acoplam o qubit ao meio ambiente podem

ser representados pelas matrizes de Pauli. Nós supomos, nesta parte da tese, que a ação

do meio ambiente é representada por um único campo escalar bosônico, de forma que o

Hamiltoniano de interação é dado por,

HI = (λ · σ) B + (λ∗ · σ) B†, (5.1)

onde λ é o vetor de erro cujas componentes podem ser complexas. Nós tomamos B =
∑

k gkak, onde gk é um número complexo que representa a constante de acoplamento para

o modo normal k com dimensão de freqüência e ak é o operador que aniquila um quantum

no modo k do reservatório. Nesta parte da tese nós utilizamos unidades de ~ = 1.

Como dito na parte introdutória deste capítulo, ao invés de começarmos com o Ha-

miltoniano e calcular o operador evolução temporal do sistema cujo procedimento neces-
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sariamente se refere a métodos de ordenamento temporal que estão sujeitos a diversas

dificuldades técnicas, nós começamos com o operador de evolução unitário geral para um

qubit e obtemos, de forma inversa, o Hamiltoniano por diferenciação.

Qualquer transformação unitária de um qubit pode sempre ser expressa por:

U(t) = I cos [α(t)] − iσ · û(t) sin [α(t)] , (5.2)

onde I é a matriz identidade 2×2, α (t) é uma função do tempo t, û (t) é um vetor unitário

dependente do tempo e σ = x̂σx + ŷσy + ẑσz, onde σx, σy e σz são as matrizes de Pauli.

O Hamiltoniano de controle Hc(t) é então facilmente obtido através da diferenciação da

Eq (5.2):

Hc(t) = i
dU(t)

dt
U †(t) = Ω(t) · σ, (5.3)

com

Ω(t) =
dα(t)

dt
û(t) + sin[α(t)] cos[α(t)]

dû(t)

dt
+ sin2[α(t)]û(t)×dû(t)

dt
, (5.4)

onde U †(t) é o Hermitiano conjugado de U(t). O cálculo de Ω(t) é direto, e está feito

em detalhes no Apêndice (C.1). É importante notar que, visto os resultados das Eqs.

(5.2)-(5.4), nós evitamos qualquer tipo de manipulação de ordenamento temporal.

A equação mestra de segunda ordem, local no tempo, que descreve a evolução da

matriz do operador densidade do qubit, no formalismo de interação, é escrito como (42):

dρ̃(t)

dt
= −

∫ t

0

dt′TrR

{[

H̃I(t),
[

H̃I(t
′), ρRρ̃(t)

]]}

, (5.5)

onde H̃I(t) é o Hamiltoniano de interação no formalismo de interação, ou seja,

H̃I(t) = U †(t)U †
R(t)HIUR(t)U(t), (5.6)

com

UR(t) = exp (−iHRt) , (5.7)

HR =
∑

k

ωka
†
kak (5.8)

onde ωk é a freqüência do modo normal k do reservatório térmico, e U(t) é como na Eq.

(5.2). É importante destacar que a Eq. (5.5) é uma aproximação de segunda ordem
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em termos da constante de acoplamento, de forma que é válida no regime no qual o

tamanho do acoplamento, expresso em unidades de freqüência, multiplicado pelo tempo

de correlação do reservatório térmico é muito menor que 1.

Acima, ρR é a matriz densidade inicial do reservatório térmico:

ρR =
1

Z
exp(−βHR), (5.9)

onde Z é a função de partição que é dada por

Z = TrR [exp(−βHR)] . (5.10)

Aqui, β = 1/kBT , onde kB é a constante de Boltzmann, e T é a temperatura absoluta do

meio ambiente.

Da forma da interação entre o qubit e seu meio ambiente, Eq. (5.1), nós obtemos

H̃I(t) = B̃(t)Λ(t) · σ + B̃†(t)Λ∗(t) · σ, (5.11)

onde

B̃(t) = U †
R(t)BUR(t) =

∑

k

gkak exp(−iωkt), (5.12)

e Λ(t) é definido como um vetor dependente do tempo, e é dado por

Λ(t) = λ cos [2α(t)] + [λ×û(t)] sin [2α(t)] + û(t) [û(t) · λ] {1 − cos [2α(t)]} . (5.13)

O cálculo do vetor Λ(t) esta feito em detalhes no Apêndice (C.2).

Substituindo Eq. (5.11) na Eq. (5.5), nós obtemos

dρ̃(t)

dt
=

3∑

α=1

3∑

β=1

{

Dαβ(t) [σα, ρI(t)σβ] + D∗
αβ(t) [σβρI(t), σα]

}

, (5.14)

onde definimos

Dαβ(t) =

∫ t

0

dt′TrR [bα(t)ρRbβ(t′)] , (5.15)

com o operador do reservatório b(t) dado por b(t) = B̃(t)Λ(t)+B̃†(t)Λ∗(t). Substituindo

(5.9) em (5.15) obtemos então

Dαβ(t) = 2<
{

Λ∗
α(t)

∫ t

0

dt′Λβ(t′)I1(t − t′)

}

+ Λ∗
α(t)

∫ t

0

dt′Λβ(t′)I2(t − t′), (5.16)
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onde <{·} é dado pela parte real do argumento, e definimos

I1(t) =
∑

k

|gk|2
exp (iωkt)

exp(βωk) − 1
, (5.17)

I2(t) =
∑

k

|gk|2 exp (iωkt) . (5.18)

Os cálculos da Eq. (5.14) e da Eq. (5.15), que originam as correlações do reservatório

térmico dado por I1(t) e I2(t), estão feitos em detalhes no apêndice (C.3) e (C.5).

Finalmente, no limite em que o número de modos normais do reservatório por unidade

de freqüência se torna infinito, nós definimos a densidade espectral como,

J(ω) =
∑

k

|gk|2 δ(ω − ωk), (5.19)

com ω ∈ [0, +∞) e interpretamos a soma das Eqs. (5.17) e (5.18) como integrais sobre ω:

I1(t) =

∫ ∞

0

dωJ(ω) exp(iωt)/[exp(βω) − 1],

I2(t) =

∫ ∞

0

dωJ(ω) exp(iωt). (5.20)

Se nós escrevermos agora ρ̃(t) = 1
2
[I + r(t) · σ], o vetor de Bloch r(t) é real e, pelas Eqs.

(5.14) e (5.16), satisfaz a equação diferencial

dr(t)

dt
= 4<{Λ∗(t) × [(2F(t) + G(t)) × 2r(t)]} − 2= [Λ∗(t) × G(t)] , (5.21)

onde definimos

F(t) =

∫ t

0

dt′Λ(t′)I1(t − t′),

G(t) =

∫ t

0

dt′Λ(t′)I2(t − t′). (5.22)

Os vetores F(t) e G(t) podem ser interpretados como médias temporais do vetor Λ(t′)

pesados pelas funções I1(t − t′) e I2(t − t′), respectivamente. Dependendo do tamanho

da densidade espectral do reservatório, J(ω) na Eq. (5.19), as funções peso, I1(t − t′) e

I2(t − t′), determinam quanto da história passada de Λ(t′) efetivamente contribui para

as suas médias temporais, F(t) e G(t). Portanto, a Eq. (5.21) não é restrita por uma

aproximação Markoviana.
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5.1.2 Proteção da operação lógica de Hadamard

Nós direcionamos nossos esforços na tentativa de encontrarmos um operador evolução

temporal U(t) tal que a Eq. (5.21), a qual se refere ao formalismo de interação, resulte,

após um certo tempo de duração τ da operação lógica quântica, em r(τ) ≈ r(0). Na

representação de Schrödinger, este resultado significa que, efetivamente, a dinâmica des-

crita pela Eq. (5.21) é equivalente à ação do operador U(τ), como se o qubit não fosse

perturbado pelo meio ambiente durante o intervalo de tempo τ . Vale ressaltar, que apesar

de nos focarmos na operação lógica de Hadamard, a metodologia aqui apresentada pode

ser aplicada para qualquer operação lógica de um qubit.

O Hamiltoniano total, na representação de Schrödinger, é dado por

H(t) = HU(t) + HB + HI , (5.23)

onde HU(t) é determinado conforme descrito pela Eq. (5.3) depois de encontrar U(t),

HB é o Hamiltoniano do reservatório como descrito logo abaixo da Eq. (5.5), e HI é o

Hamiltoniano de interação dado conforme Eq. (5.1).

Pelo fato de nós planejarmos realizar um operação lógica quântica simultaneamente

à proteção de erros, nós dividimos HU(t) em dois termos, HU(t) = H0(t) + Hc(t), onde

H0(t) executa a porta lógica quântica, enquanto Hc(t) age contra a ação perturbatória

do meio ambiente. De acordo com a prescrição bem exposta na Ref. (41), o operador

unitário Uc(t) correspondente ao Hamiltoniano Hc(t) deve ser periódico e satisfazer

∫ tc

0

dtU †
c (t)HIUc(t) = 0, (5.24)

onde tc < τ é o período de Uc(t), ou seja, Uc(t + tc) = Uc(t). Neste capítulo, por con-

veniência, nós escolhemos τ como um múltiplo inteiro n de tc, ou seja, τ = ntc, tal que

Uc(τ) = I. Assim, se escolhermos

Hc = (2π/tc)ûc · σ, (5.25)

então

Uc(t) = I cos(2nπt/τ) − iûc · σ sin(2nπt/τ). (5.26)
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Seguindo o mesmo procedimento utilizado para obter as Eqs. (5.11) e (5.13), nós desco-

brimos que a integral de U †
c (t)HIUc(t) sobre um período tc resulta zero somente se nós

escolhermos ûc ortogonal ao vetor λ, o que é sempre possível, mesmo se λ tiver uma

componente complexa.

No formalismo obtido utilizando a transformação unitária Uc(t) como dado acima, nós

escolhemos H0(t) tal que

U †
c (t)H0(t)Uc(t) =

θ0

τ
û0 · σ, (5.27)

onde û0 e θ0 são constantes a serem determinadas de acordo com a operação lógica preten-

dida, conforme explicamos abaixo. Visto que U †
c (t)H0(t)Uc(t) é independente do tempo,

o operador unitário de evolução temporal associado a ele é dado por

U0(t) = I cos(θ0t/τ) − iû0 · σ sin(θ0t/τ), (5.28)

dando

U0(τ) = I cos θ0 − iσ · û0 sin θ0 (5.29)

no fim da operação lógica, t = τ . Desta forma, se nós escolhermos U(t) como um operador

unitário composto, formado por dois campos, U(t) = Uc(t)U0(t), então, em t = τ ,

U(τ) = I cos θ0 − iσ · û0 sin θ0, (5.30)

de forma que a operação lógica desejada determina a escolha de û0 e θ0. Comparando

estas conclusões com a Eq. (5.2), nós obtemos:

cos[α(t)] = −ûc · û0 sin(2nπt/τ) sin(θ0t/τ)

+ cos(2nπt/τ) cos(θ0t/τ), (5.31)

û(t) sin[α(t)] = (ûc × û0) sin(2nπt/τ) sin(θ0t/τ)

+ûc sin(2nπt/τ) cos(θ0t/τ)

+û0 cos(2nπt/τ) sin(θ0t/τ). (5.32)

A forma explicita do Hamiltoniano HU é aquela já dada pela Eq. (5.3), HU = Ω(t) ·σ,

onde o campo externo aplicado é calculado das Eqs. (5.31) e (5.32) de acordo com a
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prescrição da Eq. (5.4):

Ω(t) = [(2nπ/τ) + (θ0/τ)ûc · û0]ûc

+(θ0/τ)[ûc × (û0 × ûc)] cos(2nπt/τ)

+(θ0/τ)(ûc × û0) sin(2nπt/τ). (5.33)

Assim, como podemos observar, o primeiro termo da Eq. (5.33) é um campo estático

ao longo da direção que é perpendicular ao vetor de erro, como discutido acima, e os

outros dois termos geram um campo girante perpendicular à direção do campo estático.

Nós apresentamos cálculos numéricos para resolver a Eq. (5.21) a fim de apresentar a

estratégia descrita acima. Para ilustrar nosso resultado como um exemplo concreto, no

presente capítulo nós assumimos uma densidade espectral ôhmica com uma freqüência

de corte ωc, ou seja, J(ω) = ηω exp(−ω/ωc), onde η é uma constante adimensional.

Tais densidades espectrais são típicas de reservatórios formados por elétrons condutores,

assim como nos denominados SQUIDS, que são interferômetros quânticos supercondutores

típicos das junções de Josephson. Assim, as versões integrais das Eqs. (5.17) e (5.18)

podem ser explicitamente calculadas (ver apêndice (C.4)) dando:

I1(t) = (η/β2)Ψ(1) (1 + 1/(βωc) − it/β) ,

I2(t) = ηω2
c/ (1 − iωct)

2 , (5.34)

onde Ψ(1) é a primeira função poligamma, que é definida como a derivada segunda do lo-

garitmo da função gamma que por sua vez é uma extensão para números reais e complexos

da função fatorial,

Ψ(1)(z) =
d

dz
lnΓ(z), (5.35)

onde

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt, (5.36)

onde z é um número complexo com sua parte real positiva. Como no caso do desaco-

plamento dinâmico pulsado (1, 2, 3), nós obtemos que o campo girante deve possuir uma

freqüência suficientemente maior que ωc para ser eficiente na proteção do estado quântico.

Devido a esta hipótese inicial, nós escolhemos ωcτ = 2π nos cálculos numéricos.

Uma das piores situações ocorre quando o vetor de erro possui componentes complexas,
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descrevendo, além de descoerência pura, também dissipação. Desta forma, nós escolhe-

mos λ = (4x̂ + iŷ + 2
√

2ẑ)/5, visto que este é adimensional de acordo com a Eq. (5.1).

Então, ûc = (x̂−
√

2ẑ)/
√

3 é uma escolha apropriada. Para uma operação de Hadamard,

nós temos û0 = (x̂ + ẑ)/
√

2 (25). Para os parâmetros do reservatório, além de supormos

uma densidade espectral ôhmica, nós escolhemos η = 1/16, T = 0.25K, e τ = 10−10s,

que são números típicos de componentes de estados sólidos, como por exemplo junções de

Josephson. Assim, para a condição inicial ρI(0) = I/2+σx/2, quando Hc = 0 a fidelidade

é dada por F(τ) = Tr[ρI(τ)ρI(0)] ≈ 0.7199. No entanto, se nós escolhermos n = 5 na Eq.

(5.33), a fidelidade se torna F(τ) ≈ 0.9965. A Figura 5.1 mostra estas fidelidades em

função do tempo, junto com dois casos no qual ûc não é escolhido como sendo ortogonal

ao vetor de erro, mas deslocado 10◦ e 30◦ em direção ao eixo x. Nestes exemplos nós

observamos que a função da fidelidade resultante é pouco sensível a pequenas variações

do ângulo do campo incidente. Assim, de forma análoga, já que a condição para êxito

do método depende somente do ângulo entre ûc e λ, a proteção do erro é também pouco

sensível a pequenas variações do vetor de erro. Na figura suplementar, nós mostramos

a fidelidade final, calculada no tempo t = τ , como uma função da temperatura e n com

ûc como dado acima, ortogonal a λ. Observamos que a baixas temperaturas, devido a

forma da densidade espectral, as condições são melhores para aumentar a fidelidade da

operação lógica, mas os efeitos do aumento da temperatura podem ser compensados por

campos de controle com freqüências e amplitudes maiores. A condição inicial é dada por

r(0), cujo módulo, para estados iniciais puros, é 1/2. Assim, todas as condições iniciais

para estados iniciais puros podem ser parametrizados por dois ângulos: ϕ ∈ [0, 2π) e

θ ∈ [0, π]. Nós particionamos estes intervalos dos ângulos em 200 e 100 intervalos regular-

mente espaçados, respectivamente, e resolvemos a Eq. (5.21) para cada uma destas 20000

condições iniciais. O pior e o melhor caso para as fidelidades foi de 0.99622 e 0.99987, res-

pectivamente, com todas as outras variáveis ajustadas conforme a configuração da linha

vermelha na Figura 5.1.
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Figura 5.1. Soluções numéricas para a estratégia descrita no texto para superar o obstáculo da descoerên-
cia e dissipação durante a operação de Hadamard. A linha roxa representa a fidelidade quando Hc = 0,
enquanto que a linha vermelha é o resultado para n = 5 na Eq. (5.33) e ûc, escolhido ortogonalmente
ao vetor de erro λ, como descrito no texto. As linhas azul e verde representam o resultado para n = 5
quando ûc é inclinado 10◦ e 30◦ na direção ao eixo x, respectivamente. No gráfico menor nós mostramos
a fidelidade no tempo t = τ como uma função da temperatura e n.

5.2 Classes independentes de erros

Nesta seção, dando continuidade ao capítulo, nós mostramos uma extensão do mé-

todo de desacoplamento dinâmico apresentado. Nesta parte da tese, ao contrário do caso

anterior, onde somente um reservatório bosônico representava o meio ambiente que cir-

cunda o qubit, nós consideramos três classes de erros independentes, que, por sua vez,

são geradas por acoplamentos do sistema com três reservatórios bosônicos independen-

tes (43). Nós analisamos a fidelidade da operação lógica quântica de Hadamard acoplada

a um meio ambiente que afeta o sistema gerando descoerência, erros de bit-flip e erros

na amplitude. Além disso, nós analisamos a praticabilidade do desacoplamento dinâmico

baseado em campos de alta freqüência continuamente aplicados, considerando dois tipos

de densidades espectrais para o meio ambiente: ôhmica e super ôhmica. As densidades es-

pectrais ôhmicas são utilizadas, por exemplo, para modelar oscilações em interferômetros

quânticos supercondutores típicos das junções de Josephson, enquanto que densidades es-

pectrais super ôhmicas podem modelar as relaxações vibracionais em cadeias cristalinas.

Inicialmente, nós observamos a fidelidade de uma porta lógica de Hadamard desprotegida

acoplada a um único reservatório bosônico que causa descoerência, e então ilustramos os

casos ôhmicos e super ôhmicos. Definimos um arranjo onde, na ausência de campos de



5. DESACOPLAMENTO DINÂMICO CONTÍNUO PARA O CASO DE 1 QUBIT 67

controle para proteção, a fidelidade da porta lógica é menor no caso ôhmico que no caso

super ôhmico. Mostramos que o desacoplamento dinâmico, mesmo nesta situação, é alcan-

çado no caso super ôhmico somente quando o campo de controle é suficientemente maior

que no caso ôhmico. Subseqüentemente, nós consideramos a presença de dois reservató-

rios adicionais independentes, gerando erros de bit-flip e erros na amplitude, e mostramos,

como uma função da relação dos acoplamentos, a relevância destes erros durante uma ope-

ração de Hadamard protegida contra descoerência. Finalmente, nós introduzimos mais

um campo externo continuamente aplicado, criteriosamente calculado para proteger a

operação de Hadamard contra todas as três classes de erros independentes. Este capítulo,

para maior clareza, é organizado em seções da seguinte maneira. Na seção (5.2.1) nós

introduzimos a interação do qubit com o meio ambiente, e escrevemos a equação mestra

local no tempo de segunda ordem, descrevendo a evolução da matriz densidade reduzida

no formalismo de interação, similar ao exposto no capítulo anterior. Na seção (5.2.2) nós

introduzimos os três reservatórios independentes, descrevendo a descoerência, os erros de

bit-flip e os erros na amplitude. Na seção (5.2.3) nós consideramos a fidelidade de uma

operação lógica de Hadamard que atua num ambiente que causa somente descoerência no

qubit e comparamos o caso ôhmico e super ôhmico. Analisamos a dinâmica para todas

as condições iniciais e estimamos a pior fidelidade com e sem proteção por meio de de-

sacoplamento dinâmico continuamente aplicado. Nós nos focamos no caso super ôhmico

na seção (5.2.4) e adicionamos erros independentes de bit-flip e amplitude para estudar

a influência dessas perturbações na evolução da porta lógica de Hadamard já protegida

contra descoerência. Finalmente, ainda nessa seção nós também calculamos o campo de

controle necessário para eliminar todas as três classes de erros durante a operação lógica

quântica.

5.2.1 Equação mestra para reservatórios independentes

Nós começamos, conforme a metodologia aplicada no capítulo anterior, observando

que uma evolução controlada de um qubit, livre de ruídos do ambiente, é dada pela ação
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de um transformação unitária geral da forma:

U(t) = I cos [α(t)] − iσ · û(t) sin [α(t)] , (5.37)

onde I é a matriz identidade 2 × 2, α (t) é uma função arbitrária do tempo t, û (t) é um

vetor unitário arbitrário dependente do tempo e σ é um vetor composto pelas matrizes

de Pauli

σ = x̂




0 1

1 0



 + ŷ




0 −i

i 0



 + ẑ




1 0

0 −1



 .

O Hamiltoniano dependente do tempo HU(t) que origina o operador evolução na Eq.

(5.37), conforme já mostramos no capítulo anterior, é obtido por diferenciação:

HU(t) = i~
dU(t)

dt
U †(t) = ~Ω(t) · σ, (5.38)

com

Ω(t) =
dα(t)

dt
û(t) + sin[α(t)] cos[α(t)]

dû(t)

dt
+ sin2[α(t)]û(t)×dû(t)

dt
, (5.39)

onde ~ é a constante de Planck dividida por 2π e U †(t) é o Hermitiano conjugado de U(t).

Assumimos que a interação entre o qubit e seu meio ambiente seja suficientemente fraca

para que possamos considerar um acoplamento linear com o reservatório. Representamos

a ação do meio ambiente por

HI = (L + L
†) · σ, (5.40)

onde L = L1x̂+L2ŷ+L3ẑ é um operador cujas componentes L1, L2, e L3 agem no espaço

de Hilbert e L
† é o Hermitiano conjugado de L.

Utilizamos, como anteriormente, a equação mestra de segunda ordem local no tempo

para descrevermos a evolução da matriz densidade reduzida do qubit, que no formalismo

de interação é escrita conforme (42):

dρ̃(t)

dt
= −

∫ t

0

dt′TrR

{[

H̃I(t),
[

H̃I(t
′), ρRρ̃(t)

]]}

, (5.41)

onde H̃I(t) é o Hamiltoniano de interação expresso no formalismo de interação, ou seja,

H̃I(t) = U †(t)U †
R(t)HIUR(t)U(t), (5.42)
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com

UR(t) = exp (−iHRt) , (5.43)

onde HR é o Hamiltoniano do reservatório externo, e U(t) é como na Eq. (5.37). Aqui e

na continuidade deste capítulo nós escolhemos unidades de ~ = 1. Vale ressaltar que a Eq.

(5.41) é válida somente no regime nos quais o tamanho dos acoplamentos, expressos em

unidades de freqüência, multiplicado pelo tempo de correlação dos operadores do ambiente

é muito menor que a unidade. Acima, ρR é a matriz densidade inicial do ambiente,

ρR =
1

Z
exp(−βHR), (5.44)

onde Z é a função de partição

Z = TrR [exp(−βHR)] , (5.45)

β = 1/kBT , kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta do ambiente.

Da forma da interação entre o qubit e seu meio ambiente, Eq. (5.40), obtemos

H̃I(t) = Λ(t) · [L̃(t) + L̃
†
(t)], (5.46)

com L̃(t) = U †
R(t)LUR(t), e Λ(t) = U †(t)σU(t). Visto que Λ(t) é somente uma rotação

de σ, é conveniente escrevermos suas componentes como:

Λµ(t) =
3∑

ν=1

Rµ,ν(t)σν , (5.47)

onde Rµ,ν(t), para µ, ν = 1, 2, 3, são as matrizes de rotação dependentes do tempo corres-

pondente à transformação unitária representada por U(t) conforme Eq. (5.37).

Substituindo Eqs. (5.46) e (5.47) na Eq. (5.41), nós obtemos a equação mestra

dρ̃(t)

dt
=

3∑

α,β=1

Dαβ(t) [σα, ρ̃(t)σβ]

+
3∑

α,β=1

Dαβ
∗(t) [σβ ρ̃(t), σα] , (5.48)

onde definimos

Dαβ(t) =
3∑

µ,ν=1

Rµ,α(t)

∫ t

0

dt′Rν,β(t′)Cµ,ν(t, t
′), (5.49)
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com

Cµ,ν(t, t
′) = TrB

[(

L̃µ(t) + L̃†
µ(t)

)

ρB

(

L̃ν(t
′) + L̃†

ν(t
′)
)]

. (5.50)

É importante notar que Eq. (5.48) não é restrita à escolha específica do Hamiltoniano

do meio ambiente. Abaixo, nós definimos três banhos de osciladores harmônicos indepen-

dentes, cada um representando um classe distinta de erros quânticos.

5.2.2 Erros independentes de descoerência, bit-flip e amplitude.

Assumimos o Hamiltoniano do ambiente como

HR =
3∑

i=1

∑

k

ωi,ka
†
i,kai,k, (5.51)

onde ωi,k é a freqüência do modo normal k do i-th reservatório independente. Escrevemos

o operador L como sendo

L =
3∑

i=1

λiBi, (5.52)

com

Bi =
∑

k

gi,kai,k, (5.53)

onde gi,k é a constante de acoplamento (complexa inclusive) para o modo k do i-th reser-

vatório, ai,k é operador que aniquila um quantum no modo k do i-th reservatório, e λi é

chamado de vetor de erro do i-th reservatório. Nós escolhemos o vetor de erro

λ1 = x̂,

λ2 =
x̂ + iŷ

2
,

λ3 = ẑ, (5.54)

representando erros de bit-flip, erros na amplitude, e descoerência respectivamente. As-

sim, o Hamiltoniano de interação, Eq. (5.40), é escrito como:

HI =
3∑

i=1

(Biλi + B†
i λ

∗
i ) · σ, (5.55)
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de forma que, comparando Eq. (5.40) com Eq. (5.55), nós encontramos que as compo-

nentes de L, no formalismo de interação é dado por:

L̃1(t) = B̃1(t) +
1

2
B̃2(t),

L̃2(t) = i
1

2
B̃2(t),

L̃3(t) = B̃3(t), (5.56)

e, usando Eqs. (5.43), (5.51) e (5.53),

B̃i(t) = U †
R(t)BiUR(t) =

∑

k

gi,kai,k exp(−iωi,kt). (5.57)

Com estas considerações, nós calculamos a função correlação do reservatório da Eq.

(5.50), Cµ,ν(t, t
′), usando Eqs. (5.44), (5.45), (5.56) e (5.57). Observando as componentes

de L dadas pela Eq. (5.56), as únicas componentes diferentes de zero são:

C1,1(t, t
′) =

2∑

k=1

(

G(k)
1,1 (t − t′) +

1

4
G(k)

2,2 (t − t′)

)

,

C1,2(t, t
′) = C2,1(t, t

′) = i
1

4

2∑

k=1

G(k)
2,2 (t − t′),

C2,2(t, t
′) = −1

4

2∑

k=1

G(k)
2,2 (t − t′),

C3,3(t, t
′) =

2∑

k=1

G(k)
3,3 (t − t′), (5.58)

com

G(1)
i,j (t − t′) ≡ TrB

[

B̃i(t)ρBB̃†
j (t

′)
]

= δij

∑

k

|gi,k|2 ni,k exp[−iωi,k(t − t′)] (5.59)

e

G(2)
i,j (t − t′) ≡ TrB

[

B̃†
i (t)ρBB̃j(t

′)
]

= δij

∑

k

|gi,k|2 (ni,k + 1) exp[iωi,k(t − t′)], (5.60)

onde ni,k é número médio de ocupação do modo k do i-th reservatório:

ni,k =
1

exp(βωi,k) − 1
. (5.61)

Aqui G(1)
i,j (t − t′) e G(2)

i,j (t − t′) determinam quanto da história passada das componentes

de cada acoplamento contribue para as médias temporais da Eq. (5.49). Assim, vale
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ressaltar que a Eq. (5.48) não é restrita a uma aproximação Markoviana. No limite em

que o número de modos por unidade de freqüência se torna infinito, nós interpretamos a

soma nas Eqs. (5.59) e (5.60) como integrais:

G(1)
i,j (t) =

∫ ∞

0

dωJi(ω)ni(ω) exp(−iωt) (5.62)

e

G(2)
i,j (t) =

∫ ∞

0

dωJi(ω) exp(iωt)[ni(ω) + 1], (5.63)

com ni(ω) sendo a versão de freqüência contínua da Eq. (5.61):

ni(ω) =
1

exp(βω) − 1
, (5.64)

e definimos a densidade espectral como

Ji(ω) = ηi
ωsi

ωc
si−1

exp(−ω/ωc), (5.65)

onde ηi é uma constante adimensional, proporcional ao tamanho do acoplamento do sis-

tema com o i-th reservatório, si define a densidade espectral do i-th reservatório como

sendo ôhmico (si = 1) ou super ôhmico (si > 1), e ωc é a freqüência de corte. Assim,

usando Eqs. (5.64) e (5.65), as integrais das Eqs. (5.62) e (5.63) são calculadas, dando:

I1(t) =

∫ ∞

0

dωJ(ω)n(ω) exp(−iωt) = ηωc
2

∞∑

n=0

s!

[1 + iωct + βωc(n + 1)]s+1 , (5.66)

I2(t) =

∫ ∞

0

dωJ(ω) exp(iωt) = ηωc
2 s!

[1 − iωct]
s+1 . (5.67)

Com estes resultados, então, nós calculamos G(1)
i,j (t), que é dado pela Eq. (5.66), e G(2)

i,j (t),

que é dado pela soma de I∗
1 (t) e I2(t). Os cálculos detalhados de G(1)

i,j (t) e G(2)
i,j (t) estão

nos apêndices (C.4) e (C.5).

5.2.3 Proteção contra erros de descoerência

Nesta seção nós analisamos a fidelidade de um porta lógica quântica de Hadamard

protegida contra descoerência por um campo de controle de alta freqüência continuamente

aplicado. Comparamos as densidades espectrais para o caso ôhmico e super ôhmico. Vale
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notar que o Hamiltoniano é igual ao do capítulo anterior, um reservatório escalar de

bósons supondo λx = λy = 0 para as componentes do vetor de erro. O Hamiltoniano

total, na representação de Schrödinger, é dado por

H(t) = HU(t) + HI + HR,

onde HU(t) é calculado conforme Eq. (5.38) uma vez que nós determinemos U(t) e HR

e HI são dados pelas Eqs. (5.51) e (5.55), respectivamente. Para o caso de somente

descoerência, B1 = 0 e B2 = 0 de forma que, por causa das Eqs. (5.52), (5.54) e (5.55),

nesta seção nós escolhemos

HI = (B3 + B†
3)σz. (5.68)

Visto que nós pretendemos uma operação lógica simultaneamente com a proteção

contra erros, nós procedemos conforme o capítulo anterior e dividimos o Hamiltoniano

HU em duas partes:

HU(t) = H0(t) + Hc(t), (5.69)

onde H0(t) é escolhido de tal maneira a produzir o resultado da operação lógica depois

de um certo intervalo de tempo, enquanto Hc(t) age contra a ação perturbatória do meio

ambiente.

De acordo com a prescrição geral para o desacoplamento dinâmico (41), o operador

unitário Uc(t), correspondente ao Hamiltoniano de controle Hc(t), deve ser periódico e

nossa escolha é:

Uc(t) = I cos(2nπt/τ) − iσx sin(2nπt/τ), (5.70)

de forma que este satisfaz, usando Eq. (5.68),

∫ tc

0

dtU †
c (t)HIUc(t) = 0,

onde tc < τ é o período de Uc(t), Eq. (5.70), com τ sendo o tempo total da operação

lógica. Aqui, por conveniência, nós escolhemos τ como um múltiplo inteiro de tc, ou seja,

τ = ntc, de forma que Uc(τ) = I.
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No formalismo obtido utilizando a transformação unitária Uc(t) como sendo dada pela

Eq. (5.70), nós escolhemos H0(t) de tal maneira que este produza a operação lógica de

Hadamard pretendida no instante τ :

U †
c (t)H0(t)Uc(t) =

π

2τ

σx + σz√
2

. (5.71)

Visto que U †
c (t)H0(t)Uc(t) é escolhido, na Eq. (5.71), como independente no tempo, o

operador evolução temporal associado com esta quantidade é dado por

U0(t) = I cos(πt/2τ) − i
σx + σz√

2
sin(πt/2τ). (5.72)

Nós definimos U(t) como um operador unitário composto

U(t) = Uc(t)U0(t), (5.73)

notando que, como t = τ , Uc(τ) = I. Assim, no tempo τ , nós obtemos, a menos de uma

fase global, a desejada operação lógica quântica de Hadamard:

U(τ) = −i
σx + σz√

2
.

Multiplicando Eqs. (5.70) e (5.72) obtemos um U(t) para o caso particular de um

operação de Hadamard protegida contra descoerência e, comparando com Eq. (5.37),

obtemos (detalhes no apêndice (C.6)):

cos[α(t)] = − sin(2nπt/τ) sin(πt/2τ)/
√

2 + cos(2nπt/τ) cos(πt/2τ), (5.74)

û(t) sin[α(t)] = −ŷ sin(2nπt/τ) sin(πt/2τ)/
√

2 + (x̂ + ẑ) cos(2nπt/τ) sin(πt/2τ)/
√

2

+x̂ sin(2nπt/τ) cos(πt/2τ). (5.75)

A forma explícita do Hamiltoniano HU da Eq. (5.69) é aquele já obtido pela Eq. (5.38),

HU = Ω(t) · σ, onde o campo externo aplicado é calculado pelas Eqs. (5.74) e (5.75) de

acordo com a prescrição da Eq. (5.39):

Ω(t) =
π

τ

(

2n +
1

2
√

2

)

x̂ − π

2
√

2τ

[

ŷ sin

(
4nπt

τ

)

− ẑ cos

(
4nπt

τ

)]

. (5.76)

O primeiro termo da Eq. (5.76) é um campo estático ao longo da direção que é perpendicu-

lar ao vetor de erro, e os outros dois termos representam um campo girante perpendicular

à direção do campo estático, como já mostrado no capítulo anterior para um vetor de erro
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Figura 5.2. Fidelidade como função do tempo, obtida resolvendo a Eq. (5.48) numericamente, como
descrito no texto, exemplificando a proteção contra descoerência durante a operação de Hadamard, no
caso onde a densidade espectral é definida como ôhmica (a) e super ôhmica (b). A curva roxa representa a
fidelidade quando Hc = 0, enquanto que as curvas verde, azul e a vermelha representam, respectivamente,
os casos para n = 2, n = 3 e n = 5 para (a), e n = 3, n = 5, e n = 15 para (b).

arbitrário para o caso de um único reservatório de bósons. Para o caso específico desta

seção, ou seja, a operação lógica protegida contra descoerência e não sujeita a nenhuma

outra fonte de ruído, nós resolvemos a Eq. (5.48) numericamente. Na Eq. (5.65), para

i = 3, nós escolhemos ωcτ = 2π e η3 = 1/16, com τ = 10−10s. Assumindo T = 0.25K

e a condição inicial ρI(0) = I/2 + σx/2, nós calculamos, como mostrado na Figura 5.2,

a fidelidade como função do tempo, F (t) = Tr[ρ̃(t)ρ̃(0)], para dois casos de densidades

espectrais: ôhmica, com s3 = 1, e super ôhmica, com s3 = 3. Quando Hc = 0 nós obtemos

como resultado F (τ) = Tr[ρ̃(τ)ρ̃(0)] ≈ 0.6299 para o caso ôhmico e F (τ) ≈ 0.8227 para

o caso super ôhmico. Agora, se nós ligarmos os campos de controle da Eq. (5.76), a fide-

lidade se torna, para o caso onde a densidade espectral é ôhmica, F (τ) ≈ 0.9956 para n

tão baixos quanto 5. No entanto, no caso super ôhmico, para obtermos uma fidelidade da

mesma ordem, n deve ser, pelo menos, maior que 14. Para n = 15 obtemos F (τ) ≈ 0.9960.

Portanto, mesmo que um reservatório super ôhmico cause menos dano, para o processo

de informação quântica que um reservatório ôhmico, este requer um campo de freqüência

maior para proteger a evolução quântica pretendida contra ruídos proveniente do meio

ambiente. Para entender este resultado a Figura 5.3 mostra a derivada das fidelidades sem

a proteção do campo de controle para o caso ôhmico (s3 = 1) e super ôhmico (s3 = 3).

Observamos, como esperado, uma descoerência mais acentuada, no início da operação

lógica, no caso super ôhmico que no ôhmico.
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Figura 5.3.Derivada da fidelidade da operação lógica quântica de Hadamard desprotegida para o caso das
densidades espectrais do meio ambiente como sendo ôhmico (linha azul) e super ôhmico (linha vermelha).

Na seqüência, nós investigamos a fidelidade de uma operação lógica de Hadamard

considerando todas as condições iniciais correspondentes a um estado puro do qubit.

Assim, se ρ(0) é puro, então

ρ(0) =
1

2
I +

1

2
r̂ · σ, (5.77)

onde r̂ é um vetor unitário real escrito em termo de dois ângulos esféricos polares:

r̂ = x̂ sin θ cos ϕ + ŷ sin θ sin ϕ + ẑ cos θ.

Assim, utilizando os mesmos números que anteriormente, no caso super ôhmico (s3 = 3),

quando há somente descoerência devido ao meio ambiente e os campos de proteção estão

desligados, a Figura 5.4 mostra a fidelidade para todas as possíveis condições iniciais

puras dadas pela Eq. (5.77). Se os campos de proteção da Eq. (5.76) estão presentes,

no final da operação (t = τ) nós obtemos o resultado da Figura 5.5 com n = 25. Nós

notamos que, comparando as figuras Figura 5.4 e Figura 5.5, com n menores que 25 na

Eq. (5.76) nós já conseguimos aumentar a fidelidade da porta lógica mesmo na situação

de um meio ambiente com densidade espectral super ôhmica. Para as menores fidelidades,

dentre todas as condições iniciais, de ambas as figuras nós encontramos Fmin(τ) ≈ 0.7525

para o caso desprotegido (Figura 5.4) e Fmin(τ) ≈ 0.9951 para a dinâmica protegida (

Figura 5.5), o que representa um aumento significativo da fidelidade do estado quântico.
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Figura 5.4. Fidelidade (no tempo t = τ) de uma operação lógica de Hadamard como uma função das
condições iniciais. O operador densidade inicial, ρ(0), é dado pela Eq. (5.77). O qubit está acoplado a
um reservatório super ôhmico (s3 = 3) que causa descoerência e nenhum campo externo no intuito de
proteção está presente.
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Figura 5.5. Fidelidade (no tempo t = τ) de uma operação lógica de Hadamard como uma função das
condições iniciais. O operador densidade inicial, ρ(0), é dado pela Eq. (5.77). O qubit esta acoplado a
um reservatório super ôhmico (s3 = 3) que causa descoerência e, neste caso, o campo de controle da Eq.
(5.76) com n = 25 é continuamente aplicado para proteger a porta lógica.
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Figura 5.6. A menor fidelidade para todas as condições iniciais correspondentes à Eq. (5.77), como função
de

√

η1/η3 com η2 = η1. Aqui, a porta lógica é protegida somente contra descoerência, mas está sujeita
a perturbações independentes de bit-flip e amplitude.

5.2.4 Proteção contra classes independentes de erros

Na seção anterior, nós mostramos como os erros devido à descoerência podem ser

eficientemente reduzido, durante as operações lógicas, aplicando uma superposição de

dois campos externos vetoriais: um rodando ortogonalmente à direção do outro, o qual

se mantém estático. Nesta seção nós manteremos o reservatório que causa descoerência

com um densidade espectral super ôhmica, mas incluiremos outros dois reservatórios in-

dependentes, correspondendo aos erros de bit-flip e a erros de amplitude. O vetor de erro

correspondente é dado pela Eq. (5.54).

Começamos esta seção assumindo que o campo externo aplicado é aquele dado pela

Eq. (5.76), desenvolvido para proteger contra descoerência somente. Para efeito de sim-

plificação, nós escolhemos a densidade espectral dos reservatórios adicionais como sendo

ou ambos ôhmicos ou ambos super ôhmicos, com η1 = η2 na Eq. (5.65). Na Figura 5.6 nós

mostramos os resultados selecionando a menor fidelidade dentre todas as condições iniciais

dadas pela Eq. (5.77), como uma função de
√

η1/η3. Notamos que para
√

η1/η3 < 0.01

o resultado final se altera insignificantemente de forma que uma proteção contra descoe-

rência é suficiente para se obter uma alta fidelidade durante o intervalo de tempo τ . Esta

figura mostra também que, neste caso, o bit-flip e o erro de amplitude são mais relevantes

no caso ôhmico que no caso super ôhmico.

A fim de obtermos simultaneamente a redução da descoerência, do bit-flip e dos erros
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na amplitude, nós modificamos a Eq. (5.70) redefinindo Uc(t):

Uc(t) = Ucx(t)Ucz(t), (5.78)

com

Ucx(t) = I cos(2nπt/τ) − iσxsin(2nπt/τ), (5.79)

Ucz(t) = I cos(2mπt/τ) − iσzsin(2mπt/τ), (5.80)

onde m é um inteiro diferente de n. O operador Ucx(t) corresponde à proteção contra

descoerência e, como na seção anterior, Ucz(t) está associado com a proteção aos erros de

bit-flip e amplitude. O operador evolução unitário U(t) é novamente definido como na

Eq. (5.73), mas agora com Uc(t) dado pela Eqs. (5.78), (5.79) e (5.80).

O Hamiltoniano de controle HU(t) é obtido através das Eqs. (5.38), (5.73), (5.78),

(5.79) e (5.80), com as componentes de controle do campo Ω(t) dadas por

Ωx(t) =
π

τ

[

2n +
1

2
√

2
cos

(
4mπt

τ

)]

, (5.81)

Ωy(t) = −π

τ

[

2m +
1

2
√

2

]

sin

(
4nπt

τ

)

+
π

2
√

2τ
cos

(
4nπt

τ

)

sin

(
4mπt

τ

)

, (5.82)

Ωz(t) =
π

τ

[

2m +
1

2
√

2

]

cos

(
4nπt

τ

)

+
π

2
√

2τ
sin

(
4nπt

τ

)

sin

(
4mπt

τ

)

. (5.83)

Assim, utilizando este novo campo nós somos capazes de proteger a porta lógica de Ha-

damard simultaneamente contra a descoerência, erros de bit-flip e amplitude. Como uma

ilustração da proteção, nós calculamos a menor fidelidade dentre todas as condições inici-

ais dadas pela Eq. (5.77) no caso da descoerência com densidade espectral super ôhmica

como especificado na Sec. 5.2.3, mas quanto ao bit-flip e aos erros de amplitude escolhe-

mos ou ambas ôhmicas ou ambas super ôhmicas. Utilizando
√

η1 =
√

η2 = 0.2, n = 18,

m = 9, e mantendo os números como na seção anterior, nós obtemos Fmin(τ) ≈ 0.9980

tanto para o caso ôhmico quanto para o super ôhmico.

Estas fidelidades devem ser comparadas com os respectivos resultados, ∼ 0.9467 e

∼0.9822, quando todos os três reservatórios estão presentes, mas somente a descoerência

é protegida com o campo da Eq. (5.76). Estes aumentos são, respectivamente, 5.4% e

1.6%, reafirmando os resultados da seção anterior que a proteção no caso super ôhmico

requer campos com maiores freqüências que no caso ôhmico. As figuras Figura 5.7 e
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Figura 5.8 mostram as fidelidades da operação lógica como uma função das condições

iniciais utilizando os parâmetros especificados acima.
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Figura 5.7. Fidelidade (no tempo t = τ) da operação lógica quântica de Hadamard como uma função das
condições iniciais. O operador densidade inicial, ρ(0), é dado pela Eq. (5.77). O qubit está acoplado a um
reservatório super ôhmico (s3 = 3) que causa descoerência e a dois reservatórios ôhmicos (s1 = s2 = 1),
independentes, que causam erros de bit-flip e erros na amplitude. Aqui nós escolhemos

√
η1 =
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η3, n = 18, m = 0 para o gráfico (a) e m = 9 para o gráfico (b). Os outros parâmetros são iguais ao
da seção anterior.
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Figura 5.8. Fidelidade (no tempo t = τ) da operação lógica quântica de Hadamard como uma função das
condições iniciais. O operador densidade inicial, ρ(0), é dado pela Eq. (5.77). O qubit está acoplado a três
reservatórios super ôhmicos (s1 = s2 = s3 = 3) que causam, independentemente, erros de descoerência,
bit-flip e amplitude. Aqui nós escolhemos
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η3, n = 18, m = 0 para o gráfico (a) e

m = 9 para o gráfico (b). Os outros parâmetros são iguais ao da seção anterior.



6 Desacoplamento dinâmico

contínuo para o caso de 2 qubits

Na seqüência de nossos estudos, nós consideramos um sistema de dois qubits acoplados

a reservatórios perturbativos independentes (44). A motivação deste trabalho está base-

ada principalmente nas observações de Lajos Diósi (45) e Ting Yu e Joseph H. Eberly (46)

que mostraram que 2 qubits emaranhados, quando acoplados independentemente a ba-

nhos dissipativos, se desemaranhavam em um tempo finito mesmo a temperatura zero,

de forma que o tempo médio de desemaranhamento era menor que o tempo médio de

dissipação dos qubits. Este fenômeno, denominado por Yu e Eberly de morte súbita de

emaranhamento, acrescentou um novo obstáculo a ser superado a caminho do computador

quântico, visto que, assim como a superposição de estados quânticos, o emaranhamento

é uma propriedade fundamental no contexto de informação e computação quântica. No

Apêndice (B), nós mostramos um exemplo a fim de elucidar de forma simples o fenômeno

da morte súbita de emaranhamento.

6.1 Proteção de estados emaranhados

Neste capítulo nós mostramos que um arranjo simples de campos externos, constituído

de uma componente estática e uma componente ortogonal girante, é capaz de continu-

amente desacoplar um estado emaranhado de dois qubits de banhos independentes que

causam descoerência, erros de bit-flip e erros de amplitude a uma temperatura finita. Nós

consideramos neste capítulo uma situação onde um estado emaranhado composto de dois

qubits não interagentes é inicialmente preparado e deixado evoluir sobre a ação do meio

ambiente que o perturba e dos campos externos de proteção. Para ilustrar a proteção do
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emaranhamento, nós resolvemos numericamente, como nos capítulos anteriores, a equa-

ção mestra na aproximação de Born (acoplamento fraco) considerando diferentes agentes

de erros para cada qubit introduzidos através de acoplamentos com banhos de bósons

independentes à mesma temperatura.

Este capítulo é organizado da seguinte maneira: primeiramente nós apresentamos o

Hamiltoniano total que descreve os dois qubits e o resto do universo. Nós também in-

troduzimos o método geral de desacoplamento dinâmico aplicado para deduzir os campos

de controle. Em seguida, nós deduzimos a equação mestra que rege a evolução da ma-

triz densidade reduzida dos dois qubits, e a descrição dos erros provenientes do meio

ambiente, onde nós demostramos a eficácia do desacoplamento dinâmico para proteger o

emaranhamento inclusive de morte súbita.

6.1.1 Configuração dos campos externos protetores

O Hamiltoniano para os dois qubits é escrito como

H(t) = H0(t) + HR + HI , (6.1)

onde H0(t) é o Hamiltoniano do sistema, incluindo os termos que descrevem a ação do

campo de controle, HR é o Hamiltoniano do meio ambiente, e HI é o termo que representa

a interação entre os qubits e sua vizinhança. A prescrição geral para o desacoplamento

dinâmico (1,41) consiste em encontrar um Hamiltoniano de controle, que interage somente

com os qubits, tal que o operador de evolução unitário correspondente Uc(t) seja periódico

e satisfaça
∫ tc

0

U †
c (t)HIUc(t)dt = 0, (6.2)

onde tc é o período de Uc(t). Na seqüência nós explicamos uma estratégia possível para

encontrar uma combinação de campos externos, um estático e outro girante, que nos

conduz a um operador unitário periódico Uc(t) que satisfaz a Eq. (6.2).

O Hamiltoniano de interação HI que descreve dois qubits acoplados ao meio ambiente

é escrito como

Hint = B1 · σ1 + B2 · σ2, (6.3)
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onde Bk =
∑3

m=1 Bk,mx̂m, para k = 1, 2, com x̂1 ≡ x̂, x̂2 ≡ ŷ, x̂3 ≡ ẑ, e Bk,m, para

k = 1, 2 e m = 1, 2, 3, são operadores que agem no espaço de Hilbert do meio ambiente.

Aqui, para k = 1, 2, σk = x̂σk,x + ŷσk,y + ẑσk,z, e σk,x, σk,y, e σk,z são as matrizes de Pauli

que agem no qubit k. O operador unitário exp(−2inxπtσ1,x/tc) é periódico com período tc

para qualquer inteiro nx 6= 0. Se nós identificarmos este operador com Uc(t) na Eq. (6.2)

e escolhermos HI como dado pela Eq. (6.3), a integral, como mostramos nos capítulos

anteriores, não é geralmente igual a zero, mas elimina todos os termos proporcionais à σ1,y

e σ1,z. Se, entretanto, para substituir Uc(t) na Eq. (6.2), nós considerarmos o operador

exp(−2inxπtσ1,x/tc) exp(−2inzπtσ1,z/tc), (6.4)

onde nx e nz são inteiros diferente de zero, então a integral elimina todos os termos

proporcional a σ1 se nx 6= nz, sobrando somente os termos pertinentes ao qubit 2, B2 ·σ2.

Então, a fim de satisfazer a Eq. (6.2), nós escolhemos

Uc(t) = U2(t)U1(t) = U1(t)U2(t), (6.5)

visto que σ1 e σ2 comutam, onde

Uk(t) = exp

(

−i
2nxπt

tc
σk,x

)

exp

(

−i
2nzπt

tc
σk,z

)

, (6.6)

para k = 1, 2. Desta forma, se o Hamiltoniano de controle for escrito como

Hc(t) = Ω(t) · (σ1 + σ2) , (6.7)

então as Eqs. (6.5) e (6.6) implicam numa configuração extremamente simples para os

campos externos, conforme ilustrado nos capítulos anteriores, para a operação de um

qubit:

Ω(t) = x̂nxω + nzω [ẑ cos (nxωt) − ŷ sin (nxωt)] , (6.8)

onde ω = 2π/tc.

Para estudar a proteção do emaranhamento contra os ruídos do ambiente, nós estu-

damos uma situação onde os dois qubits são preparados inicialmente num estado puro

emaranhado no tempo t = 0. Assumimos também que os qubits não interagem entre si

e, se estes podem ser isolados do resto do universo, seus estados não locais permanecem
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inalterados. Assim, utilizando unidades de ~ = 1, escolhemos Hq = ω0(σ1,z + σ2,z) como

o Hamiltoniano dos dois qubits não perturbados. Seja τ o intervalo durante o qual nós

pretendamos preservar o emaranhamento, nós então escolhemos tc = τ/N , onde N é um

inteiro, tal que Uk(τ) = I, para k = 1, 2.

A equação (6.1) nós dá o Hamiltoniano para a evolução do elemento |Ψ(t)〉 represen-

tando o estado conjunto dos qubits e seu meio ambiente. Para efeito de simplificação, nós

assumimos que existe um campo de controle estático ao longo do eixo z escolhido de tal

forma que este cancele Hq exatamente. Assim, os termos remanescentes de H0(t) repre-

sentam somente a ação dos campos de controle adicionais. Nós identificamos a evolução

ditada por H0(t) com a ação do operador unitário Uc(t) das Eqs. (6.5) e (6.6).

Aqui nós mostramos que a configuração extremamente simples do campo da Eq. (6.8)

pode também prevenir o emaranhamento de um estado quântico de dois qubits de de-

semaranhamento devido a erros independentes de descoerência, de bit-flip e amplitude

a uma temperatura finita. Nós enfatizamos que a Eq. (6.8) é uma simples combina-

ção de um campo estático ao longo do eixo x e um campo giratório no plano yz. Além

disso, endereçar cada qubit independentemente não é necessário; o campo é suposto ser

espacialmente uniforme na vizinhança que cerca ambos os qubits.

6.1.2 Equação mestra para 2 qubits

No formalismo de interação, o Hamiltoniano de interação é dado por

H̃I(t) =
2∑

k=1

3∑

m=1

U †
R(t)Bk,mUR(t)U †

c (t)σk,mUc(t), (6.9)

onde σk,1 ≡ σk,x, σk,2 ≡ σk,y, σk,3 ≡ σk,z, UR(t) = exp(−iHRt), e nós utilizamos a Eq.

(6.3). As quantidades U †
c (t)σk,mUc(t), para k = 1, 2 e m = 1, 2, 3, são rotações de σk,m,

cujos elementos de matriz, Rm,n(t), são funções reais do tempo:

U †
c (t)σk,mUc(t) =

3∑

n=1

Rm,n(t)σk,n. (6.10)
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Os elementos de matriz definidos acima são idênticos aos do Cap. (5.2) e estão calculados

no Apêndice (D.1). Se nós definirmos os operadores

Ek,m(t) = U †
R(t)Bk,mUR(t), (6.11)

para k = 1, 2 e m = 1, 2, 3, e utilizarmos Eqs. (6.9) e (6.10), então o Hamiltoniano de

interação se torna

H̃I(t) =
2∑

k=1

3∑

m=1

3∑

n=1

Rm,n(t)Ek,m(t)σk,n. (6.12)

No formalismo de interação, a equação mestra que descreve a evolução temporal da

matriz densidade reduzida dos dois qubits, ρ̃(t), é escrita como (22):

dρ̃(t)

dt
= −

∫ t

0

dt′TrR

{[

H̃I(t),
[

H̃I(t
′), ρRρ̃(t)

]]}

, (6.13)

onde nós assumimos que o ruído é fraco o suficiente tal que a aproximação de Born seja

válida. Nós também notamos que a Eq. (6.13) é uma equação mestra não Markoviana,

visto que o processo de desacoplamento dinâmico ocorre numa escala de tempo menor que

o tempo de correlação do meio ambiente; esta é a razão para que nós mantermos t como

o limite superior da integral do lado esquerdo da Eq. (6.13) (veja p. 132 da Ref. (47)).

Aqui, ρR é a matriz densidade inicial do ambiente,

ρR = exp(−βHR)/Z, (6.14)

onde Z é a função de partição dada por

Z = TrR [exp(−βHR)] , (6.15)

onde β = 1/kBT , kB é a constante de Boltzmann, e T é a temperatura absoluta que é

assumida a mesma nas redondezas de ambos os qubits. Substituindo Eq. (6.12) na Eq.

(6.13) nós calculamos TrR [Ek,m(t)ρREk′,m′(t′)], para k, k′ = 1, 2 e m,m′ = 1, 2, 3. Para

ilustrar a nossa metodologia de uma forma simples, nós supomos que o operador posição

do reservatório de um qubit está descorrelacionado do operador posição do reservatório do

outro. Além disso, nós também assumimos que os qubits e seus respectivos reservatórios

são idênticos. Assim, nós podemos escrever

TrR [Ek,m(t)ρREk′,m′(t′)] = δk,k′Cm,m′(t, t′), (6.16)
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para k, k′ = 1, 2 e m,m′ = 1, 2, 3, onde Cm,m′(t, t′) é a função de correlação entre as

componentes m e m′ do operador de campo do ambiente na mesma posição do qubit.

Nós, então, definimos as quantidades

Dp,q(t) =
3∑

m,n=1

Rm,p(t)

∫ t

0

dt′Rn,q(t
′)Cm,n(t, t′), (6.17)

para p, q = 1, 2, 3. Desta forma, a equação mestra se torna

dρI(t)

dt
=

2∑

k=1

3∑

p,q=1

Dp,q(t) [σk,p, ρI(t)σk,q]

+
2∑

k=1

3∑

p,q=1

D?
p,q(t) [σk,qρI(t), σk,p] , (6.18)

onde nós assumimos que os campos do ambiente são Hermitianos.

6.1.3 Proteção contra classes independentes de erros

Para resolver a Eq. (6.18) nós precisamos de Dp,q(t), Eq. (6.17) e então, nós devemos

calcular as funções de correlação Cm,n(t, t′), para m,n = 1, 2, 3. Aqui, como dito acima,

nós consideramos erros independentes de descoerência, bit-flip e amplitude. Associado a

estes erros, nós introduzimos seis banhos bosônicos independentes, três para cada posição

do qubit, todos eles com a mesma temperatura finita T . Desta maneira, os termos que

aparecem na Eq. (6.3) podem ser escritos como

Bk · σk = σk,z

∑

λ

[

g1,λak,λ + g?
1,λa

†
k,λ

]

+ σk,x

∑

λ

[

g2,λbk,λ + g?
2,λb

†
k,λ

]

+

+ (σk,x + iσk,y)
∑

λ

g3,λck,λ + (σk,x − iσk,y)
∑

λ

g?
3,λc

†
k,λ, (6.19)

para k = 1, 2, onde g1,λ, g2,λ e g3,λ são acoplamentos, representados por números comple-

xos, que não dependem da posição do qubit, dada pelo índice k, refletindo o fato de que

os qubits estão envoltos por reservatório idênticos, ak,λ, bk,λ e ck,λ são, respectivamente,

o operador de destruição para o modo λ do campo de bóson associado com os erros de

descoerência, bit-flip e amplitude, com respectivos operadores de criação a†
k,λ, b†k,λ e c†k,λ.

O operador do campo depende de k, já que, apesar de idênticos, os reservatórios dos
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qubits estão descorrelacionados. Os únicos comutadores desses operadores diferentes de

zero são:

[ak,λ, a
†
k,λ] = 1,

[bk,λ, b
†
k,λ] = 1,

[ck,λ, c
†
k,λ] = 1, (6.20)

para k = 1, 2, e todos os λ. Portanto, nós temos o Hamiltoniano do reservatório como

sendo dado por

HR =
2∑

k=1

∑

λ

[

ω1,λa
†
k,λak,λ + ω2,λb

†
k,λbk,λ + ω3,λc

†
k,λck,λ

]

, (6.21)

onde ω1,λ, ω2,λ e ω3,λ são os λ-ésimos modos dos campos associados aos erros de descoerên-

cia, bit-flip e amplitude, respectivamente. Utilizando a Eq. (6.19), nós podemos calcular

as funções de correlação

Cm,m′(t, t′) = TrR [E1,m(t)ρRE1,m′(t′)] = TrR [E2,m(t)ρRE2,m′(t′)] , (6.22)

para m,m′ = 1, 2, 3. As únicas correlações diferentes de zero são:

C1,1(t, t
′) = K2(t − t′) + 2Re [L2(t − t′)] + K3(t − t′) + 2Re [L3(t − t′)] , (6.23)

C1,2(t, t
′) = iK3(t − t′) − 2Im [L3(t − t′)] , (6.24)

C2,1(t, t
′) = −iK3(t − t′) + 2Im [L3(t − t′)] , (6.25)

C2,2(t, t
′) = K3(t − t′) + 2Re [L3(t − t′)] , (6.26)

C3,3(t, t
′) = K1(t − t′) + 2Re [L1(t − t′)] , (6.27)

onde as funções complexas Km(t) e Lm(t), para m = 1, 2, 3, são dadas por

Km(t) =
∑

λ

|gm,λ|2 exp(iωm,λt),

Lm(t) =
∑

λ

|gm,λ|2 exp(iωm,λt)/ [exp(~βωm,λ) − 1] . (6.28)

No limite em que o número de modos normais por unidade de freqüência vai a infinito,

nós definimos as densidades espectrais para m = 1, 2, 3 como

Jm(ω) =
∑

λ

|gm,λ|2 δ(ω − ωm,λ), (6.29)
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com ω ∈ [0, +∞) e interpretamos a soma em Km(t) e Lm(t) como integrais sobre ω:

Km(t) =

∫ ∞

0

dωJm(ω) exp(iωt),

Lm(t) =

∫ ∞

0

dωJm(ω) exp(iωt)/[exp(βω) − 1]. (6.30)

Para o nosso objetivo de ilustrar a proteção do emaranhamento, é suficiente assumir

densidades espectrais como sendo ôhmica com a mesma freqüência de corte ωc, de forma

que,

Jm(ω) = ηmω exp(−ω/ωc), (6.31)

onde ηm, para m = 1, 2, 3, são contantes adimensionais dando respectivamente o tamanho

da descoerência, dos erros de bit-flip e amplitude. Calculando a versão contínua de Km(t)

e Lm(t), utilizando as densidades espectrais ôhmicas, obtemos

Km(t) = ηmω2
c/ (1 − iωct)

2 ,

Lm(t) = (ηm/β2)Ψ(1) (1 + 1/(βωc) − it/β) , (6.32)

onde Ψ(1) é a primeira função poligamma. Substituindo estes resultados nas Eqs. (6.23),

(6.24), (6.25), (6.26), e (6.27), nós obtemos as correlações que aparecem na Eq. (6.17),

onde os elementos da matriz de rotação são obtidos pelas Eqs. (6.5), (6.6) e (6.10). Uma

vez que obtemos os coeficientes Dp,q(t), para p, q = 1, 2, 3, então nós podemos resolver a

Eq. (6.18) numericamente.

Aqui nós impusemos a situação extrema onde o desemaranhamento ocorre mais rápido

que a escala de tempo definida pelo inverso da freqüência de corte, 1/ωc, e o tempo de

correlação térmico, τB = β/π. Assim, nós escolhemos τ = 2π/ωc e, então, tc = τ/N , como

discutido abaixo da Eq. (6.6). Nos cálculos numéricos nós escolhemos nx = 2, nz = 1,

τ = 10−10s, uma temperatura T = 0.1K, η1 = 1/16, η2 = 1/64 e η3 = 1/256. Como

estado inicial puro, nós consideramos duas classes:

|Φ(θ)〉 = cos θ |↑↑〉 + sin θ |↓↓〉 , (6.33)

|Ψ(θ)〉 = cos θ |↑↓〉 + sin θ |↓↑〉 , (6.34)

para θ ∈ [0, 2π), onde nós adotamos a notação usual de spin.
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Figura 6.1. Λ(t) para a evolução de diferentes estados iniciais emaranhados. A concurrence com uma
função do tempo é dada por max{0,Λ(t)}. (a) Λ(t) para o estado inicial com Λ(0) ≈ 0.70711, onde
o campo de controle esta desligado (indicado com N = 0) e ligado (N = 1, 3, 8). A linha vermelha e
roxa correspondem aos estados da Eq. (6.33), com θ = π/8 e θ = 3π/8, respectivamente. A linha azul
corresponde ao estado inicial da Eq. (6.34), com θ = π/8 e θ = 3π/8 dando o mesmo Λ(t). (b) Λ(t) para
estados iniciais com Λ(0) = 1 (estados de Bell). Os estados iniciais da Eq. (6.33) e Eq. (6.34) evoluem
resultando no mesmo Λ(t) para θ = ±π/4. Aqui nós mostramos os resultados para a Eq. (6.33), visto
que estes diferem dos da Eq. (6.34) somente na quarta casa decimal. A linha vermelha representa os
resultados onde os campos de controle estão desligados, enquanto que a linha azul, a linha verde e a linha
roxa mostram os resultados para o campo de controle com N = 1, 3, 8, respectivamente.
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Figura 6.2. Fidelidade como uma função do tempo para os estado de Bell. A linha azul, vermelha, roxa e
verde são as fidelidades quando o campo de controle está ligado, usando N = 2, 3, 5, 8, respectivamente. Os
gráficos suplementares (a) e (b) mostram, respectivamente, a fidelidade e a concurrence, ambos calculados
em t = τ , como uma função do N .
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Para medir o emaranhamento nós utilizamos a concurrence (11), definida como o

número máximo entre zero e Λ(t), com

Λ(t) = λ1 − λ2 − λ3 − λ4, (6.35)

onde λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4 são raízes quadradas dos autovalores da matriz

ρ(t)σ1,yσ2,yρ
?(t)σ1,yσ2,y, (6.36)

onde ρ?(t) é o complexo conjugado de ρ(t), a matriz densidade reduzida dos dois qu-

bits no formalismo de Schrödinger. Assim, se Λ(t) é menor ou igual a zero, não existe

emaranhamento e o estado é separável. Nosso objetivo é utilizar campos externos para

manter Λ(t) fixo. A Figura 6.1 mostra Λ(t) para a evolução de diferentes estados iniciai

emaranhados. No painel (a), Λ(t) é mostrado para o estado inicial com Λ(0) ≈ 0.70711,

quando o campo de controle esta desligado (indicado com N = 0) e ligado (N = 1, 3, 8).

A linha vermelha e roxa correspondem ao estado inicial da Eq. (6.33), com θ = π/8 e

θ = 3π/8, respectivamente. A linha azul corresponde ao estado inicial da Eq. (6.34), com

θ = π/8 e θ = 3π/8 dando o mesmo Λ(t). No painel (b) Λ(t) é dado para estados iniciais

de Bell, cujo Λ(0) = 1. Os estados iniciais da Eq. (6.33) evoluem resultando no mesmo

Λ(t) para θ = ±π/4. Também, os estados iniciais da Eq. (6.34) evoluem resultando no

mesmo Λ(t) para θ = ±π/4. No painel desta figura, nós mostramos os resultados para

a Eq. (6.33), visto que estes diferem dos da Eq. (6.34) somente na quarta casa decimal.

A linha vermelha representa os resultados onde os campos de controle estão desligados,

enquanto que a linha azul, a linha verde, e a linha roxa mostram os resultados para o

campo de controle com N = 1, 3, 8, respectivamente.

Da teoria geral do desacoplamento dinâmico (1, 41), a proteção fica melhor a medida

que N fica maior. A Figura 6.2 mostra a fidelidade, F (t) = Tr[ρI(t)ρ(0)], como uma

função do tempo para as condições iniciais iguais aos estados de Bell. Todos os quatro

estados de Bell resultam na mesma função de fidelidade a menos de variações na quarta

casa decimal. A linha azul, vermelha, roxa e verde dá a fidelidade quando o campo de

controle está ligado, utilizando N = 2, 3, 5, 8, respectivamente. Os quadros menores (a) e

(b) mostram, respectivamente, a fidelidade e a concurrence, ambas calculadas no tempo

t = τ , como uma função de N .



7 Conclusão

Nesta tese nós mostramos que a realização de operações lógicas quânticas de 1 qubit

protegida contra erros provenientes do meio ambiente pode ser factível através da utiliza-

ção de campos externos continuamente aplicados. Na seção (5.1) nós introduzimos a idéia

que fundamenta nosso método, simulando uma operação lógica de Hadamard protegida

contra uma única classe de erro. Nós mostramos que nossa proposta para desacoplamento

dinâmico contínuo é menos vulnerável a erros produzidos por controles não ideais que a

versão pulsada, visto que nosso método somente requer intervenções no passo inicial e

final da operação lógica quântica, enquanto que os métodos pulsados demandam controle

de tempo sofisticado para cada um dos vários pulsos necessários para a proteção.

Na seção (5.2) nós ampliamos nosso método considerando, então, diferentes classes de

erros e configurações para o reservatório externo. Nós achamos que, para um reservatório

com densidade espectral ôhmica, a fidelidade da operação lógica pode ser menor que no

caso super ôhmico, mas esta requer campos de freqüências e amplitudes menores para

desacoplar dinamicamente o qubit do meio ambiente. Nós mostramos que esta situação

característica ocorre pois, quando o sistema interage com um reservatório super ôhmico, a

fidelidade decai drasticamente já no começo da operação lógica quântica, e posteriormente

satura no decorrer da evolução. Para um reservatório ôhmico, entretanto, a fidelidade

decai durante toda a operação lógica, mas de forma suave. Esta peculiaridade faz o

reservatório ôhmico mais danoso à operação lógica que o reservatório super ôhmico, mas

mais fácil de ser protegido. Nós estudamos a relevância dos erros de bit-flip e erros de

amplitude na fidelidade da porta lógica quântica de Hadamard quando esta é protegida

somente contra descoerência, e mostramos quão robusta é esta proteção parcial. Além

disso, nós calculamos um arranjo de campos, dado pelas Eqs. (5.81), (5.82) e (5.83), capaz

de proteger simultaneamente a operação lógica contra erros de descoerência, de bit-flip e

de amplitude.
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Finalmente, no capítulo (6) nós ampliamos nosso sistema para o caso de 2 qubits e,

apesar de não considerarmos operações lógicas quânticas, nós mostramos que é possível,

através de uma combinação simples de um campo estático ao longo do eixo x e um campo

giratório no plano yz, protegê-los do desemaranhamento. Nós testamos nosso método em

uma situação bastante desfavorável, onde os erros de descoerência, os erros de bit-flip e de

amplitude, a uma temperatura finita, são tão eficientes para desemaranhar o estado que

isto ocorre durante um intervalo de tempo menor que o tempo característico de correlação

do reservatório e que, apesar disso, mostramos que a concurrence pode ser preservada com

alta fidelidade.

Nosso método, como todos os outros baseados nas técnicas de desacoplamento dinâ-

mico, requer intervençãoes ultra rápidas sobre o sistema, sendo esta atualmente a principal

dificuldade para a sua implementação concreta em sistemas físicos reais. De fato, apesar

de independer das suposições feitas ao reservatório, as interações controladas necessitam

ser mais rápidas que o tempo médio de interação do reservatório com o sistema físico que

representa o qubit. Entretanto, com o avanço das técnicas experimentais na atualidade,

o desacoplamento dinâmico pode ser uma ferramenta eficiente para a proteção da infor-

mação e computação quântica, sendo dos métodos tradicionais o único que não requer

qubits físicos auxiliares.

Como perspectivas deste trabalho, várias vertentes podem ser citadas. Primeiramente,

outros tipos de reservatórios, com correlações diferentes, podem ser estudados, como por

exemplo banhos de spins, que são característicos de pontos quânticos. Além disso, a efici-

ência do método para proteção das operações lógicas de 2 qubits são de suma importância,

pois surgem como um ferramenta para a criação de estados quânticos emaranhados. Ainda

se tratando de 2 qubits, a correlação entre os reservatório de cada um deles é também

relevante, pois nem sempre os qubits estão suficientementes distantes a ponto dos reser-

vatórios serem independentes, como é o caso da suposição feita no capítulo (6). Mais que

isso, podemos considerar reservatórios cujos acoplamentos são dependentes do tempo, pois

numa situação onde os qubits se aproximam ou se afastam as interações passam, de forma

dinâmica, de regimes independentes para regimes coletivos. Finalmente, uma extensão

para um número maior de qubits também é relevante pois abre espaço para o estudo de
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outros métodos de proteção, como por exemplo os códigos de correção de erros quântico

e os subespaços e subsistemas livres de erros, que juntamente com o método de desa-

coplamento dinâmico certamente aumentarim a eficiência da proteção das computações

quânticas.
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A Expansão de Magnus

Suponha que procuremos uma solução para a equação dada por:

dU(t)

dt
= H(t)U(t), U(0) = I, (A.1)

onde H(t) é um operador linear que depende da variável real t e I é o operador identidade.

Se a inversa do operador U(t) existe, então esta satisfaz uma equação diferencial similar

a Eq. (A.1). De fato, se diferenciarmos U(t)U(t)−1 e utilizando a Eq. (A.1) obtemos

dU(t)−1

dt
= −U(t)−1H(t).

Antes de continuar com a discussão da Eq. (A.1) é conveniente introduzirmos algumas

notações e desenvolvermos algumas equações que serão úteis adiante. Dado um operador

linear A nós definimos a função exponencial

U(λ) = exp(λA) (A.2)

que é uma solução da equação diferencial

dU(λ)

dλ
= AU(λ), U(0) = I, (A.3)

onde vale notar que U(−λ) = U(λ)−1.

Se B é outro operador linear arbitrário nós consideramos a transformação canônica

B(λ) = U(λ)BU(λ)−1, (A.4)

de forma que se diferenciarmos a equação acima com respeito a λ podemos escrever

dB(λ)

dλ
= A−B(λ) (A.5)

onde introduzimos a notação de super operadores, onde A− satisfaz

A−B = [A,B] = AB − BA (A.6)
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para qualquer operador linear B. O super operador é linear A−(B + C) = A−B + A−C,

e suas potencias são dadas por A2
−B = [A, [A,B]], etc. Além disso, é bem conhecido que

uma solução formal para a Eq. (A.5) é dada por

B(λ) = exp(λA−)B = U(λ)BU(λ)−1. (A.7)

Magnus, em seu artigo de 1954 (39), a fim de resolver a Eq. (A.1), propôs uma solução

exponencial para o operador evolução temporal, de forma que este pode ser escrito como:

U(t) = exp(A(t)), A(0) = 0, (A.8)

onde A(t) é um operador linear a ser determinado. Visto que A(t) e U(t) comutam nós

temos que

U(t)A(t)U(t)−1 = A(t). (A.9)

Diferenciando esta igualdade obtemos:

dU(t)

dt
A(t)U(t)−1 + U(t)

dA(t)

dt
U(t)−1 + U(t)A(t)

dU(t)−1

dt
=

dA(t)

dt
. (A.10)

Substituindo Eq. (A.1) e (A.8) escrevemos então:

[H(t), A(t)] + U(t)
dA(t)

dt
U(t)−1 =

dA(t)

dt
, (A.11)

onde obtemos então uma equação que relaciona o operador A(t) e o Hamiltoniano do sis-

tema H(t). Se utilizarmos a notação em termos dos superoperadores, conforme definidos

nas Eqs. (A.6,A.7), a equação acima pode ser escrita como

H(t)−A(t) + exp(A−)
dA(t)

dt
=

dA(t)

dt
. (A.12)

O ponto de partida da expansão de Magnus é resolver a Eq. (A.12) para dA(t)
dt

. Para

resolver a Eq. (A.12) nós levamos em conta que

exp(A(t)−) − 1 =

∫ 1

0

d

dλ
exp(λA(t)−)dλ = A(t)−

∫ 1

0

exp(λA(t)−)dλ (A.13)

de forma que podemos reescrever a equação mestra, Eq. (A.12), da seguinte maneira

A(t)−

[

−H(t) +

∫ 1

0

exp(λA(t)−)
dA(t)

dt
dλ

]

= 0 (A.14)
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O truque esta em expandir a parte entre colchetes da Eq. (A.14) no tempo, de forma que

consideramos a função

W (z) =

∫ 1

0

exp(λz)dz = (ez − 1)/z = 1 +
z

2
+

z2

6
+ ... (A.15)

e sua inversa

G(z) =
z

(ez − 1)
= 1 − z

2
+

z2

12
− z4

720
+ ..., (A.16)

onde z é um número complexo. Vale ressaltar que a série G(z) converge somente para

para |z| < 2π.

Assim, nós resolvemos a Eq. (A.14) utilizando a Eq. (A.16)

dA(t)

dt
= G(A(t)−)H(t). (A.17)

Assim, expandindo A(t) na forma de uma série no tempo (39)

A(t) = A1(t) + A2(t) + A3(t) + ..., (A.18)

e substituindo as Eqs. (A.16,A.18) na Eq. (A.17) nós obtemos

d

dt
(A1(t) + A2(t) + A3(t) + ...) =

(

1 − 1

2
A(t)− +

1

12
A(t)2

− + ...

)

H(t)

= H(t) − 1

2
[A(t), H(t)] +

1

12
[A(t), [A(t), H(t)]] + ... . (A.19)

Logo, a aproximação de primeira ordem dA1(t)
dt

= H(t) conduz para

A1(t) =

∫ t

0

H(t′)dt′. (A.20)

A solução para a equação de segunda ordem dA2(t)
dt

= [H(t), A1(t)]/2 é

A2(t) =
1

2

∫ t

0

[H(t′), A1(t
′)]dt′, (A.21)

e analogamente, para a terceira ordem dA3(t)
dt

= [H(t), A2(t)]/2 + [A1(t), [A1(t), H(t)]]/12,

a solução é dada por

A3(t) =
1

2

∫ t

0

[H(t′), A2(t
′)]dt′ +

1

12

∫ t

0

[[H1(t
′), A1(t

′)], H(t′)]dt′. (A.22)

Procedendo da mesma maneira se obtêm facilmente as ordens superiores.

É importante frisar que o método aqui utilizado para deduzir a expansão de Magnus

não foi o mesmo utilizado pelo autor no artigo original de 1954. As provas simples e

elegantes destes resultados gerais apresentados nessa seção estão presentes em (48).



B Morte Súbita de Emaranhamento

Neste apêndice, baseado no artigo de Ting Yu e Joseph H. Eberly (46), fazemos uma

breve introdução ao fenômeno da morte súbita de emaranhamento. Para um sistema de

2 qubits podemos exemplificar a morte súbita de emaranhamento tratando o seguinte

Hamiltoniano:

H = HI + HB, (B.1)

onde

HI =
∑

k

(gkσ
A
+ak + g∗

kσ
A
−a†

k) +
∑

k

(fkσ
B
+bk + f ∗

kσB
−b†k), (B.2)

HB =
∑

k

ωka
†
kak +

∑

k

νkb
†
kbk (B.3)

onde σA
+ = (σx+iσy)⊗I

2
e σB

+ = I⊗(σx+iσy)

2
. Tal acoplamento, como mostramos nesta tese,

causa aos qubits um decaimento de suas amplitudes, de forma que, considerando que a

temperatura do reservatório é igual a zero, podemos escrever o seguinte mapa para cada

qubit:

|↓〉S ⊗ |0〉R → |↓〉S ⊗ |0〉R ,

|↑〉S ⊗ |0〉R →
√

1 − p |↑〉S ⊗ |0〉R +
√

p |↓〉S ⊗ |1〉R . (B.4)

Como podemos observar, os estados fundamentais dos qubits, definidos por |↓〉, não são

afetados, enquanto que os estados |↑〉, por sua vez, ou decaem para |↓〉, com probabili-

dade p, criando uma excitação no meio ambiente (estado |1〉R), ou permanecem em |↑〉

com probabilidade 1 − p. Para efeito de simplificação, vamos supor uma aproximação

Markoviana, onde escrevemos então p = 1 − exp(−Γt), de forma que os qubits estão su-

jeitos ao decaimento espontâneo quando acoplados ao vácuo eletromagnético e, portanto,

com tempo de vida médio de cada qubit decaindo exponencialmente. Assim, definido os

acoplamentos sistema-banho, notamos que dependendo da condição inicial do sistema,



B. MORTE SÚBITA DE EMARANHAMENTO 103

durante o passar do tempo, este se emaranha gradualmente com o meio ambiente que o

circunda e perde, portanto, sua coerência e pureza. Vale ressaltar que, para este modelo,

um decaimento completo, onde o sistema se encontra no estado |↓↓〉 com probabilidade 1,

somente ocorre assintoticamente quando o tempo tende a infinito (p → 1 quando t → ∞).

Como definimos um comportamento assintótico para o decaimento de cada qubit, o

que podemos dizer da concurrence para estados que estejam emaranhados em t = 0? A

concurrence, assim como as coerências, somente desaparecem para t → ∞ ou desaparece

num tempo finito? A reposta para esta questão depende da condição inicial do sistema.

Como mostraremos a seguir, existem condições iniciais tais que, mesmo com o decaimento

local para cada qubit sendo exponencial, o emaranhamento desaparece num tempo finito,

subitamente.

Seja uma condição inicial dada por:

|Ψ〉 = |α| |↓↓〉 + |β| |↑↑〉 . (B.5)

Para medir o emaranhamento nós utilizamos a concurrence (11), definida como o número

máximo entre zero e Λ(t), com

Λ(t) = λ1 − λ2 − λ3 − λ4, (B.6)

onde λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4 são raízes quadradas dos autovalores da matriz

ρ(t)(σ1,y ⊗ σ2,y)ρ
∗(t)(σ1,y ⊗ σ2,y), (B.7)

sendo ρ∗(t) o complexo conjugado de ρ(t), que é dada pela matriz densidade dos dois

qubits no formalismo de Schrödinger (para maiores detalhes ver Apên. (2.4.3)). Assim,

se Λ(t) é menor ou igual a zero, não existe emaranhamento e o estado é separável, de

forma que, utilizando o mapa da Eq. (B.4) e supondo a condição inicial dada pela Eq.

(B.5), a dinâmica da concurrence é calculada e pode ser escrita como:

C = max{0 , 2(1 − p)|β|2(|α/β| − p)}. (B.8)

Como podemos observar desta expressão, para |β| = |α| o emaranhamento somente de-

saparece quando cada qubit decai por completo (p = 1), entretanto, para |β| > |α|, o

emaranhamento desaparece para p = |α/β| < 1, o que corresponde a um tempo finito.
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Figura B.1. Concurrence em função do tempo para dois estados quânticos igualmente emaranhados em
t = 0. Em (a) a condição inicial é dada por |Φ〉 =

√
0.3 |↑↑〉+

√
0.7 |↓↓〉 e a população inicial predominante

do operador densidade é a de estados |↓↓〉 (Eq. (B.5) com |β| < |α|). Neste caso a morte súbita não
aparece e o emaranhamento decai exponencialmente. Em (b) as proporções do estados são invertidas,
|Φ〉 =

√
0.7 |↑↑〉 +

√
0.3 |↓↓〉 e observa-se a morte súbita de emaranhamento quando p = |α/β|, ou seja,

t = −ln (1 − |α/β|).

É a esta morte, que ocorre num tempo finito, que define-se como sendo a morte súbita

de emaranhamento. Vale ressaltar que tal efeito independe da quantidade de emara-

nhamento inicial do sistema (ver Figura B.1). Isto porque pode-se ter inúmeros estados

com o mesmo grau de emaranhamento inicial, e que quando expostos ao meio ambiente,

possuam dinâmicas distintas que podem sujeitar ou não os qubits à morte súbita de ema-

ranhamento. Por exemplo, a concurrence do estado dado pela Eq. (B.5) em t = 0 (p = 0)

é igual a C = 2|αβ|, sujeitando o mesmo C à inúmeras configurações de α e β.
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C.1 Hamiltoniano geral para 1 qubit

Neste apêndice mostramos explicitamente a derivação do operador evolução temporal

geral para 1 qubit. Dada a transformação unitária geral para um qubit,

U(t) = I cos [α(t)] − iσ · û(t) sin [α(t)] , (C.1)

o Hamiltoniano equivalente a este, ou seja U(t) = exp(−iHU(t)t) é dado por:

HU(t) = i
dU(t)

dt
U †(t) = Ω(t).σ, (C.2)

de forma que resolvendo,

HU(t) =

(

−i
dα(t)

dt
sin[α(t)] +

dû(t)

dt
.σ sin[α(t)] +

dα(t)

dt
cos[α(t)]û(t).σ

)

U †(t), (C.3)

e finalmente,

HU(t) =
dα(t)

dt
û(t).σ + sin[α(t)] cos[α(t)]

dû(t)

dt
.σ + sin2[α(t)]

(

û(t) × dû(t)

dt

)

.σ,

(C.4)

visto a igualdade

( ~X.σ)(~Y .σ) = i( ~X × ~Y ).σ + ~X.~Y , (C.5)

e

dû(t)

dt
· û(t) = 0, (C.6)

pois como û(t) é unitário, ou seja, com módulo constante igual a 1, o que implica que

dû(t)
dt

é perpendicular a û(t) e conseqüentemente o produto escalar entre eles é igual a 0.
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C.2 Hamiltoniano de interação

Nesta parte do apêndice calculamos o Hamiltoniano de interação para um banho de

bósons escalares, definido como

HI = (λ · σ) B + (λ∗ · σ) B†, (C.7)

Como destacamos anteriormente, o operador evolução do sistema mais geral, para um

sistema de 1 qubit, é dado por

U(t) = I cos [α(t)] − iσ · û(t) sin [α(t)] , (C.8)

de forma que agora calculamos HI no formalismo de interação:

H̃I = U †
R(t)U †

S(t)HIUS(t)UR(t). (C.9)

Para tal, calculamos inicialmente

U †
R(t)U †

S(t)HIUR(t) = ~(I cos[α(t)] + iσ · û(t) sin[α(t)]) (B̃(t)λ + B̃†(t)λ∗)
︸ ︷︷ ︸

λSB

.σ, (C.10)

onde, no caso, escrevemos U †
R(t)BUR(t) ≡ B̃(t) e U †

R(t)B†UR(t) ≡ B̃†(t). Assim,

U †
R(t)U †

S(t)HIUR(t) = ~ cos[α(t)](λSB.σ) − ~ sin[α(t)] (û(t) × λSB) .σ

+ i~ sin[α(t)](û(t).λSB) (C.11)

visto a igualdade abaixo

( ~X.σ)(~Y .σ) = i( ~X × ~Y ).σ + ~X.~Y . (C.12)

Assim, dado que

H̃I = U †
R(t)U †

S(t)HIUS(t)UR(t), (C.13)

escrevemos

H̃I = ~

{

σ · λSB cos[α(t)] − σ ·
(

û(t) × λSB

)

sin[α(t)] + iλSB · û(t) sin[α(t)]
}

×
{

I cos[α(t)] − iσ · û(t) sin[α(t)]
}

. (C.14)
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Desta forma,

H̃I = ~ cos2 [α(t)](λSB · σ) − ~ sin [α(t)] cos [α(t)] (û(t) × λSB) · σ

+ i~ sin [α(t)] cos [α(t)](û(t) · λSB) + ~ sin [α(t)] cos [α(t)] (λSB × û(t)) · σ

− i~ sin [α(t)] cos [α(t)](û(t) · λSB) − ~ sin2 [α(t)]
(

(û(t) × λSB) × û(t)
)

· σ

+ i~ sin2 [α(t)](û(t) × λSB) · û(t) + +~ sin2 [α(t)](û(t) · λSB)(û(t) · σ), (C.15)

onde substituindo

(û(t) × λSB) × û(t) = λSB − [û(t) · λSB]û(t), (C.16)

e as igualdades trigonométricas,

2 cos2[α(t)] = 1 + cos[2α(t)],

2 sin2[α(t)] = 1 − cos[2α(t)],

2 sin[α(t)] cos[α(t)] = sin[2α(t)], (C.17)

calculamos o Hamiltoniano de interação no formalismo de interação de uma forma mais

compacta:

H̃I = ~ cos [2α(t)](λSB·σ)−~ sin[2α(t)] (û(t) × λSB)·σ+~(1−cos[2α(t)])(û(t)·λSB)(û(t)·σ).

(C.18)

Finalmente, substituindo λSB = B̃(t)λ + B̃†(t)λ∗, o Hamiltoniano fica dado por

H̃I = ~B̃(t)Λ(t) · σ + ~B̃†(t)Λ∗(t) · σ, (C.19)

de forma que Λ(t) é expresso conforme a Eq. (5.13) do Cap. (5.1),

Λ(t) = λ cos [2α(t)] + [λ×û(t)] sin [2α(t)] + û(t) [û(t) · λ] {1 − cos [2α(t)]} .

(C.20)

C.3 Cálculo de Dα,β para o caso de banhos escalares

A equação mestra de segunda ordem, local no tempo, que descreve a evolução da

matriz do operador densidade do qubit, no formalismo de interação, é escrita como (42)

dρ̃S(t)

dt
= −

∫ t

0

dt′TrR

{[

H̃I(t),
[

H̃I(t
′), ρRρ̃S(t)

]]}

, (C.21)
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onde H̃I(t) é o Hamiltoniano de interação no formalismo de interação. Dado o Hamilto-

niano conforme Eq. (5.11)

H̃I(t) = B̃(t)Λ(t) · σ + B̃†(t)Λ∗(t) · σ, (C.22)

nós escrevemos, para efeito de simplificação, o Hamiltoniano de interação de tal maneira

que:

H̃I(t) =
∑

k

bk(t)σk, (C.23)

onde o operador do banho b(t) é definido como b(t) = B̃(t)Λ(t) + B̃†(t)Λ∗(t). O traço

no banho sobre os comutadores da equação mestra acima é escrito como,

TrR

{

[H̃I(t), [H̃I(t
′), ρ̃Rρ̃S(t)]]

}

=
∑

α,β

TrR

{

[bα(t)σα, [bβ(t′)σβ, ρRρ̃(t)]]
}

=

=
∑

α,β

TrR

{

bα(t)bβ(t′)ρRσασβ ρ̃(t) − bα(t)ρRbβ(t′)σαρ̃(t)σβ

}

+

−
∑

α,β

TrR

{

bβ(t′)ρRbα(t)σβρ̃(t)σα − ρRbβ(t′)bα(t)ρ̃(t)σβσα

}

. (C.24)

Isolando os traços sobre os operadores b(t) escrevemos então

TrR

{

[H̃I , [H̃I(t
′), ρRρs(t)]]

}

=

=
∑

α,β

TrR[ bα(t)bβ(t′)ρR]σασβ ρ̃(t) −
∑

α,β

TrR[ bα(t)ρRbβ(t′)]σαρ̃(t)σβ +

−
∑

α,β

TrR[ bβ(t′)ρRbα(t)]σβ ρ̃(t)σα +
∑

α,β

TrR[ ρRbβ(t′)bα(t)]ρ̃(t)σβσα. (C.25)

Se utilizarmos a propriedade do traço, onde este é preservado por uma rotação cíclica dos

operadores, temos que

TrR[ bα(t)bβ(t′)ρR] = TrR[ bβ(t′)ρRbα(t)],

TrR[ bα(t)ρRbβ(t′)] = TrR[ ρRbβ(t′)bα(t)], (C.26)

e além disso, observando que b(t) é Hermitiano, seu complexo conjugado pode ser escrito

como,

(

TrR[ bα(t)bβ(t′)ρR]
)∗

= TrR[ bβ(t′)bα(t)ρR],
(

TrR[ bα(t)ρRbβ(t′)]
)∗

= TrR[ ρRbα(t)bβ(t′)]. (C.27)
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Desta forma, utilizando as propriedades das operações do traço dadas acima, e definindo

Dαβ(t) =

∫ t

0

dt′TrR [bα(t)ρRbβ(t′)] , (C.28)

podemos, assim, escrever a equação mestra de uma forma mais clara e compacta:

dρ̃(t)

dt
=

3∑

α=1

3∑

β=1

{

Dαβ(t) [σα, ρ̃(t)σβ] + D∗
αβ(t) [σβ ρ̃(t), σα]

}

. (C.29)

Vale ressaltar que esta equação mestra, apesar de ser uma aproximação de segunda ordem

no tempo, é não-Markoviana, visto que carrega uma dependência explícita do tempo local

t. No apêndice seguinte mostramos o cálculo das correlações do reservatório térmico

contidas em Dαβ(t).

C.4 Correlação do banho térmico

Neste parte da tese, calculamos as correlações do banho térmico que são dados pela

Eq. (5.15) do Cap. (5.1). Para tal, começamos a analisar o termo dado por

TrR [bα(t)ρRbβ(t′)] , (C.30)

onde b(t) é dado por b(t) = B̃(t)Λ(t) + B̃†(t)Λ∗(t). Assim, substituindo esta igualdade

na equação acima, obtemos:

TrR {bα(t)ρRbβ(t′)} =

= TrR

{[

B̃(t)Λα(t) + B̃†(t)Λ∗
α(t)

]

ρR

[

B̃(t′)Λβ(t′) + B̃†(t′)Λ∗
β(t′)

]}

, (C.31)

TrR {bα(t)ρRbβ(t′)} =

= TrR

{

B̃(t)ρRB̃(t′)
}

Λα(t)Λβ(t′) + TrR

{

B̃(t)ρRB̃†(t′)
}

Λα(t)Λ∗
β(t′) +

+ TrR

{

B̃†(t)ρRB̃(t′)
}

Λ∗
α(t)Λβ(t′) + TrR

{

B̃†(t)ρRB̃†(t′)
}

Λ∗
α(t)Λ∗

β(t′). (C.32)

Da equação acima, visto que estamos considerando como reservatório térmico um banho

de osciladores harmônicos, temos

TrR

{

B̃(t)ρRB̃(t′)
}

= TrR

{

B̃†(t)B̃†(t′)ρR

}

= 0, (C.33)
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de forma que, definindo

G1(t, t
′) = TrR{B̃(t)ρRB̃†(t′)},

G2(t, t
′) = TrR{B̃†(t)ρRB̃(t′)}, (C.34)

obtemos,

TrR {bα(t)ρRbβ(t′)} = G1(t, t
′)Λα(t)Λ∗

β(t′) + G2(t, t
′)Λ∗

α(t)Λβ(t′) (C.35)

Começemos calculando, de forma contrária, G2(t, t
′). Visto que o ensemble é canônico, a

situação de equilíbrio térmico é dada por

ρR = e−βHR/ZB (C.36)

onde β = 1/KT , sendo T a temperatura do reservatório, K a constante de Boltzman e

ZB = TrR{e−βHR} é a função de partição.

Primeiramente, calculemos ZB. Escolhemos uma base para os autovetores do banho

térmico que é dada pelo conjunto {|n1〉 , |n2〉 , ..., |nk〉}. Desta forma,

ZB =
∑

n1,n2,...

〈n1, ..., nk| e−βHR |n1, ..., nk〉 =
∑

n1,n2,...

〈n1, ..., nk| e−β~
∑

k ωka†
k
ak |n1, ..., nk〉 ,

(C.37)

visto que HR = ~
∑

k ωka
†
kak. Aplicando HR nos elementos da base, temos

HR |n1, ..., nk〉 =
∑

k

~ωka
†
kak |n1, ..., nk〉 =

∑

k

~ωknk |n1, ..., nk〉 , (C.38)

de forma que ZB fica dado por:

ZB =
∑

n1,n2,...

e−β~
∑

k ωknk . (C.39)

Visto que os operadores que atuam em diferentes modos k comutam, podemos escrever

ZB em termos de um produtório de operadores, ou seja

ZB =
∑

n1,n2,...

∏

k

e−β~ωknk . (C.40)

Desta forma podemos resolver a soma em n,

∑

n1,n2,...

e−β~ωknk

︸ ︷︷ ︸

≡fn<1

=
∞∑

n=0

fn = 1 + f + f 2 + ... (C.41)
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(1 − f)
∞∑

n=0

fn = (1 − f)(1 + f + f 2 + ...) = 1 (C.42)

logo,
∞∑

n=0

fn =
1

1 − f
, (C.43)

de forma que
∑

n1,n2,...

e−β~ωknk =
1

1 − e−β~ωk
(C.44)

e a função de partição é então escrita:

Z =
∏

k

1

1 − e−β~ωk
. (C.45)

Vejamos agora o operador B̃(t),

B̃(t) = U †
R(t)BUR(t) = ei

∑

k1
ωk1

a†
k1

ak1
t

(
∑

k

gkak

)

e−i
∑

k2
ωk2

a†
k2

ak2
t. (C.46)

Visto que os operadores de criação e destruição comutam para diferentes k, podemos

escrever B̃(t) em termos do produtório,

B̃(t) = ~

∑

k

(
∏

k1

eiωk1
a†

k1
ak1

t(gkak)
∏

k2

e−iωk2
a†

k2
ak2

t

)

, (C.47)

de forma que somente não se cancelam os operadores pertencente a somatória em k.

Assim,

B̃(t) = ~

∑

k

(

eiωka†
k
aktgkake

−iωka†
k
akt

)

. (C.48)

Definimos um operador v(t) tal que

v(t) = eiωka†
k
aktgkake

−iωka†
k
akt, (C.49)

dv

dt
(t) = iωkgk

(

eiωka†
k
akt(a†

kakak)e
−iωka†

k
akt

)

− iωkgk

(

eiωka†
k
akt(aka

†
kak)e

−iωka†
k
akt

)

, (C.50)

dv

dt
(t) = iωkgk



eiωka†
k
akt [a†

kak, ak]
︸ ︷︷ ︸

−ak

e−iωka†
k
akt



 = −iωkv(t), (C.51)

o que implica que

v(t) = v(0)e−iωkt. (C.52)
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Substituindo v(0),

v(t) = gkake
−iωkt, (C.53)

calculamos finalmente B̃(t),

B̃(t) = ~

∑

k

gkake
−iωkt. (C.54)

Voltando a G2(t, t
′) temos,

G2(t, t
′) = TrR{B̃†(t)ρRB̃(t′)} =

∑

n1,...

〈n1, ...| B̃†(t)ρRB̃(t′) |n1, ...〉 , (C.55)

de forma que utilizando a propriedade cíclica do traço podemos escrever,

G2(t, t
′) =

∑

n1,...

∑

k1,k2

〈n1, ...| ~2gk1
g∗

k2
e−iωk1

t′eiωk2
tak1

a†
k2

e−β~
∑

k ωknk

Z
|n1, ...〉 . (C.56)

Devido ao traço, necessariamente k1 = k2, pois caso contrário o resultado é nulo. Assim,

G2(t, t
′) =

∑

n1,...

∑

k1

〈n1, ...| ~2|gk1
|2eiωk1

(t−t′) ak1
a†

k1
︸ ︷︷ ︸
1+nk1

e−β~
∑

k ωknk

Z
|n1, ...〉 , (C.57)

G2(t, t
′) =

∑

k1

~
2|gk1

|2eiωk1
(t−t′)

∑

n1,...

(1 + nk1
)
e−β~

∑

k ωknk

Z
. (C.58)

Vejamos a somatória em n,

1

Z

∑

n1,...

(1 + nk1
)e−β~

∑

k ωknk =
1

Z

∑

n1,...

e−β~
∑

k ωknk

︸ ︷︷ ︸

Z

+
1

Z

∑

n1,...

nk1
e−β~

∑

k ωknk . (C.59)

Resolvendo o segundo termo escrevemos,

1

Z

∑

n1,...

nk1
e−β~

∑

k ωknk =
1

Z

∑

nk1

nk1
e−β~ωk1

nk1

∑

n1,...6=nk1

e−β~
∑

k 6=k1
ωknk

︸ ︷︷ ︸

Z(1−e
−βωk1 )

, (C.60)

de forma que

1

Z

∑

n1,...

(1 + nk1
)e−β~

∑

k ωknk = 1 + (1 − e−β~ωk1 )
∑

nk1

nk1
e−β~ωk1

nk1 . (C.61)

A somatória em nk1
também pode ser simplificada,

∑

nk1

nk1
e−β~ωk1

nk1 = − 1

~ωk1

∂

∂β

∑

nk1

e−β~ωk1
nk1 (C.62)



C. APÊNDICE DO CAPÍTULO 5 113

substituindo a série, conforme a Eq. (C.43),

∑

nk1

nk1
e−β~ωk1

nk1 = − 1

~ωk1

∂

∂β

(
1

1 − e−β~ωk1

)

=
e−β~ωk1

(1 − e−β~ωk1 )2
, (C.63)

finalmente,

1

Z

∑

n1,...

(1 + nk1
)e−β~

∑

k ωknk = 1 + (1 − e−β~ωk1 )
e−β~ωk1

(1 − e−β~ωk1 )2
= 1 +

1

eβ~ωk1 − 1
. (C.64)

Substituindo na Eq. (C.58), calculamos então G1(t, t
′):

G2(t, t
′) =

∑

k

~
2|gk|2eiωk(t−t′) (1 + nk) , (C.65)

onde nk é o número de ocupação médio do modo k do reservatório:

nk =
1

eβ~ωk − 1
. (C.66)

O cálculo de G1(t, t
′) pode ser feito de forma análoga ao cálculo de G2(t, t

′). Para este

caso, o resultado é similar a Eq. (C.57), com uma diferença nos operadores ak1
a†

k1
que

são substituídos por a†
k1

ak1
= nk1

, além do sinal da exponencial. Assim,

G1(t, t
′) =

∑

n1,...

∑

k1

〈n1, ...| ~2|gk1
|2e−iωk1

(t−t′) a†
k1

ak1

︸ ︷︷ ︸
nk1

e−β~
∑

k ωknk

Z
|n1, ...〉 , (C.67)

G1(t, t
′) =

∑

k1

~
2|gk1

|2nk1
e−iωk1

(t−t′)
∑

n1,...

e−β~
∑

k ωknk

Z
︸ ︷︷ ︸

1

, (C.68)

implicando assim,

G1(t, t
′) =

∑

k

~
2|gk|2nke

−iωk(t−t′). (C.69)

Neste ponto é importante ressaltar alguns aspectos das correlações do banho térmico.

O termo dado por G2(t, t
′) é igual a G∗

1(t, t
′) somado de

∑

k ~
2|gk|2eiωk(t−t′), onde este

termo adicional carrega as informações pertinentes ao vácuo eletromagnético. Assim, é

fácil observarmos que para T = 0K temos que G1(t, t
′) = 0 implicando que a correlação

dos reservatórios é dado somente pela contribuição do vácuo.
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C.5 Correlação do banho térmico na versão integral

Nesta seção da apêndice mostraremos em detalhes, na versão integral, os cálculos da

função correlação dos banhos térmicos G1(t) e G2(t) descritos acima. Para isto, supomos

que o número de modos normais do reservatório por unidade de freqüência se torna infinito,

de forma que definimos a densidade espectral como,

J(ω) =
∑

k

|gk|2 δ(ω − ωk), (C.70)

com ω ∈ [0, +∞). Assim, interpretamos a soma das Eqs. (5.17) e (5.18) como integrais

sobre ω:

I1(t) =

∫ ∞

0

dωJ(ω) exp(iωt)/[exp(βω) − 1],

I2(t) =

∫ ∞

0

dωJ(ω) exp(iωt), (C.71)

onde definimos uma função para a densidade espectral do reservatório tal que

J(ω) = η
ωs

ωc
s−1

exp(−ω/ωc), (C.72)

onde η é uma constante adimensional proporcional ao tamanho do acoplamento do sis-

tema com o reservatório, s define a densidade espectral como sendo ôhmica (s = 1) ou

super ôhmica (s > 1) e ωc é a freqüência de corte que delimita a freqüência máxima do

ambiente que interage com o sistema, sendo este transparente para valores superiores. Se

compararmos este resultado com as Eqs. G1(t) e G2(t) calculadas no apêndice anterior,

podemos calcular suas versões integrais. No caso, teremos que:

G1(t, t
′) = I∗

1 (t − t′)

G2(t, t
′) = I1(t − t′) + I2(t − t′). (C.73)

Primeiramente, analisamos o termo 1/[exp(βω) − 1] que aparece na Eq. (C.71):

1

eβω − 1
=

(
1

eβω − 1

)(
e−βω

e−βω

)

= e−βω

(
1

1 − e−βω

)

. (C.74)

Observando que (Eq. (C.43))
∞∑

n=0

fn =
1

1 − f
,
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para fn < 1, escrevemos então

e−βω

(
1

1 − e−βω

)

= e−βω

∞∑

n=0

e−βωn =
∞∑

n=0

e−βω(n+1), (C.75)

de forma que
1

eβω − 1
=

∞∑

n=0

e−βω(n+1). (C.76)

Assim, substituindo a igualdade acima e a densidade espectral em G1(t) calculamos:

G1(t) =

∫ ∞

0

dω

(

η
ωs

ωc
s−1

exp(−ω/ωc)

)

exp(iωt)
∞∑

n=0

exp−βω(n + 1).

Isolando ω e incluindo uma variável auxiliar α que posteriormente é igualada a unidade,

G1(t) =
η

ωc
s−1

∞∑

n=0

∫ ∞

0

dω ωs exp
{

− αω
[

1/ωc − it + β(n + 1)
]}

.

Escrevendo em função da s-ésima derivada de α

G1(t) =
η

ωc
s−1

∞∑

n=0

[

1/ωc + it + β(n + 1)
]−s

×

(−1)s ds

dαs

∫ ∞

0

dω exp
{

− αω
[

1/ωc − it + β(n + 1)
]}

︸ ︷︷ ︸

α−1/[ 1/ωc−it+β(n+1)]

.

A derivada é resolvida diretamente,

ds

dαs

(
α−1

[1/ωc − it + β(n + 1)]

)

=
(−1)ss!α(−s−1)

[1/ωc − it + β(n + 1)]
, (C.77)

de forma que substituindo em G1(t), considerando α = 1 obtemos,

G1(t) =
η

ωc
s−1

∞∑

n=0

s!

[1/ωc − it + β(n + 1)](s+1)
, (C.78)

e para simplificar isolamos ωc do dividendo

G1(t) =
η

ωc
s−1

∞∑

n=0

s!ωc
s+1

[1 − iωct + βωc(n + 1)](s+1)

= ηωc
2

∞∑

n=0

s!

[1 − iωct + βωc(n + 1)](s+1)
. (C.79)

Procedendo de forma análoga à solução exposta acima, o termo G2(t) é escrito como

G2(t) =
η

ωc
s−1

1
[
1/ωc − it

]s (−1)s ds

dαs

∫ ∞

0

dω exp[−αω(1/ωc − it)]

︸ ︷︷ ︸

α−1/[1/ωc−it]

, (C.80)
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onde a derivada é resolvida diretamente,

ds

dαs

(
α−1

[1/ωc − it]

)

=
(−1)ss!α(−s−1)

[1/ωc − it]
, (C.81)

de forma que substituindo em G2(t), considerando α = 1 obtemos,

G2(t) = ηωc
2 s!

[1 − iωct](s+1)
. (C.82)

Com estes dois resultados podemos facilmente calcular as correlações dos banhos térmi-

cos que são dadas por combinações lineares de G1(t), G2(t) e seus respectivos complexo

conjugados.

C.6 Operador evolução para o caso de dois campos

Um operador evolução temporal geral para um sistema de um qubit pode ser escrito

como:

U(t) = I cos [α(t)] − iσ · û(t) sin [α(t)] , (C.83)

ou se quisermos incluir outras variáveis, como por exemplo um número maior de campos,

podemos escrever

U(t) = U1(t)U2(t)...Un(t), (C.84)

onde cada Ui, com i = 1, n, é dado conforme a Eq. (C.83). Abaixo mostramos em detalhes

como calculamos cos [α(t)] e û(t) sin [α(t)] para um caso onde o qubit está sujeito a ação

de dois campos externos. A extensão para o caso de três ou mais campos é análoga.

Assim,

U1(t)U2(t) =
{

I cos [α1(t)] − iσ · û1(t) sin [α1(t)]
} {

I cos [α2(t)] − iσ · û2(t) sin [α2(t)]
}

,

(C.85)

Sendo assim, expandimos de forma que

U1(t)U2(t) = + I cos [α1(t)] cos [α2(t)] − iσ · û2(t) cos [α1(t)] sin [α2(t)]

− iσ · û1(t) sin [α1(t)] cos [α2(t)]

− [σ · û1(t)][σ · û2(t)] sin [α1(t)] sin [α2(t)]. (C.86)
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Observando que,

{

[σ · û1(t)][σ · û2(t)]
}

=
{

i[û1(t) × û2(t)] · σ + û1(t) · û2(t)
}

(C.87)

finalmente,

U(t) = I
{

cos [α1(t)] cos [α2(t)] − û1(t) · û2(t) sin [α1(t)] sin [α2(t)]
}

− i σ ·
{

û2(t) cos [α1(t)] sin [α2(t)] + û1(t) sin [α1(t)] cos [α2(t)]
}

− i σ ·
{

û1(t) × û2(t) sin [α1(t)] sin [α2(t)]
}

,

de forma que o cosseno e o seno da Eq. (C.83) são escritos como:

cos[α(t)] = + cos [α1(t)] cos [α2(t)]

− û1(t) · û2(t) sin [α1(t)] sin [α2(t)] (C.88)

û(t) sin[α(t)] = + û2(t) cos [α1(t)] sin [α2(t)]

+ û1(t) sin [α1(t)] cos [α2(t)]

− û1(t) × û2(t) sin [α1(t)] sin [α2(t)] . (C.89)



D Apêndice do capítulo 6

D.1 Matrizes de rotação

Nesta parte do apêndice nós explicitamos as matrizes de rotação dependentes do tempo

correspondente à transformação unitária geral para um qubit,

U(t) = I cos[α(t)] − iσ · û(t) sin[α(t)]. (D.1)

Assim, como explicito no apêndice (C.2), U(t)†σU(t) = Λ(t) · σ com

Λ(t) = λ cos [2α(t)] + [λ×û(t)] sin [2α(t)] + û(t) [û(t) · λ] {1 − cos [2α(t)]} ., (D.2)

de forma que se explicitarmos suas componentes, escrevendo Λ(t) = Λxσx + Λyσy + Λzσz,

temos que

Λx(t) = λx cos [2α(t)] + [λyûz(t) − λzûy(t)] sin [2α(t)]

+ ûx(t) [û(t) · λ] {1 − cos [2α(t)]} ,

Λy(t) = λy cos [2α(t)] + [λzûx(t) − λxûz(t)] sin [2α(t)]

+ ûy(t) [û(t) · λ] {1 − cos [2α(t)]} ,

Λz(t) = λz cos [2α(t)] + [λxûy(t) − λyûx(t)] sin [2α(t)]

+ ûz(t) [û(t) · λ] {1 − cos [2α(t)]} , (D.3)

onde a matriz de rotação é escrita isolando as componentes do vetor erro. Assim, sepa-

rando cada componente de Λ(t) nas suas três componentes obtemos:

Λx(t) = Λx(λx, t) + Λx(λy, t) + Λx(λz, t), (D.4)

com

Λx(λx, t) = λx

(

cos [2α(t)] + |ûx(t)|2 {1 − cos [2α(t)]}
)

,

Λx(λy, t) = λy

(

ûz(t) sin [2α(t)] + ûxûy(t) {1 − cos [2α(t)]}
)

,

Λx(λz, t) = λz

(

−ûy(t) sin [2α(t)] + ûxûz(t) {1 − cos [2α(t)]}
)

, (D.5)
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Λy(λx, t) = λx

(

−ûz(t) sin [2α(t)] + ûyûx(t) {1 − cos [2α(t)]}
)

,

Λy(λy, t) = λy

(

cos [2α(t)] + |ûy(t)|2 {1 − cos [2α(t)]}
)

,

Λy(λz, t) = λz

(

ûx(t) sin [2α(t)] + ûyûz(t) {1 − cos [2α(t)]}
)

, (D.6)

Λz(λx, t) = λx

(

ûy(t) sin [2α(t)] + ûzûx(t) {1 − cos [2α(t)]}
)

,

Λz(λy, t) = λy

(

−ûx(t) sin [2α(t)] + ûzûy(t) {1 − cos [2α(t)]}
)

,

Λz(λz, t) = λz

(

cos [2α(t)] + |ûz(t)|2 {1 − cos [2α(t)]}
)

. (D.7)

No Cap. (5.2) as componentes definidas por Rµ,ν(t) na Eq. (5.47), são dadas por

Λµ(λν , t) ≡ Rµ,ν(t), (D.8)

que, então, na forma matricial pode ser escrito como:

R(t) =








Λx(λx, t) Λx(λy, t) Λx(λz, t)

Λy(λx, t) Λy(λy, t) Λy(λz, t)

Λz(λx, t) Λy(λz, t) Λz(λz, t)








. (D.9)


