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Resumo

A selegdo de grupo foi proposta inicialmente em um contexto ecolégico como uma forca
seletiva agindo sobre o grupo da mesma forma que a selecdo individual atua sobre os individuos
que compdem a populagdo. Apesar da oposigio inicial dos bislogos evolucionarios tradicionais,
nas Gltimas décadas estes conceitos tém se revelado bastante Gteis no estudo de problemas pouco
relacionados a sua motivacdo original.

Na primeira parte desta tese, investigamos um modelo de selecio de grupo que usa a extingdo
diferenciada como forga seletiva atuando sobre os grupos. Neste modelo a populacdo & composta
de grupos que no jargdo de selegio de grupo sio denominados demes. As demes por sua vez
sao habitadas por individuos de dois tipos (altrufstas ou nao-altruistas) que podem reproduzir-
se, sofrer mutagdo e migrar de uma deme a outra. A dinamica da populacao & implementada
lancando-se mao de matrizes de transicio associadas a cada um destes eventos, levando a um
conjunto de equagdes de recorréncia aclopadas cuja iteracdo d4 o estado estacionsrio da freqiiéncia
dos diferentes tipos de demes na populagio. Examinado inicialmente no regime determinfstico,
no qual o nimero de demes & infinito mas o nimero de individuos em cada demes & finito, este
modelo revelou o papel desestabilizador das mutagoes sobre as demes totalmente altruistas.

Seguido ao regime determinstico, fizemos um estudo do modelo ainda com extingdo diferen-
ciada, considerando o niimero de demes finito, com vistas a investigar os efeitos provocados pela
finitude da populacdo no estado estacionario da freqgiiéncia de demes na populagio. Observamos
um aumento ainda maior da instabilidade do estado altrufsta provocado pela mutacio em face
da diminuicio da quantidade de demes presentes na populagao.

Finalmente, investigamos um modelo para a evolugdo da producgdo de enzimas que usa a
selegao de grupo caracteristico em sua concepcao. Esta modalidade de selecio de grupo baseia-
se no conceito de freqiiéncia média subjetiva, uma freqiiéncia estimada com base na estrutura da
populacdo que neste caso também é composta por grupos. Apresentamos uma nova formulagao
matemética para o mesmo problema com a qual abordamos outro modelo recentemente proposto

na literatura que trata da evolugdo de caracteristicas altrufstas.



Abstract

Group selection was proposed initially within an ecological context as an evolutionary selec-
tive force acting on a group in the same way as the individual selection does on the individuals
composing the population. Despite the initial resistance of the conservative evolutionary biolo-
gists concerning the ideas of group selection, in the last decades those concepts have been very
useful in the investigation of other problems not very correlated to its original motivation.

In the first part of this thesis, we investigate a group selection model based on differential
extinction as a selective force. In this model, the population is divided into groups, which in the
context of group selection are termed demes. The demes are inhabited by two different types
of individuals, namely, altruists and non-altruists, which are capable of reproducing themselves,
mutating to the other type, or migrating to another deme. The population dynamics is formu-
lated resorting to the transition matrices associated to those events, resulting in a set of coupled
recursion equations describing the time evolution of the frequencies of the different types of demes
in the population. Considering first the deterministic regime, which corresponds to the limit of
infinite demes, each deme containing only a finite number of individuals, this model reveals the
destabilizing role of the mutation mechanism on the altruistic demes. Following that analysis,
we investigate a stochastic version of the above model, in which the number of demes is finite.
The focus was on the effects of the finiteness of the population in the stationary frequencies of
the demes. We verified that the instability of the altruistic state due to mutations becomes even
more pronounced when the number of demes is reduced.

Finally, we investigate a model for the evolution of enzymes production using the concepts
of trait-group selection. This kind of group selection is based on the definition of the average
subjective frequency, which is estimated by considering the structure of the population. We
propose a new mathematical formulation to this problem which we then use to study a recently

proposed model to describe the evolution of altruistic features.



Sumario

1 Introdugao
1.1 Selecio de grupo por extingdo diferenciada . . . . . . ... ...
1.2 Selecdo de grupo caracteristico. . . . . . ...
1.3 Organizaciodatese. . . . . . . . . . oot

2 Modelo Deterministico para Evolugao do Altruismo
91 Ciclode Vida . . . . o o v i e e e e e e e e e

2.1.1 Extincdo e Recolonizacao

212 ReproduGo . . . . . . v vt
21.3 MUutaCldo . . v« v v v et e e e e e e e e
2.14 Migracao

2.2 O Limite Deterministico

2.2.1 Equacdode Recorréncia . . .. .. .. ... .. ...
222 Demes Independentes . . . . . . . . ...

2.2.3 Demes Interagentes

2.3 Teoria Aproximada para o Caso de Demes Nao Interagentes

2.4 Conclusoes

3 Modelo Estocastico para a Evolugao do Altruismo
3.1 O Modelo

.........................

3.1.1 Extincdo-Recolonizacao

3.1.2 Dinamica Estocastica . . . . . . . . .« oo

v

10
12
12
13

15
17
18
20
22
24
26
27
31
36
50
94



SUMARIO

3.9 Valores Médios . . .. ..
3.3 Discussao . . . . . . - . -

34 Conclusées. .. .. .. ..

4 Aplicacio em Evolugdo Pré-bi6tica

41 OModelode Michod . . . . . . .« i i it i
41.1 Formalismo de Demes Estruturadas . . . . ... ... ... .....
412 DescriciodoModelo . . . . . ...

4.1.3 Estado Estacionario

4.9 Modelo de Demes Temporarias . . . . . . . . . oo oo oo m e e e

49.1 Reformulagdo do Modelode Michod . . . . . . . .. ... ...

4.2.2 Modelo de Donato

5 Conclusoes e Perspectivas

Referéncias Bibliograficas

---------------------------

60
63
73

75
77
77
81
82
86
89
90

98

103



Lista de Figuras

21

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

Probabilidade de sobrevivéncia «; em funcido do nimero de individuos al-

truistas 7 para N = 10 e (da esquerda para a direita) i, = 4,7 e 10.

Freqiiéncia média no estado estacionério do gene altruista na metapopula-
¢do p em funcao de sua desvantagem seletiva 7 para N = 5,10,50 e 100

(de cima para baixo). Os pardmetrossdou=0,i.=0eJ=0. . ... ..

Variancia no estado estacionério da freqiiéncia do gene altruista o? em

funcdo de sua desvantagem seletiva 7. Os parimetros sao os mesmos da

Fig. (2.2). . . . . e

Freqiiéncia no estado estacionario do gene altruista na metapopulagio p
em funcido da taxa de mutagao u para 7 = 0.01,0.1,0.2,0.4,0.6,0.8 ¢ 0.9
(de cima para baixo). O grafico menor mostra a queda abrupta de p para

pequenas taxas de mutagoes. Os parametros sao N =10,¢.=0e J = 0.

Variancia da freqiiéncia de estado estacionario do gene altruista na me-
tapopulacdo 0? em funcio da taxa de mutacdo u. Os parimetros sio os

mesmos da Fig. (2.4).

Evolucao temporal da freqiiéncia média do gene altruista na metapopu-
lagdo p para po = 0.1,0.2,0.4,0.6 e 0.8 (da direita para a esquerda). Os

parametros sao N =10, u=0,7=09,¢,=10eJ=0.. . . . . . ... ..

Mesmos parametros da Fig. (2.6), excetoque J=1. ... .........

vi

19

33

35



LISTA DE FIGURAS

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

3.1

Freqiiéncia média de estado estacionério do gene altruista na metapopula-
¢do p em funcdo da taxa de mutagdo u para 7 = 0.2,0.3,0.5,0.6,0.8 ¢ 0.9
(de cima para baixo). Os parametros sdo N = 10, i, = 10e J = 0. A

curva tracejada sio as predigdes analiticasparat=1.. . . .. .. ... ..
Mesmos parametros da Fig. (2.8), excetoque J =1. . ... ... ... ..

Fregiiéncia de estado estacionario das demes para i = 0,1,2,4,6,8 e 10
individuos altruistas contra a razao de mutagio, u, para N =10, 7 = 0.9,

tle=10eJ=0. . . . . . . e e

Freqiiéncia de estado estacionario das demes para : = 0,1,4,6,8 e 10 em
funcdo da taxa de mutagdo u para N = 10,7 = 03,4, = 10e J = 0.

Notamos que Yjo > 1lquandou—0. . . ... ... .. .. .........

Fregiiéncia de estado estacionario do gene altrufsta na metapopulagio p
em funcdo da desvantagem seletiva do mesmo 7 para i, = 1,3,5,7,9 e 10.
A figura menor mostra a queda continua e abrupta em p quando i, = 10.

Nestecasou=0,J=1e N=10

Evolucio temporal da freqiiéncia média do gene altruista na metapopulacéo
p para py = 0.1,0.2,0.4,0.6 e 0.8 (de baixo para cima). Os parametros sao

N=10,u=0,7=09,ic=10eJ=0. . . ... verrernnmnmnmn..

Freqiiéncia média de estado estacionario do gene altruista na metapopula-
¢ao p em funcio da taxa de mutacdo u para 7 = 0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.8 ¢

0.9 (de cima para baixo). Os parametros sio N =10,i,=10eJ =0. . . .

Fregiiéncia média de altruistas na populacdo em funcio da taxa de mutagéo
para 7 = 0.9, M = 10(A) e M = 100(Q). As linhas sélidas e pontilhadas
sdo os resultados de campo médio para M = 10 e M = 100, respectiva-
mente. A linha estreita é < p >= u. A barra de erro é omitida quando é

menor que o tamanho do simbolo. Os parametros sido i = N = 10.

vii

44

92

53

64



LISTA DE FIGURAS

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

4.1

4.2

4.3

4.4

Variancia média da freqiiéncia de altruistas como funco da taxa de mu-

tagdo. Os pardmetros e convengdes sdo os mesmos da Fig. (3.1). . .....
Mesmos parametros da Fig. (3.1) exetoque 7=0.2.. . .. ... ... ...

Mesmos parametros da Fig. (3.2), mas 7 = 0.2.

Variancia da freqiiéncia de demes ndo-altruistas, Var(Y;), como funcéo da

taxa de mutagdo para 7 = 0.9. A convencio é a mesma da Fig. (3.1). . ..

Variancia da freqiiéncia de demes altruistas, Var(Yy), como funcio da taxa

de mutagdo para 7 = 0.9. A convencéo é a mesma da Fig. (3.1). . ... ..

Mesmos parametros da Fig. (3.6), exceto que 7 = 0.2

Representacio do modelo de demes estruturadas. Inicialmente os indivi-
duos retinem-se num reservatério dentro do qual o processo de reproducéio
ocorre. Em seguida estes sdo distribuidos em pequenas demes e, por fim,

voltam a ser novamente reunidos.

Um exemplo da estimativa das freqgiiéncias subjetivas de grupos caracteris-
ticos. Cada deme possui 5 individuos que podem ser altruistas (bolas azuis)

ou egoistas (bolas verdes). . .. ....... ... ... .. ... . ... ..

Diagrama de fases para o modelo de Michod. Na fase B apenas o ponto
fixo X4 = 0 é est4vel, enquanto que na fase A apenas o ponto fixo X4, =1¢
estavel. Na fase A ou B, aqueles dois pontos fixos sio estaveis, mas apenas
um dominar4 a metapopulagio, dependendo da escolha da condicao inicial.
Na fase C apenas o ponto fixo intermedisrio (4.19) é estavel corresponden-
do a coexisténcia entre altruistas e ndo-altruistas. A linha tracejada é a

diagonal k4 = kp e o tamanho das demes 6 N=10. . . . . ... ... ...

Concentragao de replicadores X 4 para o modelo de Michod no estado esta-
cionario em funcdo de k4/T para trés valores de kp/r. Na parte (a) a
concentracao inicial de moléculas do tipo A é X4(0) = 0.99, enquanto em

(b) € X4(0) = 0.01. O tamanho da deme ¢ N = 10.

viii

70



LISTA DE FIGURAS

4.5

4.6

4.7

Funcdo f contra a freqiiéncia de tipos altruistas p. Os pontos fixos corres-
pondem 3s raizes da funcdo e sua estabilidade é determinada pela condi¢io
% > 0. Os parametros encontram-se indicados na figura. . . ... .. ...
Diagrama de fases para o modelo de Donato no plano (c,7) para N = 20.
A descricao das diferentes fases encontra-se no texto. Os valores de i* estdo
indicadosnafigura. . . . . . . ... .. ...
Concentragao de altruistas para o modelo de Donato no estado estacionério
em funcdo da taxa de sele¢do interdémica c¢ e para a quantidade critica de
altruistas ¢* = 10. Na parte (a) a concentracdo de altruistas é p(0) = 0.01
e na parte (b) é 0.99. Os valores de 7 encontram-se indicados na figura. O

tamanho dasdemes € N =20. .. . . .. . . ... .. ...

PEM SICE SERVICO DE BIBLIOTECA
AR A% Rk INFORMAGAO



Capitulo 1

Introducao

A idéia de selegdo de grupo foi inicialmente introduzida por W. C. Wynne-Edwards
[1] através da proposta controversa de que a selecdo natural promoveria a sobrevivéncia e
produtividade de todas as populacoes e ndo apenas do individuo ou, mais corretamente,
do gene. Isto posto, a evolugdo seria uma combinacdo de selecio em dois niveis: .o
individual, prestigiando o individuo mais apto, e o grupo, no qual o grupo mais apto
tem maior vantagem entre os demais. Em geral, os modelos de sele¢cdo de grupo mais
conhecidos sdo os de extingdo diferenciada e de grupo caracteristico que serdo descritos
de forma sucinta nesta se¢do introdutéria. Embora exista muita controvérsia quanto a
importancia e efetividade da pressdo de selegdo de grupo, alguns poucos exemplos que
descreveremos a seguir podem servir para ilustrar seus efeitos (ver referéncia [2] para uma

discussdo mais completa):

(i) Modelos deterministicos de selecdo génica e individual estimam a, freqiiéncia de equi-
librio dos alelos recessivos t, causadores de esterilidade em camundongos dosmésti-
cos machos, bem acima da encontrada em estudos realizados em populacoes destes
ratos. Lewontin [3] mostrou que um modelo estocastico de selecio natural con-
siderando a populagio subdividida em pequenos grupos e tal que atuasse uma, forca
em oposicao a selecdo génica explicaria a discrepancia na fregiiéncia encontrada no

modelo deterministico em relagdo ao resultado experimental.

10
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(ii) A evolucio de populages do besouro da farinha, parcialmente devido & vantagem
individual do canibalismo, tende a causar um decréscimo no tamanho populacional
do mesmo. Wade [4] demonstrou que a sele¢do de grupo imposta artificialmente para
grandes populagdes do besouro pode contra-balancear a tendéncia dessas populagdes

de evoluir para tamanhos menores devida & selecio individual.

(iii) Alguns organismos como 4caros nectarfvoros, transportados de flor em flor por beija-
flores, apresentam mais descendentes fémeas que machos, resultado que contraria o
predito quando se usa sele¢do individual para estimar a razao entre os dois sexos na
populacio, a saber, as proporgdes deveriam ser iguais. Cotlwell [5] usou um modelo
de selegdo de grupo no qual a produtividade diferenciada de grupos geneticamente

diferentes & necessaria para explicar o desvio na proporcao sexual a favor das fémeas.

Apesar destas evidéncias nenhuma comprovagio definitiva acerca da importancia deste
mecanismo na natureza foi de fato encontrada, uma vez que mecanismos como altruismo
reciproco e selegdo por parentesco podem também ser usados para explicar os casos citados
acima. Entretanto, no contexto de evolugio molecular pré-biética e evolucdo viral, essas
explicacbes alternativas ndo se aplicam e devemos nos voltar aos tao criticados modelos
de selecio de grupo para explicar a existéncia de propriedades altruistas ja neste nivel
elementar. Por definicdo, um individuo, organismo ou molécula é dito altruista se sua
presenca em um grupo aumenta a produtividade (“fitness”) de todos os integrantes do
grupo embora para isso sofra uma diminuic¢do ou custo em sua proépria produtividade. E
interessante notar que a selegdo de grupo tem sido utilizada ao longo das dltimas décadas
como mecanismo capaz de proteger da extingdo tipos com alguma caracteristica que os
coloquem em desvantagem quando comparados a um segundo tipo. Esta é justamente
uma das questdes centrais em evolugio pré-bidtica, a saber, explicar a coexisténcia entre
moléculas auto-replicadoras com diferentes taxas reprodutivas. De fato, essa € a principal

motivacdo do presente trabalho.

A seguir vamos descrever sucintamente os dois tipos de mecanismo de selegao de grupo
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mencionados anteriormente.

1.1 Selecao de grupo por extingao diferenciada

A selecdo de grupo por extingio diferenciada tem como caracteristica principal a exis-
téncia de um fator externo causador de extingdes nos grupos que compdem a populagio.
Assim, associando uma probabilidade de sobrevivéncia a extincdo a cada grupo, acabamos
por selecionar os grupos para os quais essa probabilidade é maior. Os grupos sdo dife-
renciados a partir de sua composi¢do, assim uma fungao probabilidade de sobrevivéncia
é definida tal que os grupos com uma composi¢do particular tenham maiores chances de
sobrevivéncia. No caso do estudo da evolucdo de caracteristicas altruistas, por exemplo,
podemos associar a presen¢a de individuos altruistas num grupo a uma maior proba-
bilidade do grupo sobreviver a extingdo. Os grupos extintos sdo entdo imediatamente
recolonizados por réplicas dos grupos sobreviventes escolhidas ao acaso [6, 7, 8, 9]. O
principal resultado referente a essa formulacio de selecio de grupo deve-se a Eshel [8] que
mostrou que os individuos altruistas acabam por dominar a populacao, desde que a taxa

de migracao entre os grupos seja suficientemente pequena.

1.2 Selecao de grupo caracteristico

Proposta pela primeira vez por Wilson [10], a selecdo de grupo caracteristico ou modelo
de demes (grupos) estruturadas tem como idéia principal o conceito de freqiiéncia média
subjetiva, uma grandeza cuja estimativa leva em conta a estrutura da populacdo. Podemos
dizer que a selegdo de grupo caracteristico distingue-se da sele¢do de grupo discutida
anteriormente, por nio possuir nenhum mecanismo explicito que diferencie os grupos,
como, por exemplo, uma separagio espacial permanente (ilhas). Neste tipo de selecdo de
grupo a populagdo também é estruturada em grupos compostos por individuos de dois

tipos, mas durante o ciclo de vida dos individuos os grupos eclodem para formar um tnico
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reservatorio dentro do qual a competi¢io reprodutiva ocorre. Apés a reprodugio, novos
grupos sdo formados a partir de uma amostragem feita no reservatério, dando lugar a
uma nova populacdo. Como aplicagdes recentes desta modalidade de selecao de grupo
podemos citar o modelo proposto por Szathmary [11] para evolugdo viral, no qual dois
tipos de virus infectam uma mesma célula, e o modelo para evolucido da producao de
enzimas proposto por Michod [12], que ser4 estudado mais detalhadamente no Capitulo

4 desta tese.

1.3 Organizacao da tese

No Capitulo 2 estudamos um modelo deterministico para a selecio de caracteristicas
altruistas que tem por base o trabalho de Aoki [7]. Consideramos a evolucio de uma
populacio infinita de individuos que se reproduzem assexuadamente, os quais podem ser
altruistas ou nao-altruistas, e se encontram sob duas pressdes de selecdo: uma em nivel
individual e outra em nivel de grupo. Esse estudo enquadra-se na classificacio de selecdo
de grupo por extingdo diferenciada. Em particular, investigamos o efeito de mutacoes
ou replicagGes com erros na estabilidade do equilfbrio altruista previsto por Eshel [8]. A
dinamica da composi¢do dos grupos que formam a populacdo é descrita em termos de
equacoes de recorréncia envolvendo matrizes de transicio associadas aos diversos eventos
que caracterizam o ciclo de vida dos individuos.

No Capitulo 3 apresentamos um estudo do modelo investigado no Capitulo 2 con-
siderando desta vez a populagio finita. Neste modelo estocéstico de selecio de grupo
novamente a formulagdo de matrizes de transicdo é usada na obtencdo das equacbes de
recorréncia para a dinamica da populagdo. O objetivo principal é estudar o efeito das
flutuagdes devido 4 finitude da populagio na estabilidade do estado altruista predito por
Eshel [8] para a formulagdo deterministica.

No Capitulo 4, apresentamos uma reformulacio do modelo de Michod [12] para a

evolugdo da produgdo de enzimas no contexto pré-biético. Para fins didaticos e de
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comparagdo estudamos detalhadamente a formulacio original utilizando o formalismo
de demes estruturadas de Wilson [10]. A seguir, um novo modelo, denominado modelo de
demes temporarias, é proposto para modelar nio apenas o problema tratado por Michod,
mas também reformular um outro modelo para evolucdo de caracterfsticas altruistas a-
presentado recentemente por Donato [13]. Sob esta nova formulagdo, apresentamos um
estudo do estado estacionario desse modelo.

No Capitulo 5 resumimos os resultados principais obtidos nos capitulos anteriores. Dis-
cutimos também duas outras aplicacdes extremamente interessantes da selecdo de grupo,

a saber, sistemas parasita-hospedeiro [14] e o problema da evolucdo da dispersdo [15).



Capitulo 2

Modelo Deterministico para Evolucao

do Altruismo

As caracteristicas altruistas sao concernentes a comportamentos que ao mesmo tempo
em que s&o deletérios ou desvantajosos aos individuos que os possuem, sdo benéficos para
as populacdes as quais estes individuos fazem parte. Esta desvantagem individual é co-
mumente associada a uma diminuigdo da taxa reprodutiva do individuo que expressa esta
caracteristica, enquanto o grupo pode ter sua probabilidade de sobrevivéncia aumentada
devido & presencga deste individuo. Alguns exemplos de comportamentos altruistas sao as
organizagoes sociais encontradas na maioria dos vertebrados (interagdes entre individuos
sdo conduzidas de acordo com regras estabelecidas) e a regulagem da densidade popula-

cional que evita a super-exploragdo do suprimento de comida devido a superpopulagio.

A evolugao e manutengdo do altruismo tem sido investigada mediante os mecanismos
de reciprocidade [16], selecdo por parentesco [17] e selecdo de grupo [18]. Este tltimo
mecanismo é baseado numa analogia entre individuos ou genes e subpopulagoes repro-
dutivamente isoladas denominadas demes. Da mesma forma que um individuo pode ser
diferenciado geneticamente de outro, também as demes poderao ser identificadas de acor-
do com sua composicao genética. Se a sobrevivéncia de todo o grupo depender desta

composicao, entao a existéncia de um determinado gene podera diminuir a probabilidade

15
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de extingdo da deme e a selecio de grupo tomara lugar na populacdo. Todavia, este
mesmo gene pode trazer alguma espécie de desvantagem individual capaz de diminuir sua
ocorréncia no grupo levando a supor a selegdo de grupo como uma explicacio plausivel
para garantir a existéncia deste tipo de caracteristica apesar da desvantagem sofrida em

nivel individual.

Em muitas popula¢bes ocorre uma grande mortalidade entre o intervalo de nascimento
e maturidade do individuo, levando & existéncia de apenas uma pequena amostra da
populacdo de genes original. Se esta populagdo de genes for grande, a amostra sera
representativa mas existird pouca oportunidade para o progresso evolucionario devido &
homogeneidade espacial na composicio genética das populacoes. Por outro lado, se a
populacdo é subdividida em pequenas demes definidas como unidades reprodutoras quase
isoladas, isto levara a uma diversidade de grupo e também a uma heterogeneidade espacial.
Esta € a hip6tese de Wright [19] que é um pré-requisito utilizado em particularmente todos

os modelos de selegdo de grupo que promovem a evolucio de caracteristicas altruistas.

A selecdo de grupo pode tomar diversas formas e, em algumas circunstancias, ela
poderd sobrepujar o efeito da selegio individual agindo contra um tipo individualmente
desvantajoso. Os grupos nos quais esta pressio de selecdo atua podem ser definidos como
uma cole¢do de individuos dentro de uma populagio, cujos valores adaptativos genotipicos
nio dependam da composi¢io genética de qualquer outro grupo. Podemos assim definir
selecdo de grupo como a variacdo na taxa de incremento ou extingdo entre tais grupos,

onde esta taxa é uma funcdo unicamente de sua composicao genética do grupo.

Com a selecio de grupo surge também uma alternativa para o estudo da evolucgdo
de caracteristicas sociais na natureza, sendo que os grupos com tais caracteristicas sdo
em geral os mais desenvolvidos [6]. A sobrevivéncia dos mesmos, como ja ressaltamos, é
devida & sua composigdo genética e, supondo que neste caso ela dependa da fragio de indi-
viduos altruistas pertencentes 4 deme, tal que quanto maior esta fragdo tanto menor sera
a probabilidade de extingdo do grupo, pode-se associar uma probabilidade de sobrevivén-

cia do grupo & freqiiéncia destes individuos dentro da sub-populagdo, como originalmente
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proposto por Levin [9]. Entdo, neste caso, podemos dizer que selecio de grupo é a com-
ponente da selegdo natural operando sobre a extingdo diferenciada de populagoes locais,
assim como a sele¢do individual opera sobre a produtividade de um tnico componente do
grupo. Tem-se entdo sele¢do natural agindo simultaneamente em dois niveis: em nivel de
grupo e individual, concomitantemente.

Na secdo seguinte apresentaremos um modelo, inspirado em trabalhos anteriores, para
a evolucdo de genes ou alelos com caracteristicas altruistas e cuja dindmica ocorre dentro
de uma metapopulagio na qual os grupos tém tamanho fixo, N. Avaliaremos a estabilidade
deste sistema sob mutagao e migracio quando todo o conjunto é submetido a duas pressdes
de selegdo. Principalmente, avaliaremos os resultados preditos por Eshel [8] quanto a

estabilidade do estado de equilibrio do alelo altrufsta.

2.1 Ciclo de Vida

Para estudar a evolu¢do e manutencio do altruismo, vamos inicialmente considerar
a evolucdo de uma metapopulacio composta por um nimero finito de demes ou sub-
populagdes, M, cada uma contendo N individuos ou alelos hapléides. Esses individuos
reproduzem-se assexuadamente dentro de cada deme. Mais tarde consideraremos o limite
M — o0 no qual o comportamento dinamico da metapopulacio passa a ser determinfstico,
reduzindo-se assim ao modelo proposto e estudado por Aoki [7]. Cada grupo é habitado
por individuos de dois tipos, diferenciados apenas pelas suas taxas reprodutivas. Um
custo devido ao comportamento altrufsta do individuo é associado a esta. taxa, sendo aqui
representado por 7. Os individuos com esta caracteristica serdo ditos do tipo A e terdo
taxa reprodutiva 1 — 7. Para o segundo, o tipo B, a taxa reprodutiva é 1. As demes sio
classificadas de acordo com o nimero de individuos do tipo A que possuem e a metapopu-
lagao ser4 descrita pelos inteiros n; = 0,1,...,M com:=0,1,..., N, onde n; representa,
o0 niimero de demes na metapopulagio que contém i alelos altruistas, existindo portanto

N +1 diferentes tipos de demes na metapopulacdo. Desta forma, a fracdo média de alelos
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do tipo A na metapopulagdo numa geracio ¢, aqui representada por p;, sera dada por

D= ﬁ Ez: int, (2.1)
onde logicamente temos que YN, n; = M.

O ciclo de vida de toda a metapopulacdo equivale a uma, geracdo e consiste dos even-
tos de extingdo diferenciada das demes, seguida de imediata recolonizacio, apés a qual
as mesmas passam pelos processos de reprodugido, mutagio e migracio. Ao longo da
dinamica, consideraremos que as geragGes nao se sobrepdem, ou seja, os individuos na
geragdo ¢ sdo imediatamente substituidos pelos que advéem do ciclo de vida e passam a

constituir a nova metapopulagdo na geracdo ¢ + 1. Nas préximas subsecoes discutiremos

detalhadamente cada uma das etapas do ciclo de vida acima mencionadas.

2.1.1 Extingao e Recolonizacao

Na primeira etapa da din&mica ocorre o processo de extincdo diferenciada onde a
probabilidade de sobrevivéncia de uma deme qualquer é uma fracio nio decrescente do
nimero de individuos altrufstas na deme, tal como proposto pelo modelo original de
Levin [9]. Sendo assim, uma deme do tipo i = 0,1,..., N, sobrevivera a extingio com

uma probabilidade o; dada por

(671 (2.2)

[y

onde i, =0,1,..., N é um pardmetro que mede a intensidade da selecio de grupo sofrida
na metapopulagio. As demes com uma quantidade de alelos do tipo A inferior a i, terdo
uma probabilidade de sobrevivéncia que ser4 uma fungio nao decrescente de i e as demais
sobreviverdo com probabilidade 1. Na Fig. (2.1) exibimos o comportamento da fungéo

probabilidade de sobrevivéncia descrita pela Eq. (2.2) para alguns valores de i.
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Figura 2.1: Probabilidade de sobrevivéncia «; em fun¢do do nimero de individuos altrufs-
tas © para N = 10 e (da esquerda para a direita) i, = 4,7 e 10.

Assim, quanto maior o niimero de altruistas na deme, maiores serdo suas chances de
sobreviver 4 extingdo. Desta forma, as demes sofrerio uma selecio dependente unicamente
da composigao genética dos grupos, sendo por isso denominada sele¢do interdémica. Caso
o valor do parametro i seja zero, a probabilidade de sobrevivéncia das demes sera sempre
1, ou seja, ndo haverd extingdo diferenciada e portanto a metapopulacio ndo sofrers
selecdo interdémica.

Dado que existam n; demes com i alelos do tipo A na metapopulacio, a probabilidade

que n; sobrevivam & extingdo e, consegiientemente, n; — n; sejam extintas é dada pela
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distribui¢do condicional

ng , —
P,(n} | n;) = (@)% (1 — o)™ ™. (2.3)
n;
Apos este processo de selecdo interdémica, a metapopulacio serd composta por uma

quantidade M, < M de demes sobreviventes, tal que a condicdo

My=ny+n + ... +ny (2.4)

seja satisfeita. Para manter o nimero de demes constante, as demes extintas deverao ser
recolonizadas por uma das M, demes sobreviventes, através de um processo de amostragem
aleat6ria com reposi¢do que depender4 apenas da fragio de demes do tipo i entre as so-
breviventes. Assim, a probabilidade de recolonizar M — M, demes, de forma que 7} delas

sejam do tipo i é dada pela distribuicdo multinomial

Peu((mdlm) = QEZMR (o)™ (VT my ™ g

nginyl.n}! \ M, M, M,

com }>;ny = M — M, . Ap6s o processo de recolonizacio das demes extintas, a metapo-
pulacio terd uma quantidade de demes do tipo i dada pela soma das 1} que sobreviveram

com as n; recolonizadas.

2.1.2 Reprodugao

Como j& mencionado, o tipo de reproducio aqui considerado é assexuado. Cada
individuo produz réplicas de si mesmo com uma probabilidade que depende apenas de
sua taxa de reproducao e a sele¢do individual toma lugar devido a diferenca destes valores
entre os alelos. Usando as mesmas idéias de algoritmo genético [20], a probabilidade que

uma deme com uma quantidade j de alelos ou individuos do tipo A passe a ter i alelos

VAL AC
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deste tipo ap6s o processo de reproducio é simplesmente

N

Ry=|" |uwi(1-u)"", (2.6)
i
onde
1= )i
w,- = —“(]V _72;_7 (27)

€ a reprodutividade relativa dos alelos do tipo A daquela deme. Note que a reprodutivi-

dade média de uma deme do tipo j é

W=j(l-7)+(N—j)=N—jr (2.8)

E claro que 2iBRij=1eY,;iR;= Nw; para j =0,1,...,.N.

Devido ao processo de reproducio, as 7, demes do tipo k podem se transformar em
demes de outros tipos. Denotando por nj; o nimero de demes do tipo j gerado pelo

processo de reproducio das demes do tipo k temos

ng = Zn}-k. (2.9)
j

Entdo, dada uma quantidade de demes do tipo k, a probabilidade que esta deme se
distribua, apos a reprodugdo, em demes com 0,1,... , N alelos simultaneamente, é dada

pela distribuicdo multinomial

'I’lk!
» |

P({nj}nk) = m%ﬁ" R (2.10)
T

Apbs este procedimento o ntimero total de demes do tipo ¢ que vieram de demes do tipo

J ap6s a reproducio sera

n =3 n. (2.11)
J

O processo de reprodugiio aqui descrito leva em conta o isolamento reprodutivo das
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demes, pois ocorre dentro de cada deme separadamente, sendo entdo denominado selegdo
intradémica. Uma vez que o tamanho das demes é fixo e finito ser4 possivel ao individuo
altruista manter-se na populagio, mesmo tendo uma desvantagem reprodutiva, apenas
por forca das flutuagdes causadas pela amostragem dentro da deme, teremos entdo a

deriva genética ocorrendo ao longo da dinamica.

2.1.3 Mutagao

Apos passar pelo processo de reproducdo, a copia (filho) do alelo (pai) nem sempre
pode ter sido perfeita, ou seja, o pai pode ter sido copiado com erros, dando margem a
ocorréncia de mutagdes durante tal processo. Devido a isto introduziremos no modelo
uma taxa de mutagio u, tal que u € [0,1/2], estabelecendo a possibilidade que um alelo

A mute para um alelo B e vice-versa.

Vamos agora calcular a probabilidade segundo a qual uma deme do tipo j é trans-
formada numa do tipo 4, considerando apenas a possibilidade de ocorréncia de mutacoes
individuais a uma taxa dada por u. Supondo que devido a mutacio uma quantidade [
de alelos A, entre os j existentes, sejam copiados corretamente, ou seja, nio mutem e os

J — | restantes sofram mutacio, temos que
: J 1, j—1
P(l|j) = (1—u)w! (2.12)

fornece a probabilidade desta situagdo ocorrer.

Considerando agora que o restante da populagdo desta mesma deme, ou seja, N — j
alelos do tipo B, passe pelo mesmo processo e uma quantidade k possa mutar, neste caso,
para o tipo A com o restante dos alelos sendo copiados corretamente, temos

N—j

P(k|N ~j) = , (1~ u)V-Ikyk (2.13)
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para a probabilidade deste evento acontecer. Apés estes dois eventos, as mutagoes devem

produzir uma deme cujo total de alelos do tipo A é i, logo
k+l=i=k=1-1 (2.14)

estabelecendo assim um vinculo para a quantidade de mutacées dentro da subpopulacdo

do tipo B, com N — j alelos deste tipo.

Na transformagio da subpopulagio, ambos os processos descritos acima ocorrem si-

multaneamente, portanto se Ui; é a matriz de transiciao associada a este evento entdo

I=ly
Ui = Z;P(llj)P(i—llN—j) (2.15)
=l

e que nos remete a

=1, . o
J N J ui+j—2l(1 - u)N—i—j+2l (216)
=\ 1—1

com l; =max(0,i+j— N) el, = min(i, ;) para garantir as condicdes de existéncia dos
coeficientes binomiais. Da mesma forma que antes, podemos verificar facilmente que a
condicdo }°; U;; = 1, para j =0,1,...,.N, é satisfeita.

Com objetivo de estimar a mutacio média sofrida por uma deme do tipo j, reescreve-

remos a matriz de mutacio U;; como

’ (1 - u)u?™! N
! k

(1 — u)N=a-kyk (2.17)

Ui =D Sk
PR

onde a delta de Kronecker estabelece explicitamente o vinculo dado na Eq. (2.14). Desta

forma, obtém-se a expressio abaixo para a mutacao média

: . J : N-—j :
DU =33 ik (1 —u)u?™! ’ (1~ w)N-IFyk, (2.18)
i i k1 l k



2.1. CICLO DE VIDA 24

Efetuando o somatoério em ¢ no segundo membro fornece

' . N—-j .
S iUy =Y (k+1) g (1 — u)tu?™ ! (1 — u)N=dkyk, (2.19)
i kil [ k
ou ainda,

. J - N-j N—j—k, k

MUy =31 (1—w)’ ') (1—u)" 7" (2.20)
i ] l k k
' : N-—j .
IR R T @ =ik, (2.21)
1 l k k

O somatoério em ! na primeira parcela do segundo membro é o valor médio das copias cor-
retas produzidas na subpopulacdo do tipo A; jA o somatério em k é simplesmente 1. Com

raciocinio semelhante para a outra parcela, a expressido anterior torna-se simplesmente

> iU =j(1 —u) + (N - j)u

= Nu+ j(1 — 2u) (2.22)

que é a expressao procurada para a mutagdo média sofrida por uma deme que possui j

alelos altruistas.

2.1.4 Migracao

Até agora a unica interacdo entre as demes, todavia de forma indireta, foi aquela
devida ao processo de exting¢do e recolonizagio das mesmas. Se a migracao de individuos
entre diferentes demes for incluida no ciclo de vida da metapopulagio, uma interacio
mais direta é entdo acrescentada a dinimica por intermédio do fluxo génico decorrente do

processo migratorio.

O modelo adotado aqui serad o mesmo de Wright [19], no qual uma fragio pequena
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de individuos da metapopulacio migra para qualquer outra deme com igual probabili-
dade. Para isso, é usada a idéia de uma rede migrante que é composta por individuos da
metapopulagdo escolhidos aleatoriamente. Como qualquer alelo tem a mesma chance de
migrar, esta rede terd uma composi¢do equivalente 4 da metapopulagio e, assim, pode-se
simplesmente tomar a freqiiéncia de alelos na mesma ao invés de formar uma rede da qual
os migrantes seriam amostrados. A rede migrante ilustra a idéia que a migracio aleatéria
da ao alelo de maior fregiiéncia na populacdao maior probabilidade de ser escolhido para
migrar, ainda com a vantagem adicional da escolha ser feita numa rede pequena, ao invés
de em toda a metapopulacao.

Durante a migracdo consideraremos que cada deme receber4 invariavelmente J imi-
grantes. Para manter o tamanho da subpopulacido constante, uma quantidade igual de
individuos nesta deme, escolhidos aleatoriamente, serd eliminada, e imediatamente subs-
tituida por aqueles escolhidos na rede migrante.

A primeira etapa do processo, a saber, a eliminacdo de J elementos quaisquer em cada
deme, caracterizando uma amostragem sem reposi¢do, &€ melhor entendida se imaginar-
mos uma deme dividida em duas subpopulagtes, uma tipo A e outra tipo B. O problema
entdao resume-se a estimar a probabilidade segundo a qual, numa populagdo contendo N
elementos onde j sdo do tipo A e N—j do tipo B, um grupo de J elementos sejam escolhi-
dos aleatoriamente, tal que entre os escolhidos, k sejam do tipo A e a quantidade restante,
J — k, seja do tipo B. Esta probabilidade ¢ dada pela distribuicdo hipergeométrica [21]

dos J individuos que sio eliminados, ou seja,

i\ ~-j
F)A\T -k (2.23)
(N

\ J
Esta expressdo nada mais é do que a contagem das diferentes formas de se fazer aquela

escolha, separando os dois tipos de alelos dentro da deme, dividida pelo mimero de escolhas
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totais que poderiam ser feitas sem essa separagio. Na segunda etapa do processo, a
mesma quantidade J de individuos oriundos da rede migrante devera recolonizar a deme.
A freqiiéncia de alelos altruistas p, na metapopulagio é dada pela Eq. (2.1), de forma
que a probabilidade que r altruistas, entre um total de J individuos, recolonize a deme

através da migragdo é simplesmente

pr(l—p)’ " (2.24)

Considerando essas duas etapas, o ntimero de alelos do tipo A serd j —k+r. Supondo
agora que apds a migracio a deme passou a ser do tipo i, devemos ter r = j — j+ k. Dai
a matriz de transicdo que governa a probabilidade que uma deme do tipo j passe a ser

uma deme tipo i devido a migracdo de J individuos provenientes da rede migrante é

AV
R o k ) J — k J i-j+k 1— J—i+j—k 25
Mz] - Z D ( pt) 3 (2' )
k=k; / N 1—7+k
\ J

onde k; = max(j —4,0,J - N+j) ek, = min(j, J — i + j, J) determinam as condicbes de
existéncia dos coeficientes binomiais. Note que 3’; M;; =1, para j = 0,1,..., N, como

esperado.

2.2 O Limite Deterministico

Até agora temos considerado a metapopulacio finita e de tamanho fixo M; nesta secao
iremos analisar o caso em que a mesma é infinita, denominado limite deterministico. Para
isto utilizaremos, ndo o ndmero de demes do tipo ¢, mas a freqiiéncia das mesmas ao longo
da dinamica referente a uma dada geracao ¢. Esta freqiiéncia sers aqui denotada por Y}

e para ela deduziremos uma equagéo de recorréncia levando em conta todos os eventos
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mencionados na secdo anterior e que compdem o ciclo de vida da metapopula¢do. Os
resultados obtidos ao resolver numericamente as equagées de recorréncia para a fregiiéncia

dos diferentes tipos de demes serdo exibidos e analisados nas proximas subsecdes.

2.2.1 Equacao de Recorréncia

Conhecidos todos os eventos que compreendem uma geracdo do conjunto de demes
estamos prontos a deduzir uma equagio para a freqiiéncia das mesmas. O primeiro evento
a ser considerado é o da extin¢fio, pois 0 tomaremos como o evento que d4 inicio ao ciclo
de vida da metapopulagio. Apés a extin¢do temos a quantidade de demes sobreviventes,
M,, dada simplesmente pela soma das n; demes do tipo i que sobreviveram a extincao

com probabilidade ¢; , ou seja,

M, = i‘n; (2.26)

=0
e cujo valor médio pode ser calculado usando a distribuicéo de probabilidade apresentada

na Eq. (2.3)

N
<M, >=33 mPs(n | my), (2.27)
i=0 n;
ou ainda,
N
<M, >=) an, (2.28)
i=0

A idéia do regime deterministico é substituir as varidveis aleatorias pelos seus valores
médios; enquanto esse procedimento é apenas uma aproximacgdo no caso de M finito
(denominada aproximagio de campo médio), ele torna-se exato no limite M — oo (regime
deterministico).

Na secdo anterior vimos que a distribui¢do de probabilidade para o evento de recolo-
nizacdo das demes extintas é dada pela Eq. (2.5) levando-nos a seguinte expressio para

a média de demes do tipo i recolonizadas pelas n} sobreviventes

<ny>= 3 npPreca({ni} | {ni}) = (M — M,)(

n.
Ty, (2.29)
{n~} M,
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2

onde n} é o niimero de demes do tipo 7 recolonizadas pela amostragem entre as que

sobreviveram.

Por outro lado, com a extincdo seguida de recolonizagio o nimero total de demes do
tipo ¢ (ny”) passa a ser a soma das sobreviventes (S) com as recolonizadas (Recol), ou
seja,

ny =ny +n; (2.30)

e tomando a média deste total sobre os dois eventos a expressao anterior resulta em

n;
< N >5 Recor= (M — Ms)(—M )+
8

;o

= M5

(2.31)

e finalmente, substituindo o valor de M, neste altimo resultado pela sua média < M, >

temos
Mn;o;

<ny >SS Recol= ————.
2oy

(2.32)

Uma vez que desejamos obter a freqiiéncia relativa as demes, necessitamos tomar a

razao entre < n}” > ¢ M o que fornece

RET ai}fi

| I Ei ai}/;’ (2.33)

para a freqiiéncia média das novas demes na metapopulagio apos os eventos de extincdo

e recolonizagio.

De acordo com a dinamica anteriormente discutida, a reproducio é a préxima etapa
do ciclo de vida e, como j4 mencionado na Eq. (2.11), a quantidade de demes com i alelos

€ a soma daquelas que se transformam nas do tipo 7 por este processo, ou seja,

n; = Z n}; (2.34)
j

onde n; agora passa a representar o total de demes do tipo ¢ que resultou da transicdo
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das n; demes devido a reproducio, aqui representadas por nj;. As n; demes sio oriundas
dos processos anteriores, a saber, extincgo e recolonizagio e sdo as mesmas anteriormente

representadas por n;}”.

Podemos estimar o niimero médio de demes que sofreram esta transicdo, < nj; >g,

usando a distribuicdo dada na Eq. (2.10), para encontrar

<ny >p= {Z} n; P({n};}|n;)
n;j

= njllij, (235)

como valor médio procurado. Dai

<n; >p= )Y n;R;. (2.36)
j

Efetuando a média sobre os processos de extin¢do e recolonizagio obtemos

<M >5,Recol,k= Y < Tj >3 Recot Rij
J

M
= Z %% Ry (2.37)
2k nkak
Escrevendo esta equacdo em termos das respectivas freqiiéncias das demes do tipo ¢ en-

contramos
R;j0;Y;
>k a’kYk

Esta é a expressio que fornece a frequéncia de demes com i altruistas apo6s a metapopula-

<Y; > Recol,5,R= Z (2.38)

¢ao ter passado pelos eventos de extingio, recolonizacio e reproducio. Cumpre notar que
Y; da a freqiiéncia de demes anterior a estes eventos. Entio por questdo de simplicidade
podemos representar a expressio a esquerda da igualdade na equagdo acima por Y}*!, a

freqiiencia de demes do tipo ¢ num tempo ¢ + 1, quando apenas consideramos extingao e
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recolonizagdo seguida de reproducio. Sendo assim, a expressao anterior torna-se

L Rijo, Y}

Y~t+1 —_
' e oYy

(2.39)
e podemos assim determinar as fregiiéncias das demes na metapopulacdo numa geracao
posterior em fun¢do da fregiiéncia das mesmas numa geracio imediatamente anterior
utilizando esta relacio de recorréncia.

Quando a metapopulacio sofre mutagao, um raciocinio andlogo ao apresentado no caso
da reproducio pode ser utilizado, pois o niimero médio de demes do tipo i é a soma das
que eram de um tipo j e apés a mutacdo passaram a ser do tipo 7 com uma probabilidade
de mutagdo U;; (veja Eq. (2.34)). Com raciocinio analogo para migracio chega-se 3

seguinte relacdo de recorréncia para a freqiiéncia de demes num tempo t + 1

yi+t o ik Mis (P) Tipon VY
z YooYy

(2.40)

com T = 3, Uy Ry, A dependéncia da matriz de transicdo para migracdo na freqiiéncia
média do alelo altrufsta, a cada geragdo, em toda a metapopulacdo ¢ feita explicita,
ressaltando o fato de que essa matriz muda geracao a geracao.

A freqiiéncia média do alelo A na metapopulagio é escrita em termos de Y} (veja Eq.

(2.1)) como

1
Py = N >y}t (2.41)

enquanto a variancia desta freqiiéncia é dada pela seguinte expressio

G
ol = N Z Y - p2. (2.42)

Nota-se que ao escolhermos uma seqiiéncia diferente para a ocorréncia dos eventos no
ciclo de vida da metapopulagio, a relacio de recorréncia para Y;"*! ser4 alterada; todavia

verificamos que esta alteragio ndo traz nenhuma modificacdo qualitativa nos resultados
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que serdo apresentados na préxima se¢io. Para apreciar melhor esses resultados, primeiro
consideraremos o caso em que as demes sio independentes, ou seja, ndo existe processo
migratério e nem extin¢do diferenciada das mesmas. Em seguida, os resultados para o

caso mais geral serdo analisados.

2.2.2 Demes Independentes

Para comegar a anélise dos resultados obtidos via resolucio numérica da equagio
de recorréncia (2.40), consideraremos inicialmente o caso no qual nenhuma mutacio é
permitida no processo evolucionario, nio existe migracio e as demes nio sofrem extinc¢do
diferenciada. Daif temos u = 0, 4. = 0, J = 0. Mostraremos o comportamento das
grandezas p; e o7 no estado estacionario para alguns valores de N em funcéo da contra
selegdo sofrida pelo alelo A4, aqui representada por 7. Para fins de comparagio notemos
que a varidncia tem seu valor méximo na situacio mais heterogénea possivel, isto &,

Yo =Yn =1/2, levando a

1 1 1 .1\2
2=——N2——(—N—)
g N2

1
=7 (2.43)
Jé para a distribuigio uniforme, onde Y; = ﬁ parat=0,1,..., N temos
, 1/ 1 N1 (&N
7= F(NH) g’ _N+1(§’)
_ 11 2 | o2 2 1 2}
= N2(N+1){(1 + 2t N = (14244 N)
1 1
= E+-6W (244)
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Figura 2.2: Freqiiéncia média no estado estacionario do gene altrufsta na metapopulacio
p em func¢io de sua desvantagem seletiva 7 para N = 5, 10,50 e 100 (de cima para baixo).
Os parametros sio u =0, i, =0e J = 0.

Na Fig. (2.2) exibimos o comportamento da freqiiéncia no estado estacionario do
gene altruista como funcéio de sua desvantagem reprodutiva 7 para vérios tamanhos de
demes, no caso em que a distribuicdo inicial das mesmas é uniforme (Y0 = ﬁ, para
i=0,1,...,N). Quando a metapopulagio nio sofre mutacio (u = 0) apenas um dos dois
tipos de genes se fixara dentro de uma determinada. deme, disto conclui-se que Y;*® = 0,
para os casos em que % # 0, N. Isto ocorre devido a deriva genética que consegue manter
o tipo individualmente desvantajoso devido as flutuagdes na amostragem. Entdo, neste

caso, a freqiiéncia média no estado estacionario sers simplesmente igual & freqiiéncia de
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Figura 2.3: Variincia no estado estacionério da freqiiéncia do gene altruista o2 em funcéo
de sua desvantagem seletiva 7. Os parametros sdo os mesmos da Fig. (2.2).

sub-populagdes altruistas, ou seja, po, = Y3° .

Considerando que cada tipo de gene tem mesma taxa reprodutiva (7 = 0) e néo pode
ocorrer mutacio dos alelos (u = 0), ap6s um grande nfimero de geracdes as demes mistas
transformam-se em demes do tipo A ou B devido a amostragem feita na deme durante
a reprodugéo e, como cada alelo tem chance igual de se reproduzir, Y=Yy =1/2,
€ Poo = 1/2. Por outro lado, se o alelo altruista é totalmente contra selecionado (t = 1),
indicando que ele ndo se reproduz, apenas as demes que iniciam altrufstas continuam

altrufstas e po, = Y§ = Flﬁ Observamos que em ambos os casos a fregiiéncia no estado
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estacionario do gene altruista é devida sempre & presenca de demes altruistas, pois as
demes mistas tém freqiiéncia nula no estado estacionirio. No caso de pequenas demes, a
deriva genética é muito forte conseguindo manter um alelo que é desfavoravel. Todavia,
no limite em que o tamanho das demes & muito grande ( N — oo) temos p,, = 1/2 para
T=0epo,=0paraT>0.

Os desvios em relacao aos valores médios sdo mostrados na Fig. (2.3), onde a variancia
é mostrada em funcao dos valores de 7, para os mesmos tamanhos de demes mostrados
na Fig. (2.2). Neste caso, quando 7 = 1 j4 vimos que Y° = Fl_ﬁ eY>® =0parai#0,N,

levando-nos a seguinte expressdo para a variancia

ot = ‘13'2_ (N]f 1) - (% (F%))z

= N/(N + 1) (2.45)

Por outro lado, para 7 = 0 temos Y° = Yy = 1/2 de modo que 0% = 1/4.

Se a migracdo agora é permitida na dinamica da metapopulagio (J = 1), mas u =
0 e ¢ = 0 ainda, verifica-se a ocorréncia da fixagdo do gene ndo-altruista, através da
iteracdo da equagdo de recorréncia (2.41) até o seu estado estacionério, ou seja, peo = 0
independentemente do tamanho da deme. Isto indica uma total instabilidade das mesmas
em relacdo & migracio.

Neste ponto, passaremos a analisar o caso em que os alelos podem sofrer mutacbes ao
longo do seu ciclo de vida. Observa-se (ver Fig. (2.4)) que p,, decresce abruptamente para
variacGes muito pequenas na taxa de mutacdo por individuo, conforme mostra a figura
inserida na Fig. (2.4) na qual podemos observar a freqiiéncia no estado estacionario do tipo
altruista para taxas de mutaciio u ~ 10~%. Nos casos onde 7 > 0.3 estas variacoes quase
levam & perda do alelo altrufsta (ps ~ 0) indicando que a pressio de mutacao é muito
forte em relagdo & de selegdo para estes valores de 7. Esta queda drastica reflete a invasio

e dominagdo das demes inicialmente altruistas por um gene mutante nio-altrufsta. Depois
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Figura 2.4: Freqiiéncia no estado estacionario do gene altruista na metapopulagido p em
funcdo da taxa de mutagdo u para 7 = 0.01,0.1,0.2,0.4,0.6,0.8 e 0.9 (de cima para
baixo). O grafico menor mostra a queda abrupta de D para pequenas taxas de mutagdes.
Os parametros sdo N =10, i, =0e J = 0.
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de um determinado intervalo de taxa de mutacdo u a populacdo, predominantemente do
tipo B, muta para o tipo A. Entdo a pressao de mutacdo passa a favorecer o alelo tipo
A, aumentando assim a freqiiéncia média do mesmo na metapopulagao.

O comportamento da varidncia em fun¢do da pressao de mutagdo para este caso é
exibido na Fig. (2.5), onde vemos que o estado estacionario para u = 1/2 (po = 1/2)
é referente Aquele de uma distribui¢io completamente aleatoria (02 = &), significando
que os genes A e B tém a mesma fregiiéncia média (p = ¢), sendo portanto igualmente

provavéis dentro de cada deme, tal que po, = 1/2 e 0% = -II@ .

2.2.3 Demes Interagentes

Analisaremos agora o caso mais geral em que a metapopulacao é submetida a extingado
diferenciada de suas demes, com ou sem fluxo génico entre estas, e expostas a mutagoes
ao longo de sua evolugdo. Vamos primeiro observar o efeito da extingdo diferenciada sobre
uma metapopulacgio que ndo sofre mutagio e na auséncia de migracao.

Com o objetivo de avaliar a robustez de nossos resultados em relagdo as condigoes
iniciais investigaremos a evolucdao temporal do tipo altruista para diferentes fregiiéncias
iniciais deste tipo dadas por py. Entao, se a freqiiéncia inicial das demes é dada por uma

distribui¢ao binomial, ao invés da distribui¢cdo uniforme teremos que

YP = (]:,) (po)* (1 — po)" ", (2.46)

tal que, a partir destas freqiiéncias iniciais, as relativas as proximas geragoes serdo igual-
mente obtidas pela Eq. (2.40).

Disto observa-se que, independentemente da freqiiéncia inicial do alelo A, caso ndo
exista taxa de mutacao nem fluxo génico na metapopulacio, este alelo sempre fixara como
visto na Fig. (2.6) que mostra p; para demes de tamanho N = 10 quando sua desvantagem
seletiva é 7 = 0.9. Este resultado surpreendente, a saber, a evolugdo temporal de uma

metapopulagdo leva a fixagdo do alelo altrufsta, j& havia sido previsto por Eshel [8].
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Figura 2.5: Variancia da freqiiéncia de estado estacionario do gene altruista na meta-

populacio o2 em fungio da taxa de mutagdo u. Os parametros sao 0s mesmos da Fig.
(2.4).
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Figura 2.6: Evolucio temporal da freqgiiéncia média do gene altruista na metapopulagdo p
para po = 0.1,0.2,0.4,0.6 e 0.8 (da direita para a esquerda). Os pardmetros sio N = 10,
u=0,7=09,i,=10e J =0.

Observamos ainda na Fig. (2.6) que para uma freqiiéncia inicial pp < 0.5, a freqiiéncia
média do alelo altrufsta como funcdo do tempo decresce rapidamente chegando a valores
muito préximos de zero, onde entra num estado metaestavel para em seguida crescer
rapidamente até a fixa¢io do alelo. A primeira vista pode parecer contraditério que uma
dinamica deterministica leve ao comportamento descrito na Fig. (2.6) onde p* assume o
mesmo valor em dois instantes diferentes. Naturalmente isso é possivel pois as varidveis
dinamicas bésicas sio o conjunto de N+1 freqiiéncias {Y;} e, estas sim, ndo podem assumir

0s mesmos valores em instantes distintos (a menos que a dinamica seja periédica). E



2.2. O LIMITE DETERMINISTICO 39

1.0 T T T T v 1

Figura 2.7: Mesmos parametros da Fig. (2.6), exceto que J = 1.

claro que diferentes conjuntos de freqiiéncias podem levar ao mesmo valor de freqgiiéncia
para o alelo altruista, justificando assim o comportamento observado na Fig. (2.6). Neste
interim, cumpre salientar que este resultado ndo foi obtido em estudos anteriores deste
modelo [7].

O comportamento observado na Fig. (2.6) independe também dos valores de 7 e das
diferentes escolhas que se possa fazer dos parametros N e i, > 0, pois constatamos que
os resultados sdo qualitativamente iguais, ndo occorrendo estabilizagdo do ponto fixo em
Poo = 0. Aliss, o finico parametro capaz de mudar este ponto fixo ¢ a taxa de migragao,

como mostrado na Fig. (2.7) que apresenta a evolugdo temporal de p quando existe

s
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fluxo génico entre as demes. Para J =1, observamos que a fregiiéncia média de estado
estacionario do alelo A fixa em zero (ps = 0) para diferentes valores da freqiiéncia inicial
do mesmo.

O comportamento da fregiiéncia de estado estacionario do gene altruista para u €
[0,1/2] é apresentado na Fig. (2.8) na auséncia de fluxo génico entre as demes (J =0).
A fixacio anteriormente mencionada na auséncia de mutacao pode ser vista nestes re-
sultados, como também o efeito da extincdio diferenciada (ic > 0) na dinamica levando a
decréscimos menores na freqiiéncia de estado estaciondrio para u pequeno comparativa-
mente ao resultado mostrado na Fig. (2.4) quando ndo havia extingao diferenciada das
demes. Enquanto para o caso i = 10 0 decréscimo maior acontece em u da ordem de
1071, para i, = 0 é observada uma diminuicio brusca para uma taxa de mutacao ja da
ordem de 10~%. Este resultado indica que a pressio de selecdo interdémica diminui a
instabilidade anteriormente experimentada pelas demes devida as pressGes de mutagao
em seus alelos, resultado anteriormente apreciado na Fig. (2.4).

No caso em que a migracio é acrescentada & din&mica da metapopulacdo (J =1), o
ponto fixo de equilibrio, na auséncia de mutacio e para valores de 7 ndo muito pequenos,
muda para po = 0. Entdo a migragao de apenas um individuo por deme consegue
quebrar esta estabilidade, embora no intervalo restante dos valores de 7 o ponto fixo para
J=0 (pe = 1) seja mantido também para o caso onde ocorre migragao (ver Fig. (2.9)).

Comparando as Figs. (2.8) e (2.9) para valores da taxa de mutacao acima de 0.2,
observa-se que as curvas coincidem, indicando que para u > 0.2 as pressdes de selegdo e
migracio sdo despreziveis frente aos efeitos aleatorios da mutagao.

O comportamento da freqiiéncia de demes do tipo i, Y;, no estado estacionério em
funcdo da pressdao de mutagdo sofrida por cada alelo ou individuo na metapopulacédo é
mostrado nas Figs. (2.10) e (2.11) para 7 = 0.9 e 7 = 0.3, respectivamente, no caso onde
as demes néo interagem (J = 0).

Na Fig. (2.10), fica evidenciada a semelhanca deste modelo com o modelo de quase-

espécies de Eigen [22] para evolugdo molecular. Uma, quase-espécie é definida como uma
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Figura 2.8: Freqiiéncia média de estado estacion4rio do gene altruista na metapopulagio p
em fungdo da taxa de mutacio u para 7 = 0.2,0.3,0.5,0.6,0.8 e 0.9 (de cima para. baixo).
Os parametros sdo N = 10, i, = 10 e J = 0. A curva tracejada sdo as predicdes analiticas
para T = 1.
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Figura 2.9: Mesmos parametros da Fig. (2.8), exceto que J = 1.
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Figura 2.10: Freqgiiéncia de estado estacionario das demes para i = 0,1,2,4,6,8 ¢ 10
individuos altruistas contra a razio de mutacdo, u, para N = 10, 7 = 09,72, =10¢e
J=0.

distribuicdo de moléculas formada por uma seqiiéncia mestra (a de maior taxa de repli-
cacdo) rodeada por mutantes proximos. As demes equivalem &s moléculas daquele modelo
e, especificamente a deme altruista, que devido a selegio de grupo tem a maior pro-
babilidade de sobrevivéncia, assemelha-se 4 molécula mestra que tem maior chance de
replicagio. Também observa-se um valor da taxa de mutagdo para o qual a freqiiéncia
de demes altruistas aproxima-se de zero, o que em evolucdo molecular é conhecido co-

mo limiar de erro (este limiar estabelece a transicdo entre o regime de quase-espécie e a

distribui¢do uniforme de moléculas) [23, 24]. Esta fregiiéncia anula-se apenas quando a
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Figura 2.11: Fregiiéncia de estado estacionirio das demes para i = 0,1,4,6,8 e 10 em
funcdo da taxa de mutagdo u para N = 10, 7 = 0.3, i, = 10 e J = 0. Notamos que
Y0 — 1 quando u — 0.

selecdo intradémica é maxima (7 = 1) sendo esta, aliss, a tinica pressio de selegdo que
diferencia os dois modelos. O principal efeito desta diferenca é permitir a coexisténcia das
demes altruista e ndo-altruista sob baixas pressées de mutacéo, sendo as mesmas as mais
freqlientes na metapopulagdo como mostra a Fig. (2.10). Outro efeito também exibido
nesta figura é a coexisténcia dos dois tipos de demes totalmente descorrelacionados (Yn
e Yp) , caracterizando duas quase-espécies, algo que ndo acontece no modelo original de

quase-espécies [25, 26].

Quando a contra selegdo do alelo altruista diminui, este efeito de coexisténcia ja ndo
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é mais observado, desaparecendo portanto o comportamento critico anteriormente apre-
sentado, conforme podemos apreciar na Fig. (2.11), uma vez que a freqiiéncia de demes
diminui & medida que sua distdncia aumenta em relagio 4 deme altruista. Dai, para
pequenos valores de 7 a distribuicdo das freqiiéncias de demes torna-se mais similar
aquelas observadas em modelos de quase-espécies, com a freqiiéncia de demes diminuindo

a medida que sua distancia relativa & deme altruista aumenta.

A descontinuidade na derivada da freqiiéncia média no estado estacionario do alelo
altruista p, vista na Fig. (2.8), assim como a descontinuidade na freqiiéncia de demes
do tipo i, acarretando no quase desaparecimento das demes altruistas, mostrada na Fig.
(2.10), para um dado valor da taxa de mutagdo pode ser melhor estudada quando con-
sideramos o caso em que a pressdo de sele¢do intradémica é maxima na metapopulacgo.
Neste caso as demes totalmente altruistas sdo produzidas exclusivamente por recoloniza-
¢éo. Entdo para 7 = 1,J = 0 e i, = N e lembrando que a reprodutividade relativa dos
alelos altruistas numa deme do tipo j é w; = %’# temos que wy = 1 e w; = 0 para
J < N levando a Ry; = Ryy =1 para j < N e R;; = 0 nos demais casos. Com o objetivo
de adequar a equacio de recorréncia (2.40) a estes parametros e estimar analiticamente o
estado estacionério neste caso, vamos inicialmente reescrever o seu numerador da seguinte

forma

Z Ui.‘iRJ'kakth = Uio Z Rﬂlcakth + Uin Z RNkakth,
jk k k

= Uio Z alcY;: + U.’NONYIE,
k<N

= Ui ) oYy + an Y (Uin — Uio)- (2.47)
P

Substituindo a equagao imediatamente anterior em (2.40) ficamos com uma nova expressao
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para a equacao de recorréncia

anYs Uiy — Uy)

2k akth ( )
Todavia, para o caso particular no qual a deme ¢ altruista (i = N) teremos
Yy (Unn = U
VI = Upo + 2N v (Uny = Uno) (2.49)

2k akth
para freqiiéncia de demes deste tipo. Usando a expressio para a matriz de mutacio dada
na Eq. (2.16) obtemos a seguinte expressio para Uyy, a probabilidade segundo a qual

uma deme do tipo N permaneca do mesmo tipo apos passar pelo evento de mutagio

= [ N 0
UNN = Z U2N—2l(1 - u)2"N (250)
=4 [ N -1

que existe apenas para N —[ < 0e N —1 > 0, logo o tinico valor de [ possivel é [ = N,
de sorte que a expressdo anterior sera simplesmente, Uyy = (1 — u)". Analogamente,

obtemos Uny = u" que substituida juntamente com Uyy na equacao da fregiiéncia de

demes altruistas nos remete a

anYy ((1 —u)V - uN)
TraYf

para a freqgiiéncia de demes altruistas na metapopulacio.

Yitt = o +

(2.51)

A freqiiéncia de alelos altruistas na geracio t + 1 é definida como

1 .
Pyl = Nzi:zyit+l

1 ) anYy(Uin — Us)
= -N- Z 1 {U;O + gk akth 3 (252)

onde usamos a Eq. (2.48) para eliminar ¥;"*'. Uma vez que a probabilidade de sobre-
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vivéncia oy para o caso i, = N é oi = (1/2) (1 + k/N), podemos escrever

1 k
oot =33 (1 x)

- % (1+pr). (2.53)

Substituindo estes resultados na equacio para p**!, vem

1 . Yy (Uin — Us

s(1+m)

1 ) 2Y% :
=5 z,: Wi + m Z 'L(U.N - U,o)

2V},
1+p

=u+ (1-2u), (2.54)
pois a mutagio média para uma deme com j alelos do tipo A é dada na Eq. (2.22).

Por outro lado, no estado estacionirio temos p;y1 = Pt = P € Y = YE™ = Y§° de

modo que podemos resolver a equacao anterior para Yy°, resultando em

Y = (1 + Poo) (Poo — 1)

20 2] (2.55)

que substituida na Eq. (2.51), juntamente com Eq. (2.53), resulta na seguinte equagdo

quadratica para pe:

u = 2%‘35—2% {(1 + Poo) — 2[(1 — w)¥ — uN} : (2.56)

. . N - .
Em particular, no regime em que uV =~ 0 e (1 —u)" =~ e M* encontramos as seguintes

raizes para este caso

Poo =2¢"N—1 (2.57)
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Do = U. (2.58)

Estas solugbes coincidem para u* = 0.0632 que estabelece o valor critico de u que limita
a regido de existéncia de cada solugdo. Assim, para u > u*, a fregiiéncia Poo CreESce
linearmente com a taxa de mutagéio. As equacdes para a fregiiéncia de demes altruistas
no estado estaciondrio em fungdo apenas da taxa de mutacéo séo, para os respectivos
valores de p,,, dadas por

e—Nu

YISO = m(ze—h’u - Uu-— 1), (259)

Y =0. (2.60)

Também aqui cada solugdo existe apenas para os respectivos intervalos limitados pelo
valor critico da taxa de mutagio.

Assim, a freqiiéncia de estado estacionario p,, para o caso 7 = 1, J=0ei, =N
apresenta os dois comportamentos descritos pelas equacdes acima com uma taxa de mu-
tagdo critica, u*, na qual a freqiiéncia de demes altruistas se anula e o comportamento
de p, passa a ser linear em u. Embora esse comportamento descontinuo ocorra estri-
tamente apenas para o caso 7 = 1, os resultados mostrados na Fig. (2.8) indicam um
comportamento similar ja para 7 > 0.6.

Vamos agora considerar o efeito de variar a funcio de probabilidade de sobrevivéncia
sobre a freqiiéncia de estado estacion4rio quando nenhuma mutacao é permitida durante a
evolugdo da metapopulacio. Se primeiro admitirmos que as demes néao tém fluxo génico,
os resultados sio os mesmos encontrados na Fig. (2.8) para u = 0, ou seja, o alelo
altruista fixa na populagio para qualquer valor de 7: Pc = lparai, >0er <1
(lembramos que o caso i, = 0 j4 foi exibido na Fig. (2.2)). A Fig. (2.12) ilustra esse
efeito quando ocorre migracio (J = 1) mostrando p,, para diversos valores de e que

parametriza a probabilidade de sobrevivéncia das demes. Observa-se que a fixacdo do
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Figura 2.12: Freqiiéncia de estado estacionario do gene altruista na metapopulagio p em
fungdo da desvantagem seletiva do mesmo 7 para i, = 1,3,5,7,9 ¢ 10. A figura menor
mostra a queda continua e abrupta em p quando i, = 10. Neste caso u =0, J =1 e
N =10.
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alelo altruista A (p,, = 1) ou néo-altrufsta B (p, = 0), ocorre dependendo dos valores de
T € que o intervalo para o qual a fixagio do tipo B acontece surpreendentemente aumenta
diretamente com i, que mede a intensidade da selegdo de grupo. Para o caso i, = 0 tem-se

Poo = 0 como ja comentado na Fig. (2.2).

Cumpre notar que o aumento do pardmetro que rege a selecio de grupo i, acaba por
estender o intervalo de 7 onde o alelo nio-altrufsta chega a fixagdo, muito embora este
aumento igualmente tenda a garantir a fixagdo do gene altruista em um intervalo maior

da pressdo de sele¢do intradémica.

2.3 Teoria Aproximada para o Caso de Demes Nio In-

teragentes

Nesta se¢io vamos apresentar uma aproximacio para o modelo discutido até agora,
pois faremos algumas simplificagdes com vistas a tornar o modelo analiticamente tratsvel
no caso em que ndo hé migracio entre as demes. Nosso objetivo principal é derivar
uma expressao para a fragdo média de altruistas numa metapopulagio infinita que passa,
pelos eventos de extingdo, reproducdo e mutagio. Ap6s estes eventos as demes eclodem
num reservatorio e uma nova metapopulacao ser4 formada pela amostragem aleatéria no
reservatério. Em particular, vamos utilizar a hipétese que a freqiiéncia das demes Y seja
determinada completamente pela fregiiéncia de genes altruistas p;. Mais especificamente

vamos supor que a freqiiéncia de demes do tipo 7 seja dada pela distribui¢do binomial

. N . Nei
=1 [pQ-p)"7, (2.61)
i
tal que 3, iY! = Np, e p; é a freqiiéncia média de altruistas no reservatério do qual as

demes sdo amostradas. Por simplicidade vamos considerar apenas o caso ic = N de modo
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que podemos escrever

1 k
YooYy = 52(1 + _JV)Y’:
k

= %(1 +1e)- (2:62)

Nosso objetivo a seguir é derivar uma equagio de recorréncia para p;. Reescrevendo a

recorréncia de Y dada pela Eq. (2.40) como

1 . 1 sz iU,-kRk-a-Y-t
=y iyl e 7973 (2.63)
N 2’: © N Yo
e efetuando o somatoério em 7 obtemos
i ij[Nu + k(l - 2u)]Rkja,-Yj‘ (2.64)

Pt = N > anjt
onde utilizamos 3°; iUix = Nu+k(1—2u). Efetuando agora o somatério em k e lembrando

que 3 kRi; = Nw; onde w; € a reprodutividade relativa dos alelos altrufstas em uma

deme do tipo j (veja Eq. (2.7), pag. 21) obtemos finalmente

(1-7)1-

=u+
D1 1+ py

2y LD Y papr ey
J J

Note que, ao contrario do problema original que envolve N + 1 recorréncias, a hip6tese
(2.61) leva a uma tnica equagdo de recorréncia, simplificando o problema enormemente.
Como veremos no Capitulo 5, essa hipétese representa de fato um possivel processo fisico
em que, terminado o ciclo de vida, as demes sdo destruidas e seus individuos dispersos
em um reservatério. Novas demes sdo entdo formadas através de uma escolha aleatéria de
individuos no reservatério. Esse tipo de hipétese ja foi utilizado na literatura na analise

do Efeito Baldwin [27] e no modelo de quase-espécies [28].

A Fig. (2.13) mostra a evolugio de p: para diferentes condicdes iniciais pp na auséncia
de mutagdo. Néo é surpreendente que o alelo altruista seja sempre perdido (p,, = 0) uma

vez que o processo de destruigdo e criagio de demes implicito na hipotese (2.61) torna
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Figura 2.13: Evolugdo temporal da freqiiéncia média do gene altrufsta na metapopulagao
p para pp = 0.1,0.2,0.4,0.6 e 0.8 (de baixo para cima). Os parametros sio N = 10,u =
0,7=09,i.=10e J = 0.
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Figura 2.14: Fregiiéncia média de estado estacionério do gene altrufsta na metapopulagio
p em fungio da taxa de mutagio u para 7 = 0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.8 ¢ 0.9 (de cima para
baixo). Os pardmetros sdao N = 10,3, =10e J = 0.

muito improvével a existéncia de demes altruistas (Yy = 0), que de fato sio responsaveis
pela estabilidade desses alelos na metapopulagdo. Essa conclusio é corroborada, pela Fig.
(2.14) que mostra p,, como funcio da taxa de mutagio u para. diversos valores de 7, onde
podemos observar a perda do tipo altruista na auséncia de mutacio, ou seja, P, = 0 para
u = 0. Cabe ressaltar que outras escolhas de i, < N n#o irdo alterar esse resultado ja que

um valor de 4; menor favoreceré ainda mais a fixagdo do alelo nio-altrufsta (po, = 0).
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2.4 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos um modelo de selegdo de grupo no limite deterministico
com base nos modelos de tempo discreto propostos por Aoki [7] e Levin [9]. Entretanto,
em nossa modelagem uma populagio infinita de demes contendo cada uma N individuos
ou alelos foi descrita por matrizes de transicdo do tipo R;; . Um elemento desta matriz,
digamos T;;, d4 a probabilidade que uma deme com j alelos altruistas possa vir a ter ¢
alelos deste tipo ap6s a ocorréncia do evento descrito pela matriz T. Como j4 vimos, essa
formulacdo presta-se facilmente para tratar o problema do ntimero de demes M finito.
Esse estudo detalhado ser4 objeto do préximo capitulo. Ainda, esta formulagio facilita a
comparagao entre modelos de selegdo de grupo e de evolugido molecular no que tange ao
problema da coexisténcia de diferentes espécies moleculares. Esta comparagao sugere, por
exemplo, a necessidade de um balanceamento entre duas pressdes de selecdo contrarias
(no caso, selegdo intradémica e interdémica) para que ocorra a coexisténcia de classes
diferentes de moléculas.

O objeto de estudo principal de nossa an4lise situa-se sobre os efeitos causados pela
mutacao dos alelos, ao longo da evolugdo da metapopulagdo, sobre a estabilidade das
demes altruistas quando estas sofrem sele¢do de grupo. Cumpre notar que a mutacdo
ainda ndo havia sido considerada em anilises anteriores de variantes deste modelo (ver
(7] e [9)).

Podemos citar como principais resultados aqui obtidos, o efeito desastroso, provocado
por pequenas taxas de mutacao, na fregiiéncia de estado estacionario do gene altruista
(Fig. (2.4)), a reducdo deste mesmo efeito sobre esta freqiiéncia devido a pressio de selecéo
de grupo introduzida na dindmica da metapopulagio através da extincdo diferenciada e
recolonizagio das demes (Fig. (2.8)) e, por fim, a existéncia de uma taxa de mutacio
critica u* para 7 = 1, acima da qual ocorre o desaparecimento das demes altrufstas na

metapopulacdo (Fig. (2.10)).



Capitulo 3

Modelo Estocastico para a Evolucao do

Altruismo

Até o presente momento nossa anélise limitou-se ao regime deterministico, no qual o
nimero de demes M ¢ infinito, porém o nimero de individuos N em cada deme é finito.
Este também foi o limite em que a maioria dos modelos para a evolugio de caracteristicas
altruistas se concentrou [7, 8, 29, 30]. Objetivando estudar melhor o modelo de selegio
de grupo descrito no capitulo anterior, neste capitulo analisaremos o mesmo problema,
considerando a evolugdo de populagdes no caso em que o niimero de sub-populacdes é
finito e constante. Com este procedimento sera possivel comparar os novos resultados aos
encontrados anteriormente para o limite deterministico, determinando assim os efeitos das

flutuacoes advindas da finitude da populagio.

Para realizar este intento duas abordagens serdo utilizadas; a primeira sera por in-
termédio de simulagdo, onde utilizamos as idéias de matriz de transicdo e algoritmos
genéticos para implementar a evolugdo temporal da populagio. Na segunda abordagem
estimaremos as mesmas grandezas pertinentes através de uma aproximagdo de campo
meédio, capaz de fornecer uma solugio analitica para a dinamica, como ser4 descrito mais

detalhadamente nas proximas secoes.

No modelo descrito no capitulo anterior, o processo de extingdo diferenciada das demes

95



3.1. O MODELO 56

ocorre antes da recolonizacio das demes extintas, de modo que ha uma probabilidade nio
nula de que ocorra a extingéo total da metapopulacio no caso em que nao existam demes
compostas somente por altrufstas (segundo nosso modelo, a probabilidade de extincao de
uma deme do tipo N é nula). Essse fenémeno de extingio total é observado mais facilmente
em simulagGes envolvendo pequenas populagbes. Assim, para possibilitar uma analise
estatistica do estado estacionario da metapopulagio devemos eliminar a possibilidade de
extincao total através, por exemplo, da imediata recolonizacdo da deme extinta por uma
das M — 1 sobreviventes. Esse procedimento ¢ similar ao classico modelo de Moran [31]
em genética de populagdes, no qual o nascimento de um individuo na populacao esta
associado & morte de outro de modo a manter o ntmero total de individuos constante. Na
se¢do seguinte, discutiremos com maiores detalhes a matriz de transicdo para o processo

de extingdo diferenciada seguida de imediata, recolonizagio da deme extinta.

3.1 O Modelo

Adotaremos aqui basicamente o mesmo modelo descrito no Capitulo 2, ou seja, consi-
deraremos uma metapopulagio finita composta por M demes, onde cada uma delas possui
N individuos de dois tipos: A para o tipo altrufsta e B para o ndo-altrufsta, sendo as
taxas reprodutivas de ambos definidas como no Capitulo 2. Como antes, as demes sdo
classificadas em fun¢do do ntmero de individuos altrufstas em N +1tipost=0,1,...,N
de acordo com a quantidade ¢ de altruistas que possuem. A metapopulagio é descrita
completamente pelo vetor n = (no,n1,-..,mN) que contém a informacao sobre o nimero
de demes com i alelos ou individuos do tipo A, representado por n;, a cada geragio. Logi-
camente, a condigdo Y°; n; = M sempre ser satisfeita, uma vez que a populagdo é mantida
constante. O ciclo de vida constitui-se, como antes, dos eventos de extincao-recolonizagio,
reproducio e mutagio apos os quais uma nova, geragao compori a metapopulacio. Neste
capitulo ndo vamos permitir migracdo de individuos entre as demes, ja que este é um fator

que complica bastante o problema e desejamos nos concentrar principalmente nos efeitos
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de M finito e da taxa de mutagdo u sobre o estado estacionario da dinimica.

3.1.1 Extincao-Recolonizacao

E no evento de extin¢do que a sele¢io interdémica toma lugar na dinamica da metapo-
pulagido, uma vez que a cada tipo de deme é associada uma probabilidade de sobrevivéncia
a; (ver Eq. (2.2)), dependente do nimero de individuos altruistas existentes na deme. J4
vimos que quanto maior esse niimero, tanto maior sera a chance de sobrevivéncia da deme.
Descreveremos a seguir o novo procedimento de extingio-recolonizacio a ser utilizado no
estudo de populagoes finitas. Ap6s uma deme do tipo j ser extinta, cuja probabilidade é
1 — a;j, uma das M — 1 demes sobreviventes escolhida aleatoriamente devera recolonizar
a mesma. Dai, a probabilidade de que essa deme seja recolonizada por uma deme do tipo
t # j é simplesmente

(1-a;) M"i . (3.1)

Devemos, porém, considerar a possibilidade de que a deme extinta seja recolonizada por

outra do mesmo tipo. A probabilidade desse evento é dada por

(1 - ay) 3= i (3.2)

Podemos entdo definir uma matriz de transicio para o procedimento de extingao-
recolonizagso, E;j, que da a probabilidade de que uma deme do tipo j passe a ser do

tipo ¢ devido a esse evento. Dos resultados anteriores segue que

B (1 - a5) 35 i %] 33)
LY B L . . .
o+ (1 - o) (3531 i=]

onde, naturalmente, o termo diagonal E;; leva em conta a possibilidade de que a deme
do tipo j ndo seja extinta (c;), além da contribuicio descrita pela Eq. (3.2). Da mesma

forma que para as matrizes de transicdo nos eventos de reprodugio e mutagio, a condicao
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>i Ei; =1 é valida. Uma caracteristica que diferencia enormemente esta matriz de tran-
sicdo das que serdo utilizadas para os eventos de reprodugio e mutagio é sua dependéncia
com a composic¢ao geral da metapopulagio, uma vez que a mesma, por depender do vetor
n, muda a cada geragio. Convém ressaltar que em relacio as demes existe uma com-
petigdo indireta, pois suas probabilidades de sobrevivéncia dependem de n; e como existe
um vinculo associado a elas (3°;n; = M), sempre acontecera da dinamica privilegiar um
tipo de deme, mesmo néo havendo uma regra explicita que dé vantagem a qualquer um
dos tipos. Com isto concluimos que a selecio interdémica tem um papel importante na
dinamica da populacio, por dar margem a uma interagao efetiva entre os grupos.
Seguido a este evento, a metapopulagio passaré pelo processo de reproducio assexuada
que toma lugar dentro das demes e por isso é dita selecio intradémica. Novamente consi-
deraremos a possibilidade de mutagdes ocorrerem ap6s a reproducao, tal que um tipo mude
para outro e vice-versa. Devido ao fato de nenhuma modificacio nos citados eventos ter
sido adotada, as demais matrizes de transicgo, R;; para o processo de reproducéo e U,?j
para o de mutacdo, mantém a forma anteriormente determinadas. Suas expressoes foram

apresentadas nas Egs. (2.6) e (2.16), respectivamente.

3.1.2 Dinamica Estocastica

Nesta segdo vamos definir uma distribuicdio de probabilidade condicional, responsavel
por produzir a dindmica estocastica do modelo. Se no tempo ¢ a populacdo é comple-
tamente descrita pelo vetor n, conforme j4 discutido, entdo ap6s um evento do ciclo de
vida associado a uma matriz de transicio genérica T a nova metapopulacao passara a ser
representada pelo vetor n'. Essa matriz de transicio pode ser a matriz U associada ao
evento de mutagdo, por exemplo. Para escrever a distribuicio condicional que rege esta
mudanga, associaremos b;; ao ntimero de demes do tipo j que, apds o evento determinado
pela matriz de transi¢do T, passa a ser do tipo i, tal que n; = 3; b;;, ou seja, as demes
tipo j se distribuem nos demais tipos possiveis. Da mesma forma, observamos que as

novas demes n; sdo oriundas das que sofreram transicio de uma do tipo j qualquer para
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o tipo i, ou seja, n; = Y_; b;;. Sendo assim, dado o conjunto {bi;} o vetor n’ pode ser
facilmente determinado. Explicitamente, a probabilidade de que as n; demes do tipo j
sejam distribufdas numa configuracdo b; = (b,4, byj, - . ., by ;) devido a matriz de transigio

T é& a multinomial

n;! . .
para j =0,1,...,N. Cabe lembrar que a matriz de transicio para o evento de extingao-

recolonizagdo na Eq. (3.3) depende explicitamente da composi¢do da metapopulacdo n
e tal dependéncia acarreta em sua mudanca a cada geracao. Por isso, a dinamica ora
descrita dever4 ser aplicada paralelamente a todas as demes e a atualizagdo do vetor n

ser4 feita simultaneamente ao final do referido Processo .

Esclarecidos estes detalhes acerca da obtencio da distribuicio de probabilidade condi-
cional, estamos aptos a entender como se processa a dinimica na metapopulacao. Numa
dada geracdio t, a metapopulacio que & completamente descrita pelo vetor nt passari,
em primeiro lugar, pelo processo de extingio-recolonizagio gerado pela distribuicio de
probabilidade Pg (bj |n§) V j. Por exemplo, dado ny, para obter b;g, i = 0,...,N de
acordo com a distribui¢io multinomial (3.4), primeiramente dividimos o intervalo unitério
em (N + 1) segmentos de tamanho T}, (lembramos que °; Ty = 1). A seguir, geramos
(N + 1) ntimeros aleatérios r uniformemente distribuidos no intervalo unitério e incre-
mentamos by de uma unidade (inicialmente estas varisveis sio nulas) sempre que um dos
niimeros aleatérios estiver no intervalo Ty,_; 4 < r < Ti410- Esse procedimento é repetido
para as outras componentes n; de modo a obtermos o conjunto completo {b;;} e, conse-
qiientemente, o vetor n' gerado pela selecdo interdémica atuando em n. Partindo agora
da nova populagdo n’ 0 mesmo procedimento ¢ utilizado para a reproducgdo dos alelos
dentro de cada deme, a selecio intradémica, gerando um novo vetor n». Por ultimo, um
vetor que descreve a metapopulacio no tempo t + 1, n**!, & gerado apés o processo de

mutagao o qual completa o ciclo de vida. Com isto podemos estudar a evolucdo estocas-
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tica da metapopulagio, ou melhor, do vetor n que descreve o niimero dos diferentes tipos

de demes que compdem a metapopulagéo.

3.2 Valores Médios

Com o intuito de melhor exemplificar o método aqui utilizado para efetuar as médias
entre os eventos do ciclo de vida, procuraremos detalhar passo-a-passo a forma pela qual
encontramos a expressao analitica para o nimero médio de demes do tipo 4, quando o
vetor n® é conhecido. Cumpre notar que as demes que sofrem o processo de mutagio sio
dadas pela média das que imediatamente haviam passado pela reproducio e da mesma
forma, aquelas que passario pela reproducédo vém da média das que sairam do processo de
extincdo-recolonizagio e estas, por ltimo, sdo aquelas geradas pelo ciclo de vida completo
na geracao imediatamente anterior, por exemplo, nt. Esclarecido este ponto, podemos
definir a média (condicional) das demes do tipo 7 apds o processo de extingdo-recolonizacao

como

<n;>=3 kPg(kn') (3.5)

com

Pg(k|n) = _l:IOPE(bjlnj), (3.6)

e onde introduzimos a notagio k; = 225 bij Vi. O somatério em k corresponde ao somatério
sobre os (N + 1)? elementos b;; cada qual podendo assumir os valores 0,1,...,M. Uma
vez que Pg(bj;|n;) é uma distribuicdo multinomial, apresentada em sua forma genérica na

Eq. (3.4), obtemos simplesmente

<ng >= ZE,-jnj (37)
J

para o niimero médio de demes com j altruistas que foram extintas e recolonizadas por
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demes do tipo i.

Ao considerarmos todos os eventos que compdem o ciclo de vida da metapopulagao
para estimar a média do ntimero de demes do tipo i apés uma geracao tendo por base as

definicdes anteriores, escrevemos a seguinte expressao sucinta

nit' >= 3" kPy(k |1)Pr(1| m) Pg(m | nf) (3.8)

k,!,m
para o namero médio de demes com ¢ alelos tipo A apés um ciclo de vida da metapopu-

lagdo. Como essas probabilidades condicionais sdo todas multinomiais & imediato obter

< TLE-H > = Z U,-jRjkEklnf. (39)
Jikd

Explicitando a dependéncia da matriz de transi¢io para a extingdo-recolonizacio em ter-

mos do niimero de demes do tipo k, a expressdo anterior torna-se

t
Ny

nf'” > = E UﬂR[k {nfcak + M
Lk -

(0 -oni-a-a)}. o

A partir desta equacdo estamos aptos a derivar imediatamente uma relagdo de recor-
réncia de campo médio para o nimero médio de demes do tipo i. Para isto, iremos supor

que a covariancia dada pela expressdo
Cov(n{,n;) =< nink > — < nf >< n; >, (3.11)

anula-se em qualquer tempo t e para qualquer par (4, j), inclusive i = j. Com esta hipétese

temos < nf >=n} e definindo < n{ >= 1}, obtemos a seguinte equagdo de recorréncia

t+1 Z

o

na aproximacio de campo médio, em que as flutuacdes de n; em torno de sua média sio

—a )t —(1- a,)]} (3.12)

desprezadas. Note que ¥;»/*' = ¥; v} de forma que essa soma permanece constante
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durante a evolugdo da metapopulacdo. Naturalmente, vamos escolher a configuragio

inicial tal que }; v] = M.

Apesar de termos admitido a nulidade da covaridncia para qualquer par (i, ), isto
claramente ndo pode ser correto para todos os pares. De fato, como o niimero de demes
M é finito, o vinculo };n; = M redunda na dependéncia estatistica das varidveis nf e
n§ para alguns pares. Entretanto, dependendo dos valores assumidos pelos parametros
de controle 7, u e M, ou a covariancia ou o seu coeficiente }°; Uy Rix(1 — a,) podem ser

pequenos o suficiente para justificar a aproximagio de campo médio, validando-a.

Os efeitos de populagdo finita podem ser melhor avaliados se consideradas as flutu-
acoes em torno dos valores médios das varidveis aleatérias n; (¢ =0,...,N). A variancia

(condicional) em n* para demes do tipo ¢ ap6s um ciclo de vida é definida como

Var(nft!) =< (nf*1)? > — < nit! 52 (3.13)

que apds algumas manipulagdes algébricas reduz-se a
Var(ni*') =3 Si[1 - Sulni, (3.14)
k

onde S;; = (URE);, representa o elemento de matriz do produto das trés matrizes que
determinam os eventos do ciclo de vida. A covariancia, Cov(n{, ng), jé frisamos, nos d4a
uma medida da independéncia das varidveis n{ e n}. Ela é estimada de uma expressdo

equivalente a Eq. (3.13) a qual nos remete a

Cov(ni™,nft') = =3 SuSjpxnk i #J. (3.15)
k

Estas grandezas podem ser prontamente calculadas dentro da aproximacdo de campo

médio substituindo nj por sua média v§.
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3.3 Discussao

Novamente, nosso interesse recai sobre a fragdo de individuos altruistas na metapopu-
lacdo no regime de estado estacionério p = % Y-:tY; em termos da freqiiéncia de demes
do tipo ¢,Y;. A variancia, o2, definida como

1
0.2______ i2Y-t—p2
r N2; i t

mede a dispersdo da variavel aleatoria p. Esta grandeza anula-se quando a metapopulacao
é homogénea, ou seja, todas as demes sio do mesmo tipo (Yy =1eY; = 0,i # k), e
encontra seu maximo, %, quando a metapopulacao é constituida apenas de demes altruistas
e nao-altruistas, ou seja, as duas classes opostas tém mesma freqiiéncia (Yo =Yy= %) .

Tal como definidas, p e 0,2,, sdo varidveis aleatérias e concentraremos nossa atencao
apenas em seus valores médios. Aqui, essas médias serdo representadas por < p > e
< 0; >, respectivamente. Em uma tnica simulagdo ou experimento, as grandezas de
interesse foram mediadas nas tltimas 100 geragdes, quando a populacio evoluiu até 2.103
geragdes, tempo suficiente para a dinamica alcancar o estado estacionario. Cumpre notar
que nenhuma diferenca qualitativa foi observada quando as populagoes evoluiram por mais
geracoes. As médias representadas por simbolos, resultam da simulagdo de um total de
2.10% experimentos independentes no estado estacionario, sendo a estas associadas uma
barra de erro medindo o desvio obtido em 50 conjuntos de experimentos, cada um dos
quais contendo 40 experimentos independentes.

Nossos primeiros resultados, Figs. (3.1) e (3.2), mostram a freqiiéncia média de altruis-
tas e sua varidncia média, respectivamente, como funcdo da taxa de mutagio u, quando
a desvantagem reprodutiva do tipo A em relagdo ao nao-altruista é de 0.9. Para melhor
apreciar os efeitos de tamanho finito, mostramos estas grandezas, < p > e < 012, >, para
dois valores significativos de M, o nimero de demes compondo a metapopulagéo, a saber,

M =10e M = 100.

Tal como obtido no caso deterministico, vemos na Fig. (3.1) que a caracteristica al-
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Figura 3.1: Freqiiéncia média de altruistas na populagao em funcdo da taxa de mutacio
paraT = 0.9, M = 10(A) e M = 100(Q). As linhas s6lidas e pontilhadas sio os resultados
de campo médio para M = 10 e M = 100, respectivamente. A linha estreita é < p >= u.

A barra de erro é omitida quando é menor que o tamanho do simbolo. Os parametros sio
. = N =10.
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Figura 3.2: Variancia média da freqgiiéncia de altrufstas como funcdo da taxa de mutacdo.
Os parametros e convengdes sio os mesmos da Fig. (3.1).

truista sempre dominard a metapopulacio na auséncia de mutacdo (u = 0). Todavia, &

necessario garantir a presenga de ao menos uma deme altruista no estado inicial da me-

tapopulagdo (n}, > 1) para obter este comportamento. No caso do estado inicial possuir

apenas demes nio-altruistas (nj = M), encontramos um ponto fixo instavel para o esta-

do estacionério da populagdo, < p >= u, que também pode ser verificado através das

equagdes de recorréncia de campo médio.

Como principal efeito da finitude de M nas simulagées, temos o aumento da insta-

bilidade do regime altruista sob o efeito da mutacao, uma vez que os pontos fixos para



3.3. DISCUSSAO 66

M = 10 obedecem a relagdo < p >= u j4 para pequenas taxas de muta¢do. Lembramos
que < p >= u corresponde a uma situacdo de dominio das demes ndo-altruistas, sendo
as mutacoes a tnica fonte de surgimento dos individuos altruistas. Observamos ainda
que para M = 100 este efeito &€ atenuado. Por outro lado, os resultados de campo médio
levam a um comportamento totalmente oposto, demonstrando uma falha completa desta

aproximacio na previsio do comportamento discutido acima.

A instabilidade do regime altruista para M pequeno é esperada, pois quanto menor
a metapopulagdo tanto maior serdo os efeitos estocésticos sobre a mesma. Estes efeitos
aumentam as chances de mutagoes deletérias (individuo passa de altruista a ndo-altruista)
diminuindo suas chances de sobrevivéncia e, conseqiientemente, o valor adaptativo médio
da populagdo. Caso o nimero total de demes nao fosse mantido fixo, mas dependesse
deste valor adaptativo, a existéncia destas mutagdes reduzindo o valor adaptativo médio
da populacao ocasionaria o fendmeno denominado “mutation meltdown” levando a rapida
extingdo de toda a populagdo [32, 33].

J& os resultados da aproximac¢do de campo médio mesmo para M = 10 mostram-se
muito bons quando u é pequeno, muito embora a concordincia entre teoria e simulagéo seja
mais dificil justamente quando a metapopulacao é pequena. Nestes casos a probabilidade
que as demes altruistas sejam perdidas sob forga de flutuacoes é extremamente grande
dando margem a um fenémeno conhecido por escape estocéstico que é a perda de demes
devido as flutuagoes inerentes aos processos estocasticos que tomam lugar na dinamica da
metapopulagdo [34, 35]. Estas perdas sdo praticamente irreversiveis pois a desvantagem
seletiva do tipo altruista é alta o suficiente para impedir a produgdo de novas demes

altrufstas.

Quando o tamanho da metapopulagéo é dez vezes maior, ou seja, M = 100, observamos
grande concordéncia entre os resultados das simulagées e da aproximagio de campo médio
para este tamanho de metapopulagdo; porém esta concordancia ndo se d4 para a regido
imediatamente ap6s 0 maximo da varidncia. Antes de chegar a esse maximo as demes

altruistas e ndo-altruistas dominam a populagao, contudo apos o méaximo da variancia
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o nimero de demes altruistas diminui abruptamente e os poucos individuos que ainda
compdem a populagdo sdo originarios quase que exclusivamente das mutacoes dentro das
demes nédo-altruistas, uma vez que a pressio de selecdo individual é extremamente forte.
De fato, com estas observacdes nada mais temos que < p >= u, obtido pela anilise
de ponto fixo e em franca concordincia também com os resultados de simulagdo. O
maéximo pronunciado que observamos em a;‘,’ indica a ocorréncia de um fenémeno similar
a transicdo de limiar de erro caracteristico do modelo de quase-espécies de Eigen para
evolugdo molecular [22] discutido previamente na versio deterministica deste modelo.
Cumpre notar que as similaridades entre o referido modelo e selecdo de grupo ja foram

explicitadas no capitulo anterior e também na Ref. [30].

Para exemplificar melhor a instabilidade causada pela finitude das demes quando
submetidas a forte selecdo individual, voltaremos agora nossa anilise para o caso em
que a selegdo é fraca. Através deste expediente nos sera possivel efetuar uma comparacio
direta do efeito do tamanho da metapopulagéo para, valores extremos da pressio de selecao

individual sobre o individuo altruista.

Nas Figs. (3.3) e (3.4) exibimos as mesmas grandezas, < p > e <o) >, quando a
desvantagem para o individuo que expressa a caracteristica altruista é 7 = 0.2. Nestas
figuras vemos que os efeitos devido & finitude de M sio pequenos uma vez que os resulta-
dos oriundos da aproximacio de campo médio e das simulagdes tém grande concordancia.
Sob baixa pressdo seletiva, o fenémeno de escape estocéstico anteriormente mencionado
J& ndo possui tanta importancia, pois novas demes altruistas podem ser geradas devido a
pequena desvantagem reprodutiva dos individuos altruistas. E importante frisar que os
resultados encontrados quando consideramos a populagio infinita, M — oo, sdo prati-
camente indistinguiveis daqueles obtidos para a aproximacao de campo médio no caso
M =100. As mudancas nos parametros que regulam a selecdo de grupo, i, e a quanti-
dade de individuos em cada deme, N, pouco alteram os resultados quantitativos para a
freqiiéncia de genes altruistas e em nada modificam os resultados qualitativos referentes

a dependéncia desta fregiiéncia com a taxa de mutacao.
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Figura 3.3: Mesmos parametros da Fig. (3.1) exeto que 7 = 0.2.
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Figura 3.4: Mesmos parametros da Fig. (3.2), mas 7 = 0.2.

Finalizando nossa anilise, vamos agora considerar uma medida mais direta das flu-
tuagdes causadas pela finitude de M. Para tanto, mostramos nas Figs. (3.5) e (3.6) as
varidncias das freqiiéncias de demes ndo-altruistas e altruistas, Var(Y;) e Var(Yy), res-
pectivamente, como funces da taxa de mutagio quando a desvantagem reprodutiva para
o altruista é 7 = 0.9. Destas figuras vemos que a aproximagcio de campo médio falha mais
uma vez em se tratando de descrever as flutuagdes de ambas as grandezas dentro da, regiao
de transicio entre os regimes altruista (< p >~ 1) e ndo-altruista (< p >= u), muito em-

bora ela descreva satisfatoriamente bem estas flutuagdes fora daquela regido. Apesar dos
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Figura 3.5: Variancia da freqiiéncia de demes ndo-altrufstas, Var(Y;), como funcio da
taxa de mutagdo para 7 = 0.9. A convencio é a mesma da Fig. (3.1).

picos da varidncia serem completamente sobrepostos pela aproximacao de campo médio
na Fig. (3.5), existe uma regido correspondente a esta regido de transicio onde ocorre uma

grande discrepancia entres esses resultados. Esta falha é mais pronunciada em Var(Yy)

mostrada na Fig. (3.6).

Por iltimo, apresentamos a variancia da freqiiéncia de demes altruistas em funcdo da
taxa de mutagio quando a desvantagem altruista é reduzida para 7 = (.2, exibida na
Fig. (3.7). Neste caso, a aproximacéo de campo médio fornece resultados bem préximos

daqueles obtidos por simulagdo, excegdo feita & altura dos picos da variancia, os quais sdo
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Figura 3.6: Variancia da freqgiiéncia de demes altruistas, Var(Yy), como fun¢io da taxa
de mutagdo para 7 = 0.9. A convencdo é a mesma da Fig. (3.1).



3.3. DISCUSSAO 72

0.03

Figura 3.7:. Mesmos parametros da Fig. (3.6), exceto que 7 = 0.2.

subestimados em relagdo 4 simulagdo. Os resultados anteriormente exibidos para Var(Yp)

(Fig. (3.5)) assemelham-se aos apresentados para Var(Yy) mostrados na Fig. (3.7).

A discordéancia observada entre simulacio e teoria em praticamente todos os resul-
tados se explica pelo fato de termos usado uma aproximacao que estima o tamanho das
flutuacdes, mas que baseia-se exatamente no anulamento dessas correlagbes. Apesar desta
divergéncia, foi igualmente observada uma boa concordancia entre as duas aproximacoes
mostrada especialmente na Fig. (3.5) quando a taxa de mutagio u esta fora da regido de

transi¢do. Como ¢ esperado, estas variancias tendem a zero quando o nimero de demes
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aumenta.

3.4 Conclusoes

Neste capitulo, estudamos um modelo de populacio finita estruturada em demes no
qual, diferentemente dos modelos basicos de selecio de grupo [7, 8, 29, 30] nos quais a re-
colonizacio das demes se d4 ap6s toda a metapopulagio passar pelo processo de exting¢ao,
as demes extintas passam agora a serem imediatamente recolonizadas por uma das sobre-
viventes. A atualizacio de toda a metapopulacdo, descrita pelo vetor n = (ng,...,nN)
cujas componentes n; = 0,1,..., M dao o niimero de demes com i altruistas na, metapo-
pulacdo de M demes, é realizada somente apés todas as demes terem passado por este
processo. Na equagdo (3.3) apresentamos a matriz de transicio associada ao evento de
extincdo-recolonizagdo das demes. A presente modificagio no modelo do capftulo anteri-
or tem como finalidade evitar a extingdo total da metapopulacio, facilmente alcancada
em situagbes onde as demes altruistas ndo fazem parte da composicio da metapopula-
¢do. Muito embora o algoritmo tenha sido visivelmente modificado pudemos recuperar
todos os resultados anteriormente obtidos no limite deterministico. Mesmo os resultados
obtidos com simulacio utilizando o procedimento de extin¢io-recolonizagio do capitulo
anterior puderam ser reproduzidos com o novo procedimento nos casos em que nao ocorreu
a extincdo global das demes no tempo maximo utilizado nas simulagoes, permitindo ao
sistema atingir um estado “meta-est4vel” (acreditamos que se continudssemos a simulacao

o evento de extingdo iria fatalmente ocorrer).

Como principais resultados obtidos neste capitulo podemos destacar:

(i) a finitude do nimero de demes M resultando no aumento da instabilidade do regime

altruista sob o efeito da mutagdo, conforme ilustrado na Fig. (3.1);

(ii) a boa concordéancia da teoria de campo médio com os resultados de simulacdo no
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caso em que a selegdo sobre o individuo altruista é fraca (isto é, 7 & préximo a 0),

conforme ilustrado na Fig. (3.3);

(iii) e a falha da teoria de campo médio na regido correspondente i transicio entre os

regimes altruista e ndo-altruista, como mostrado nas Figs. (3.5) e (3.6).

Com este capitulo finalizamos nosso estudo sobre sele¢do de grupo em sua concepgio
bésica, ou seja, aquela em que os grupos possuem uma probabilidade de extincdo e as
demes extintas sdo recolonizadas pelas sobreviventes. No capitulo seguinte estudaremos

uma aplicagdo destes conceitos a um problema de grande interesse atual.



Capitulo 4

Aplicacao em Evolucao Pré-biética

De acordo com o modelo bésico de selegdo, que usa o principio de sele¢do individual,
0s organismos variam em uma forma hereditaria, pois algumas variantes deixam mais des-
cendentes que outras e, em conseqiiéncia disto, suas caracteristicas dentro da populacgio
total serdo representadas numa freqgiiéncia maior na proxima geracdo. A moderna teoria
darwiniana é construida ao redor das forgas evolucionérias que operam dentro de popu-
lagbes locais, onde é normalmente suposta uma homogeneidade espacial na composicdo
genética das populagdes.

Uma das principais conseqiiéncias do conceito de selecdo individual é que, enquanto
um individuo aumenta sua “fitness” ou taxa reprodutiva relativa, os outros individuos na
populagio evoluem para a extingdo. Este conceito implica que a produtividade relativa
de um gen6tipo é sensivel apenas a outros genétipos dentro da populagio, ndo levando
em conta os efeitos da estrutura da populacio em si, os quais podem influenciar a produ-
tividade de individuos em certas populages locais (sub-populagdes) em relagio a outros
que pertencam a diferentes sub-populagées. Com o propésito de contornar este proble-
ma, entre outros, surge a idéia de mudar nio o conceito de selecdo individual, mas sim a
estrutura da populagdo na qual ela age, utilizando modelos nos quais a heterogeneidade
espacial prevalece ao longo do ciclo de vida da populagdo. Como j4 ressaltamos no Capi-

tulo 2, 0 modelo mais utilizado para promover a quebra de homogeneidade na composicio

7



76

genética da populagdo é o modelo de ilha proposto por Wright [19]. Neste modelo, uma
metapopulagio é composta por populagdes locais espacialmente isoladas, cada uma das
quais é homogenea e descrita pelo modelo basico de selegdo individual. Como j4 frisamos

anteriormente, este é o fundamento do modelo de selecdo de grupo diferenciada.

Considerando ndo apenas a estrutura da populagdo na qual a arena evolucioniria
toma lugar, mas também a homogeneidade com respeito 4 manifestagdo de caracterfsticas
em cada sub-populagdo, surge uma nova abordagem para modelos evolucionérios cujas
populacdes agora possuem demes estruturadas em grupos caracteristicos. A selecdo de
grupo caracteristico foi proposta por Wilson [10] com base em efeitos ecologicos pois,
segundo ele, os modelos de sele¢io ndo devem referir-se apenas 4 mistura de genes mas
também & manifestacdo de caracterfsticas. Estas caracteristicas possuem uma esfera de
influéncia tal que a proposi¢ao de homogeneidade é rigorosamente satisfeita e, além disso,
dizem respeito a 4rea dentro da qual cada individuo sente os efeitos da presenca de outros
individuos. A populagido dentro de tal area foi denominada grupo caracteristico para
dar énfase 4 dependéncia sobre caracteristicas particulares sendo manifestadas por seus

componentes.

Rapidamente estes conceitos foram absorvidos e de pronto geraram modelos evolu-
cionarios. Por exemplo, trazendo as idéias de selecao de grupo caracteristico para o
campo da evolucdo pré-biética, Michod [12] apresentou um modelo no qual a populagao &
estruturada em grupos caracterfsticos, tal como formulado por Wilson, e cuja motivacio,
entre outras, era explicar a origem do organismo celular ou proto-célula. Na se¢do seguinte
vamos discutir em detalhes esse modelo baseado no formalismo de demes estruturadas de
Wilson [10]. Esse estudo motivara a proposta de um modelo alternativo que leva em
conta explicitamente o processo de replicagio, de modo que a utilizagdo do formalismo
de demes estruturadas e, em particular, o conceito de fregiiéncia subjetiva ndo seja mais
necessario. Finalizando este capitulo, apresentaremos uma reformula¢do de um modelo
estocastico para evolucio de caracteristicas altruistas [13] proposto recentemente. Nossa

abordagem deste modelo utilizara a mesma formulagdo alternativa que propusemos para
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o modelo de Michod e considerara o limite deterministico. Ambos modelos discutidos tém
em comum o estudo da evolucdo de uma populagdo composta por dois tipos um dos quais

é denominado altruista.

4.1 O Modelo de Michod

No cenério da origem da vida amplamente aceito, a replicacio é tida como processo
fundamental a todos os sistemas que possam vir a ser capazes de sofrer selecio natural.
Provavelmente, em algum momento da histéria de nosso planeta, uma molécula (repli-
cador) originou-se com a propriedade de replicar a si propria, dando origem a estruturas
proto-celulares consideradas como o verdadeiro ponto de origem da vida.

Uma das teorias melhor aceita para a origem da vida propde a idéia de uma sopa pri-
mordial, supostamente ndo-homogénea, de macromoléculas inicialmente distribuidas em
fendas e misturadas de maneira eventual pelo vento ou chuva. Isto sugere que o encapsula-
mento das macromoléculas é necessério 3 fase proto-celular e leva a crer que inicialmente
havia uma mistura homogénea de replicadores cujo encapsulamento originou os proto-
organismos. Inspirado nestas idéias, Michod [12] propés um modelo no qual a variancia
da distribuicdo espacial associada 4 fase compreendida entre a mistura homogénea e o en-
capsulamento completo pode ser convenientemente descrita através do modelo de selecdo
de grupo caracteristico. Neste modelo a populagio ¢ estruturada em grupos (demes) que
eventualmente eclodem para logo em seguida os componentes da populagio serem nova-
mente agrupados em novos grupos, tal como as moléculas nas fendas. A Fig. (4.1) ilustra
a dinamica geral do modelo proposto por Wilson [10] e utilizado por Michod [12] em
seu estudo de evolu¢do proto-celular. A seguir vamos apresentar o formalismo de demes

estruturadas que leva & definigéo de freqgiiéncia média subjetiva de individuos.

4.1.1 Formalismo de Demes Estruturadas

Vamos supor que os individuos sejam distribuidos em (infinitas) sub-populacdes loca-
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Figura 4.1: Representacio do modelo de demes estruturadas. Inicialmente os individuos
reinem-se num reservatério dentro do qual o processo de reprodugio ocorre. Em seguida
estes sdo distribuidos em pequenas demes e, por fim, voltam a ser novamente reunidos.

lizadas (demes), cada uma delas contendo um niimero fixo N de individuos. Cada indivi-
duo pode ser ou altruista (A) ou nao-altruista (B). Podemos descrever a metapopulagio
através da freqiiéncia de demes contendo i individuos do tipo A, aqui representada por

Yicom:=0,1,...,N. Definamos a distribuicdo de probabilidade condicional P(i | 1) de

uma deme tipo ¢ = 0,..., N dado que um de seus membros é do tipo [ = A, B como
1Y;
P(i|A) = —— .
(i] A) Y, (4.1)
e
N —3)Y;
PG| B) = N =% (4.2)

LN -9y
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Por exemplo, P(i | A) d4 a probabilidade de que um individuo A esteja em uma deme

com ¢ individuos A.

Estamos agora preparados para definir as freqiiéncias médias subjetivas propostas
por Wilson e que representam o grande diferencial na abordagem de selecio de grupo
caracteristico. Estas sdo as freqiiéncias médias do tipo A experimentadas por um individuo
l = A, B, ou seja,

1 N
= NZZ’P(i 10). (4.3)
=0
E importante relacionar essa nova grandeza com a j4 conhecida fregiiéncia média de

altruistas na metapopulacdo p = 3 3; ¢Y;. Substituindo (4.1) e (4.2) na Eq. (4.3) obtemos

—A=ﬁ+0—p (4.4)
PB=pP— m—(i——p) (4.5)

onde 02 = ¥, i%Y;— (¥;i¥;)%. Note que, como a variincia é positiva, segue destas equacdes
que Ppp < P < Pa. Nesta formulagio a variincia é o ingrediente que contém a informacao a
respeito da estrutura da populagdo. Por exemplo, se todas as demes forem do mesmo tipo
(Yi =1 e Yy = 0) teremos o2 = 0 e as freqiiéncias subjetivas ignalam-se a fregiiéncia
total . Por outro lado, se Yy = Yy = 1/2 temos 02 = NTz e, conseqiientemente, 4 =1 e
pB = 0, como esperado.

Para melhor ilustrar esse conceito novo de freqiiéncia subjetiva vamos lancar mio de
um exemplo no qual estimaremos essas quantidades para a metapopulacido mostrada na
Fig. (4.2). Nestecasotemos Yy =Y;=0eY, =Y, =Y3 =Y, =1/4, para N = 5. A

freqiiéncia média total de individuos altruistas na populacdo é calculada como

5 ;.  08+02+04+0.6
p=Yy L - 28+02+04408 (4.6)
=0 N 4

Ja a freqiiéncia subjetiva pz é dada por
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Figura 4.2: Um exemplo da estimativa das freqiiéncias subjetivas de grupos caracteristicos.

Cada deme possui 5 individuos que podem ser altruistas (bolas azuis) ou egoistas (bolas
verdes).

122, Ti(g)Y
NYi¥,  xiY;

m:

_ 1(0.2) +2(0.4) + 3(0.6) + 4(0.8) _
= = =

0.6 (4.7)

que deve ser interpretada da seguinte forma: dos 10 individuos altruistas da metapopu-
lagdo exibida na Fig. (4.2), 1 individuo experimenta uma freqiiéncia de altruistas de 0.2

dentro de seu préprio grupo, 2 de 0.4, 3 de 0.6 e 4 de 0.8. Uma expressao similar pode

ser derivada para pg = 0.4.

O conceito de freqiiéncia subjetiva é o elemento chave na definicao do modelo de

evolugdo pré-bidtica proposto por Michod conforme veremos a seguir.



4.1. O MODELO DE MICHOD 81

4.1.2 Descricao do Modelo

Representemos por X4 e Xp as fracdes de replicadores (moléculas, no presente con-
texto) de dois diferentes tipos (A e B) em uma populagio infinita estruturada em demes
(fendas nas rochas). Vamos supor que o replicador A seja capaz de codificar e polimerizar
uma enzima que auxilie em sua replicacdo. O problema é que esta enzima nio possui es-
pecificidade e pode também catalizar a replicagdo do replicador B. Naturalmente, h4 um
custo para o replicador A produzir a enzima, enquanto que o replicador B obtém todos
os seus beneficios sem custo algum. Temos aqui exatamente o problema da manutencio

do caréter altruista discutido nos capitulos anteriores.

De acordo com a discuss@o acima, a concentragio de enzimas (catalizadores) depende
da concentragdo X4 e o efeito dessas enzimas sobre um replicador do tipo ! depende
da concentragdo de A experimentada pelo replicador I (I = A4, B). Consideremos que o
nimero total de replicadores em cada deme, N, & fixo e que as taxas de produtividade dos
replicadores A e B na auséncia de enzimas sdo 1—7, com 0 < 7 < 1, e 1, respectivamente.

Dai podemos escrever as seguintes equacdes de crescimento:

Xat+1)= f{/‘((tt)) 1 =7+ ka(Xalt)+ NZ—;&;;)] (4.8)
Xg(t+1) = )Iflf((tt)) 1+ kp(Xa(t) - NZZX_(:;)(t) l, (4.9)

onde
W(t) =1+ (kp — T)XA + (ka — kB)Xi + Xr_z(kA - kB) (4.10)

garante a normalizagdo X 4(t) + Xp(t) = 1 e as constantes k4 e kp estdo associadas
a especificidade da enzima para auxiliar na replicacio das moléculas A e B. O caso
considerado por Michod é k4 = kp = k. No caso da enzima ser especifica para o replicador

A devemos fazer kp = 0; naturalmente a situagdo de interesse € k4 > kg. Aqui a*(t) éa
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variancia da distribuigio de individuos altruistas nas demes e sua especificagio dependera
de hipéteses adicionais a serem discutidas na subsecio seguinte. Vamos a seguir analisar
o estado estaciondrio dessas equagdes, ou seja, X4(t+1) = X4(t) = X, e Xp(t +1) =
Xp(t) = Xp. Todavia, antes de passarmos a investigar o estado estacionério do modelo
de Michod, cumpre ressaltar que o mesmo foi originalmente tratado sob o formalismo de
equagbes diferenciais e apenas alguns resultados qualitativos foram obtidos. Nosso mérito
serd determinar no apenas os estados estacionarios da populacdo de replicadores, mas

também suas estabilidades e com este expediente obter o diagrama de fases do modelo.

4.1.3 Estado Estacion&rio

Como Xp(t) = 1 — X4(t) vamos considerar apenas a equagio para X4(t). A condigio

de estacionaridade aplicada na Eq. (4.8) nos remete a
Xa=0 (4.11)

ou

o? ks o?
(kp —ka—T7)Xa+ (ka — k) X3 + —1\72-(16,4 —kp)+1= -]-V%X—A (4.12)

para as equacgoes de ponto fixo.

No caso da metapopulacio ser homogénea temos 02 = 0 e a Eq. (4.12) fica escrita

como

T
ka—kp

(X4 —1)(X4— ) =0. (4.13)

A solucdo X4 = 7/(k4 —kp) é fisicamente aceitavel somente se a condicao kg > kg+7
for satisfeita. Como nesse regime temos trés pontos fixos para a equacao de recorréncia
(4.8) faz-se necesséria a anslise de suas estabilidades. A condigdo para um ponto fixo ser

estavel & simplesmente [36]

dXa(t+1)

90 (4.14)
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De fato, se considerarmos uma equagdo de recorréncia genérica dada por X4(t + 1) =
F(X4(t)), onde F é uma fungéo que transforma X 4(t) em seu valor na préxima geragio,
podemos identificar se um ponto fixo X4 é estavel quando iniciamos nossa dindmica de
um ponto X4 +¢€, com £ > 0, e a populagdo retorna ao ponto X4. Todavia, uma maneira
mais elegante de determinar a estabilidade de um ponto fixo é conseguida se expandirmos

F em torno do ponto X4, da seguinte forma

dF(X
F(Xa+e)=F(Xa)+e¢ (Xa) (4.15)
dX 4
para ¢ suficientemente pequeno. Se F/(X4) = X4, entdo a equacdo acima passa a
dF(X
F(Xa+e)=Xa+e ( A) (4.16)

dX 4
que serd mais préxima do ponto fixo X 4, se comparado a X 4+¢€, no caso em que % <
1. Disto segue que esta serad a condigdo capaz de garantir a estabilidade do ponto fixo X 4.
Como fizemos inicialmente X 4(t + 1) = F(X(t)) essa tGltima desigualdade nos remete

imediatamente a Eq. (4.14).

Daf verificamos facilmente que X4 = 0 é sempre estavel (desde que 7 > 0) e Xy, =1
& estavel somente se a condicdo k4 > kp + 7 for satisfeita. Ainda, o ponto fixo X4 =
T/(ka—kp) é sempre instavel. De fato esse ponto fixo instavel separa as bacias de atracio
de X4 =0 e X4 =1, ou seja, se a concentragdo inicial de altruistas na populagio X 4(0)
satisfaz & condigdo X4(0) > 7/(ka — kB), a dinadmica serd atraida para o ponto fixo
altruista (X4 = 1) e vice-versa.

Naturalmente, a condigio encontrada para a existéncia estavel dos individuos altruistas
nao é interessante pois k4 > kp + 7 de fato implica que a produtividade efetiva dos
altruistas € maior que a dos ndo-altruistas. Veremos a seguir se a estrutura da populacio
em grupos caracteristicos (02 # 0) pode levar a estabilidade dos altruistas sem que seja

necessario impor uma condigdo artificial como no caso de populagdo homogénea.

Na auséncia de informacdo especifica a hipétese mais razoével € supor que cada deme
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seja formada através da escolha aleatéria de N individuos em uma populacio infinita
onde os individuos altruistas aparecem na freqiiéncia X4 e os nio-altruistas aparecem na
freqiiéncia X . Neste caso temos uma distribui¢io binomial com 02 = NX 4Xp. Dai, a

condigdo de estacionaridade fica escrita como

X4=0 (4.17)

ou
T — ka/N

N e sy

]=0. (4.18)

Note que para N — o0, esse caso reduz-se ao anterior no qual a populacdo é homogénea.
Novamente, devemos estudar a estabilidade dos trés pontos fixos encontrados. Ao con-
trario do caso homogeneo, o ponto fixo X, = 0 é estavel apenas para k4/7 < N. J4
o ponto fixo X4 = 1 é est4vel para ’—‘;1 >1+(1- %)&f Para ’—‘f > N aparece uma
regido onde tanto X4 = 0 como X4 = 1 sdo inst4veis. Neste caso o ponto fixo estavel é o

intermediério

T kA/N

= T k=T

(4.19)

que corresponde 4 coexisténcia entre altruistas e ndo-altruistas. Por outro lado, na regido

1. kp k4

ha dois pontos fixos estaveis X4 = 0e X4 = 1, e suas bacias de atragdo sdo separadas pelo
ponto fixo instavel (4.19). Deve-se enfatizar que nessa regido nao ocorre coexisténcia entre
os diferentes tipos de individuos: apenas um dos tipos, A ou B, dominara a metapopulagio
inteira. O tipo dominante depender4 da concentragdo inicial X 4(0) ser maior ou menor
que 0 ponto fixo instével (4.19). Na figura (4.3) mostramos o diagrama de fases ilustrando

as regites em que os diversos pontos fixos sdo estaveis.

Conclufmos entdo que a estruturacio da populagao em grupos caracteristicos pode
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Figura 4.3: Diagrama de fases para o modelo de Michod. Na fase B apenas o ponto fixo
X4 = 0 & estavel, enquanto que na fase A apenas o ponto fixo X4 = 1 & estivel. Na fase A
ou B, aqueles dois pontos fixos sdo estaveis, mas apenas um dominaré a metapopulacao,
dependendo da escolha da condico inicial. Na fase C apenas o ponto fixo intermediario
(4.19) & estavel correspondendo 4 coexisténcia entre altruistas e ndo-altrufstas. A linha
tracejada é a diagonal k4 = kg e o tamanho das demes é N = 10.
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levar & estabilizagdo e dominio dos individuos altruistas mesmo no caso em que as enzimas
ndo possuam especificidade (k4 = kp). Para que isso ocorra basta que a produtividade
devida a replicagdo auxiliada pelas enzimas (k,) seja maior que o produto da penalidade
(custo) 7 pelo nimero de individuos na deme N.

Na Fig. (4.4) exibimos o estado estacionério da concentracio de moléculas ou repli-
cadores X 4 em funcio de k4 /7 para dois valores da concentragio inicial destes replicadores
dada por X4(0), a saber, 0.99 em (a) e 0.01 em (b). Podemos observar, por exemplo, que
nas curvas referentes ao valor de kg/T = 4 a regido na qual o ponto fixo X4 = 1 é al-
cancado depende da concentragio inicial destas moléculas, tal como indicado no diagrama
de fases pela regido A ou B. J4 a curva em vermelho, para o caso kp/T = 10, admite
sempre os mesmos pontos fixos para as mesmas regioes, sem qualquer dependéncia com as
concentracoes iniciais de X 4. Por fim, a curva azul exibe o estado estacionério referente
as regides B, C e A do diagrama de fases. Nesta curva para valores de k4/7 inferiores a 10
o ponto fixo X4 = 0 & estavel e o tipo B domina inteiramente a populagio. Em seguida
observamos a coexisténcia dos dois tipos e finalmente a fixagdo do tipo A. Vale ressaltar
que também neste caso nio existe qualquer dependéncia com as condi¢Ges iniciais; este
fato ja era esperado devido aos resultados apresentados no diagrama de fases da Fig.
(4.3).

A seguir vamos propor e estudar um modelo alternativo muito semelhante ao de Mi-
chod mas no qual a dinamica de replicacio é feita de forma explicita, sem a necessidade
de utilizar o formalismo de demes estruturadas e, em particular, o conceito de freqiiéncia,

subjetiva.

4.2 Modelo de Demes Temporarias

A principal deficiéncia do modelo de grupos caracteristicos é a falta de um procedi-
mento claro de replicagdo dos individuos ou moléculas. Por um lado, é claro que a taxa

de replicagdo de um individuo depende mesmo que indiretamente da composi¢ao da deme
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Figura 4.4: Concentragdo de replicadores X4 para o modelo de Michod no estado esta-
cionério em fungdo de k4 /T para trés valores de kp/T. Na parte (a) a concentracio inicial

de moléculas do tipo A é X,4(0) = 0.99, enquanto em (b) & X 4(0) =0.01. O tamanho da
deme é N = 10.
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ao qual pertence, uma vez que essa taxa & proporcional 3 freqiiéncia subjetiva média de
altruistas experimentada por aquele tipo de individuo. Por outro lado, o fator de norma-
lizagdo W (t) que aparece nas equagoes de recorréncia (4.8) e (4.9) é a taxa de replicacdo
média de toda a metapopulagao, de forma que o processo de reproducio envolve implicita-
mente uma competicao entre todos os individuos da metapopulagao e ndo apenas entre os
individuos pertencentes & mesma deme. Assim, esse modelo difere completamente daquele
estudado nos capitulos anteriores onde as demes eram subpopulagoes isoladas sob o ponto

de vista reprodutivo.

Entretanto, para fins de modelagem matematica podemos utilizar o mesmo formalismo
anterior, que usa explicitamente a freqiiéncia de demes de um dado tipo Y} a cada geracio
t, sem a necessidade de empregar o conceito de freqiiéncia média subjetiva. De fato, se
F4(3) [Fp()] é a taxa de replicagdo de um individuo altrufsta (egoista) pertencente a uma
deme do tipo 7 (isto é, contendo ¢ altruistas) entdo a freqgiiéncia global de altrufstas na

metapopulacao obedece & equacio de recorréncia

P = g 2 A0 (421)

i
com

W(t) = Z[z’FA (i) + (N — i) Fg(i)]Y:. (4.22)

Uma completa especificagdo do problema requer ainda a determinacio da dependéncia
das freqiiéncias de demes Y} com p;. A situagdo aqui é analoga 4 da se¢do anterior onde
era necessario especificar a variancia 0. No que segue vamos supor, como anteriormente,

que Y} seja dado por uma distribuicdo binomial, tal que

N .
Y= (pe) (1 =) (4.23)

Assim a populagéo ¢ estruturada em grupos com freqiiéncia Y} a partir de uma amostragem

aleatoria de individuos ou moléculas de um reservatorio infinito cuja freqiiéncia de tipos
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altruistas é p,.

A denominagdo de demes temporarias deve-se ao fato de que a cada geracao as demes
sdo destruidas liberando os individuos num reservat6rio comum e entdo reconstruidas no-
vamente cada qual com N diferentes individuos escolhidos aleatoriamente no reservatério.

A seguir vamos aplicar esse formalismo de demes temporarias para dois casos. O
primeiro, é o modelo de Michod, a fim de mostrarmos a equivaléncia das formulagoes; e

o segundo é um modelo para a evolugdo do altruismo proposto recentemente por Donato

[13].

4.2.1 Reformulacao do Modelo de Michod

Novamente a populagdo sera considerada infinita e composta por demes com um
nimero fixo de individuos (ou moléculas), N, sendo a mesma completamente descrita por
Y}, a freqiiéncia de demes com : individuos altruistas, onde i = 0,1,... N. A desvantagem
reprodutiva associada ao tipo A, também serad representada por T e a taxa reprodutiva
para o tipo B serd novamente tomada como igual a 1. A taxa de replicagao efetiva dos
individuos leva em conta também os efeitos do grupo ao qual pertencem, como descrito

nas equagcoes abaixo

i

FA(’i)=1—T+kAN

(4.24)

Fp(i) =1+ ks (4.25)

K
N
Como no modelo original k4 e kp sdo as especificidades da enzima produzida por A. Dai,

a freqiiéncia de tipos altruistas como definida na Eq. (4.21) é dada por

Peor = (1 = 7)p: + kapi + (1/N)kaps(1 — pe)
T T4 (ks — Tt + (ka — kp)[=pe(1 — pr) + P2}

(4.26)

Neste ponto é fundamental notar que a equagdo de recorréncia para a concentracio

de moléculas altruistas no modelo de Michod, Eq. (4.8), quando consideramos uma po-
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pula¢do ndo-homogénea tal que 62 = NX,4(1 — X4) pode ser escrita da seguinte forma

1

oL (4.27)

Xal6+1) = {ka(l = $)X50) + (1~ 7+ 24 x,4(0))

com W(t) = 1+ (ka — kp)(1 — 5)X3(t) + [24558 + kp — 71X 4(t), & qual nos remete a
equacdo de recorréncia Eq. (4.26) da presente modelagem apé6s algumas manipulacoes
algébricas, fazendo X 4(t) = p,. E interessante notar que existem diferencas visiveis entre
o modelo de Michod e sua reformulagéo ora apresentada usando a formulacio de demes
temporérias. Por exemplo, a reproducdo dos individuos ocorre dentro das demes neste
tltimo modelo, enquanto no de Michod ela acontece no reservatério como ilustrado pela
Fig. (4.1). Todavia, apesar destas diferencas ambas formulagées acabam por produzir os
mesmos resultados indicando que apesar de nio termos utilizado o artificio da variancia
para impor a heterogeneidade da populacdo e a freqiiéncia média subjetiva para levar
em conta os efeitos de catalizacio da enzima, como o faz Michod, ainda assim pudemos

reproduzir seus efeitos.

4.2.2 Modelo de Donato

O préximo modelo a ser investigado usando o formalismo de demes temporarias é
o modelo de Roberta Donato [13] que teve sua motivacdo no problema ecolégico da
manutencao de caracteristicas altruistas observadas principalmente em grupos de animais
sociais. Neste trabalho foi apresentado um estudo numérico de um modelo estocéstico para
a evolu¢do e manutencio destas caracteristicas numa populagdo estruturada em demes
cujo tamanho é varidvel. A populagdo é composta de grupos habitados por individuos
altruistas e ndo-altruistas que se reproduzem assexuadamente. Nossa versido deste modelo
utiliza a formulacdo de demes temporarias para investigar a evolucdo de caracteristicas

altruistas numa populacdo infinita na qual o tamanho das demes é considerado fixo.
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[ [i<#]  _izs# |
Fy |1-7 1 (1-7)/1-¢)
Fg 1 1/(1 -¢)

Tabela 4.1: Valores seletivos do modelo. As linhas determinam os tipos de individu-
os enquanto as colunas estabelecem o valor seletivo dos tipos; estes dependem de uma
quantidade critica i* de altruistas.

Descrigdo do Modelo

Consideraremos uma populacéo infinita de individuos dividida em demes de tamanho
fixo N, cada uma das quais é povoada por dois tipos A (altruistas) e B (ndo-altrufstas).
Novamente, toda a populagio é descrita pela freqiiéncia de demes Y; habitadas por i al-
trufstas, com ¢ = 0,1,... N. Vamos também associar ao individuo altrufsta uma desvan-
tagem reprodutiva 7. Ainda, todos os individuos que pertencerem a demes com um
nmimero maior ou igual a 3* de altruistas, terdo suas taxas reprodutivas multiplicadas por
um fator 1/(1—c), com ¢ € [0,1). Com este expediente os grupos com uma quantidade de
altruistas abaixo de i*sofrerdo uma contra selecdo em nivel de grupo, pois terdo suas taxas
reprodutivas inferiores a grupos que possuam no minimo aquela quantidade de altruistas.
A Tabela 4.1 resume as definicdes apresentadas para o valor seletivo dos individuos.

O ciclo de vida da populagio compreende os eventos de reproducédo dos individuos e
eclosdo dos grupos no reservatério. Ap6s estes eventos, novamente a populagio é separada
em demes. As geragdes ndo se superpdem e cada ciclo de vida corresponde a uma geracio
que é associada a um tempo discreto £. Na seqiiéncia apresentaremos a equacio de

recorréncia para a freqiiéncia de individuos do tipo A considerando estes eventos.

Equagado de Recorréncia

Toda a populagdio passa pelos eventos de eclosio das demes, no qual os individuos
que compdem as mesmas passam a pertencer a um fnico reservatorio e, posteriormente,
0s novos individuos sdo distribuidos em novas demes. No evento referente a reproducio,

teremos que as taxas reprodutivas dos dois individuos A ¢ B dependerdo da composicio
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da deme a qual pertencem tal como descrito na Tab. 4.1. Dai, as taxas reprodutivas

médias da populagdo total e dos individuos do tipo A podem ser escritas como

- t -7V -3 t(l )z (N_i)
WT_gy (1-7)i+N ]+§Y[( — (l—c)] (4.28)
= iil Yi1-7)i+ Z Yt(1 c)) (4.29)

respectivamente. A varidvel de interesse é a fracio de individuos altruistas em toda a

populagéo no estado estacionério (¢ — ©0) definida para qualquer tempo ¢ por

1 .
Apbs o processo de selecdo e posterior eclosdo dos grupos num reservatério iremos
considerar que os individuos ocupario as demes de acordo com uma distribuicdo binomial
(4.23). Entédo, faz-se necessério desenvolver as expressdes dadas nas equagdes (4.28) e

(4.29), as quais nos levam a

Wh= 12 N~ 7m0 + lriovp - Sa-Na-yrb e

=i =it

para a taxa reprodutiva total e

wh = (i'—Z—) {Npt + c(fj iy - Npt)} (4.32)

1- i=i*

para a taxa reprodutiva da populacio de individuos do tipo A. Dai a equacdo de recor-

. 3 . - rs t ’» 3
réncia para a freqiiéncia dos tipos altrufstas p;,, = vg‘;} é escrita como
T

(1 _ T)[Npt + ( i=i* Y Npt)]
N(l - Tpt) + C[T(Npt z-.u: ZYt) N(l - z—z"‘ Yt)]

Pey1 = (4.33)

onde a freqiiéncia de demes do tipo i é dada na Eq. (4.23). Na proxima seciio apresentare-

mos alguns dos resultados obtidos iterando a equagdo acima.
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Diagrama de Fases

Vamos agora reescrever a equagao de recorréncia acima como pyy1 = g(p;) e definir
uma nova fun¢io dada por f(p;) = p; — 9(p:), cujas raizes sdo, naturalmente, os pontos
fixos da Eq. (4.33). A condicdo de estabilidade dos pontos fixos d—’f“;‘tﬂ < 1 torna-se
entao % > 0. Assim podemos entender o comportamento estacionario da equagdo de
recorréncia (4.33) observando a dependéncia de f(p) com p € [0, 1]. As raizes de f(p) =0
sdo os pontos fixos cujas estabilidades estao relacionadas com o sinal da derivada de f
na raiz correspondente. A figura (4.5) mostra o comportamento de f(p) para diversas

escolhas dos parametros externos. As seguintes observagées sio fundamentais para a

compreensao do comportamento da fregiiéncia de altrufstas p* no estado estacionério:

(i) p* = 0 e p* = 1 sdo sempre pontos fixos. Além deles pode haver mais um ou dois

pontos fixos adicionais, dependendo dos parimetros externos;

(ii) o ponto fixo p* = 1 é sempre instavel, exceto para i* = N quando torna-se estéavel

para ¢ > T;
(iii) o ponto fixo p* = 0 é sempre estavel para i* > 1;

(iv) para i* = 1 o ponto fixo p* = 0 torna-se inst4vel para ¢ > 7. Justamente em c =7
surge um outro ponto fixo (estavel) que cresce continuamente a partir de zero com

o aumento de c;

(v) para i* > 1, o ponto fixo “altruista” (p* > 0) estavel aparece de forma descontinua
(isto &, ja surge com um valor nao-nulo). O anulamento simultaneo de f e de sua

primeira derivada % dao a condi¢do analitica em que esse ponto fixo aparece.

(vi) para i* = 0, o parametro ¢ desaparece da equagdo de recorréncia (4.33) e, conse-

qiientemente, f torna-se independente de c.
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Figura 4.5: Funcdo f contra a freqiiéncia de tipos altruistas p. Os pontos fixos corres-
pondem as raizes da funcio e sua estabilidade é determinada pela condigio % > 0. Os
parametros encontram-se indicados na figura.
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Com essas observacdes podemos desenhar os diagramas de fase do modelo ilustrando
as regides onde os diferentes pontos fixos sdo estaveis (ver figura (4.6)). Note que a fase
(C) caracterizada pelo ponto fixo 0 < p* < 1 corresponde & coexisténcia de individuos
altruistas e ndo-altruistas, o que também é observado no modelo de Michod. A notagio
(B) — (C) indica que dependendo da condigio inicial o estado estacion4rio alcancado sera
caracterizado pelo ponto fixo p* = 0 (B) ou pelo ponto fixo 0 < p* < 1 (C). Nos casos
apresentados a fase (A) nio ocorre pois o ponto fixo p* = 1 é sempre instavel.

Na Fig. (4.7) exibimos o estado estacionario da concentragao de altruistas p* em funcéo
de c considerando dois valores de p(0). O valor minimo de altrufstas numa deme, acima
do qual todos os individuos do grupo tém sua taxa reprodutiva aumentada de acordo com
a Tab. 4.1, é i* = 10 e o tamanho da deme é N = 20. Para baixa concentracio inicial
de altruistas, mostrada na parte (a), a evolugio leva ao ponto fixo p* = 0 para qualquer
valor de ¢ < 1, de acordo com o comentério anterior de que esse ponto fixo é sempre
estével para i* > 1. J4 para alta concentracdo inicial (b) a evolucdo pode levar ao ponto
fixo 0 < p* < 1 correspondente & coexisténcia entre altruistas e nao-altrufstas, se o ponto

(c,T) estiver na fase (B) — (C).
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Figura 4.6: Diagrama de fases para o modelo de Donato no plano (¢, 7) para N = 20. A
descrigao das diferentes fases encontra-se no texto. Os valores de i* estdo indicados na

figura.
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Figura 4.7: Concentracdo de altruistas para o modelo de Donato no estado estacionério
em funcdo da taxa de selecdo interdémica c e para a quantidade critica de altruistas
* = 10. Na parte (a) a concentragdo de altruistas é p(0) = 0.01 e na parte (b) & 0.99. Os
valores de T encontram-se indicados na figura. O tamanho das demes é N = 20.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese apresentamos um estudo analitico e numérico de modelos que utilizam
selecdo de grupo como mecanismo capaz de manter na populagdo uma espécie que tenha
algum tipo de desvantagem em relagao a outras presentes na populacao, mas cuja presenca
confere algum tipo de beneficio a todos os elementos da populacao ou, mais corretamente,
do grupo ao qual a espécie pertence. A espécie (ou individuo) em desvantagem neste caso
é entdao denominada altruista. A seguir vamos descrever sucintamente nossos resultados
principais.

No Capitulo 2 investigamos um modelo de selegdo de grupo baseado na formulagao de
tempo discreto do modelo classico de Levin [37] proposto por Acki [7]. O principal foco de
nossa anélise foi o efeito da mutacdo sobre a evolugdo e estabilidade das demes (grupos)
altrufstas submetidas a selecdo de grupo. Cumpre ressaltar que a mutacao ainda nio
havia sido considerada na analise de modelos anteriores que sio variantes deste modelo

[6, 7, 9]. Nesta linha, vérios resultados interessantes foram obtidos:

(i) o efeito desastroso causado por taxas pequenas de mutacio sobre as demes altruistas
produzidas unicamente por deriva genética (Fig. (2.4)), ou seja, sem a pressio de

selecdo de grupo;

(ii) a redugdo dramaética deste efeito deletério quando a pressio de sele¢io de grupo

agindo via extingdo diferenciada e recolonizagao ¢ levada em conta (Fig. (2.8));
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(ii) e o aparecimento de uma taxa de mutagéo critica u*, quando a desvantagem repro-
dutiva do individuo altruista é préxima ao seu valor maximo (7 = 1), na qual a

freqiiéncia de demes altruistas quase anula-se (Fig. (2.10)).

Além disso, a formulacdo da dindmica deterministica usando as matrizes de transicio
R;;, Uij e M;; que dao as probabilidades que uma deme com j altruistas mude para uma
deme com ¢ altruistas devido a reprodugio, mutagio e migracdo, respectivamente, facilita
a comparagao entre selecdo de grupo e modelos de evolugdo molecular. Em particular,
esta formulagao deterministica d4 alguns indicios de como a coexisténcia de diferentes
quase-espécies pode ser conseguida: duas pressoes seletivas opostas favorecendo diferentes
classes de moléculas devem ser introduzidas no modelo. De fato, é interessante observar
que o balanco entre duas reagdes quimicas antagdnicas, denominadas autocatélise e hete-
rocatalise, forma a base dos hiperciclos, um modelo que permite a coexisténcia de varias
moléculas auto-replicadoras [38].

No Capitulo 3, uma generalizacdo da formulacio das matrizes de transicdo, usada
para implementar a dinadmica deterministica do capitulo anterior, & proposta a fim de
investigarmos os efeitos estocésticos devido ao nimero finito de demes. Para isso foi
necessario modificar a implementacdo padrdo do mecanismo de selecio de grupo, que
considera primeiro a extingio das demes e entdo a recolonizagio das demes extintas pelas
sobreviventes [7, 9, 30, 37|, associando-se imediatamente uma deme recolonizante a ca-
da deme extinta. A reposi¢io das demes extintas é feita simultaneamente para todas as
demes seguindo uma prescricio estocastica. Este procedimento de extingdo-recolonizacio
tem o mérito de evitar a extingdo global da populacdo, que ocorreria fatalmente caso
o procedimento fosse 0 mesmo das implementacoes dos modelos citados anteriormente.
Apesar desta modificagdo, verificamos que o procedimento adotado produz resultados
qualitativamente similares aqueles obtidos com o procedimento padrio no caso em que
a metapopulagio sobrevive i extingdo global tempo suficiente para alcancar um esta-

do meta-estavel. Podemos destacar como principais resultados obtidos nesta formulagdo

estocéstica a existéncia de um estado estacionario na auséncia de mutagdes no qual o indi-
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viduo altruista domina totalmente a populagdo, garantida a presenca de demes altruistas
no estado inicial, e o aumento da instabilidade do estado altruista devido a mutacoes

quando o niimero de demes M diminui.

No Capitulo 4 estudamos um modelo para a evolugdo da produgao de enzimas proposto
por Michod [12] utilizando o formalismo de selegéo de grupo caracteristico de Wilson [10].
Propusemos uma nova formulagdo matematica para abordar esse tipo de selecio de grupo
com a qual pudemos recuperar os resultados do modelo de Michod e ainda reformular um
modelo alternativo para a evolugdo de caracteristicas altruistas proposto recentemente por
Donato [13]. Usando esta nova formulagdo obtivemos diagramas de fases que descrevem
completamente os possiveis estados estacionarios de ambos os modelos. Em particular,
encontramos fases caracterizadas pela coexisténcia entre altruistas e ndo-altruistas, o que
nao ocorre na selecao de grupo com extingéo diferenciada, pelo menos no caso de replicagio

Sem erros.

A partir destes estudos sobre sele¢do de grupo, novas questdes e aplicacdes podem ser
investigadas. Uma aplicagao importante é no estudo de sistemas parasita-hospedeiro. Por
exemplo, é um fato bem conhecido na literatura [14, 39] que alguns parasitas apresentam
um balanco entre suas taxas de reproducio e de transmissdo a novos hospedeiros, ao invés
de simplesmente maximizarem suas viruléncias, como predito pela teoria de selegdo indivi-
dual. Conceitos como altruismo e selegdo de grupo tém sido entdo usados para explicar

os mecanismos de co-evolucdo de parasitas e hospedeiros.

O exemplo mais tradicional da aplicacdo de selecio de grupo a sistemas parasita-
hospedeiro ¢ provavelmente a evolucdo do virus myzoma, colocado na Australia com o
objetivo de controlar a populacdo de coelhos, para um estado intermedirio de viruléncia
(ver capitulo 9 da referéncia [40] para maiores detalhes). Uma explicacio plausivel deste
estado de viruléncia intermediério é a seguinte [14]: se por um lado a selecio individual
dentro do grupo (isto &, os parasitas dentro de um tnico hospedeiro) favorece parasitas com
altas taxas de reproducéo, por outro lado a selecio de grupo favorece parasitas com taxas

de reprodugéo mais baixas, pois todo o grupo de parasitas pode morrer (isto &, ser extinto)
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se o hospedeiro morrer. Portanto, é necessario que o parasita diminua sua viruléncia para
valores intermediérios, possibilitando assim ndo apenas a sua persisténcia como também
a dos hospedeiros que contaminam. Cumpre notar que algumas evidéncias [41] indicam
que a selecdo de grupo é capaz de regular a viruléncia de viroses de RNA. Estas viroses
consistem de populagdes de heterogeneidade genética extremamente alta, denominadas
quase-espécies [22], e essa regulagem ocorreria em oposi¢do a um aumento ilimitado na

viruléncia oriunda da otimizacdo competitiva promovida pela sele¢do individual.

Em termos especificos do modelo estudado nos Capitulos 2 e 3 podemos dizer que,
na formulagdo de sistemas parasita-hospedeiro, os hospedeiros serdo associados as demes
enquanto os parasitas correspondem aos individuos que habitam as mesmas. E razoavel
supor que os parasitas com as maiores taxas de reproducido sejam os mais virulentos,
uma vez que estes consomem mais rapidamente os recursos do hospedeiro. Consegiien-
temente, a taxa de extingdo (morte) de um hospedeiro devido a viruléncia dependera da
composicao de seus parasitas. Daf, o papel dos individuos altruistas serd o mesmo dos
parasitas menos virulentos que, por terem uma taxa reprodutiva baixa, conferem uma
maior probabilidade de sobrevivéncia ao hospedeiro que habitam. A migragdo de indivi-
duos entre os grupos corresponde ao mecanismo de transmissao horizontal dos parasitas
entre hospedeiros, enquanto a recolonizacao de demes extintas corresponde a transmissao
vertical (isto é, transmissdo do parasita de pai para filho). E interessante notar que um
resultado bastante conhecido é que, numa populagdo de hospedeiros assexuados, parasitas
apenas com transmissao vertical ndo conseguem persistir se o hospedeiro infectado sofrer
algum tipo de custo em sua “fitness” [42]. Este é um resultado reconhecidamente obtido
por Eshel [8] no contexto de selecio de grupo, muito embora nenhuma referéncia a este
autor tenha sido feita na literatura especializada de sistemas parasita-hospedeiro. Com-
plementando esse resultado classico encontramos que para um determinado intervalo de
mutagao os parasitas apenas com transmissao vertical quase dominam a populagao, o que
evidencia a importancia da mutagdo na evolucdo da viruléncia. Esta dominéncia torna-se

ainda mais pronunciada quando a populagao de hospedeiros M decresce.
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Por fim, ainda no contexto do estudo de sistemas parasita-hospedeiro, modelos cléssi-
cos de selecdo de grupo originalmente empregados para estudar a evolugao da dispersao
[15] podem ser adequados & investigacdo da evolucdo da transmissibilidade de parasitas
numa populagdo de hospedeiros. O estudo da evolucao da dispersdo teve sua motivacao
nas diferencas observadas na habilidade de dispersdo das espécies. Ao considerar estas
diferencas podemos concluir que aquelas espécies cujos filhos dispersam mais acabam
por serem fatalmente extintas, por isso tais espécies sdo contra selecionadas. Todavia,
a extincdo pode ser contra balanceada pela fundagao de novas populagbes ou mesmo a
expansdo das ji existentes. Dai, se a selecao individual dentro dos grupos favorece pais
cujos filhos ndo dispersam, a selegio de grupo entre populagoes favorecerad aqueles com
maior dispersdo. Em particular, o estado estacionario da metapopulacio (o conjunto de
hospedeiros) depende fortemente da maneira como o mecanismo de transmissio horizon-
tal, neste caso a capacidade de dispersdo, é associado & viruléncia dos parasitas [43]. Neste
sentido acreditamos que os elementos tedricos de selegdo de grupo aplicados a evolucao
da dispersao podem vir a ser tteis & compreensao da evolugido da transmissibilidade dos
parasitas. O estudo detalhado de modelos de selecao de grupo aplicados & dindmica de
sistemas parasita-hospedeiro serd abordado futuramente, sendo a continuacao natural do

trabalho de pesquisa apresentado nesta tese.
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