UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
INSTITUTO DE FiSICA DE SA0 CARLOS

DEPARTAMENTO DE FiSICA E INFORMATICA

O Ion D~ Bidimensional na Presenca de um
Campo Magnético pelo Método Adiabatico
Hiperesférico

o

Antonio Sérgio dos Santos  USP/IFSC/SB]

Lo k) LTI

8-2-001456

Tese apresentada ao Instituto de Fisica de
Sao Carlos, Universidade de Sdo Paulo, para
obtengdo do Titulo de Doutor em Ciéncias:
Fisica Bdsica

ORIENTADOR: Prof. Dr. Jean-Jacques G. S. De Groote
CO-ORIENTADOR: Prof. Dr. Lidério Citrdangulo Ioriatti Jr.

SA0O CARLOS

2002

¢ DE DIBLIOTECA

-~ SERV! R
‘FSG“{EGP ° INFOIATAD



Santos, Anfonio Sérgio dos

“O ion D~ bidimensional na presenga de um campo magnético pelo método
adiabatico hiperesférico”/ Antonio Sérgio dos Santos - Sio Carlos, 2002

Tese (Doutorado) - Instituto de Fisica de Sao Carlos da Universidade de Sao Paulo,
2002 - paginas: 69 "

Area: Fisica Basica

Dr. Jean-Jacques Georges Soares De Groote

1. Hiperesférico, 2. Semicondutores, 3. Bidimensional

1. Titulo




DE SAO PAULO Av. Trabalhador S&o-carlense, 400
Caixa Postal 369
13560-970 - Sd0 Carlos - SP - Brasil

“‘“\> ) [[ESE versoaoe

Instituto de Fisica de Sao Carlos

MEMBROS DA COMISSAO JULGADORA DA TESE DE DOUTORADO DE
ANTONIO SERGIO DOS SANTOS, APRESENTADA AO INSTITUTO DE
FISICA DE SAO CARLOS, UNIVERSIDADE DE SAO PAULO, EM 17-06-
2002.

COMISSAO JULGADORA:

Prof. Dr. Fernando Jorge da Paixédo Filho - UNICAMP

QMWW £ 80500 Sinaian do, Qﬂﬁ A

Prof. Dr. Albérico Borges Ferreira da Silva - IQSC-USP

Prof. Dr. Z

Prof. Dr. Lee Mu Tao - UFSCar

USP - Educacdo para o Brasil



E conhecereis a verdade, e a verdade vos libertard.

Jo. 8:32

Disse-lthe Jesus: Eu sou o caminho, e a verdade e a vida;
ninguém vem ao Pai, sendo por mim.

Jo. 14:6



A meus pais Renato e Zoaraide, a minha
avé Joana, a minha esposa Siomara e a
minha filha Maria Julia.



Agradecimentos

A DEUS, o SENHOR JESUS, por me sustentar e dar vida.

Gostaria de agradecer as pessoas que direta ou indiretamente me ajudaram na realiza-
¢do desse trabalho:

Ao Prof. Jean-Jacques De Groote pela orientacdio e amizade, desde os tempos do
mestrado.

Ao Prof. Lidério Ioriatti pela idéia do trabalho e pelas discussdes fisicas do problema.

Aos amigos: Luis Roberto Ramos (pela amizade desde a graduagdo ¢ pela ajuda
nos momentos importantes), José¢ Paulo D’Incdo (pelas valiosas discussdes a respeito do
método hiperesférico e outras mais), Marcelinho, Acicio, Rafael, Serginho (Muniz).

Aos funciondrios da biblioteca do IFSC: Ana Mara (pela amizade), Betania, Sibely,
Neusa e todos mais.

Ao corpo docente do IFSC que com seu trabalho, e nosso, nos formou.

Aos membros da banca examinadora, pelas observagdes e sugestdes valiosas a respeito

do trabalho.

Este trabalho teve o apoio financeiro do
CNPqg e CAPES.



Sumario

Resumo 1

Abstract

1 Introducio

1.1
1.2

Heteroestruturas Semicondutoras

......................

Olon D™ em Semicondutores . . . . . . . v v vt i e e e e e e e

© o w W N

....................

2 O Método Adiabatico Hiperesférico para o Sistema

D-

2.1
2.2

Bidimensional 14
A Equacdo de Schrédinger para o Sistema D~ em Duas Dimensdes . . . 14
Equagao de Schrodinger nas Coordenadas

Hiperesféricas

2.2.1 A Separacdo Adiabitica

3 A Soluciao da Equacio Angular Bidimensional:Curvas

de Potencial e Funcoes de Canal 23
3.1 A Equag3o Angular para o Sistema D~ em Duas Dimensdes . . . . . . 23
32 ASolugio Angularpara R=0 ... .. ... ... .. .. ........ 25
33 ASolugio Angularpara R =00 . . . . . . . . .. .. . . 26
3.4 As Condi¢des de Contorno para a Fungio de Onda Angular . . . . . . . . 28
3.5 A Expansioem Sériesde Poténcias . . . ... ... ... ........ 29



4 A Equacao Radial: Energias de Ligacao
4.1 A Equagio Radial com Campo Magnético

.................

4.1.1 A Solucdo na Origem

........................

4.1.2 A Solugio Assintética

.......................

5 Resultados: Curvas de Potencial e Energias

5.1 Andlise Numérica

..............................

5.2 Energias de Ligacdo

.............................

5.3 Energias de Ligacdo no Campo Magnético . . . . . .. ... ... ....
¢ Conclusoes e Perspectivas

Referéncias Bibliograficas

Apéndice I: A Interacao Elétron-Elétron

Apéndice II: As Funcoes de Canal para R =0em z

Apéndice III: O Ion D~ Quasi-Bidimensional

1

34
34
36
37

41
41
45
50

57
59
62
65
67



Lista de Figuras

1.1

5.1

5.2

5.3

54

55

5.6

5.7

5.8

Poco de potencial em uma heteroestrutura semicondutora.

...........

Curvas de potencial 4 = 1 e p = 2 do sistema D~ para M = 0. A curva mais
baixa (1 = 1) converge para o limiar de ionizagdo do H (N=1) em (2D). Ela
comporta somente um estado ligado E = —4.4816Ry. A segunda curva (p = 2)
ndo tem estados ligados. . . . . . . . .. L .00 e e e e
Curva de potencial (u=1, M =0) calculada para Jme;=10,12,14,16€18. O
valor do minimo da curva aumenta com Jygg. . - - . o o o o o o o0 oL
Convergéncia da primeira curva de potencial para M =0 em relagdo a N.. O
minimo é abaixado conforme N.aumenta. . . . . . . . . . . . .. .. ...

Acoplamento ndo adiabdtico diagonal Q1,(R) para p = 1. A inclusdo desse

acoplamento determina o limite superior Ey a4 para a energia do estado funda-
mental. . . . . . .. e e e e e e e e e e e e e e e e
Funcdo de onda radial do estado fundamental. O tamanho do sistema é da ordem
delan.=a}~1036AparaoGaAs. . . ... ... .. ... .......
Curvas de potencial mais baixas (1 = 1) para M =0 e M = 1. Para momento
angular total M = 0 hd somente um estado ligado enquanto que para M =1 a
curva tem um comportamento anti-ligante, ndo havendo estados ligados. . . . .
O efeito do termo de potencial parabdlico devido ao campo magnético é adi-
cionado a curva mais baixa (p = 1) paraM =0. . . . . .. .. . ... ...
O efeito do termo de potencial parabdlico devido ao campo magnético é adi-

cionado & curva mais baixa (u = 1) para M = 1. A curva deixa de ser anti-

ligante devido ao campo.

...........................

iil

49

50



5.9 As energias do estado fundamenial M = 0 e do primeiro estado excitado para
M =1 em funcdo do campo magnético. . . . . . . . . .. ... ... ..

5.10 Energia de ligacdo do D~ no campo magnético. A curva suave s@o os valores
H A A para o sistema estritamente bidimensional, os pontos sdo os valores varia-
cionais da referéncia [12] enquanto que a curva pontilhada sdo os valores ex-
perimentais para largura de poco L = 100 A. Essas energias s@o as transicoes
(D™ = n = 0) do estado fundamental M = 0 para o primeiro nivel de Landau.

Para o GaAs, B=16.717 (T) e Ry* = 5.8 meV

................

5.11 A energia de transicGo M = 0 — M = 1 em funcdo do campo magnético.

iv



Lista de Tabelas

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

Convergéncia do minimo da primeira curva de potencial (M = 0) em relagdo
ao niimero de componentes angulares N, e termos de acoplamento da interagdo
elétron-elétron Jopaz. . - -« -« o o 0 e e e e i e e e e e e e e e e e
Convergéncia da energia do estado fundamental na aproximacdo EU AA (Ry),
emrelacGo d Jpaz € Ne. o« o o o o oL Lo e e s
Convergéncia da energia do estado fundamental para o ion D~. O resultado
variacional da Ref. [8] é usado como comparagdo. . . . . . . . . ... ...
Convergéncia da energia (HAA) do estado fundamental M = 0, em funcdo do
campo magnético, comparada com o resultado variacional da referéncia [12],
em Rydbergs (Ry). . . . . . . @ i i i i e e e e e e e e e
Convergéncia da energia (HAA) do primeiro estado excitado para M =1, em
fungd@o do campo magnético, em (Ry). Os resultados sdo comparados com o
resultado variacional da referéncia [12]. . . . . . . . . . ... ... ...

Energia de ligacdo de um elétron para o D™ em fungdo do campo magnético. Os

valores hiperesféricos sdo comparados com os resultados variacionais de Larsen

[12] para o sistema 2D e com os valores experimentais da referéncia [2] para

um pogo de largura L = 100 A. As energias sdo dadas emmeV. . . . . . . ..
Comportamento das energias do estado fundamental e do primeiro estado exci-

tado do D™, bem como da energia de transi¢cdo, em fungdo do campo magnético.

43

56



Resumo

O método adiabdtico hiperesférico (HAA) € usado para a determinagdo das energias €
fun¢des de onda dos estados ligados de um ion negativamente carregado (D~), na
presenca de um campo magnético, em semicondutores. Experimentalmente, a energia
de ligagdo desse sistema é medida com o fon confinado em pogos de potencial, ou seja,
o sistema ¢ quasi-bidimensional, mas, nessc trabalho é usada a aproximagdo tedrica na
qual o sistema € considerado como sendo estritamente bidimensional. Usando uma
varidvel angular hiperesférica modificada, curvas de potencial sdo obtidas analiticamente,
permitindo um célculo preciso dos niveis de energia deste sistema. O método permite a
determinacdo de um limite superior e um inferior para as energias, cujos valores t€m sido
obtidos por um procedimento ndo-adiabdtico. Os resultados t€m precisdo compardvel aos

resultados variacionais encontrados na literatura.



Abstract

The adiabatic hyperspherical approach (HAA) is used to determine the energies and
wave functions of the bound states of a negatively charged ion (D™), in the presence of
a magnetic field, in semiconductors. Experimentally, the bound energy of this system
is measured with the ion confined in quantum wells, or either, the system is quasi-two
dimensional, but, in this work is used the theoretical approach in wich the system is
considered as being strictly two dimensional. Using a modified hyperspherical angular
variable, potential curves are analitically obtained, allowing an accurate calculation of the
energy levels of this system. The method allows to the determination of an upper and
lower limit for the energies, whose values have been gotten by a nonadiabatic procedure.

The results has comparable accuracy to the variational results found in literature.



Capitulo 1

Introducio

1.1 Heteroestruturas Semicondutoras

Atualmente, camadas alternadas de materiais semicondutores diferentes podem ser
crescidas em laboratério pela técnica de MBE ("molecular-beam epitaxy”). Fornos con-
tendo elementos diferentes, como Al, As e Ga evaporam esses elementos para temperatu-
ras diferentes. A abertura ¢ o fechamento desses fornos (o tempo de abertura e fechamento
é bem menor que 1s) € controlada e, assim, consegue-se que camadas de semicondutores
sejam crescidas sobre um substrato (normalmente um semicondutor) € que as interfaces
sejam abruptas. A miquina de MBE ¢ calibrada de forma que a taxa de crescimento dessas
camadas seja conhecida (cerca de uma camada monoatdmica por segundo), sendo assim
possivel o controle do nimero e da largura das camadas. Esses sistemas formam uma
estrutura periddica unidimensional chamada superrede ou heteroestrutura.

Uma das heteroestruturas semicondutoras mais amplamente estudadas € a
GaAs/Gay_, Al As, consistindo de camadas alternadas de GaAs e GaAlAs, com larguras
variando de 20—400 A. Com a variagio da concentragio = de Al no Ga,_Al, As, o "gap"
entre as bandas de valéncia e de condugdo deste semicondutor pode ser feito considera-
velmente maior que o do GaAs. Isso produz descontinuidades nas bandas de valéncia e

de condugdo na interface entre os dois semicondutores. Um elétron na banda de condugio
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do Gads "verd" uma barreira de potencial na jungido e um elétron na banda de condugdo
do Ga;_ Al As "verd" um pogo de potencial na jung@o. Isto leva a formac@o de barreiras
de potencial no GaAlAs e pocos quanticos no GaAs, onde elétrons e buracos podem ser
confinados.

Essas heteroestruturas podem ser dopadas com planos de impurezas, como por exem-
plo, com Si (tetravalente). Se o silicio substituir um 4tomo de As (pentavalente), dard
origem a um nivel aceitador ¢ se substituir um 4dtomo de Ga (trivalente), um elétron
ficard ligado ao S%, dando origem a um nivel doador. Dopando o semicondutor com uma
concentragdo baixa de impurezas (da ordem de 10'°/cm?) ndo h4, praticamente, acopla-
mento entre elas. A posi¢do do plano de impurezas € perfeitamente controlada dentro da
heteroestrutura e elas se distribuem aleatoriamente.

Para uma impureza doadora no centro de um pogo de potencial no GaAs/GaAlAs, a
energia de ligagdo € maior que para um doador no volume ("bulk"). No pogo, devido ao
confinamento pelo potencial externo, a energia de ligacdo aumenta. Para uma impureza
doadora hidrogendide, a energia de ligacdo é 1Ry* no "bulk” e 4 Ry* em duas dimensdes
(2D), com o Rydberg efetivo dado por Ry* = 13,6m*/e?, sendo m* a massa efetiva do
elétron na banda de conducéo ¢ € a constante dielétrica do material semicondutor.

Quando energeticamente favordvel, um elétron pode se desligar de uma impureza
doadora e ser ligado por uma impureza neutra, formando um ion negativamente carregado,
conhecido como o fon D~ .

Para um fon D~ em um pogo de potencial, com o eixo z sendo considerado na direcéo
de confinamento, no plano z — y os elétrons sdo confinados ao nicleo devido, somente, a
intera¢do coulombiana. Na dire¢do z, além da interacdo coulombiana, os elétrons terdo

a influéncia do potencial de confinamento V(z) , e serdo mantidos préximos ao centro
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atrativo pelas paredes do pogo de potencial. Na auséncia do centro atrativo, a fungio de
onda do sistema € separdvel em (z,y) e z . Ela pode ser expandida na base completa for-
mada pelos autoestados do pogo de potencial, x,(z;). Com a presenga do éentro atrativo,
os vdrios autoestados do pogo sdo acoplados pelo potencial de Coulomb. Esses acopla-
mentos sd0 pequenos e, na aproximacio quasi-bidimensional, eles sdo desprezados.

Para valores normalmente usados da concentracdo = de Al e da largura L do pocgo, a

altura da barreira, Vj, € muito maior que a energia de ligagdo do sistema (Fig.1.1).

L E; =224 meV

Vi

' E; =56 meV

~L/2 0 L/2 o

Ga(Al)As GaAs Ga(Al)As

Figura 1.1: Pogo de potencial em uma heteroestrutura semicondutora.
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Para um poco de largura L = 100 A no GaAs/Ga,_,Al,As, a altura da barreira
¢ da ordem de 300 meV, para z = 30%. A energia de ligagdo do D~ € da ordem de
3 meV e, assim, o potencial de confinamento pode ser considerado infinito. Neste caso,
0 espagamento entre os niveis de energia do poco ¢ bem maior que a energia de ligagdo
do sistema (a separagio entre os dois primeiros niveis do poco € da ordem de 200 meV/,
para largura de pogo L = 100 A). Assim, a interacdo de Coulomb ndo acopla os outros
autoestados do pogo ¢ a fungdo de onda total € separdvel. Quanto menor a largura do
poco, melhor torna-se a separagio, sendo que no limite bidimensional (L — 0) a fungdio
de onda em z corresponderd ao primeiro autoestado do pogo, xi(z1, 22), como visto na

aproximac@o quasi-bidimensional, dada no Apéndice III.
1.2 O Ion D~ em Semicondutores

Na primeira metade da década passada, considerdvel trabalho experimental [1-8] e
tedrico [9-24] foi feito enfocando os efeitos do confinamento de impurezas doadoras em
estruturas quasi-bidimensionais, como pogos quénticos de GaAs/GaAlAs. Neste sis-
tema, uma impureza doadora hidrogenéide pode ligar dois elétrons indistinguiveis, for-
mando o fon D~. Tal fon € andlogo, em estado sélido, ao fon H~ em fisica atOmica.
Este € o sistema de muitos elétrons mais simples onde a correlagio elétron-elétron € im-
portante, visto que um elétron blinda a carga positiva da impureza ao outro € assim, a
repulsdo elétron-elétron torna-se relevante em relagdo a interag@o elétron-impureza.

Linhas espectrais referentes a fotoionizacdo do D~ sdo observadas no espectro
de semicondutores ("bulk") [1] e em heteroestruturas semicondutoras, como pogos
quanticos [2, 3]. Os fons D~ podem ser criados em semicondutores de gap direto por exci-

tagdo Optica continua [4]. Diferentemente do "bulk", em heteroestruturas semicondutoras,

m
-5
L4
£
-
1
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tais como em pogos quanticos, os fons D~ podem ser criados e podem existir por lon-
gos perfodos de tempo, mesmo na auséncia de excitagdes opticas [3]. A identificagdo
experimental do sistema D~ em pogos quénticos foi feita por Huant, Najda e Etienne [2]
em 1990 através da andlise do espectro magnético-6tico de heteroestruturas. Amostras de
GaAs/GaAlAs foram dopadas com impurezas (silicio) em planos localizados no centro
do pogo de GaAs ¢ na barreira de GaAlAs. Observaram que doadores positivamente
ionizados sdo encontrados na barreira, onde a energia de ligagdo € menor, enquanto que os
fons D~ sdo encontrados no pogo, onde elétrons excedentes, provenientes dos doadores
positivamente ionizados, ligam-se aos fons D° presentes no pogo.

Na auséncia de um campo magnético, hd somente um estado ligado [5] para o D™,
como no H-. O confinamento quéntico € a presenca de um campo magnético na
dire¢do de confinamento aumentam drasticamente a energia de liga¢8o do sistema. O
campo magnético confina o movimento dos elétrons em um plano perpendicular ao
campo. Como em semicondutores as energias de ligacdo s@o pequenas, o sistema torna-se
mais estdvel com a presenga do campo e, em principio, € possivel a existéncia de infinitos
estados ligados. Além disso, campos magnéticos em semicondutores sdo equivalentes,
por um fator de 10%, 3 campos muito altos no vacuo, tornando possivel o estudo de fons
negativamente carregados para altos campos magnéticos.

Na literatura existem cdlculos tedricos para as energias dos estados ligados do D~ em
pocos quanticos. Em 1983, Phelps e Bajaj [8] fizeram o primeiro cédlculo da energia do
estado fundamental do fon D~ em um semicondutor bidimensional (o limite bidimensional
pode ser definido como um pog¢o quantico de profundidade infinita e largura L — 0), sem
campo magnético. Usando o método variacional, calcularam uma energia de —4.48 Ry*.

Sendo assim, a energia de ligacdo (a energia requerida para remover um dos dois elétrons
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do D~ para o infinito) é de 0.48 Ry*. Esta energia é cerca de 12% da energia do estado
fundamental do hidrogénio em duas dimensoes [9], a qual é —4.0Ry*.

Pang e Louie [10] calcularam a energia do estado fundamental do D~ em pogos quin-
ticos, em um campo magnético, usando o método variacional-estatistico de Monte Carlo
(DQMC). O valor da energia para alguns valores do campo foi obtida, estando em razodvel
concorddncia com os valores experimentais de Huant, Najda ¢ Etienne {2]. Em 1992,
Larsen ¢ McCann [11] encontraram que para o fon D~ em duas dimensdes, no limite de
campo magnético infinito, existem somente quatro estados ligados: o estado fundamental
(spin singleto) e o tripleto (spin tripleto). Também em um trabalho de 1992, Larsen ¢
McCann [12], usando o método variacional, calcularam a energia do estado fundamental
M = 0 e do singleto M = 1 do D, em duas dimensdes, em funcdo do campo magné-
tico. Para o estado fundamental e campo nulo, a energia de ligacdo 0.478 Ry* ¢ muito
proxima do resultado de Phelps € Bajaj [8]. Efeitos de ndo parabolicidade da banda e
corre¢Oes de polaron foram calculados por Dzyubenko et al[13] e Shi et al[14]. Ener-
gias de transi¢@o para 0 D~ em pogos parabdlicos, na presenca de um campo magnético
foram calculadas por Blinowski et al[15], com a funcdo variacional formada por uma
combinacdo linear de gaussianas, o que permite a obtencio de resultados analiticos. Re-
centemente, um resultado analitico para a energia de ligagdo do D~ em pogos quénticos,
no limite de campo magnético forte, foi obtido por Monozon [16]. Também recentemente,
o método hiperesférico foi aplicado ao sistema D~ bidimensional, sem campo magnético,
por Ruan et al {17, 18] onde foi calculada a energia do estado fundamental e de um estado
excitado. Com campo magnético, as energias do estado fundamental e estados excitados

foram obtidas, recentemente, por Wang et al [19].



CAPITULO 1. INTRODUCAO 9

Neste trabalho [20], o método adiabético hiperesférico (HAA) é aplicado ao célculo
das energias dos estados ligados do fon D~ em duas dimensdes (2D), na presenga de um
campo magnético uniforme. Em contraste com a Ref. [17], na qual a equagéo hiperesférica
foi diagonalizada na base dos harmdnicos hiperesféricos, ¢ com a Ref. [18], o sistema de
equagdes hiperesféricas € resolvido com o uso de uma varidvel angular diferente [30],

permitindo a obtencdo de fung¢bes de onda analiticas.
1.3 O Método Adiabatico Hiperesférico

Como no tradicional método adiabdtico de Born-Oppenheimmer, o método adiabdtico
hiperesférico (HAA) € baseado na determinagdo de curvas de potencial, semelhantes a
potenciais moleculares. Essas curvas sdo potenciais para as equagdes radiais e delas sdo
determinadas ndo somente a energia do estado fundamental mas também a de estados
excitados.

O método (HAA) foi originalmente elaborado, por Macek [25], para descrever os
estados autoionizantes do dtomo de hélio. Desde a observagio desses estados no espectro
de absor¢do do He, ficou estabelecido que o modelo de particulas independentes € inade-
quado a sua descri¢do, pois em um estado ressonante os elétrons estdo distantes do niicleo
e, assim, a correlac@o eletrOnica passa a ser dominante no sistema. Os estados autoioni-
zantes sdo estados ressonantes no continuo mas podem ser calculados, com boa precisdo,
como estados ligados nas curvas de potencial excitadas. A correlagio entre os elétrons
acopla esses estados ¢ eles decaem.

Uma das caracterfsticas fundamentais do método € que ele consiste em um procedi-
mento ab-initio. Sendo assim, em principio o método ¢ analitico e aproximagoes numéri-

cas sdo introduzidas em ultima andlise. As fungdes de onda s3o precisas € podem ser



CAPITULO 1. INTRODUCAO 10

utilizadas para a determinacgfo de propriedades do sistema com grande precisdo.

Baseado na expansdo adiabdtica da fun¢io de onda hiperesférica, 0 método permite a
obtengdo de um limite superior € um inferior para as energias de estados ligados, con-
vergindo para o valor exato da energia. Inicialmente, a equac@o de Schrodinger para
o sistema de dois elétrons € escrita nas coordenadas hiperesféricas, as quais consistem
nas coordenadas angulares hiperesféricas dos elétrons, denotadas (em 2D) pelo conjunto
Q = {o,0;,6,}, ¢ na coordenada radial R = (r; + r5)'/2. A equagio de Schrodinger
¢ quasi-separdvel nessas coordenadas, apresentando termos puramente radiais e termos
angulares com uma dependéncia linear em K. Em relacdo ao movimento dos elétrons
em redor do nicleo, descrito pelas varidveis angulares, o hiperraio R varia lentamente e,
portanto, pode ser considerado uma varidvel adiabética. Esse fato sugere uma separac@o
parcial da funcdo de onda hiperesférica. Assim, expandindo a fung@o de onda hiperesféri-
ca em uma base completa (formada pelas fungdes de canal {®,(R;2)}), substituindo a
expansdo na equagdo de Schrodinger hiperesférica e usando a ortonormalidade da base,
sdo obtidos um sistema acoplado de equacdes diferenciais para R € uma equacio de au-
tovalores para a parte angular (operador angular), a qual depende linearmente de R. A
equagdo de autovalores para o operador angular € resolvida, para cada valor de R, pela im-
posi¢do das condigdes de contorno resultantes da simetria da fung@o de onda total devida
ao principio de exclusdo de Pauli. As autofungGes sio as fungdes de canal @,(R;2) e os
autovalores sdo fungdes de R, as chamadas curvas de potencial U,(R). Posteriormente,
o sistema de equagdes radiais acopladas para as curvas de potencial e acoplamentos ndo-
adiabdticos € resolvido, sendo assim obtidas as energias dos estados ligados e fungdes de

onda radiais.

O método hiperesférico trata o sistema de forma coletiva, sem referéncia a fungdes de
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onda das particulas individuais. Uma vez que a fungdo de onda hiperesférica estd associada
ao conjunto dos elétrons, a correlagdio estd incluida nessas fungdes. A correlagdo estd
contida no operador angular e assim as curvas de potencial e fun¢des de canal contém os
aspectos fisicos fundamentais do sistema.

Diferentemente da solu¢do direta, uma das formas utilizadas para a solu¢do da equagdo
angular hiperesférica € a diagonalizacio na base dos harmonicos hiperesféricos, que sdo
as solucdes dessa equacdo para B = (. Esta solugdo € inadequada, pois a convergéncia
¢ muito lenta, requerendo um grande esforgco computacional. Isto € esperado, pois os
harmoénicos hiperesféricos ndo sdo adequados a descrigio do sistema para E grande, onde
domina o comportamento do sistema ionizado.

O método (HAA) tem sido aplicado a sistemas atomicos de trés corpos onde a corre-
lagdo ¢ importante, tais como o dtomo de hélio (estados ligados e ressonantes [24-35],
fotoionizagdo [37]), o fon H~ (estado fundamental [27, 28] e estados ressonantes [29],
espalhamento [27, 28]) e também a sistemas como excitons ligados a impurezas doadoras
em semicondutores, onde as massas efetivas do elétron e do buraco variam, dependendo
do material semicondutor [31, 38, 39].

A introducdo do método hiperesférico (HAA) ao estudo de sistemas bidimensionais
tem sido motivada pelos bons resultados obtidos para sistemas tridimensionais fortemente
correlacionados [25, 39]. Neste trabalho, o método adiabdtico hiperesférico (HAA) é
aplicado ao cdlculo preciso das energias dos estados ligados do fon D~ em duas dimen-
soes (2D), na presenca de um campo magnético uniforme e estdtico, perpendicular ao
plano no qual os elétrons estdo confinados. Em contraste com a Ref. [17], na qual a
equagdo hiperesférica foi diagonalizada na base dos harménicos hiperesféricos, € com a

Ref. [18], o sistema de equagdes hiperesféricas é resolvido com o uso de uma varidvel
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angular diferente [30]. A introdugfio desta varidvel permite a solu¢do analitica das
equagdes angulares acopladas pela aplicagdo do método de Frobenius. Fungdes de onda
angulares sdo obtidas como séries de poténcias rapidamente convergentes. Como resul-
tado, sdo obtidas curvas de potencial precisas, o que € uma pré-condi¢do para a determi-
nacdo precisa das energias e fungdes de onda radiais. Além disso, para se obter resultados
mais precisos , os acoplamentos ndo-adiabdticos sdo introduzidos na solu¢do do sistema
de equagdes radiais. As energias do estado fundamental M = 0 e do primeiro estado exci-
tado para M = 1, bem como a energia de transi¢do, sdo obtidas em funcio da intensidade
do campo magnético. Os resultados tem precisdo compardvel aos melhores resultados
variacionais encontrados na literatura {8, 12]. Os resultados obtidos para o sistema D~
bidimensional mostram que o método (HAA) também & preciso para sistemas (2D), com
uma precisdo equivalente a obtida para sistemas semelhantes em trés dimensdes. Além
disso, como as fungdes de onda sdo exatas, propriedades do sistema, como as forcas de
oscilador, podem ser calculadas de forma adequada.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2 a equagdo de Schrodin-
ger para 0 fon D~ em duas dimensdes, na presenca de um campo magnético, é escrita nas
coordenadas hiperesféricas. A separagdo adiabdtica € estabelecida, resultando em uma
equacdo de autovalores para a parte angular € em um conjunto de equagdes diferenciais
radiais acopladas para as curvas de potencial. As vdrias aproximagdes para as energias dos
estados ligados sdo estabelecidas, conforme o teorema das desigualdades basicas [40, 41].

No Capitulo 3 a equagio de autovalores para o operador angular € resolvida analiti-
camente, tanto para R = 0 ¢ R — oo, onde as fungdes de onda angulares e os valores
das curvas de potencial sdo bem estabelecidos, bem como para todo valor de R, onde uma

expansdo em séries de poténcias € usada. As condi¢des de contorno para a func¢io de onda
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total, devido ao principio de exclusdo de Pauli, sdo estabelecidas. As curvas de potencial
sdo numericamente obtidas pela aplicagdo dessas condi¢des de contorno para a relagido de
recorréncia da série.

No Capitulo 4, as energias e¢ as fungdes radiais sdo obtidas pela resolu¢do do
conjunto de equagdes diferenciais radiais acopladas. Esse sistema de equagdes ¢
resolvido numericamente, utilizando os acoplamentos ndo adiabdticos e as curvas de
potencial calculadas previamente. A fungdo radial F,(R) € obtida analiticamente nos
limites R — 0 e R — oo para campo nulo, bem como a solu¢io assintética com campo
magnético. Essas expressdes analiticas sdo usadas como condic¢des iniciais para a propa-
gacdo numérica das solugdes até um valor de R,q¢cn, Onde condiges de continuidade
sdo impostas para a funcdo radial € sua derivada, obtendo assim as energias dos estados
ligados e as fun¢des de onda radiais.

No Capitulo 5 sdo mostrados os resultados dos célculos da energia do estado funda-
mental do fon D~ em duas dimensdes, sem campo magnético € das energias do estado fun-
damental e do primeiro estado excitado na presenga de um campo magnético. Para se ter
um controle do efeito dos truncamentos sobre os valores numéricos , inicialmente € feita
uma andlise numérica da convergéncia dos resultados em fung¢do das varias expansdes que
sdo usadas ao longo do procedimento adiabdtico hiperesférico. Também sdo mostradas as
curvas de potencial, com o potencial parabolico devido ao campo magnético adicionado,
para momento angular total M = 0 e M = 1, bem como a energia de transi¢do entre esses
estados em fun¢do do campo magnético. Também, a energia de ligacdo de um elétron
€ comparada com o resultado experimental para o sistema confinado em um po¢o de
potencial de largura L, dando uma estimativa da variacdo da energia de ligagdo do

sistema bidimensional em relagdo ao quasi-bidimensional.



Capitulo 2

O Método Adiabatico Hiperesférico para o Sistema D~
Bidimensional

2.1 A Equacao de Schrodinger para o Sistema D~ em
Duas Dimensoes

Em um semicondutor, na aproximacio da massa efetiva, com a impureza sendo
considerada o centro de massa do sistema, o Hamiltoniano para o sistema atdmico de
trés corpos constituido por dois elétrons de carga —e, ligados pelo potencial coulombiano
de uma impureza doadora de carga +Ze e na presenca de um campo magnético uniforme

B orientado na dire¢do do eixo Z é:

. h? h? Zer  Ze? e?
H=- i — v - -
2m* ' 2m* 2 ET1 ET2 + £ IFl — FQI +
eB /. . e2B? .,
+R (Lzl + ng) -+ W (’!’1 + 7‘2) (21)

onde 7] € T3 sd0 0s vetores posi¢io dos elétrons em relagdo a impureza, |7 — 72| a distdncia
entre os dois elétrons, m* a massa efetiva do elétron e Z o mimero atdmico da impureza.
O potencial coulombiano € blindado pela constante dielétrica estdtica € do meio semicon-
dutor. O campo magnético tem intensidade B, c € a velocidade da luz e I:zi, comiz=1,2,¢

o operador momento angular do i-ésimo elétron, o qual estd orientado na dire¢do do eixo 2.

14
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No Hamiltoniano H, além das energias cinética e de interagdo coulombiana dos
elétrons, hd um termo linear de interagdo com o campo magnético, o qual é proporcional
a0 momento angular total L, = szl + me € um termo quadrdtico com o campo, o qual
depende somente das coordenadas radiais dos elétrons.

O fato de um elétron em um semicondutor experimentar um potencial peridico, dife-
rentemente do vdcuo, estd incluso no uso de uma massa efetiva m*, ao invés da massa do
elétron livre, m. A massa efetiva do elétron € considerada como sendo isotrépica.

A parte do Hamiltoniano devida a interacdo do spin total eletronico com o campo

magnético, g*-‘i]—g— G, é exatamente separdvel na equagdo de Schodinger, visto que o

2me~*
operador de spin total S, comuta com o restante do Hamiltoniano, H. Seus autovalores
sdo E, e assim, a energia total é dada por £ r+ = E + E,. Neste trabalho sdo consi-
derados somente estados de spin singleto, isto €, fungdes de onda de spin antissimétricas,
correspondendo a S, = 0.

Para o fon D™, o qual tem numero atémico Z =1, com os elétrons confinados a
moverem-se em duas dimensdes, no plano perpendicular a0 campo magnético uniforme,
a equagdo de Schrodinger H U(7,7) = B ¥(F, ) , independente do tempo e nio-
relativistica é:

—VQ—V2—2—2—+—2—~+7124 +7—2(r2+r2)—2E U(7,7) =0
1 2 T Ty |'F1—7—"2| z 4 1 2 1,72 )

(2.2)

onde v € um parametro adimensional que envolve o campo, como definido adiante.

Para tornar adimensionais as unidades de comprimento e energia, as distincias sdo

2
medidas em unidades de aj = 7r6z§e2 , 0 raio de Bohr efetivo, e as energias sdo medidas

2 *
em unidades de Ry* = ?'SE’ = 7—?2-( 13,6) eV, o Rydberg efetivo. As unidades atdmicas
0
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(a.u.) sdo usadas, onde h = e = m* = € = 1, com a massa efetiva m* dada em termos da
massa do elétron livre m .
Devido a simetria cilindrica do sistema, o Laplaciano € escrito em coordenadas polares,

sendo dado como:

# 108 L2
V?=—2+——-———-‘;—’, (2.3)
or{ r;0r; i
A 2
com o operador momento angular azimutal dado por Lz‘, =— 360 ,t =12,

Considerando a intensidade do campo magnético externo, trés regimes podem ser
definidos para o sistema de dois elétrons no campo: primeiramente, para campo magnético
fraco, os termos que envolvem o campo () sdo bem menores que a interagdo de Coulomb
total (Hoout > Hmag). Assim, a interagdo com o campo magnético pode ser tratada
como uma perturbagdo, dando origem ao conhecido efeito Zeeman. No limite de altos
campos magnéticos, os termos de campo sdo bem maiores que a interacdo coulombiana
(Hoow <K Hypag). Nesse limite os elétrons sdo livres € movem-se no campo magnético
uniforme com energias discretas dadas pelos niveis de Landau. Entre esses dois limites, hd
o intervalo para valores de campo em que a interagdo de Coulomb é da mesma ordem que
a interagdo com 0 campo magnético (Heow ~ Hpmgg). Para comparacdo dessas interagdes,

um parametro adimensional que envolve o campo € definido:

"~ 2Ry

v

o qual € a razdo da energia do campo magnético pelo Rydberg efetivo ¢ w, z—;;—@c éa
frequéncia ciclotronica. Assim, para -y ~ 1 as intera¢des terdo a mesma intensidade.

Nota-se dessa defini¢do que v também € a energia do primeiro nivel de Landau para

um elétron, em unidades de Ry*.

Nesse trabalho, as energias do sistema s3o calculadas em um intervalo de campo dado

por 0.0 <v<4.0.
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2.2 Equacao de Schrodinger nas Coordenadas
Hiperesféricas

No método hiperesférico, ao invés das coordenadas esféricas 71 e ™ dos elétrons, as
distancias relativas dos elétrons ao nucleo sdo dadas em termos das coordenadas hiperes-

féricas Re a:

1 = R sena 2.4
79 = Rcosa (2.5)
Com a inversdo das relacdes anteriores, as coordenadas hiperesféricas sdo definidas
como:
R=r2+rl (2.6)
T
a = arctan (—1) , 2.7
T2
onde R € o raio hiperesférico, definido no intervalo:
0<R<> ,

e a € o angulo hiperesférico, definido no intervalo:

0<a<

N}

O uso de coordenadas hiperesféricas na resolugdo da equagdo de Schrodinger para
sistemas de trés corpos € adequado. Nessas coordenadas, a equagdo de Schrédinger é
aproximadamente separdvel em uma parte radial, a qual envolve somente uma coordenada
radial R, ¢ em uma parte angular 2 = {«, 6,,6,}, a qual depende da coordenada radial
parametricamente. Além disso, as coordenadas hiperesféricas sdo coordenadas coletivas,

sendo adequadas ao tratamento da correlagdo elétron-¢létron.
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Nas coordenadas hiperesféricas a equagdo de Schridinger (Eq.2.2) fica:

0 30 URY
9R? " ROR Rz 4

R?+2Ep| ¥(R,Q) =0, (2.8)

onde o operador angular U (R; Q) € definido como:

5 8?2 8 L2 L2 2R 2R
UR;Q) = (—aag—k(cotga—tana) A 2+

da  seno? cosa? | sena + cosa

2R
V1 — sen2acos(8, — 0;)

2.9)

Desde que o operador de momento angular total comuta com o hamiltoniano, a con-
tribui¢do para a energia do termo linear em +y é exatamente separdvel na equagdo (Eq.2.2)
e o operador de momento angular total L, pode ser previamente diagonalizado. Assim, a

energia foi redefinida como:

_ M

EB'__ 27

M| =0,1,2,..., (2.10)

onde M = m,; + my € 0 momento angular azimutal total dos elétrons, em unidades de A.

O termo quadrdtico em v € um potencial de oscilador harménico. Ele ndo tem depen-
déncia angular, assim somente contribui para a parte radial da equacdo hiperesférica.
Esta é uma das vantagens da aplicacdo de coordenadas hiperesféricas ao problema de
trés corpos na presenga de um campo magnético, visto que a dependéncia com o campo
na equagdo hiperesférica (Eq.2.8) €, naturalmente, somente na coordenada radial R.

A normalizac¢do da fun¢do de onda total hiperesférica é dada por:
/[111 (R, Q)|* R*senax cosa dR dS2 = 1. (2.11)

Através da seguinte renormalizagdo,

R—3/2

(senacosa)
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ela € escrita na forma candnica:

/I¢(R, Q)|? dRdQ = 1. (2.13)

Com a renormaliza¢ido da fun¢do de onda total, as derivadas primeiras na equagdo
hiperesférica (Eq.2.8) e na equacdo angular (Eq.2.9) sdo eliminadas. A equagdo hiperes-
férica (Eq.2.8) fica:

82 Usn(B;Q)+1/4 72
o+ B Vg om, | w(m,9) =0, @14)

€ o operador angular renormalizado ¢:

I?2 —1/4 L2 —1/4
o  (L; -1/4) (L /)+2R+2R

[7 RN R;Q =
(BQ) Oa? sena? cosa? sena  cosa

2R
V1 — sen2acos(f; — 6,)

(2.15)

Toda a dependéncia angular da equacdo hiperesférica (Eq.2.14) estd contida no
operador Ury (Eq.2.15). Os trés primeiros termos representam uma barreira centrifu-
ga, enquanto que toda a intera¢do coulombiana do sistema estd contida nos termos que

dependem lincarmente de R.
2.2.1 A Separacao Adiabatica

A mudanga de coordenadas polares para coordenadas hiperesféricas torna a equagio de
Schrodinger (Eq.2.14) aproximadamente separdvel em uma parte radial R e em uma parte
angular = {a, 6;,0,}. Nessas coordenadas, a equa¢do ndo é completamente separdvel
porque o termo U rn depende de R e €2 simultancamente.

A separagiio adiabdtica assume que a fung@o de onda total ¢ (R, ) pode ser expandida
na base formada pelas autofungdes do operador angular Ugy (Eq.2.15), onde R em

Urn (R; Q) e ®, (R; Q) ¢ considerado como um pardmetro [25].
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A solucdo da equag@o de autovalores para o operador angular Urn fornece um

conjunto de autofungdes e autovalores:
Urn®, (R; Q) = U,(R)®, (R; Q), (2.16)

onde o indice de canal, p = {m;, my, A}, denota um conjunto de niimeros quinticos
resultantes da soluc¢do do sistema de equagdes angulares (Eq.2.16) para R = 0. Nesta
equacdo, a dependéncia em R € considerada parametricamente; para cada valor de R
obtém-se um valor de U, (R). Os autovalores U, (R) sdo, portanto, fun¢des de R ¢ formam
as chamadas curvas de potencial.

O operador angular ¢ hermitiano e suas autofungdes @, (R; ) formam uma base

ortonormal e completa. Nesta base, a relacdo de ortonormalidade € dada por:
/<I>; (R; Q1) @, (R; Q) dQ = 6,,,. 2.17)

A separagdo adiabdtica consiste na expansdo da fun¢io de onda total na base das funcdes

de canal, dada por:
% (R,Q) =) F,(R)®,(R;). (2.18)
I

Esta aproximagdo ¢ semelhante & de Born-Oppenheimer para moléculas diatdmicas,
onde R ¢é a distincia internuclear, a qual varia adiabaticamente, pois a massa dos
micleos € muito maior que a massa do elétron. Para sistemas atomicos, esta aproximagio
presumivelmente é vélida pois R? é o momento de inércia total do sistema, o qual varia
lentamente em relagdo ao movimento angular das particulas.

Numericamente, a expansdo adiabética ¢ rapidamente convergente, sendo as fungdes
de canal, portanto, uma base eficiente.

Substituindo a expansdo (Eq.2.18) na equag@o hiperesférica (Eq.2.14), usando a equa-

¢do de autovalores (Eq.2.16) e a relacdo de ortonormalidade (Eq.2.17) para as fungdes de
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canal, obtem-se um sistema de equagdes diferenciais radiais acopladas, cujas solugdes sao

as fungdes radiais F,(R):

[ d? + Uy R)+1/4 +R?

TR? B T 2EB] F,(R) +

+ Z [2Puu(R)(—;‘ié + Quu(R)] F,(R) =0, 2.19)

onde os termos de acoplamento das equagdes radiais, P,, (R) ¢ Q. (R), sio dados pelas

integrais angulares:

Po(R) = / &’ (R, Q) %@u (R; Q) dO (2.20)
c:
,, 5
Qu(R) = / 3; (R;2) 5 8, (R ) 0. 2.21)

A energia total Ep € obtida pela resolug@o desse sistema infinito de equagdes radiais
acopladas (Eq.2.19). Truncando o conjunto infinito de equagdes, obtém-se solugdes apro-
ximadas , o que reduz o sistema infinito a um conjunto finito de equag¢des acopladas.

Em uma primeira aproximacio, todos os acoplamentos radiais P,,(R) e Q. (R)
podem ser desprezados € a equagdo radial resultante € resolvida para uma curva de
potencial U, (R). Esta é a chamada aproximagio adiabdtica extrema (EAA) ¢ a energia
calculada desta forma (Frpya4) € um limite inferior para a energia exata. Com a inclusdo
dos acoplamentos diagonais ¢,,(R) obtem-se um limite superior (Ey 44) para a energia
exata. Esta é a aproximac@o adiabética desacoplada (UAA). Finalmente, com a inclusdo
sistemndtica dos termos de acoplamentos ndo diagonais, Py, (R) e Q.. (R), a energia cal-
culada (E¢44) aproxima-se do valor exato da energia até a precisdo desejada ser atingida.

Esta € a aproximagdo adiabdtica acoplada (CAA).
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A seguinte desigualdade é vdlida para a energia de algum estado do sistema de trés

corpos, na aproximacao adiabética:

Ervas < Eegata < Ecaa < Epaa (2.22)

Este resultado é estabelecido por um teorema, conforme demonstrado na literatura
[40, 41]. Ele restringe o intervalo ao qual a energia exata pertence, sendo util para a

andlise quantitativa dos resultados numéricos.



Capitulo 3

A Solucdo da Equacio Angular Bidimensional:Curvas de
Potencial e Funcoes de Canal

3.1 A Equacdo Angular para o Sistema D~ em Duas
Dimensoes

O Método Adiabatico Hiperesférico consiste na separabilidade aproximada da equa-
¢do de Schrédinger nas coordenadas hiperesféricas. Nessas coordenadas, a equagdo de
Schriédinger separa-se em uma parte puramente radial, a qual depende unicamente do
raio hiperesférico R, ¢ em uma parte que depende do conjunto das varidveis angulares
Q = {o,6,,0,}, mas com uma dependéncia paramétrica em R. Assim, na resolugio da
equacdo hiperesférica (Eq. 2.14) expande-se a fungio de onda total na base formada pelas
fungdes de canal ®, (R; 2), conforme (Eq. 2.18), ou seja, na base formada pelas solugdes

da equacdo de autovalores para o operador angular (Eq.2.15):

1?2 —1/4 L2 —1/4
* (L -1/4) (L /)+2R+2R

oa? sena? cosa’? sena  cosw

2R
\/ 1 — sen2acos(f, — 62)

P, (R;Q) = U (R)®, (R; Q). 3.1)

O operador angular contem todas as interagdes coulombianas, além da energia cinética

relacionada a0 movimento angular e, portanto, caracteriza a natureza do sistema.

23
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Conforme R varia em (Eq.3.1), os autovalores U,(R) formam fun¢des continuas de
R, as chamadas curvas de potencial. As solugdes da equac@o angular determinam as
solugdes do sistema de equagdes diferenciais radiais acopladas (Eq.2.19) através das cur-
vas de potencial e fungbes de canal. As autofuncdes normalizadas ®,(R; ) sdo utilizadas
na determinacio dos acoplamentos ndo-adiabdticos do sistema de equagdes radiais.

Inicialmente, a fun¢do de onda angular hiperesférica € expandida em uma base a qual

diagonaliza, simultaneamente, os operadores de momento angular Lﬁi dos elétrons:

D, (R; Q) = Z Grtmy my (Ri )LD (ima By + imaby) (32)

ml smM2
onde m; € mq sdo 0s numeros quanticos magnéticos dos elétrons, os quais podem assumir

os valoresm; = 0,+1,+2, ... ,e
M= my + mag

é o mimero quéntico magnético total.

Substituindo a expansido (Eq.3.2) na equacéio de autovalores (Eq.3.1) e utilizando a

ortogonalidade da base,

1 2w
@n? / df dfrexp(ima b + imabh)exp(—im) 6 — imybh) =
o Jo

= 5m1 ,mgémg,m’2 ) (3.3)

obtem-se o sistema de equacdes diferenciais acopladas:

? (m?2—-1/4) (mi2-1/4) 2R 2R
- ~ S
Oa? sena? cosa? sena  cosa

~Uu(R)| @ (i) =

=2R D Koy mymimy (@) Gl s e (B3 0Y) (3.4)

my,my
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onde os acoplamentos das equagdes sdo dados por:

Ky mam! me (@) = -1—2 / o 27:191 df, exp(im) — imy)0; exp(imi, — ims)by _
v @2m)2Jo Jo /1 — sen2acos(6; — 0,)

00

Z(tana)"%—r /0 wd0 [cos(AmB) — i sen(AmBb)] P ;(cosb) ,

J=0

coso
(3.5)
comf = (6 — b)) e Am=m| —m; .

A integral dupla nos acoplamentos, (Eq.3.5), € resolvida pela expansdo da raiz quadra-
da nos polinémios de Legendre, Pj(cosf) . A solugdo € dada no Apéndice 1.

O sistema de equagdes diferenciais (Eq.3.4) € infinitamente acoplado pelo termo de
interacdo e — e. Numericamente, este sistema € truncado para um nimero finito de
equagdes acopladas pela selecdo de um valor maximo my,,., para m, e mo na expansio de
®, (R; ), conforme a equacio (Eq.3.2).

O sistema de equagodes diferenciais (Eq.3.4) tem solugdes analiticas para R = O e
R — oc. Para R — 0 as interagdes coulombianas sdo despreziveis e as solucdes sdo os
Hiperesféricos Harmonicos. J4 R — oo representa um dos elétrons afastado do nicleo, o

que corresponde a solugdes hidrogendides para a fun¢io de onda angular G‘;l,m Lmp (B ©).
3.2 A Solucio Angular para R =0

Para R = 0 o sistema de equagdes diferenciais (Eq.3.4) torna-se:

M,mi,m,

£ iy oy

do? seno? cosa?

U,,(o)] G% (0;0)=0. (3.6

7

Com a mudanga de varidvel o = 9‘2— na equagio (Eq.3.6), obtem-se a forma candnica

da equagdo de Jacobi:

d? (1 — 4m?) (1 — 4m2) U007 Amuima s
[da'2 16sen2(c//2)  16cos?(a//2) 4 } y o (00)=0, (3.7
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cujas solugdes sdo dadas em termo dos polindmios de Jacobi de grau A:

Y20, ) = [sen(a /2)[™ 2 [cos(a /2)]™ 2Py (cosa) (3.8)
onde A =0,1,2,....
Sendo assim, os valores das curvas de potencial para R = 0 sdo dados por:
U,(0) = —(my + mg + 22 + 1), (3.9)
e as solugdes da equacgdo (Eq.3.6) para R = 0 sdo dadas por:
Ghy 1y my (05 @) = (senc) I"“'J’I/z(cosa)l”"?|+1/2P)|\1ml’lm“)l(cosQoz) : (3.10)

As fungdes (Eq.3.10) sdo os harmonicos hiperesféricos e cada conjunto de niimeros

quinticos u = {my, mo, A} define uma solugdo da equagdo angular.
3.3 A Solucao Angular para R — oo

Para grandes valores de R, um dos elétrons estd afastado do nicleo e o sistema resul-
tante € hidrogenéide. Desta forma, o = arctan (1‘1 ) ¢ pequeno e as fungdes trigonométri-

cas na equacgdo angular (Eq.3.4) podem ser expandidas em séries:

[Zi%_( —1/4)( +1+ )= (mi —1/4)(1+® +..)+

2

+2ZR( +6+1+7+ )—U(R)] Mm1m2(R;a)=

=2R > (1+——+ )G

5 ' (R; @) (3.11)

, Mmy my
(m1=m1)7m2

Fazendo a transformagdo de coordenadas p = Ra e tomando termos até de ordem

O[R?], obtem-se a equagdo:

@ (mi-1/4) __W]G

p7 R (R;a)=0, (3.12)

M ,1 , TN
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onde W ¢é dado por:

UAR) _2Z-1) , (m-1/49)  (md—1/4)

W=—"g R 3R2 R2

(3.13)

Fazendo a mudanca de varidvel Z =2v/W p na equacéo (Eq.3.12), obtem-se a equacio

angular (Eq.3.11) na forma da equagdo associada de Laguerre:

> (mi-1/4)  Z 1 1] _
[dj? a 1 z? N \/W% B Z GM’mhm2(:L') =0, (3.14)
cujas solugdes sdo:
Gt ma (B) = exp(—=&/2)FOmHV/2L3m (3) (3.15)

onde L3™ (%) formam um conjunto de polindmios ortogonais, 0s polindmios associados
de Laguerre, de grau N = 0,1, 2, 3, ... ¢ indice 2m; .

Assim, as solugdes angulares para R — oo satisfazem a condigfio de contorno:

lim G% () =0.

= M,
00 TV ,TN2

As curvas de potencial para B — oo sdo dadas por:

. Uu(R) 4Z® 2(Z-1) [(-m?/3)—m3+1/3
AR SNt R T 2 !

(3.16)
onde N, = 2N + 2m, + 1, assumindo os valores N, = 1,3,5, ...

Para Z = 1 o segundo termo a direita na equagio (Eq.3.16) é nulo. As curvas de
potencial convergem para os limites assint6ticos que correspondem aos niveis de energia
do dtomo de hidrogénio em duas dimensdes, mais uma corre¢io que depende do nimero

quantico magnético. Assim, o primeiro limiar de ionizagdo do sistema corresponde ao

valor -4 (a.u.) e os estados ligados devem ter energias menores que esse valor.
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3.4 As Condicoes de Contorno para a Funcio de Onda
Angular

A simetria da fun¢do de onda total € imposta pelo principio de exclusdo de Pauli.
Sendo assim, as condi¢des de contorno para as fungdes de canal hiperesféricas @, (R; Q)

podem ser determinadas. Permutando as coordenadas dos elétrons obtem-se:
T
(R, «, 01, 02) — (R, 5 -, 02, 01) .

A parte de spin na fungdo de onda total é indexada pelo niimero quéntico de spin total
S, onde S = 0 indica o singleto de spin, o qual é anti-simétrico € S = 1 indica o tripleto
de spin, o qual € simétrico. Como a fung¢do de onda total deve ser antissimétrica, a parte

espacial deve, entdo, obedecer a relagio:

(7, 7) = (— 1)S‘I’(F2, Fl)
Nas coordenadas hiperesféricas, a relagdo anterior para a fungfio de onda é dada por:

Y F,(R) %, (R;a,6,,0,) = I)SZF (R)®, ( —a 02,01) (3.17)

I

Desde que R € invariante sob a permutagio das coordenadas dos elétrons, a funcio radial

fica invariante e a simetrizagio recai sobre as fungdes de canal:
O (B; 0,01, 0:) = (-1)°8, (R; 5 — 0, 05,61) .
Substituindo a expansio de @, (R; ¢, 6y, 6,), (Eq.3.2), obtem-se:

D (G e Bi) = (=1)5 Gl rag s (B & — )] €XP(im10y + imnfia) =0,

mi, m2

que resulta na equagdo:

I S
M,mi,m; (R7 a) ( ) GM ,ma, m1 ’ 2 - a)
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Esta equagéo deve ser obedecida para todo valor de a.. As condi¢Ges de contorno para

a fungdo de onda angular e sua derivada para o = § no intervalo simétrico (0, 7 /2) sdo:
‘I:’I)ml M2 (R;w/4) = (-I)SG‘I;{,mz,ml (R;m/4) (3.18)

[;% ‘Xl,ml,m(R;a)] = (-1)*H [%G‘&,mz,ml(&a)] - G
w/4

/4
O procedimento numérico para a resolugdo do sistema de equagdes (Eq.3.4), jun-
tamente com as condi¢des de contorno (Eq.3.18) e (Eq.3.19), consiste na expansio da
solu¢do em séries de poténcias. Utilizando uma varidvel adequada, z = tan(a/2), a série

resultante € vdlida para todo valor de R.
3.5 A Expansao em Séries de Poténcias

O sistema de equagOes angulares (Eq.3.4) possui pélos em a = (0, 7/2). As solucdes
fisicamente aceitdveis desse sistema de equagdes requerem que as fungdes G‘,(l,m g (B )
e suas derivadas sejam continuas em todo o dominio 0 < o < 7/2. Assim, com a sepa-
ra¢do dos comportamentos para R = 0 ¢ para a regido assintética R — oo na funcio de

onda angular, as solu¢des da equagdo (Eq.3.4) ficam:

Gl]tl,ml,mz (R )= (sena)""’l+1/2(cosa)|"‘2|+1/Zexp(Pa)HxI (R; ),

1,12
(3.20)
as quais sdo continuas para @ = (0, 7/2).

Na equagdo (Eq.3.20),

2R
P=——]
N#
com N, = (2N +2m,; +1) = 1, 3,5, ... correspondendo ao nimero quéntico principal do
dtomo de hidrogénio em duas dimensdes. A fungdo exponencial incrementa a convergén-

cia da fung¢do de onda angular para R grande.
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Substituindo a solugdo (Eq.3.20) na equagio (Eq.3.4), obterm-se a equacdo:

2R 2R
sena  cosw

{a%—; + 2[(|mu] + 1/2)cota — (Jma| + 1/2)tana + P] % +

+2P [(lm1]| + 1/2)cota — (|mo| + 1/2)tana] + P2 — (Jma] + [ma| + 1)%—

2R
cosu

—Uu(R) }Hﬁ},ml (R;a) — Z (tana)’ (sena) [ |"'”‘1|(coga) [ |~ 1mal o

'
J, m}

xC*(M, mq, m!, J)Hg‘l,mi (R;a) =0, (3.21)

Na equagdo (Eq.3.21) o fndice my pode ser removido do indice de soma visto que cle
¢ relacionado a m, pela equagdo mg = M — m;.

As constantes de acoplamento C*(M, m,, m, J) sio dadas no Apéndice L

A equagdo (Eq.3.21) é de tratamento numérico dificil, devido a seus coeficientes serem
fungdes de sena e cosa, que sio fungdes divergentes para a=0¢ a=m /2. Sendo assim,

a equagdo (Eq.3.21) € resolvida analiticamente em uma nova varidvel,
z = tan(a/2),

tal que os coeficientes da equagio tornam-se fungdes racionais de z. Assim, as solucdes
podem ser obtidas por meio de uma expansdo da fungiio de onda em séries de Frobenius.

Essas séries sdo rapidamente convergentes.
Nesta nova varidvel, a solugio n@o é polinomial para R = 0. Isto pode ser corrigido

com uma ultima modificagdo na fungio de onda angular (Eq.3.20):
Hiy (Ry3) = (1+2%) SH), 4 (Bi3), (3.22)

onde s = |mi| + |mg| 4+ 1 — /U,(0), conforme dado no Apéndice II.
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Nesta varidvel, a equacdo (Eq.3.21) torna-se:

d ~
[A(w)% + B(z,ml,mg)a—i + C(m,ml,mg)] HL,mI(R; z)—

~ " D(w, M,my,m}, J)H yy p (R;2) = 0, (3.23)

J,m}

onde os coeficientes sdo dados por:

Alz) = —2" -+ 23 4+«

B(z,m1,mp) = (2|mq| — 45 — 1)z° — 4Pz® — (2|my| + 8my + 5)z* —

—(2|m4| + 8|mg| — 45 + 3)z* + 4Pz + 2 |my| + 1,

C(z,mi, mg) = 4(s |my| —s*)z°+ 4(P |m,| + P/2 — 2Ps — ZR)z"—
—4[P?— s+ 25 [my | + 4s |ma|+ 35 —2ZR — (|Imy| + |ma| + 1)® — Up(R)] 2~
—4P(2lmyi| + 4mo| — 25 + 3)z® + 4[P%+ s |mu|+ s+ 2ZR — (Jmy] + |ma| + 1)*—

—Uu.(R)|z + 4P |mi|+ 2P +4ZR,

D(z, M, mq,m),, J) = R 2lmi|-tmil+743; |mi|—jm|+7+41 (9 +22)5 —s+1L

x(1 - $2)|M_m’1|_lM_m‘|—JC”(M,ml,m'l, J) .

As equagdes (Eq.3.23) tem pélos em z = 0, +1e 1. Como 0 < a < 7/2, 0 dominio
dezé0<z<1
Devido a simetria do Hamiltoniano, € suficiente a resolugdo do sistema (Eq.3.23) no

intervalo 0 < z < z . Para o intervalo zy < z < 1, z é substituido por y = 5;— e, usando
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as condi¢des de contorno impostas pelo principio de exclusdo de Pauli, determina-se a
solugdo para todo o dominio 0 < z < 1:

~ 1

Hyp i (Bim) = (-15Hy, o (Riy)

Os coeficientes da (Eq.3.23) podem ser escritos em uma forma mais compacta como:

Na

) =) Q)7 (3.24)
i=0

B(z, mi,mg) = Z Q1 (i, m1, mg)a’ (3.25)
i=0

C(z,mi,mg) = Z Qo (3, My, M)z (3.26)

O termo de acoplamento D(z, M, m;, m{, J) pode também ser escrito em poténcias da

varidvel z expandindo-se o termo (1 — z?) como:

(1 — o?)mal=imal=7 Z (k, ma, m)y, J)z?*, (3.27)
k=0

onde, se,
kmax = |mjy| — |mg| — J

(Ima| = |me| = J) 20

’ -_— pa—
Q(k,mz,m'z, J) = (_l)k ( |m2l |’:n2! J )

senio se,
k max = arbitrario ,

my| — |mal —J) <0
(Ima| — |m2| — J) q(k,mg,mé,J)=<—|m’2|+lm2[+J+k_l)

k

Entdo, o termo de acoplamento fica:
D(II}, M, m’17 ml) =R (1 + .’172) Z;;noax 23+J+|m’1|—|m1|cp,(M’ mi, mI17 J) %
X YR ok, my, mh, M, J) g2t Hm |

(3.28)
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A expressio resultante para D(z, M, m], m,) pode ser escrita como:

Nd
D(z, M,m},m1) = > _ Qs(i,m},m, M)z'. (3.29)

=0
A (Eq.3.23) € resolvida pela expansio da solugdo em séries de poténcias de x, como:

~

Hyp o (R 3) = A, m1, mag, n)z™ . (3.30)
Substituindo a expansdo (Eq.3.30) na equagdo diferencial (Eq.3.23) obtem-se a
relacdo de recorréncia para os coeficientes da série:
Nc
~[n(n+1)Qx(1) + (n+ Q)] A(n + 1) = > Qo()A(n — §) +
i=0
Nb Na
+Y QAR +1-)+ ) (n+1—di)(n+2-i)Q()A(n+2—i) —

i=1 =2

imaz imam
=3 N Qm)A-1-9) =3 3 Qili,m)A(R -3 —14). (331)
m’l i=imin m’l i=imin
A série resultante converge rapidamente.

Finalmente, impdem-se as condi¢des de contorno devidas ao principio de exclusio de

Pauli, (Eq.3.18) e (Eq.3.19), para £ = xz:

~

H ot (B3 0) = (=1)5 H pg 1o (R 70)

~ f

d g» d
EHM,ml,mz(R; :I)) i T=ZTy = (—1)S+1@HM,Mz,m1 (R; y) ly=$0 :

As condigOes de contorno acima determinam os autovalores da equacdo angular, U, (R).



Capitulo 4

A Equacio Radial: Energias de Ligacao

4.1 A Equacio Radial com Campo Magnético

2

A equagdo de Schrodinger nas coordenadas hiperesféricas ndo é completamente
separdvel. A separagdo adiabdtica nessas coordenadas € obtida pela expansio da fungdo

de onda total do sistema na base completa formada pelas fungdes de canal:
¥ (R,Q) = ZF (R)®, (R; Q). 4.1)

As fungdes de canal @, (R; Q) sdo solugdes do operador angular Ugy (R; ), o qual
depende linearmente da coordenada radial R. Considerando R como um parametro, suas
autofungdes e autovalores sdo func¢tes da coordenada radial. Com a separagiio adiabdtica

obtem-se um conjunto de equagdes radiais acopladas:

[d2 L UdR) +1/4 7R

TRz B - +2EB]F‘,(R)+

d
3 2Pl + QB FR) =0, @2)
onde os termos de acoplamento das equagdes radiais, P, (R) € Q. (R), sdo dados por:

P,(R) = / o’ (R; ) a—aéq),, (R; Q) d 4.3)

34
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62
Quv(R) = / ®}, (B; Q) 575®, (R; ) d. (4.4)

Tendo sido calculadas as curvas de potencial e as fungdes de canal, os acoplamentos
ndo adiabéticos podem ser obtidos. Expressdes adequadas a um cdlculo numérico eficiente
desses acoplamentos podem ser obtidas com a utilizagdo da equagdo de autovalores para
o operador angular. Derivando em relagdo a R a equagdo (Eq.2.16), multiplicando por
®, (R; ) e integrando nas varidveis angulares 2, obtem-se a equaco:

onde C(2) no elemento de matriz € o termo de interagdo coulombiana entre as particu-
las. Esta equagdo ndo envolve a derivada da fungdo de canal, 0 que permite um célculo
numérico eficiente do acoplamento. Semelhantemente, repetindo o procedimento anterior

para a derivada segunda da (Eq.2.16), obtem-se a equagdo:

Qp.u( ) dR uu(R) Z pA R)Pv)\ ) (46)

As energias e as fungdes radiais sdo obtidas pela resolugdo do sistema de equacdes
diferenciais radiais acopladas (Eq.4.2). Esse sistema é resolvido numericamente utilizando
os acoplamentos ndo adiabdticos e as curvas de potencial calculadas previamente.
As solugdes dependem do comportamento da equacdo radial nos limites R — 0 e
R — oo. Inicialmente, a fungéo radial F,(R) € obtida analiticamente nos limites R — O e
R — oo. Posteriormente, essas expressdes analiticas sdo usadas como condigdes iniciais
para a propagag@o numérica das solugdes at€ um valor de Rypqtch, onde condigoes de con-
tinuidade sdo impostas para a fungdo radial e sua derivada, sendo assim obtidas as energias
de ligagdo e as fungdes de onda radiais. Em principio, as energias estardo mais proximas

do valor exato quanto maior for o mimero de equagdes acopladas utilizadas na solugdo do
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sistema de equacgdes, mas as condig¢des iniciais de propagacdo terdo grande influéncia na
precisdo numérica com que essas energias sdo obtidas. Sendo assim, a precisdo numérica

pode ser aumentada com o uso de expressdes analiticas para as condigdes iniciais.
4.1.1 A Soluc¢io na Origem

O sistema de equagdes radiais (Eq.4.2) pode ser resolvido para R = 0 pela expansio
da curva de potencial U,(R) e dos acoplamentos ndo-adiabéticos em séries de Taylor em
torno da origem:

dU,(R
U,R)=U,0)+R ;152 )|R:0+..., 4.7

onde o valor da curva de potencial na origem € dado por:

Uu(0) = —(m1 + ma + 22 + 1)* = —m?, (4.8)

(7

conforme visto na Sec¢do 3.2 . Os acoplamentos sdo regulares na origem e suas expansdes

sdo dadas por:

dP, (R
P.(R) = Pu(0) + R —Zﬁu g+ .- 4.9)
(¥
dQ,.(R
Qu(R) = @ (0) +R—95R(—) o+ e s 4.10)

onde os valores na origem sdo dados numericamente pelo cdlculo das equagdes (Eq.4.3) e
(Eq.4.4) .
Substituindo as equagdes (Eq.4.7) € (Eq.4.10) no sistema de equagdes radiais (Eq.4.2),

a equagdo radial desacoplada, no limite R — 0 torna-se:

[ d? —-m.+1/4

dR? R? +Qw(0)+2EB] F,(R)=0, 4.11)
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onde as derivadas da curva de potencial ¢ do acoplamento ndo foram levadas em conta por
serem numericamente despreziveis. O acoplamento P,, ¢ nulo para a equagdo desaco-

plada.
A (Eq.4.11) possui uma singularidade [(—m? + 1/4)/R?] para R = 0. Expandindo a
fungdo de onda radial F,(R) em série de poténcias,

Fy(R)=R%> a,R", (4.12)

e substituindo na (Eq.4.11), obtem-se a equacao:

i{ﬁ 25, d  Su(Su—1)—-m2 +1/4

ik* T R 4R =3 +QW(O)+2EB] G R = 0.

n=0

A singularidade é eliminada pela escolha do valor de S, como:
Sy=m,+1/2. 4.13)

Assim, obtem-se a relagdo de recorréncia para os coeficientes da série:

2E + Q,,(0) .
n+2)(n+2+2m,)

Uiz = — ( (4.14)

Para o sistema de N equacOes acopladas resultante do truncamento da (Eq.4.2), a

fung@o de onda € propagada numericamente a partir de R = 0 a partir da expansdo:
F,(R)=R% at"R", (4.15)
n
onde o indice i denota uma solug@o particular.

4.1.2 A Soluc¢ao Assintética

Com o objetivo de obterem-se condigdes de contorno analiticas para o sistema de
equagdes radiais no limite R — oo, € tomado o limite assintdtico das curvas de potencial
U,(R), conforme visto na (Secdo 3.3),

. U, R) 4z® 2z-1) UP
Jim =t =Nt R TR
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onde N, ¢ o niimero quantico principal do d4tomo de hidrogénio em duas dimensdes.

Os acoplamentos ndo-adiabéticos sdo expandidos em séries de potencias de 1/R:

< p{
Rn

n=1

PIW(R) =

()
Qu(R) = ZQ :

No limite assintético R — 00, 0 sistema de equagdes radiais (Eq.4.2), na forma

desacoplada, fica:

> UP+Q@+1/4_ PR
dR? R? 4

+2E| F,(R) =0, (4.16)

onde:

2FE = 2Ep + 4/N. = -k, (4.17)

e foram tomados termos até segunda ordemem 1/R .

Para campo magnético nulo (y = 0), a (Eq.4.16) fica:

d? UP + Q) +1/4
dR? R?

+2E| F,(R) =0, (4.18)

Para o sistema ligado, a funcio de onda deve ser nula para R — oc. Assim, escreve-se a

solucdo como:
F,(R) = RS*e™*"f (R) (4.19)

Substituindo a (Eq.4.19) na equacio radial (Eq.4.18), obtem-se a equagdo diferencial para
fu (R):

d? 23, d 28, S2-S,+UP+QW +1/4
+(_—2k)dR_k:+ R? B gm0,
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Expandindo f,(R) em série de poténcias e calculando a relagfio de recorréncia para os
coeficientes, obtem-se a solu¢do analitica assintdtica para a equagdo radial desacoplada

com campo nulo.

Para o sistema de N equagdes radiais acopladas, propaga-se numericamente a funcdo

de onda a partir da expansdo:

O it
F.(R) = RSie "R %. 4.20)

n=0
Substituindo essa expansdo na (Eq.4.2), a relagdo de recorréncia para os coeficientes da
série € obtida.

Com o campo magnético (7 # 0), o segundo termo da (Eq.4.16), comparado com o
termo quadrdtico no campo, € pequeno e pode ser desprezado. A equagdo resultante € a

equacdo diferencial do oscilador harmdnico unidimensional:

d2 ’72R2
[_dR2 _TE, ZE] Fu(R) =0, @21
com solugdes:
F¥(R) = CtH,(vR)EC /4 (4.22)
¢ autovalores:
E,=2y(n+1/2), n=0,1,2,... (4.23)

A constante de normalizagido ¢ dada por C¥ = [(y/v/2m)/2"n!] ¢ H,(\/~72R) sdo os

polindmios de Hermite.
Estes estados discretos sdo os niveis de Landau, devido ao confinamento magnético
do movimento dos elétrons em um plano perpendicular ao campo. A equacdo (Eq. 4.23)

¢ a energia para um elétron. Para o sistema bidimensional de dois elétrons, os niveis de

Landau sdo dados por:
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E,=2v(2n+1), n=0,12,...

Os estados ligados tem energias abaixo do primeiro nivel de Landau (n = 0), pois suas
energias devem ser menores que a energia de um doador neutro mais a energia de um
elétron livre no primeiro nivel de Landau.

Assim, as solugdes das equagdes radiais, F,(R), sdo obtidas analiticamente nos limites
R — 0, (Se¢dao 4.1.1), e R — oo . Essas expressdes analiticas sdo usadas como condig¢des
iniciais para a propagag¢io numérica das solugdes até um valor de R, 4:ch, onde condi¢Ges
de continuidade sdo impostas, obtendo-se as energias de ligagdo e as fun¢des de onda

radiais.



Capitulo 5

Resultados: Curvas de Potencial e Energias

Neste capitulo sdo mostrados os resultados dos cdlculos das energias para o sistema
D~ em duas dimensdes, na presenca de um campo magnético externo. O estado funda-
mental M = 0 e o primeiro estado excitado para M = 1 sdo obtidos em fungdo do campo

magnético, bem como a energia de transicdo de M = 0 para M = 1.
5.1 Analise Numérica

O procedimento adiabdtico hiperesférico apresentado anteriormente € exato. Entre-
tanto, para o cdlculo das energias de ligagcdo do sistema, algumas aproximagdes terdo de
ser feitas. Primeiramente, a expansdo da fun¢@o de onda total na base das fung6es de canal,
(Eq.2.18), € truncada 2 um nimero méaximo de canais angulares, pi,,,., limitando, assim,
o numero de equacOes radiais acopladas, (Eq.2.19). Também, a expansdo das fungdes
de canal na base das autofung¢des do operador de momento angular, (Eq.3.2), € truncada,
limitando o mimero de componentes de momemto angular m,; € m, a um nimero méxi-
mo V. A tltima aproximacdo a ser feita ¢ limitar o mimero de termos da expansdo da
interagdo e — e nos polindmios de Legendre, (Eq. 1.3), a um nimero maximo J, 4.

Inicialmente, as fungdes de canal e as curvas de potencial sdo calculadas através

da resolugdo do algoritimo numérico para a relagdo de recorréncia (Eq.3.31), em um

41
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intervalo do raio hiperesférico 0 < R < R,,,;. Cada curva de potencial ¢ funcdo de
canal € rotulada pelo indice p = {m,, mg, A}, 0 qual é relacionado ao conjunto dos
nimeros quinticos obtidos na solucdo exata do operador angular para B = 0, os har-
monicos hiperesféricos (Eq.3.10). Na figura (Fig.5.1) sdo mostradas as primeiras curvas
de potencial para M = 0. A curva mais baixa (4 = 1) tem um minimo, semelhante

as curvas de potencial moleculares. Esta curva apresenta somente um nivel de energia,

correspondendo ao estado fundamental do sistema.

1)
\ "D MO-1"
. " D- MO-2" _______

U,(R/R? (a.u)

R (a.u.)
Figura 5.1: Curvas de potencial p = 1 e y = 2 do sistema D~ para M = 0. A curva mais

baixa (p = 1) converge para o limiar de ionizacdo do H (N=1) em (2D). Ela comporta somente
um estado ligado E = —4.4816Ry. A segunda curva (u = 2) ndo tem estados ligados.

Para a andlise do efeito da interac@o e — e, foram calculados alguns valores da primeira
curva de potencial (1 = 1) em alguns valores de R. A convergéncia dos resultados com

Jrmaz> para No = 7, € mostrada na (Fig.5.2):
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Figura 5.2: Curva de potencial (p=1, M=0) calculada para Jpmq;=10,12,14, 16 €18. O valor
do minimo da curva aumenta com Jppqg.

A convergéncia com Jmax € maior conforme R aumenta pois, para grandes valores de
R, um elétron estd afastado da impureza enquanto o outro permanece préximo a mesma,

levando a uma redug@o da interagio e—e.
Também foi feita uma andlise da convergéncia da primeira curva de potencial com o

nimero de componentes angulares N,. A Tabela 5.1 e a Figura 5.3 mostram a convergén-

cia do minimo da curva de potencial em relacdo a N, € Jax:

Tabela 5.1: Convergéncia do minimo da primeira curva de potencial (M = 0) em relacdo ao
numero de componentes angulares N, e termos de acoplamento da interagdo elétron-elétron

Jrmaz \Ne 1 3 7 9

Jmaz .

5 1.22325493755 1.25308721297 1.25638670170 1.25651080450
10 1.19566300217 122901351303 1.23379589226 1.23415485983
15 1.18900225957 1.22470856803 1.22996390531 1.23038064920
20 1.18363911724  1.22012974368 1.22572784432 1.22620622726
25 1.18146704986 1.21874372296 1.22448338489 1.22497025960
30 1.18133466042 1.21852778154 1.22429486094 1.22479634900
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Figura 5.3: Convergéncia da primeira curva de potencial para M=0 em relagdo & N,,. O minimo
é abaixado conforme N, aumenta.

Na regido de minimo, a variago do valor da curva com N, é maior. Quanto maior o
nimero de componentes angulares, mais baixo é o valor do mfnimo da curva.

Os efeitos de Jpax € N, sobre a energia do estado fundamental com (B =0), na

aproximag@o EU A A, é mostrado na Tabela 5.2:

Tabela 5.2: Convergéncia da energia do estado fundamental na aproximagdo EU AA (Ry), em
relagdo @ Jyar € N; .

Tmaz\Ne 1 3 7 9
20 4455961046 -4.561650904 -4.576013752 -4.577180840
25  -4452334010 -4.559820918 -4.574451972 -4.575626634
30 -4.452119584 -4.559350226 -4.574064894 -4.575278198
35  -4.452119584 -4.559350226 -4.574043414 -4.575248746

Os resultados da Tabela 5.2 mostram que a convergéncia da energia é rdpida, sendo de
cinco digitos significativos para Jy,; = 35 e N, = 9. Com base nesses resultados, esses

valores para Jyqs € IV, sd0 usados ao longo desse trabalho no célculo das energias.
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5.2 Energias de Ligacao

A aproximacio adiabatica produz curvas de potencial e fun¢des de canal como solugdes
da equagdo angular hiperesférica, relacionadas ao conjunto de numeros quinticos
p = {my,my, A}. Os niveis de energia resultam da solu¢do do conjunto de equagdes
radiais acopladas, onde os acoplamentos ndo-adiabéticos sdo obtidos a partir das fungdes
de canal. Quando os acoplamentos sdo desprezados, cada curva de potencial t€ém asso-
ciado a ela autoestados que sdo independentes das outras curvas de potencial e fungdes
de canal. A importincia da escolha de coordenadas hiperesféricas para a descrigdo de
sistemas atOmicos reside no fato que a varidvel hiperradial R é um bom pardmetro adia-
batico, assim refletido na pequena contribui¢do dos acoplamentos ndo-adiabdticos para as
energias calculadas. Dessa forma, a introducéo dos acoplamentos produz resultados muito
precisos com somente poucos canais radiais acoplados.

A energia do estado fundamental do fon D~ em duas dimensdes foi calculada sem a
presenca do campo magnético. O resultado variacional preciso de Phelps ¢ Bajaj [8] é

usado como comparagdo. Os resultados sdo mostrados na Tabela 5.3:

Tabela 5.3: Convergéncia da energia do estado fundamental para o ion D~. O resultado varia-
cional da Ref. [8] é usado como comparagdo.

Evar = -4.4801 Ry

Eyasa= -4.47465 Ry (Umaz = 1)

ECAA = -4.48150 Ry ([Lm = 2)
xEcaa=  -448167 Ry (Umaz = 3)

Epyaa= -4.57536 Ry (Bmaz = 1)

Esses resultados mostram que sem a inclusdo de nenhum acoplamento obtem-se um
limite inferior para o valor da energia, (Egya A), e com a inclus@o do acoplamento (1,

mostrado na (Fig.5.4), tem-se um limite superior, (Ey 44).
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Figura 5.4: Acoplamento ndo adiabdtico diagonal Q,1(R) para p = 1. A inclusdo desse acopla-
mento determina o limite superior Ey 4 4 para a energia do estado fundamental.

Desde que o efeito de @1; € pequeno, o valor exato da energia, F, fica restrito a um
intervalo com um erro da ordem de 2%. Com a inclusdo dos acoplamentos ndo-diagonais,
o erro cai rapidamente e a energia (Fc44) aproxima-se do valor exato, conforme a relagio
mostrada no Cap. 2, (Eq.2.22).

As energias nas aproximagdes (Ery44) € (Eya4) tém limitado corretamente a energia
variacional E,,,, € o valor (Ey44) difere do variacional por somente 0.1%, o qual € um
excelente resultado, considerando que somente uma simples equagdo radial desacoplada
foi resolvida. Acoplando-se trés canais radiais, o erro cai para 0.03% e o valor da energia,
(Ecaa), é mais preciso que o valor variacional.

Phelps e Bajaj [8] testaram a precisdo das fun¢des de onda variacionais usadas



CAPITULO 5. RESULTADOS: CURVAS DE POTENCIAL E ENERGIAS 47

calculando a energia do estado fundamental do fon H~, levando a um valor de
EP~ = -1.05534 Ry. O valor variacional mais preciso € o de Pekeris [42],
EB~ = —1.0555 Ry. O resultado obtido neste trabalho, para trés canais radiais acoplados,
é EF, 4 = —1.05542 Ry, o qual também € mais preciso que o valor variacional de Phelps
e Bajaj [8], atestando, assim, a precisdo dos resultados obtidos.

Como resultado do confinamento, a energia do estado fundamental para o sistema 2D
(—4.4816 Ry*) é cerca de 4.2 vezes maior que a energia do sistema 3D (—1.0555 Ry*).

Na Ref. [17], onde foi feita a diagonalizagdo com 144 termos angulares (harmdnicos
hiperesféricos), o resultado para a energia do estado fundamental ¢ —4.48048 Ry*. Jd na
Ref. [18], onde a expansdo adiabdtica foi feita usando a mesma base angular e radial
(polindmios de Laguerre), a energia na aproximagdo adiabdtica extrema € —4.524Ry* e
com o acoplamento diagonal (Q11) o resultado é —4.478 Ry*. Note-se que a convergéncia
é lenta, sendo necessério a inclusdo de muitos termos na expansdo da func@o de onda
angular. Além disso, na Ref. [17], a fungdo de onda depende de um parmetro arbitrario.

A energia de ligagfo do sistema € a energia requerida para tornar um dos elétrons livre,
com o doador neutro, D°, permanecendo no estado fundamental. Para o fon D~ em duas
dimensdes, essa energia é de 0.4816 Ry*. Para um fon D~ localizado no centro de um pogo
de potencial retangular (a energia de ligagio depende da localizagdo da impureza), com
largura de pogo L = 100 A, o resultado experimental de Huant et al [2] fornece um valor
de 0.34Ry*, cerca de 30% menor que o valor em 2D. Assim, vé-se que a largura do pogo
tern uma influéncia considerdvel sobre as energias de liga¢do do sistema. Quando a largura
do pogo diminui, a energia de ligagio aumenta. Isto € compreensivel, visto que os elétrons
sdo mantidos mais préximos ao centro atrativo pelas paredes do pogo, experimentando

uma energia potencial maior que na auséncia do pogo. Assim, quanto mais confinado for
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o sistema, maior serd sua energia de ligagdo.
Para ter-se uma idéia do tamanho do sistema, a fun¢do de onda radial para o estado

fundamental ¢ mostrada na figura (Fig.5.5):

0.2 T T T T | 1 |
0.15 - =
- 0.1 F -
0.05 .
0 1 | 1 I L $
0 1 2 3 4 5 6 7 8

R (a.u.)

Figura 5.5: Fungdo de onda radial do estado fundamental. O tamanho do sistema é da ordem de
1 a.u. = a} ~ 103,6 A para 0 GaAs.

A fungdo de onda estd localizada para R ~ lae.u. . Com os valores da massa efetiva
m* ~ 0,067 e da constante dielétrica ¢ ~ 13,1 para o GaAs, obtem-se o raio de Bohr
efetivo af ~ 103,6 A, dando uma medida do tamanho do sistema para um semicondutor.
Para larguras de pogo L > aj o sistema estard muito pouco confinado. Para L ~ aj e
altura da barreira muito grande, o movimento em z dos elétrons torna-se for¢ado pelas
paredes do poco de potencial e o confinamento é considerdvel.

Uma forma de se confinar o sistema no plano z — y € através da introdugdo de um
campo magnético. Na (Fig.5.6) sdo mostradas as primeiras curvas de potencial,

sem campo magnético, para M =0e M = 1:
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Figura 5.6: Curvas de potencial mais baixas (u = 1) para M =0 e M = 1. Para momento
angular total M = 0 hd somente um estado ligado enquanto que para M = 1 a curva tem um
comportamento anti-ligante, ndo havendo estados ligados.

Para M =0, a curva de potencial tem um minimo, semelhante as curvas de potencial
moleculares. Esta curva apresenta somente um nivel de energia, correspondendo ao estado
fundamental do sistema.

Para M =1 as curvas de potencial comportam-se como curvas de potencial molecu-
lares de orbitais anti-ligantes. A curva ndo tem minimo e, assim, t€ém-se somente estados
no continuo. Isso é devido & uma blindagem mais efetiva da carga nuclear por um dos
elétrons quando comparado com o sistema tridimensional equivalente. Sendo assim, ndo
haver4 transigio de dipolo elétrico de M= 0 para M = 1. Entretanto, esta transi¢do pode
ser conseguida com a introdugdo de um campo magnético externo, como serd analisado

a seguir.
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5.3 Energias de Ligacdo no Campo Magnético

Com a solugdo hiperesféﬁca para o estado fundamental do D~ bem estabelecida,
pode-se, agora, introduzir o campo magnético. Na presen¢a de um campo magnético,
as energias de ligacdo sdo uma fung¢io do campo.

Na equagfio de Schrodinger hiperesférica (Eq.2.8), a interagdo das particulas com o
campo magnético estd contida em um termo linear com o campo, YM, o qual € propor-
cional a0 momento angular total do sistema, M=m, +my, € em um termo quadratico com
o campo, 7>R?/4, o qual depende somente da coordenada radial R. Assim, as curvas de
potencial, obtidas na se¢do anterior, ndo sdo afetadas pelo potencial parabdlico adicionado
ao hamiltoniano devido ao campo. O potencial total para a equagdo radial correspondera,

entdio, 2 soma da curva de potencial com o termo parabdlico, como mostrado na figura

(Fig.5.7):

-UH(R)/RQ +R%4 (a.u.)
A

R (a.u.)

Figura 5.7: O efeito do termo de potencial parabdlico devido ao campo magnético ¢é adicionado
a curva mais baixa (p = 1) para M = 0.
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Observa-se que 0 campo magnético muda o limiar de ioniza¢do do sistema, que agora
passa a depender do campo. O novo limiar de ionizagio € o primeiro nivel de Landau e os
estados ligados devem ter energias abaixo desse nivel.

O efeito do campo magnético sobre a primeira curva de potencial para M = 1 ¢

mostrado na figura (Fig.5.8):

-U,(R)/R? +¥’R/4 (a.u.)
o

Figura 5.8: O efeito do termo de potencial parabdlico devido ao campo magnético é adicionado
a curva mais baixa (u = 1) para M = 1. A curva deixa de ser anti-ligante devido ao campo.

A presenga do potencial parabdlico devido ao campo magnético faz com que estados

para M = 1 que antes tinham energias no continuo sejam ligados.
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A energia do estado fundamental M = 0 para diferentes valores de -y € mostrada na
tabela (Tab.5.4). Os valores estdo calculados nas aproximacdoes EUAA, UAA e CAA até

trés canais radiais acoplados:

Tabela 5.4: Convergéncia da energia (HAA) do estado fundamental M = 0, em fungdo do campo
magnético, comparada com o resultado variacional da referéncia [12], em Rydbergs (Ry).

Y Egvaa Evaa ECAA(Nma:B = 2) ECAA(/Jmaz = 3) Evar
0.0 -4.575361 -4.474651 -4.481501 -4.481668 -4.478
0.5 -4.440382 -4.339634 -4.347200 -4.347404 -4.346
1.0 -4.132499 -4.035238 -4,042433 -4.042684 -4.042
2.0 -3.258710 -3.170252 -3.175104 -3.175425 -3.172
4.0 -0.999903 -0.922835 -0.924967 -0.925373 -0.917

A energia do primeiro estado excitado M =1 em funcdo do campo magnético € mostra-
da na tabela (Tab.5.5):
Tabela 5.5: Convergéncia da energia (HAA) do primeiro estado excitado para M =1, em fungdo

do campo magnético, em (Ry). Os resultados sGo comparados com o resultado variacional da
referéncia [12].

0 Erpvaa Evas  Ecaalpimez =2) Ecaaltmez =3)  Eyar
0.5 -3.492268 -3.420811 -3.426676 -3.427098 -3.430
1.0 -2.875823 -2.769353 -2.784363 -2.784750 -2.789
20 -1.506703 -1.364191 -1.395346 -1.396529 -1.399
4.0 1.493931 1.659955 1.61159 1.608605 1.615

Os resultados com campo magnético estdo em boa concordancia com o resultado varia-
cional de Larsen et al [12], mostrando a mesma convergéncia observada para o estado
fundamental no caso de campo magnético nulo (v = 0). A inclusdo dos acoplamentos
ndo-adiabdticos para até trés canais acoplados tem limitado a energia a um intervalo com
erro de somente 2%. Para M = 0, os valores hipereféricos sdo menores que os variacionais
para todos os valores de -y . Para M = 1, os resultados na aproximagio hiperesférica con-

cordam com os resultados variacionais de Larsen [12] em até trés digitos significativos.
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Os valores hiperesféricos para as energias do estado fundamental M = 0 e do primeiro

estado excitado M = 1, em fun¢io do campo magnético, sdo mostrados na (Fig.5.9):

2 i I I 1 I

I
HD' Mon ’,,

1 i nD“ M1" ___/_;;,,’

_5 ] | 1 ] 1 1 ]

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Figura 5.9: As energias do estado fundamental M = 0 e do primeiro estado excitado para M = 1
em fungdo do campo magnético.

Observa-se que a energia varia continuamente com o campo, devido ao confinamento
magnético. A partir de y = 2 a variagdo € linear, mostrando o predominio da energia
magnética sobre a energia de Coulomb.

A energia de ligagdo de um sistema de dois elétrons no campo magnético € a energia
requerida para que um dos elétrons faca uma transi¢@o para o primeiro nivel de Landau
(n=0), sendo que o dtomo neutro permanece no estado fundamental. Para o fon D~ em
duas dimensdes, a energia de ligacdo de um elétron € dada por By = Epo + v — Ep-,
onde Epo ¢ Ep- sdo as energias do estado fundamental do doador neutro e do fon,
respectivamente, no campo magnético € y corresponde a energia do primeiro nivel de

Landau n = 0 (em Ry*), conforme a equagdo (Eq. 4.23), para um elétron livre no campo.
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Os valores experimentais para as energias de ligagédo do D~ foram primeiramente obti-
dos por Huant, Najda e Etienne [2] em 1990. Foram medidas as transi¢3es do sisterna para
o primeiro nivel de Landau n = 0 em um pogo retangular de largura L = 106 A ‘no GaAs.
Na tabela (Tab.5.6) ¢ na figura (Fig.5.10) estdo mostrados esses valores, bem como 0s

resultados variacionais da referéncia [12] e os valores HAA:

Tabela 5.6: Energia de ligagdo de um elétron para o D~ em fungdo do campo magnético. Os valo-
res hiperesféricos sdo comparados com os resultados variacionais de Larsen [12] para o sistema
2D e com os valores experimentais da referéncia [2] para um po¢o de largura L = 100 A As
energias sdo dadas em meV.

B(T) Epo+~ EFAA  Epor EoF

D——n=0Q

00 -23200 2794 2772 2.0
335 -20.166 5.048 5.040 —

3.75 — — — 4.2

5.00 — — — 4.9

6.71 -16878 6570 6.567 —

7.68 — — — 5.78
10.9 — — — 6.12
1342 -9.698 8.720 8.700 —

14.3 — — — 6.72
20.36 — — 7.61

2684 -6.276 11.643 11.594 —

No célculo dos valores da energia de ligagio hiperesférica Eff44 foram usados os
valores variacionais da referéncia [12] para a energia Epo do estado fundamental do
doador neutro no campo.

Os valores hiperesféricos estdo em muito boa concordéncia com os valores varia-
cionais. J4 em relagdo aos valores experimentais, a energia de ligagdo € maior devido
a aproximagdo estritamente bidimensional. Extrapolando-se a curva experimental para
campo nulo obtem-se uma energia de ligagdo para o D~ no pogo de aproximadamente
2 meV , a qual € cerca de 0.8 meV menor que o valor bidimensional calculado. Essa dife-

renca se mantém para campos baixos, mas aumenta 2 medida em que o0 campo aumenta.
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Figura 5.10: Energia de ligagdo do D~ no campo magnético. A curva suave sdo os valores HAA
para o sistema estritamente bidimensional, os pontos sdo os valores variacionais da referéncia
[12] enquanto que a curva pontilhada sd@o os valores experimentais para largura de po¢o L = 100
A. Essas energias sdo as transicées (D~ — n = 0) do estado fundamental M = 0 para o primeiro

nivel de Landau. Para 0 GaAs, B = 6.71y (T) e Ry* = 5.8 meV.

A energia de transi¢io M = 0 =& M = 1 (AE) para trés canais radiais acoplados €

mostrada na (Fig.5.11), na tabela (Tab.5.7) e comparada com os resultados da literatura:

3.5 T T T T T
"E MO--M1"
3 L Var * _
25
S of :
o
% 15 | n
1 - —
05 | _.
0 1 I 1 1 ] ) 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

Y

Figura 5.11: A energia de transicdo M = 0 — M = 1 em fung¢do do campo magnético.
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Na figura (Fig.5.11) também estdo mostrados, para efeito de comparagdo, os resultados

variacionais das energias de transi¢do, tomados da referéncia [12].

Tabela 5.7: Comportamento das energias do estado fundamental e do primeiro estado excitado
do D™, bem como da energia de transigdo, em fungdo do campo magnético.

v EM=0Ry) EM=1)XRy) AE(Ry)

00
0.1
0.2
0.3
04
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
13
14
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
20
4.0

-4.481668
-4.475304
-4.457091
-4.428722
-4.391751
-4.347404
-4.296643
-4.240228
-4.178773
-4.112784
-4.042684
-3.968833
-3.891538
-3.811066
-3.727651
-3.641498
-3.552790
-3.461690
-3.368344
-3.272882
-3.175425
-0.925373

-3.894588
-3.783417
-3.667986
-3.549027
-3.427098
-3.302623
-3.175926
-3.047257
-2.916812
-2.784750
-2.651201
-2.516276
-2.380069
-2.242661
-2.104125
-1.964524
-1.823914
-1.682348
-1.539872
-1.396529
1.608605

0.580716
0.673674
0.760736
0.842724
0.920306
0.994020
1.064302
1.131516
1.195972
1.257934
1.317632
1.375262
1.430997
1.484990
1.537373
1.588266
1.637776
1.685996
1.733010
1.778896
2.533978

Os valores da energia de transicdo AE estdo em boa concorddncia com o resultado

variacional de Larsen et al [12], mostrando a consisténcia e precisdo do procedimento

adiabdtico hiperesférico desenvolvido neste trabalho.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, o método adiabdtico hiperesférico (HAA) foi aplicado ao cédlculo das
energias de estados ligados do fon D~ em semicondutores, na aproximag¢do em que o
sistema ¢ estritamente bidimensional. As energias foram calculadas em funcdo de um
campo magnético homogéneo aplicado na dire¢do perpendicular ao plano de confinamento
dos elétrons. Inicialmente foi calculada a energia do estado fundamental, sem campo
magnético. Resolvendo a equagdo hiperesférica com somente uma curva de potencial e
negligenciando todos os acoplamentos ndo-adiabdticos, foi obtido um valor para a energia
com somente 2% de erro em relagdo ao melhor resultado HAA deste trabalho. Com a
inclusdo de um tnico acoplamento diagonal, o erro cai para 0.1%. Com a inclusio, entdo,
de trés canais radiais e todos os acoplamentos ndo-adiabdticos, o erro é de somente 0.03%.
Esta energia € menor que o resultado variacional [8}], indicando uma maior precisdo.

Sem campo magnético hd somente um estado ligado, correspondendo ao estado fun-
damental do sistema. Na presenca de um campo magnético, a intera¢do estd contida em
um termo linear com 0 campo, o qual € proporcional a0 momento angular total do sistema
na dire¢do do campo, € em um termo quadrédtico. Nas coordenadas hiperesféricas, este
termo dd origem a um potencial parabdlico que depende somente da varidvel radial, ndo

alterando as curvas de potencial € acoplamentos ndo-adiabdticos. Esta caracteristica reduz
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o trabalho numérico e a acumulagdo de erros.

Devido ao campo magnético, estados que antes tinham energias no continuo passam a
ser estados ligados. Assim, foram calculadas as energias do estado fundamental M = 0O e
do primeiro estado excitado M = 1 do D~ em fung@o do campo magnético. Os resultados
sdo comparados com os valores variacionais encontrados na literatura {12], mostrando
uma concordancia muito boa. Para M = 0, os valores HAA sdo menores que os valores
variacionais para todos os valores de campo, enquanto que para M = 1 concordam em até
trés digitos. A inclusdo de mais canais radiais € acoplamentos daria um resultado ainda
melhor, mas, dentro do objetivo desse trabalho a precisdo obtida € suficiente, considerando
que a aproximagdo estritamente bidimensional envolve potenciais bidimensionais, ao invés
dos potenciais quasi-bidimensionais, que sdo mais realisticos.

Para uma estimativa da diferenca em energia entre o sistema estritamente bidimen-
sional e o sistema confinado em um pogo de potencial, a energia de ligagdo de um elétron
hiperesférica foi comparada com os resultados experimentais [2] para um fon D~ confi-
nado em um pogo de potencial de largura L = 100 A. Para campos baixos, os resultados
diferem em 40%, aumentando um pouco a diferenga & medida em que o campo cresce.

Como sequéncia natural desse trabalho, a perspectiva futura é a aplicagdo do método
adiabdtico hiperesférico ao sistema mais realistico quasi-bidimensional. Também, uma
propriedade do sistema que pode ser calculada com precisdo, devido as fungdes de onda
hiperesféricas serem exatas, sdo as forgas de oscilador, que sdo relacionadas a intensidade

das linhas de transi¢do, o que é experimentalmente importante.
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Apéndice 1

1. A Interacio Elétron-Elétron

As fungdes de canal ®,(R; ) sdo expandidas em uma base a qual diagonaliza, simul-
taneamente, os operadores de momento angular IALE{ dos elétrons. O sistema de equacOes
diferenciais angulares resultante dessa expansdo, (Eq. 3.4), é infinitamente acoplado pelo

termo de interacdo e — e . Esses acoplamentos sdo dados por:

1 27 p27 sl & 0 Uy 0
I(ml,'mz,m.'l,m’2 (a)=—2/ d91d02ezp(zm1 Zml) 1€$P(2m2 Zmz) 2 . (Il)
(27)*Jo Jo V1 — sen2a cos(f, — 0,)
Fazendo-se a mudanga de varidvel § = 6, — 0, , a integral dupla fica:
1 21
Kml,mz,m'l Tl (O{) = —2——2‘ d02erl:p[z(m'1 - my + m'2 - m2)92] X
(2m)2 Jo
L Amd
/ 4o czp(ZtAmd) 1.2)
V1= sen2a cosf ’

onde Am =mi{ —m, .
O resultado da integral em 6, € dado por:

27

dfrexpli(m] — my + my — ma2)b2] = 2T0m! ml, m1+ms -
0

Esta integral é ndo nula somente no caso em que:

! !
my +mg =my) + My .

Isto significa que a interag@o entre os elétrons somente acopla canais com 0 mesmo valor
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do momento angular total, o qual € definido como:
M = Ty + meo .

A raiz quadrada na (Eq. 1.2) é expandida em termos dos polindmios de Legendre,

Pj(cosb):

J=0,1,2.3,..... (1.3)

Substituindo a expansio anterior na integral angular (Eq. 1.2) obtem-se a equagdo:

e 27
Kpp(a) = Z(tana)J % /0 df [cos(Amb) — i sen(Am8)] P ;(cos), (1.4)

cosx
J=0

Na (Eq. 14), a expansio em tana é dada no intervalo 0 < o < a9 = 7/4, o0 qual
corresponde a 7, < 7o . O valor aq corresponde a7, = 7. Nointervaloog < a < 7/2,a
expansdo € dada em e = (§ — @) , 0 qual corresponde ary <71y .

Com a expansdo dos polindmios de Legendre em fungdes trigonométricas [43]:

1 L Lk +1/2)T(J — k +1/2)
Z U=k k(T — k)!

P ;(cost) = cos(J — 2k)6 ,
k=012, ...,

(L.5)

onde:

_ 1, (/) -k=0
SUDET 2, (J/2) —k>0
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a (Eq. 1.4) fica em fungdo das integrais:

2n

TOAm,J—2k » Am # 0

dfcos(Aml)cos|(J — 2k)0] = { o, Am=J-2k=0 "’

0

27
dfsen(Amb)cos[(J — 2k)8] =0, V Am .

0
Assim, os acoplamentos sdo dados por:

(tana)" T (J—A2m+1) r (J+A2m+1)

1
Kol =5e 2 e EEEI )

(1.6)

com (J — Am) sendo um mimero par.
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II. As Funcoes de Canal para R =0em z

Na Secdo 3.2 foram obtidas as solugdes do conjunto de equagdes diferenciais angulares

ara R = 0, as quais s30 dadas em termos dos polindmios de Jacobi de grau A:
para R = 0 is 530 dad dos polindmios de Jacobi de grau A
GM M 0;0) = (sena)l’"‘l+1/2(cosa)‘m2|+1/2pll\mll’lm2|(cos2a) . (IL.1)

onde A = 0,1, 2, ... . Essas fun¢des sdo conhecidas como os harmdnicos hiperesféricos e
cada conjunto de mimeros quanticos u = {m;, mg, A} definem uma solucio da equagio
angular.

Os harmonicos hiperesféricos, na solucdo em séries de poténcias na nova varidvel

z = tan(a/2), sdo dados por:

fmy|+1/2 2\ |m2|+1/2
2z 11—z |mal,imal, _
n oY - ,
it ma (0:7) = (1+x2> (1+:1:2) P @), a

onde:

T = 20) =2 —-1=2 -
T = cos(20) = 2cos*(a) (1 n $2)

A forma explicita dos Polindmios de Jacobi € dada por [44]:

n
P|m1| |m2[ Z ( p+ fma| ) ( l‘/j" ITI’?| ) (z—1)#" (j+1)K, (I1.3)
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Substituindo a equagdo (Eq. I1.3) na (Eq. I1.2) obtém-se os harmdnicos hiperesféricos

na varidvel z, dados por:

In
Gty m, (052) = (14 g7) " Imbmal32ud ) 3 " (_qyuK ( M+Il{m1| ) 9
K=0

p+ |ma) my i+ 2(p—K)+1/2 2y Imz|+2K+1/2
(el ) ambeen 2 (1L.4)

Nesta varidvel, os harmdnicos hiperesféricos ndo tem comportamento polinomial para

R = 0. Assim, para obter-se esse comportamento, introduz-se o fator (1 + z2)’ na solugdo

para R =0,

S = |m1! + lm2I+1— \/Uu(O) y

onde S € definido pela solugdo angular sendo calculada, como também U, (0), o valor da
curva de potencial em R = 0.

A inclusdo deste fator na func¢do angular faz com que a solucéio para R = 0 seja
polinomial e, além disso, faz com que, numericamente, a expansdo em séries de poténcias

de z seja rapidamente convergente.
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IIL. Olon D Quasi-Bidimensional

Considere-se um fon D~ confinado no centro de um pogo de potencial de largura L.
O cixo z é tomado na direcdio de crescimento do cristal. A origem do plano (z — y)
é escolhida para o doador, o centro de massa, porque todas as posi¢cdes do doador sdo
equivalentes neste plano. Na presenga de um campo magnético Bna direcdo do eixo z, as
energias ¢ fungdes de onda, na aproximagio da massa efetiva, serdo solugdes da equagéo

de Schrodinger efetiva:

i

2
0z

i n 2Z + 27 _ 2
0z /P +2 e/B+7A /(B — R+ (a - )

. " 2
_-‘/C(Zl) - ‘/;(22) - Lzl + LZ2 - Z_ (p? + p%) + 2E \Il(pl’p%ol;a?) 21, z2) 3
4

Vi + + Vi +

(IIL1)

com L,, = —id/86;, i = 1,2, 0 operador de momento angular azimutal de um elétron, em

unidades de A. O potencial V(%) devido ao confinamento pelo pogo, € dado por:

0, para— L/2 < z; < L/2
oo, paralz;| > L/2

b

Ve(zi) = {

Devido ao potencial de Coulomb, a (Eq. II1.1) ndo € separdvel. Na auséncia da inte-

racdo de Coulomb, ela pode ser escrita como:

2 62 62
V2 + V2, - 74— (02 +p3) + 52t 32 ~ Velz1) — Velz) + 2EB]¢(p1,p2, 21,22)=0,
1 2
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onde Ep = E—yM/2,com M =m; +mz0 némero quantico azimutal total. A equagio
anterior € separdvel nas coordenadas (p1, p2) € (21, 22). Suas solu¢Bes podem ser escritas

COmo:

Y(p1, P2, 21, 22) = P (p1, P2)Xn(21, 22), (I1L.2)

onde ®x(p1, p2) € a solugdo da equagio de Schrodinger para o oscilador harménico bidi-
mensional (estados de Landau) e xy, (21, 22) sd0 os autoestados do pogo de potencial.
Desde que as autofung¢des X, formam uma base completa, a fun¢ido de onda total pode

ser expandida nessa base:

\Il(ph Pz, 917 027 21y ZZ) = Z Qn(ph P2, 017 02)Xn(zl7 22) . (IH3)

O potencial de Coulomb acopla um estado n do pogo com todos os outros. Consi-
derando-se que ¢ espagamento entre os niveis de energia do poco € bem maior que a
energia de ligacdo do sistema (a separagdo entre os dois primeiros niveis do pogo é da
ordem de 200 meV’, para largura de pogo L = 100 A no GaAs, enquanto que a energia de
ligagdo € da ordem de 3 meV), os acoplamentos sdo despreziveis e a fungdo de onda do
sistema ¢ separdvel. O primeiro nivel do pogo tem energia £; = 56 meV, bem maior que
a energia de ligacdo e, assim, a fun¢do de onda em z corresponderd ao primeiro autoestado

do pogo:
x1(z1, 22) = p1(21)p1(22) = (2/L) cos(wz1/L)cos(nz /L) . (1IL.4)

Substituindo a expansdo (Eq. III.3) na equagio (Eq. IIL1), considerando a (Eq. I111.4)
e integrando nas varidveis z; € 22, obtem-se a equacdo de Schrédinger bidimensional para

0s potenciais efetivos:
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e 10 109 I I
[3p?+3p%+53p1+p23p2 Ty Ve F Verslen)

- eff(P17P2,91,92) - (izl + ifzz) - Z (P? +p§) + 26] ¢(P17P2, 01702) =0,

(I11.5)
onde € = E — 2E). Os potenciais efetivos sdo dados por:
L/ 2 2cos2 (mz1/L)
e = (2/L) / — (111.6)
ff(pl) L2 m
L/ 2 2cos2 (m22/L)
e =(2 L)/ — (I11.7)
Vers(p2) = (2/ I
€
Lz rL/2 2c05%(wz /L)cos®(nzy /L
Vers(p1, p2,01,0:) = (2/L)2/ / dz1dz (rz1/ 2) (m2s/ )2 . (1IL8)
L/2J-L/2 6\/(}91 P2)? + (21 — 22)

Para py, pa > 21, 29, €stes potenciais sdo reduzidos a potenciais estritamente 2D.
A (Eq. IIL5) € a equagdo de Schridinger para o fon D~ em um pogo de poten-
cial, na presenga de um campo magnético externo. Esta equagio € similar & equagédo do

movimento estritamente bidimensional, mas com potenciais efetivos.





