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Resumo

RAMOS, A. F. Simetrias de Lie e modelagem estocástica da regulação da
expressão gênica. 2008. 82 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Física de São
Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2008.

Nesta tese, mostramos que o modelo estocástico binário para expressão gênica, por
um gene auto-regulado, possui solução completa. A solução dependente do tempo é
escrita via expansão em termos das funções de Heun con�uentes. Apresentamos um
exemplo de dinâmica estocástica desse gene. Para tal, desenvolvemos uma relação de
recorrência entre derivadas arbitrárias das funções de Heun con�uentes. Mostramos
também que o regime estacionário deste modelo possui simetria de Lie SO(2, 1)
tipo Lorentz. Esta simetria é análoga à simetria do momento angular, porém com
um sinal �errado�. O invariante desta álgebra de�ne a meia-vida relativa do regime
dinâmico do gene. O equivalente do momento angular azimutal é uma medida
indireta do nível de atividade do gene. Os operadores levantamento e abaixamento
conectam diferentes processos estocásticos de expressão proteínica. As �utuações
destes processos estocásticos são classi�cadas em termos das relações entre os
etiquetadores de um elemento da representação da álgebra. No arcabouço da teoria
dos grupos, o modelo estocástico para um gene externamente regulado aparece
como um caso particular do modelo para um gene auto-regulado. Mostramos, por
�m, uma comparação entre estas duas estratégias de regulação. Demonstramos
que um gene auto-regulado pode expressar proteínas em regimes sub Poisson,
Poisson ou super Poisson. Por seu turno, o gene externamente regulado somente
expressa proteínas em regimes Poisson ou super Poisson. Portanto, num processo
estocástico, a auto-regulação mostra-se como uma forma de controle mais precisa.
Também mostramos que a dinâmica de genes auto-regulados possui meia-vida mais
curta que a de genes externamente regulados. Ou seja, a auto-regulação permite
respostas mais rápidas à perturbações externas.

Palavras-chave: Simetrias de Lie. Regulação gênica. Métodos estocásticos. Funções
especiais.



Abstract

RAMOS, A. F. Lie symmetries and stochastic modeling of gene expression
regulation. 2008. 82 f. Thesis (Doctoral) - Instituto de Física de São Carlos,
Universidade de São Paulo, São Carlos, 2008.

In this thesis we show that the stochastic binary model to protein synthesis by an
auto-regulated gene is completely solvable. The time-dependent solution is written
in terms of the con�uent Heun functions. We present an example of probability
dynamics to this gene. To get that, we developed a recurrence relation between
arbitrary derivatives of the con�uent Heun functions. We also show the existence
of a Lorentz-like Lie symmetry SO(2, 1). This is an analogous to the angular
momentum symmetry but presenting one wrong sign in its preserved form. This
invariant de�nes the relative half-life of the dynamical regime of the gene. The
equivalent of the azimuth angular momentum measures indirectly the activity level
of the gene. The ladder operators connect distinct stochastic processes of protein
synthesis. The �uctuations of these processes are classi�ed in terms of the relation
between labeling numbers of a representation of the algebra. In the group theory
formalism, the stochastic model to an externally regulated gene is a particular case
of the model to an auto-regulated gene. We compare these two gene regulation
strategies, and show that the auto-regulated gene can synthesize proteins into
the super Poisson, Poisson, and sub Poisson �uctuating regimes. The externally
regulated gene only presents the super Poisson and Poisson regimes. Therefore, the
auto-regulation is responsible for a more precise control of gene expression. We also
show that the dynamics of the auto-regulated genes has a shorter half-life. Thus,
the auto-regulation permits faster responses of the system to external perturbation.

Keywords: Lie symmetries. Gene regulation. Stochastic methods. Special functions.
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Capítulo 1

Introdução

Compreender como a informação genética armazenada no genoma é convertida em

função celular é um dos problemas centrais da Biologia. Muito se avançou neste campo

nos últimos 50 anos, e os mecanismos básicos da regulação do controle da transcrição do

RNA, e consequentemente da síntese de proteínas em procariontes, foram caracterizados

em experimentos com o fago λ [1] e o operon-lac [2]. No entanto, a despeito dos muitos

dados gerados durante a era genômica, diversos fenômenos biofísicos ocorridos no interior

celular permanecem incompreendidos. Um exemplo é a precisão espacial e temporal com

que os gene são expressos no processo de segmentação de um embrião de Drosophila

[3]. O estabelecimento e decodi�cação do código genético responde que proteína será

sintetizada a partir de um gene, mas não quando e onde esta síntese manifestar-se-á.

Em contraste com a beleza do código genético, universal e simétrico, os mecanismos de

expressão gênica revelam uma enorme complexidade e forte correlação com a espécie

investigada. A questão teórica central resume-se não somente à intrínseca complexidade

da dinâmica da matéria viva, mas também à ausência de modelos quantitativos simples

que possam ser utilizados como pontos-de-partida, e também blocos básicos, na construção

de modelos mais detalhados.

Daí surge a motivação para o estudo de um gene isolado, [4, 5, 6]. Esta estratégia de

decomposição de um sistema em suas componentes é bastante útil pois, estes componentes

são constituídos por um número menor de elementos e executam uma função especí�ca no
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circuito gênico. Esta abordagem pode ser empregada experimentalmente, computacional-

mente e teoricamente e deve contemplar a estocasticidade inerente ao interior celular.

Esta aleatoriedade deve-se ao pequeno número de cópias de moléculas reagentes na célula

e era prevista há mais de meio século [7].

Experimentalmente, uma rede gênica sintética ou natural é investigada pela detecção

das intensidades luminosas de células em que proteínas �uorescentes são expressadas [8,

9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26]. As redes gênicas

sintéticas podem ser construídas para o estudo da auto-regulação [8, 9, 10], o genetic

toggle [11], o sistema repressilator [12], propagação de �utuações [13, 14], e assim por

diante. Estas redes sintéticas também são úteis à classi�cação das fontes das �utuações

em intrínsecas e extrínsecas [15, 16]. As primeiras devem-se à �utuações inerentes à

ocorrência ou não de uma determinada reação química. As segundas são um cômputo das

�utuações transmitidas pela variação no número de fatores de transcrição, polimerases,

ribossomos, etc. Entre as redes gênicas naturais, dois sistemas são amplamente utilizados,

especi�camente, lac operon [25] e o fago λ [26], tidos como sistemas modelo no estudo da

regulação gênica.

O avanço na investigação experimental quantitativa da expressão gênica motivou um

aumento signi�cativo na modelagem destas redes [27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36,

37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45]. Simulações computacionais foram realizadas com

auxílio do algorítmo de Gillespie [46]. Estas foram aplicadas com sucesso na investigação

do circuito decisório do fago λ [27, 28]. A vantagem da aplicação desta técnica é o

fornecimento de uma descrição da rede gênica, tão detalhada quanto requerida, em termos

das reações químicas ocorridas. Por outro lado, essas simulações requerem longas horas

de processamento e, para cada conjunto de parâmetros, uma nova simulação [47].

Aqui ressaltamos a importância de modelos que possuam solução analítica. De posse

destas, rapidamente obtemos inferências acerca do comportamento quantitativo e qualita-

tivo do sistema modelado. Estas soluções são obtidas a partir de equações macroscópicas,

mesoscópicas ou microscópicas [48]. As primeiras lidam com equações para a concentração

dos reagentes, as segundas abordam as probabilidades de ocorrência de um determinado
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número de reagentes e as terceiras consideram equações de movimento para cada uma das

moléculas reagentes. Modelos determinísticos foram aplicados para a descrição de experi-

mentos com o fago λ [29] e com o operon lac [30], sem a inclusão do papel das �utuações.

Estas, no entanto, foram introduzidas via técnica de Langevin [31]. Alternativamente, há

so�sticações recentes desta metodologia em que os agentes causadores das �utuações são

decompostos termo à termo [32, 49, 50].

Investigações em termos de equações mestras lidam principalmente com componentes

abstratas de uma rede. Em geral estes oferecem conceitos gerais para o entendimento do

papel das variações na síntese proteínica [33, 34, 35, 36, 37, 38, 51, 39, 40, 41, 42, 43,

44, 45]. Alguns destes trabalhos consideram apenas o desvio padrão calculado a partir

de equações mestras [38, 51, 44, 45]. Tal abordagem mostra-se útil quando distribuições

de probabilidade com um pico são estudadas. No entanto, mostrar-se-á imprecisa quando

distribuições com múltiplos picos forem objeto de estudo. Uma descrição mais acurada

requer distribuições de probabilidade explícitas, as quais podem ser obtidas analíticamente

[37, 41, 43]. Nesta abordagem, as �utuações devidas à criação e degradação aleatórias dos

mRNA e proteínas pode ser modelada com boa precisão. No entanto, fontes externas de

�utuação como variações no número de RNA polimerases, indutores ou temperatura não

são levados em conta. Neste contexto, um modelo que lida com a estocasticidade advinda

dos processos de criação e degradação proteínica é tratado aqui [37].

Simetrias em biologia

Embora um sistema complexo per se [52], a teoria das simetrias revela-se bastante útil

na abordagem de problemas físicos ou biológicos. Em Biologia, as simetrias baseadas na

geometria de um organismo possuem uma longa história. Desde a classi�cação de Lin-

naeus, as simetrias são um aspecto essencial na taxonomia das �ores. Neste esquema, a

linaria (Linaria vulgaris) foi considerada em termos da simetria irregular de suas �ores,

que possuem um plano de invariância por re�exão. A descoberta de uma linaria regular,

�ores apresentando múltiplos planos de simetria, sugeria o aparecimento de uma nova,

e completamente diferente, espécie. Linnaeus, porém, classi�cou-a como uma �transfor-

mação� da linaria comum e a chamou de Peloria, 'monstro' em grego. Esta hipótese levou
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duzentos anos para ser comprovada, sob abordagem de Biologia Molecular. Um gene, ci-

clóidea, apresenta um gradiente de ativação no botão da �or e, por isso, a �or desenvolve-se

assimetricamente. Nos mutantes regulares, este gene é completamente reprimido ao longo

do botão e isto possibilida um desenvolvimento uniforme da �or. Nas �ores, de uma

maneira geral, considera-se que aquelas que apresentam simetria regular são ancestrais às

irregulares, o que mostra consequências evolutivas tanto das simetrias quanto das quebras

das simetrias �orais [53, 54, 55]. No caso das cápsulas virais, as simetrias originam-se do

fato que estas estruturas estão em um mínimo de energia [56]. Este fato foi demonstrado

com a constatação de que partículas virais isoladas agregam-se espontaneamente em forma

de bastão, o que indica ser esta a estrutura estável da capa proteínica viral. Já a simetria

icosaédrica deve-se à composição da capa viral por unidades idênticas, as quais apenas

podem arranjar-se em alguma simetria cúbica [57].

Apesar da importância das simetrias em objetos, grupos discretos e cristalogra�a,

dirigimo-nos às simetrias de um processo, ou simetrias dinâmicas, presentes nas equações

que governam um fenômeno. Estas simetrias protagonizaram o desenvolvimento da física

moderna. Em Física Atômica, a descrição completa do átomo de hidrogênio foi desen-

volvida em termos das simetrias contínuas de Lie [58]. O trabalho seminal de Pauli [59]

mostrou que a simetria rotacional de um sistema sob ação de uma força central não era

su�ciente para capturar as degenerescências no espectro de um problema Kepleriano. A

adição do vetor de Runge-Lenz como uma quantidade conservada explica a degenerescên-

cia causada pelo vetor momento angular e estabelece a simetria ortogonal quadridimen-

sional do àtomo de hidrogênio. Outro aspecto importante da Teoria dos Grupos na

Teoria Atômica advém da descrição de átomos multi-eletrônicos, sistemas reconhecida-

mente complexos se considerarmos a equação de Schrödinger do sistema completo. Ao

invés disso, uma regra de composição entre funções de onda de átomos de hidrogênio foi

encontrada para uma descrição aproximada do nível fundamental do sistema completo,

chamado determinante de Slater [60]. A classi�cação das partículas elementares deve-se

à conceitos de Teoria dos Grupos, propostos no �Eightfold way� independentemente, por

Gell-mann e Ne'eman [61]. Aqui, um espaço vetorial abstrato têm seus elementos consid-
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erados como partículas elementares. O grupo de simetrias que emerge desta classi�cação

é o SU(3) (grupo especial unitário tridimensional ). As simetrias também são úteis em

Física Molecular para a geração de espectros e amplitudes de transição [62, 63].

Um dos resultados importantes desta tese é considerar a aplicação das simetrias

dinâmicas à modelagem estocástica da expressão gênica. A simetria de Lie SO(2, 1)

foi desvelada nas equações mesoscópicas de um gene bimodal isolado, resultado pu-

blicado recentemente por nós [42]. As implicações biológicas deste fato são precisas:

o invariante da álgebra caracteriza a meia-vida da dinâmica do gene; o nível de atividade

do gene é caracterizado pelo �momento angular azimutal�; os operadores escada conec-

tam diferentes processos estocásticos de expressão gênica; o regime de �utuações destes

processos é caracterizado pela relação entre etiquetadores de uma representação; o mod-

elo para um gene externamente regulado é um caso particular do modelo para um gene

auto-regulado. A simetria descoberta possui interpretação biológica direta e, por isso,

este ferramental possui aplicação potencial na área. Especi�camente, na elaboração de

uma regra de composição entre dois ou mais genes.

Funções de Heun

A equação de Heun é uma generalização das equações diferenciais de segunda ordem

[64, 65, 66, 67, 68, 69]. Ela possui quatro singularidades e é bastante importante em

física matemática. Isto pois, casos especiais dessa equação, incluem as equações hiperge-

ométricas, as hipergeométricas con�uentes, Lamé, Bessel, Legendre e Laguerre [65]. Estas

funções são aplicadas em relatividade geral, na descrição de um buraco negro sob per-

turbações lineares [66]. As propriedades matemáticas desta função são objeto de intensa

investigação [65, 67, 68, 69]. Nesta tese, as funções de Heun aparecem em sua forma

con�uente, formando a base de autofunções em que expandimos a solução dependente do

tempo do modelo estocástico para o gene auto-regulado. De posse destas soluções, obtive-

mos um exemplo de dinâmica estocástica desse gene. Para o cálculo das probabilidades,

desenvolvemos uma relação de recorrência entre derivadas arbitrárias dessas funções.

Controle da regulação gênica

Um tema candente na busca por mecanismos moleculares subjacentes à evolução
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das espécies é compreender o papel da regulação da expressão gênica neste processo

[70, 71, 72]. O sequenciamento dos genomas revelou que o aumento no número de

genes não implica em maior complexidade, e. g., o verme (C. elegans) possui apro-

ximadamente 20 mil genes enquanto a mosca-das-frutas (Drosophila) possui menos de 14

mil. Por seu turno, a mosca apresenta maior diversidade de células e tecidos. Aqui entra

a regulação da expressão gênica, que pode estar no cerne de grande parte da diferenciação

entre espécies e dentro destas. Nesse contexto, é mister analisar diferentes estratégias de

regulação e seus efeitos na expressão gênica. Sendo assim, analisamos comparativamente

os genes auto e externamente regulados. Mostramos, partindo de um modelo estocástico,

que a auto-regulação permite síntese proteínica em regimes de baixa �utuação. Ou seja,

resulta num controle mais estrito do número de proteínas produzidas pelo gene. Este

resultado, embora já previsto na literatura e medido experimentalmente, não havia sido

obtido a partir de equações estocásticas. Também veri�camos que um gene auto-regulado

pode ser mais rápido na resposta à perturbações que o tirem de um regime estacionário.

Estes resultados também já estão presentes na literatura, porém baseados em modelos

determinísticos.

Esta tese é dividida em quatro Capítulos. A divisão visa apresentar o modelo qualita-

tivo e quantitativo que trataremos nesta tese, juntamente com sua solução completa, no

início, Capítulo 2. Os Capítulos restantes são devotados à exploração destes resultados.

O Capítulo 3 trata da investigação do papel da simetria de Lie do regime estacionário.

Um exemplo de dinâmica probabilística é apresentado no Capítulo 4. No Capítulo 5 faze-

mos uma análise comparativa dos modelos estocásticos para os genes auto e externamente

regulados. Por �m, no Capítulo 6, apresentamos nossas conclusões.



Capítulo 2

Um modelo estocástico para expressão

gênica

Neste capítulo discorremos acerca da expressão gênica. Apresentamos o modelo que

consideramos para a síntese proteínica. Em seguida abordamos este modelo em termos de

equações de Markov. Estas possuem soluções analíticas que são calculadas via metódo das

funções geratrizes, tanto em regime estacionário quanto dinâmico. As soluções do modelo

são obtidas ao escrevermos as equações mestras em formalismo de autovalores. Obtemos as

autofunções, as quais são as funções de Heun con�uentes. Por �m, escrevemos as soluções

completas das equações de Markov como uma expansão sobre a base das autofunções.

2.1 A expressão gênica

Ummodelo que vise abarcar a expressão gênica por completo, tal qual esta é compreen-

dida atualmente, requer a consideração de diversos fenômenos [73]. Nesta tese utilizamo-

nos de uma versão muito simpli�cada deste modelo. Todavia, este esquema mostra-se

su�ciente para compreendermos o papel da regulação da transcrição gênica no controle

da população de proteínas numa célula.
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Figura 2.1: Um modelo simpli�cado para expressão gênica

2.1.1 Modelo simpli�cado

Nesta tese, quando utilizarmos o termo expressão gênica, teremos em mente o esquema

apresentado na Figura 2.1. Nesta, o gene é composto por um sítio promotor e um sítio

operador. Ao sítio promotor liga-se a RNApolimerase (RNAP) para iniciar o processo

de síntese proteínica. Ao sítio operador liga-se uma proteína reguladora do processo de

síntese proteínica. Também consideraremos que os processos de transcrição e tradução

são acoplados e chamá-lo-emos simplesmente de síntese proteínica. Isto implica considerar

que as proteínas são criadas diretamente a partir do gene, sem que exista o mRNA como

agente intermediário da expressão do gene. Convencionaremos que o gene estará em estado

reprimido se houver uma proteína reguladora ligada ao sítio operador. Caso contrário, o

gene estará em estado ativo.

A taxa de síntese proteínica depende de o gene estar em estado ativo ou reprimido e é,

respectivamente, k ou χk, onde k é um número real positivo e χ é um número real entre

zero e um. A degradação das proteínas independe do estado do gene e ocorre com taxa ρ

real positiva. O número de proteínas sintetizadas pelo gene é dado por n e é um inteiro

positivo.

A proteína reguladora da expressão do gene pode fazê-lo negativa ou positivamente. A

regulação será negativa se a presença de proteínas reguladoras induzir o gene a expressar

em estado reprimido. Caso contrário a regulação será positiva. Nesta tese trataremos a

regulação como negativa. O leitor interessado em analisar resultados referentes à regu-
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lação positiva pode obtê-lo diretamente dos resultados que apresentaremos se inverter a

interpretação dos estados do gene: ativo torna-se reprimido e vice-versa.

A proteína reguladora da expressão do gene pode ser codi�cada por ele mesmo. Neste

caso o gene é chamado auto-regulado. Como escolhemos a regulação negativa, a taxa

de ligamento das proteínas ao sítio operador é proporcional ao número destas na célula,

nh, sendo h um parâmetro de proporcionalidade. A taxa de desligamento da proteína

reguladora do sítio operador é dada por f̃ . Tanto f̃ quanto h são números reais positivos.

Vale advertir que a dependência funcional em n pode ser não-linear. Por exemplo, há

autores que adotam dependência quadrática [44].

Quando a proteína reguladora é expressa por outro gene, este é chamado externamente

regulado. A taxa de ligamento da proteína ao sítio operador não apresenta dependência

funcional em n e é dada por h. A taxa de desligamento é dada por f̃ . Novamente f̃ e h

são números reais positivos. Estes parâmetros podem apresentar dependência funcional

em outras variáveis que não o número de proteínas expressas pelo gene ao qual se referem,

conforme foi adotado em [43].

2.2 Modelo estocástico

Apresentamos um modelo estocástico para um gene auto-regulado e/ou sob re-

gulação externa. O modelo conterá os dois processos aleatórios da seção anterior, um

deles representando criação e destruição de proteínas. O segundo representa a mudança

aleatória entre os estados ativo e reprimido do gene que, nesta tese, designaremos como

chaveamento gênico.

2.2.1 Equações de Markov

O sistema mostrado na seção anterior pode ser modelado estocasticamente em termos

de um processo de Markov de um passo. Neste caso, a variável estocástica varia pela

unidade, com o tempo, à taxas de�nidas. Probabilidades dependentes do tempo são

associadas aos valores permitidos à variável aleatória. A probabilidade de o sistema estar
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num estado varia positivamente com o tempo se, ocorrer uma transformação que traga o

sistema para este estado. Caso contrário, se a transformação tirar o sistema deste estado,

a probabilidade varia negativamente.

Nas equações do modelo, o número de proteínas livres na célula, n, e os estados do

gene, ativo e reprimido, são tratados como as variáveis aleatórias. A probabilidade de o

gene codi�cador desta proteína estar em estado ativo quando n proteínas são encontradas

dentro da célula é αn. A probabilidade de o gene estar reprimido é βn. As equações do

modelo são:

dαn

dt
= k[αn−1 − αn] + ρ[(n+ 1)αn+1 − nαn]− (h1n+ h2)αn + f̃βn, (2.1)

dβn

dt
= χk[βn−1 − βn] + ρ[(n+ 1)βn+1 − nβn] + (h1n+ h2)αn − f̃βn, (2.2)

onde as constantes k e χk são, respectivamente, as taxas de criação de proteínas quando

o gene assume os estados ativo e reprimido. As proteínas são degradadas com taxa ρ.

A taxa com que uma proteína reguladora desliga-se do sítio operador é f̃ . As taxas

h1 e h2 representam taxas de ligamento das proteínas reguladoras aos sítios operadores.

No gene regulado externamente, esta taxa não apresenta dependência em n, portanto

escolhemos h1 nulo. No gene auto-regulado a taxa de ligamento da proteína reguladora

ao sitio operador é dependente do número de proteínas expressas pelo gene. E, conforme

a�rmado anteriormente, escolhemos dependência linear em n e a taxa h2 nula. Em caso de

h2 não nulo, o gene será auto e externamente regulado, como pode ocorrer em organismos

mais complexos [74].

As equações (2.1) e (2.2) representam os processos químicos efetivos representados

na Tabela 2.1 abaixo. Neste caso, dois processos de criação e degradação são acoplados

através do chaveamento gênico. Os processos de criação e degradação são modelados em

termos de distribuições de Poisson e representam os dois modos de síntese de proteínas.

Ou seja, no regime estacionário, o número médio de produtos da reação é dado por, respec-

tivamente, k/ρ e χk/ρ para os estados ativo e reprimido do gene. O acoplamento entre

estes dois eventos Poissonianos é dado em termos das taxas f̃ e hi. A mudança de esta-
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dos aleatória entre estados de síntese proteínica corresponde ao chaveamento gênico. Um

sistema que transita fortuitamente entre dois estados é chamado, em teoria dos métodos

estocásticos, de processo do telégrafo aleatório [75].

Tabela 2.1: Processos químicos
Criação e degradação de proteínas

Reação Símbolo Taxa Estado do gene
Degradação proteínica M→ ∅ ρ Irrelevante

Síntese proteínica ∅ →M k Livre
χk Reprimido

Chaveamento gênico

Reação Símbolo Taxa Regulação
Desligamento Oβ → Oα f̃ Irrelevante
Ligamento Oα → Oβ h1n Auto

h2 Externa

O acoplamento de dois processos aleatórios distintos induz a existência de duas taxas

de decaimento para o equilíbrio. Uma advinda dos processo de criação e degradação

proteínica, dada por ρ. A segunda taxa, devida ao chaveamento gênico, é f̃ +h2 para um

gene sob regulação externa [75] e f̃ + h1k/(ρ + h1) para o caso auto-regulado, conforme

calculado recentemente por nós [42]. Note que a taxa de decaimento de um gene auto-

regulado possui depêndencia com as taxas de criação e degradação. Isto é causado pela

dependência em n da taxa de ligamento, o que leva a um acoplamento mais forte entre

os dois processos aleatórios modelados.

2.2.2 O método das funções geratrizes

As equações de diferença-diferenciais acopladas, (2.1) e (2.2), podem ser transformadas

nas seguintes equações diferenciais parciais acopladas:

∂α

∂t
= (z − 1)

(
kα− ρ

∂α

∂z

)
− h1z

∂α

∂z
− h2α + f̃β, (2.3)

∂β

∂t
= (z − 1)

(
χkβ − ρ

∂β

∂z

)
+ h1z

∂α

∂z
+ h2α− f̃β, (2.4)
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que resultam da aplicação de uma generalização do método das funções geratrizes. Neste

formalismo, as probabilidades são tratadas como coe�cientes de uma expansão de Taylor

de uma função analítica na variável z, explicitamente:

α(z, t) =
∞∑

n=0

αn(t)zn, β(z, t) =
∞∑

n=0

βn(t)zn. (2.5)

Na formulação original desta metodologia, a função geratriz efetuada em z igual à

um, corresponde à soma de todas as probabilidades e resulta, portanto, na unidade. Na

formulação aqui empregada, tal substituição resulta na probabilidade total de o gene estar

ativo, α(1, t), ou reprimido, β(1, t). A soma destas probabilidades resulta na unidade:

α(1, t) + β(1, t) = 1. (2.6)

No problema aqui tratado, a probabilidade total de o gene estar ativo pode ser entendida

como a fração de tempo que o gene assume con�guração ativa, num longo intervalo de

tempo e dentre vários chaveamentos entre seus estados.

As probabilidades e os momentos de n-ésima ordem do processo aleatório de�nido pelas

equações (2.1) e (2.2) são obtidos por diferenciação e efetuação das funções geratrizes nos

pontos z = 0 and z = 1, respectivamente. As probabilidades são:

αn =
1

n!

∂nα

∂zn

∣∣∣∣
z=0

, βn =
1

n!

∂nβ

∂zn

∣∣∣∣
z=0

,

e as médias:

〈np
α〉 =

∞∑
n=0

αnn
p =

[(
z
∂

∂z

)p

α

]

z=1

, 〈np
β〉 =

∞∑
n=0

βnn
p =

[(
z
∂

∂z

)p

β

]

z=1

.

Tais de�nições são veri�cadas por substituição direta das de�nições 2.5.
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2.3 Solução na base de autofunções

Nesta seção limitamo-nos ao cálculo da solução dependente do tempo para o modelo

do gene auto-regulado. As equações para um gene externamente regulado já foram solu-

cionadas em trabalhos anteriores. Sendo assim, escolhemos h2 nulo. A solução do modelo

será calculada por meio de expansão na base de autofunções do operador dependente

de z. Apresentamos aqui apenas os passos seguidos para este cálculo, sendo os detalhes

apresentados no Apêndice A.

A solução dinâmica do modelo é escrita explicitamente para as funções geratrizes dos

estados ativo e reprimido, conforme se segue:

α(z, t) =
∞∑

j=0

2∑
i=1

C
(i)
j A

(i)
j (z)e−λ

(i)
j t, (2.7)

β(z, t) =
∞∑

j=0

2∑
i=1

D
(i)
j B

(i)
j (z)e−λ

(i)
j t, (2.8)

onde C(i)
j e D(i)

j são coe�cientes da expansão em série. As autofunções de H são dadas

por A(i)
j e B(i)

j . Seus correspondentes autovalores são dados por λ(i)
j . Os autovalores são

calculados a partir da imposição da analiticidade às autofunções e formam dois conjuntos

distintos:

λ
(1)
j = jρ, e λ

(2)
j = (j + b)

ρ

z0

, em que j = 0, 1, 2, . . . , (2.9)

e b = f +M . Os autovalores do conjunto 1 garantem analiticidade em torno do ponto z

igual à unidade. Os autovalores do conjunto 2 garantem analiticidade em torno de z0.

As autofunções são expressas em termos das funções de Heun con�uentes:

A
(1)
j (z) = H

(
∆1,−jz0 + b,−1− n,∆2(Λ

(1)
j ),∆3(Λ

(1)
j ),

z − z0

1− z0

)
, (2.10)

A
(2)
j (z) = (z − z0)

j H
(

∆1, j,−1− (j + b)/z0,∆2(Λ
(2)
j ),∆3(Λ

(2)
j ),

z − z0

1− z0

)
, (2.11)

onde H representa a função de Heun con�uente. Os parâmetros ∆i são de�nidos em
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termos dos parâmetros do modelo:

∆1 = (χ− z0)
M

z0

,

∆2(Λ
(i)
j ) =

∆1

2

(
2a+ 1− b− 1 + z0

z0

Λ
(i)
j

)
,

∆3(Λ
(i)
j ) =

∆1

(
b− 2a− 1 + Λ

(i)
j

)
+ 1 + Λ

(i)
j

(
Λ

(i)
j + 1− b

)
/z0

2
,

onde a = f(1−χ)/(z0−χ) e Λ
(i)
j = λ

(i)
j z0/ρ. As soluções apresentadas acima são obtidas

escrevendo-se as equações (2.3) e (2.4) como segue-se:

z0

ρ

∂ψ

∂t
= Hψ, (2.12)

onde

ψ =



α

β


 , e H =



M

z − 1

1− z0

− (z − z0)
∂

∂z
f

(1− z0)z
∂

∂z
χM

z − 1

1− z0

− f − z0(z − 1)
∂

∂z


 , (2.13)

e os novos parâmetros do modelo são de�nidos como:

z0 =
ρ

ρ+ h1

, M = k
z0

ρ
(1− z0), f = f̃

z0

ρ
.

Note que a solução da equação (2.12) é proporcional à exponencial do operador H,

exp (Ht), e pode ser expandida na base de autofunções deste operador:

∑
j

e−λjtψ̃j(z), (2.14)

onde λj e ψ̃j são, respectivamente, autovalores e auto-vetores de H. O cálculo de ambos

advém da solução da equação de autovalores abaixo:

Hψ̃ = −λψ̃. (2.15)

As expressões das soluções do modelo, mostradas nas equações (2.7) e (2.8), são obtidas
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pelos cálculo explícito de ψ̃ e λ.

Baseando-nos na equação (2.9), veri�camos que o modelo apresenta um espectro de

decaimentos para o regime estacionário, quando as probabilidades tornam-se constantes

com o tempo. O modo fundamental, em que n é nulo, implica em λ
(1)
0 nulo e λ(2)

0 = bρ/z0.

Sendo assim, a componente da solução proporcional à A(1)
0 possui derivada temporal nula e

representa a solução do estado estacionário. Podemos mostrar que o regime estacionário

satisfaz a simetria de Lie SO(2, 1) e que o invariante da álgebra é proporcional à λ(2)
0 .

A exploração destes dois resultados é apresentada no próximo capítulo. A análise do

espectro apresentado na equação (2.9) é tema do capítulo posterior.

Em suma, neste capítulo apresentamos um modelo para a expressão de um gene que

inclui os fênomenos de criação e degradação proteínica, bem como o chaveamento gênico

entre dois níveis de expressão. Este modelo baseia-se em equações de Markov e apresenta

solução analítica para os regimes estacionário e dinâmico. As soluções são escritas por

expansão, numa base de autofunções, cujos elementos são as funções de Heun con�uentes.



Capítulo 3

Regime estacionário e simetrias

De posse das soluções gerais do modelo estocástico aqui tratado, analisamos o regime

estacionário. As soluções deste regime são dadas em termos das funções de Kummer. As

equações a partir das quais as soluções estacionárias são calculadas obedecem às relações

de comutação da álgebra de Lie tipo-Lorentz, SO(2, 1). O invariante desta simetria apre-

senta um sinal invertido em relação ao invariante da álgebra das rotações. No modelo aqui

tratado, o signi�cado do invariante é preciso, ele é a taxa de decaimento para o equilíbrio

do chaveamento gênico. As autofunções da álgebra são etiquetadas por dois números.

As �utuações no número de proteínas expressas pelo gene são caracterizadas pela relação

entre esses números.

3.1 A teoria matemática das simetrias

Apresentamos informal e brevemente os conceitos de Teoria dos Grupos necessários ao

entendimento do restante deste capítulo. Leitores interessados em um tratamento mais

formal são dirigidos às referências [76, 77, 78].

O grupo das rotações tridimensionais é o protótipo de um grupo contínuo, ou grupo

de Lie. Ele é composto pelas matrizes ortogonais g, as quais satisfazem: gT = g−1.

Tal propriedade garante a preservação de ângulos e magnitudes dos vetores rotacionados.

Um conjunto de objetos é chamado grupo se soubermos como multiplicar e inverter seus
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elementos. A inversa e a identidade também são elementos do conjunto. No caso de uma

matriz rotação, sua forma geral é algo complicado envolvendo ângulos de Euler ou outra

família de parâmetros.

O conjunto das matrizes anti-simétricas X é bastante próximo às matrizes ortogonais:

a exponencial de uma matriz anti-simétrica é uma matriz de rotação, explicitamente:

eX = 1 + X +
X2

2!
+ . . . . (3.1)

O conjunto das matrizes anti-simétricas possui uma estrutura bastante simples: elas for-

mam um espaço vetorial. A soma de duas matrizes anti-simétricas resulta numa matriz

anti-simétrica. Contanto não possamos multiplicar duas matrizes anti-simétricas, dado

que isto não resultará num elemento do conjunto inicial, uma propriedade muito interes-

sante destas matrizes emerge ao calcularmos seu comutador, de�nido como:

[X, Y ] = XY − Y X. (3.2)

Podemos checar que o comutador de duas matrizes anti-simétricas é uma matriz anti-

simétrica. Devido às propriedades mencionadas, o conjunto das matrizes anti-simétricas

é chamado uma álgebra de Lie.

Resumindo, temos um espaço vetorial n-dimensional (o espaço carregador) e dois con-

juntos de matrizes n × n agindo sobre ele. O primeiro, o grupo, fecha sob multiplicação

e o último, que fecha sob adição, é a álgebra. Estes conjuntos relacionam-se pelo mapa

exponencial. A álgebra de Lie é manipulada com mais facilidade e possui a multiplicação

de Lie: o comutador.

Em muitas das aplicações em ciência desejamos lidar com funções ao invés de vetores

n-dimensionais. O espaço de funções também é um espaço vetorial com a propriedade

de adição usual, porém sua dimensão é in�nita. Ao invés de um problema, isto é uma

vantagem: temos uma estrutura mais rica, vários subespaços e a possibilidade de tomar

derivadas, integrais, grá�cos e assim sucessivamente. A álgebra de Lie correspondente
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deve ser formada por operadores diferenciais que �rotacionam� as funções.

Podemos representar as rotações tridimensionais através das matrizes:

Lx =




0 0 0

0 0 −i
0 i 0



,Ly =




0 0 i

0 0 0

−i 0 0



,Lz =




0 −i 0

i 0 0

0 0 0



, (3.3)

que obedecem

[Lx,Ly] = iLz, [Ly,Lz] = iLx, [Lz,Lx] = iLy, (3.4)

sendo i a unidade imaginária.

As matrizes na equação (3.3) agem sobre o espaço tridimensional. Também podemos

considerar os operadores diferenciais

L̃x = i

(
z
∂

∂y
− y

∂

∂z

)
,

L̃y = i

(
x
∂

∂z
− z

∂

∂x

)
,

L̃z = i

(
y
∂

∂x
− x

∂

∂y

)
,

(3.5)

obedecendo as mesmas relações de comutação da equação (3.4) mas que agem sobre o

espaço das funções diferenciáveis nas variáveis x, y, z.

Nesta tese trabalharemos com uma álgebra tridimensional similar à álgebra das ro-

tações. Esta álgebra de Lie é de�nida pelos operadores diferenciais:

Lx = η
d2

dη2
+ (2l + 2− θη)

d

dη
+
θ2 + 1

4
η − θ(1 + l),

Ly = −iη d
dη

+ i
θη − 2− 2l

2
,

Lz = η
d2

dη2
+ (2l + 2− θη)

d

dη
+
θ2 − 1

4
η − θ(1 + l),

(3.6)



3.1. A TEORIA MATEMÁTICA DAS SIMETRIAS 31

onde η é uma variável complexa e l e θ são constantes reais. Estes operadores fecham sob

as seguintes relações de comutação:

[Lx, Ly] = −iLz, [Ly, Lz] = iLx, [Lz, Lx] = iLy. (3.7)

A diferença entre esta álgebra, chamada so(2, 1), e a das rotações, so(3), é somente

um sinal nas relações de comutação, porém com consequências profundas. Elas possuem

a mesma relação que o grupo de rotação quadridimensional e o grupo de Lorentz.

Os operadores Lx, Ly e Lz podem ser escritos na forma de Cartan-Weyl. Nós os

combinamos como segue-se, L± = Lx ± iLy, tal que:

L+ = η
d2

dη2
+ [2l + 2 + (1− θ)η]

d

dη
+

(1− θ)2

4
η + (1− θ)(1 + l),

L− = η
d2

dη2
+ [2l + 2− (1 + θ)η]

d

dη
+

(1 + θ)2

4
η − (1 + θ)(1 + l),

(3.8)

e os nomeamos operadores escada, onde L+ (L−) é o operador levantamento (abaixam-

ento).

Neste caso, as relações de comutação tornam-se:

[Lz, L±] = ±L±, [L+, L−] = −2Lz. (3.9)

A sub-álgebra de Cartan é formada pelo operador Lz e sua ação sobre qualquer outro

elemento da álgebra é proporcional ao próprio elemento, conforme podemos notar na

equação (3.9).

Também de�nimos um operador que comuta com todos os operadores da álgebra, o

operador de Casimir. Um operador com tal característica é importante pois será pro-

porcional à identidade, segundo o lema de Schur [76]. No caso da álgebra so(2, 1), ele é

de�nido como:

C = −L2
z + L2

x + L2
y. (3.10)
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3.2 O regime estacionário

A componente estacionária do processo estocástico de�nido pelas equações (2.1) e (2.2)

pode ser obtida tomando-se a componente n = 0 da solução geral do modelo, equações

(2.7) e (2.8). Alternativamente, podemos focar-nos apenas ao caso em que as derivadas

temporais das equações (2.3) e (2.4) são nulas. Isto corresponde a tomarmos Λ = 0 na

equação de autovalores de H (A.7). Como visamos veri�car que a equação do regime

estacionário satisfaz a simetria de Lie apresentada anteriormente, so(2, 1), optamos por

escrever as equações do modelo:

(
M

z − 1

1− z0

− h2

ρ+ h1

)
α + (z0 − z)

dα

dz
+ fβ = 0, (3.11)

(
χM

z − 1

1− z0

− f

)
β − z0(z − 1)

dβ

dz
+ (1− z0)z

dα

dz
− h2

ρ+ h1

α = 0, (3.12)

onde

z0 =
ρ

ρ+ h1

, M = k
z0

ρ
(1− z0), f = f̃

z0

ρ
.

Para cada uma das estratégias de regulação gênica reservamos uma subseção, dadas

as particularidades de interpretação dos modelos.

3.2.1 Gene auto-regulado

Nesta subseção tomamos h2 nulo. A solução das equações (3.11) e (3.12) é obtida

resolvendo-se a expressão (3.11) para β, o que resulta em:

β =
M

f

1− z

1− z0

α+
z − z0

f

dα

dz
. (3.13)

Substituímos a expressão acima na equação (3.12), a expandimos e, dividindo-a pelo fator:

M

f

z0

1− χ/z0

1− z

1− z0

,
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obtemos uma equação diferencial de segunda ordem, conforme escrito abaixo:

η
d2α

dη2
+

(
1 + b− z0 + χ

z0 − χ
η

)
dα

dη
+

[
z0χ

(z0 − χ)2
η +

z0 + χ

z0 − χ

1 + b

2

]
α−

(
a+

1− b

2

)
α = 0.

(3.14)

A nova variável η é escrita como função de z,

η =
M

z0

z0 − χ

1− z0

(z − z0) (3.15)

e os parâmetros a e b são escritos como função dos parâmetros do modelo:

a =
1− χ

z0 − χ
f, e b = f +M. (3.16)

A equação (3.14) apresenta duas singularidades regulares, uma na origem e a segunda

no in�nito. Isto sugere uma solução em termos das funções hipergeométricas con�uentes.

De fato, a solução é escrita como:

α(η) = c−1a

b

z0 − χ

1− χ
exp

(
χ
η − η1

z0 − χ

)
M (1 + a, 1 + b, η) , (3.17)

onde,

c = M (a, b, η1) , e η1 = M(z0 − χ)/z0. (3.18)

O símbolo M representa a função de Kummer M. O termo η1 é obtido ao substituirmos

z igual a unidade na de�nição da variável η, equação (3.15). A função de Kummer M é

de�nida em termos da série:

M(a, b, θ) =
∞∑

n=0

(a)n

(b)n

θn

n!
, (3.19)

onde (x)n representa a função de Pochhammer:

(x)n = x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1), (x)0 = 1. (3.20)
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A componente irregular da solução da equação (3.14), escrita em termos da função de

Kummer U, é eliminada. Esta é uma vantagem das soluções analíticas frente às numéri-

cas. Podemos eliminar divergências diretamente nas primeiras enquanto nas segundas

buscamos soluções que estejam no intervalo de validade.

A função geratriz das probabilidades de o gene estar em estado reprimido é obtida pela

ação da equação (3.13) sobre α e considerando a relação 13.4.14, contida na referência

[79]. Escrevemo-na como:

β(η) = c−1 exp

(
χ
η − η1

z0 − χ

)
M (a, b, η)− α(z). (3.21)

Também de�nimos a probabilidade de n proteínas serem encontradas dentro da célula,

independente do estado do gene, como αn+βn = φn. Neste caso a função geratriz é obtida

diretamente da soma de α + β, resultando em:

φ(η) = c−1 exp

(
χ
η − η1

z0 − χ

)
M (a, b, η) , (3.22)

note que em η igual a η1, a função geratriz acima é igual a unidade. Ou seja, esta função

está normalizada em termos de c.

3.2.2 Gene externamente regulado

A solução estacionária do modelo para um gene externamente regulado é obtida

seguindo-se algoritmo similar ao empregado ao modelo para o gene auto-regulado. Ini-

cialmente devemos impor h1 nulo. A equação de segunda ordem para α será indêntica à

equação (3.14), se: impusermos z0 igual a unidade e a variável η for de�nida em termos

de z, como segue-se,

η =
k

ρ
(1− χ)(z − 1). (3.23)

Note que, neste caso, η1 é nulo. Os parâmetros a e b são rede�nidos como:

b =
f̃ + h2

ρ
, e a =

f̃

ρ
. (3.24)
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Os parâmetros do modelo podem ser rede�nidos em termos das características dos

processos estocásticos modelados:

N =
k

ρ
, pα =

f̃

f̃ + h2

=
a

b
, pβ = 1− pα, e ε = b, (3.25)

em que N é o número médio de proteínas produzidas pelo gene em estado ativo no regime

estacionário, conforme discutido na Seção (2.2.1), à página 22.

Os parâmetros pα ou pβ são, respectivamente, as probabilidades de o gene estar ativo

ou reprimido no regime estacionário. Isto pode ser veri�cado se consideramos as equações:

−h2α(1) + f̃β(1) = 0,

α(1) + β(1) = 1,
(3.26)

as quais foram obtidas considerando-se z igual a unidade na equação (3.11) e a conservação

da probabilidade total, conforme a equação (2.6). Note que h1 é nulo. Resolvemos o

sistema de equações acima considerando a notação px ≡ x(1) e recuperamos a expressão

apresentada nas equações (3.25).

O parâmetro ε é uma quantidade adimensional, que relaciona as duas taxas de decai-

mento para o regime estacionário dos processos estocásticos aqui modelados. A taxa de

decaimento dos processos de criação e degradação proteínica é dada por ρ. Já o processo

de chaveamento gênico possui taxa de decaimento dada por ερ.

As funções geratrizes das probabilidades do gene externamente regulado são:

α(η) =
a

b
exp

(
χη

1− χ

)
M (1 + a, 1 + b, η) ,

β(η) =
b− a

b
exp

(
χη

1− χ

)
M (a, 1 + b, η) ,

φ(η) = exp

(
χη

1− χ

)
M (a, b, η) ,

(3.27)

e foram obtidas igualando z0 à unidade nas funções geratrizes das probabilidades do
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gene auto-regulado. A constante c foi à unidade, pois a função Kummer M, quando seu

argumento é nulo, é igual a um. A função β foi escrita considerando a transformação

número 13.4.3 da referência [79].

3.3 Simetria de Lie

A existência de soluções analíticas para a equação (3.14) e a similaridade entre o

operador diferencial que age sobre α e o operador Lz, de�nido na equação (3.6), nos

direciona à busca de uma simetria de Lie no modelo estocástico aqui tratado [42, 80, 81,

76]. De fato, a ação do operador Lz sobre sua autofunção pode ser escrita como:

Lzα = mα, (3.28)

em que α é a função geratriz das probabilidades de o gene estar em estado ativo e as

equações (3.14) e (3.28) são idênticas se impusermos:

l =
b− 1

2
, e m = a+ (1− b)/2. (3.29)

A simetria considerada será referente ao modelo de um gene auto ou externamente

regulado de acordo com a forma da constante θ. Num gene auto-regulado ela é:

θ =
z0 + χ

z0 − χ
, (3.30)

enquanto no gene externamente regulado ela �ca:

θ =
1 + χ

1− χ
. (3.31)

Dessarte, concluímos que a função geratriz das probabilidades do estado ativo do

gene é autofunção da sub-álgebra de Cartan da simetria SO(2, 1). A ação do operador

levantamento sobre a autofunção leva-a noutra autofunção cujo parâmetro a vai em a+1.
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Por sua vez, sob a ação do operador abaixamento, o parâmetro a da autofunção vai em

a− 1. Explicitamente, num caso geral:

L+ exp

(
θ − 1

2
η

)
M (a, 1 + b, η) = a exp

(
θ − 1

2
η

)
M (1 + a, 1 + b, η) , (3.32)

L− exp

(
θ − 1

2
η

)
M (1 + a, 1 + b, η) = (a− b) exp

(
θ − 1

2
η

)
M (a, 1 + b, η) . (3.33)

Por conseguinte, podemos gerar um conjunto completo de funções de geratrizes, cujos

parâmetros a diferem pela unidade, através da ação dos operadores escada. Cada uma

das regulações é recuperada pela substituição de seu respectivo θ.

O operador de Casimir pode ser escrito como segue:

C = −L2
z + Lz + L+L−. (3.34)

Sua ação sobre a função geratriz do estado ativo, α, possui como autovalor a expressão

canônica [76]:

Cα = −l(l + 1)α. (3.35)

Em termos do parâmetro b, obtemos a ação do operador de Casimir com o auxílio das

equações (3.32) e (3.33), e seu autovalor �ca:

Cα =
1− b2

4
α. (3.36)

O parâmetro b é um número real positivo, como podemos veri�car de suas de�nições nas

equações (3.16) e (3.24). Portanto, o autovalor do operador de Casimir será um número

real menor que 1/4 e o número l satisfaz l < −1/2.

A representação que obtivemos é irredutível e de dimensão in�nita (ilimitada acima

e abaixo) [76]. Ela é etiquetada pelo número real contínuo b e cada um dos elementos

da representação é etiquetado pelo número real a. Dado a0, um número in�nito de auto-

funções de Lz são obtidas pela ação dos operadores escada, cujos a's são a0, a0± 1, a0± 2,

etc.
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3.4 O signi�cado biologógico dos operadores algébricos

O invariante da álgebra, o operador de Casimir, têm um signi�cado biológico claro,

ele indica o regime de decaimento ao equilíbrio do chaveamento gênico. Tal fato é demon-

strado ao analisarmos a componente dois da solução dependente do tempo e o nível

fundamental (n = 0) de sua meia vida:

λ
(2)
0 = b

ρ

z0

. (3.37)

Note que esta taxa de decaimento para o equilíbrio é proporcional ao autovalor do operador

de Casimir, b.

O autovalor do operador Lz é proporcional à a�nidade entre o sítio operador e a

proteína reguladora. Esta conclusão é sustendada pela análise das equações (3.28) e (3.29).

O parâmetro b é de�nido pela ação do operador de Casimir. O parâmetro restante, a, é

de�nido pela ação de Lz. Como será mostrado adiante, a probabilidade estacionária de o

gene estar ativo apresenta depêndencia que cresce monotonicamente com a. Portanto, a

a�nidade entre o sítio operador e a proteína reguladora é inferida pelo cálculo de a.

Os operadores escada agem conectando processos estocásticos distintos, cujos valores

de a diferem pela unidade. Tal fato decorre da de�nição da ação dos operadores levan-

tamento e abaixamento sobre as funções geratrizes, conforme as equações (3.32) e (3.33).

Mostraremos na próxima seção que a satisfaz um domínio de validade. Assim, a ação dos

operadores escada dá origem à funções geratrizes apenas se a permanecer em seu domínio

de validade. Caso contrário a função obtida não terá signi�cado biológico embora per-

maneça válida do ponto-de-vista matemático.

3.5 Domínio biológico dos parâmetros algébricos

Do ponto-de-vista de Teoria das Representações, os etiquetadores de um elemento do

espaço carregador b e a são reais. A etiqueta b é, conforme a�rmado anteriormente, um

real positivo, enquanto a pode assumir qualquer valor real. No entanto, para que este
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elemento do espaço carregador seja função geratriz de um processo estocástico, a deverá

satisfazer as restrições que mostraremos a seguir.

No gene auto-regulado, a pode ser um número real positivo ou negativo. Será positivo

se z0 for maior que χ e negativo em caso contrário. Nomearemos setor positivo o conjunto

de valores assumidos por a's maiores que zero:

0 ≤ a ≤ 1− χ

z0 − χ
b, se z0 > χ; (3.38)

e de setor negativo o conjunto de valores assumidos por a's menores que zero:

1− χ

z0 − χ
b ≤ a ≤ 0, se z0 < χ. (3.39)

Note que o intervalo de a é dado em função de b, o invariante da álgebra.

Ambas as equações acima são veri�cadas a partir da análise das de�nições de a e b no

gene auto-regulado:

a = f
1− χ

z0 − χ
, e b = f +M. (3.40)

em que resolvemos a primeira das equações (3.40) para f , substituímos na segunda

equação e, após isolarmos M , impomos que este seja positivo. Daí resultam as relações

(3.38) e (3.39).

Note, na equação (3.40), que a apresenta um singularidade para z0 e χ idênticos. No

entanto, isto não implica em divergência da função geratriz das probabilidades do estado

ativo. Isto deve-se ao argumento da função de KummerM também anular-se neste limite,

conforme a de�nição (3.15). Assim, a função de KummerM tende à unidade e a função

geratriz à zero.

No gene externamente regulado, analisamos os valores possíveis de a considerando

z0 = 1 no conjunto de valores possíveis no gene auto-regulado. Destarte, z0 será neces-

sariamente maior que χ e os valores de a no gene auto-regulado estão somente no setor



40 CAPÍTULO 3. REGIME ESTACIONÁRIO E SIMETRIAS

positvo. Além disso, note que a desigualdade (3.38), torna-se:

0 ≤ a ≤ b, (3.41)

 0a

b

Parameter space

Gene externamente regulado

Gene auto-regulado

Gene auto-regulado

 z0>χ
 a=b 
 z0<χ

Figura 3.1: Domínios biológicos de a.

Visualizamos os domínios de validade de a na Figura (3.1). No eixo horizontal �cam

os valores possíveis de b e no eixo vertical os valores de a. A linha horizontal preta no

centro da �gura é a origem dos valores de a. Para um dado valor de b, os valores possíveis

de a estão numa linha vertical entre a origem e uma das linhas coloridas. O domínio de

a no gene auto-regulado �ca entre a linha verde e a origem, no setor positivo. No setor

negativo, esse domínio está entre a origem e a linha azul. No gene externamente regulado,

o domínio de a está entre a origem e a linha vermelha. Note que o domínio de validade

biológica do gene externamente regulado é um sub-domínio de a no gene auto-regulado.

3.5.1 Nível de atividade do gene

O módulo do parâmetro a é uma medida indireta da probabilidade de o gene estar

ativo, em outras palavras, de seu nível de atividade em regime estacionário. No gene

externamente regulado isto é explícito, pois a probabilidade de o gene estar ativo apresenta

depêndencia linear com a, pα = a/b. Portanto, se a assume seu valor mínimo, o gene possui
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probabilidade um de estar reprimido. Por outro lado, se a assume seu valor máximo, o

gene estará totalmente ativo.

No gene auto-regulado, esta relação não é tão clara do ponto-de-vista algébrico, visto

que a função geratriz das probabilidades de o gene estar ativo, dada na equação (3.17),

quando efetuada em η1 �ca:

pα =
a

b

z0 − χ

1− χ

M(1 + a, 1 + b, η1)

M(a, b, η1)
, (3.42)

onde pα é a probabilidade de o gene estar ativo em regime estacionário. Note que quando

a é nulo, pα vai à zero, enquanto que o valor máximo do módulo de a corresponde à total

atividade do gene. Dada a di�culdade de invertermos a equação (3.42), na Figuras (3.2)

construímos um grá�co da probabilidade de o gene estar ativo como função de a. Ambos

os setores positivo e negativo do domínio de validade de a são contemplados. Em cada

grá�co escolhemos um valor distinto de b, mantendo χ �xo em ambos. Há seis curvas em

cada grá�co, cada uma representa pα como função de a para um dado z0. O conjunto

de valores de z0 é o mesmo em ambos os grá�cos. A probabilidade de o gene estar ativo

cresce de zero à um monotonicamente com o módulo de a. No entanto, esta dependência

não é linear.

 0
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Figura 3.2: Nível de atividade do gene auto-regulado para dois valores distintos de b.
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3.5.2 Classi�cação da estrutura das �utuações

Nesta subseção, mostramos como a relação entre os etiquetadores da representação e

seus elementos, b e a, é útil na classi�cação da estrutura das �utuações no número de

proteínas expressas pelo gene. De�niremos as �utuações em termos do fator de Fano [82],

o qual é dado por:

F =
〈n2〉 − 〈n〉2

〈n〉 . (3.43)

A distribuição de Poisson possui fator de Fano igual a unidade e é denominada Poisson ou

Fano. Uma distribuição cujo fator de Fano é maior que um é denominada super Poisson

e será mais larga. Uma distribuição sub Poisson possui fator de Fano menor que um e

caracteriza-se por ser estreita.

Os valores médios de 〈n〉 e de 〈n2〉 são obtidos pela aplicação das derivadas primeira

e segunda sobre as funções geratrizes das probabilidades totais, φ, em η = η1:

〈n〉 =
dη

dz

dφ

dη

∣∣∣∣
η=η1

=
M [pα(1− χ) + χ]

z0(1− z0)
,

〈n2〉 = 〈n〉+

(
dη

dz

)2
d2φ

dη2

∣∣∣∣
η=η1

,

〈n2〉 = 〈n〉2 + 〈n〉+

(
M

z0

z0 − χ

1− z0

)2
a

b

[
a+ 1

b+ 1

M(a+ 2, b+ 2, η1)

M(a, b, η1)
− b

a

(
1− χ

z0 − χ

)2

p2
α

]
.

(3.44)

Nas �guras seguintes apresentaremos grá�cos do fator de Fano de uma distribuição

de probabilidades como função do número médio de proteínas expressas pelo gene auto-

regulado. Na Figura 3.3 apresentamos um grá�co representando o setor positivo. O setor

negativo é contemplado na Figura 3.4. Para os grá�cos de cada setor, consideramos dois

valores distintos de b. O valor de χ é idêntico em todas as �guras. Cada curva é obtida

�xando um valor distinto de a. Em seguida, variamos z0 no intervalo χ < z0 < 1 (ou

0 < z0 < χ) para de�nirmos as curvas do setor positivo (ou setor negativo), tomamos os

respectivos valores de F e 〈n〉, e obtivemos o conjunto de pontos com que desenhamos as
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curvas apresentadas.
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Figura 3.3: Fator de Fano no setor positivo

Na Figura 3.3, as linhas vermelhas correspondem à distribuições em que a < b. As lin-

has verdes representam distribuições em que a > b. O disco preto representa distribuições

em que a = b, sendo 〈n〉 = b/(1 − χ). O parâmetro b etiqueta a representação do grupo

SO(2, 1) e a denota um elemento desta representação. Quando a < b temos um pro-

cesso estocástico super Poisson e teremos um processo de Poisson em caso de a e b serem

idênticos. Processos sub Poisson ocorrem quando a > b.
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Figura 3.4: Fator de Fano no setor negativo

Na Figura 3.4 cada curva colorida corresponde a um valor distinto de a. Há uma

linha de referência horizontal preta. É conclusão direta que qualquer processo estocástico

de�nido no setor negativo será sub Poisson.

Um gene externamente regulado apresenta processos estocásticos de síntese proteínica

que são super Poisson ou Poisson. Esta a�rmação é demonstrada partindo-se do fato que

os processos estocásticos do gene externamente regulado são de�nidos exclusivamente no

setor positivo. Adicionalmente, esses processos são etiquetados por números que satis-
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fazem a condição a ≤ b. De acordo com os resultados apresentados na Figura 3.3, isto

corresponde à processos estocásticos de Fano e super Fano. Isto é veri�cado algebrica-

mente pela equação para o fator de Fano do gene externamente regulado, explicitamente:

F = 1 +
N(1− χ)2

1 + b

a

b

b− a

a(1− χ) + χb
, (3.45)

obtida a partir das equações (3.44), substituindo-se, nesta ordem M = N(1− z0), z0 = 1

e pα = a/b.

O gene auto-regulado realiza a síntese proteínica estocástica nos três regimes distintos

de �utuação: Poisson e sub ou super Poisson. Se o processo estocástico de síntese de

proteínas for de�nido no setor positivo, os etiquetadores dos elementos da representação,

a, poderão ser maiores, menores ou iguais à b. Consequentemente, o gene poderá expressar

proteínas estocasticamente nas três classes de �utuações de�nidas em termos do fator de

Fano. Em caso de o processo estocástico ser de�nido no setor negativo, o gene auto-

regulado necessariamente expressará em regime sub-Poisson.

Em suma, mostramos que as soluções do regime estacionário dos modelos estocásticos

apresentados possuem simetria de Lie tipo Lorentz SO(2, 1). O invariante da álgebra

caracteriza a taxa de decaimento para o equilíbrio do chaveamento gênico. O autovalor

do operador de Cartan de um elemento da representação da álgebra mede, indiretamente,

o nível de atividade do gene. A ação dos operadores escada conecta processos estocásticos

cujos a's diferem pela unidade. O regime de �utuações no número de proteínas expressas

pelo gene é caracterizado pela relação entre os etiquetadores de um elemento do espaço

carregador. O modelo estocástico para um gene externamente regulado é obtido a partir

de uma restrição no espaço de validade do modelo para um gene auto-regulado.

Em perspectiva, podemos utilizar o ferramental matemático das simetrias de Lie na

busca por uma regra de composição entre modelos para genes isolados, e. g. calculando os

coe�cientes de Clebsch-Gordon [76]. Podemos investigar o signi�cado biológico da álgebra

de dimensão in�nita que forma a base em que as equações do modelo, Apêndice B. O

parâmetro z0 é, provavelmente, autovalor de um operador de Casimir de uma álgebra que
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contenha a álgebra so(2, 1) já descoberta.



Capítulo 4

Dinâmica estocástica

Neste Capítulo exploramos um exemplo de dinâmica obtida a partir das soluções

exatas do modelo estocástico mostrado no Capítulo 1. A série em termos da qual a

solução do modelo para o gene auto-regulado é escrita não foi somada. Sendo assim, a

solução dinâmica do modelo para o gene auto-regulado é decomposta em suas taxas de

decaimento para o equilíbrio. Esta decomposição é realizada numericamente, pois ainda

inexiste um produto interno entre funções de Heun con�uentes. Mostramos um exemplo

de evolução das probabilidades na seção �nal.

4.1 Solução geral em termos das funções de Heun

As funções geratrizes das probabilidades dependentes do tempo, conforme apresentado

no primeiro capítulo desta tese, são dadas por:

α(z, t) =
∞∑

j=0

2∑
i=1

(−1)(i−1)jC
(i)
j A

(i)
j (z)e−λ

(i)
j t, (4.1)

β(z, t) =
∞∑

j=0

2∑
i=1

(−1)(i−1)jD
(i)
j B

(i)
j (z)e−λ

(i)
j t, (4.2)
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onde C(i)
j e D(i)

j são coe�cientes da expansão na base de autofunções, A(i)
j (z) e B(i)

j (z) são

as autofunções e λ(i)
j são seus autovalores correspondentes, dados por:

λ
(1)
j = jρ, e λ

(2)
j =

b+ j

z0

ρ, em que j = 0, 1, 2, . . . . (4.3)

Neste capítulo, os autovalores do modelo são as taxas de decaimento para o regime

estacionário. O espectro correspondente é apresentado na Figura 4.1. No eixo vertical

escrevemos a taxas de decaimento em unidades de ρ. Na direção horizontal, da esquerda

para a direita, escrevemos os conjuntos de autovalores em termos de λ(1)
j e três situ-

ações distintas para λ(2)
j , quando a fração λ(2)

0 /λ
(1)
1 é, respectivamente, menor, igual ou

maior que um. O espaçamento entre dois autovalores consecutivos são 1 ou 1/z0 para,

respectivamente, λ(1)
j ou λ(2)

j . O nível fundamental do conjunto 1 é nulo e corresponde ao

regime estacionário. O nível fundamental de decaimento do conjunto 2 é dado por b/z0 e

é determinado pela ação do operador de Casimir, conforme apresentado no Capítulo 2.

 0

 1

 2

 3

 4

 5

D
ec

ay
in

g 
ra

te
s 

- 
un

its
 o

f ρ

Spectrum of decaying rates to stationary state

j=0

j=0
j=0

j=0
j=1

j=1
j=1

j=1

j=2

j=2
j=2

j=2

1
b/z0<1

1/z0

b/z0=1

1/z0

b/z0>1

1/z0

Protein degradation Gene switch

Figura 4.1: Espectro de taxas de decaimento para o regime estacionário.

Os coe�cientes C(1)
0 e D(1)

0 são as constantes de normalização do regime estacionário.

Este regime é completamente determinado a partir dos valores dos parâmetros do modelo,

conforme aprendemos no Capítulo 2. Sendo assim, ao calcularmos as probabilidades

estacionárias, impomos que as constantes multiplicativas sejam idênticas, C(1)
0 = D

(1)
0 , e
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que a probabilidade total valha um. Daí, resolvemos a equação resultante para a constante

de normalização. Isto resulta na constante de normalização do regime estacionário, obtida

independentemente das componentes dinâmicas das soluções. Mostraremos sua fórmula

explícita mais adiante.

A dinâmica probabilística será obtida ao determinarmos uma condição inicial. O

estado inicial poderá ser dado por uma função não normalizada do número de proteínas.

Esta função será escrita como combinação linear das autofunções apresentadas em (4.1)

e (4.2), onde as constantes C(i)
j e D(i)

j são os seus coe�cientes.

A dinâmica de um processo estocástico, obtida a partir deste formalismo, é forte-

mente correlacionada com seu estado inicial. Este estado será uma combinação linear

das autofunções, a partir da qual �xamos os i, j-ésimos coe�cientes da expansão e, conse-

quentemente, as correspondentes i, j-ésimas taxas de decaimento para o equilíbrio. Even-

tualmente, a série obtida pode ser somada em funções dependentes das variáveis z e t

concomitantemente. Todavia, mesmo que tal soma não seja viável, haverá vários decai-

mentos exponenciais. A menor dessas taxas determina a meia-vida do regime dinâmico do

gene. Em caso de os parâmetros satisfazerem 0 < b < z0 < 1, a constante de chaveamento

gênico domina a dinâmica do sistema. Para z0 e b idênticos, a degradação e o chavea-

mento gênico atingem equilíbrio simultaneamente. A taxa de degradação proteínica de�ne

a meia-vida da dinâmica quando b/z0 é maior que um.

4.1.1 Probabilidades

A dinâmica das probabilidades é obtida derivando-se as funções geratrizes mostradas

nas equações (4.1) e (4.2). Sendo assim, a probabilidade de o sítio operador estar ligado

ou não ligado à proteína reguladora é, respectivamente, obtida a partir de:

αn =
1

n!

∂nα

∂zn

∣∣∣∣
z=0

, ou βn =
1

n!

∂nβ

∂zn

∣∣∣∣
z=0

, (4.4)

quando n proteínas são encontradas no citoplasma.
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A expressão resultante pode ser escrita como:

αn =
1

N

∞∑
j=0

2∑
i=1

1

j!

[
(−1)(i−1)n

n!
C

(i)
j A

(i),n
j − Y

(i)

j p
e
α

]
exp (−λ(i)

j t), (4.5)

e

βn =
1

N

∞∑
j=0

2∑
i=1

1

j!

[
(−1)(i−1)n

n!
D

(i)
j B

(i),n
j − Y

(i)

j p
e
β

]
exp (−λ(i)

j t), (4.6)

em que X(i),n
j representa a n-ésima derivada de X(i)

j em relação à z, efetuada em z nulo,

X
(i),n
j ≡ dnX

(i)
j

dzn

∣∣∣∣∣
z=0

.

A constante de normalização N é calculada a partir de:

N =
∞∑

n=0

2∑
i=1

∞∑
j=j0

(−1)(i−1)n
C

(i)
j A

(i),n
j +D

(i)
j B

(i),n
j

n!j!
, (4.7)

onde j0 = 1 se i = 1 e j0 = 0 se i = 2. Note que o regime estacionário não é computado

no cálculo da constante de normalização. As constantes da expansão, C(i)
j e D(i)

j , são

de�nidas a partir das condições iniciais. Em particular, a constante de normalização do

regime estacionário é obtida a partir de:

C̃ =

( ∞∑
n=0

A
(1),n
0 +B

(1),n
0

n!

)−1

, portanto C
(1)
0 = D

(1)
0 = NC̃. (4.8)

As constantes com barra, Y (i)

j são de�nidas tal que em t nulo, a componente estacionária

se anule e durante a evolução temporal a probabilidade total seja um. Elas são a fração

que as componentes i, j-ésimas da expansão em série representam em relação à soma N :

Y
(i)

j =
∞∑

n=0

(−1)(i−1)n
C

(i)
j A

(i),n
j +D

(i)
j B

(i),n
j

n!
, (4.9)

sendo j = 1, 2, 3 . . . se i = 1 e j = 0, 1, 2 . . . se i = 2. As probabilidades totais de o gene

estar, respectivamente, ativo ou reprimido em regime estacionário são pe
α ou pe

β.
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Demonstramos a constância da probabilidade total ao efetuarmos a soma em n nas

equações (4.5) e (4.6), o que resulta em:

pα(t) = pe
α +

1

N

2∑
i=1

∞∑
j=j0

1

j!

[
C

(i)
j p(i)

α (j)− Y
(i)

j p
e
α

]
e−λ

(i)
j t, (4.10)

e

pβ(t) = pe
β +

1

N

2∑
i=1

∞∑
j=j0

1

j!

[
D

(i)
j p

(i)
β (j)− Y

(i)

j p
e
β

]
e−λ

(i)
j t, (4.11)

onde p(i)
x (j) =

∑∞
n=0(−1)(i−1)nX(i),n/n!. Somamos ambas as expressões acima e, con-

siderando pe
α + pe

β = 1, obtemos:

pα(t) + pβ(t) = 1 +
1

N

2∑
i=1

∞∑
j=j0

1

j!

[
C

(i)
j p(i)

α (j) +D
(i)
j p

(i)
β (j)− Y

(i)

j

]
e−λ

(i)
j t. (4.12)

O termo entre colchetes anula-se ao considerarmos a equação (4.9) e portanto:

pα(t) + pβ(t) = 1. (4.13)

4.1.2 Derivadas das autofunções

As derivadas n-ésimas das autofunções A(i)
j e B(i)

j são calculadas numericamente. Isto

porque estas autofunções são escritas em termos das funções de Heun con�uentes. Difer-

ente das funções de Kummer, as funções de Heun não possuem uma fórmula fechada para

o cálculo de sua derivada n-ésima. Como alternativa, poderíamos utilizar a rotina contida

no programa Maple 11. No entanto, esta é lenta no cálculo de derivadas de ordem superior

à dez e, leva cerca de dez minutos para o cálculo das mesmas.

Visando tornar estes cálculos mais rápidos, podemos escrever uma relação de recorrên-

cia entre as derivadas das funções de Heun. Esta relação é obtida pela ação do operador

derivada n-ésima em z sobre a equação diferencial de segunda ordem para A(i)
j . Dessarte,

escrevemos a derivada segunda de A(i)
j como função da derivada primeira e da própria

função. E assim sucessivamente nas derivadas de ordem superior. Também aplicamos
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este operador sobre a equação para B(i)
j , que é função de A(i)

j e de A(i),1
j . Obtivemos uma

fórmula para a derivada n-ésima de B(i)
j em relação à z como função das derivadas de

A
(i)
j .

O algorítmo que escrevemos resultou bastante rápido para o cálculo de derivadas de

ordem superior, e. g. de ordem 150, levando menos de um segundo para efetuar esta e

todas as derivadas anteriores. Os cálculos e a relação de recorrência a que nos referimos

são apresentados no Apêndice C.

4.2 Dinâmica estocástica

Nesta seção apresentamos um exemplo de evolução temporal. Mostramos quatro in-

stantes distintos da dinâmica das distribuições de probabilidade. Nosso objetivo é mostrar

que a metodologia empregada para a obtenção das soluções dinâmicas do modelo funciona.

Para tal, apenas utilizamo-nos dos primeiros termos da expansão na base de autofunções.

Neste exemplo de evolução temporal �xamos os momentos de ordem inferior. A partir

daí, calculamos valores para os coe�cientes da expansão que resultem em distribuições de

probabilidade correspondentes aos momentos que escolhemos. No grá�co correspondente

à cada instante de tempo apresentamos as probabilidades de encontrarmos n proteínas

na célula, φn, e as respectivas probabilidades de o gene estar ativo, αn, ou reprimido, βn.

As probabilidades totais são indicadas em preto nas �guras. As probabilidades de o gene

estar ativo ou reprimido são, respectivamente, apresentadas em verde ou azul.

Na Figura 4.2 apresentamos a dinâmica de uma distribuição cuja probabilidade total

de estar ativo, número médio de proteínas produzidas e fator de Fano da distribuição

inicial são, respectivamente, dados por:

po
α = 0.9, 〈n〉o = 72., Fo =

〈n2〉o − (〈n〉o)2

〈n〉o = 0.68.

Na expansão na base de autofunções consideramos termos de até segunda ordem, ou seja,

j = 2. Os coe�cientes foram escolhidos para satisfazer as condições iniciais acima. Em
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regime estacionário a probabilidade total de o gene estar ativo, número médio de proteínas

produzidas e fator de Fano da distribuição são, respectivamente, dados por:

pe
α = 0.12, 〈n〉e = 13.5, F e =

〈n2〉e − (〈n〉e)2

〈n〉e = 0.84.

 0

 0.015

 0.03

 0.045

 0.06

 0  20  40  60  80  100

Protein number - n

Probability distributions at t=0

  φn
  αn
  βn

 0

 0.015

 0.03

 0.045

 0.06

 0  20  40  60  80  100

Protein number - n

Probability distributions at t=0.0001

  φn
  αn
  βn

 0

 0.015

 0.03

 0.045

 0.06

 0.075

 0.09

 0  20  40  60  80  100

Protein number - n

Probability distributions at t=0.001

  φn
  αn
  βn

 0

 0.015

 0.03

 0.045

 0.06

 0.075

 0.09

 0.105

 0.12

 0  20  40  60

Protein number - n

Probabilidades em t=1

  φn
  αn
  βn

Figura 4.2: Dinâmica das distribuições de probabilidade. Os parâmetros do modelo assumem
os respectivos valores: (b, a, z0, χ) = (10, 20, 0.08, 0).

Na Figura 4.2 há quatro grá�cos. Cada um deles representa as probabilidades em

instantes distintos. A distribuição inicial é centrada em torno de 〈n〉o, enquanto a dis-

tribuição estacionária é centrada em 〈n〉e. Quando o tempo atinge valor igual à vida média

de uma proteína, ou seja, t = 1, o sistema alcança o regime estacionário. A razão para

isso é que os coe�cientes do tipo 2 na expansão do estado inicial são muito maiores que as

componentes do tipo 1. Portanto, a in�uência efetiva da degradação proteínica é pequena.

Outrossim, a distribuição inicial não desloca-se suavemente para a esquerda. Ao contrário,

a altura do pico inicial diminui gradualmente, enquanto o pacote estacionário cresce. Isto

corresponde à probabilidade alta de degradação de muitas proteínas em frações de tempo

de 1/ρ.

Nosso objetivo com a dinâmica aqui apresentada é apenas ilustrativo de uma aplicação

das soluções que obtivemos. A razão para isto é que consideramos uma expansão em

série com termos de até segunda ordem. Para que dinâmicas mais precisas e realistas

sejam obtidas, é necessário que as expansões tomem em conta termos de até, pelo menos,

j = 100. Para tal, é necessário resolver numericamente um sistema de equações para os
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coe�cientes C(i)
j , dado por:

αn(0) =
1

N

∞∑
j=0

2∑
i=1

1

j!

(−1)(i−1)n

n!
C

(i)
j A

(i),n
j , (4.14)

em que αn(0) são probabilidades iniciais. A alternativa analítica para o procedimento

acima é encontrar o produto interno entre funções de Heun con�uentes. Neste caso, as

probabilidades iniciais seriam escritas em termos de funções geratrizes convertidas em

funções de Heun con�uentes.

Em suma, neste Capítulo apresentamos um exemplo de dinâmica estocástica de um

gene auto-regulado. Para obtê-la, mostramos uma forma geral para escrevermos as funções

geratrizes como combinação linear na base de autofunções, tal que a probabilidade total

seja preservada. Desenvolvemos uma relação de recorrência entre as derivadas das funções

de Heun con�uentes que permitem o cálculo de derivadas superiores com rapidez. Esta

metodologia é aplicável à qualquer equação diferencial.

Em perspectiva, as funções de Heun con�uentes ainda carecem de uma fórmula fechada

para o produto interno. Este é um problema de interesse imediato tanto para o estudo da

dinâmica do gene auto-regulado quanto para a comunidade que investiga as propriedades

das funções de Heun. Alternativamente, resta resolver numericamente a expansão de um

estado inicial em termos das autofunções até componentes de ordens superiores.



Capítulo 5

Os genes auto e externamente regulados

Nesta tese apresentamos dois modelos estocásticos para a síntese proteínica por um

gene auto ou externamente regulado. Ambos são de grande interesse à investigação do

funcionamento de uma rede gênica. Entre outros motivos, porque o chamado módulo de

entrada simples, composto por um gene auto regulado e genes externamente regulados, é

bastante recorrente nessas redes [5, 83, 6]. Neste caso, a proteína expressa por um gene

auto-regulado também controla o nível de expressão dos genes externamente regulados.

Investigar as razôes que guiam a �escolha� da auto-regulação ou regulação externa da

expressão gênica é tema de pesquisa em aberto. Um paradigma nesta busca é a teoria

do controle, na qual atribui-se à auto-regulação a performance ótima de um sistema. Em

biologia, argumenta-se que esta estratégia foi selecionada pela evolução e algumas das

razões para isso são apresentadas na literatura [8, 10, 84, 85, 86]. Sistemas auto-regulados

são mais e�cazes no controle da expressão gênica, sendo mais precisos na manutenção de

um determinado número médio de proteínas no interior celular [8, 84, 74]. Eles também

atingem tal quantidade com maior rapidez [85]. O nível de atividade do gene auto-regulado

responde mais rápida e proporcionalmente à perturbações causadas por agentes externos

[86]. As �utuações no número de proteínas expressas por este gene tendem a ser menores

[8, 10].

Os modelos teóricos comparando estas duas estratégias de regulação lidam com equa-

ções determinísticas para a concentração proteínica [85, 86]. Análises do papel das �u-



5.1. REGIME ESTACIONÁRIO 55

tuações na população de proteínas são introduzidas via técnica de Langevin. Ou seja,

partem-se de equações determinísticas adidas de um termo aleatório, mais especi�ca-

mente, ruído branco [10]. Neste capítulo, utilizando-nos dos modelos estocásticos apre-

sentados nesta tese e de suas propriedades, comparamos a auto-regulação e a regulação

externa de um gene e recuperamos resultados presentes na literatura. Mostramos que o

gene auto-regulado é mais preciso no controle do número de proteínas no interior celular,

além de ser mais rápido na resposta à perturbações externas.

5.1 Regime estacionário

Nesta seção analisamos as �utuações exibidos por um gene auto ou externamente

regulado, em regime estacionário. Também mostramos distribuições de probabilidades

exibidas por ambos em regime estacionário e as comparamos.

5.1.1 Flutuações

Na subseção 3.5.2, à página 42, demonstramos que o regime de �utuações do gene é

classi�cado em termos da relação entre os parâmetros algébricos a e b. Mostramos que

num gene auto-regulado o domínio biológico é composto por dois setores, o positivo ou o

negativo. Estes, respectivamente, ocorrem quando a é um número real maior ou menor

que zero. O setor positivo é devido à z0 ser maior que χ, sendo que a está no intervalo:

0 ≤ a ≤ 1− χ

z0 − χ
b. (5.1)

O setor negativo deve-se à z0 ser menor que χ, sendo que a satisfaz:

0 ≥ a ≥ 1− χ

z0 − χ
b. (5.2)

Um gene auto-regulado operando no setor positivo terá o número de proteínas satis-

fazendo uma distribuição de probabilidades que será: super-Poisson quando a for menor
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que b; Poisson quando a e b forem idênticos; em caso de a ser maior que b, sub-Poisson.

Por sua vez, se este gene operar no setor negativo, assumirá somente o regime sub-Poisson

de �utuações, independente da relação entre a e b.

Para analisarmos o gene externamente regulado, basta considerarmos z0 igual à unidade

nas equações para o gene auto-regulado. Há duas consequências diretas, sendo a

eliminação do setor negativo a primeira delas. A segunda consequência decorre da equação

(5.1), em que veri�camos que o intervalo de validade de a reduziu-se à 0 ≤ a ≤ b.

Portanto, os regimes de �utuação possíveis ao gene externamente regulado serão: Poisson

quando a e b forem idênticos; super-Poisson quando a for menor que b.

Destarte, concluímos que um gene auto-regulado pode apresentar um controle da pop-

ulação proteínica mais estrito que o gene externamente regulado. Isto ocorrerá sempre

que a for um real negativo, ou um real positivo maior que b. Este resultado recupera

dados já presentes na literatura [8, 10]. Outrossim, mostra limites em que tanto um

gene sob regulação externa quanto um gene sob auto-regulação podem ser equivalentes

do ponto-de-vista do regime de �utuações no número de proteínas sintetizadas.

5.1.2 Distribuições de probabilidades

Apresentamos as distribuições de probabilidades do número de proteínas em regime

estacionário para ambos os sistemas de regulação da síntese proteínica. No caso de um

gene auto-regulado, as probabilidades são obtidas com o auxílio das expressões seguintes:

φn =

(
M

z0

)n exp

(
M

z0

χ

z0 − 1

)

c n! (1− z0)n

n∑

k=0

(
n

k

)
χn−k(z0 − χ)k (a)k

(b)k

M
(
a+ k, b+ k,M

χ− z0

1− z0

)
,

(5.3)

para a probabilidade total,

αn =
a

b

z0 − χ

1− χ

(
M

z0

)n exp

(
M

z0

χ

z0 − 1

)

c n! (1− z0)n

n∑

k=0

(
n

k

)
χn−k(z0 − χ)k (a+ 1)k

(b+ 1)k

M
(
a+ 1 + k, b+ 1 + k,M

χ− z0

1− z0

)
, (5.4)
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para a probabilidade de o gene estar ativo e, por �m:

βn = φn − αn, (5.5)

para a probabilidade de o gene estar reprimido. A constante c é de�nida como:

c = M(a, b,M(1− χ/z0)). (5.6)

As expressões para cálculo das probabilidades foram obtidas com a ação do operador

derivada k-ésima em relação à z sobre as funções geratrizes das probabilidades do regime

estacionário, apresentadas na Seção 3.2, à página 32. Nas equações de (5.3) à (5.6),

consideramos:

M = b− z0 − χ

1− z0

a.

As fórmulas para as probabilidades do gene sob regulação externa podem ser obtidas

diretamente a partir das equações de (5.3) à (5.6), se impusermos, na ordem em que são

apresentadas, as seguintes condições:

M = N(1− z0) e z0 = 1.

Sendo assim, não escreveremos aqui as equações para obtenção das probabilidades do

gene externamente regulado. O leitor interessado em escrever as fórmulas para obtenção

dessas probabilidades pode utilizar-se das relações acima apresentadas.

As distribuições de probabilidade foram construídas visando ambos os genes expres-

sando o mesmo número médio de proteínas. Também impusemos que b fosse o mesmo,

ou seja, do ponto-de-vista das simetrias de Lie, os genes estão na mesma representação.

Nos grá�cos, representamos as probabilidades no eixo vertical e o número de proteínas no

eixo horizontal. Em cada grá�co apresentamos as probabilidades correspondentes à um

determinado conjunto de parâmetros. A probabilidade total de encontrarmos n proteínas

na célula é representada em preto. As probabilidades correspondentes de o gene estar
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ativo ou reprimido são, respectivamente, indicadas em verde ou azul.
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Figura 5.1: Distribuições de probabilidade no regime estacionário para os dois modelos. Os
grá�cos superiores referem-se ao gene auto-regulado e, ao externamente regulado, referem-se os
grá�cos inferiores. Da esquerda para a direita escolhemos b e a com os respectivos valores: I -
0.5 e 0.34; II - 1 e 0.7; III - 2 e 1; IV - 20 e 1. Os números médios de proteínas correspondentes
à essas distribuições são: I - 37.5; II - 22.5; III - 20.7; IV - 36.1. Os valores de χ são: I - 0.01;
II - 0.01; III - 0; IV - 0. Nas distribuições do gene auto-interagentes consideramos os seguintes
valores para z0: I - 0.997; II - 0.99; III - 0.99; IV - 0.9. No caso externamente regulado, os valores
de N são: I - 55; II - 32; III - 118; IV - 722.

No conjunto de grá�cos exposto na Figura 5.1, escolhemos os parâmetros algébricos

a idênticos para ambos os modelos de gene, auto ou externamente regulado. Escolhemos

os parâmetros z0, no gene auto-regulado, e N , no gene externamente regulado, para que

ambos os genes expressem a mesma quantidade média de proteínas. Os quatro grá�cos

superiores mostram os resultados obtidos para um gene auto-regulado, enquanto os quatro

grá�cos inferiores mostram resultados para um gene externamente regulado. Um grá�co

da linha superior terá como seu correspondente, em termos de b, a e 〈n〉, o grá�co imedi-

atamente abaixo. Há diferenças quantitativas entre as distribuições de probabilidades em

relação à estratégia de regulação da síntese proteínica. Note que esta diferença se torna

maior à medida em que z0 se distancia da unidade, da esquerda para a direita. No entanto,

esta diferenciação não é qualitativamente signi�cativa e o comportamento estocástico dos

genes é similar. Outrossim, as probabilidades dos genes estarem ativos ou reprimidos são

parecidas em ambos os modelos e aproximadamente 1/2 em todos os casos.

No conjunto de Figuras 5.2 apresentamos distribuições de probabilidade em que os
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Figura 5.2: Distribuições de probabilidade no regime estacionário para os dois modelos. Os
grá�cos superiores referem-se ao gene auto-regulado e, ao externamente regulado, referem-se
os grá�cos inferiores. Em todos os grá�cos b é 20. Da esquerda para a direita, no gene auto-
regulado a assume os respectivos valores: I - 50; II - 100; III - 200; IV - −90; no gene externamente
regulado: I - 10.4; II - 12.06; III - 7.6; IV - 11.7. Os números médios de proteínas correspondentes
à essas distribuições são: I - 28.5; II - 33.3; III - 20.9; IV - 32.2. Os valores de χ são todos nulos
com excessão das distribuição superior número IV, em que este é dado por: 0.2. Em todas
as distribuições inferiores inferiores escolhemos N = 55. O valor de z0 é 0.083 em todas as
distribuições superiores com excessão da número IV, em que z0 = 0.05.

valores de a são distintos. As distribuições na linha superior referem-se ao gene auto-

regulado e aquelas da inferior ao gene externamente regulado. Uma distribuição inferior

possui mesmo número médio que aquela imediatamente acima. As distribuições do gene

auto-regulado são todas sub-Fano enquanto as do gene externamente regulado são super-

Fano. Há também uma clara distinção na estrutura dos chaveamentos gênicos, dado que

os níveis de atividade dos genes diferem. Isto é visualizado nas probabilidades de o gene

estar reprimido, que é sempre maior que a probabilidade de o gene estar ativo no gene

auto-regulado. No gene externamente regulado, a relação entre essas probabilidades varia

dentre os grá�cos.

5.2 Dinâmica

Aqui apresentamos a dinâmica da probabilidade de um gene auto ou externamente

regulado estar em estado ativo. Também mostramos a evolução temporal do número
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médio de proteínas correspondente. Os estados iniciais e regimes estacionários das prob-

abilidades, e números médios, são os mesmos em ambos os genes. A unidade temporal é

de�nida em termos de 1/ρ e será representada no eixo horizontal. Adotaremos o mesmo

valor de ρ nos dois modelos. Isto implica assumirmos que a proteína expressada por

ambos os genes é a mesma. O valor de b também é idêntico em ambos os modelos.

Os parâmetros do gene auto-regulado são os mesmos que os utilizados no Capítulo 3,

ou seja b = 10, a = 20, χ = 0, z0 = 0, 08. No gene externamente regulado, escolhemos

a = 1.2, N = 114, χ = 0. Os valores iniciais e estacionários de pα e 〈n〉 são idênticos aos

escolhidos no Capítulo 3:

po
α = 0.9, 〈n〉o = 72.,

pe
α = 0.12, 〈n〉e = 13.5.

Nos grá�cos, a curva em rosa representa o gene auto-regulado (gar). O gene externa-

mente regulado (ger) é representado pela curva verde.
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Figura 5.3: Evolução temporal das
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lados.

Na Figura 5.3, mostramos a dinâmica da probabilidade de o gene estar ativo. Estas

probabilidades são representadas no eixo vertical. Veri�camos, a partir do grá�co, que o

gene auto-regulado atinge o nível de atividade estacionário antes do gene externamente
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regulado.

Na Figura 5.4, mostramos a dinâmica do número médio de proteínas no interior celular,

o qual é representado no eixo vertical. A partir do grá�co, veri�camos que o número

médio de proteínas expressas pelo gene auto-regulado atinge o regime estacionário com

antecedência.

Em ambas as dinâmicas apresentadas, o gene auto-regulado atinge o regime esta-

cionário antes do gene externamente regulado. No caso das taxas de decaimento do

chaveamento gênico, isto deve-se à b ser divido por z0, que no gene auto-regulado está no

intervalo entre zero e um. Portanto, essa taxa de decaimento será maior que a do gene

externamente regulado. Outra causa disso são os estados iniciais que foram escolhidos,

os quais levam os termos de degradação proteínica a terem in�uência desprezível sobre a

dinâmica do gene auto-regulado.

Em suma, neste Capítulo analisamos comparativamente os modelos estocásticos para

expressão gênica estudados ao longo desta Tese. Mostramos que o gene auto-regulado pode

expressar proteínas em regimes de baixas �utuações. Portanto esta estratégia de regulação

é mais e�caz na manuntenção de um número médio de proteínas no interior celular. Este

resultado é consequência direta da existência de simetrias no modelo, desde que o regime

de �utuações é de�nido em termos da relação entre b e a. Outrossim, mostramos um

exemplo de dinâmica em que o gene auto-regulado atinge o regime estacionário antes do

gene externamente regulado. Este resultado está em consonância com dados já presentes

na literatura.

Em perspectiva, o modelo estocástico para o gene externamente regulado, sob a ótica

da teoria dos grupos, resulta de um caso particular do modelo para o gene auto-regulado.

Isto leva à hipótese de que a estratégia de regulação adotada por um gene é modi�cável.

Se tal ocorre, pode ser via mutação na região reguladora e/ou na região codi�cadora do

gene.



Capítulo 6

Conclusões

Nesta tese mostramos que o modelo estocástico binário para um gene auto-regulado

possui solução analítica completa. A dinâmica probabilística é obtida em termos das

funções de Heun con�uentes. Como não há uma expressão fechada para as derivadas gerais

destas funções, introduzimos uma relação de recorrência entre derivadas das mesmas.

Introduzimos a noção de simetria e invariância no campo da expressão gênica estocás-

tica. Isto é obtido reescrevendo as equações de diferença-diferenciais em formalismo de

operadores diferenciais no regime estacionário. Obtivemos uma álgebra SO(2, 1), con-

struída explicitamente com operadores diferenciais. O invariante da álgebra caracteriza

a meia-vida da dinâmica do gene. O regime de �utuações do processo estocástico é clas-

si�cado pela relação entre os etiquetadores de um elemento da representação do grupo.

O gene auto-regulado apresenta os regimes sub Fano, Fano e super Fano. O gene exter-

namente regulado apresenta apenas os regimes Fano ou super Fano. Outra consequência

das simetrias é que o modelo para o gene externamente regulado é um caso particular do

modelo para o gene auto-regulado.

Fizemos uma análise comparativa entre os modelos para os genes auto e externamente

regulados. Mostramos, partindo de equações estocásticas, que a auto-regulação representa

uma estratégia de controle mais precisa. Também mostramos que o sistema auto-regulado

responde com maior rapidez à perturbações por agentes externos.

Em perspectiva, há diversas rami�cações deste trabalho. Faz-se mister encontrar uma
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forma de ortogonalização das auto-funções do operador H. Isto ampliará as possibili-

dades de sistemas dinâmicos descritos por este modelo, além de ser uma abordagem mais

elegante. A existência de simetrias possibilita que se investigue um princípio de com-

posição entre vários genes. Uma possibilidade bastante clara é que as proteínas do gene

auto-regulado passem a regular o gene externamente regulado. Outra hipótese é impor

representações de dimensões superiores à 2 da álgebra u(2) que forma a base do proceso

de chaveamento. Neste caso, o gene possuiria um maior número de níveis de regulação.

Os elementos de matriz são os elementos da álgebra de Heisenberg adida do termo zd/dz,

veja Apêndice B. Ainda neste tópico, podemos investigar se a álgebra de Lie de dimensão

in�nita, advinda do modelo aqui tratado, possui signi�cado biológico.

Do ponto-de-vista biológico há duas questões que podem ser levantadas diretamente. A

primeira trata da veri�cação experimental da conservação da meia-vida da dinâmica de um

gene. Resultados experimentais mostram que o sistema operon lac leva um tempo �xo para

atingir regime estacionário, independente de seu estado inicial ser totalmente induzido ou

não-induzido [25]. A segunda questão diz respeito às estratégias de regulação. Veri�camos,

a partir do modelo aqui apresentado, que um sistema externamente regulado surge como

um caso particular do sistema auto-regulado. Daí, pode-se especular que a regulação

externa de um gene, e portanto a interação entre genes distintos e a complexidade em

redes gênicas, surgiu como uma transformação do sistema auto-regulado.

O modelo que apresentamos nesta tese é bastante simples para a modelagem de ex-

pressão gênica. Ele possui apenas dois níveis de regulação e omite o processo de tran-

scrição. Porém, desta simplicidade advém seu forte, que é o de discriminar com bastante

clareza os efeitos de duas estratégias de regulação amplamente adotadas na natureza.
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Apêndice A

Derivação das autofunções

Neste apêndice apresentamos o cálculo da solução analítica do modelo estocástico

de um gene auto-interagente. As equações diferenciais parciais e acopladas do modelo

estocástico tratado nesta tese podem ser escritas como:

z0

ρ

∂ψ

∂t
= Hψ. (A.1)

As soluções da equação acima são da forma:

ψ̃ exp

(
−ρΛ
z0

t

)
,

onde, ψ̃ e Λ são, respectivamente, autofunção e autovalor de H. As autofunções de H são

obtidas a partir de sua respectiva equação de autovalores:

Hψ̃ = −Λψ̃

onde

ψ =



A

B


 , e H =



M

z − 1

1− z0

− (z − z0)
d

dz
f

(1− z0)z
d

dz
χM

z − 1

1− z0

− f − z0(z − 1)
d

dz


 .
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A ação de H sobre ψ̃ resulta no sequinte par de equações diferenciais acopladas:

(
M

z − 1

1− z0

+ Λ

)
A− (z − z0)

dA

dz
+ fB = 0, (A.2)

(
χM

z − 1

1− z0

− f + Λ

)
B − z0(z − 1)

dB

dz
+ (1− z0)z

dA

dz
= 0. (A.3)

A solução das equações acima é obtida isolando-se B na equação (A.2):

B = −
(
M

f

z − 1

1− z0

+
Λ

f

)
A+

z − z0

f

dA

dz
, (A.4)

e, substituindo a expressão acima na equação (A.3), obtemos uma equação diferencial de

segunda ordem:
d2A

dz2
+ P

dA

dz
+QA = 0, (A.5)

sendo:

P = −M
z0

z0 + χ

1− z0

− Λ/z0

z − 1
+

1 + f +M − Λ

z − z0

e

Q =
1

(z − 1)(z − z0)

[
M

z0

z − 1

1− z0

(
χM

z − 1

1− z0

+ Λ + χΛ− f − z0

)
+ Λ

Λ− f

z0

]

A equação (A.5) possui três singularidades regulares nos pontos z0, 1 e in�nito. Isto

sugere uma solução em termos das funcções de Heun con�uentes. De fato, impondo:

A(z) = exp

(
χM

z0

z − 1

1− z0

)
Ã(z),

na equação (A.5), obtemos:
d2Ã

dz2
+ P̃

dÃ

dz
+ Q̃Ã = 0, (A.6)

sendo

P̃ =
∆1

1− z0

− Λ/z0

z − 1
+

1 + b− Λ

z − z0
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e

Q̃ =
2∆2 + ∆1(1 + b− Λ− Λ/z0)

2(1− z0)(z − 1)
+

2∆3 − 1− Λ/z0 + ∆1(Λ− b+ a)

(z − z0)(z − 1)

onde:

a = f
1− χ

z0 − χ
e b = f +M,

e

∆1 = M
χ− z0

z0

,

∆2(Λ) =
∆1

2

(
1 + 2a− b− Λ

1− z0

z0

)
,

∆3(Λ) =
1

2
−∆2 − Λ

z0

1−∆1 + Λ− b

2
.

A solução da equação (A.6) é obtida em termos das funções Heun con�uentes e podem

ser escritas como se segue:

Ã(z) = C(1)A(1)(z) + C(2)(z − z0)
Λ−bA(2)(z),

sendo

Ã(1)(z) = H(∆1, b− Λ,−1− Λ/z0,∆2,∆3,
z − z0

1− z0

),

Ã(2)(z) = H(∆1,Λ− b,−1− Λ/z0,∆2,∆3,
z − z0

1− z0

),

em que H representa a função de Heun con�uente.

A solução �nal das equações dependentes do tempo é obtida por calculando-se os

conjuntos de autovalores. Há dois conjuntos e o primeiro deles, o número 1, é dado por:

Λ
(1)
j = jz0, sendo j = 0, 1, 2, . . . , (A.7)
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e é obtido a partir de Ã(1)(z). Consideramos a transformação:

H
(

∆1, b− Λ,−1− Λ/z0,∆2,∆3,
z − z0

1− z0

)
=

(
1− z

1− z0

)1+Λ/z0

H
(

∆1, b− Λ, 1 + Λ/z0,∆2,∆3,
z − z0

1− z0

)
,

em Ã(1) e impomos analiticidade em torno de z igual à um. Isto implica no expoente de

(1− z) ser um número inteiro positivo, ou seja:

1 + Λ/z0 = j,

onde j é um inteiro positivo. A expressão (A.7) é obtida isolando-se Λ na relação acima

e reescalando j → j + 1, para que o autovalor seja sempre positivo.

O segundo conjunto de autovalores, o número 2, é dado por:

Λ
(2)
j = b+ j, sendo j = 0, 1, 2, . . . , (A.8)

e é obtido a partir de Ã(2)(z). Neste caso, impomos analiticidade em torno do ponto z0.

Sendo assim, o expoente de (z − z0) satisfaz:

Λ− b = j,

onde j é um inteiro positivo. A expressão (A.8) é obtida isolando-se Λ na expressão acima.

Os conjuntos de autofunções correspondentes aos autovalores acima calculados as-

sumem as respectivas formas:

Ã
(1)
j (z) = H

(
∆1, b− jz0,−1− j,∆

(j)
2 (1),∆

(j)
3 (1),

z − z0

1− z0

)
,

Ã
(2)
j (z) = (z − z0)

jH
(

∆1, j,−1− (b+ j)/z0,∆
(j)
2 (2),∆

(j)
3 (2),

z − z0

1− z0

)
,

onde os parâmetros ∆
(j)
k (i) são obtidos explicitamente por substituição direta do autovalor
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correspondente à cada uma das autofunções:

∆
(j)
k (i) = ∆k(Λ

(i)
j ),

em que i = {1, 2} e k = {2, 3}. A solução da equação (A.6) é dada por:

A
(i)
j = exp

(
χM

z0

z − 1

1− z0

)
Ã

(i)
j .

As autofunções B(i)
j (z) são obtidas a partir da ação do operador (A.4) sobre uma

autofunção A(i)
j , substituindo-se o respectivo autovalor em lugar de Λ:

B
(i)
j (z) =

(
M

f

1− z

1− z0

− Λ
(i)
j

f
+
z − z0

f

d

dz

)
A

(i)
j (z).

A solução �nal da equação (A.1) é dada por:

α(z, t) =
∞∑

j=0

2∑
i=1

C
(i)
j A

(i)
j exp

(
−Λ

(i)
j t

)
,

β(z, t) =
∞∑

j=0

2∑
i=1

D
(i)
j B

(i)
j exp

(
−Λ

(i)
j t

)
.



Apêndice B

Álgebra de Lie de dimensão in�nita

Neste apêndice apresentamos a álgebra de Lie de dimensão in�nita que é obtida a

partir do regime estacionário do modelo estocástico apresentado. O operador H de�nido

anteriormente pode ser escrito na forma seguinte:

H = ê11

(
M

z0 − 1
a0 +

M

1− z0

z + z0
d

dz
− z

d

dz

)
+ ê12fa0 +

ê21(1− z0)z
d

dz
+ ê22

[(
χM

z0 − 1
− f

)
a0 +

M

1− z0

z + z0
d

dz
− z

d

dz

]
,

onde {M, z0, χ, f} é o conjunto de parâmetros. Os operadores êµν são matrizes 2×2 cujos

elementos são (êµν)ικ = δµιδνκ, onde δµν é o símbolo de Kronecker e satisfaz:

δµν =





1, se µ = ν,

0, se µ 6= ν.

Estas matrizes formam a base da álgebra u(2), cujas relações de comutação são:

[êµν , êικ] = δνιêµκ − δκµêιν .
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O operador a0 representa a identidade e juntamente com z e d

dz
forma a álgebra de

Heisenberg: H ≡ {a0, z,
d

dz
}, com relações de comutação:

[a0, z] =

[
a0,

d

dz

]
= 0,

[
d

dz
, z

]
= a0.

O elemento z d
dz

é adicionado por meio de uma soma semi-direta à H. Isto porque H é um

idal da álgebra formada por H̄ ≡ {a0, z,
d

dz
, z

d

dz
}. Isto é veri�cado a partir das relações

de comutação de H̄:

[
a0, z

d

dz

]
= 0,

[
d

dz
, z

d

dz

]
= − d

dz
,

[
z, z

d

dz

]
= z,

em que o comutador de qualquer elemento de H com o operador zd/dz resulta num

elemento de H.

Portanto, o operador H é escrito na base:

a0êµν , zêµν ,
d

dz
êµν , z

d

dz
êµν .

As relações de comutação entre os elementos acima fecham apenas entre eles. Assim, para

que a álgebra do estado estacionário feche, a extendemos tal que um elemento arbitrário

da mesma é dado por:

êµνz
i d

p

dzp
,

em que i ≥ 0 e p ≥ 0 são números inteiros. Sendo assim, esta álgebra é formada por

in�nitos elementos e terá dimensão in�nita.

As relações de comutação da álgebra acima são dadas por:

[
êµνz

i d
p

dzp
, êικz

j d
q

dzq

]
= δνιêµκ

p∑

l=0

(
p

l

)
j!Aj,l

(j − l)!
zi+j−l d

p+q−l

dzp+q−l

−δκµêιν

q∑

l=0

(
q

l

)
i!Ai,l

(i− l)!
zi+j−l d

p+q−l

dzp+q−l
,
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em que,

Aj,l =





1, se j ≥ l,

0, se j < l.



Apêndice C

Relação de recorrência para derivadas

n-ésimas

Neste apêndice apresentamos o algoritmo utilizado para o cálculo da n-ésima derivada

das funções geratrizes das probabilidades dependentes do tempo. Consideramos a equação

diferencial de segunda ordem para A(z) na seguinte forma:

2∑
i=0

Riz
id

2A

dz2
+

2∑
i=0

Piz
idA

dz
+

2∑
i=0

Qiz
iA = 0, (C.1)

onde Xi são coe�cientes reais ou complexos. A equação acima apresenta três singulari-

dades regulares, uma no in�nito e as duas restantes nos pontos:

z± = − R1

2R2

±
√
R2

1 − 4R2R0

4R2
2

.

A equação (C.1) será uma equação de Heun con�uente em forma canônica se

R2 = 1, R1 = −1, R0 = 0, e Q2 = 0.
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A equação (C.1) será equivalente à equação (A.5) se:

R2 = 1, R1 = −1− z0, R0 = z0,

P2 = −M
z0

z0 + χ

1− z0

, P1 = P2R1 + 1 + f +M + Λ
R1

z0

, P0 = −P1 − P2 + Λ
z0 − 1

z0

,

Q2 =
χ

z0

M2

(1− z0)2
, Q1 = −2Q2 +

M

z0

Λ + χΛ− f − z0

1− z0

, Q0 = −Q1 −Q2 + Λ
Λ− f

z0

.

(C.2)

A ação do operador dn

dzn
sobre a equação (C.1), com o auxílio do Teorema de Leibniz,

relação 3.3.8 da referência [79], resulta na seguinte relação de recorrência:

A(n+2) = −Γ1A
(n+1) + Γ2A

(n) + Γ3A
(n−1) + Γ4A

(n−2)

2∑
i=0

Riz
i

, n = 0, 1, 2, . . . (C.3)

onde o símbolo A(n) representa a derivada n-ésima da função A calculada no ponto z. Os

coe�cientes das derivadas são:

Γ1 = 2R2nz +R1n+
2∑

i=0

Piz
i,

Γ2 = R2n(n− 1) + 2P2nz + P1n+
2∑

i=0

Qiz
i,

Γ3 = P2n(n− 1) + 2Q2nz +Q1n,

Γ4 = Q2n(n− 1).

A efetuação dessa relação de recorrência requer que a função e sua derivada primeira no

ponto z sejam conhecidas.

Note que esta relação de recorrência, se calculada nos pontos z±, reduz-se à:

A(n+1) = −Γ2A
(n) + Γ3A

(n−1) + Γ4A
(n−2)

Γ1

. (C.4)

Em particular, podemos calcular as derivadas n-ésimas das funções B(z), de�nidas na



80 APÊNDICE C. RELAÇÃO DE RECORRÊNCIA PARA DERIVADAS N -ÉSIMAS

equação (A.4). Neste caso teremos:

B(n) =
z − z0

f
A(n+1) +

(
M

f

1− z

1− z0

+
Λ

f
+
n

f

)
A(n) − M

f

n

1− z0

A(n−1), n = 0, 1, 2, . . . ,

e no cálculo das derivadas n-ésimas de A(z), tomamos em conta as relações (C.2).


