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Resumo

Neste trabalho implementamos um programa computacional capaz de des-
crever passo-a-passo o processo de colisdo entre dois dtomos confinados numa
armadilha magneto-6ptica em regime frio. Para isso utilizamos o formalismo de
Wigner, que ¢ uma formulagdo equivalente a mecénica quéntica, para encontrar-
mos uma aproximagdo quase-classica para as equagdes que descrevem o sistema.
Este formalismo permite-nos separar os graus de liberdade externos dos atomos
colidentes, que podem ser tratados de maneira quase-classica, dos graus internos de
liberdade, os quais nfo tem contraparte classica e, portanto, sio tratados quantica-

mente.



Abstract

In this work we implement a computer program that describes, step by step,
the collision process between two atoms confined in a magneto-optical trap in the
cold regime. Here we utilize the Wigner-function theory, which is a formulation
of quantum mechanics in terms of a phase space, to find a quasi-classical approx-
imation of the dynamical equations that govern the time evolution of the system.
This approach allows us to describe the dynamics in terms of external and internal
degrees of freedom. The former degrees of freedom are treated quasi-classically,
while the latter, because they do not have a classical counterpart, are treated quan-

tum mechanically.
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Capitulo 1: Introducio

Desde o inicio a mecdnica quintica vem-se buscando compreender como a dindmica
dos graus de liberdade internos - que ndo possuem analogo classico - afetam a dindmica dos
graus de liberdade externos. Como um modelo para entendermos este processo, estudamos
a colisdo de dois 4tomos alcalinos aprisionados numa armadilha magneto-ptica.

O Instituto de Fisica de Sdo Carlos tem feito experi€ncias na area de aprisionamento
de nuvens de atomos alcalinos confinados em tais armadilhas pela utilizagdo do laser. A
descrigdo, ainda que sucinta de tal aparato nos facilitara o entendimento dos processos
envolvidos, bem como das motivagbes deste trabalho. Para tal devemos considerar uma
regido do espago, em que trés pares ortogonais de feixes laser contrapropagantes dois a
dois se cruzem, onde existam, ainda, duas espiras circulares, idénticas com simetria no
eixo z, em configura¢do anti-Helmholtz. Desta maneira ¢ possivel, tomando-se os devi-
dos cuidados com os demais pardmetros envolvidos, confinar uma nuvem de atomos, que
pode chegar a temperaturas da ordem de apenas alguns microkelvins. O resfriamento € o
aprisionamento de atomos e suas aplicagdes renderam o prémio Nobel de fisica em 1997 a
Chu[1], Cohen-Tannoudji[2] e Phillips[3]. Uma descri¢@o mais completa sobre o assunto
pode ser vista em {4].

Uma importante motivagio para o estudo dos processos colisionais, envolvendo ato-

mos confinados, sdo os mecanismos de perda causados por tais processos. Estes processos
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colisionais sdo dissipativos e podem restringir o tempo ¢ a densidade de atomos confinados

em uma armadilha magneto-o6ptica.

Podemos descrever o escape radiativo da seguinte maneira: consideremos um atomo
em seu estado excitado de simetria P acelerado em dire¢@o a outro atomo em seu estado
fundamental de simetria S. Apds ganharem uma certa quantidade de energia cinética rel-
ativa, devido a aceleragdo sofrida por estarem sob agfo do potencial excitado, pode haver
emissdo espontinea de fotons pela “quase-molécula”. Esta transigdo radiativa ndo afeta,
essencialmente, o movimento relativo dos atomos e tem como efeito produzir dois atomos
em seus estados fundamentais com energia cinética relativa maior do que quando se aprox-
imaram pela primeira vez. Se este acréscimo de energia cinética relativa for maior do que
a profundidade em energia potencial da armadilha magneto-6ptica, o par de atomos escapa
da armadilha.

A emissdo espontinea pode deixar de ocorrer, quando isto acontece para um par
atdmico em colisdo, sob a ag¢do de um potencial atrativo, entdo durante um periodo sufi-
cientemente longo, o par atdmico pode se aproximar o suficiente para que haja a mudanca
de estrutura fina. Cada um dos atomos idénticos recebe o mesmo acréscimo de energia
cinética. Este aumento é, em geral, suficiente para que o par atdmico escape da nuvem
confinada, no fenémeno conhecido como colisdo de mudanga de estrutura fina.

Especificamente neste mestrado, abordamos apenas os processos relacionados ao es-
cape radiativo (os processos envolvendo mudanga de estrutura fina ja estéo sendo desen-
volvidos, também em nosso instituto). Fizemos, para tal, uso de um sistema de dois niveis,

e tratamos especificamente o caso de atomos de césio confinado.
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Foram duas as principais abordagens estudadas por nés durante o desenrolar deste
mestrado. A primeira abordagem para sistemas de dois niveis se fez através da teoria
de Landau-Zerner[5], onde, devido as baixas velocidades, os graus de liberdade externos
dos dois atomos sdo tratados classicamente, sendo apenas os graus de liberdades internos
tratados quanticamente.

A segunda abordagem e parte principal deste trabalho foi feita utilizando a formu-
lagdo de Wigner [6][7] e Weyl [8], inédita nesta area para o tratamento de atomos col-
identes. A descrigdo em termos do operador de Wigner nos permite tratar a dindmica
translacional da quase-molécula de maneira puramente cléssica, sem, no entanto, alterar a
dindmica interna do sistema, que continua puramente quintica. A utilizagdo deste formal-
ismo, foi feita sob o ponto de vista de Heisenberg seguindo um procedimento analogo ao
descrito por Cook[9], mas para um sistema de dois niveis acoplados via laser de prova, o
que resultou em um sistema de equagdes diferenciais acopladas.

A apresentagdo detalhada das duas abordagens para um sistema de dois niveis, de-
scritas anteriormente, € feita no Capitulo 2. Em seguida, no Capitulo 3, segue a apresen-
tacdo dos métodos para resolugdo das equagdes diferenciais encontradas com a utilizagéio
do formalismo de Wigner. O Capitulo 4 se dedica aos resultados obtidos.

O método principal para resolugdo de tais equagdes é o método do operador partido,
uma variante do método de Euler, que devido ao fato de podermos separar os graus internos
e externos do sistema foi apelidado por nos de método do operador partido com trajetorias,
uma vez que a dindmica externa do problema obedece uma equagio cléssica de trajetérias,

a equagdo de Liouville.
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Os resultados obtidos com a resolugio das equagdes diferenciais sdo apresentados,
também no capitulo 4, como pacotes de onda no espago de fase, em tempos de colisdo dis-
tintos. Esta € outra grande vantagem deste método pois € possivel acompanhar a dindmica

dos pacotes de onda durante todo o processo colisional e nfo apenas nos instantes inicial e

final.



Capitulo 2: Colisdes frias - funcdo de Wigner
e teoria de Landau-Zener

2.1 A teoria de Landau-Zener

A teoria de Landau-Zener ¢ um importante instrumento para analise de sistemas onde ocor-
rem colisdes frias mediadas por fotons. A principal vantagem dessa abordagem, no trata-
mento de colisdes frias, ¢ que nela 0 movimento translacional dos atomos é substituido
por um sistema quéntico de dois niveis com energia potencial dependente do tempo, como

mostrado no Apéndice A.

2.1.1 A teoria de Landau-Zener para processos de colisio

Suponhamos que dois 4tomos, aprisionados numa armadilha magneto-6ptica, estdo em pro-
cesso de colisdo. Suponhamos também que ambos se encontrem no estado fundamental e
que a colisdio ocorra na presenga de fotons e que, devido a baixa temperatura, a energia
cinética dos dois possa ser desprezada em relagéo a energia potencial. Assim, inicialmente
temos N fotons na armadilha no mesmo modo e os dois atomos no estado fundamental.
Denotaremos este estado atdmico por |g). O estado do sistema todo sera denotado por
lg, N), indicando que o sistema todo encontra-se no estado fundamental com N fétons.
A energia deste estado serd dada por E, + (N + %) hwy, sendo E, a energia de interagdo
dos atomos no estado fundamental, e (N + 1) 7w, a energia dos fétons presentes, w;, ¢ a

freqtiéncia de cada um deles.
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Consideremos também que durante o processo de colisdo um féton seja absorvido
por um dos atomos presentes, fazendo com que este seja levado a um estado excitado
le). Denotaremos este estado por |e, N — 1). A energia deste estado serd entdo F. +
(N -~ %) hwr, sendo F, a energia de interagdo entre os dois atomos neste estado eletrénico.
Vale lembrar que apenas um dos 4&tomos se encontra no estado excitado, permanecendo o
outro no estado fundamental; porém, a este estado do sistema composto pelos dois atomos
conjuntamente chamaremos excitado.

Devido ao fato da distribui¢éo de cargas do atomo alterar-se apods a absorg¢do, a forma
como os dois atomos se atraem também se altera. Uma vez que a velocidade dos dois
atomos sdo despreziveis, podemos considerar que as energias E,; ¢ E, se devam apenas
a interagdo atomo-atomo, desprezando assim a energia cinética do sistema. Desta forma,

podemos €screver

Ja que esta energia potencial de interacdo depende da distdncia x entre os dois dtomos
considerados pontuais. Devemos deixar claro que em nosso estudo estamos considerando
o centro de um dos atomos como origem do sistema de coordenadas, portanto x representa
a distancia interatdmica.

As componentes do hamiltoniano do sistema podem ser obtidas através das energias

de cada estado

#1o.N) = [V @)+ (N4 5 ) o 19,0,
Hle,N—1) = {ve(:c)+ (N~%) th] le, N —1).
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Por simplicidade de notagio faremos
lg, N) = 1),

le, N — 1) = |2),
Vo () = Vi(2),
Ve(z) = Va(x).
Adicionando um acoplamento (pela aproximagéo de onda girante) entre os dois es-

tados, podemos escrever o hamiltoniano em sua forma matricial

H—[ (nn ) Vz(x)+(N—%)ﬁwL}'

Para simplificar a obteng#o do resultado analitico podemos fazer

A equacdo de Schrédinger do sistema sera

Oy (t))

ih 5

= (ﬁv + ffN) v (t)) 2.1)

cuja solugdo formal &,

o @) =exp | -2 (4 ) | 1o ().
Dado que
[ﬁv,f{,v] —0,

@) = e | =2 (G i) | o ) -



Capitulo 2: Colisdes frias - fungdo de Wigner e teorta de Landau-Zener 8

O termo entre chaves dessa expressdo € a solugdo da equagéo

maltgt(t» o (1) = [ Vlhgr) ‘/2(33;7!53 oo } 4 (£)) . (2.2)

Portanto, para obtermos a solugio de (2.1), dada uma condigZo inicial | (¢y)), basta

encontrarmos a solugfo de (2.2) e em seguida aplicarmos sobre este o operador exp [— %jﬂ] .
Devido a isto, de agora em diante concentrar-nos-emos apenas na solu¢do desta ultima
equago.

Outra consideragdo importante a ser feita € que apenas a estrutura interna dos atomos
sera tratada quanticamente, sendo a distancia interatdmica z tratada como uma grandeza
classica bem definida, ou seja, = ndo mais é um operador, mas um pardmetro do sistema

com seu valor bem definido no tempo z (¢). Desta maneira temos

Vi(@) = Vi (e (1) =i (1),
Va(2) = Va(z () = Vh (1),
b (e, t) =6 (2,0 =% ()

e a equagdo do sistema sera dada por

SO @®) [V RO
m—g;——[ ) e, [, 23)

que € similar a equagdo ver Apendice A com

{ﬁwl(t):f/l(t),

huws (t) = Vo (t) — hwy,

¢, da mesma forma, podemos fazer

0= | %57 500" |

: e
HQ:[nQ 0}’
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¢ a tranformada

b @) =exp |1 [ a(r)ar] 1610}, @4)
que levar-nos-4 a
L0l
im0 v ) 1o o),

com

V() = h§ 0 exp [—iTI (t)] ] :

[ exp [in (¢)] 0
n(t) =02(t) - 0:(¢),

6, (t) = %f: \:/'1(7') dr,
Hg(t):%fto‘/g(’l')d’r—wL(t—tO).

A solugdo pode ser obtida pela série de Dyson que € escrita como ver Apéndice A

9(t) = {( (1) (1) )+ i (—z’Q)"/t:dtl /: dtg.../t:n_l dt,

n=1

X - 0 exp [—i7 (tm))
,,gl [ exp [in (tm)] 0 ] } |9 (t0)) -

Sabendo que inicialmente o sistema encontra-se no estado fundamental, através de

(2.4),

[ (to)) = 1) = |9 (t0)) ,

0 que nos permite calcular a amplitude de probabilidade de transig¢&o do sistema no instante

t:

(11]p(t) =1+ Z (—m)n/t:dtl /: dtQ.../t:n_1 dt, x

n:par
x exp [—in (t1) + in (£2) — . + i1 (ta)] 2.5)
2 t)) = —i" [ dt 1dt tn_]dtn
@16 (1)) zmj( >/ / ) / %

x exp [1n (t1) —in (t2) + ... +in (tn)] - (2.6)
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Uma vez que os dtomos estdo a velocidades baixissimas, podemos desprezar a aceler-

acdo sofrida por eles ao passarem pelo ponto de Condon e supor que V; (t) e V () variem

aproximadamente como

Va (t) — hwp — Vi (t) = —hat. (2.7)
Assim
0y (t) — 6, (t) = %/ﬁ [VQ(T)—ML—IZ (7'):| dr =
S = -0 R )

Para calcularmos « fagamos

Vi(t) = Vi(ze) + V] (ae) [z (t) — =],

Ve (t) = Vo (20) + V; (20) [z () — =],

e substituamos em (2.7)

o PV (‘”Lh— Yi(zd] 2.8)

sendo p a massa reduzida dos dois atomos.
Assim, dada (2.8), podemos calcular o quadrado do médulo de (2.5) para ty = —oo

e t = oo, 0 que nos dara

27 ph$2?

[(L{¢(00))]” = exp pol IV () — Vi (z0)]

Sabendo que, pela condi¢do de normalizagio

(L1 (o)) * + (2 [¢ (c0))|* = 1,

entao,
27 uh§)?
pol [V (zc) — Vi (zc)l ]’

(216 (00))* = 1 — exp

Loy SERVISO DE BIBLIOTECA
IFSJ “byei” [MFORMACAO
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Encontramos assim as probabilidades de transi¢do de estado para colisdes frias pela

teoria de Landau-Zener|[5].

2.2 O formalismo de Wigner

Desde o advento da mecéanica quéantica vem-se buscando uma maneira de se representar
um sistema quantico através de fungdes de distribui¢io simples, andlogas as da mecanica
estatistica classica, ou seja, sem a utilizagdo de operadores quénticos, utilizando ao in-
vés disso, fungdes dependentes somente das variaveis de estado x e p. Classicamente, um
sistema - neste caso trataremos apenas uma particula, porém os resultados podem ser es-
tendidos a sistemas de muitas particulas - pode ser descrito por uma fungio de distribuigio
de probabilidade P, (z,p,t) dependente somente das varidveis z de coordenada, p de mo-
mento e do tempo t. O valor médio de uma fungdo qualquer A (z,p), associada a um

observavel fisico A, sera dado por

W= [ do [ apA(ep) Paepit).

Quanticamente o valor médio, ou esperado de um operador A (&, p) , associado a um

observavel A é dado por

(A)g =Tr |p(t) A],
sendo que p (t) € o operador densidade que descreve o sistema quantico em questio e que

€ definido como

pt) =1y @) (v @),

sendo ¢ (t)) a fungdo de estado do sistema.
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Seria interessante que, para um sistema quantico, houvesse uma expressdo A (z,p)
associada ao operador A e uma fungio de distribui¢do de probabilidade Py (x, p, t) asso-
ciada a p (t) - veja que A(z,p) e Py (z,p, t) ndo sdo operadores, pois dependem somente
dos valores classicos de = e p, servindo o indice () apenas para indicar a procedéncia da
distribuigio - tal que

A(z,p) = A,
Pgy (z,p,t) = p(t),

(g = [ do [ dp(s,0) Potop ),

Devido ao principio de incerteza de Heisenberg, ndo se pode determinar uma fungéo
Py (z,p,t), pois ¢ impossivel determinarmos simultaneamente a posi¢do € o0 momento da
particula. Mesmo assim, varias propostas foram feitas para se derterminar fungdes com
propriedades semelhantes as esperadas para P (z,p,t). Estas fun¢des sdo conhecidas
como fungdes quase-probabilisticas. A primeira delas foi introduzida por E. P. Wigner em
1932 [6] com a intengdo de estudar corregdes quénticas para a estatistica classica. A relagio
entre o operador A (Z, p) e sua fungdo correspondente A (z,p) é dada pela transformada de
Weyl, que sera estudada adiante.

A fungdo de Wigner € ndo-relativistica, uma vez que nfo € invariante sob transfor-
magdes de Lorentz, porém, tem se mostrado de grande utilidade em quimica quantica e
Optica quéntica. Para nosso caso essa fungio sera ideal, pois estaremos tratando somente
sistemas com velocidades muito baixas, proximas de zero, o que torna os efeitos relativisti-
cos totalmente despreziveis. Outras fungGes quasi-probabilisticas foram propostas, as quais

sdo invariantes sob transformagdes de Lorentz, porém algumas sdo de utilidade limitada e
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outras apresentam certa complexidade ao serem utilizadas, o que ndo é interessante em

nosso trabalho.

2.2.1 A transformada de Weyl

A transformada de Weyl [8] ¢ o recurso que nos permitira associar fungdes classicas a
operadores quanticos para o formalismo de Wigner.

Principios:

A descri¢@o de um sistema quantico mapeado no espago de fase € possivel se e
somente se¢ a cada operador A qualquer, existir uma correspondente fungéo A (x, p).
Tal correspondéncia ¢ feita via transformada de Weyl.

Dado um operador A podemos escrevé-lo como

A= /da:/dpA (z,p) A (z,p), (2.9)

sendo
A(z,p) = W—lh/du (z +u| Alz — u) exp <—2%"“) : (2.10)
A(z,p) = 2/duexp (2%’“) |z 4 ) (z — ul. .11)

As expressoes (2.10) e (2.11) sdo, respectivamente, a transformada de Weyl € uma

base de operadores.

De uma forma totalmente equivalente podemos fazer

1 - 2ivzx
A(x,p):ﬁ/dv(p+v|A|p—v)exp( : ), (2.12)

A (z,p) =2/dvexp (—22’:36) lp+v) (p—v|.

A base de operadores (2.11) ainda pode ser escrita como

A h\ 02 R R
A(a:,p):27rhexp{<2—i) Bmap} 0(x—2)6(p—1p). (2.13)
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Essa forma, substituida em (2.9) nos da

A:2wn/dw/dp5(x—:z»)es(p—ﬁ){expK%) af;p} A(a:,p)}.

Esta expressdo mostra que, para encontrarmos o operador A a partir de sua trans-

formada de Weyl A (z, p), devemos inicialmente calcular exp [(%) 6_2729_;7] A (z,p) e depois

substituir as variaveis = e p pelos operadores Z e p, respectivamente, com a ressalva de se

escrever os operadores de coordenada a esquerda dos operadores de momento.

2.2.2 A funcio de Wigner

A funcdo de Wigner nos ¢ dada quando tomamos a tranformada de Weyl do operador

densidade. Através de (2.10) ou (2.12) temos

W (z,p,t) = %/du(m+u|,b(t) |z — u) exp (———) (2.14)

_ %/dv(p-i—’ulf)(t) Ip — v) exp (2i;$). (2.15)

Ou ainda, por ver Apéndice B

1
W(.’If,p,t) = 5%

= omnl " [‘3 (A (""”P)] : (2.16)

Das formas (2.14) e (2.15) temos (estas formas foram escolhidas por ser mais facil

observar as propriedades a seguir, porém todas sdo equivalentes)
[ oW (2.0 = 14 w0,

[ =W @pt) = 1o 0,
sendo ¢ (z,t) = (z |¢ (t)) (fun¢o de amplitude de probabilidade na coordenada de posigio)

e ¢ (p,t) = (p|¢(t)) (fungdo de amplitude de probabilidade na coordenada de momento).
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Integrando a fungdo de Wigner nas duas variaveis temos

[ [ W iept) = [dslvo0p - [dplowor =1,

Para obtermos o valor médio de um operador A num sistema quantico descrito pela

fungdo de estado |2 (t))

(A) = @ ®IAW @) =Tr [pt) A].

Pelo formalismo da transformada de Weyl temos, vide Apéndice B, que o valor médio de

A pode ser obtido fazendo

<A> =/da:/dpA($,p)W(z,p,t),

sendo A (z, p) a transformada de Weyl do operador A.
2.3 Funcao de Wigner para sistemas de dois estados

2.3.1 Hamiltoniano para um sistema de dois estados

Mostraremos nesta se¢do um modelo para atomos alcalinos idénticos confinados numa
armadilha magneto-6ptica. Calcularemos para o caso tipico de atomos de césio a temper-
atura de 300 pK aprisionados na regido central da armadilha, ou seja, em torno da regifio
do minimo do campo magnético quadrupolar introduzido pelas bobinas em configuragdo
anti-Helmholtz. Desta maneira podemos desprezar a existéncia de campo magnético. Os

atomos estdo longe do regime de degenerescéncia quintica, de forma que a maioria das col-
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1sdes sdo bindrias, podendo-se dizer entdo que esta nuvem de dtomos confinados obedece
a estatistica de Maxwell-Boltzmann.

Consideraremos também que os dois estados estdo acoplados através da interagéo
com laser de prova. Isto faz com que haja um bombeamento dptico entre os dois niveis do

sistema. Desta maneira, a colisdo se inicia com a populagio do nivel excitado diferente de

zero. Estas interagdes estdo escritas no hamiltoniano a seguir.
O hamiltoniano de um sistema de dois estados pode ser escrito, na representagio de

Schrodinger, em termos das coordenadas relativa ao centro de massa como

A2 R R A . . R R
Ae— % (887 +518) + VA (2) 85" + Va (2) 818 + 0 (s+51), 2.17)

sendo {2 a freqiiéncia de Rabi e os operadores S e ST sdo, respectivamente, os operadores

de decaimento e excita¢do do sistema:
5 =11,

St=12)(1].
Assim o operador St leva o sistema do estado fundamental (|1)) para o estado excitado
(12)), ao passo que S leva o sistema do estado excitado para o estado fundamental. Estes

operadores satisfazem as seguintes relagdes de comutagio

[STS] =515 - 88t = G;,

[S’,STS] =3,
[S’f, 3*5} — g
[S;;,STS] ~0.

Os operadores S, St comutam com Ag (z,p).
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2.3.2 A funcio de Wigner na formulacio de Heisenberg

De posse dessas relagdes de comutagio dos operadores S, ST e Ag (z,p) podemos deter-
minar uma expressdo para a variagio temporal de Ay (x,p,t) para o hamiltoniano apre-

sentado em (2.17). Conforme é mostrado no Apéndice B,

1 08u (T, t) _ Ut (t,0) [Ag (a:,p),]:.fs} U(t,0) =

ot ) )
N 8AH(SE p,t) +%6Ang,p,t) _
G h;ﬂh/dpAH(:c v, t)S‘(t)S’ (t)/ds{Vl (z+s) — Vi(z—s)}exp {_EW)%IJ')E} N
+(’iﬁ;7rh/dp/AH (z,p/,t) St (t)S‘(t)/ds {(Va(z+s)— Va(z—s)}exp [_QL(B;_PE} _

Como vemos, a variagdo temporal de Ay (z,p,t) depende dos valores assumidos
por Ay (z,p,t) S (t) ST (t) e Ay (z,p,t) St (t) S (t) no decorrer do tempo. Portanto, &
necessario calcular expressdes para as suas variagdes temporais, bem como de Ay (z, p, t) S (t)

e Ay (z,p,t) St (t), pois estes aparecerdo na equagéo da variagio temporal daqueles.

o[ (@p)SWS W] ,0[Au@n05®)5 ()

ot Oz -
d' [Au (2,7,8) S (1) $1 (1)

—iQAy (z,p,t) 8 (t) + QAy (z,p,t) §T (1),
0|An(@p)StHS®)] ,0[Au(e.p.0)8(1)3 (1)

I
Sl
3
>t
—
\t

ds[Vi (z +5) ~ Vi (z — s)] exp [li_(l’_;i')_s} N

. ot " ; oz - . /
_ (ih;wh/ A’ |An (o,0,0) S (1) $ (1) /ds Va(z +5) - Va (2 — 5)] exp {_QL(P%P)S] .
+iQAy (a, p, t)S (t) — iQAy (z,p,t) ST (2),
o |An (a: p,t)8 (t)] a[AH (2,0,6)5 (1))
0z -
:(m)lwh/dp [AH z,p,t)S /d3%$+9)“‘/1(1—s)]exp[ M}Jr

—iQAy (z,p,t) S (t) ST (t) + iQAy (z,p,t) 8T (1) S (¢)
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0[A (xz,p,t } [ (z,p,t )ST (t)]
Oz B
= (ih;ﬂ'h/dp [AH z,p,t) ST / (x+35)—Va(z— s)]exp [—MD%’)S] +

~iQAy (z,p,1) ST (t) S (t) + iQAy (z,p,t) S (t) ST (¢).

Tomando o valor médio das equagdes acima, € definindo
W (o,mt) = o (A (2.0,0)),
z,p, - 27Th H\L,D,

P11 (LE,p, t) =

p1o (z,p,t) =

Imn (2,p) =

'h)l h /du Vin (z +u) — Vy (z — u)] exp {— Qipu] : (2.18)

—~
o~

temos

8W($,p7t) p8W(m,p,t) _ , / /
at +/’l’ 333 - /dppll(z7p7t)=]1] (x,p—p)_+_

/dp’p22 (.’L’,pl,t) J22 ($7p - p/) )

8[) (‘Tapvt) pap (CL',p, t)
- ot + L Uax - /dP’pu (z,p',t) Jui (z,p - p) +

+102p15 (w,Pa t) - iQle (‘Tapa t) ; (2.19)

0:012 ($,p,t) paplQ (:E,p,t) _ / / !
5 +u 5 = /dppm(x,p,t) Jiz (z,p—p') +

+iQp11 (.’.E,p, t) - iQpQZ (I7p7 t) ) (220)

6p21 (1',]9, t) P 8/)21 (iE,p, t) / / /
ot +p o = /dpp21 (I,p,t)le (‘T’p_p)_

;Z’Qpll (.’L',p, t) + iQp22 (Il',p, t) ) (221)
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Opa (z,p,t) | pOpyy(z,p,t)
o T e - /dp’pm(wﬂt)J22($»P-P')—

—iQ:OlZ ($7pa t) + iQle (CL",p, t) . (222)

As fungdes J,,,,, (z, p) ainda podem ser escritas como

Joum (2,P) = fo [Um (2p) exp (Qip“’) — U, (~2p) exp (—M)} , @3

h h

sendo

U, (k) = \/% /dzv;- (z) exp (-f%‘”) .

Expandindo (2.18) em série de poténcias de u e efetuando as integragdes em u e p/

podemos separar os termos de acordo com sua ordem em % :

/dp/pmn (J"vp,7 t) Jmn (map - pl) =

-y ()" " [dVin (@) 1k dVa (@)] poun (2,,1)
_k: 2k ! dz*F dz*k op* ‘

Tomando os termos referentes a k = 0 e kK = 1 temos

/ Ap' pre (2,0, 8) T (7,0 — ') =

~ (i) [Vin (@) — Vi ()] pyon (2,5 1) +% [dng(x) N staEfv)J apmna(;,p, t).

Esta € chamada aproximagao quase-classica.

Dessa maneira as equagdes (2.19), (2.20), (2.21) e (2.22) tomardo a seguinte forma

Op1y (x,p,t)  pOpn(z,p,t) dVi(z)dpy, (z,p,1t) . .
ot + i or dx ap - ZQPIQ (Iapa f) - Zngl (l',p, t) s

(2.24)

6p12 ($7p7t) +£8p12 (Z,p,t) _l d‘/l (I) +d‘/2 ('T) 6p12 (xapat) _
ot L Ox 2 dz dz Op
= 7‘@ (‘T) P12 ($’p7t) + iqu (:Capa t) - iQpZ? (ZE,p,t) ) (225)

Opy: (2,p,t) | pOpy (z,p,t) 1[dVi(z)  dVa(x)] Opy (z,p,t)
+ = + =

ot 1) Oz 2| dx dx dp
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= —10 (‘/L') P21 (‘Tap7 t) - iQpll (Z7p> t) + iQp22 (xvpv t) ) (226)
ap22 (:Cap: t) pap22 (I7p7 t) d‘/Z (I) ap22 (l‘7p) t) . .
- — = —f2 t Q t
at +,U, 81‘ dr ap ? p12($7p7 )+7’ P21 ($,p7 )7
2.27)

sendo

Vs () — Vi (2)
- .
As equagdes diferenciais (2.24), (2.25) (2.26) e (2.27) acima serdo um importante

O (z) =

objeto de estudos a seguir, uma vez que o cerne deste e trabalho sera a resolugdo numérica

das mesmas.



Capitulo 3: O método do operador partido e
o algoritmo utilizado

No presente capitulo explicitaremos os métodos numéricos utilizados na resolugdo do
sistema de equacdes diferenciais acopladas obtidas a partir do formalismo de Wigner. Em
especial, falaremos aqui do método do operador partido, renomeado por nés como método
do operador partido com trajetorias, uma vez que a evolug¢do externa de nosso sistema
obedece a uma equacgéo classica de trajetoria. Em seguida, daremos énfase aos principais

pontos do algoritmo desenvolvido por nos.

3.1 O método do operador partido

Um método bastante interessante para a resolugdo do sistema de equagdes diferenciais
acopladas € o método do operador partido. Suponhamos um sistema de equagdes diferen-
ciais do tipo

?f—gg’—t) _ (13 + M) Fx,1), (3.28)

x = (21, T2, ..., L),

sendo que os operadores L ¢ M independem de ¢, atuando somente no conjunto de variaveis

x. A solugdo deste sistema pode ser escrita como

f(x,t) =exp [(I: + M) (t - to)} f(x,to). (3.29)

Apesar de simples, nem sempre o operador exp [(ﬁ + M ) (t— to)] , que faz com

que a fungdo f evolua desde um tempo ¢( até um tempo ¢, possui uma forma trivial capaz
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de conduzir-nos a uma forma analitica simples para f (x, t), dificultando assim a obtengdo

dos valores de f para os diferentes valores de .

Expandindo a solugdo acima em série de poténcias de (¢ — to) até segunda ordem

temos

f(x,t) = [1+ (i;+M) (t — to) +% (13+M)2(t—t0)2+(’)((t—t0)3)] f(x,t0) =

= f(x,t) = [1+ (13+M) (t—t0)+% (i2+iM+M1i+M2) (t —to)* +
+O ((t —t0)*)] £ (x,t0) -

Por outro lado, suponhamos que seja possivel encontrar solugGes analiticas para as

funcdes geradas por cada um dos dois operadores que atuam em (3.28), ou seja, que as

equagoes
0 , A
fLa(tx t) = LfL (X,t) ’ (3:30)
I D) i 1) (331)

possuam solugdes, as quais seriam, respectivamente,
fu(x,8) = exp [L (¢ — )] f1 (x,t0) (3.32)

far (x,1) = exp [ M (&~ to) | far (x, o), (3.33)
e que estas sejam simples em suas formas. De posse destas solugdes € possivel encontrar-

mos uma aproximagao para o valor da equagdo (3.28) num determinado instante de tempo

t.

Para obtermos tal resultado devemos proceder da seguinte maneira:
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Dados os operadores L € M e o valor inicial f (x,tg), este devera ser evoluido no
tempo, desde ¢y até ¢, apenas com o operador M (ou seja, como se a fung@o dependesse

apenas de M):
(%, t0) L exp [N (£~ to)] £ (x,t0)
Logo em seguida esse valor devera ser usado como condigéo inicial em uma evolugdo
que utilizara apenas o operador L desde o tempo t; até ¢ (desta vez como se a fungfo
dependesse apenas de L, porém com exp [M (t— to)] f (x,tp) como valor inicial):

exp [ M1 (£ = to)| £ (x,to) = exp [ L (¢ — to)] exp [M (¢ — t0)] f (x,to)

Conseguimos assim um valor aproximado para a fungéo f (x, t), o qual serd denotado
por f4 (x,t), sendo que o indice A indica tratar-se de uma aproximagao.

Expandindo f4 (x,t) em uma série de poténcias de (¢ — to) até segunda ordem, temos
fa 1) = exp [L (¢ — to)| exp [N (t = t0)] £ (x,t) =
= fa(x,t) = {1+ (13+M) (t—t0)+%<ﬁ2+2ﬁM+M2) (t —to)* +
O ((t ~ t0)*)] f (x,t0) =
f(x,t) — fa(x,t) = —% [LM] (t—to) f (x,%0) + ...

Desta maneira, para encontrarmos o valor aproximado de f (x, to + At) a partir de

f (%, to) basta seguirmos os seguintes passos:

f(x,t0) M, exp [MAt] f(x,t0) 1z, exp [I:t] exp [Mt] f(x,to) - (3.34)
O erro de aproximagéo sera

E (At) ~ % [LM] (A f (x,t0) + - ..
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Pode-se ainda expandir essa idéia para operadores que possam ser divididos em mais

de duas partes. Supondo um operador que possa ser dividido em trés partes

) AN
%ﬁ = (L+8148) (1), (335)

para encontrarmos o valor da fun¢do num instante de tempo ¢ dado seu valor em t, basta
seguirmos os mesmos passos seguidos em (3.34) simplesmente adicionando a evolugdo

com o operador N aquela seqiiéncia. Isso nos dara a seqiiéncia
f (x,to) N, exp [NAt] f(x,t0) M, exp [MAt] exp [NAt] f(x,t),
e logo em seguida
exp [MAt] exp [NAt} f (x,to) N exp [Lt] exp [Mt] exp [NAt] f(x,to) .
O erro neste caso sera
([LM] + [fi,N] + [NM]) (AD? f (x,t0) + ...

Esse método ¢ util, pois as equagdes que descrevem a evolugdo temporal da fungio
de Wigner podem ser ajustadas a equagdo (3.28) ou (3.35), uma vez que estas também sdo
equagdes de primeira ordem em ¢ ¢ possuem outras operagdes (independentes do tempo)
que podem ser agrupadas na forma de operadores matriciais, os quais podem ser separados

em duas classes, analogosa L e M.
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3.1.1  Aplicacio do método do operador partido na resolugido da
funcio de Wigner

O sistema de equagdes diferenciais que descrevem a evolugdo temporal de cada uma das

componentes da fungdo de Wigner €

OPmn (,2,8) P OPmn (2, 218) 1 [de (z) , dVa (:v)] OPmn (T,P,) _
2

ot I oz dx dr Op N
— — (M =)0 (T) Py (2,0, 8) + 12 (P51 (2,9,8) = P3_gnn (z,P,1)] ,
sendo
m,n =1,2.
Substituindo os valores dos indices m e n e adicionando um termo de decaimento em

cada uma das equagdes temos

apll (‘Tap7t) p apll (:L‘ D, t) d‘/l (I) apll (SB,p, t) —
ot ,u ox dz Op

=102 [p12 (J) b, ) P2 (:E7p7 )]+Pp22 (:B b, )7 (336)

8p12 (.T,p,t) +pap12 T p7 ___1_ dVI CL‘ d‘/Q ) 8,012 (CL‘,p,t) —
ot 7 2 dx Op

=i [py, (2,p,t) — paz (z,p, )] + 1O () — ~] P12 (2,p,1), (3.37)
9pa (@, p, t) papm z,p,t) 1 {dVI (z) de )} Opy (z,p 1)
ot u 2 dz JOp
= i0lpuy (@,p.8) = o (e8]~ |10 () + g] pul@pt),  (39)
dVi (z) Opyy (z,p,t) _

Opy (2,9, t) | PO (@, p:t) _
ot 1 Ox dz op

= —if2 [p12 (:I"7p7t) — Pn (xvpa t)] - Fp22 (:E,p) t) ’ (339)
com V; (z), Va (z) € © (z) ja definidos anteriormente e os termos dependentes de I' sim-
ulam o decaimento do sistema para o estado fundamental. O tempo de decaimento ¢ da

ordem de 2%
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Tal sistema de equagdes ndo possui uma solugdo analitica. Por causa disso, para

encontrarmos uma solugo aproximada para a evolugdo de cada uma das componentes do

sistema acima podemos definir

pn(il?,p,t;
~ p12 (x7pat
u(x,p,t) = ,
( P ) P21(~"57P7t)
P22 (377]3,75)
L=-U+V,
sendo
1 000
~ P90 10100
_/18:(; 0010 ’
0O 001
Vi (z) 0 0 0
| 0 V@@ o 0o |2
0 0 sVi(@)+V3(z)] O op’
0 0 0 Vs (z)
0 Q) —1Q2 0
M__ ZQ Z@ (I) 0 *’L'Q
Tl i 0 —iB(x) i
0 —1i82 12 0
0 0 0 r
o -% 0 o
N=1o o -5 0
0 O 0 -r

Desta forma o conjunto de equagdes acima (equagdes de (3.36) a (3.39)) pode ser

escrito como

ot (z,p,t)
ot

= (i+M+N) i(z,p,t),

que é uma forma analoga a equagédo (3.35) e que simplifica bastante a visualizagdo do

sistema.

A vantagem de se observar o sistema dessa forma € que as equagdes

aﬂJL (iL‘, b, t)
ot

= l’:/ELL (I',p, t) ,

(3.40)
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P CD) — it (2,p,0), (3.41)
K Y iy (2,p,1) (3.42)

possuem solugdes analiticas bem simples.

Resolveremos primeiramente a equagdo (3.41) devido a sua simplicidade em relagéio

a (3.40).
Temos
P11 (:Evpvt) O . i§2 —1§2 0 P11 (.’E P )
_(9_ P12 (z,p,1) _ i) 4O () ' 0 __ZQ P12 (%, p,1) -
ot | por(x,p,t) —12 O _ZQ () Q2 pa1 (z,p,t)
P22 (33717, t) 0 —§2 2§ 0 P22 (37 b, )
Z_Pu%tﬂ’_vﬂ = ’LQ [p12 ($7p7t) - p21 (wap, t)] s
= (;&-ij,t) :ZQ[pll ($,p,t)_P22 (‘T7p7t)]+Z@(m)p12(m7p7t)7 (343)
%}Jt) = —1{) [pll (1" D, ) — P22 ('rapv t)] - 7’6 (:B) P21 (xapa t) y
ipzas—pt = —iQ2[po (z,p,t) — por (=, D, t)] )

cuja solugdo €

P (2,0, ) = pry (2,,0) % sin [2w (z) ] + % {cos[2w (2)1] — 1}, (3.44)

pra 2,p,1) = (Relpus (2,0,0)] — ot sin o ()1 + G (cosl2ao ()1 - 1) +
+ i {Acos 2w (z) 1] + Bsin [2w (z) ]} , (3.45)

oo (@1p,1) = (Relpns (29,01 = GE 5 sinfa (a) 6+ G feos 2001 1) -
— i {Acos 2w (z)t] + Bsin[2w () 1]}, (3.46)
paa (@,8) = i (2,,0) + S s sin 2 (@) = S {cosf2o @) < 1}, B47)

sendo

A = Tm[py, (z,p,0)],
B = g {2111 (2,,0) = paz (2,,0)] + © (z) Re [py5 (2, p,0)}}

w(z) =/ 2
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E interessante notar que o sistema (3.43) ¢ idéntico ao sistema de equagdes que seria
obtido para a evolugdo temporal do valor médio do operador densidade de estado p () =

|¢ (t)) (¢ (t)| para um sistema quéntico de dois niveis descrito pelo hamiltoniano

ﬁz(h?z ng?m)’

sendo que neste caso z ndo é um operador, mas um pardmetro. Assim sendo, o operador
M descreve a conexdo entre os dois niveis qudnticos do sistema, ou a evolugdo temporal
da parte quéantica da fun¢do de Wigner.

Quanto ao operador L, temos de (3.40)

ou (1’" D t) T
——— = Lu(z,p,t) =
5 (z,p, 1)

( 61)]]($7p7t) — _Eapll(mrp’t) + dVl(Z) apll(I,p,t)

at I oz dp
ap12($,P,t) —_ pap12($7p7t) + dVl(I) + dVQ(z) 6p12(zyp7t)
= ot 7 dx dzx op (3 48)
9po; (zpt) _ 2‘91721(z p,t) + dVl(x) + dVa(z) | dpgy(z,pt) '’ )
ot u oz dz ap
6P22(z1p1t) — _ P 8p22($)pvt) + d‘/Q(il?) 6p22(z D, t)
L ot I oz dzx Op
ou
( .
Oenfers) | pOmalept) [d%(m) et — g
N 3!’12{(; Pt pt'?pua(:p,t) % d\gi ) 4 d‘gir) aplzé:,pvt) =0
9pqy (z,p,t) Opo; (z,p,t) 1 | dVi (z) dv; (1:) Opy; (x,p,t)
Yo T er o T d T od | ey =0
6p22($vp)t) _+_ P_ap22(xvp:t) _— {dVZ(x)} 8p22(z,p,t) — 0
. ot I Oz dz op
De uma forma geral, cada uma das equagdes do sistema (3.48) pode ser escrita na
forma

9(@pt)  pO @Y gy ERY _

ot 7 Oz Op

que € a equagdo de Liouville.
A equagdo de Liouville descreve como se da o fluxo de informagdes no espago de

fase (z, p). Segundo a mesma, a informagao (ou valor da fungfio) de cada um dos pontos do
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espago de fase viaja através deste seguindo trajetorias classicas. Para tanto, consideramos
que a informagdo que se encontra no ponto (x, p) no instante ¢ chegara até o mesmo através
de uma trajetdria classica,

(z,p) = (za (t) ,pa (1)),
{ Tat (t) = Ta (to) + £ [ pa (¢') dt’,

Pel (t) = Pei to + f F Icl (tl)) dt’.

Desta forma € facil conhecer o valor da fungo para cada ponto do espago de fase
em cada instante de tempo, desde que conhegamos o valor da mesma em cada ponto no

instante inicial;

¢ (€, p,t) = ¢ (o (1) et (), 8) = ¢ (2 (0), Pt (0) ,0) = cte. (3.49)

Temos assim que o operador L descreve a evolugio classica do sistema.

Quanto a equagéo (3.42), a mais simples de todas

W :FPQQ (:L‘7p7t)’

P2l = — L1y (2,,1) 3-30
dpy(ept) _ T t -
3 ?; t) _ (m,p7 ),

ﬁ% —Lpy (z,p,1),

tem como solucdo

p1 (z,p,t) = (x71;7t0) + [l —exp (=Tt)] poy (z, p, 0),
p12 (l‘ Y2 ) = exp E_- p12 (x7p70)a 3

51
Py (2, p,t) = exp L po1 (z,p,0), ( )
Poz (T, P, t) = exp(— —I't) pyy (,p,0),

Como podemos ver, através do método do operador partido, podemos separar a
equacdo que descreve a evolugdo temporal das componentes da fungfio de Wigner em duas
partes, uma cldssica e outra quintica, cujas solugdes sdo analiticas e bem simples. Sera pos-
sivel, assim obtermos o valor de cada componente da fungdo (equagdes de (3.36) a (3.39))

para todo o espago de fase em cada instante de tempo se evoluirmos alternadamente a parte
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classica e a parte quéntica do sistema através das solugdes analiticas das fungdes (3.40),

(3.41) e (3.42).

3.1.2  Consideragdes para a obtencio do algoritmo

Tendo em méaos um método para solucionarmos as equagdes das componentes das fungdes
de Wigner, devemos agora criar um algoritmo para o calculo numérico das mesmas. Antes
de criarmos tal algoritmo ¢ necessario definirmos uma malha de pontos no espago de fase
(z,p). Neste procedimento devemos ter o cuidado de escolhermos um niimero de pontos
capaz de descrever a fun¢do de Wigner do sistema como uma superficie suave, mas que
ndo seja demasiadamente grande de modo a tornar demorado ou inviavel o calculo. Esta
escolha depende da capacidade de memoria do computador que sera utilizado para efetuar
os calculos. O dominio e o nimero de pontos da malha serdo determinados mais adiante.
Utilizaremos uma malha retangular que sera determinada pelos valores inicial e final
de z, pelos valores inicial e final de p e pelos valores N, e N, que determinam o niimero
de divisdes que cada uma das coordenadas sofrerd, respectivamente. Quanto ao tempo e
ao tamanho do passo a ser adotado, estes serdo determinados pelos instantes ¢; e ¢; e pelo
nimero de divisbes IV, que este intervalo sofrera. Assim, dados os valores z; e z; (valores
limites de x) e os valores p; € py (valores limites de p), t; ¢ t; (valores limites de t) € os

valores N;, N, e N; determinamos,

Ty — T
Ag =L 2%
N,
A :pf_pl
NP
At_tf*ti
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Cada ponto da malha, denotaremos por
P = (%',Pk) )
sendo
_ 1
T; =T; + ] —%—
{ pr=pi+(k—3
J=12.3,.., Ny,
k=1,2,3,..,N,.
Quanto ao tempo fagamos
t, =1t; + TLAt,
com
n=0,23,..,N;.

Como valores iniciais das fungdes de onda, para calcularmos o valor inicial da fungdo

de Wigner, podemos supor

{zma:o) () oxp [~ bzl 4 mz]
¢2($70)_0a

sendo que ¥, (x,0) representa a fungdo de onda do estado fundamental e v, (z, 0) repre-
senta a fun¢fio de onda do estado excitado. A preferéncia por esta fungdo como fungio
inicial advém do fato dela descrever uma particula que encontra-se inicialmente distribuida
em torno do ponto x, € com distribuigdo de momento em torno de py, além disso, estas
fungdes descrevem uma particula que se encontra totalmente no estado fundamental. Cal-

culando as componentes iniciais da fungdo de Wigner através das fungdes acima, temos

1 (e -x0)" o (p—p)°
pll(:C?p?O)“ﬁexp - 0_2 - FLQ ’

P12 (%P, O) = Pn (337107 0) = Pg2 (37ap, 0) =0.
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Definidos os pontos da malha e o valor inicial das fun¢des p,, (z,p,0) o primeiro
passo no célculo € a evolugdo temporal dessas fungdes através do operador M, ou seja,
evoluir somente levando em consideragdo a parte quantica sem o decaimento, conforme
(3.41). Para tal, utilizamos as fungdes de (3.44) a (3.47). Esta etapa ¢ um tanto simples,
uma vez que estas equagdes utilizam apenas valores das fungdes p,,,, (z, p, 0) localizados
sobre a malha de pontos. Desta maneira, basta determinarmos p,,,,, (;, px, 0) € substitui-los
em (3.44), (3.45), (3.46) e (3.47) e evoluirmos um passo de tempo Af. Procedendo desta
forma obteremos toda uma nova distribuig@o para os valores de p,,,,, & qual chamaremos
p;‘,;{n (z,pk, At). O sobrescrito M indica que a fungdo foi evoluida somente com este
operador. Estes novos valores serdo utilizados como valores iniciais para a evolugdo com o

operador L:

M
Pmn (xj,pk, At) = Pmn (:Ejapkv O) .
Esta substitui¢do indica apenas que pmMn servird como valor inicial para nossa préxima
evolugdo.

Segundo o resultado (3.49), dado p,,, (z;, pk,0), o valor de p,,, (z;, px, At) serd
obtido supondo que o sistema tenha chegado ao ponto (z;, px) através de uma trajetoria

classica no espago de fase:
Pmn (x]'7pk’ At) = Pmn (jj (At) » Pk (At) 7At) = Pmn (i']' (0) y Pk (0) 70) ’

Para encontrarmos Z; (0) e py (0) basta regredirmos Z; (At) e p;, (At) através das equacdes

dz;(t) __ px(t)
dﬁdt(t) #1 : 7 (=
=5 Vi (x5 (1) + V(=5 (1)] -

"G4 sty SERVICO DE BIBLIOTECa
ot -tiaw INFORMACAO
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Os pontos Z, (0) e px. (0) ndo necessariamente sdo pontos pertencentes a malha, sendo
os indices j e k apenas uma referéncia para que se saiba a qual ponto (z;,px) da malha
7, (0) e px (0) estdo relacionados. A regressdo ¢ feita com o método de Runge-Kutta[10]
de quarta ordem .

Uma vez definido o ponto (Z; (0), Pk (0)), devemos verificar qual o valor de p,,,
neste ponto no instante inicial. Ja que, como dissemos, ndo necessariamente este ponto

coincidira com algum ponto da matha, deveremos fazer uma interpolagdo para sabermos

qual o valor de p,,,, (Z; (0) , Bk (0) , 0). Supondo que

8

T < ZT; (0) < Znya,

Dm g ﬁk (O) < Pm+1,
sendo T, Tp41, Pm> Pm+1 coordenadas de pontos que pertengam a malha, temos que o valor

aproximado de p,,,, (Z; (0), B« (0) , 0) sera dado por

Pmn (jj (0) » Pk (O) 70) X Pmn (wnap‘rru 0) +

%_—Tl:)) [P (%41, Pm; 0) = Pray (Tn, P, 0)] +
%39%(:?—1)?—]% [pm" (x"’pm’ 0) ~ Pmn (xmpm+1, 0)] -+

(25 (0) — zn) (Px (0) — pm)
(Tnt1 — Tn) (Pm4r — Pm)

[pmn (xn+17pm+1a 0) -
Pmn ($n7pm+1a 0) — Pmn (‘Tn-l—lapmv 0) + Pmn (xn,pma O)]
Assim, dado o valor de p,,,, (Z; (0}, P (0) , 0) basta substituir este valor em p,,, , (z;, pi, At)

que denotaremos por pﬁgf (z;, px, At) e utiliza-lo como condi¢do inicial para o préximo

passo

pfrﬁz/[ (Ijvp/ﬁ At) - pfrlljr‘z/[ (m_’iapkv 0) -
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O proximo passo € a evolug@o com o operador N. Assim como em M, neste passo
da evolugfo somente utilizaremos valores das fungdes p,,,,, (z;, px, 0) localizados sobre a

malha. Através das equagdes (3.51) temos

p1 (T4, P, At) = pyy (2, Pr, 0) + (1 — exp (=T At)] pgs (5, px, 0)
P12 (T4, P, At) = ex E thg P12 (%5, P8, 0)
po1 (x5, P, At) = ex pa1 (25, Pk, 0),
P2o (T3, Pr, At) = exp (~T'At) pgy (25, Pk, 0) -

Ao final desse passo fazemos pNLM (z. pr At) — p,. (x;,pk,0) € entdo repetimos o

processo sucessivamente [V, vezes para calcular p,,,, | z;, p, Vi At

tr

3.1.3 O algoritmo

Colocadas todas as consideragdes a respeito das precaugdes sobre o algoritmo vamos agora

escrever em seqiiéncia cada um dos passos do mesmo:

Determinar os valores dos pardmetros de determinacdo dos passos: N, Np, IVy;
e Determinar os valores dos dados fisicos: zg, py, o, b, A € §2;

e Determinar os valores dos limites espactais € temporais: x;, Z5; p;, Prs ti, L3

e Calcular o valor dos passos de coordenadas e temporal: Az = 224 Ap = BLPL
z P

_ byt
At = N

e Determinagdo da malha: z; + (j — 1) Az;pe = pi + (k — 1) Ap;
o Determinagdo do valor inicial das fungdes p,, (z, p, 0);

e Repetir os passos de (*) até (**)8,9, 10, 11 e 12 N, vezes;
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(*)Evolugdo de p,,,, (z,p, 0) através do operador M (evolugio quantica):

P (@.9,0) 25> 0 (2,9, A1)
Substitui¢do do valor de p,,,,, (z,p, At) como condi¢#o inicial:

Prn (2,0, 0) — ppoy (T, p, AL)
Evolugio de p,,,, (z, p, 0) através do operador L (evolugdo classica):

L
Pmn (:E,p,O) — Pmn (xapy At),

Substituigdo do valor de p,,,, (x, p, At) como condigéo inicial:
Pmn (%,0,0)  ppny (T, p, AL);
Evolugdo de p,,, (z, p,0) através do operador N (evolugio classica):
N
Pmn (-’E,p, 0) — Pmn (:B,p, At) )
Substituig¢do do valor de p,,,,, (z, p, At) como condigdo inicial:
P (2,0,0) — pr (€, D, AL) ;

(**)Voltar ao passo (*);

Escrever p,,,, (z,p, 0) nos arquivos de saida.

35

Ao final do passo 14 estara armazenado em p,,,, (z,p,0) o valor de p,,,, (z,p,tf). A

Pmn durante todo o processo colisional.

saida de dados € feita de maneira a obtermos também valores intermediarios de p,,,,,, por

exemplo, a cada nAt transcorridos. Desta maneira, podemos acompanhar a evolugio de



Capitulo 4: Comparacio dos resultados

Neste capitulo faremos a comparago entre os resultados numéricos obtidos através
do método do operador partido com trajetdrias e resultados esperados pela teoria de Landau-
Zener para regides de cruzamento entre potenciais, pela aproximagio por meio de expan-
sd0 em série perturbativa também para cruzamento entre potenciais € pela solugdo analitica

obtida para o caso de dois potenciais constantes.

4.1 O erro do método do operador partido com trajetorias

Conforme foi mostrado no capitulo anterior, o erro do método do operador partido com

trajetdrias para um operador que pode ser dividido em trés partes (L, M e N) é dado por

E (At) ~ @ ([L M] + [LM] + [M N]) Fxto) + ... (4.52)

No caso de um sistema de dois niveis com decaimento temos

Pe =047,
sendo
1 0 00
U—Bﬁ 0100
_uax 001 01}
00 01
V{ (z) 0 0 0
po| 0 M@ @ o 0 |8
0 0 sVil@)+Vz(z)] 0O op’
0 0 0 Vi (z)
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O
i 2 19 (z) 0 —i§2
I I O | —10 (z) iQ ’
0 -2 0 0
00 0 T
o 1o - 0 o0
N=10 o 20
0o 0 0 -T

De acordo com (4.52), para este caso temos

4

ZQ ‘:BPIZé:)vpvt) — alea(;ypat) + Fapzzg:,p,t)

: Bpll(z7p7t) 6p22(3:,p,t)
X B (At)2 , ——’LQ [ ap + p :|
E (l‘,p,t, At) ‘* 4 4 ho (I) 0 aﬂué();spvt) + 3/’225;»17»’5)
. Apqo(z,p,t) Opa; (z,p,t)
0 P126pp - PQIBPP

P12 (557137;) — P2 Efﬂ,p,t)
. P11 (3')p,t +3p22 Hf,p,t)
ra ) 4.53
B Lol (@p,t) + 39 (,9,1)] (453)
- [P12 (3371?, t) — P2 (%P, t)]

4.2 Sistema de unidades

Todos os resultados foram obtidos considerando um sistema de unidades onde

Al =1
4.54
sendo Ay o comprimento de onda térmico de de Broglie

h
T V2rMKLT

Utilizando a massa reduzida de dois atomos de césio, ou seja 1.103474204 x 10~%

kg, a uma temperatura de 300 p K, teremos um novo sistema de unidades onde

T, = 6.182325380 x 10~%m,
My, = 2.759133987 x 10~ 2"kg,
ty = 107%,

Du = :U'u:f_:
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E interessante utilizarmos 1 ns como unidade de tempo, pois o tempo de colisdo entre os
dois atomos € da ordem de 100 ns.

Devido a condigio (4.54), definindo

P

= kT =
2u B

= Do =/ 2[1,]§BT

no sistema internacional, entdo, no novo sistema:

[pol = V.

4.3 Potenciais constantes

Inicialmente trataremos o caso de potenciais contantes, por serem mais simples € por pos-

suirem solugfo analitica. Vejamos inicialmente o caso em que

Substituindo estes potenciais nas equages das componentes da fun¢do matricial de

Wigner temos
dpp(zpt) | popyy(zpt)
T T e e L
"”’”ﬁ”’t“rﬂ"”’mé”’” —zfﬁl (:f )fn (5 t)]—i(Af£§12 x(,n h
a””?t”’”Jreapzf(ip,c) _—zQ [pn P D, } 5) Pa1 (2, p,1),
a1 PR P12 (,D,t) — poy (z,0,1)] — Tpyy (z,p, 1) .
(4.55)

Vejamos inicialmente o caso em que 2 = 0 e I' = (. Teremos
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9py, (z.p,t) + pOp(zpt) _ 0
?

(apd) | bopuaEpd)
ap Ivat {4 m7p7t —_ g
126t + £ 123;,; - lAplQ (ﬂ?,p,t) )
ap (E,p,t) D 6p2 (zvp:t) —e y
A+ BERIAES = —iApy, (z,p, 1),
ap??(zwpvt) + £8p22($7p7t) — 0
ot m Ox ’

cujas solugdes sdo

pt
P11 (zvp’t) = ¢11 (JI—' ——7p) )
I
i pt
P12 (J"’p’t) = € At</)12 (.’L‘ - ;—7p) 3
—iAt pt
po1 (T, pt) = e P | T — ;ap )

pt
p22(.’13,p,t) = ¢22 (I*;ap)

Escolhamos um estado inicial

tal que

{ ¥ (,0) = exp | -2 — iz 456)

W, (,0) = 0.

Estas fung¢des descrevem uma particula inicialmente no estado fundamental, distribuida em
torno de x = zg e p = /7. As componentes da fungio de Wigner matricial serdo
1 ¢ 2 2
P11 ($7p7t):}exp _[(z_%)gm()] —'(p+\/%) )
P12 (37;10, t) = P21 (1"7pa t) = Pa2 (az’pa t) =0.

A condigdo inicial (4.56) sera utilizada de agora em diante para todos os casos e apenas g

tera seu valor modificado, salvo em alguns casos especiais. Inicialmente faremos zy = 10

Top.
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A condigdo inicial para este caso €

P11 (z,p,0) = ;lr—exp [— (x — 10)* — (p+ ﬁ)Q] X 4.57)

A superficie desta fun¢do pode ser vista na figura (1)

| i

,, /,“

i

I

C

i
At
'03&2‘323

A

1.Gaussiana utilizada como condigdo inicial para a componente da fungdo de Wigner
matricial.

O grafico da fun(;ﬁo p1;1 (z,p,t), com 2o = 10 z,, no tempo ¢ = 100 ¢, é mostrado
na figura (2).

Propagando numericamente a condigfo inicial de p (z,p,t) desde t = 0 até ¢t = 100
t.. Podemos ver que os dados gerados pelo programa sdo muito exatos neste caso. Estes

dados encontram-se na figura (3).
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2. Resultado analitico da componente p, (z,p,t) parat = 100 t,,.

41
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3.Resultados obtidos através de calculo numérico utilizando o método do oper-
ador desde o tempo t = 0 até ¢ = 100 ¢, partido com a condig¢do inicial

p1 (2,0,0) = Lexp [~ (z — z0)* = (p+ V7))

O préximo caso a ser tratado sera aquele em que

Q#£0,
r =0

Antes de prosseguirmos ¢é interessante destacar que se substituirmos os potenciais chatos

na fungfio de Wigner sem aproximagdes de qualquer ordem de 7, ou seja, na forma

OPpn (T, 0:) | P OPpn (7, P, 1) / )
mn 7 ? £~ mn ? ’ — d n o / / t .
¥ + . B Pmn (,0 = D) P (2,0, 1) + (4.58)

+i{ [pm,3—n (Z’,p, t) ~ P3-mmn (xhp? t)] )
sendo

1

T (@8) = nh/du Vin (2 + 1) — Vi (% — u)] exp {-%fi’“} ,
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teremos
Joan (2, p) = —i (M — n) Aé (p) .
Este resultado, quando substituido em (4.58), nos conduz ao conjunto de equagdes
(4.55) com I' = 0. Portanto, os resultados analiticos que serfio mostrados a seguir para
potenciais chatos, bem como o resultado mostrado anteriormente para 2 = 0, tratam-se de

solugdes exatas e ndo de aproximagdes semi-analiticas. De volta ao nosso caso temos

Z::‘%ZZZ i 222%22 i Zg [p12 (2,2, 1) — pyy (2, p, )], |

ot PoRRs = i py (%,p,1) — pye (2,0, t)] + 10p15 (z,p,1)
gt %6p21i§z,p,t) = —iQ[py; (2, p,1) — pgy (z,p,1)] — iQpy; (z,p, 1),
6”22((;:1’71) + ﬁapzzéa;,p,t) = —iQ[p (z,p, 1) — py1 (z,p,1)],

cuja solugdo €, para o caso em que

{ pur (@,7,0) = fur (2,p) = Lexp |~ (z ~ 50)’ — (0 + V)’ ,
p12 (2,p,0) = py (2,p,0) = pgy (z,p,0),

P11 (z,p,t) = fr z—2p {1+252,—22[COS(2Wt)—1]}7

t)

p12(z,pt) = f11 {z — %t,p % [cos (2wt) — 1] + 22% sin (2wt)} ,
ﬁ Poy (z,0, 1) = fia (z — %—,p {22 [cos (2wt) — 1] — i$L sin (2wt) },
t)

= fu (o= 2,p) {4 [oos (20t) — 11},

[ A2
= JR— 2
w 4+Q.

Examinaremos neste caso a dindmica das populagdes dos estados fundamental e ex-

k p22 (:E,p,

citado. Segundo a propria formulagdo de Wigner,

{ Py (t) = [dz [ dpp,, (z,p,t),
Py (t) = [dz [ dppy, (z,p,t),

sendo P; (t) e P> (t) as populagdes totais dos estados fundamental e excitado no tempo ¢.

Para este caso teremos

I

Py (t) =1+ L [cos (2wt) — 1],
{ P, (t) 24 [cos (2wt) — 1], (4.59)

T 2w?
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—— Estado fundamental \
-—-- Estado excitado ]

P

0_0/.J.I.I.I\\.I.I.I.I.K(k’-/
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t(ns)

4.Populacio de cada um dos estados para potenciais chatos.

com w dado acima.

Fazendo

A = 3.00 x 1072,
Q = 3.00 x 102,

e construindo os graficos de (4.59) para estes casos, ¢ paralelamente calculando as popu-
lagdes destes estados através do programa computacional, obtemos o resultado mostrado
no grafico da Figura(4), que é exatamente o grafico das fungdes (4.59). Estes valores de
A e ) sdo ficticios, servindo apenas para testar a validade do método. Como vemos neste

caso a solu¢do numérica concorda satisfatoriamente com o resultado analitico.
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4.4 Potencial linear e a solu¢do por meio de série perturbativa

Uma forma de encontrar uma aproximagio semi-analitica para as componentes da fungéo
de Wigner ¢ a expansiio em série perturbativa. Todo o desenvolvimente desta série encontra-
se no Apéndice C.

Examinando um caso simples, do tipo proposto na Equagédo (4.56), em que o sitema
encontra-se inicialmente no estado fundamental, a componente p,, (z,p,t) da fungdo de
Wigner, referente a populagdo do estado excitado, para potenciais do tipo

{ Vi(z) =0,
Va(z) = az + b,

tem seu valor aproximado dado por

t t/ r
pas (T,p, 1) = 292/ dt'/ dt" exp [—F (t—t)— 5 (t' — t")jl X
0 0

X COS (a {2£ [(t _ tu)Z —(t- t')2] n a [(t . t”)3 B

Iz 6u
(t—t) - % (¢ — t”)3] } — (az +b) (¢ — t”)) x
X fi1 (x — % — i [(t2 —t"?) + % (t” — t”Q)] ,p+a [(t —t') + % (t — t”)D+O Q%) .

(4.60)
Para termos uma idéia da regido de validade desta aproximagéo, podemos comparar
seus resultados para potenciais chatos com a solugdo analitica dada acima. Para tanto,

facamos em V; (z) a = 0, b = A e I' = 0. Neste caso a equagdo acima nos dara

2
Pas (T,D,t) =2 2 (%) fu (17 — %t,p) [1 — cos (At)]. (4.61)

A solug@o exata para este caso €

99 (T t)z-z—m—f IL‘—p—t [1—003(\/A2+4Q2t)]
P22 ' P, A2+4QQ 11 uvp 3
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que expandida em série de poténcias de §2 e tendo os termos de ordem maior desprezados
nos da exatamente o resultado anterior.

Neste caso, o erro percentual € dado pela expressio

E(A,Q) =1

B I:l n 292} [1 — cos (At)]
A? [1 — o8 (\/ A% + 4Q2t)] '

E interessante tomarmos o limite quando A tende a zero, pois na regiio em torno do cruza-
mento o potencial excitado € proximo ou igual a zero e desta maneira tal limite nos fornece
o erro esperado, em fungdo de €2 e do tempo ¢ decorrido, para a fung@o de Wigner em torno

do ponto de Condon:

200°t?
i A =]1—-——+—|.
EI—I}OE( L =1 1 — cos (202t)

De posse desta expressdo podemos ver que o erro dado pela (4.60) sera menor que 10% se
0.5322
t < 05522
Utilizaremos a equagio (4.60) para verificarmos a validade do operador partido com
trajetorias para potenciais lineares. Escolheremos como condigdes para tal teste uma gaus-

siana que descreve um sistema com

= 39.9935,
Q = 0.0483,
' = 0.0430,

Vi(z) =0,
Va (z) = —9.6698 x 10~2 + 3.8116 x 10 3z.

Estes dados correspondem, no sistema aqui adotado, aos dados de um par de atomos de
césio na regido proxima ao cruzamento entre as duas curvas potencial. Segundo o critério
de validade de (4.60), nestas condi¢des a mesma somente podera ser evoluida para tempos

ndo maiores que dez unidades de tempo neste novo sistema. Os resultados podem ser vistos
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nas figuras (5) e (6). Como podemos ver na figura (6), que € a superficie correspondente a

0.018

P2(XP) 0016
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I’:!'l'o i
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5.Evolu¢io da fun¢do de Wigner matricial para potenciais lineares pelo método do oper-
ador partido.

solugdo de (4.60), a altura do pico central € ligeiramente maior que a altura do pico central
da figura (5). Isto se deve ao fato de estarmos tratando a equagéo (4.60) no seu limite de

validade, porém os resultados ainda s@o concordantes neste caso, atestando a validade do

método para potenciais lineares.

4.5 A teoria de Landau-Zener

Conforme a teoria de Landau-Zener, quando um atomo de massa ;. € momento py = /T,

sujeito a um potencial V) (z), passa por um ponto z. (ou ponto de Condon) de cruzamento
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PX.P)

6.Evolugdo da solugdo semi-analitica da fungdo de Wigner obtida pela expansédo em série
perturbativa de poténcias de €.

entre este potencial e outro potencial V; (z), a probabilidade de que este, apds passar pelo

cruzamento, ainda se encontre sujeito ao potencial V; (x) é dada por

B 2y/mus)? }
V3 (ze) = Vi ()l ]

P(1),_,, =exp [ (4.62)

e a probabilidade de que ele, ap6s passar pelo cruzamento, se encontre sujeito ao potencial

V, (z) ¢ dada por

2y/mps? } , (4.63)

Te) — Vi ()]

sendo 2 a freqiiéncia de Rabi de acoplamento entre os dois estados.

P(1),,,=1—exp [— Vi

De forma semelhante, se o 4tomo inicialmente se encontrava sujeito ao potencial

Vs (), ao passar pelo cruzamento, a probabilidade de o encontrarmos sujeito ao potencial

Vi(z)¢é
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B 2/ ps)?
Pll)py =1 =exp [‘ Vi (o)~ Vi md ’ (69

e a probabilidade de o encontrarmos sujeito ao potencial V;, (x) apds o cruzamento sera

_ 2/ u2?
P = |- ] (469

O numero entre parénteses refere-se ao niimero de vezes que o atomo passa pelo cruza-
mento.

Uma vez que a teoria de Landau-Zener somente considera uma tinica passagem pelo
cruzamento, teremos que supor uma composicdo de (4.62), (4.63), (4.64) e (4.65) para
termos uma expresso aproximada para P (2), , e P(2), ,, ou seja, a probabilidade de
encontrarmos o atomo sujeito ao potencial V; (z) e V; (z), respectivamente, apds duas

passagens pelo ponto de cruzamento. Podemos fazer
P(2)_, =P(1)_, P(1), +P(1),_, P,

P(2)1~>2:P(1)1~»2P(1)2—»2+P(1)1—>1P(1)1—.27

o que nos dara

P {1 o | ] }2 ron | o)

P(2);,=2 {1 - exp [— % (3230@3: <mc)|] } P [‘ V3 (20@‘2? (xc>|] '

Substituindo os valores utilizados em nosso problema nas expressdes acima

u = 39.9935,
Q=8x1073
Te = 25.3694,
V/l ((E) = 07

Vs (z) = 3.8116 x 1073,
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temos
P(2),_, = 0.8321,
P(2),_, = 0.1679.

O método de Landau-Zener apresenta algumas deficiéncias devido ao modo como é

gerado:

Somente ¢ levado em conta uma unica passagem pelo cruzamento potencial;

Nio se leva em conta o efeito da variagdo do momento da particula no processo
de transigéo de niveis;

Nio se leva em conta que sob efeito de diferentes potenciais a particula evolui
com diferentes momentos (neste método considera-se que em ambos os potenciais a
particula movimenta-se com a mesma velocidade).

A principal vantagem do método do operador partido com trajetorias € a possibilidade
de observarmos a passagem do pacote de ondas que descreve a particula pelo cruzamento e
também observarmos a reflexdio do mesmo na barreira potencial proxima a origem. Vejamos

a evolugfio de um pacote de ondas que se choca contra uma barreira potencial. Suponhamos

a fun¢do (nas novas unidades do sistema)

1 2
W (z,p,0) = —exp [— (x — 5)2 — (p+ ﬁ) ] ,
como condigdo inicial de um sistema de uma particula de massa p = 39.9935 u.,, movimentando-
se sob acdo de um potencial

V(z):{ Osex >0

cosexr =10

Temos assim um potencial chato com uma barreira potencial em z = 0. Vejamos, com
nosso método, como a onda se choca e em seguida ¢é refletida pela barreira. Na figura (7)
vemos a fungdo de Wigner da particula no instante ¢ = 0. Evoluindo desde ¢ = ( até ¢ = 55

tu, vemos no grafico da figura (8) que a fungdo de Wigner tem sua parte inferior deslocada
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0.35

030t 1
W(x,p)

7.Condigao inicial da fungdo de Wigner que sera evoluida numericamente num potencial.
Esta funcfo inicial é uma gaussiana normalizada centrada em z = 10 z,, e p = — /7 p,,.

na dire¢do da barreira em = 0. Uma pequena parte desta fungio ja comega a ser refletida

pela barreira como podemos ver.
Na figura (9) vemos o momento em que o pico da fungdo atinge a barreira e é refletida

de volta. Na figura (10) podemos ver que uma parte consideravel da onda ja foi refletida
€ seu pico agora encontra-se exatamente sobre o ponto inicial (z = 5 ), porém com
momento invertido.
Vemos assim que € possivel observar cada passo da colisfio, desde o momento em
que os dois atomos estio se aproximando, até 0 momento em que eles se afastam. Particu-

larmente podemos estudar cada uma das passagens do sistema pelo ponto de Condon.
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8.Evolugdo da da condi¢@o inicial desta ¢ = 0 até ¢ = 55 t,,. Neste instante a fungéo se
aproxima da barreira potencxal em x = (. Ja é possivel perceber uma pequena porcdo da

fungdo refletida na regifio do espago de fase onde a coordenada de momento p tem valor
positivo.

4.6 Dinimica de populacoes e distribuicido final de momento
para atomos de césio colidentes

Visto que os resultados obtidos através do programa concordam satisfatoriamente com os
resultados analiticos conhecidos, veremos como ilustragdo a colisdo de dois atomos de cé-
sio colidindo-se frontalmente a uma temperatura de 300 u K. Desta maneira podemos levar
em conta apenas uma das variaveis espaciais, tornando assim o problema unidimensional.

Para atomos de césio colidentes temos[11] (no sistema cgs)
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9.Configuragdo da fungfo de Wigner no momento em que o pico da fungio atinge a
barreira potencial em z = 0 ¢ e refletida de volta. Isso ocorre em t ~ 112 ¢,,.

sendo que C3 = 20.3e¢2a?, Cs = 6.4 x 105%2a}, e ¢ a carga do eletron, ag = 0.529 A,

A=~,T=2%y e = 5.13M H z. Nas unidades utilizadas neste trabalho temos
Yat 3 /at 7at

i

(2,

T

Vi (a) 3
_ _ (8074 -2
Vo (z) = — (22%)" +3.223 x 1072
O valor de () de Rabi varia com a intensidade do laser. Trataremos os casos em que §2 varia
desde v, até 4,,. O ponto de Condon neste caso ¢ z. = 25 z,, (2920ay) .

Na regido em que o valor de = é muito préximo de zero a repulsio nuclear age nio
permitindo que os 4tomos se aproximem. E necessario neste caso, para obtermos com a
simulagio resultados coerentes, colocarmos uma barreira potencial para impedir a aproxi-

magdo entre os dois atomos. A barreira € colocada para evitar dindmica na regifio onde o

potencial varia muito rapido [12]. Esta barreira sera colocada em x = 8 z,, por convenién-
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Wix,p)

10.Vemos aqui a fungdo de Wigner ap6s a reflexdo na barreira potencial em z = 0.

cia. A variagéo da posig¢do da barreira potencial em torno de z = 8 z,, niio causa variagdes

capazes de invalidar os resultados, visto que o sistema permanece um tempo muito curto
nessa regido:

pAx
Vpg — 21V (2)

Dado que para z muito pequeno |V (z)| tem um valor muito grande, entdo o tempo que o

At ~

sistema permanece proximo da origem é
At < 1,

o que pode ser desprezado. Além disso, esta barreira garante que o valor do médulo da
derivada do potencial em z ndo atinja valores muito grandes, o que invalidaria o método

segundo a equagdo (4.53). Nos graficos das figuras (11), (12) e (13) vemos o choque da



Capitulo 4: Comparagao dos resultados 55

componente py, (z, p,t) da fungio de Wigner contra uma barreira colocada em z = 8 z,,
t =6z, e z = 10 x, respectivamente. Como ¢ possivel ver, ndo ha diferenca significante

entre elas. Todas as ondas partiram de z = 20 z,,

FARR N l
,;«;'»Z;:’,‘M l":'f'f i
..W '

o

| “f“‘g ik
i

11.Superficie da fungio de Wigner relativa ao estado excitado no momento em que esta
choca-se contra uma barreira potencial posicionada em = = 8 z,,.

Quanto a condi¢do inicial, para o caso que estamos apresentando agora, considera-se
que inicialmente os dois 4tomos encontram-se muito distantes um do outro (consideramos
inicialmente que a distancia é maior do que 30 z,,, 0 que corresponde a 3500 ag) ¢ ambos
estdo no estado fundamental. A esta distdncia os 4tomos estdo sob acdo de potenciais
praticamente chatos, como os do caso apresentado nas dquagdes (4.55). Sob o efeito dos

dois potenciais e do laser, o sistema de dois atomos e rapidamente ao estado estacionario,
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12.Superficie da fungdo de Wigner relativa ao estado excitado no momento em que esta
choca-se contra uma barreira potencial posicionada em = = 6 x,,.

~ - 4 2r
que pelas mesmas equagoes que citamos sera para, t> b

r P11 (xvpvt) = (1 - zyﬁ{l'—;;@) fu (37 - ’f,p) )
1z (2,p,t) = — (4A2i€‘grsn2 - 4A242-iI‘I;S3—8Q2) fulz - P‘tap )
< par (2, P, 1) = (4A2~;4—ZI}£802 + 4A2izrr2+sm) fulz - —ap )
| P (0 0) = (sarisen ) o (== %op)

Dado que t ~ % ¢ muito pequeno se comparado com o tempo total de colisfo, pode-
mos despreza-lo e tomar as equagdes acima como condigdo inicial para a fungdo de Wigner.

Fazendo (2 = ~,, e o restante dos parametros como foram dados acima temos

[ pu1 (2,p,8) = 5/ (:r - %’,p) :
,012(51; p’t):_%(?)_zé)fll x_%t7p )
par (2,p,t) = =37 (3+20) fur (2 = B, p),
Pzz(xap7t):%f11 (’J?*%t‘,p)-
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13.Superficie da fungéio de Wigner relativa ao estado excitado no momento em que esta
choca-se contra uma barreira potencial posicionada em z = 10 z,,.

A evolugdo da populagdo dos dois estados para este caso encontra-se na figura (14).
Outra informagéo importante que o programa é capaz de nos fornecer é a distribuig¢do final
de momento. Através dela podemos calcular qual fragio do total de 4tomos emerge da

colisdio com energia cinética suficiente para escapar da armadilha. A fragdo N de escape

sera dada por

N = /°° dp/°° dz [py; (2, p,00) + gy (2, p, 00)]
Pe —00
A distribuigfo final de momento para este caso encontra-se na figura (15).
Outro caso que merece destaque ¢ o de acoplamento forte (§2 muito grande). Neste
caso o sistema comporta-se como se estivesse sujeito a um unico potencial V (z) =

3 Vi (z) + V2 (z)]. Como um exemplo podemos ver o caso em que 2 = 4v,,. Vemos



Capitulo 4: Comparagio dos resultados 58
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14.Dindmica da populagdo dos estados fundamental e excitado para o caso em que
Q = ’Yat'
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T N 1 v T T 1 T 1
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05 |-
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P® o3}

0.1 |-

00 S L

p(unitades de p dx /dt )

15.Distribui¢do de probabilidade na coordenada de momento ao final de uma coliséo para
0 caso em que {2 = v,,.

que ao final da colisdo, a distribui¢fo de probabilidade de momentos possui forma muito
parecida para os estados fundamental e excitado, diferindo apenas na amplitude, € nédo
obstante existe uma consideravel probabilidade do sistema encontrar-se no estado excitado
(~ 0.5).

Os graficos das figuras (16) e (17) séo, respectivamente, as populagdes dos estados
fundamental e excitado e a distribui¢do de momento para um sistema com acoplamento

Q = 47at'

4.7 Colisao vista passo-a-passo

Como foi dito, a principal vantagem deste método ¢ a possibilidade de observarmos passo-

a-passo o processo de colisfo entre os dois atomos. Como um exemplo, vejamos como se
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!
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16.Dindmica da populagdo dos estados fundamental e excitado para o caso em que
Q = 4’yat’
¥ 1 L] T T T
0.25 |- =
—— Estado fundamental
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0.15 + -
P(p)
0.10 + ..
%
i 0.05 |- .
0.00 ————— e
-6 -4 -2 [ 2 4 6

p(unidades de p.uqu/dtu)

17 Distribui¢go de probabilidade na coordenada de momento ao final de uma coliséo para
0 caso em que {2 = 4vy,,.
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da o choque entre dois dtomos de césio nas mesmas condigdes vistas acima e com {2 = v,,,.
Para tanto construiremos uma malha de pontos que se estende desde z = 8 z,, - onde se
encontra a barreira potencial - até z = 60 x, na coordenada de posi¢do, e de p = —10
Dy até p = 10 p, na coordenada de momento. O niimero de divisbes que cada uma das
coordenadas sofrerd, respectivamente, sdo N, = 520 ¢ N, = 200. Desta forma a malha
sera constituida de passos Az = Ap = 0.1. O tempo total de colisdo que observaremos é
de 600 %, que sera dividido em passos A¢ = 0.1. Inicialmente localizaremos a particula em

z = 27 x,, 0 que equivale a 3154 ag. A condig¢fo inicial utilizada serd

P (z,p,0) = f11($ p),
pa (o p,0) = "3 323) i (a.9),
pa (2,p,0) = ——(3+21) u(z,p),
P22 (.’L‘ p, ) 1f11 (I p)a

com

fu(z,p) = %exp [— (z—27)°— (p+ \/77)2] -

Conforme a expressio do erro (4.53)

B (e.pt, AL) = (Ar)? {%t I:dez (z) dW (r)} y

4 dz dz

i Op1a(z,pst)  9pyy(z,pt) + 4 Opga(z,p,t)
dp op 3 dp
apll (z,p,t) + ap22(z1p7t)
x dp op N
fl' 6pll(z1pvt) + 6/)22( Py t)
op op
i Opyo(z,pit)  Opy (z,pt)
op op

P12 (%p, t) — P (CE,PJ)
4, P11 (P, t) + 3pgy (z,p, t)

l_.
379 |~ [pyi (ap,t) + 3pss (2, ,1)]
— P12 (z,p,t) — p2y (2, p,1)]
Neste dominio de z, a expressdo {%f”) d‘g (z)] tem seu valor maximo em z = 8 z,,

{dvz (¢)  dVi(a)

= (.3854.
dzx dzx :Ir—S
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18.Fun¢do de Wigner do estado fundamental no instante inicial.

Este valor, juntamente como o valor de +,,, substituidos na expressdo do erro nos do

{

i 6p12(1:7p7t) _ 8p21(z,p,t) + é@pzz(z,p,t)
op ap 37 ap
— [8p11(z,1>,t) + 6P22(Im,t)]
7 , ~ -5 op dp _
E(z,p,1,0.1) ~ 3 x 107 4 , [Bonenn) , ooglaps)
op dp
i 6p12(z,p,t) _ 8p21(xvpat)
\ op op

P12 (.T,p, t) — Pn (I7p7t)

0t | Pu(@pt) +3py (2,p,8)
- [pll (zp,t) + 3P22 (Iapv t)]
- [p12 (l‘,p, t) — P2 (mvpa t)]

Os gréficos da condigdo inicial da colisdo encontram-se nas figuras (18), (19), (20) e (21).
Nos graficos (22), (23), (24) e (25) vemos a configurag¢do do sistema no instante t = 50
tu. Neste instante o pico da distribuigéo passa pelo cruzamento entre os potenciais (z ~ 25

r,). Vemos que a altura do pico de p,, (z, p, 50) é maior que a altura inicial. Isto se deve ao
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19.Parte real da coeréncia no instante inicial.

fato de ser maior a probabilidade de haver transigfio de estado na regicdo do cruzamento.
Nas figuras (26), (27), (28) e (29) vemos a configuragio do sistema no instante em que as
fungdes atingem a barreira potencial em = = 8 z,, e é refletida de volta. Nas figuras (30),
(31), (32) e (33) vemos a onda ja refletida dirigindo-se novamente para o cruzamento..
Desta forma vemos que com este formalismo ¢ possivel observar cada passo da co-
lisdo. As respostas obtidas através da fungdo de Wigner ndo correspondem aquelas obtidas
pelo método de Landau-Zener. Para este mesmo caso, pela teoria de Landau-Zener, a
probabilidade de encontrarmos o sistema no estado excitado & nula. Isto se deve ao fato de
ndo ser considerada por esta teoria a extensio do pacote de onda, a variagdo dos potenciais

com a distancia nem a variagdo do momento sob a agfio de diferentes potenciais.
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20.Parte imagindria coeréncia da fungdo de Wigner no instante inicial.

64
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21.Funcdo de Wigner do estado excitado no instante inicial.
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22 Fungdo de Wigner do estado fundamental ao passar pelo cruzamento em ¢ = 50 ¢,
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90 2,

23.Parte real da coeréncia da fungido de Wigner ao passar pelo cruzamento em ¢
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24 Parte imaginaria da coeréncia da fun¢do de Wigner ao passar pelo cruzamento em
t=>50¢,
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25.Funcio de Wigner do estado excitado ao passar pelo cruzamento em t = 50 ¢,

69
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26.Fungdo de Wigner do estado excitado no instante (¢ = 340 t,,) em que atinge a barreira
potencial em = = 8 x,,.
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27 Parte real da coeréncia da fun¢o de Wigner no instante (¢ = 340 ¢,) em que atinge a

barreira potencial em z = 8 z,,.
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28.Parte imaginaria da coeréncia da fun¢@o de Wigner no instante (¢ = 340 ¢,) em que
atinge a barreira potencial em z = 8 z,,
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29.Fung¢io de Wigner do estado excitado no instante (¢t = 340 ¢,,) em que atinge a barreira
potencial em z = 8 z,,.
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30.Fungio de Wigner do estado fundamental refletida dirigindo-se para o cruzamento.
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31.Parte real da coeréncia da funcdo de Wigner refletida.
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32.Parte imaginaria da coeréncia da fun¢io de Wigner refletida.
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33.Fun¢do de Wigner do estado excitado refletida dirigindo-se para o cruzamento.
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Capitulo 5: Conclusio

Neste trabalho de mestrado implementamos um programa computacional para estu-
darmos colisdes binarias de atomos alcalinos confinados em armadilhas magneto-Opticas
em regime frio, baseado no formalismo de Wigner. Este formalismo, que é uma formulagio
equivalente da mecénica quéntica, permite-nos expandir as equagdes que descrevem o sis-
tema colisional em série de h. Assim, € possivel tratarmos quanticamente os graus internos
do par colidente, enquanto os graus de liberdade externos podem ser tratados de maneira
quase-classica. O programa implementado foi exaustivamente testado para sistemas sim-
ples, de comportamento conhecido e apresentou resultados concordantes com as solugdes
analiticas conhecidas.

Por motivo de comparagéo, além do formalismo de Wigner também foram utilizadas
a teoria de Landau-Zener, que consiste em desprezar o movimento translacional dos atomos
- uma vez que o regime estudado ¢ frio e as velocidades sdo despreziveis - considerando
apenas a energia potencial de interagdo entre ambos como fun¢do do tempo. Também
utilizamos a expanséo perturbativa, que nos fornece uma aproximagfo semi-analitica para
a solugdo das equagdes da fungdo matricial de Wigner para acoplamentos fracos.

De posse de uma solugdo numérica capaz de fornecer-nos resultados condizentes com
os resultados analiticos dos sistemas simples conhecidos, nosso proximo objetivo, para um
futuro trabalho, ¢ estudar toda a fisica envolvida nos processos colisionais, bem como a

validade da aproximagdo quase-classica. Além disso, podemos estudar a contribuigio dos



termos de ordens superiores de & no processo colisional, € ainda o estudo de colisdes de

atomos de espécies diferentes.



Referéncias

[1] Chu, S., Rev. Mod. Phys. 70, No.3, 685 (1998).
[2] Cohen-Tannoudji, C. N., Rev. Mod. Phys. 70, No.3, 707 (1998).
[3] Phillips, W. D., Rev. Mod. Phys. 70, No.3, 721 (1998).

[4] Weiner, J., V. S. Bagnato, S. C. Zilio and P. S. Jullienne, 1998, “Experiments and theory
in cold and ultracold collisions”.

[5] Zener, C., Proc. R. Soc. London, Ser. A 137, 696 (1932).
[6] Wigner, E., Phys. Rev., 40, 749 (1932)

[7] Hillery, M., R. F. O "Connell, M. O. Scully, E. P. Wigner, Physics Reports, 106, No. 3,
121, (1984)

{8] de Groot, S., “La transformation de Wey! et la fonction de Wigner: une forme alternative
de la mécanique quantique”, Les presses de 1 "Université de Montréal.

(9] Cook, J. R., Phys. Rev. A, 22, No. 3, 1078 (1980)

[10] Press, H. W., S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, B. P. Flannery, “Numerical Recipes:
in FORTRAN, The Art of Scientific Computing ”, Second Edition, 1992,Cambridge
University Press

(11] Suominen, K. A., Y.B. Band, 1. Tuvi, P. S. Julienne, Phys. Rev. A, 57, No. 5, 3724
(1998).

[12] Stenholm, S., Phys. Rev. A, 47, No. 4, 2523 (1993).



Apéndice A

6.1 Sistema quintico com energias variaveis

Para compreendermos o formalismo de Landau-Zener, convém verificarmos a solugio de
um sistema quantico de dois nives de energia de valores variaveis. Consideremos um sis-

tema quantico de dots niveis, cujas energias variem com o tempo, € que este seja descrito

pelo hamiltoniano

A(t) = [ h“’hlét) m’zﬂ( y ] . (6.66)

Desta maneira, a equagdo de Schrodinger do sistema sera dada por

LOlp(t)
i = (1) (1) =
SOy (t) huw; (t hQ2
r}’th*gt—-:[ hQ() ﬁlﬂz(t)jl'lp(t»

Para simplificar a obtengdo da solugéo analitica, podemos dividir o hamiltoniano do sistema

da seguinte maneira

sendo que
5 | hw (B) 0
HO(t)- |: 0 ﬁu)z(t) }a
v | 0 R
SR 0 |7

e fazer a seguinte transformada

o) =ew[-5 [ o] o),
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que nos levara a equagéo

2=V )l ()
sendo
V (t) = exp {%/t Hy (1) dr] Hgexp {—— t Hy (1) dr} =
= 0 exp [—in (t)]
V0= oy "]
1 (t) = 62 (t) — 01 ()
01(t) = [, wi(r)dr
02 (t) = [, wa(7)dr
]¢ (t)> . 0 exp [ i (t)]
i ot hi2 [ exp [¢n) (¢)] 0 J |9 (¢))

Expandindo numa série de Dyson, temos

s ={(57)+

i —iQ2) /dt1 dts.. / dtnl:exp[zg)y ()] exp [~ m(tl)]}
xp ]} |

n=

exp [— m(tz) exp [—in (t,)]
* [ exp [“7 (t2)] 0 [ exp [zn( )] 0 :| } [ (to)) -
(6.67)
Sendo
[ (to)) = |6 (o))
entdo

X [ e;p [1(7)7 - exp[_én (t2)] ] { o [1?7 - exp [~8'n (ta)] J}W (to))

Esta ¢ a solugdo de um sistema quéntico de dois niveis com energias dependentes do tempo.



Apéndice B

7.1 O formalismo de Wigner

7.1.1 A transformada de Weyl

Principios:

A descrigdo de um sistema quantico mapeado no espaco de fase ¢ possivel se e
somente se a cada operador A qualquer, existir uma correspondente fungio A (z,p).
Tal correspondéncia € feita via transformada de Weyl.

Dado um operador A podemos escrevé-lo como

A= [dz | d A .
[t [apa@r)bn), (7.68)
sendo
A(z,p) = Wih/du<x+u|mx—u>exp (—%g“), (7.69)
Al(z,p) = 2/du exp (—2%1{) |z 4+ u) (x — ul. (7.70)

As expressdes (7.69) e (7.70) sdo respectivamente a transformada de Weyl e uma base de

operadores.

De uma forma totalmente equivalente podemos fazer

1 . 2i
A(z,p) = E/dv (p+v|Alp—'v>eXP( Z;im) (7.71)

Al(z,p) = Z/dvexp (—Zi;:x) Ip+ ) (p— o).

A base de operadores (7.70) ainda pode ser escrita como

. R\ 92
A (z,p) = 2rnhexp {(2—2) Bzap} 6{z—2)6(p—p). (7.72)
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Essa forma, substituida em (7.68) nos da

A—27rh/dw/dp6 (x—2)6(p—p) {eprh) af;p} A(m,p)}.

Esta expressdo mostra que, para encontrarmos o operador A a partir de sua transformada

de Weyl A (z, p), devemos inicialmente calcular exp [( ) ] A (z,p) e depois substituir

Oz0p
as variaveis z e p pelos operadores Z e p respectivamente com a ressalva de se escrever os

operadores de coordenada a esquerda dos operadores de momento.

7.1.2  Propriedades matriciais de A (z, p)

Através da expressdo para o operador A (z,p) podemos calcular seus elementos patriciais

)

(1| A (z,p) |z2) = 6 (x — {xl—;——w—z—}) exp [Mh_@l] . (7.73)
Caso particular X
i (1| A (z,p)|71) = 6 (x — 11);
@nA@wﬂmﬁ=5(p—[“;pﬂ)en{—ﬁﬂgfgf}. (7.74)

Caso particular
(p1] A(z,p) Ip1) =6 (p—p1);

i)

N .Il 2
<x1|A(m,p)|p1>:¢zwnexp<’ 2 ) e [ﬁ. 0 }m—ma(p—m (1.75)

h 2{ 0z0p
iv)
1
pys dpA (z,p) = |z) (=], (7.76)
—— [ dzl(2,p) = Ip) (s (7.77)
Dessas defini¢des temos
T |Ae,p)]| =1, (7.78)

Tr [A (z1,p$1) A 1‘2,102)} = 27hd (21 — 22) 6 (py — p2), (7.79)
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r [A ($1,P1)A($2,P2)A($3apa)] =
2
= 4dexp {ﬁ [(p2 — p3) 1 + (P3 — p1) T2 + (p1 — P2) 153]} : (7.80)
Tais defini¢des serdo tieis na defini¢do do trago de operadores a partir de suas
tranformadas de Weyl.

7.1.3  Traco de operadores a partir de suas respectivas transformadas

Dados operadores A ¢ B, cujas transformadas de Weyl sio respectivamente A (z,p) e

B (z, p), temos, conforme os elementos de matriz de A (z, p), que

/dm/dpA Z,Dp) Tr /dm/dpA (z,p) (7.81)

Esta propriedade do trago ¢ obtida ao substituirmos (7.78) na equag@o acima. Através de

(7.79) podemos encontrar o trago do produto dos operadores A e B
rr[4B) = [do [dp [ dns [dpun e Banp) Tr [BGep) A onp)] -
- / s [ dpA(s,p) B (s,p). (7.82)

E particularmente interessante para nés calcularmos o trago do produto AA (z,p)
1 (A8 (o)) = [dor [ apA (o) 70 [Alep) A @.1)] = 2004 (5,0) =

1 ~ A
A(w,p) = 5 Tr [4A (z,p)] . .
= A(e,p) = 5 Tr |AD (a,p) (7.83)
Este resultado, aliado a expressédo (7.80) nos possibilita encontrar uma forma simples para

[fl, B] e {A, B’} que ficam como

A - mh/dfc/dp{sm[ (g—:% —%g%g)]}A(m,p)B(x,p)A(w,p),

(7.84)

”‘:6’3{'33”’“ SERYICO DE BIBLIOTECA
s LA INFORMACADQ
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P o L A
AB —47rh/da:/dp{cos[ ((%:Op %g)]}A(x,p)B(:c,p)A(a:,p).

(7.85)

T AL . . -
Os indices nos operadores (ex.: %;) indicam em qual das fungdes estes atuam.

7.1.4 A fung¢ido de Wigner

A fungdo de Wigner nos ¢ dada quando tomamos a tranformada de Weyl do operador

densidade de estado. Através de (7.69) ou (7.71) temos

W (z,p,t) = 7(171 du (z +ul p(t) |z — u) exp ( 215“) , (7.86)
= —/dv<p+v|p( ) |p — v) exp (2’;;“” (7.87)

Ou ainda, por (7.83)
W (z,p,t) = gf;ﬁTr [;o (t) A (z, p)] . (7.88)

Das formas (7.86) e (7.87) temos respectivamente (essas formas foram escolhidas por ser

mas fécil observar as propriedades a seguir, porém todas sdo equivalentes)
[ o (p,0) = (00,

/d:vW(a:,p, t) = s (p,t)*,

sendo ) (z,t) = (z ¢ (¢)) (fungio de amplitude de probabilidade na coordenada de posigéo)
e ¢ (p,t) = (p|¢(t)) (fungdo de amplitude de probabilidade na coordenada de momento).

Integrando a fun¢fo de Wigner nas duas variaveis temos

/mjwwumwaﬁmme=/@wmm?
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Para obtermos o valor médio de um operador A num sistema quantico descrito pela fungdo

de estado |1) (1))

(4) = WOl Al @) =Tr [p() 4]

Pelo formalismo da transformada de Weyl temos, segundo (7.82), que o valor médio de A

pode ser obtido fazendo

</1> :/d:c/dpA(a:,p)W(a:,p,t),

sendo A (z,p) a transformada de Wey! do operador A.

Pela definigdo (7.88), utilizando a forma do operador A (z,p) apresentada em (7.72) e

tomando o trago segundo o espago dos momentos

A

W(z,p,t) = % /dpl (p1] (1) A (z,p) ;1) =

1 R\ 02 J
Wt = e |(3) 50 o0 () se0v @ a8

Se por outro lado utilizarmos as mesmas expressdes, porém tomarmos o trago segundo o

espaco das coordenadas teremos

~

W (ept) = / doy (2] p (8) A (2, p) |21) =

= W (z,p,t) =

1 h 0? 3
oy OP K_Z) axap} exp (—%) ¢* (p,t) Y ().  (7.90)

Podemos ver que o lado direito da expresséo (7.89) € exatamente o complexo conjugado do

lado direito da expressdo (7.90). Isso nos leva a concluir que a fungdo de Wigner é sempre

real.
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Outra caracteristica da funcdo de Wigner esta relacionada ao seu médulo. Através de sua

definigéo temos

W (z,p,t) = #/du (T +ulp(t) |z —u)exp (#%’E) -

= W (z,p,t) = %h/duw* (x —u,t) Y (x + u,t) exp (—Zi;im) =

:>1W(x,p,t)|2<{ lh/dulqb }{_.% du |y (z + u,t)| }

1
= |W (z,p,1)| < S

Outras propriedades da fungiio de Wigner - sistemas ortogonais

Da definigdo da fungdo de Wigner dada em (7.86) temos

W (z,p,t) = Wih/du(x+u|ﬁ(t) & — u) exp (_2"}{:“) .

Supondo que |1 (t)) possa ser escrita como uma combinagdo linear dos auto-estados |n)

de um hamiltoniano H temos

[ () =) an () |n),

1

o que nos levara a uma expressdo p (t) da seguinte forma

=D D an(t)ap (8) |n) (ml,

que substituida na expressdo para a equagio de Wigner ficara

W (z,p,1) ZZ% o ( 1ﬁ/du(x+u| n) (m |x~u>exp(—%’3):>
= W (z,p,t ZZ ay, ( 1h/du¢ (x —u) ¢, (x +u)exp (~2ipu>,

sendo ¢,, (x) auto-fungoes do hamiltoniano do sistema.
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Podemos definir

Won, (2, D) = %/duqﬁ:ﬂ (x —u) ¢, (z + u)exp (_2z’gu> 7

e a fungdo de Wigner podera entdo ser escrita como

(z,p,1) ZZ an ( t) W (z,D) .

As fungdes Wy, (z,p) formam um sistema ortogonal completo no espago de fase (x, p),

com as seguintes propriedades

mm’énn
[t [ v 1) o (2 9) = , (7.91)
o(x' —z)6(p' —p
ZZ W (') Wi (2, ) = ( 217,1( ). (7.92)

Utilizando estas propriedades podemos encontrar as amplitudes de ocupagdo de cada fungdo

Wmn (2, p) de uma dada fun¢io de Wigner W (z,p, t)

a, (t) ay, (t) = 27rh/dx/dpw:nn (z,p) W (z,p,t) .

Através dessa formula € facil encontrar a probabilidade de ocupagio de um determinado
nivel de energia de um sistema quantico através de sua fungdo de Wigner. Assim, a prob-

abilidade de que num determinado instante ¢ o sistema se encontre no nivel energético k

sera

Pe(t) = lox (OF =2 [ d [ dpote (5,90 W (2,p,1).

7.2 Funcio de Wigner para sistemas de dois estados
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7.2.1  Representacio de Heisenberg

Antes de tratarmos a fung@io de Wigner para sistemas de dois estados convém mudarmos
o formalismo adotado para a resolugdo da fungdo de estado que descreve o sistema. Até
agora utilizamos a representagfio de Schridinger, porém, de agora em diante utilizaremos
a representacio de Heisenberg.

Para obtermos a fungéo de estado na representagdo de Heisenberg, a partir da fungdo dada

na representacdo de Schrédinger, devemos fazer

A

ls (t) = U (t,t0) [y (to)) -

Os indices nas fungdes de estado indicam a representagdo das quais sio provenientes O

operador U (¢, t,) é definido de tal forma que

~

U (tlatl) = 17

Ut (tat1) = U™ (ta, t1) = U (4, 1) .
A equagdo temporal para U (¢, to) ¢ dada por

aU (t,to)

ih 5

= HgU (t,10),

sendo Hg o hamiltoniano segundo o formalismo de Schrédinger. Desta maneira

s (o)) = [¥yy (t0)) -

Ao contrario da representagdo de Schrédinger, na representagio de Heisenberg a fungio de
estado € constante no tempo, ficando a variagdo temporal do valor de um observavel fisico

dependente da variagdo temporal do operador associado a ele. Por conta disso, utilizaremos
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s (£)) = U (1,0) [yn)
Na representagéo de Schrodinger um certo observavel O, ao qual associamos um operador

Og tem seu valor esperado dado por

O(t) = (¥s()|Oslips (t)) =
= (Yl U (£,0)OsU (£,0) |py) =
= (Yu| O (1) [byy) -
Assim,
Ou (t) = U (£,0) OsU (¢,0) .

A variagio temporal do operador O (t) é dada por

maogt(t) _ [OH (t), Hy (t)] — 0" (t,0) [Os,ﬁs} U (t,0), (7.93)

Hy (t) = Ut (t,0) HsU (t,0) .

Se o operador Og for um produto de outros operadores na representagdo de Schrédinger,

ou seja

Os = AsBs ... Ng,
entdo
U'(t,0)0sU (¢,0) = U'(t,0) AsBsCs ... NsU (t,0) =

= U'(t,0) As U (¢,0)U' (,0) BsU (£,0)... U (¢t,0) NsU (t,0) =

| — 7
N

. o\

1
= U'(t,0) AsU (t,0) U' (t,0) BsU (£,0) ... U7 (¢,0) NsU (t,0) =

\
(
\
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Portanto, dado um operador, o qual é produto de outros operadores, na representagdo de
Schrodinger, basta substituir cada um dos operadores do produto pelo seu correspondente

na representa¢do de Heisenberg para obtermos o correspondente de todo o produto nesta

representacao.

7.2.2 O operador A (x,p) na representa¢io de Heisenberg

Na representagdo de Heisenberg, o operador Ay (z,p,t) é escrito como
AH (:L‘ap’t) = UT (t70) AS (51;,])) U (t70) .

Convém agora encontrarmos uma expressio para a variago temporal de A (z, p, t). Con-
forme (7.93), dado um hamiltoniano Hy (t) (v—_* Hg (t))

~

OA . R
OB EPD T, (ap,t), B (1) = (7.94)

~

= U'(t,0) [As (2,p), Hs (0] U (1,0

Nos concentraremos agora nas caracteristicas e propriedades de [A s(z,p), Hg (t)] . Através

de transformada de Weyl, podemos escrever

g (1) = / do / dpH (2., t) Ag (z,p)

Assim,

[As (I,P),/dml/dles (z1,p1,1) Ag (l’l,pl)} _

:/dwl/dleS ("I:lypl7t) {AS (map)vAS (:El;pl)} .
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O produto A (z1,p) A (24, p2), que sera util para a determinagdo de (7.94) e outras pror-

priedades da fungdo de Wigner € dado por

Bs (o1,m1) As (w2,2) = = / dz / dpAs (2, p) exp [%C (z-0) 2i(p-¢ ﬁ} |

h h
A A 41 A 2 - 2 (p —
s @up) As @] = 2 [ do / dpAs (x,p)sm{ Ce-a) 26 hsm}’
sendo
{2a:x1+zz
B=1z1—z5 ’
{2§=P1+P2
C=p1—p2 °

Outro produto que nos sera util é

~

aAS (l’,p)

[AS (z,p) ,ﬁZJ = —2ihp I

Finalmente, a variagdo temporal de um operador de Wigner na representagéo de Heisenberg

¢ dada por
oA t A :
ih%&_) == Ut (¢,0) [Ag (z,p),Hs] U (¢,0),
A ; A
iha_%”_t) = Ut (t,0) [As (z,p), 5? + V} U(t,0) =

L O0Ap (z,pt)  ihpdAy (z,p,t) ; ) .
= it PR BBE  ut(1,0) [As (e,),V ()] U (1,0).
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8.1 Sistema de dois niveis com decaimento: expansio em
série perturbativa

8.1.1 Subsidio matematico

A solugdo de uma equagdo diferencial linear de primeira ordem do tipo

dz(:) — A(T) (1) + B (1), (8.95)
¢ dada por
b(r) = exp [ / CA@) dr'] {«p(m) + [ "exp {— / A cw] B(r') dT'} |
(8.96)

Este resultado € interessante pois todas as equagdes que trataremos a seguir poderdo ser

reduzidas a forma (8.95).

8.1.2 Sistema de dois niveis

O nosso sistema de dois niveis com decaimento pode ser escrito como

Ou(z,p,t) pdu(z,p,t) - ot (z,p, t) . )
- — Fz) ———2—~ =
o 4 oz =) =%, M (z) i (z,p,t), (8.97)
sendo
P (,p,t)

(

A . p12 ($ D, )

b (£7p7t) N P21 (13 b, t) ’
P22 (1’ D, )
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V! (z) 0 0 0
- 0  L[V](z)+Vy ()] 0 0
F = 2t 2 ' ! )
@=1 o 0 SV@ V@] 0
0 0 0 Vi ()
0 12 -2 r
~ i 0 (z) — © 0 —if2
M (z) = —i2 0 -0 (x)—% € |’
0 —1£) 1£2 -T
h
Podemos fazer
M (z) = ['M, (z) + QM (8.98)
sendo
0 0 0 1
- 0 && _1 0 0
M — r 2 8.99
o (z) 0 0 §92) N R (8.99)
0 0 0 —~1
0 1 -1 0
- 1 0 0 -1
M= 5 0 1| (8.100)
0 -1 1 0

Substituindo (8.98) em (8.97) e colocando I' em evidéncia no segundo membro da equagdo

temos
du(zx,p,t)  pOi(z,pt) .  Ou(z,pt) (2N ]
ot 4 oa F(z) op =D\ Mo () +i( 5 | My|@(z,pt)

Podemos desta maneira definir

9]
=)
I—\ )
¢ a equacdo ficara
ou (x,p,t ou(x,p,t - ou(x,p,t ~ N Ny
(8tp )+§ (&Ep )—F(x)—(a;’*):rMo(z)u(x,p,t)+zArM1u(x,p,t).

(8.101)
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Isto nos permite supor que uma solugéo para 1 (z, p, t) pode ser escrita como uma série de

poténcias de A

a(z,p,t) =) A" (z,p,1), (8.102)

Substituindo (8.102) em (8.101) temos

o 1™ (. i) . ;™)
Z/\n [Gu (z,p,t) N p 0™ (z,p,1) _ P(a) ou'™ (z,p,t) _

ot 1 Oz Op

n=0

~§:AW%@ "sz,-+§:AW“dwawﬂ(zp,L

n=0

0 que nos fomece uma série de equagdes recorrentes

0u @,p,t) | PO (5,p,0) _ 04O (@p.1)
ot /,L oz Op

0ul@pt) 2O @ pt) g s00 (@pt)
ot Oz * T B

p
L
=T M, (z )u(l) (z,p, ) + il MO (z,p, t)

7

) il

= FMO (z) w©® (z,p,t)

ot + 81‘ Op
= I'My (2) 4@ (z,p,t) + T (2, p, t)

0U wp,t) | DO (,pit) ) 0 (@pt)
ot 7 ox Op

=T'My (z) 2™ (z,p, t) + T M ™ (z, p, t) (8.103)

Examinaremos agora o caso particular em que
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A=0sct <0,
A#£0set>0.

Suporemos também que no instante ¢ = 0 o sistema esteja no estado fundamental

P12 (z, D, 0) = P21 (:c,p, 0) = Pog (37,1% 0) =0

Vejamos agora a forma de cada um dos termos de (8.102):

8.1.3 Termos referentes a \°

Segundo (8.99) ¢ (8.103) temos para cada uma das componentes de 4(? (z, p, t)

(£ p;t)
(fv p,t)
P21 (z,p,t)
P22 (z,p,1)

a4 (z,p,t) =

3

o) (x,p,t)

[i 9?) } pi3 (z,p,1)
0 1 o) (z,p,1)

—pg; (z,p,t)

?

Temos entio

0
00\ (z,p,1) +35‘p§? (z,p,t)

o PR e VA CH D (8.104)
dpty (w,p,t) + pOpy (w,p,t)  adply (w,p,t) _
ot “ oz 2 Oop
= ﬁ(ax+b)_§ P12 (I,p,t), (8105)
9ps) (z,p, 1) L P Py (z,p,t)  adp) (z,p,1) _
ot 7 oz 2 Op
i r
=~ [fla 0+ L] A ) (8.106)

0 0 0
dp5y (z,p, ) P oply (z,p,t) aaﬂéz) (z,p,t)
ot 7 Ox Op

= —Tp{y (z,p,t).  (8.107)
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Fazendo em (8.107) a seguinte substitui¢do

x—z(7),
p—p(1),
t—t(r),
tal que

di‘(‘r):M
dr p
o,
di(r) _
dr

z (1) =& (r') + &0

=\ P(1)=p(r) —a(r~1)
t(ry=r

isto fara com que

0 . p9  d
ot puor dr’
e desta maneira, a equagio tomara a forma
d p(7),t(T
pay (Z(7),p(7) ()):_Fpgg)

P (3 (1),p(1),E(r)) = exp(=Ir)pY

= exp(~I'1) p})

0
= 952) (z,p,t) = exp (—I't) P22 (

(z(0),

(21~

p

(0),£(0))

p(r) _ a
7 2u

pt  at?

—~—'__7p+at70)
M

24

Porém, devido a imposi¢do que p( ) (z,p,0) = 0, temos

(0)

P2z (‘T7p7t)

Vejamos agora a solugfio de (8.104). Nela faremos

T —>
p—
t —

=0

98

T — —T2,ﬁ(7') + CLT,O) =
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tal que
di(r) _ plr)
dr uw
ap(r) _ 0 =
affr)
ar 1 .,
z(r)=2(r)+ 22 (r -7
=3 () =p(7)
t(ry=r
0 pd d
— 4+ = —,
ot podxr dr
© (- N
5 i —
e @O _ 1y 2(r),5(r), E(0)
Novamente, fazendo uma analogia com (8.95),
{ A(r) =0,
B(r) =Tp (z (r),p(r) £(r) = 0.

A solugdo sera entdo

P17 (@ (1), 2(7),E() = p{Y(2(0),5(0),7(0)) =

pt
= ,052) (I,p, t) - f (ZE - _ap) .

Quanto a (8.105) e (8.106), fazendo

z— Z(7),
p—p(r),
t—t(r),
tal que
dZ(T):p(T)
dﬁ(TT):_“g =
& L2
dr ,-—
z(r) =z () + B (r—7) ~ & (7 —7)2,
=y () =p(r)—5(r—7),
t(r) =

Pl
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lembrando que

P12 (wap7 0) =0= ngQ) (xapv O) - 07
P (2,p,0) = 0 = p§? (2,p,0) =0,

chegaremos a solugdo

0
pﬁg) (z,p,t) =0,
pgl) (‘T’p7 t) = 0.

Podemos assim escrever
49 (z,p,t) = 0 (8.108)

Vamos agora para o proximo termo da expansdo
Termos referentes a \!
Conforme (8.99), (8.100), (8.103) ¢ (8.108)

0a\ (z,p, t) N poa) (z,p,1)
ot U Oz

- 0uY (z,p, ¢t
—F(x)#l=

= I'My (z) @D (z, p, t) + iTM @ (z, p, t),
0

N f (.’L‘ - E7p)
Mlﬂ(O) (:Eapvt) = g E
o
0
py3 (%,p,1)
-0 1
{Z 9 %] Pty (z,p,t)
-O(x 1
- [7’ 1(") + %jl pgl) (va)t)
1
*ng) (xvpu t)

~

MO ($) ﬂ(l) (Iap7t) = 3

assim

9ol (z,p,t) . pOAY (z.0,8) .
—_— — F
8t + u ax P22 ($7p7 t)a (8.109)

1
Opiy (#.p.1) | pOPY (,pt) _ adpl} (z,p,t) _
ot 7 Ox 2 Op
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Opsy (x,p,1) L pOp (2p,0) adply (w,p,t)

ot 7 0x 2 dp
pt

) r

h
(1)

69512) (z'vpa t) + Bapéé) ('T?pv t) _ aap22 (Il),p,t) o (1)

=-T

D, t).

101

(8.111)

(8.112)

O procedimento para a solugdo das equagdes (8.109), (8.110), (8.111) e (8.112) sdo os

mesmos adotados para (8.104), (8.105), (8.106) e (8.107), porém, nos concetraremos na

solugdo de (8.110) e (8.111) apenas, pois as solugdes de (8.109) e (8.1 12) sdo

Faremos em (8.105)

(1),
tal que 60 _ 50
dg(“'):_“g =
%;(T) _ 2
:E(T):’E(T')+’_’(:) (T—T’)—ﬁ('r~r’)2
= () =p(r) -5 (r—7),
t(r)y=r,
Oz (r), 50r) . E(r 7 1
dpis (Z ( )dvf( ). (7)) _ {ﬁ[ai'(T)‘*‘b]_'g}pgz)(j(T)v
s (20 - 2050 5 )
Temos, conforme (8.95)
A(7r) = 3 [az (1) +b] — %,
B(r) =if (7 (r) - K22 5(r)),
/OT AT %a{j(T)T +ﬁl(j) {(T’;T) _12_} mi [(
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Sabendo que

entdo

x f (g(f)—MT—%(#-#),p(ﬂﬂ T—T')) =

t — t
= z,p,t) =il t' ex ~—
P12 1 Ps /0 { {’JE 5 4# 3

<~__> t—t) }f( - - —t’2),p+g(t—t')>. (8.113)

Solucionando (8.111) temos

t . / 2
(1) : , ia (t —t') p(t—=t) a(t-—t)
z,p,t) =—i' [ dt'e —_— 2N 27
par (T,p,1) /0 Xp{ 3 T L2 3

b T a
(% + 5) (t—t’)}f (a:- 2 4—0; (" —t*) ,p+ §(t—t')) , (8.114)

tl’ﬁ
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e finalmente

(1)
T,p,t
i (a,p,8) = | P13 0P

par (z,p,1)

/-\/\

8.1.4 Termos referentes a )\>

Quanto ao termo de segunda ordem de 4 (z, p, t) temos

P\ (z,p,t) — PS5 (z,p, 1)

MM (z,p,t) = 8 ’
—p§2) (ZL’,p, ) +p( )(Iypv t)
0;2) (z,p,t)
.O(x 2
N A2 [ T 2] Pl (2p.1)
M, (CE)U (:E’p7t) = (z) (2) ’
+ 2] P21 (m,p,t)

—éﬂ%nﬂ

2 2
Opiy (,p,1) | PO} (x,p,t)

ot 1 Oz
=Tp Tlp t) — piY t 8.115
p22 ($7p7 )+Z (LL‘ b, ) p21 ('T7p7 ) ) ( - )
0p'3 (z,p,1) N pOpy (@.pt)  adply (z,p,t) _
ot 7 Oz 2 Op
: r
5P§)@apJ)+_gap§)@aPJ)__gapg)@apJ)::
ot 7 Oz 2 Op
i r
= |fle i+ L] . (.117)
Opzs (.0,1) | pOp (o0 t) 05 (2.p,8) _ T2 ()
ot © oz 8p 22 N )
o [pu (z,p,t) — oy (z,p, t)] : (8.118)

Nos concentraremos apenas na solugio de (8.118). Sabendo que
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iy (2,p,t) = pi* (z,p,t) =

(1)

:>p12 (-T,p, ) pél) (l‘,p,t) = 2:¢1m ':p§12) (:Eapyt)]

(?pézz) (5‘7 p,t) p5p22 (z,p t) 8/)22 (z,p t) (2) (1)
e = LA = —Ips ,0,t)+2I' Im [ ,D,t } .

Adotando o mesmo procedimento utilizado na resoluggo de (8.107)

(2) p(7),t(r 2 1 7 t
AL QN IR G) S T VPN o @ (), (), T ()],

dr
sendo N
LE(T)::T:(T')er(;)(T—T’) i(T—T’)Q,
p(r)y=p(T) —a(r—1), (8.119)
t(ry=r

Por analogia a (8.95)

{ A(r) = -T,

Impondo que p( ) (z,p,0)=0

2
sz) (

x { /0 "exp [r /O i dT”} o' Im [p§;> @ (), 5 () ,E(T'))] dT'} =

>0 @) p(). () =or [ exp (D (r — )] Im [of2) (2 (), 5 (+") ()] dr

81
%l
S
N’
-
5
SNa—

Il

o

>
o]

|
=
c\ﬂ
=8

\‘\

—

X

x Im [pﬁ? ( (1) + ﬁg) (7' =7) = o (7 =7 B (1) —a(r’ — 7) 7)} dr’

Substituindo o grupo de equagdes (8.119) em (8.113) e tomando a parte imaginaria
Im [pgy <x+ Pw—t— 2w - pag- t) t)] =
p 2p

- F/Ot/ dt" exp [—g (t' - t”)J cos {% [m (t' —t") — i [(t ) (¢ t/)ﬂ -
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o (A )—%(~ﬂﬂ]+%¢—ﬂﬁx

xf(m—%ﬂ—%[(ﬁ t?) + %(’2 "2)} p+a{t—t’)+%(t’—t”)D.

Temos assim

t t F
p5 (z,p,t) = 2T 2/ dt / dt" exp [_F (t=t) =3 —t”)} x
0 0

wccon (<5 {2 [0 - (0~ 0]+ e - 0P =) =g -y
(am}:— b) )
paz (2,p,) = NpfY) (z,p, 1) =

t I
= pyy (2, p, ) = 2007 dt'/ dt” exp {—F (t—t)— g (t' — t”)} X
0 0

X cos —% = [(t ~ ") = (t - t')ﬂ + Gi (t—t") —(t—t)° - % -t b+
7

2p
(am; b) - t”))

Temos assim uma aproximacio semi-analitica para a componente da fungdo de Wigner

relacionada a populagéio do estado excitado.



