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Abstract

In this dissertation, we have studied exactly integrable unidimensional quantum
spin chains of spin 1/2 and spin 1. Special atention was given to the properties of
the energy eigenspectra of these chains and particularly to their finite size effects.
To achieve this goal, we have explored the invariance by conformal transformati-
ons of the models in their critical points. As an appreciation of these studies, we
have studied the exactly integrable model NDF of spin 1, proposed by Alcaraz e

Bariev. We verified that such model possess a quantum phase transition.



Capitulo 1

Introducao

E not4vel o desenvolvimento das ciéncias fisicas durante o século XX. Neste pe-
riodo tivemos o advento da Mecénica Quéntica e da Relatividade Geral. Mais que
isto, através da fusdo da Mecanica Quantica e da Relatividade Restrita, orques-
trada magistralmente por Dirac e toda uma geracio de fisicos, teorias quanticas
para campos foram desenvolvidas. O formidavel sucesso de algumas destas teo-
rias, como a Eletrodinamica Quantica, justifica a confianca que depositamos nas
mesmas e em suas bases para a descrigao de interagtes microscopicas da matéria.

Apesar do desenvolvimento, também é impressionante que ainda existam feno-
menos sob a alcada dessas mesmas teorias sem uma explicacdo adequada. Um
dos casos mais intrigantes e que tem fornecido constante material para pesquisa
é o ferromagnetismo. Isto se deve ao fato de que embora possamos afirmar que
a teoria para o campo eletromagnético proposta por Maxwell é a teoria classica
melhor estabelecida no cenério das Ciéncias, sua formulagdo utilizando apenas
mecAnica classica falha em explicar a origem do ferromagnetismo. Acredita-se
que a introdugio de efeitos quénticos seja capaz de realizar uma descrigio precisa
para esse fendmeno coletivo. A maneira correta para realizar tal procedimento
ainda € incerta. H4 muito busca-se compreender a origem deste fenomeno, j4 inse-
rido em diversas tecnologias atnais, o que abriria caminho para o desenvolvimento

de novos materiais e tecnologias.

Em 1907, essas questdes acerca do ferromagnetismo levaram Pierre Weiss [1]

IFSC-USPervgoeae o



2 CAPITULO 1. INTRODUGAO

a formular um modelo para sistemas ferromagnéticos. Neste, assumiu-se que a
interacdo relevante para o surgimento de fases ferromagnéticas seria aquela en-
tre 0os momentos magnéticos dos constituintes da matéria. Em primeira ordem,
e portanto a situacio mais provivel, Weiss considerou interacbes de natureza
dipolo-dipolo, onde a fase ferromagnética & expressa pelo alinhamento dos mes-
mos. Optou, entretanto, em simplificar sna teoria através da introdugio de um
campo molecular efetivo(campo médio). Este campo, cuja intensidade é direta-
mente proporcional ao valor médio dos dipolos magnéticos, acoplar-se-ia com 0s
mesmos reproduzindo, possivelmente, a interagao dipolo-dipolo. Porém, a sim-
plificacdo exclui o cenério de interagbes puramente locais, pois torna o modelo
equivalente a um com interagdes dipolo-dipolo entre todos os dipolos magnéticos
do sistema, cuja intensidade é independente da distancia relativa entre os mes-
mos. Apesar desta limitagio, a teoria de campo médio de Weiss foi capaz de
capturar a transi¢do entre as fases magnética e nao-magnética, cuja verificacio
experimental ja existia. A temperatura caracteristica da transi¢do, porém, nio

correspondia ao valor experimental.

Em 1925, Ising e Lenz [2] propuseram um modelo estatistico para materiais
ferromagnéticos esperando que este possuisse as duas fases obtidas por Weiss,
mas restrito somente a interacdes locais. O modelo, que hoje leva o nome de
modelo de Ising, consiste em uma rede (em uma, duas ou trés dimensdes) com
uma densidade de sitios uniforme. Cada sitio representa um atomo ou mdlecula
que compoe o material em estudo. Estes interagem com maior intensidade com os
vizinhos mais préximos, ou seja, as interagdes relevantes sao locais, diferentemente
da teoria de campo médio de Weiss. Para cada sitio localizado na posigio 7; é
associada uma variavel s () que, em principio, descreveria uma configuragio
do dipolo magnético classico deste sitio, assumindo os valores s (7)) = £1. A

Hamiltoniana que descreve a interagdo é dada por

H=~J) s()s(R), (L1)
5



onde J representa a intensidade média' da interagdo entre os dipolos cléssicos.
Infelizmente, Ising resolveu exatamente este modelo apenas em uma dimensdo,
onde verificou uma fase magnética(ordenada) a temperatura nula, T = 0, e outra
nao-magnética(desordenada) para T > 0. Apenas em 1944 a solugio em duas
dimensdes foi obtida por Onsager [5]. Através desta solugio, Onsager foi capaz
de mostrar que o modelo de Ising, em duas dimensées, possui uma transi¢io de
fase de segunda ordem a temperatura T, > 0, possuindo um ponto critico?.

O trabalho pioneiro de Ising motivou Heisenberg [3] a formular um modelo
anslogo em 1928, onde foram utilizados aspectos fundamentalmente quénticos
para realizar a descri¢do da interagio microscopica. Para isto supds que as inte-
racdes microscopicas entre as particulas localizadas nos sitios, responséveis pelo
magnetismo macroscépico da matéria, possuiam um cardter puramente elétrico
e nio magnético. Junto a isto, consideron também o principio de exclusio de
Pauli, que nenhuma teoria classica poderia contemplar. Essas interactes seriam

muito bem representadas pela interagio S (%) - S (7;), onde S (7;) & o operador

1Convém ressaltar que para J > 0 a configuracio mais provavel para baixas temperaturas
¢ aquela onde todos os sitios estdo alinhados, representando uma fase ferromagnética. Para
J < 0, a situagiio mais provavel é obtida quando os sftios estdo anti-paralelos, descrevendo uma

fase antiferromagnética. Iremos sempre utilizar aqui J > 0.
20 ponto critico de um dado modelo separa duas fases termodinamicas de maneira conti-

nua. As propriedades termodinamicas (magnetizacdo, calor especifico, fungdes de correlagio),
ao redor do ponto critico, sdo geralmente bem descritos por leis de poténcia, cujos expoen-
tes sao denominados de expoentes criticos. Uma caracterfstica marcante destes fendmenos ¢
que diferentes sistemas fisicos podem apresentar 0 mesmo conjunto de expoentes. Isto eviden-
cia caracteristicas universais da transicio, uma vez que transcende propriedades especificas de
cada material. Esta é a hipétese de universalidade, sendo muito bem aceita atualmente e pos-
sui, inclusive, verificagdes experimentais. Outra propriedade importante de um ponto critico
é que o comprimento de correlagdo do sistema, que fornece a maxima escala onde as fungdes
de correlagio sdo relevantes, diverge. O sistema entdo perde sua escala intrinseca, o que re-
flete no aparecimento da invariancia por transformagdes de escala. A independéncia de escala
microscopica faz com que muitos sistemas se assemelhem, corroborando com a hip6tese de uni-
versalidade. Devido A divergéncia do comprimento de correlagio, sistemas criticos apresentam,

mesmo sendo suas interacies de curto alcance, comportamentos coletivos de longo alcance.



4 CAPITULO 1. INTRODUGAO

de spin do j-ésimo sitio (spin meio). O operador Hamiltoniano do sistema & dado
por

H=-J3 S()- -8, (1.2)

%)

a soma sendo novamente realizada somente sobre os vizinhos préximos. A versao
unidimensional deste modelo foi resolvida por Hans Bethe [4] em 1931. Bethe
atilizou um ansatz: propos que a solugiio para a equagio de autovalor, H |¥) =
E |¥), seria uma combinagdo de ondas planas, sendo seus niimeros de onda defi-
nidos como rafzes de equacdes algébricas nio-lineares e acopladas.

Vérios outros modelos de cadeias de spin foram introduzidos ao longo dos
anos, apresentando diferentes simetria e acoplamentos, tornando possivel a pre-
senca de diversas fases termodinimicas ‘bem como transicdes entre estas. Maior
atencio foi-lhes dada quando estabeleceu-se uma relagio entre cadeias quénticas
e teorias de campo cléssicas com uma dimensdo extra®, quando estas descrevem
fenémenos criticos. Atualmente, cadeias de spin sdo utilizadas em vérios campos
de estudo. Isto se deve a possibilidade de definir um modelo efetivo em cadeias de
spin cuja dindmica assemelha-se a dinamica de um sistema distinto, com maior
complexidade. Quando existe tal possibilidade, as propriedades relevantes sdo
cormmums a ambos, ou seja, o estudo de cadeias de spin on dos sistemas os quais a
cadeia imita sfo equivalentes. Essa abrangéncia e generalidade motivaram-nos a
estudar fenémenos criticos e transicoes de fase em cadeias de spin, visando apren-
der técnicas desenvolvidas ao longo das décadas pela 4rea bem como contribuir
com outras. Iremos, convenientemente, abordar modelos passiveis de solugdes
exatas, uma vez que podemos utilizé-los para estudar aspectos ndo-perturbativo
de sistemas fisicos com dinAmicas mais complexas permitindo-nos compreender,
com clareza, a origem de seus efeitos fisicos.

Como dito no paragrafo anterior, iremos utilizar muitas técnicas desenvolvidas
em Mecanica Estatftica. Uma destas foi desenvolvida por Wilson [7]. Sua teoria

reside no fato de que, ao redor do ponto critico, & possivel realizar transformagGes

3Para uma revisao, veja [6].



sobre o sistema, de maneira que muitos graus de liberdade podem ser eliminados,
sem que as propriedades fisicas (fungdes de correlagio) de grandes distancias se-
jam alteradas. Esta é a idéia do Grupo de Renormalizacdo. As transformacoes
deste grupo sdo as dilatagdes. Nao iremos discorrer sobre o tema aqui, que é
extremamente rico e abrangente, mas apenas sobre sua “generalizacio”, proposta
por Fateev, Zamolodchikov e Belavin [8]. Estes autores propuseram que se um
sistema com interagoes locais fosse localmente invariante por transformagoes de
escala, isto é, invariantes por transformagdes conformes, novas propriedades po-
deriam ser contempladas, particularmente para duas dimensdes. Neste caso, o
sistema seria governado por uma teoria de campos relativistica invariante por
transformagdes conforme que poderia ser classificada, quanto 4 classe de univer-
salidade, pela anomalia conforme c¢. Um dos resultados importantes desta teoria
é que as fungdes de correlagfio entre os operadores primarios ¢ (7) e seus des-
cendentes® @, (F) (m,m' = 1,2,...) até trés pontos possuem expressdes que
podem ser obtidas analiticamente. Em particular, a funcio de dois pontos para

o operador priméario ¢ (7) é dada por

(Vo) X = rraanm,) = Fopp (13)

onde A, e A, sdo as dimensdes conformes do operador ¢ (), enquanto z, =
A, + A, é a dimensdo anomala do operador primério ¢ (7). Em coordenadas
complexas z = ry + iry, Z = 11 — i1y, através de uma mudanca de coordenada,

2! = f(z), a fungdo de correlagiio acima transforma-se como

(0 (#,7) 9 (0)) = (%—)A (%)K PEDeO).  (14)

Para o caso particular f(z) = 2/b, b € R, reobtemos a transformacio usnal para

4 Para cada operador priméario ¢ (7) existe um conjunto de operadores secundArios ¢, m: ()
que formam a torre conforme do operador ¢ (7). Os operadores secundarios sdo obtidos pela
aplicagdo dos elementos da algebra de Virasoro Lo, Lo (m,m’ = 0,%1,£2,...) sobre o0s ope-
radores primarios ¢ (7), i8t0 &, P m’ () = LymLm’ ¢ (7). Os elementos da algebra de Virasoro,
Ly, satisfazem [Ly,, Ln] = (m — 1) Lypin + 35m2 (M — 1) _n, (m,n = 0,£1,...). Relagio

analoga é satisfeita pelos Ln,.



6 CAPITULO 1. INTRODUGAO

a funcdo de correlagio através do Grupo de Renormalizagio, donde relacionamos
as dimensdes anomalas z, com expoentes criticos dos respectivos operadores.®
Esses resultados para teoria de campos bidimensionais podem ser associados
aos efeitos sobre o espectro de energia relacionados 4 finitude de cadeias quanticas
de spin®, devido & conex?o entre modelos classicos e quinticos acima mencionados.
Dentre esse conjunto de resultados, as relagbes mais importantes para o desen-
volvimento desta dissertacdo podem ser resumidos da segninte maneira. Cada
auto-estado do operador Hamiltoniano H de uma cadeia quantica critica de spin
relaciona-se com um operador ¢ (r) da teoria de campos bidimensional conforme
associada, com dimensdo z, = A, + K¢ e spin s, = Ay — _A-‘p. A energia e

momento destes auto-estados sdo dados por

2mvs
EY — Fo+ 7;’ (2o +m+m) +0(L7), (1.5)
2
P = %(s¢+m—m'), (1.6)
com m,m’ =0,1,2,..., e v, é a velocidade do som, que & o coeficiente linear da

relagiio energia-momento relativistica. Ep é a energia do estado fundamental e

assintoticamente possui a expansao

TUsC

6L

Ey=ex— +o(L7), (1.7)

onde ey, é a energia livre no limite termodindmico. Assim, & possivel obter o
espectro correspondente as energias relacionadas aos maiores comprimentos de
onda.

A dissertaciio encontra-se disposta da seguinte maneira. No capitulo dois,
iremos abordar cadeias quanticas de spin meio, cujas soluches exatas serao ob-
tidas através da fermionizacdo da rede. Dois modelos serdo estudados: a cadeia
XY com campo magnético alternado e a cadeia XY com exclusio [11]. Este 1l
timo, como veremos, é um modelo critico e serd nosso laboratorio para extrair as

quantidades que caracterizam a teoria de campos adjacentes. No capitulo trés,

5Para uma revisio mais elaborada sobre invariancia conforme, veja [9].
6Veja por exemplo [10].



iremos utilizar o ansatz do produto matricial [12] para expressar as solugdes de
cadeias quanticas de spin 1 em termos de equagbes nao-lineares. No capitulo
quatro, resolveremos numericamente tais equagoes para o modelo NDF de spin
1 introduzido em [13]. Tal estudo é bastante interessante, pois quase nada se
sabe sobre a fisica deste modelo cuja matriz S ndo possui uma dependéncia com
os pardinetros espectrais na forma de diferencas, dai a notagio escolhida para
o modelo NDF (“non difference form”). Confeccionaremos um diagrama de fases
para tal modelo e iremos obter as dimensdes andmalas e a anomalia conforme da
teoria de campos associada, em seu regime critico. Por fim, discutiremos sobre

um regime de acoplamento onde verificou-se uma transigio de fase quintica.



Capitulo 2

Cadeias Quanticas de Spin 1/2

Iniciamos esta dissertaciio com o estudo de cadeias quanticas de modelos de
spin 1/2, por serem sistemas passiveis de um tratamento teérico mais simples.
Discorreremos sobre dois modelos nesta primeira etapa: o modelo XY com campo

magnético alternado e o modelo XY com exclusio [11].

O primeiro, como veremos adiante, é o modelo XY com campo magnético al-
ternado caracterizado por duas fases distintas. O modelo exibe um espectro com
lacuna de massa para campo nio milo e um com espectro continuo (sem gap) para
campo nulo. Tais espectros sdo andlogos aos das fases condutoras e isolantes. O
segundo modelo é o XY com exclusio. Neste, existe um vinculo que proibe que
quaisquer dois spins com ¢% = +1 encontrem-se separados por um ntimero de si-
tios menor que s, onde s (s = 1, 2,...) é o parametro de exclusdo do modelo. Este
modelo, como veremos, apresenta um espectro de energia continuo e conforme.
Tal fato nos permite o uso das técnicas de Invariancia Conforme, desenvolvidas
por Zamolodchikov, Belavin e Polyakov [8] e por Cardy [10], para estudar o com-
portamento critico do modelo mediante a analise do comportamento assintotico
das auto-energias da cadeia definida em geometria finita. Para caracterizarmos o
comportamento critico, calcularemos a anomalia conforme, que indexa a classe de
universalidade de comportamento critico, e a dimensdo anémala dos operadores,

quantidades estas que se relacionam com os expoentes criticos do modelo.

9



10 CAPITULO 2. CADEIAS QUANTICAS DE SPIN 1/2

2.1 Cadeia XY com campo magnético alternado

Consideramos uma cadeia quantica de spin 1/2 composta de L (L par) sitios

e com condicdo periédica de contorno, cujo operador Hamiltoniano & dado por

"= -

N —

L
>~ [686%0 + 0Y0L.s + 2=1)*hai], (2.1)

k=1
onde 6%, a = z,y, 2 sS40 as matrizes de Pauli no k-ésimo sitio e h é a intensidade
do campo magnético. A fase (—1)* que acompanha a intensidade do campo
alterna de sinal de sitio para sitio. E conveniente escrever o Hamiltoniano (2.1)
em termos dos operadores de levantamento e abaixamento 6 = (67 Li6y)/2 e

de 6% = 267} 6, — 1,
L
H== 67051 + 650k + (-)"h (2660 —1)]. (2:2)
k=1

E importante mencionar que na auséncia do campo (h = 0) reobtemos o mo-
delo XY tradicional, cuja solugiio exata fora obtida por Lieb, Mattis e Schultz em
[14]. Neste caso, o estado fundamental é caracterizado pela desordem dos seus
sitios. Entretanto, a introdugio de um campo magnético alternado tenta estabe-
lecer um ordenamento em cada sitio. H4, portanto, uma competicio entre ordem
e desordem neste modelo. Queremos compreender quais os efeitos do campo mag-
nético alternado sobre o espectro de energia e sobre o comportamento fisico da
cadeia. Para isto é conveniente introduzir um conjunto de operadores que explo-
rem as simetrias do Hamiltoniano (2.1), que sdo a invariancia por translacoes! e
a conservacio da magnetizagio®. Veremos a seguir que escrevendo-se o Hamilto-

niano (2.1) na base destes novos operadores poderemos descrever o Hamiltoniano

(2.1) como uma composi¢ao de blocos disjuntos indexados pela magnetizagao e

10 operador de translacao 7 translada a configuracio de cada sitio k para o sitio vizinho
k + 1. Por exemplo, na configuragio particular da cadeia com L = 3, TI1LL) = |4T8). No
presente modelo, existe a invariancia pela translagdo de dois sitios devido & alternancia de sinal
do campo magnético. A invariancia é expressa através de [’f’Q, 'Ft] =0.

2() aperador que descreve a magnetizagao é M= Z,L:l of. E facil verificar que [M, 7:(] =0,

que implica na conservacio da magnetizagao.
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ntiimero quéntico de translagio (momento). Desta forma a diagonalizacio do Ha-

miltoniano reduz-se a diagonalizagio dos blocos disjuntos, que siio mais simples.

2.1.1 Solugao exata do modelo

A invarincia translacional da cadeia sugere o uso de operadores advindos de
transformada de Fourier como é costume. Entretanto, salientamos que a 4lgebra
dos operadores 6;, 65, 67 nio é fermiénica nem bosénica. Isto ocorre como
consequéncia da localizacio espacial dos operadores nos sitios, cujas relagoes de

comutagio e anticomutacao sao

{o8,05} = 1 (2.3)
[OA'Z-,&;,] = &,ﬁék,k/, (2.4)
[67,65] = +£26F6kk- (2.5)

Para a existéncia de uma transformada bem definida, é necessario fixar a natureza
fermionica ou bosoénica dos operadores.

Escolhemos fermionizar os operadores 67, 65, 67, através de uma transforma-
¢fio unitaria I{. Esta transformagio é conhecida na literatura como transformagio
de Jordan-Wigner. A idéia é obter novos operadores de criagio e destruicio fer-
mibénicos CI e Cx para k = 1,2,..., L a partir dos operadores 67, 6, através da

transformagio U

Cl = oy, (2.6)
Cr = Up. (2.7)
Utilizando-se
k—1
U, =[] [-47], (2.8)
=1

verifica-se facilmente que os operadores C,t e Cy satisfazem as relagées fermionicas

{CL,Cn} = bim (2.9)
{cl.éty = {G,C.} =0VEk, m. (2.10)
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Podemos definir ainda o operador nimero N, que conta o niimero de férmions

presentes na cadeia, através de

L
Np =) ClC. (2.11)

1=1
Por fim, o operador 63, k = 1,2,...,L e o operador de magnetizagio M sio

descritos pelos operadores C,t, Cx da seguinte maneira

6z = 201G —1, (2.12)
L
M = 2 Cl6—L=2Nr—L. (2.13)
1=1
Note que [N F M] = 0, sendo, portanto, o niimero de férmions um niimero

quintico tdo bom quanto a magnetizacio.

Vamos, entdo, aplicar as transformagdes (2.9), (2.10) em (2.2), que resulta em

" - _ngj [Clurn + €L+ e (2616, — 1)) — her (21, —1)
— (=phrH [é},él +éIéL] . (2.14)

Vemos pela expressio acima que a condi¢do de contorno, na formulacio em termos
de operadores puramente fermionicos, nio &, em geral, periédica. H4 o acréscimo

de uma fase que depende da paridade do nimero de férmions na rede, isto é,

Cl,, = (=)W=l (2.15)

Coin = (=1)WNrE;, (2.16)

Assim, para Ng impar, a condi¢io de contorno é periddica enquanto para Np
par, a condi¢io de contorno é anti-periddica.

Para explorar a simetria translacional de (2.14), podemos definir um novo
conjunto de operadores fermionicos A};j, ./iqj descritos em termos dos operadores

C,‘;, C, através da transformada de Fourier

L
~ 1 ) .
Al = =Y et (2.17)
VLG
. 1 < .
A, = ﬁZe_i‘”ka. (2.18)

o
I

1
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Os g;, que serdo chamados daqui em diante de momenta, possuem seus valores
determinados pela condicdo de contorno da cadeia. Utilizamos as transformagoes
(2.17) e (2.18) para os operadores em (2.15) (2.16), determinando assim os valores

dos momenta g;

L1

. 1 ‘ . . .
Gl = = 3 e = gt 219

\/E §=0 d
A expressdo acima é verdadeira se e somente se exp (ig;L) = exp (in(Np + 1)),
ou seja,

gj= —-m+3+3¥ ,j=0,1,...,L —1se Np par, (2.20)
gj= -—m+% | j=0,1,...,L—1se Np impar. (2.21)

Esse conjunto de g; define a primeira zona de Brillouin do modelo. Em termos
da magnetizacio (M=2Q), os ¢; que se encontram dentro da primeira zona de

Brillouin sao

o
+2@Q+D+Z j=01,..,L-1 (2.22)

™

q;j = >

Por fim, o Hamiltoniano (2.14) descrito em termos dos operadores de criacio

e destruicio de férmions, com momento g;, .Azj e Ay, é dado por

9

H=-2 Z [cos quZJ.qu + hA;J.AqJ.+,,] = @, H,,, (2.23)
J

onde a soma direta é realizada sobre os —7 < g; < 0, isto é, metade dos valores

disponiveis. O operador ﬂqj é dado por
Hy, = —2c08 g AL Ay +2cos AL o Ay n— 2R AL Ay e — 20 AL A, (2.24)

sendo ¢;, (j = 0,1,...,L/2 — 1) dados por (2.22) e dependentes do particular
setor caracterizado pelo valor de Q).
Nesta forma, o operador Hamiltoniano (2.23) é a soma direta de operadores

H,, (2.24) cuja representacio matricial possui dimensdo 4. Para diagonalizar o

Hamiltoniano basta diagonalizar cada operador H,,.
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O operador 7:{%. em (2.24), por sua vez, é facilmente diagonalizado através
de uma transformacdo de Bogoliubov?. Esta transformacéio consiste em conside-
rar os operadores qu e Aq].+,, como uma particular combinacdo linear de novos
operadores fermi6nicos qu,T e ﬁqj, \*. Esta transformagcfio é feita para que o Ha-
miltoniano seja descrito em termos de operadores niimero Z:f;j, lijy L€ Z;j,rijm

que sao diagonais. A transformacio é

qu = Ollij,T + Blz;rjyl A;j = Q;ZL,T + ﬁ;ij,la (2.25)
qu+" - agij’T + BQZLJ Agﬁﬁ = a;ZfL,T + 557:«;,»,1, (2.26)
onde os operadores Z,, 1, Z,. | e 2«;rj,T’ Zgj’ , satisfazem
{Z‘;rjva’ Z;rzyd’} = {qu'ymzqz,o’} =0, (2.27)
{Z"Irjva’ qu’al} = 6[,]‘60’0/, (2-28)

com j,l = 1,2,...,L e 0,0’ =1,|. As relagies de anticomutaciio de .A;J. e
Ag; impdem relagdes adicionais sobre os operadores Z, 1, Z,, | e aos coeficientes

ay, ag, B, B2. Sdo elas

{A,,, Ay} = 0se e somente se {241, 2;1,1} =0, (2.29)

{A%"A:rzj} =1se e somente se a1 + |B]* = 1e {2qj,T, qu,l} = 0(2.30)

{Agm, Al 1x} = 1€ e somente se |as[* + |3|* = 1, (2.31)
{A,, A;ﬁ,,} = 0 se e somente se ;0 + (135 = 0. (2.32)

Uma escolha adequada para os coeficientes a;, as, 5 e B; e que satisfaz as rela-

¢oes acima é

a; = 3 = cos#,

as = (%, = isiné,

*Veja, por exemplo, a transformagio de Bogolitbov para o modelo de Ising quantico com

campo transverso em [6].
“As setas dos operadores Z, 1 e Z, | sdo tdo somente uma notagio para distinguir dois

tipos de férmions. A interpretagio de valores de spin, porém, é possivel.
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sendo 6 um dngulo real qualquer. Substituindo (2.25) e (2.26) em (2.1), obtemos

?"2’— = cosg; (cos® @ — sin® §) [Z;,-,Tijn - ij,lz;j,l] +F(g)2] 20+

+ ff(qj')ZijlZQj,T’ (2.33)
onde F(q;) = isin20cosq; + h. Os termos da Hamiltoniano (2.33) acompa-
nhados por F(g;) ndo sdo operadores niimero. E possivel, sem perda de gene-
ralidade, escolher sin20 = ih/cosg;. Esta, por sua vez, implica que cos20 =
—v/cos? g; + h?/ cos g; e F(g;) torna-se identicamente nulo. Logo, o operador em

~ ~

(2.33) é descrito em termos de operadores que descrevem a ocupagao Zgj 12,0 e

Z;j,Tqu 1) 1sto &,

7:{qj = 24/cos? g; + h? [ﬁgjnﬁqj,y + ZA;j’quj,l] — 2y/cos? g; + h2. (2.34)

A interpretagio fisica da transformagfio de Bogoliubov & a introducao de dois
tipos de férmions sem spin que podem ocupar independentemente cada momento
q;°. Esses sfio as quasi-particulas do sistema que nada mais sio que as excitacoes
tratadas como particulas. Assim, o estado de menor energia para um particular
g; € o estado sem quasi-particulas.

Para um dado ¢;, podemos ter quatro configuragées distintas relacionadas a
quatro autoenergias E,; do Hamiltoniano (2.34). Nenhum férmion, que corres-
ponde a menor energia E,, = —y/cos?q; + h?. Um férmion que corresponde A
energia nula E,; = 0. Esta configuragio ¢ duplamente degenerada, pois temos
dois tipos de férmions. E por fim, existe a possibilidade dos dois férmions ocupa-
rem o mesmo g;. Neste caso a energia é a maxima possivel E ; = \/cos? q; + hZ.
Para ilustrar melhor este cendrio, as quatro configuraces para dados g; e h foram
desenhadas na figura 2.1.

Para uma dada magnetizagio, qualquer energia da cadeia é uma combinagio

das energias E,; para cada momento ¢;. Em particular, o estado fundamental

"Uma interpretacio com maior apelo fisico e induzida pela notagio adotada pode ser feita.
Nesta interpretagfio os dois férmions séo os estados m, = +1/2 e m, = —1 /2 de um tnico
férmion com spin s = 1/2. Nesta interpretacio (2.34) estaria descrevendo a dinamica de

elétrons intinerantes de momento g; e massa m

IFSC-USP serviconc oeyorer:
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Figura 2.1: Diagrama ilustrando as quatro possiveis configuragbes de ocupagio
para um estado de momento ¢;. Aqui a ordenada representa a energia e a abscissa,
o momento. A linha pontilhada é a energia E,, = 2/cos? ¢; + h%. Em a) nfo ha
ocupacio. Em b) existe um férmion de um tipo enquanto em c) o outro é quem

ocupa. Em d) ambos os férmions possuem o mesmo g;.

é o estado que niio contém quasi-particula para todos os estados de momento
disponiveis g;, (j =0, 1,...,L/2—1) dados por (2.22). A menor energia, portanto
a energia do estado fundamental Ey, é obtida quando @ = 0 que caracteriza o

setor de magnetizacdo nula. A energia F, é dada por

L/2—1

Ey=-2 ) \/cosPq; +h?. (2.35)
j=0
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Podemos obter o primeiro estado excitado, que é degenerado, adicionando
uma quasi-particula ao estado fundamental. Isto corresponde a alterar o setor
de magnetizagio para @ = 1, e que de acordo com (2.22) altera os valores de
gj=-m/2+2r/L,—7/2+4r/L,...,7/2. Verifica-se que a diferenga de energia
entre a energia do estado fundamental E, e a do primeiro estado excitado E;

pode ser aproximada, para grandes comprimentos de rede (L >> 1),

2
E; — Ey = 24 h? + sin? (?Lﬁ) ~ 2 [h? + (2%) , (2.36)

Neste limite (L >> 1) temos que Ey;—Eq = 24/m? 4+ p?,sendom = hep =27 /L,
que indica uma relacdo de dispersdo energia-momento do tipo relativistica, o

campo h fazendo papel de massa de excitacao, isto &,
Ey — Ey = 2|h| + O(L™Y). (2.37)

Existe, portanto, um gap de energia que é funcio unicamente da intensidade do
campo. Na interpretacio em que (2.34) descreve a dindmica de elétrons estarfa-
mos numa fase isolante.

Para h = 0, o modelo ndo possui gaps. Neste caso, o comprimento de correla-
¢io &, que é inversamente proporcional ao gap, diverge no limite termodinamico.
Como &, fornece a escala tipica de distincia para a funcdo de correlacdo entre
os spins nos sitios, quando este diverge o espacamento da rede pode ser tratado
como um infinitésimo e a rede como um continuo. Nesse caso a fisica a longas
distancias do modelo é descrita por uma teoria de campo relativistica onde as
excitacoes nio possuem massa, como esperado, pois o0 mesmo recai no modelo

XY tradicional.

2.2 Modelo XY com exclusao

Seja uma cadeia de spins 1/2, contendo L sitios igualmente espagados, com
condi¢des periddicas de contorno. Para este sistema existe um operador de exclu-

sdao P, que proibe qualquer configuragio desta cadeia que possua dois sitios com
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spin +1/2 que estejam separados por menos de s sitios. Para s = 0 ndo ha exclu-
sio. Para s > 0, este operador impde um vinculo sobre a cadeia, sendo possivel
interpretar o sftio com spin +1/2 e seus s vizinhos & direita como um tinico sitio
efetivo com tamanho s + 1. Isto pode ser feito pois estes sempre possuem spins
para baixo. Apresentamos uma ilustragio na figura 2.2 onde esta interpretagio

& representada.

2 ymumm=- e m----
i o ’ !

Y v Y

b)

ERIS T JEEL B

Figura 2.2: Diagrama ilustrando uma configuracio de cadeia, de comprimento
L = 6, que satisfaz aos vinculos de exclusio do operador Ps. Em a), o parametro
de exclusio é s = 1 e em b) s=2. As caixas retangulares representam o volume

efetivo que um sitio com spin +1/2 ocupa.

Em [11], Alcaraz e Bariev obtiveram a solugiio exata do modelo XXZ sujeito
20 vinculo da exclusdo acima mencionado via ansatz de Bethe. Diferentemente de
[11], estudamos, nesta dissertagdo, o modelo XY anisotrépico sujeito ao vinculo
de exclusio utilizando-nos da transformagio de Jordan-Wigner, definida na secdo

anterior. O modelo é descrito pelo operador Hamiltoniano
L
) 3 142 /na (1=N) (.. A
H=-Ps Z (_"2_"2 (Uk0k+1) T (U%G%H) Ps, (2.38)
k=1

onde A € R e 6%,6Y sdo as matrizes de Pauli localizadas no sitio k. Em fun-
¢io das matrizes de levantamento e abaixamento 6 = (6% £i0y) /2 o operador
Hamiltoniano (2.38) é dado por

L

Hm =P |3 (680 + 07 0t0) + A (606T +0700) | P (239)
k=1

%
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Note que os operadores que adicionam ou retiram pares de particulas em sitios
vizinhos (67 6,, e 65 65,,) sob agdo dos operadores de projecio P, para s >
0 tornam-se irrelevantes. Este fato trivializa o modelo, que passa também a
conservar a magnetizagio, sendo assim um caso particular do modelo estudado
em [11]. A novidade ser4, entdo, a solugio do problema via fermionizacao.

O primeiro passo em diregfio & solu¢do do modelo é encontrar um subespago
G na qual a acdo do operador de exclusio P, seja idéntica & acdo do operador
identidade. Este subespago é livre de vinculos. Assim, buscaremos uma trans-
formacao que leva G em um outro subespago Gp, cuja dinamica é descrita por
fémions ndo-interagentes.

Detalharemos agora os estudos realizados que consistem de duas partes. Na
primeira mostraremos como os vetores do subespacgo projetado G transformam-se
em vetores do subespaco Gp. Na segunda parte veremos como os operadores de
G transformam-se em operadores no subespago Gp. Desta maneira poderemos
cncontrar um novo conjunto de opcradores fermionicos que explorem as simetrias
do modelo, que sdo a invariéincia translacional e a conservagio da magnetizacio.
Para isto utilizaremos a transformacio de Jordan-Wigner e a transformada de
Fourier. Por fim, iremos obter as corre¢bes no espectro de energia devido a

finitude da cadeia, utilizando as técnicas de invariancia conforme.

2.2.1 Transformacgao do subespacgo projetado

O espago de Hilbert para uma cadeia de L sitios é composto de vetores
lai,as,...,ar), onde a; =1,|,1=1,2,..., L representa a configuracio do l-ésimo
sitio. A dimensdo do espaco de Hilbert é entio 2F. Entretanto, a acdo do opera-
dor P; sobre este espago vetorial, exchii do mesmo todos os vetores que possuem
dois spins para cima separados por um niimero de sitios menor que s. Portanto,
a fisica que nos interessa, fisica esta proveniente dos operadores que descrevem a

dinimica em (2.39), atuara tio somente no espago projetado.

Identificamos dois tipos de configuragées de sitios que possibilitam a criagio
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de um estado que satisfaca ao vinculo de exclusio:

e Sitios ocupados por spin com magnetizacio na diregao z ignala —1/2 (m, =
+1/2) cujos s vizinhos & esquerda e s vizinhos A direita possuam 0 mesmo

valor de m,.

e Sitios com m, = +1/2 cujos s vizinhos & direita possuam m, = —1 /2.

Desta forma um dado vetor |®'), sob agéo do operador H (2.39), transforma-se no
vetor |®"), que pode ser niio nulo se e somente se |®”) for um produto tensorial das
configuraces acima. Isto restringe a dinamica dos operadores cinéticos GF Ot
570

Ao invés de trabalharmos neste espago projetado, introduziremos um espago
reduzido onde teremos um Hamiltoniano equivalente sem qualquer projetor adici-
onal, diferentemente de (2.39). Para tal fim, notamos que P, atua diferentemente
da identidade somente em sitios com m, = +1/2 e como a identidade para sitios
com m, = —1/2. Podemos interpretar um sitio com spin m, = +1/2 e seus s
vizinhos & direita como um novo sitio® de m, = +1/2 de uma rede efetiva de

comprimento L' < L

8
me 1) =1-). (2.40)
®
Sitios com m, = —1/2 e seus s vizinhos com m, = —1/2, tanto a direita quanto
a esquerda, sdo equivalentes a um sitio com m, = —1/2

|1} = |¥;) 2s vizinhos com m, = —1/2.

Por exemplo, para L =5,n =2 e s = 1, temos:
ITLTLl) — 1T T 0
U1t — |0, T.)
LT — [0 )
L e
[LTLLT) — [ 0Ty

6Para o caso do sitio com spin m, = +1/2 encontrar-se localizado numa posicio k > L — s,

utilizamos a periodicidade da rede (isto &, 67, ; = 57 ), definindo a nova particula como os

sitios k (spin +1/2)eosj=k+1,...,L além dos sitios j = 1,2,...,k+s—L
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Uma vez que cada uma das n particulas (sitios com m, = +1/2) e seus s
sitios vizinhos sdo interpretados como uma particula efetiva, com tamanho s+ 1,

o miimero de sitios L’ da rede efetiva é dado por:
L'=L—ns. (2.41)

No entanto, a transformacdo gera uma rede efetiva onde as condigoes de con-
torno deixam de ser periddicas, tornando-se torcida (“twisted”). Isto quer dizer
’ . I » . . - .
que uma particula efetiva, ao transladar a rede do L’-ésimo sitio para o primeiro
através da acdo do operador de translagio 7’ da rede efetiva, ganha uma fase ¢,
isto é,

T’I\I/+) :6i¢l\1f+ "'> . (242)

A invaridncia translacional é entdo perdida,

(T’)L' | Ty) A 0. (2.43)

E possivel, porém, insistir em escolher como base os autovetores do operador
de translacio 77 da rede efetiva, pois como veremos adiante, & possivel fazer uma
transformacao sobre os operadores de levantamento e abaixamento efetivos de tal
modo a recuperar a invariincia translacional. A base fica descrita por:

L'-1

0 =Y (7)) 1), (2.44)

£=0
onde w’ = exp (2¢np’/L’), com p’ =0,1,...,L' — 1 e |¢) é uma configuragio de
spin qualquer, na rede efetiva. Dado o operador T de translacio da rede original,

seus autovetores sao descritos por:

L-1

#) =Y (w7) I (2.45)

k=0
onde w = exp (2imp/L) com p = 0,1,..., L—1 e |p) uma configuragio qualquer de
spin na rede normal. Podemos entdo obter uma equivaléncia entre tais estados e a
base |¥) da rede efetiva, descrita em (2.44), pois sabemos como cada configuragio

da cadeia de spin se transforma. Podemos ainda impor que as configuragbes |¢),
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da rede normal, sejam tais que todos os sitios localizados nas posigoes k > (L—s)
estejam desocupados (isto &, nao possuam m, = +1 /2), uma vez que estas geram
a mesma configuraciio que aquela com o sitio k = L—s ocupado por uma particula.
Note que estas configuracdes niio ficam proibidas, apenas podemos expressa-las

através de translagbes. Por exemplo,

4

4 2
@)= (o) WD =0 (w7) 1 =0 (v 7) jrrw),
k=0 k=0 £=0
(2.46)

O segundo passo foi compreender como a transformagio descrita na segao
2.2.1 levaria os operadores do Hamiltoniano definido em (2.39) para um espago
equivalente definindo um Hamiltoniano” Hp mais simples, fornecendo a mesma
dinamica.

Definimos os operadores de levantamento e abaixamento da rede efetiva, ﬁg e
fjg bem como o operador 7 tal que [ﬁg, ﬁg] = d¢,¢%. Considerando condigdes

de contorno torcida, o Hamiltoniano que gera a mesma dinimica que (2.39), mas

na rede efetiva, é dado por:

L'-1
He=— Y (s + ) — € g — eh Ay - (2.47)
£=1

E importante salientar que [7:{,,5, Zé’;l ﬁg] = 0, sendo a magnetizagdo efetiva uma
quantidade conservada.

Para obter a fase da condicdo de contorno torcida, consideraremos alguns
exemplos. Sejam os estados, respectivamente, da rede original, com s = le

L =5, e reduzida, com L' = 3:

@) = 2_: () 111110y

~ A\
w’T’) 0, T, ).

&
I
—~

§=0

70 indice R indica que determinada quantidade é definida para a cadeia efetiva com tamanho

reduzido L' = L — ns



2.9. MODELO XY COM EXCLUSAO 23

A aplicagio de (2.39) no estado |®) fornece:

> (o) it - -3 (o) 1 -0 Y () it e
k=0 k=0 k=0

Por outro lado, a equagio da energia para o estado da rede efetiva fica:
2 3
Ho S (w’T’) 0,0, 0_) =
€=0

2 2
-3 (w"j")€ (AR AEELD (w"i")e O 0, 0,). (2.49)
§=0 £=0

Comparando-se as expressoes, temos para s = 1:

_ 2mp
o= A (2.50)

Realizando o mesmo procedimento, mas para s = 2, L = 7, e considerando os

seguintes estados (da rede normal, e da reduzida):

RS (o) It = = 3 (1) il - Y (w7)' 1100
k=0

k=0 k=0

m; (w':“r')e 0,0, 0_) =

2 e L e
—Z(w'T’) U, T _T,)—e ‘f’;(w"f') v 9, T,),

§=0

temos por comparacao que
2mp

¢ =—7-2. (2.51)

Nio é dificil convencer-se que o resultado pode ser generalizado para

2T
= ——ps, 2.52
¢=—7P (2.52)
onde s é o parAmetro de exclusioe p =0,1,...,L - 1.

Finalmente, podemos tornar as condi¢Ges de contorno periédicas, para a rede
efetiva, utilizando a seguinte transformagio nos operadores de levantamento 77?

e de abaixamento 7 :

g — e/ nE, . (2.53)
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Assim, o Hamiltoniano da rede efetiva com condigio periédica é descrito por

’

L
He= =3 [( ) g + (/) a5t (2.54)

O operador (2.54) fica descrito na forma da cadeia quantica X X, trivialmente
solivel utilizando a transformacio de Jordan-Wigner descrita na se¢io anterior,
onde os operadores 7, 7j; sio substituidos pelos operadores fermionicos CAf’T, CE.
Em termos destes tiltimos, o Hamiltoniano (2.54) é dado por

L1
He=— 3 [( e—i¢/L’) GRICR | 1 (e+i¢/L’) éf;*léf] —HFP, (2.55)

onde HRP = (—1)Nrt! [e’w/ VEEICR — et/ L'éféf’T] é o termo de borda, sendo
Ng o autovalor do operador nitmero de férmions efetivos Np = Zg’;l éf ’TC?.

Dependendo da paridade de Np, o Hamiltoniano, na formulagio fermi6nica,
possui condigiio de contorno periédica (Np impar) ou antiperiédica (Np par), ou
seja,

éf’«}-l — ¢ (NF1CR,

Podemos, como na secio anterior (2.1), buscar um novo conjunto de operado-
res que explorem a simetria por translagdes. Ou seja, buscar operadores Ag’f que
sejam definidos como a transformada de Fourier dos CF!. Dessa forma, o Hamil-
toniano sera facilmente decomposto em blocos disjuntos, cada um indexado pela
sua magnetizagio e nimero quantico de momento.

Definimos os operadores de criagio (AZ’T) e destruigio (Ag) de férmions com
tamanho s+1 de momento g; obtidos pela transformada de Fourier dos operadores

de criacdo e destruigio de férmions efetivos C,f‘T, CE

LI

. 1 N

AR = ﬁZez%kcﬁ, (2.56)
k=1

) 1 & .

AR = ﬁZe—i%kcﬁ’f. (2.57)
k=1

Os momenta g; sio obtidos através da condigfo de contorno na formulacao fer-

midnica, isto &,

N 1 L, . . N
Rt _ }: L’ _ig;.1 ARt _ (Nrp+1) ARt
CLI+1 = —\/F elql 61‘% quT — e"r F )Cl . (2.58)
95
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Assim, para Np par, os valores de g; sdo

T2 io01,.. L1 (2.59)

qj:_ﬂ._*_L, L,’

Por outro lado, para Ny impar temos

2ng
qj:—Tr+T;7,j:0,1,,,,,L—1. (2.60)

Entretanto, é conveniente expressar os valores ¢; em termos da magnetizagio
pois dessa maneira, alterando-se o nimero de férmions a distribui¢io dos g; é
corrigida, ficando de acordo com as expressdes acima. Para isto, reescrevemos

NF em termos do operador @ = M’/2, que é metade da magnetizacio na rede

efetiva,
L oz ' ’
- e L A L
Nr = —;— 5= o+ ER (2.61)
§=1
Assim, 0s g; assumem os valores
_or omQ 2+ L)m P e L
q,~——2+ L’+ 7 ,]—0,1,...,L——1,Q-O,il,:&:2,...,:t?. (2.62)

Utilizando os opcradores da transformada de Fourier definidos em (2.56) , o
operador Hamiltoniano (2.55) é descrito através do operador que conta o mimero

de férmions com momento gj, isto é,

g — - ié. ARt AR
Hrp=-2 E [cos (q, L’)A"f qu], (2.63)
9
sendo a soma realizada sobre todos os valores de g; permitidos em (2.62).

Do modelo XY sem exclusdo sabemos que o mesmo possui gaps de energia
para A # 0, sendo critico somente para A = 0. No entanto, com a exclusio, o
modelo XY passa trivialmente a ser critico para qualquer valor de A. Utilizaremos
a seguir as técnicas advindas da invaridncia conforme para obter a energia do
limite termodinamico, dimensdes anomalas de operadores bem como a classe de

universalidade, através da anomalia conforme.

2.2.2 AnaAlise via invariancia conforme

Para obter as dimensdes anémalas z,, dos operadores primirios ¢ que des-

crevemn o modelo, é necessario obter primeiramente os estados de menor energia
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para cada setor de magnetizagio M = 2Q' e de momento. E simples verificar que
o setor de momento nulo da rede original (portanto ¢ = 0 para a rede efetiva)
possui 0 maior niimero de quasi-momenta g; que minimizam a energia.

Assim, para cada setor de magnetizagio M, a distribui¢io de momentos que

gera o estado de menor energia é dada por:

r w@+1) 2nj
GE=yt T T

LI
J=01...,5 —(@+1). (2.64)

Para tais estados, a soma em (2.63) realiza-se de j = 0 até jmee = L'/2 —

(@ +1), isto &,

, jma:' 7T2J+1+Q/
ES® = -2 Z sin ( ( T7 )> (2.65)
=0
Realizando-se a soma em (2.65) obtem-se
@0 _ o8 (rQ'/L)
B = = (2.66)

Em termos do comprimento real da rede L e da densidade p = n/L, onde n é

o nimero de sitios ocupados por spins m, = +1/2, temos

o sin(mp/ (1= sp)
B’ =~ sin (m/L(1 — sp))’ (2'(_57)

onde usamos o fato que @' = (2n— L')/2. Temos entdio as menores energias para
qualquer setor de magnetizagio. Certamente a energia do estado fundamental
esté entre elas. Note que como o parametro de exclusio s é livre, o estado
fundamental pode também mudar de setor de magnetizacio conforme s varia.
Para evitar o comportamento de campo magnético advindo da exclusio, podemos
adicionar um campo magnético externo h ao sistema, impondo que determinado
setor de magnetizacio contenha o estado fundamental. Para isso, a intensidade
de h deve possuir um valor particular para cada s. O Hamiltoniano em (2.63) é

entio modificado com a adi¢io do termo de campo magnético h,
Hp=— Z [2 cos (q,- - %) + h] A‘I;JA‘IE. (2.68)

9

Assim, em termos do comprimento real da rede L e da densidade p =n/L, a

menor energia para o estado de momento nulo, no setor de magnetizagdo efetiva
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20, &

@0 _ _osin(mp/(1-sp)) B
EL’ = 2 A=) D) hL(2p—1). (2.69)

Assintoticamente (L >> 1), a energia do fundamental Egjg deve ser a do

limite termodindmico além de corregdes de tamanho finito. A expansio de (2.69)

fornece

Eys (1—sp) P 27 P
—_— 2 T’ —_— | —-h - —_— ) si .
L . (1 - sp) Be-1)+ <6L2 (1- sp)) o (1 - sp)

(2.70)

Para um modelo invariante por transformagtes conformes temos a seguinte ex-

pansio para a energia do estado fundamental

0,0
Ego vsem

_ -2
7y + o(L™°), (2.71)

onde vs é a velocidade do som e ¢ é anomalia conforme. Comparando-se as

equagdes (2.70) e (2.71) temos

e = —2U ;S”) sin (1 ips,,) —h(2p—1) (2.72)

_ 2 ) mp
v, = (1 — sp) sin (1 — sp) . (2.73)

. . 0,0 . .
Para garantir que a energia E,), de um setor com densidade de particulas

P, seja a energia do estado fundamental é necessario que e, seja 0 menor valor

» . ’ de _ « o~ 2 . PR
possivel, isto é, —dz*l]p = 0. Essa condicio é obtida quando o campo magnético h

satisfaz & equacdo abaixo

—h+ Zsin ﬂ’p_ — cos Wp_ = 0. (2.74)
™ 1—-sp 1—sp

Esta expressao é resolvida numericamente. Da mesma expressao também pode-

mos fixar uma dependéncia para h como fun¢io da densidade de particulas:

_ s ™ \ p
h(p) = —sin (1 — sp) cos (1 — sp) , (2.75)

sendo que para a densidade de particulas 7L, escolhida como o densidade que

caracteriza o estado fundamental, temos h (p) = 0.

I Fsc. USP SERVIl(;“gc?QEMB;EI;\ISTECA
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Para obter a velocidade do som excitamos um férmion do estado fundamental
0,0 o . - ~ . -
Ey, para o primeiro estado excitado Ep e utilizamos a relagio de dispersio

relativistica:

Ep — Egy = Pu, (2.76)

onde P é o momento e v, é a velocidade do som. O primeiro estado excitado da
rede normal possui momento P = 2m/L, portanto p = 1. Logo, a contribuigio de

@ para o operador (2.68) é ndo nula. A distribuigdo dos g; é dada por

D 27 +1
qj:_%+ljr—p3ﬁ+7r( ]L;*_ )’j:0)17-"’[’,/2_(Ql'*"z)vL,/z-Ql' (277)

Assintoticamente (L >> 1), é vélido desprezar ¢/L’' ~ O(L™?), e assim temos:

0,0 T ™ T T
Ep = Ey, + {2003 (—w T f’) — 2cos (—7r 1= + E)] , (2.78)

que resulta em

\ . P (T 2T 2 . 77 _
Ep — E&g = [4sm (1 — sﬁ) sin (f’-)] =71 [1 o sin (1_—@)] +o(L™Y).

(2.79)
Portanto, da relacdo de dispersido (2.76), a velocidade do som é dada por
2 . 97}
Vs = 7 = sin (1 — sﬁ) . (2.80)

Este resultado, usando (2.73) implica que a anomalia conforme tem o valor ¢ = 1
para qualquer densidade p.

Outros setores de momento podem ser contemplados ao substituir os 3 (—3)
fermions de menores (maiores) momenta pelos maiores (menores) momenta dis-
poniveis. Esta configuragio é obtida fornecendo-se £ unidades de momento a

cada particula. O momento total é nao nulo e expresso por

ikl (2.81)

P =
iL

o que implica em

p = 7. (2.82)
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Como o nfimero quintico de momento p ¢ alterado de 37 unidades, é necessario
considerar a fase advinda da condi¢do de contorno ¢ = 27psf3. A distribui¢do

dos g; é dada por
2 r

A energia relacionada a esta nova configuragio ¢ entao:

L'2-qQ -1

2w (3sp
Eg:g = -2 Z cos (q,- -~ ), (2.84)
j==0
o que nos d4 o comportamento assintético (L >> 1)
21,
B3 = B3+ 288 (1= 5p)° + (L), (2.85)

onde E§;§ & a energia associada ao estado fundamental. Para uma teoria invari-
ante por transformagdes conforme, as corregdes da energia, dos estados excitados,
devido a finitude da rede estdo relacionadas 4s dimensGes anomalas dos opera-
dores da teoria de campos conforme adjacente. A energia destes estados & dada
assintéticamente por

2mvg B
Eof = Ego + — Tos o (L), (2.86)

onde o & a dimensdo anomala do operador primario que denominamos A g.

Comparando-se (2.85) e (2.86), a dimensio anémala associada ¢ dada por

zop = 82 (1 —sp)°. (2.87)

2

Em particular, o operador energia é o operador primério 2’2’0,1 cuja dimensdo
anémala é zo; = (1 — 37")2-

Para outros setores de magnetizacdo, a densidade de particulas ' difere do
valor da densidade do estado fundamental = no/L por uma certa quantidade
¢/L tal que p/ = p+&/L. Como o campo magnético se h anula somente para
o estado fundamental, a energia devido ao campo deve ser considerada. Para
o setor de momento nulo, a distribuicio de momenta é a mesma de (2.64) com

n=mny+&e Q@ #0, oque fornece:

E§y ~ Eg + (2.88)
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Analogamente a (2.86), esperamos o comportamento assintético
€0 _ p00 _ 2mYs -1

sendo a dimensdo anomala z¢o dada por

&-2

T (2.90)

Ze,0

Finalmente, considerando estados excitados obtidos por combinagédo entre os
dois tipos de excitacdo, acima descritos, dar-nos-ao energias Eg,’oﬁ cujo comporta-

mento assintotico é dado por

'™m,m 0,0 L 4 (1 _ S_p.)2 ’
com v, dado por (2.80), o que fornece as dimensdes an6malas
Teg = —i——2 + B2 (1—sp). (2.92)
" 4(1-sp)

Estados excitados gerais fornecerdo as dimensdes dos operadores associados
A torre conforme dos operadores X s, isto €, serdo estados com comportamento

assintotico

21, 2
ES%. — E3S = ’TL” (4(15@)2 + 6% (1 — sp)’ +m+m) +o(L71), (2.93)

sendo m,m’ = 0,1,2,.... Tais energias estardo associadas aos “filhotes” da torre

conforme dos operadores A?E,ﬂ, isto &,
Tep +m+m. (2.94)

Assim, nossos resultados mostram que com a adi¢do de campo magnético apropri-
?

ado, h = h(p), a cadeia XY com exclusdo é sempre critica para s > 0, governada
por uma teoria de campos conforme de carga central ¢ = 1 e com dimensao

anomala
2

=X a0 1,42, 2.95
Top = O +4Xaﬁ (2.95)

sendo
1

p G
4(1 - sp)

(2.96)
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No caso s = 0, reobtem-se 0 modelo XY e a criticalidade & obtida quando \ =
0. A adigio de campos magnéticos neste caso produzem uma teoria conforme com
carga central ¢ = 1 e dimensdo anémala dada por (2.95) mas agora diferentemente

X = 1/4 para qualquer densidade.



Capitulo 3

Cadeias Quanticas de Spin 1

No capitulo anterior, o espectro de energia de modelos exatamente integriveis
de spin 1/2 foi obtido através de operadores fermionicos que tornaram o Hamil-
toniano diagonal. Neste capitulo iremos obter o espectro de energia de cadeias de
spin 1 utilizando outra técnica: o recente ansatz matricial [12]. Este é equivalente
ao ansatz formulado por Hans Bethe para obter o espectro de energia do modelo
de Heisenberg de spin 1/2.

Seguiremos [12] enquanto conveniente manter a generalidade. Posteriormente
fixar-nos-emos nossa analise no modelo exatamente integravel introduzido na re-
feréncia [13] e que denominaremos daqui por diante de modelo NDF!. Obteremos
para tal cadeia a energia do limite termodindmico bem como as correcies das
auto-energias devido 4 finitude da cadeia. No regime critico, obteremos as quan-
tidades que caracterizam a teoria de campos bidimensional associadas a cadeia: a
anomalia conforme e as dimensdes anémalas dos operadores. Estas tiltimas quan-
tidades nos ddo o comportamento a longa distancia das fun¢des de correlacio e
relacionam-se com os expoentes criticos da cadeia.

Mostraremos que, no regime de criticalidade, a cadeia é governada por uma
teoria de campos com anomalia conforme ¢ = 1 analogamente ao que ocorre com

a cadeia XXZ de spin 1/2 em seu respectivo regime critico. Por fim, estudando o

1Tal denominagio serd usada pelo fato do Hamiltoniano ter uma matriz associada cija

dependéncia espectral ndo é na forma de diferenca.

33



34 CAPITULO 3. CADEIAS QUANTICAS DE SPIN 1

espectro de energia, nossos resultados indicam que o modelo possui também uma

transicio de fase quantica de primeira ordem.

3.1 Ansatz do Produto Matricial

Cadeias de spin 1 podem ser convenientemente interpretadas como operadores
que descreve a dindmica de particulas numa rede. Em tal interpretacdo os estados
magnéticos 67 = —1,0,1 corresponderiam a ocupagio do sitio k por 0,1 e 2
particulas, respectivamente.

Seguindo [12], as interacdes entre dois sitios podem ser descritas através de
uma notagio compacta. Nesta notagdo, a interagio em que dois spins proximos
com ocupacio (u,v) (g, v = 0,1, 2) sdo levados & ocupacdo (e, 8) é dada por res,
A classe de Hamiltonianos que estaremos considerando é aquela com simetria
U(1), manifestada, na notagio que estamos considerando, na conservagio global
do mfimero de particulas. Neste caso, as interagbes possiveis sz sio tais que
wt+v=a+p.

A densidade de Hamiltoniano geral que estaremos considerando é convenien-
temente expressa em termos das matrizes 3 x 3 de Weyl E*, cujos elementos de

matriz séo dados por (E*), = 8ni0m,j, (n,m,%,j = 0,1, 2):

2
Hipsn=— 3. TefBLEY +Top. (3.1)
a,B,u,v=0
Para exemplificar a acio do operador acima podemos considerar sua acio sobre
o vetor |¢) = |~1,0) = |0,1) que descreve dois sitios vizinhos considerando-se
as projecoes de spin no eixo z ou em termos de ocupacio de particulas, respec-
tivamente. As matrizes de Weyl E,’c’ localizadas no sitio k simplesmente mudam
a ocupacio deste sitio de j particulas para i. Dessa maneira, OpHy k11 |p) =
—I'}9]1,0) em termos de ocupagdo de particula.
O operador Hamiltoniano que descreve as interagoes presentes na cadeia pe-

riédica de L sitios é entdo dada pela composi¢io de operadores de dois sitios para
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cada sitio
L
H=) Hikn (3.2)
k=1

O ansatz descrito em [12] para a solucdo exata do modelo, pressupde que
para cada autovetor associado a H exista um conjunto de matrizes que formam
produtos associativos com uma relagio univoca com as possiveis configuragdes
das “particulas” da cadeia. A existéncia de algebras bem definidas implicam em
condigoes que fixam os possiveis valores do espectro. O espectro é obtido em
termos de equagGes nio lineares idénticas as obtidas pelo tradicional ansatz de
Bethe coordenada [13]. Faremos uma brevissima descrigio de tal ansatz aplicado
a cadeias de spin 1, uma vez que os calculos completos bem como as idéias
encontram-se em [12].

Podemos expressar as auto-fungdes de (3.2), caracterizadas pelo momentum

linear P = 22] (1 = 0,1,...,L—1), para um estado de n particulas como combina-
2

¢oes lineares dos vetores que descrevem as posigoes z;,l = 1,...,n das particulas:
| ¥, p) = E [y, z) |z, ... ), (3.3)
(Z1,000sTn)

onde a soma é realizada sobre as todas posiches possiveis mantendo-se o ordena-
mento 1 <z <z <-.- <z, < L. As amplitudes f(z1,...,1,) sdo, no ansatz
matricial, dadas pelo trago do produto de matrizes que caracterizam a ocupagio
do k-ésimo sitio da rede. Aos sitios vazios associamos a matriz E, aos sitios ocu-
pagao simples associamos A e por fim aos sitios com dupla ocupagio associamos

a matriz BE~!'B. Assim, o ansatz consiste em fazer-se a associacio:
f(@1,...,2,) =Tr [E™ TAE® = ‘A AEPQp). (3.4)

Além das matrizes E e A introduzimos em (3.4) a matriz Qp que possibilitara a
fixacdo do momento.

O fato de (3.3) ter um estado de momento P bem definido implica na restricio
flzi+myzo+m,... .z, + m) = e ™P f(z1,25,...,2,). Esta ltima restricio é

imediatamente satisfeita caso A, B, E satisfacam as relacbes de comutacio com
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QPI
EQp = e PQpE, AQp = e FQpA, BQp = e FQpB. (3.5)

Como em [12] as restrigdes impostas pelo fato de |¥, p) ser um autovetor de
(3.2) implicam que as matrizes A, B sio decompostas num conjunto de matrizes

{A,, By, },j = 1,...n, dependentes de um parametro espectral {k;}, isto &,
n n
A=Y Ay E, B=) ByE, (3.6)
j J
sendo as relagdes de comutagio de Ay;, By, e E dadas por

ALE =e M EA, A}, =0, (3.7)

By,E =e % EB,, B =0. (3.8)

Resolvemos inicialmente o caso de uma rede contendo uma particula, e com
as informacdes advindas, resolvemos o caso de duas particulas, trés, etc. Durante
este processo, surgem equagdes de consisténcia, as quais devem ser satisfeitas
para que um modelo seja exatamente integravel.

Para o caso de uma particula n = 1, temos o vetor

L .
[T, = Y Tr [E P AE" " Qp] |21). (3.9)

x1=1

Aplicando-se o Hamiltoniano (3.2) neste vetor, temos
7:{ |\I/1> = €3 I\Ifl) y (310)
que resulta em

aTr [EnVAES=1Qp] = —Ti0Tr [E22AEM-"41Qp] — I{{Tr [E AE" ™1 7'Qp]

+ (20 —Trig—T3) Tr [E= T AE"*1Qp] . (3.11)

Usando-se (3.7) e impondo? que Tr [E’l“lAEL_“Qp] # 0, temos a energia para

o estado de nma particula

ex(ky) = — (Ti%™ 4+ Toie 1) +2(Ig — Tlo — Toy) - (3.12)

2(aso contrario o vetor teria norma nula.
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Por fim, a relagdo entre o parametro k; e o momento é estabelecida através

da propriedade ciclica do trago:

Tr [E* 7 Ay BV 'Qp) = 7P Tr [E* A, EV?Qp) = e M Ty [E™ Ay, BF2Qp]
(3.13)

que implica
2m

L

Para n = 2, a equacdo de autovalores aplicada as configuragbes em que as

P=k="21,1=0,1,...,L 1. (3.14)

particulas estejam a distancias maiores que o espagamento da rede implicam que

a energia e 0 momento sio dados por

=Y alk),P=)Y k, (3.15)

sendo €, (k) dada por (3.12). Por outro lado, as equagdes de autovalores aplicadas
as configuragbes com particulas préximas (2 = 1 +1 ou 23 = 1) fornecem duas
novas equagoes que devem ser consistentes com a energia obtida anteriormente

(3.12). Séo elas

N (Ki, k) Ak, Ak, + N (kj, ki) Ay, Aw, = Cy (ki k3) Bi, B, + Ch (k;, k:) B, By,
(3.16)

Cy (ki kj) (6% Ax, Ax,; + €% A, Ay,) = Co (i, k;) (Bk,Bi, + By, By,),  (3.17)
onde

Colkiks) = TR (&% 4 %) 4 T (% + &%) b 138 ity

+ (2rig+2rst —or® -1 - %), (3.18)
Ci (kiyk;) = T334 [ieithithi) (3.19)
Cy (ki k;) = T+ Tileithtks), (3.20)

Substituindo (3.17) em (3.16) obtemos a relagdo de comutagio entre as ma-

trizes Akj

Aw,Ax, = 5% Ay, A, (3.21)
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onde Sf; é dada por

Sji - _CO (kj, kz) N (kj, k}) — 61:ij'1 (k'j, k',,) 02 (kj, k,,,)
57 700 (ki) N (K, ) — €8C1 (K, k) CF (ki g

(3.22)

Desta relaciio de comutagiio obtemos uma nova equagio que fixa os possiveis
valores dos parametros k;. Esta equagdo é obtida separando-se duas matrizes
Ak, Ay, inicialmente em sitios contiguos, por L sitios através da propriedade
ciclica do traco e entdio retornando A configuracio original, desta vez utilizando

as relacoes de comutacdo (3.7) e (3.21):
Tr [Ax, A E*Qp) = Tr [Ag, E*Qp Ay,] = €™ Tr [Ak, A, E"Qp],  (3.23)
que implica no sistema de equagdes
bl — _GH okl — G2, (3.24)

Té.is equacoes restringem os possiveis valores de ky e ko, que passam a ser fungoes
dos acoplamentos I'45. Obtidas as solugbes ki, ko, 0s autovalores da energia e
momento sio obtido através da equagdo (3.15).

Para n = 3 temos duas novas equacdes de compatibilidade (quando z3 =
o+ lzy =21 +lexzs=22+ 1,22 = z1), enquanto que n = 4 temos a nltima
equacio de compatibilidade (z; = 21,73 =24 =22 + 1). Estas trés equagoes sio
dadas por:

/

N (D1 (o, ks) N (K, z) Co (ks ks) + 42750 [D30Ch (s, ks) — TEN (ko k3))
wCh (1, k2)|C1 (K1, s) Ak, Axy Axs = 0, (3.25)
zlj, (D (ky, ke, ks) N (s, ks) Co (K1, k) + €% [DHC1 (kn, ko) = THN (ka, ko)
xC} (k2, k3)]Ch (K1, k) Ar, Ax, Ars = 0, (3.26)
zl:’ [Da (1, ko, ks, ka) N (ky, ko) N (ks ka) + T35ei 24000 (ke o) N (s, Ka)
+TLAN (ky, kg) C1 (K2, k3)]Ch (1, k) Ch (K1, k) Agy Agy Ay Ay, = 0, (3.27)

onde as somas sio efetuadas sobre todas as permutagdes possiveis dos kj,j =
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1,...,4, e os coeficientes Dy, k = 1, 2,4 sdo dados por

D (ky, ka, kig) = TR0 4 gillathatha) 02 _ giks (100 | 21 _ TOL _ T20) (3 9g)
Dy (ky, kg, ks) = T2 4 eitkathatko)pOl _ pilkaths) (P00 4 112 _ 10 4

—T53); (3.29)
Dy (ky, k2, ks, k) = Doy + Dopetlbithetbotha) _ githsbo (P38 4 180 — TG] +

—T29). (3.30)

Estas novas equagoes restringem os possiveis valores que os acoplamentos Fﬁ';,
?
podem assumir para nao perder a consisténcia da algebra.
Da condigdo ciclica do traco obtemos, conforme realizado para n = 2, as

equagoes que definem os valores dos parametros espectrais k;

cikil (_1)n—1 H S%, j=1,...,n. (3.31)

q=1,q#]j

De posse de um conjunto k;,j = 1,...,n para um estado de n particulas e de

momento P = )%, k;, a energia é entdo dada por

e (k1y e ka) = = 3 [0 4 Do — 2 (09— TR -TW)].  (3.32)

=1
Uma vez escolhidos os acoplamentos que satisfacam (3.25)-(3.27) o modelo é

exatamente integravel pois ndo aparecem condic¢bes adicionais para n > 4.

3.2 Modelos exatamente integraveis

Os modelos exatamente integriveis de spin 1 que satisfazem ao ansatz ma-
tricial devem possuir acoplamentos que satisfagam as restrigbes impostas pelas
equagoes (3.25)-(3.27). Para resolver tais equages consideramos as mesmas como
equagoes polinomiais nas varidveis z; = €™ (j = 1,2,3,4). Como tais equagdes
devem ser satisfeitas para quaisquer valores de {z;}, impomos a nulidade de todos
os coeficientes das mesmas. Tal condicio nos daré restricbes aos acoplamentos
F/‘jff que tentamos resolver utilizando o manipulador algébrico Maple. O algo-

ritmo foi bastante simples. Primeiramente escrevemos as equagoes (3.25) e (3.26)



40 CAPITULO 3. CADEIAS QUANTICAS DE SPIN 1

e destas obtivemos um conjunto @; formado pelos seus coeficientes®. Como cada

coeficiente € uma fungdo dos acoplamentos ['*, selecionamos um subconjunto P;

17
formado apenas por coeficientes que sdo polindmios de ordem p < 4 em Ff]l
Resolvendo-se este subconjunto obtem-se m; raizes. Substitui-se uma raiz no
conjunto Q; e seleciona-se um novo subconjunto Q, de equagées que devem ser
resolvidas. O procedimento é repetido até que todos os coeficientes sejam nulos.

Com tal procedimento fomos capazes de reobter solugdes bem conhecidas na

literatura: o modelo Fateev-Zamolodchikov[15] que corresponde a:
g6 =I% =0, Ie =3 =I5 =T =-1,
MO =T%=T%=T=1 I'Y="F="%=I% =2cos7,
F02—F38:_3+4Sin27, FlO—F%% :“‘1 +4Sin2’)’:l—‘%%+1,

com 7 sendo um parametro livre; o modelo Izergin-Korepin[16], cujos acoplamen-

tos sdo dados por

r :F%:Fm—r‘u— Fgg:rg%:‘rigzo, F02—Fg%:§s%},,
% =TI = 2pi2e”, T4 =T% = —23le, Ti = = 2coshy 222,
92 = T2 = T2 + 2Tl sinh®y, T =T% + e, 2l =T'% + [20eh,
22 = 2(0'% + '3 cosh 47),

onde v é um parametro livre; e o modelo NDF obtido em [13}, e cujos acopla-

mentos sio dados por

01 _ 110 21 _ pl2 02 _ 120
O_FOI— ;=11 =6 F20~F02_‘t1”

Iy I

[ = [} = &3 /BT, T% =T} =—ee ™1, I=T%=0,

I =TE=1(%+t), TB=1(5-iv3), I3 =1 (= +ivaY,),
r r

11 _ 22 _ 2—€ 00 _
1 = —€tp, 2 = Lo =

o

b

onde t, é nm parametro livre e € = 1.
Mais ainda, nossa analise mostrou a existéncia de um possivel novo Hamil-

toniano exatamente integravel. Utilizamos o termo possivel pois estamos, no

3 Neste ponto podemos escolher alguma simetria desejada para a hamiltoniana de dois sitios

como, por exemplo, I‘“ F"‘
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momento, avaliando cautelosamente se tal modelo ndo é apenas uma representa-
¢io diferente de um modelo ja reportado na literatura. Tal solugio corresponde
a um Hamiltoniano hermitiano cujos acoplamentos, parametrizados por o,( € R,

sao dados por

s =ra=1, % =T =¢, I =rg =0,
M=Tp=I%=Tu=¢ % =I%=v{*-¢C+1, FH:%,
TR =T% =2 +(* - +1, T =T3=30+/(*-+1, T§=
O acoplamento I'22 embora ainda ndo tenha sido obtido sera obtido a partir

da equacdo de 4 corpos (3.27), podendo ser isolado e expresso em termos de uma
combinacio dos demais. Este modelo ndo possui a simetria por inversio dos spins
+1 por —1 e vice-versa para qualquer ¢ e {(por exemplo '} # I'l}). Portanto,
também nio se enquadra nos modelos de spin 1 obtidos em [18]. No ponto parti-
cular ¢ = #1,0, o modelo recobra a simetria por inversio. Esperamos em futuro
proximo dar continuidade ao estudo da cadeia acima obtida. E importante men-
cionar que enquanto os modelo Fateev-Zamolodchikov e Izergin-Korepin foram
extensivamente estudados ao longo dos anos, a fisica do modelo NDF é total-
mente desconhecida. Assim, para destacarmos nossos estudos no modelo acima

apresentaremos 08 mesmos em um novo capitulo desta dissertacio.



Capitulo 4

O modelo NDF

Neste capitulo descreveremos o modelo NDF de spin 1, identificado por Alca-
raz e Bariev em 2001 e descrito em [13].

E interessante enfatizar que este modelo nio possui simetria pela transfor-
magio que leva os sitios com spin +1 (2 particulas) em sitios com spin —1 (0
partfculas ) e vice-versa. Também ndo possui invaridncia com respeito a reflexdo

para qualquer valor de t,, isto é,
ab ba ab de
%4 # Tae. Teg # Tig-

Esta auséncia de simetria coloca o modelo em uma categoria distinta daquelas
obtidas em [18]. Ao invés de apresentarmos o modelo como em [13], enunciaremos

o modelo numa versio “simetrizada’!

com respeito a troca 0 & 2 e 1 « 1, para
e = 1. Tal simetrizacido é possivel ao levarmos em conta que o modelo possui
uma invaridcia U(1) expressa pela comutagio [S’z,?:{] = 0, 0 que nos permite a
introdugao de um campo magnético sem destruir a integrabilidade do modelo. A

versao simetrizada do modelo é dada por

L
H=> Hik, (4.1)
k=1

1'Usamos aqui o termo entre aspas porque a simetrizagio nio é perfeita. Apenas a parte real

dos acoplamentos é simetrizada.

43
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sendo

ﬂk,k+1:
[ 0 \
"417,, 1
L
= T TH
ris 2 i, ,(4.2)
Myt %
_4_%?._ 1
1 —a ¢

\ 0)

onde ¢ = iv/3tp, [} = ™3 /8 = 1,TH = —e™/3,/tZ —1. O ordenamento da
base utilizada foi [00) , |10, |01),|11),]20),|02),|12), |21) e [22), e apresentamos

apenas os elementos de matriz ndo-nulos. Em tal base a matriz (4.2) é separada
em blocos disjuntos, onde cada setor possui um mimero n = 0,1,2,3 ou 4 de
particulas.

O carater nao-hermitiano da matriz acima nio representa um problema para a
mecanica estatistica pois a funciio de particio é definida como o trago do operador,
que é real para t, € R.

Uma interessante quantidade associada 4 integrabilidade dos modelos é a ma-
triz de espalhamento SE! obtidas usando-se os acoplamentos que definem H em

(3.22). Para e = 12, temos

2,..2,..2 422 2 2
t°z, xy tr, trp i, +t try + TpTy

S = TPz ng = z,t — tayrgt § E — (2q + Tp3, (4.4)
sendo que denotamos z, = e*** e z, = e'*s.
2Para € = —1 temos
579 = 22,22, + 22,2 — tr, 2wy — 2tapay® + 17 — tzp — 2tz + 37,2, (43)

T 2r.20,2 + 22,2 — 2tx,2xT, — tTpTe? + 12 — 2tx, — txy +3TpTq
p Tq P p Tq pZq p q pZq
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Nesta dissertacio estudaremos apenas sobre o ramo ¢ = 1 do modelo e conside-
ramos t, real e positivo (¢, > 0). Uma das caracteristicas de nosso Hamiltoniano
é o seu carater ndo hermitiano. Contudo, como o trago do mesmo é real para
qualquer valor de t,, isto ndo representa nenhuma dificuldade fisica visto que a
fungiio de particio do modelo Z = Tre~#H ser4, real.

No ponto {, = 1, o modelo exibe uma nova simetria, pois agora o nimero de
sitios com simples e dupla ocupagio sdo quantidades independentemente conser-
vadas. Neste ponto, se nos restringirmos aos setores onde nfio existem ocupagdio
dupla, o modelo pode ser interpretado como uma cadeia quantica XXZ. Este
ponto serd melhor abordado na segdo 4.3.

Diagonalizando® numericamente a Hamiltoniana NDF em cadeias de L =
2,3,...,20 sitios, verificamos que para ¢, arbitrario o estado fundamental ocorre
no setor de magnetizacio nula ou, equivalentemente, no setor onde o niimero de
particulas n = L. Mais ainda, verificamos que todas as energias dos setores com

densidade p sdo idénticas as do setor p' = 2 — p.

4.1 Parametrizacao do modelo NDF

O primeiro passo em direcio & resolugdo do problema é encontrar uma para-
metrizacdo k = k (\) que simplifique (3.31) onde os coeficientes Ff;f (a,8,7,6 =
0, 1,2) sdo dados por (3.2). A parametrizacio escolhida foi a mesma apresentada

em [13], dada por _
1 e’ + e_rSljjl

Aij==In|—— (4.5)
S e-T + e'Sl’jl ’
onde r é um parametro livre. Este paramétro r pode ser escolhido como
2im
r= —3—, (46)
para que a parametrizacgio (4.5) possua a seguinte propriedade
Ajp=A— A (4.7)

I Acreditamos que tal fato deve ser passivel de prova analitica simples, embora nio o tenha-

mos provado.
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Invertendo a parametrizacdo (4.5), obtemos k; = k; (A;),j =1,...,n,
sinh \; — i1/3¢2 + (423 — 1) sinh? ),
t, (sinh \; +iv/3 cosh \;) '

Em termos dos \j,j = 1,...,n, as equagdes espectrais (3.31) tornam-se pro-

(4.8)

l‘j:e 7 =

dutos de fungdes cujos argumentos sdo diferencas A; — A,

L
sinh A\; — z\[tz (422 — 1) sinh? ) m (sinh (A = A —7)
= , = , (4.9

t, (sinh \j + ¢v/3cosh A;) 11 (smh (A — A + 7”)) (+9)

enquanto a energia e momento sio dados por

1 sinh A, —z\ﬂ")t 2 4 (4t,2 — 1) sinh® \;

E--Y2

o tp sinh \; +iv3 cosh A;
- sinh \; 4+ iv/3cosh )\ (4.10)
=1 sinh \; — /323 + (483 - 1) sinh® ),
n sinh \; — i4/3t,2 + (4t2 — 1) sinh® )
P = -y In - e d (4.11)

sinh A; + iv/3 cosh Aj

j:
4.2 Analise numérica das equagoes espectrais

As equagdes espectrais formam um sistema de n equagdes néo lineares e aco-
pladas. Devido & ndo-linearidade do sistema, nao existe método numérico que
garanta a solu¢io do mesmo. Assim, a obtengo das solugdes do sistema exige
uma certa dose de inspiragio e sacrificio. As solugfes numéricas serao obtidas
usando o tradicional método de Newton. Em tal método, o problema é trans-
formado no de busca de minimos de uma fungdo f(Mi,..., ;) de n varidveis
complexas. D4-se um valor inicial A\; = A, G=12,... ,m) e sucessivas aproxi-
macdes sio calculadas usando-se o gradiente da f()1,..., A\s). Assim, 0 sucesso
da solucio dependera de dois ingredientes fundamentais: a parametrizagio uti-
lizada(que determinara o perfil da fungdo f(\;,..., ) onde os minimos serdo
procurados) e do valor inicial (“chute” inicial).

Solucdes onde {)\;} sio complexos sdo, em geral, dificeis de serem obtidos.
Como primeiro passo tentaremos obter solugbes das equagdes espectrais cujas

raizes sejam nfimeros reais.
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Para que tenhamos {);} reais, as varidveis {z,} definidas em (4.8) devem ser
unimodulares, isto é, |z;] = 1(j = 1,2,...,n). Tal condi¢io implica que os {\;}

nao se distribuem arbitrariamente na reta real mas obedecem as restrigoes:
e parat, > 1/2, \j=a+imn, a €R, m € Z.
e para 0 <t, <1/2, \; =a+imm, —o(t,) <a<o(t,), meZ

com

t _! h™! —Gt’%— 1 4.12
a(p)—2cos Tt (4.12)
P

Assim, nos casos em que as raizes {k} sdo reais a distribuigdo dos A;, (j =
1,2,...,n) nio é restrita, podendo assumir quaisquer valores reais, para t, > 1/2
enquanto para 0 < t, < 1/2 as raizes A\; podem assumir apenas os valores do
intervalo [—o(t,), o(t,)] com o(t,) dados por (4.12).

Podemos simplificar ainda mais as equagtes (4.9), deixando-a na forma

ei(O?—GJl-)L — (_1)71—1 H eicp(z\j—/\,,.)’ (413)
m=1
onde
B; = 3ti+ (42— 1)sinh® ), (4.14)
/B;

02 = -1 El .
2 = tan (Sinh ) (4.15)
6! = tan™! (\/?? coth ,\j) , (4.16)
©(Aj—An) = 2tan™!(cot (Im(r)) tanh (A; — An)). (4.17)
No caso em que 0s \j, j = 1,2,...,n sfio nlimeros reais, as variaveis 6}, 02 também

0 sdo e a equagio (4.13) pode ser expressa de forma mais simples

(02 -6 L =2mQ +3 " o (\ —Ay), (4.18)
g=1
onde Qg."), Jj =1,2,...,n sdo mimeros semi-inteiros (inteiros) se n é par (impar).

Esta nova equacdo é mais simples de resolver-se numericamente pois o conjunto
de ntimeros Q'™ & fixo restando apenas n varidveis reais (\;; j = 1,2, ..., n) para
7 YEi ) 4y 3

serem obtidas, frente as n varidveis complexas de (4.9).
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Uma vez definidas as equagdes que fornecem a energia (4.10) e as equagdes
espectrais (4.18), passemos entéo ao cilculo das solucdes A;, 7 = 1,2,...,n para
o caso de raizes reais.

Comegaremos obtendo raizes para o caso em que ¢, < 1/2. Neste intervalo de
acoplamento, as raizes A;, j =0, 1,...,n daequagio (4.18) encontram-se restritas
ao intervalo [—-;- cosh™! (l—i% + 1) , 3 cosh™ (1—2% + 1)], sendo mais simples
de serem obtidas?. Para cada cadeia de comprimento L e vérias densidades de
particulas p = n/L, conseguimos obter a menor energia. Tal energia é real e
corresponde a uma distribuigio de raizes {);} reais. Variando-se o comprimento
L, mantendo-se a densidade de particulas fixa, um conjunto de energias é obtido
em funcgio de L. Este conjunto é utilizado posteriormente para obter-se, mediante
extrapolagdo, o valor da energia livre no limite termodindmico(L — oo). Nas
tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, reportamos alguns valores da menor energia por sitio para

t, = 0.2, 0.3, 0.4 e densidades p = 0.6, 0.65, 0.69 respectivamente.

AN 0.2 0.3 0.4
10 | -0.74745562 | -0.78716387 | -0.83079604
100 | -0.73726600 | -0.78221690 | -0.82160939
200 | -0.73719021 | -0.78215147 | -0.82153821
1000 | -0.73716569 | -0.78213716 | -0.82151539

Tabela 4.1: Valores da energia do estado fundamental por sitio para ¢, =

0.2,0.3,0.4 e p = 0.6,0.65,0.69. Resultados obtidos via resolugio numérica das

equacgdes espectrais (4.9).

‘Para t, > 1/2, como veremos adiante, somente para densidades baixas teremos raizes reais
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L Ey/L L Ey/L L Eo/L
100 | -0.78221691 | 150 | -0.78217977 | 200 | -0.78215147

101 | -0.78220625 | 151 | -0.78217170 | 201 | -0.78216048

102 | -0.78223132 | 152 | -0.78216707 | 202 | -0.78215606

103 | -0.78220462 | 153 | -0.78217845 | 203 | -0.78215342
104 | -0.78220995 | 154 | -0.78216696 | 204 | -0.78215999
105 | -0.78222537 | 155 | -0.78216935 | 205 | -0.78215357
106 | -0.78292252 | 156 | -0.78217658 | 206 | -0.78215489
107 | -0.78221181 | 157 | -0.78216188 | 207 | -0.78215917

108 | -0.78221865 | 158 | -0.78217085 | 208 | -0.78215086

109 | -0.78216781 | 159 | -0.78217424 | 209 | -0.78215594

110 | -0.78221214 | 160 | -0.78215661 | 210 | -0.78215805

Tabela 4.2: Valores de energia por sitio do estado fundamental para {, = 0.3
e p = 0.65. Resultados obtidos via resolugio numérica das equagdes espectrais

(4.18).

Para garantir que as energias obtidas para cadeias de comprimentos finito
sdo corretas, criamos um c6digo computacional que diagonaliza de forma direta a
matriz que representa o Hamiltoniano para a cadeia quantica. Compara-se, ento,
as energias obtidas através do mesmo com as energias obtidas via resolugio das
equacdes espectrais advindas do ansatz matricial. Este programa, utiliza-se da
conservacao da magnetizagio e da invaridncia translacional do sistema, ou seja, a
matriz é separada em blocos disjuntos indexados por dois miimeros quanticos n, p.
Para cadeias de comprimento até L = 20 os valores correspondentes s menores

energias em diversos setores foram compativeis.

IFSC-Y§ P servico o sisLioTeCa

INFORMACAD
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L Eo/L L Eo/L L Eo/L
30 | -0.738299465 | 150 | -0.737210054 | 270 | -0.737178698
31 | -0.737862100 | 151 | -0.737199561 | 271 | -0.737177241

40 | -0.737802734 | 160 | -0.737204552 | 280 | -0.737177716

41 | -0.737569173 | 161 | -0.737195777 | 281 | -0.737176497

50 [ -0.737572961 | 170 | -0.737200007 | 290 | -0.737176834
51 | -0.737429996 | 171 | -0.737192601 | 291 | -0.737175823

60 | -0.737448185 | 180 | -0.737196192 | 300 | -0.737176039

61 | -0.737352911 | 181 | -0.737189926 | 301 | -0.737175212

70 | -0.737372962 | 190 | -0.737192966 | 400 | -0.737171079
71 | -0.737305690 | 191 | -0.737187642 | 401 | -0.737171272

80 | -0.737324144 | 200 | -0.737190210 | 500 | -0.737168746

81 | -0.737274620 | 201 | -0.737185677 | 501 | -0.737169322

90 | -0.737290677 | 210 | -0.737187838 | 600 | -0.737165239
91 | -0.737253055 | 211 | -0.737183972 | 601 | -0.737168197
100 | -0.737266740 | 220 | -0.737185783 | 800 | -0.737165822

101 | -0.737237456 | 221 | -0.737182482 | 801 | -0.737166986
110 | -0.737249030 | 230 | -0.737183989 | 900 | -0.737165909
111 | -0.737225791 | 231 | -0.737181173 | 901 | -0.737166631

Tabela 4.3: Valores de energia por sitio do estado fundamental para ¢, = 0.2, no
setor de densidade de particulas p, = n/L = 0.6, valores obtidos resolvendo-se

numericamente as equacoes espectrais (4.18).

Embora os resultados que mostramos até aqui exibam raizes reais para a
menor energia em um dado setor, este ndo é sempre o caso, como veremos adiante.
Antes de considerarmos a solugdo (4.9) em que {)\;} sdo niimeros complexos,
podemos ter uma idéia onde as mesmas deixam de ocorrer analisando o limite
assint6tico de (4.18). Tal limite nos dara, como fungdo de p e t,, a energia livre no

limite termodinimico no caso em que as raizes sejam reais. A densidade maxima
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de raizes p, permitida, para dado valor de t,, implica que para setores com p > p,
necessariamente a distribui¢io de raizes referente ao estado fundamental devera
ter raizes complexas. Passemos assim ao célculo do limite termodindmico nos
casos em que as raizes sio reais.

Seguimos para isto as idéias de Baxter [19] para obter o valor exato da energia
livre. Para isto tratamos as raizes A; como varidveis reais continuas A de maneira
que o niimero de solucgdes entre A e X+ d\ que satisfaz (4.18) é dada pela distri-
bui¢io de raizes R(\). Assim, para uma cadeia com L,n >> 1 mantendo-se n/L
constante, a distribuicdo de raizes deve satisfazer

Cs n
/ RO =2, (4.19)

e L
onde os limites de integracdo C;, Cs dependem da particular densidade de particu-
las n/L. Neste limite, a equagio (3.32) fornece a energia do limite termodinamico

dada em termos da densidade de raizes R(}), isto &,

Cy
%: /C AR, (4.20)

onde €'(A) é dada por (4.10). A fim de se obter a energia livre no limite termodi-
namico é necessario conhecer qual a distribui¢io de raizes R(A) que caracteriza a
menor energia do modelo. Podemos encontra-la a partir de (4.18), quando troca-
mos as equagdes algébricas (4.18) por uma equagiio integral. Para isto, vejamos

que a equacdo (4.18) se transforma, nesse limite, em
2w C
BN -0 = FQUN + [CIVRMp (- X))
Cy

com 05()), 61()\) e ¢ (A — X) dados por (4.15), (4.16) e (4.17). A distribui¢io mais
simples para os valores, e que corresponde ao estado fundamental, de Q™ ()) é
aquela em que QM(\+6X) — Q™ (X) = 1, isto &, os @™ (}) siio mitmeros inteiros
ou semi-inteiros (dependendo da paridade de n) consecutivos. Neste caso, temos
QM) = fc"\l R(NYdN +C™, onde C'™ = —(n — 1)/2. Derivando-se (4.21) em
relacio a A obtemos uma equagio integral para R(A):

o) -a0) - [ RO

2rR(A) = Iy ( . N4

(= N). (4.22)
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As equacdes (4.22) e (4.19) podem ser entao resolvidas numericamente for-
necendo R(\) para cada densidade. Utilizando-se os valores de R(\) obtemos a
energia livre através de (4.20). Na figura 4.1 mostramos, como fungio de p, as
energias obtidas para o estado fundamental considerando-se as rafzes {A;} reais.
As energias livres correspondentes sao exibidas na figura 4.2. A fim de melhor
apreciarmos tais resultados comparamos na tabela 4.4 tais resultados com aque-
les obtidos da extrapolacio das solugdes da equagao espectral (4.18) para cadeias
de comprimento L = 100, 120, .. ., 2000. H4 um excelente acordo dos resultados,

como esperado.

-0,72
-0,74 =

0,76 =

-0,78

EyL

Figura 4.1: Menores energias para setores de densidade 0.5 < p < 1 para diferen-
tes valores de t,, para rede de tamanho L = 200, obtidas através da (4.18). Note

que existe uma densidade méaxima para cada valor de t,.

Como a densidade maxima® de particulas deve ser p = 1, a figura 4.1 mostra
claramente que para dado valor de {, existe uma densidade méxima de raizes,
caso AS mesmas sejam reais. Assim, existe uma densidade p. acima da qual a

equacdo (4.19) ndo é satisfeita, isto &, nem todas as rafzes sdo reais. Os valores

5conforme vimos no infcio do captitulo, as energias dos setore de densidade de particulas

p > 1 relacionam-se com aquelas do setor g/ =2 — p.
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Figura 4.2: Menores energias para setores de densidade 0.5 < p < 1 para diferen-

tes valores de t, obtidas resolvendo-se (4.22).

t, | p Eo/L E./L Eo/E.

0.20 | 0.60 | -0.737165222 | -0.737164399 | 0.999998884
0.25 | 0.63 | -0.760269916 | -0.760266557 | 0.999995581
0.30 | 0.65 | -0.782134722 | -0.782132286 | 0.999996886
0.35 | 0.68 | -0.802274441 | -0.802239112 | 0.999955963
0.40 | 0.70 | -0.821240469 | -0.821240379 | 0.999999890

Tabela 4.4: Comparacio entre valores extrapolados da energia do estado funda-

mental por sitios obtidos pela extrapolagio das solugdes numéricas das equagdes

espectrais (4.9) e (3.32) (Eo/L) e a correspondente quantidade (E./L) obtida

resolvendo-se as equagdes integrais (4.20) e (4.22).

de p. sdo obtidos de forma distinta dependendo se t, < 1/2 ou ¢, > 1/2. No caso

em que t, < 1/2, os maximos valores de C; e C; em (4.19) sdo finitos, enquanto

que para t, > 1/2 tais valores sdo C; — —oo e (3 — 00. Logo, para t, < 1/2,

podemos resolver a equaciio (4.22) iterativamente enquanto para t, > 1/2, este

resultado pode ser obtido realizando-se a transformada de Fourier da equagdo



54 CAPITULO 4. O MODELO NDF

(4.22), isto ,

o F, (R = F, [%(92 - 92)] _FRF, [-"’“’—5(;&} , (4.23)

onde F,[] representa a fungdo transformada na variavel q. Logo

_ % [£(6; — )]

o £ [

: (4.24)

e assim

Ry =L [T LGl 0, (4.25)
Moo 2+ Fy [%&]

A méxima densidade de particulas pmq. que apresentam apenas raizes reais, em

funcdo de t,, é obtida quando consideramos apenas o termo Fo [R), pois

Prosx = /_ RO = /_ G R (A) dMmo = Fo [R]. (4.26)

Os resultados encontram-se na figura 4.3.

Separamos, na apresentagio da figura 4.3, o espago (t,, p) em cinco regioes
distintas. A regido 1, cujas solugdes numéricas da equagio espectral (4.13) foram
apresentados anteriormente, apresenta raizes reais restritas a um intervalo. Na
regifio 2, as raizes embora reais niao sao limitadas. Nas regides 3 e 4 necessari-
amente existem raizes complexas no limite L — oo. Mais adiante mostraremos
que solucdes das equages espectrais (4.9), mesmo para pequenas cadeias, exi-
bem , para a configuragdo do estado fundamental, raizes complexas denominadas
na literatura como strings.®. Na linha que separa a regido 3 da 4, conforme ve-
remos adiante, ocorre um cruzamento de niveis entre o estado fundamental e o
primeiro estado excitado. Tal cruzamento & supreendente pois ocorre entre niveis
no mesmo setor.

Antes de fecharmos esta seciio é importante lembrar que a introdugéo de um

termo de campo magnético azimutal

L L
—hY 6= —h) (= 1), (4.27)
k=1 k=1
6Strings de tamanho m sdo formadas por um conjunto de m raizes {ki,...,km} tal que

ki=a+ilb a,beRel=12,...,m.
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no Hamiltoniano do modelo NDF, ndo destr6i a integrabilidade do modelo ori-
ginal e nem nossa analise feita até aqui. Tal fato é importante pois mediante
a introdugdo de um campo apropriado h = h(t,) podemos fixar a densidade do

setor de ocorréncia do estado fundamental p = p (h,t,).

Figura 4.3: Os pontos circulares representam a maxima densidade de raizes que
tem a possibilidade de serem reais em fungdo de t,. Acima da linha definida
pelos pontos devem existir raizes complexas. O tracejado apenas divide as partes

1,2,3,4 e 5 do grafico.
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4.2.1 Regiao 1l

Iniciaremos estudando o espectro de energia para a regido 1 em cadeias de
comprimento finito L. Neste regido, as rafzes \;, j = 1,2,...,n encontram-se

confinadas em um intervalo, isto é,

1 [ 6t 1 L6t
_§COSh (1——4t12,+1 </\j<§COSh -1—_-@34—1 . (4.28)

A obtencdo destas raizes é simples via (4.18), como realizado na se¢io anterior.

Conforme a discussio feita no final da segéio anterior, mediante a introdugéo de
um campo magnético apropriado podemos ter o estado fundamental em qualquer
densidade. Assim, com vistas a entender o diagrama de fases termodindmicas do
modelo é importante verificar se 0 mesmo, nesta regifio,possui simetria conforme.
Formalmente seria necessario obter o modelo bidimensional associado que forne-
ceria, no limite do continuo, a teoria de campos sem massa em (1+ 1) dimensoes.
Em segnida, obter o tensor energia-momentum e verificar se 0 mesmo é simétrico
de traco nulo e invariante por rotagoes e translacGes. Porém, contentamo-nos em
obter indicios indiretos da invariancia conforme.

Para isto iremos utilizar algumas relagdes gerais de modelos que apresentam
invariancia por transformagoes conforme. A primeira afirma que as corregoes
devido 2 finitude da rede da energia do estado fundamental E, é dada em termos
da anomalia conforme ¢ (que indexa a classe de universalidade) e pela velocidade
do som v, isto &,

Eo/L = €oo — vsem /6L 7% + o(L7%). (4.29)
A segunda afirma que para cada operador primério ®, s, de dimensédo anomala
Tap € SPIN S48, existe um conjunto de antoestados do Hamiltoniano (3.2) enjas

energias e momenta sio dados, no limite assintotico (L — 00), por

27, _
f,‘;fn, = FEo+ 72) (Tap +m+m') +o(L b, (4.30)
2
P = —g— (80,8 + m+m'), (4.31)

com m,m' =0,1,2,.... Dessa forma, no limite assintético (L — o0), a diferenga

de energia entre o estado fundamental e algum estado excitado decai inversamente
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com o comprimento da rede, formando, no limite L — oo uma banda continua

de energia.

-0.7371 T T T T

S0.7372 |

-0.7373 R

-0.7374 g

-0.7375 e

_0.7 7 L Il ] L
3 60 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004

Figura 4.4: Gréfico da dependéncia da energia por sitio com L~2, para ¢, = 0.2
gt gl P

e densidade p = 0.6. Fitando uma reta pelos dados obtemos ey, = —0.73716(5).

Portanto, se 0 modelo possui simetria conforme, a energia do estado funda-
mental por sitio deve ser linear com L~2. Da figura 4.4, vemos que a menor energia
por sitio Ey/L de uma cadeia de comprimento L possui para t, = 0.2,p = 0.6,
essencialmente, um comportamento linear com L2, indicando a presenca da si-
metria conforme. A energia livre e, fornecida pela figura 4.4, sendo compativel
com o valor obtido anteriormente resolvendo-se a equagio (4.22). Os dados da
figura 4.4 foram obtidos considerando-se o campo magnético h = 0. Os resulta-
dos para h # 0 ndo mudariam o declive, apenas o ponto de intercepc¢iio com a
ordenada da figura.

O segundo indicio de invaridncia conforme se d4 pelo desaparecimento do gap
como o L™1) no limite L — co. Caso contrario resultaria em uma teoria de cam-
pos massiva. Para verificarmos se tais gaps permanecem no limite termodinimico,
calculamos a diferenga de energia entre as duas menores energias para diversos

comprimentos de rede. Em seguida, utilizamos este conjunto para extrapolar o
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valor do gap no limite termodinamico.

Como exemplo, tomemos o Hamiltoniano NDF com t, = 0.2, campo magné-
tico h = 0 e no setor de densidade p = 0.6. A diferenca de energia entre a menor
energia do sefor com mimero de particula n = pL e as menores energias dos se-
tores com nitmeros de particulas ny = pL + 1 é dada por g, (tp) = £0.00267092.
Contudo, com respeito ao setor com n = pL partfculas, a inclusdo do campo mag-
nético faz com que as menores energias dos setores com ny = pL+1 tenham suas
energias aumentadas ou diminuidas por k. Assim, escolhemos o particular valor
de h = h(p,t,) que garanta que o estado fundamental do sistema ocorra no setor
de densidade p. E importante enfatizar que a inclusdo do campo magnético nio
destréi o indicio j4 mostrado da invariancia conforme dado pelo comportamento
assintotico de L~ do estado fundamental.

A energia do estado fundamental no setor de n = pL particulas, terd agora o
comportamento assintético (veja 4.29)

Ey =~ el + h(p)(n — L) — 72}20 +o(L7?). (4.32)

Mais ainda (veja 4.30), se 0 modelo for invariante conforme, a menor energia nos

setores adjacentes em que adicionamos ou removemos uma particula nos fornecers
2w -1
By — Eo = %g(p, t,) F h(p, t,) + T (2=10) + (L), (4.33)

onde 71 € T_;9 sdo as dimensdes andomalas dos operadores da teoria de campos
conforme adjacente e para que a cadeia seja critica no limite L — oo devemos ter
h(p,t) = g(p, tp).

Para obter-se h(p, t,) precisamos entdo calcular o gap g(p,t,) e para isto pro-
cedemos da seguinte maneira. Fixamos o acoplamento tp, e a densidade p, por
exemplo ¢, = 0.2 e p = 0.6, e para uma certa densidade p de particulas, selecio-
namos um conjunto de redes de comprimento L tal que o niimero de particulas’

seja n = pL. € Z. Calculamos a menor energia advinda destes setores, bem como

"Tal procedimento de ter-se densidades exatas é importante para termos um conjunto de

dados com convergéncia uniforme no limite L — oo.
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a menor energia nos setores cujo nfimero de ocupagio diferem daquele do estado
fundamental pela adi¢do (subtragfio) de uma particula. Assim, de acordo com
(4.33), obtivemos o valor do campo magnético h(p,t,) = g(p,t,) = —0.0026712
que anula o gap do Hamiltoniano, no caso {, = 0.2 e p = 0.6.

Nossos estudos numéricos indicam que apesar de ainda ndo conhecermos
a forma explicita geral da dependéncia do campo magnético h(p,l,) com [,
convencemo-nos que o modelo possui simetria conforme mediante a adicdo de
um campo externo. Uma vez admitida a invaridncia conforme mediante a intro-
ducio de h(p,t,), prosseguimos obtendo a anomalia conforme c e a velocidade
do som v, associada ao modelo. Como antes, escolhemos o setor p = 0.6 e 0
acoplamento t, = 0.2 a fim de ilustrar o procedimento para ¢, < 1/2.

Da expansio da energia por sitio do estado fundamental para cadeias finitas
(4.29), o produto da velocidade do som pela anomalia conforme é obtido pelo

comportamento assintdtico de

6L E,
sc= lim Qp, =—|€o——]). .
vsC Lh_r’r;o L Qr, p- (e L) (4.34)

Para obter-se separadamente a velocidade do som v,, em geral, utiliza-se a
menor energia Fp do setor de mesma densidade p que a do estado fundamen-
tal mas com o momento diferindo por uma quantidade 27/L, pois da dispersdo

relativistica terfamos

_271'

EP—EQZP'Us I

v, +o(L7H). (4.35)

Entretanto a solu¢do numeérica das equacoes espectrais para o menor estado de
momento 2 a mais (menos) que o estado fundamental (que possui momento 0 ou
7) sdo altamente instaveis e de dificil obtengio. As distribui¢des de raizes {A;}
referentes a tais estados sdo assimétricas com respeito A reflexées pela origem. Ao
contrario, as distribuicoes referentes a estados de momento 0 ou 7 sdo simétricas
com respeito a tal reflexdo, isto 6, \; = —M—j, (j = 1,2,...,n), 0 que torna
a sua obtengiio mais simples para cadeias de grandes tamanhos. Uma maneira

de circundar tal dificuldade é buscar estados excitados com momento 0 ou =.
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Esperamos que tais estados (veja equagdo (4.30)) estejam associados aos estados
da torre conforme referente ao operador indentidade (dimensio anomala = = 0) e
com m = m’. Neste caso, os gaps correspondentes seriam assintoticamente dados

por
21,

L

Eqq™ — Eo = 2m+o(L7Y), (4.36)

e consequentemente a velocidade do som é obtida pelo comportamento assintotico

. L m,m
Vs = 31_1}010 KL, AL = (Eo,o - E). (4.37)

Para obter os estados excitados realizamos pequenas modificagdes na distri-
buigiio das rafzes \;, (j = 1,2,...,n) do estado fundamental (que estd contida
completamente no eixo real) adicionando uma parte imaginiria s duas raizes
mais externas®. Para permanecer no mesmo setor de momento que o estado fun-
damental somos obrigados a adicionar essa constante de maneira simétrica em
relacdo ao eixo real, isto &, a uma das raizes adicionamos 7 e a outra subtraimos
im, como esquematizado na figura 4.5

As energias obtidas através desta nova configuragio possuem m = m' € Z
mas nio necessariamente correspondem ao primeiro estado excitado de momento
nulo e que seria obtido para m = m’ = 1. Dessa maneira a diferenga de energia
E% — E, passa a ser uma fungio linear de m, com v, representando o coeficiente
angular, isto &,

L
vm = (E%. — Eg) e (4.38)

Este problema pode ser contornado. Para isto obtivemos a energias do estado
fundamental e a menor energia do estado com momento 27/L a mais que o fun-
damental utilizando a diagonalizacio exata do Hamiltoniano para L = 10 sitios.
Através de (4.35) obtivemos entdo uma estimativa v§™) para a velocidade do som.
Os valores de m da equacdo (4.38), por serem inteiros, podem ser estimados a

. st) - st . .
partir de v™, isto &, m®t = (B ~ E®)L/ 4™ . Realizamos o procedimento

acima para cadeias de comprimentos L = 10, 20,30, ...,250. Obtivemos entdo

. . o - 6t2
80 modulo da parte real destas raizes encontram-se mais préximas de % cosh™! ( — + 1)
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Figura 4.5: Esquema ilustrando a distribui¢io de raizes {A;} referentes ao estado
excitado. O circulo vazio representa o valor que a raiz com parte imaginaria

ocupava para configurar o estado fundamental.

um grafico (E%, — E39) x m**"), que é apresentado na figura 4.6, cujo coeficiente

angular & uma estimativa de v, para grandes comprimentos de rede.

Ajustando o conjunto de pontos a uma reta obtemos uma boa estimativa para
a velocidade do som v, = 1.95(0). Utilizando o valor anteriormente obtido para o
produto da velocidade do som pelo anomalia conforme na equagéio (4.34), obtemos
¢ = 1.00(1). Este resultado mostra que a teoria de campos associada ao modelo
NDF possui a mesma anomalia conforme que a teoria de campos associada ao

modelo XXZ de spin 1/2, para a regiao 1.

Uma vez obtidos v, e o campo magnético h(p,t,), para dado ¢, e densidade
p, podemos calcular as dimensdes anomalas x4, ¢ dos operadores primarios Xil,o
da teoria de campos associada através da equagio (4.33). Estes operadores estdo
relacionados com auto-estados do Hamiltoniano que se encontré.m em setores de

densidade de particulas ¢’ = p £+ 1/L, isto & possuem uma particula a mais
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Figura 4.6: Dependéncia linear da diferenca de energias EX — E com m, onde
m é o valor obtido dividindo-se a diferenca de energia pela velocidade do som
obtida para L = 10. A ordenada representa o lado direito da (4.38). Calculado

parat, = 0.2 e p=0.6.

(menos) que setor do estado fundamental. No limite assintético, temos

L

27w,

Ti10 = I}erc}o ar, ap= (Ex1— EoF g(p, tp) £ h(p,tp)). (4.39)

Na tabela 4.5 mostramos os valores obtidos de z4; ¢ para determinados valores de
t, e p. Com boa aproximacdio, identificamos as dimensoes anémalas z.¢ o, relaci-
onadas aos setores com +¢ particulas a mais (menos) que o estado fundamental,

com
2

(2+1t,)"

Finalmente, obtivemos as dimensdes anémalas zq; dos operadores primarios

£=1,2,... (4.40)

Tigo =

Xo1. Este operadores relacionam-se com os auto-estados de momento P’ e de
energia Fp,. O momento P’ depende da particular densidade de particulas p

escolhida. No limite assintético temos, através da equacio (4.30),

L
2y

Zo1 = I}l—’nolo wr, wWr — (EPI — Eo) (441)



4.2. ANALISE NUMERICA DAS EQUACOES ESPECTRAIS 63

th | P hptp) | ve | Tia0 | Zo10
0.20 | 0.60 | —2.67(1)10~* | 1.95(0) | 0.19(9) | 0.19(8)
0.25 [ 0.63 | 2.52(0)10~2 | 1.90(5) | 0.19(1) | 0.19(5)
0.30 | 0.65 | 1.25(6)10~2 | 1.87(2) | 0.18(4) | 0.18(5)
0.35 [ 0.68 | 4.80(3)10~% | 1.83(9) | 0.17(8) | 0.17(8)
0.40 | 0.70 | 4.63(9)1072 | 1.79(9) | 0.17(4) | 0.17(3)
0.45 | 0.70 | —2.57(8)1072 | 1.74(9) | 0.17(1) | 0.17(1)

Tabela 4.5: Valores obtidos para as dimensdes anémalas T11,0 através de (4.39).

Para determinar a velocidade do som utilizamos ¢ = 1.

Esses anto-estados sdo dificeis de obter através das equagdes espectrais (4.18).
Por outro lado, a diagonalizagio numérica da Hamiltoniana nfio requer maiores
esforos para a identificagio de tais estados. Por este motivo, diagonalizamos
a Hamiltoniana NDF através do método da poténcia e utilizamos as energias
obtidas na equacao (4.41) para obter zo;. Os resultados encontram-se na tabela
4.6 para determinados valores de ¢, e p. Através destes valores concluimos que,
para a regido 1,

Ty = Pl (4.42)

tp p To,1 1/4z,
0.20 | 0.6 | 1.22(7) | 1.25(6)
0.40 | 0.7 | 1.43(7) | 1.43(7)
0.45 | 0.7 | 1.46(9) | 1.46(2)

Tabela 4.6: Valores obtidos para as dimensGes anomalas z,; através de (4.41),
utilizando a diagonalizagio da hamiltoniana. Os valores utilizados para a ve-
locidade do som encontram-se na tabela 4.5. Na iltima coluna mostramos os
valores para a quantidade 1/4z, 4 que, para modelos relacionados com o modelo

gaussiano, expressa o 1.
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4.2.2 Regiao 2e 3

Na regido 2, conforme esperado, as raizes espectrais {\;} que produzem os
estados fundamentais sdo reais e simétricas. As solugdes numéricas para cadeias
finitas ndo sio de dificil obtengdo, assim como na regido 1 discutida anteriormente.
Nossas analises mostram que os niveis de energia possuem um comportamento
assintético governado por uma teoria conforme com c = L.

A limitacdo entre a regifo 2 e 3 foi obtida resolvendo-se a maxima densidade
possivel, no limite termodinamico, compativel com rafzes reais. Assim, & inte-
ressante analisarmos, para cadeias finitas, o aparecimento de raizes complexas
quando fixarmos um valor de densidade e aumentarmos ¢, de modo a cruzarmos
a linha que separa as regides 2 e 3. Isto é observado. A medida que avangamos® na
regido 3, observamos que parte das raizes correspondentes ao estado fundamental
ficam complexas.

Em particular, as solugdes complexas que obtivemos sio aquelas denominadas
na literatura como strings. Na figura 4.7 apresentamos uma solugio explicita a
configuracio de raizes correspondente ao estado fundamental neste regime, onde
vemos o aparecimento de uma string de tamanho 2.

Solugdes do tipo exibida na figura 4.7 foram obtidas para cadeias de compri-
mento de até L = 16 sitios, restritos a determinados valores de ¢, e densidade de
particulas. Tais solugdes nio sdo simples de serem obtidas devido & instabilida-
des!® numeéricas nio fomos capazes até o momento de ter um cenério completo
para a topologia das raizes referentes ao estado fundamental como fungio do
parametro t,. Por este motivo iremos abrir mo das equagoes espectrais (4.18),
cujas solugdes poderiam ser obtidas para cadeias da ordem de L = 1000 sitios,
em favor da diagonalizacio direta do Hamiltoniano. Como estaremos interessados

tao somente nos estados de menor energia para qualquer setor de momento e den-

9No limite termodinamico tais rafzes surgiriam exatamente na linha diviséria das regices 2

ed.
10 A mistura de raizes reais (“particulas”) com as do tipo “strings” torna o problema de solugao

das equacdes espectrais extremamente instavel.
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Figura 4.7: Distribui¢do de raizes referentes ao estado de mais baixa energia
para cadeia com L = 16, n = 12(p = 3/4) e t, = 3/4. Verificamos a presenga de

duas cordas de tamanho 2 para as raizes cujas partes reais possuem menor valor.

sidade de particulas, iremos utilizar o método da poténcia para diagonalizacio, o
que nos permitira tratar de cadeia com até L = 20 sitios.

Para fixar o campo magnético h(p,t,), procedemos de maneira semelhante
aquela na secio anterior. Escolhemos um setor de magnetizagdo L (p — 1) a ser
estudado. Para este setor de densidade de particulas p, a diagonaliza¢io da ha-
miltoniana (3.2) com campo nulo fornece a menor energia Eo(h = 0). Diagonali-
zamos entdo a hamiltoniana (ainda com campo nulo) nos setores de densidades
de particulas préximos a pL, que sio caracterizados por possuir uma particula a
mais ou a menos que o setor de densidade p. A menor energia proveniente destes
setores sdo respectivamente E.1(h = 0) e E_1(h = 0). No limite de grandes
comprimentos de redes, onde as corre¢des da energia sdo da ordem L™! da cadeia
sio irrelevantes, ocorre, em geral, um gap de energia g(p,t,) entre os estados

Eo(h =0) e E,1(h =0) assim como entre Eo(h = 0) e E_;. O campo magnético
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tp st

0.50 | 0.80129949

0.75 | 0.93652633

1.00 | 1.00480117

1.25 | 1.06821875

Tabela 4.7: Valores extrapolados para o campo magnético externo.

& entdo adicionado garantindo-se que Eo(h) < E_i(h) e Eo(h) < E.1(h), isto
é, fixando-se a menor energia no setor de densidade p como a energia do estado

fundamental. Disto decorre

E+1(h) ~ Eo— h(p, tP) + g(p, tP) (443)

E_i(h) = Eo+h(ptp)— g(p:tp). (4.44)

O campo, como feito anteriormente, deverd ser escolhido de maneira a eliminar
o gap de energia existente, isto é, k(p,tp) = g(p, tp).

Para obter o valor assintotico das diferengas de energia (4.43) e (4.44), extra-
polamos as diferengas obtidas para diversos valores de comprimento de cadeias.

Para simplificar, fixar-nos-emos nossa apresentagio no restante desta secao
para o setor com densidade p = 1/2. Tal escolha se deve ao fato de que consegui-
mos, neste caso, o maior niimero de redes satisfazendo a condi¢io! n = pL € Z,
isto &, conseguimos dados para redes pares L = 2,4,..., 20.

Na tabela 4.7 indicamos alguns destes resultados para densidade p = 1/2e
na figura 4.8 apresentamos os valores utilizados na extrapolagdo.

Com o campo magnético fixo, no regime critico, isto &, sem gaps de energia,
caleulamos as quantidades que caracterizam a teoria de campos em (1 + 1)d

associada ao modelo como a dimensdo anémala dos operadores e a anomalia

117 densidade p = 1 nos daria, em principio, um maior niimero de redes, mas, neste caso,
o maior sub-bloco a ser diagonalizado restringe o tamanho da rede para L < 20. Esta é sem
ditvida uma densidade interessante pr ser a densidade esperada para o estado fundamental na

auséncia de campo (h(1,t,) = 0).
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Figura 4.8: Campo magnético h necessario a fazer com que o estado fundamental
pertenca ao setor com densidade p = 1/2. Tais resultados foram obtidos através
da diferenga de energia E., — E, para diversos comprimentos de rede. Estes
valores foram utilizados para extrapolar o valor de h para cadeias de grandes

comprimentos. A dependéncia linear em L~! & descrita por (4.33).

conforme bem como a velocidade do som.

Para obter a velocidade do som wv,, calculamos, para redes de tamanho I e
densidade p, a diferenca entre a energia do estado fundamental Ey e a energia do
primeiro estado excitado E;, com momento P = 2m/L. A velocidade do som é

8 L Ly L 1 0 2 . .

Também calculamos a velocidade do som considerando o primeiro estado excitado

no mesmo setor de particulas e momento. Neste caso, a energia deste estado é
. 0,0 . . 4 .

descrita por Ej'1- A velocidade do som obtida por este método foi a mesma, que

a obtida através da equacdo acima.!?

12 Preferimos extrair a velocidade do som através de (4.45) pois 0 método da poténcia funciona
melhor para obter o autovalor de maior madulo. E possivel, entretanto, obter outros autovalores,

mas o custo computacional é muito maior.
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A velocidade do som v, foi obtida em funcio do comprimento L para cada
tp- A seqiiéncia formada por estes diversos v, indexados pelo comprimento L foi
extrapolada para o limite assintético (L — oo). Assim adquirimos uma estimativa
para o valor da velocidade do som. Os valores obtidos encontram-se tabelados na

tabela 4.8 e no grafico 4.9.

2 \\ T l T I T l L]
1.8} -
161 o -
L i b‘ T

-4 S
14 Ly _
°~\
=3 \“a -
L
12 o .
0\
o
o
1}~ e
\ | . 1 : | \ )

0 0,5 1 1,5 2

Figura 4.9: Os pontos sio as estimativa da velocidade de dispersao vs, para

p = 1/2, como fungo de t,. A linha tracejada é apenas um guia para os olhos.

est est
tP CA tP CA

0.50 | 1.604(9) | 1.05 | 1.270(1)

0.65 | 1.480(8) | 1.15 | 1.222(3)

0.85 | 1.371(2) | 1.35 | 1.130(2)

(
(
0.75 | 1.425(1) | 1.25 | 1.175(7)
(
(

1.00 | 1.204(7) | 1.50 | 1.061(7)

Tabela 4.8: Valores da velocidade do som v,, para p = 1/2 e véarios valores de .

Observamos entio uma propriedade interessante. A velocidade v, diminui

com o aumento da possibilidade de difusdo dos sitios com dupla ocupagao.
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t, Cest,
0.50 | 1.0(0)
0.75 | 1.0 2)

1.25 | 1.0(3)
1.50 | 1.0(3)

(

(
1.00 | 1.0(2)

(

(

Tabela 4.9: Estimativas dos Valores da anomalia conforme ¢, para p = 1/2 e

varios valores de t,.

Uma vez obtidos as estimativas das velocidades v,, utilizamos a expansio
(4.29) para obter as respectivas estimativas para a anomalia conforme c. Apre-
sentamos estes valores na tabela 4.9. Embora estejamos limitados a cadeia de até
L = 20 sitios, nossos dados indicam fortemente que o modelo é invariante con-
forme com ¢ = 1. A anomalia conforme nao mudoun em relagdo ao valor obtido

para t, < 1/2.

Vamos agora ver como as dimensbes anémalas z, s dos operadores priméarios
X,p da teoria de campos associada se comportam quando passamos da regido 2
para a regido 3. Como mencionado na introdugéio, as dimensées z, g relacionam-

se com 0s expoentes criticos.

Iniciamos calculando a dimensio anémala x4, para o operador relacionado
ao aumento (diminui¢do) da magnetizacio. Os estados relacionados a estes ope-
radores encontram-se nos setores com uma particula a mais e a menos, respecti-
vamente, que o setor de particulas onde se encontra o estado fundamental. Estes
estados possuem as menores energias em seus respectivos setores. Da diferenca
de energia EZ!° destes estados e da energia do estado fundamental Ej, extrai-
mos as dimensdes anoémalas x4 através de (4.30), com m = m’ = 0. Para isto
utilizamos o campo magnético estimado hey e velocidade do som v, ji estima-
das. Extrapolamos as estimativas de z.,, para grandes comprimentos de rede

para alguns valores de ¢, = 0.50,0.75,1.00,1.25,1.50 e p = 1/2 . Estes valores



70 CAPITULO 4. O MODELO NDF

encontram-se na tabela 4.10.

tp | T410 | To1p
0.50 | 0.17(2) | 0.17(2)
0.75 | 0.18(5) | 0.18(5)
1.00 | 0.17(6) | 0.17(5)
1.25 | 0.20(5) | 0.13(2)
1.50 | 0.23(1) | 0.11(0)

Tabela 4.10: Valores obtidos para dimensio anémala 2., para p = 1/2.

Nota-se para estes valores que a partir'® de ¢, > 1, as dimensdes anémalas
para o operador que adiciona uma particula e o que retira uma particula da
configuragio do estado fundamental ji ndo coincidem. Estes valores de t, para
densidade p = 1/2 encontram-se na regido 3, regido esta que ndo possui raizes
{k} reais. Este é um ponto surpreendente e inesperado que esperamos clarificar
no prossegiuimento deste trabalho. Tal fenomeno usualmente ocorre em modelos
com dois ramos de dispersio energia-momento (duas velocidades do som), como é
o caso do modelo de Hubbard repulsivo fora da densidade de camada semi-cheia.

A préxima dimensio anémala a ser calculada € zo 4. Esta relaciona-se com o
operador responsavel pelo aumento (diminuigfio) de 27/L unidades de momento
para cada particula. Dessa forma, para densidade de particulas p = 1/2, o
momento macréscopico total é alterado pela adigdo de 7 unidades de momento.

A estimativa de x0; € dada em termos do comprimento de rede L, velocidade
do som v, e da energia do estado fundamental E, (FP) e da menor energia do
estado de momento Py + 7, E (P + 7).

L

2y,

zo1 = [E(Py +m) — Ey (B)] (4.46)

Realizamos este calculo para diversos comprimentos de rede. O conjunto

de medidas de z;; indexados pelo comprimento L é entdo extrapolado para

13Repare que £, = 1 & o ponto que divide as regides 2 e 3 para p = 1/2. Nio sabemos ainda

se tal fato ocorre para um ponto qualquer na linha que separa as regides 2 e 3.
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grandes comprimentos de rede. Os valores obtidos encontram-se na tabela 4.11.

Comparando-se esta tabela com a tabela 4.10, vemos que com boa aproximagio

1
= — A7
Zo,1 X (4 )
sendo
1
X= "2‘ ($+1’0 + .’13_1’0) . (448)

Este é um fato que esperamos clarificar no futuro, com andlises numéricas adici-

onais.
tp Tog | 1/2z410 +T-10)
0.50 | 1.42(9) 0.17(2)
0.75 | 1.49(7) 0.18(5)
1.00 | 1.50(4) 0.17(6)
1.25 | 1.49(7) 0.16(9)
1.50 | 1.47(8) 0.17(1)

Tabela 4.11: Estimativas para as dimensdes anomalas zo; para p = 1/2.
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4.2.3 Regiao 4

Separamos para esta se¢io um resultado muito interessante. Na interface
entre a regiao 3 e a regido 4, para um valor de t, = 15 > 1/2 que depende
da particular densidade p, ocorre um cruzamento entre um estado excitado e o
estado fundamental. Apos isso, aquele que era o estado fundamental passa a ser
o estado excitado. No grafico 4.10 ilustramos este fenomeno para duas cadeias
de comprimento L = 10 e L = 12 para o setor de densidade p = 1/2. Sendo
as distribuices de raizes para cada estado distintas entre si, vemos que hi uma
mudancga na distribuigio de raizes do estado de menor energia.

As energias de cada estado, por sna vez, sdo funcdes distintas em ¢,. Assim,
ocorre uma variacio descontinua na variagio da energia do estado fundamental
em t, = i, para uma dada densidade p. Temos entdo uma transicio de fase

quantica de primeira ordem.

a) b)
0 r ——T 0 . ———T
- —_E,L=10] 1 - — E, L=12] 1
o2k — B Lato| b ol - E,L=12| _|
T A L0 | [ i |- E,L=12
-"\_\ ] L i
o4k S LY -
2 06
0,8 —

Figura 4.10: Em a) é apresentado a variacio da energia para os trés primeiros
estados contendo n = 5 particulas, para o setor de momento nulo para uma cadeia
de L = 10. Em t, = 2.12 = ¢¢, o estado fundamental torna-se degenerado. O
segundo estado excitado em t, = 0 torna-se 0 estado fundamental para ¢, > t7.

Em b) L =12, n = 6 0 mesmo fenomeno é verificado para t; = 1.83.

Podemos verificar também que na regido 4 a simetria conforme é quebrada.
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A evidéncia para tal afirmativa é que a energia do estado fundamental por com-

primento de rede ndo varia com L~? conforme vemos na figura 4.11.

Y s e ML B s s e
L J — =025
0,75} _ - 12050
. (F=0.75
T ’ - =100
LIBE T e 7 =125
L 4 =165
4
s 08 - — lp=1.85
e =195
= - [:4
0825 -
085 | ]
O8I N v e e
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03

LZ

Figura 4.11: Para valores de ¢, = 1.85,1.95 e p = 1/2, a dependéncia da energia
do estado fundamental com L néo obedece a forma dada em (4.29), indicando a

quebra da simetria conforme.

A quebra acontece para algum valor de t, = ts > 1/2. Na figura 4.12 mos-
tramos o valor de t; obtido para p = 1/2 utilizando-se cadeias de tamanho
L =6,7,...,16. Dos graficos 4.10 e 4.12 é evidente que t, varia exponencial-
mente com o comprimento da rede. Nossos resultados indicam uma possivel lei
de escala, de forma aproximada, a seguinte dependéncia da estimativa t, como

fungdo do comprimento L para a densidade p = 1/2,

£ = ; (% + e-<L—6>) onde. (4.49)

Na figura 4.12 mostramos a equagdo (4.49)(curva pontilhada).

Célculos anélogos foram feitos para as densidades p = 1/3 e p = 1/4. Embora
tenhamos feito tal andlise para poucas densidades, acreditamos que tal compor-
tamento seja geral e esperamos que no limite termodinamico o mesmo ocorra em
toda regido 4 da figura 4.3.

Sera bastante interessante como continuacgdo deste trabalho um melhor en-

tendimento da fisica do modelo na regido 4. Embora néo seja tarefa facil, sera
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Figura 4.12: Valor do ponto t (bolas cheias) para diversos valores de cadeia
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(veja texto). A linha tracejada é o ajuste 7 = 3 [5 + e~ 6)].

bastante interessante obter a topologia das raizes espectrais dos estados de menor

energia nesta regiao.
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4.3 Consideragoes finais

Nas secGes anteriores, vimos que o modelo NDF, em 0 <1, < t;, € criticoe o
mesmo é governado por uma teoria conforme com carga central ¢ = 1, anilogo ao
modelo XXZ, isto &, neste regime as propriedades fisica relevantes(correlaces de
longo alcance, etc.) destes modelos sio semelhantes. Baseados nestas informagoes
e nas expressoes (4.4) e (4.9) para a matriz de espalhamento, podemos ainda obter
informacoes interessantes.

Primeiro, no caso limite t, = 0 a (4.4) é reduzida & matriz S do modelo XY
(S = —1). Neste limite, os termos do Hamiltoniano (4.2) relacionados com a
dupla ocupacio possuem um custo infinito em relagao aos de simples e nenhuma
ocupacio. Como o potencial 'l = 0, temos, no caso p < 1, uma cadeia equiva-
lente de spin 1/2 cuja dindmica é a mesma que a da cadeia critica XY, para os
ocupagio de simples. Assim, para p < 1, a energia média das configuracdes en-
volvendo ocupacio dupla é infinita. Consequentemente, o espectro se separa em
duas partes por um gap de energia infinito. Como ilustracdo colocamos na tabela
4.12 as auto-energias da cadeia NDF e XY(spin 1/2), com tamanho L = 8 , nii-
mero de particulas n = L/2 = 4 e pertencentes ao setor de momento P = 0. Nela
distingue-se claramente o espectro da cadeia XY dentro do espectro do modelo
NDF. Corroborando com essas assercoes, a velocidade do som da cadeia NDF
pode ser obtida a partir da velocidade do som da cadeia XY que é v, = 2.0. Tal
fato evidencia a boa qualidade do ajuste feito na figura 4.9, onde a velocidade do
som foi estimada para densidade p = 1/2.

Outra informagcio interessante é obtida quando f, = 1. Neste ponto ocorre
a conservacio do mimero de sitios com ocupagéio simples e dupla independente-
mente, pois os termos ['}} = [}l sdo nulos. Neste caso as equages espectrais

(4.9), para uma rede de comprimento L e n particulas, sao dadas por

sinh (\; +4v/2) L 2 sinh (A — A\j +#7)
= 4.5
[sinh (/\, - 2’7/2) E Sinh(/\,' - Aj - 7:’7)’ ( 0)
onde v = —27/3. Esta é a mesma equagio espectral que aquela do modelo XXZ

com A = —cos(7) = 3. A velocidade do som da cadeia XXZ em A=1/2e
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Eap Exxz
1 | —5.22625185831363 | —5.22625185950551
2 | —2.16478444286652 | —2.16478440058479
3 -7.81078 0.0
4 -2.11078 0.0
5 -9.2107° 0.0
6 -7.9107° 0.0
7 -1.3107° 0.0
8 7.7107° 0.0
9 | 2.16478435399971 2.16478440058479
10 | 5.22625182627476 | 5.22625185950550
11 108 -
12 108 -

Tabela 4.12: Espectro de energia para as cadeias NDF spin 1(esquerda) e XXZ
spin 1/2(direita). Ambas as redes possuem comprimento L = 8, n = 4 particulas
e momento P = 0 com condigio periddica de contorno. Para o modelo NDF,
t, = 1078 e mostramos apenas os primeiros 12 niveis. Para o modelo XXZ,

A=0.

p=1/2é&vP* =1.299038106. Para o modelo NDF, com esta densidade, nossas
estimativas fornecem v, = 1.294(7), como mostra a tabela 4.8. Os espectros de
energia, diferentemente do ocorrido anteriormente, ndo mais coincidem. Para que
este proposito seja satisfeito, é necessério adicionar um campo magnético A,
uma constante ao modelo XXZ, isto é,
L
A= 5268, + 667 | — N676T é(” 1 (4.51
=3 OkOk+1 t+ OxO)yy = BOOky1 — o \Tk +1)|, .51)
k=1
com A = 1/2. Desta forma, o espectro de energia do modelo XXZ, com p < 1

fica contido no espectro do modelo NDF em £, = 1 para mesma densidade p.
Assim, uma interessante interpretagio do modelo NDF é que o mesmo seria uma

deformacio da cadeia XXZ na anisotropia A = 1/2, pois com a introdugio de ¢, #
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1 apenas o lado esquerdo da equagfio espectral se modifica. Tal efeito é andlogo

as extensoes integraveis das cadeias XXZ com spins maiores (s = 1,3/2,...).
Esperamos futuramente estabelecer melhor a relagiio entre a cadeia de spin 1

NDF e a cadeia de spin 1/2 XXZ, cujo comportamento fisico( fases, expoentes

criticos) é conhecido de forma analitica.
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Conclusao

Nesta dissertacio, descrevemos a maioria das técnicas adquiridas nesses dois
anos, como fermionizagio, ansatz de Bethe e do produto matricial, utilizagio de
propriedades advindas da invaridncia conforme e métodos numéricos (constru-
¢do e diagonaliza¢do de hamiltonianos quénticos). Obtivemos solugdes exatas de
cadeias de spin meio e spin um, realizando, quando possivel, uma ané4lise do es-
pectro de energia sob a 6ptica da invaridncia conforme. Alguns destes resultados
embora ji reportados na literatura (spin meio) foram apresentados numa nova
abordagem, enquanto outros sfio originais (spin um).

Dos modelos de spin meio dissertamos sobre as cadeias quénticas XY com
campo magnético alternado e XY com exclusdo. No primeiro caso, obtivemos a
solucdo exata através da fermionizagfio da cadeia quantica. Verificamos, em pri-
meira ordem, a existéncia de um gap de energia que é proporcional & intensidade
do campo magnético alternado. No segundo caso, obtivemos uma solugio exata
via transformacdo de Jordan-Wigner, diferentemente de [11], onde a solu¢io foi
obtida através de uma generalizaciio do ansatz de Bethe. Este modelo possui
um espectro contimio de energia o que possibiliton uma anéalise via invaridncia
conforme. Obtivemos a carga conforme da teoria de campos bidimensional asso-
ciada (¢ = 1), além das dimensdes anoémalas. Os valores obtidos encontram-se
de acordo com aqueles em [11]. Esses dois modelos serviram como base para o

aprendizado de fermionizagio de cadeias quénticas, identificacdo de gaps e sobre

79
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as técnicas de invariincia conforme.

Quanto aos modelos de spin um, estudamos o modelo NDF, que fora pouco
estudado na literatura. Devido a pouca informagio disponivel referente ao mo-
delo, depara-mo-nos com comportamentos distintos daqueles de modelos bem
conhecidos. Ainda nio fomos capazes de explicd-los. Entre estes, citamos o apa-
recimento de raizes do tipo strings, com o aumento do acoplamento cinético i,
na distribuigio de raizes que caracteriza o estado fundamental. Verificamos tam-
bém que ocorre um cruzamento entre niveis de energia do estado fundamental
e do primeiro estado excitado, dentro do mesmo setor de particulas. Este fato
caracteriza uma transicio de fase quintica de primeira ordem. Por fim, ainda
verificamos que as dimensdes andmalas z.; o, relacionadas aos setores com uma
particula a mais (menos) que o estado fundamental, sdo diferentes para ¢, > 1,
com densidade de particulas p = 1/2, isto &, 10 # Z_10. E importante lembrar
que, para essa particular densidade, ¢, = 1 & exatamente o ponto que delimita as
regides com -solugf”)es reais das solugGes com raizes complexas.

Como visto, existemm muitos fatos ndo compreendidos, mas, por outro lado,
realizamos contribui¢des rumo a melhor compreensao do modelo. Entre as con-
tribuicdes citamos a adigio do termo de campo magnético (— 25:1 i/ 2tp) a0
Hamiltoniano do modelo NDF, proposto em [13]. Este campo fixa a ocorréncia
do estado fundamental ao setor de L particulas para qualquer valor de t,. Realiza-
mos também uma anélise do espectro sob a 6ptica da invaridncia conforme. Desta
obtivernos numericamente a velocidade do som, dimensGes anoémalas e anomalia
conforme(c = 1) nas regides que apresentaram tal simetria. Através deste con-
junto de informagGes conseguimos eshogar um diagrama de fases para o modelo,
que, embora rudimentar, expressa as informagdes relevantes coletadas.

Por fim, relacionamos 0 modelo NDF de spin 1 com o modelo XXZ de spin 1/2,
para p = 1/2. Esta relagdo talvez seja a mais animadora das contribui¢Ges pois
vincula o modelo NDF ao modelo XXZ, que provavelmente é a cadeia quéintica
melhor compreendida. Nesta relagio é depositada muita esperanca em encontrar

expressoes analiticas que permitam encontrar informacoes sobre o comportamento
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critico do modelo.

E claro para nés que muito ainda resta a ser feito sobre o modelo NDF e

esperamos compreender as propriedades fisicas distintas, acima mencionadas, fu-

turamente.
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