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Em homenagem ao ano mundial da



Se teus projetos sao para um ano — semeia 0 grao.

Se sao para dez anos — planta a arvore.

Se sao para cem anos — instrua o povo.

Semeando uma vez o grao — colheras uma vez.
Plantando a arvore — colherés dez vezes.

Instruindo o povo — colheras cem vezes.

Se deres um peixe a um homem — ele comera uma vez.
Se o ensinares a pescar — ele comerd a vida inteira.

Kuan-Tzu, sabio chinés, séc. VII A.C.
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Resumo

Em nossas simulagoes, efetuamos uma cuidadosa analise numérica dos algoritmos de
Monte Carlo empregados na termalizacao de teorias de gauge e sistemas de spins continuos.
Dentre eles, apresentamos uma nova proposta que permite reduzir em cerca de 25% os
tempos computacionais. Aplicamos este novo algoritmo ao estudo numeérico da transicao
de desconfinamento da teoria de Yang-Mills (YM) SU(2) tridimensional, a temperatura
finita, em redes com volumes de 50% x 4 sitios. Por fim, também utilizamos técnicas de
Escala de tamanho finito (FSS), Dindmica de Tempos Curtos e Métodos Variacionais para

extrair os expoentes criticos e espectro de massas de blindagem desta teoria.



Abstract

In our numerical simulations, we have done a careful analysis of Monte-Carlo algo-
rithms usually applied in the thermalization of gauge theories and continuous-spin sys-
tems. Among them we present a new proposal that enables a reduction of roughly 25%
in the computational time. We apply this new algorithm to a numerical study of the
deconfinement phase transition of the three-dimensional SU(2) Yang-Mills (YM) theory
at finite temperature, using lattices with 50% x 4 sites. We also use Finite-Size-Scaling
techniques, Short-Time Dynamics and Variational Methods to extract critical exponents

and the spectrum of screening masses of the theory.
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Capitulo 1

Introducao

Considero muito possivel que a fisica nao possa basear-se no conceito de
campo, isto é, em estruturas continuas. Neste caso, nada subsistirdA do meu
castelo, todo no ar (a teoria da gravitagdo incluida), nem do resto da fisica
moderna — de A. Einstein a M. Besso, 1954.

Houve notéaveis progressos conceituais ao longo do século XX na compreensao das in-
teragoes fundamentais da natureza [1], o que ficou evidenciado a partir de 1915 com o
advento da Relatividade Geral (RG) de Einstein 2] e, posteriormente, nos anos 70, com a
construcdo do Modelo Padrao das particulas elementares |3, 4, 5|.

Fundamentada nos principios da equivaléncia e covariancia geral, que implicam em
natural geometrizagao da interacao gravitacional, a RG conduz a previsoes em escala cos-
mologica sem quaisquer precedentes historicos [6]. Ja o modelo padrdo das particulas
elementares (SM), alicergado em teorias quanticas de campos (TQC) com simetrias locais
de gauge |7, 8|, permite uma descri¢do unificada das interagGes eletromagnéticas e nucle-
ares fracas (via teoria eletrofraca de Weinberg-Glashow-Salam) e classifica elegantemente,
por meio da Cromodindmica Quéntica (QCD) [9, 10], o vasto espectro hadrénico — das in-
teragoes fortes — em familias baridnicas (e.g. protons e néutrons) e mesonicas (e.g. pions,
kaons e J/1).

Entretanto, apesar das exaustivas verificacoes experimentais de ambos os pilares da
fisica contemporanea, ha um certo consenso de que estes modelos matematicos nao sao
definitivos [11, 12]. Esta crenca estd vinculada as limitagdes conceituais que incompatibi-
lizam a formulagao da RG como uma teoria quantica de campo [13], e & impossibilidade de

deduzir, partindo de primeiros principios, os parametros fundamentais do Modelo Padrao

12
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(i.e. massas, cargas e acoplamentos).

Esta filosofia também encontra suporte na evolugao histérica dos paradigmas fisicos
[1], j& que estes sdo quebrados, principalmente, quando modelos teéricos tradicionais sdo
confrontados com novos experimentos em situagoes-limite. Neste contexto, esta a pre-
visdo da QCD [14] do desconfinamento de suas cargas de cor, que deve ocorrer quando
a matéria hadronica é submetida a condigoes extremas de densidade! ou temperatura?.
Nestes regimes, ¢ esperado que os graus de liberdade fundamentais da teoria (i.e. quarks e
glions) — normalmente confinados [15, 16] — sejam libertados por uma transicao de fase,
originando assim um exo6tico plasma de quarks e glions (QGP) [17].

Vale notar que comprovar a hipdtese do QGP tem se mostrado um vultoso desafio
teorico-experimental [18], pois mesmo dispondo de apropriados dados experimentais [19]
resta confronta-los com previsoes teoéricas quantitativas. Esta tarefa é particularmente em-
baragosa, isto porque, nessas condigoes extremas a teoria de perturbag¢des [10, 20|, uma
das mais tradicionais ferramentas teoricas, ¢ inaplicavel [21]. Atualmente, gragas a for-
mulacdo da QCD na rede euclidiana [16], intensivas simula¢des numéricas [14, 15, 22| tém
constituido a unica alternativa tedrica.

A discretizacao do espaco-tempo, caracteristica principal da formulacao na rede, cumpre
duplo papel: além de um regularizador — que torna bem-definidas as integrais funcionais
de Feynman — é também o elemento que mapeia teorias quanticas de campo em modelos
de mecéanica estatistica classica. Assim, uma série de ferramentas provenientes da mecéanica
estatistica é prontamente agregada aos tradicionais métodos aplicados as TQC. Este é o
caso dos métodos de Monte Carlo (MC) [22], das técnicas de escala de tamanho finito (FSS)
[23, 24], do grupo de renormalizacao [25| e da teoria dos fendmenos criticos [26, 27, 28|.

Muito embora esse ferramental permita-nos efetuar calculos essencialmente nao-pertur-
bativos, o que representa inegével avanco tedrico, devemos considerar que a necessidade
de supercomputadores para simulacoes numéricas de alta precisao impoe certos vinculos
operacionais. Portanto, para que maquinas convencionais possam ser empregadas [29], é
usual restringir os estudos a situacoes fisicas em que certos efeitos do campo fermiénico —
e.g. criacao e aniquilagao de pares virtuais — sao desprezados via aproximagao quenched.

Assim, também podemos definir um parametro de ordem para a transicao de descon-
finamento, o dito loop de Polyakov [14, 30|, que esta associado & energia livre de um

quark infinitamente massivo, sensivel portanto a quebra da simetria global discreta Z3 [o

'Como as encontradas em estrelas de néutrons extremamente massivas.
2Encontradas poucos milisegundos apés o Big-Bang, ou em aceleradores de ions pesados como o RHIC
e LHC.
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centro do grupo de gauge SU(3)|. Esta propriedade permite, segundo argumentos de uni-
versalidade [31, 32], o mapeamento da transi¢do de desconfinamento em teorias de gauge
SU(N) (quenched) na transi¢do de fase de modelos de spins Zy, esclarecendo algumas das
propriedades universais do QGP [33].

Logo, dada a importancia das simulagoes numéricas para o ramo da QCD a tempe-
ratura finita [14] e considerando-se a capacidade computacional disponivel, estudamos nesta
dissertagdo a teoria — consideravelmente mais simples — de Yang-Mills SU(2) [34] na
aproximagcao quenched, pois esta também traz consigo os ingredientes fundamentais da
QCD 3. Nossas investigacoes restringiram-se ao caso de 2--1 dimensoes, no qual a transi¢ao
de desconfinamento é de segunda ordem e pertence & mesma classe de universalidade do
modelo de Ising bidimensional [31].

Para evidenciar sua relevancia historica, o Capitulo 2 desta dissertagao é dedicado a
uma breve apresentacao das teorias de gauge, visando ilustrar os principios fisicos, assim
como as estruturas geométricas e algébricas que nortearam os desenvolvimentos iniciais do
tema. Como um exemplo concreto, o formalismo geral da QCD é apresentado e algumas
de suas previsoes, cruciais no estabelecimento da teoria, sao confrontadas com resultados
experimentais. Com vistas nas posteriores simulagoes numéricas, a formulacao da QCD na
rede euclidiana é construida. Por consistir tarefa nao-trivial, apresentamos cuidadosamente
a discretizagdo dos campos de gauge (e de matéria). Por fim, definimos um operador
invariante de gauge, conhecido por loop de Wilson, e mostramos — dentro do contexto da
aproximacao quenched — a sua relagao com o potencial confinante inter-quarks.

A transi¢do de desconfinamento na teoria de Yang-Mills (quenched) é tratada no Capi-
tulo 3. Como esta transicao de fase é um fenémeno critico, dedicamos a primeira secao do
capitulo a uma digressao sobre este topico. Em seguida, o formalismo da QCD a tempe-
ratura finita, empregado na investigacao da matéria hadronica em condicées extremas, é
introduzido e utilizado na deducao do loop de Polyakov. O capitulo termina com uma
revisao fenomenologica sobre a busca do QGP, onde enfatizamos a hipotese da supressao
do méson J/v, devida a blindagem dos potenciais inter-quarks, como um dos possiveis
indicativos do desconfinamento de cor.

O método de Monte Carlo, principal técnica computacional utilizada na presente in-
vestigacao numérica, é desenvolvido no Capitulo 4. Para tal, fazemos uso dos conceitos
de cadeias de Markov e ergodicidade, fundamentais para a exata compreensao da evolugao

temporal no tempo de Monte Carlo (termalizacao). Considerando que as simulag¢oes em

3Trata-se de uma teoria de gauge nao-abeliana para o grupo de Lie SU(2) que apresenta transicao de
desconfinamento a altas temperaturas.
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grande escala demandam grande poder computacional, urge a necessidade de alta eficiéncia
no processo de termalizacao, portanto, apresentamos uma série de algoritmos usualmente
empregados e, dentre eles, uma nova proposta, com ganho de desempenho de cerca de 25%
[35]. Esse capitulo incorpora ainda duas se¢bes sobre tratamento de erros numeéricos. Ja
que simulagdes de Monte Carlo sofrem tanto de erros numéricos estatisticos [36] — de-
vido aos algoritmos de termalizacao — como daqueles provenientes do tamanho finito das
redes empregadas (dai a necessidade de técnicas de FSS). A importancia destas técnicas é
ilustrada com o método do Cumulante de Binder [37|, utilizado para determinar a tempe-
ratura critica do sistema, e pela metodologia de extragdo dos expoentes criticos universais
da teoria. Sao também descritas técnicas de espectroscopia em QCD, para o calculo das
massas de blindagem do campo gludnico, utilizando correlatores invariantes de gauge —
entre loops de Polyakov — e mostramos que procedimentos de smearing 22|, empregados
na suavizacao de ruido, tornam-se fundamentais para a extracao das massas de estados
excitados (via métodos variacionais [33, 38|). O capitulo é encerrado com uma se¢do sobre
simulagdes de Dinamica de Tempos Curtos [39, 40, 41|. Estas sdo conceitualmente difer-
entes — e também complementares — ao tradicional método de Monte Carlo no equilibrio,
pois, utilizam-se de médias sobre condigoes iniciais (em oposi¢ao as médias “temporais”).
Surge assim a possibilidade da determinacao de classes de universalidade dindmicas.

O Capitulo 5 é sub-dividido em duas partes. Na primeira, mostramos os resultados
de nossas simulagbes numeéricas — para o modelo O(4) unidimensional e para a teoria
bidimensional de YM SU(2) — que visaram multiplas anélises dos algoritmos de terma-
lizacao. Na segunda parte, utilizando-nos das supracitadas técnicas numéricas, efetuamos
um estudo da transicao de desconfinamento propriamente dita. Os graficos e tabelas com-
preendidos nesse capitulo foram obtidos como resultado dos programas escritos pelo autor
e ilustram os conceitos teéricos previamente desenvolvidos.

No Capitulo 6 sumarizamos os principais resultados das nossas investigacoes e conclui-
mos com as suas implicagoes. Ha ainda dois apéndices (Capitulo 7) que objetivam majorar

a completeza do presente trabalho.



Capitulo 2
Teorias de Gauge

... Gauge invariance has no physical meaning, but must be satisfied for all
observable quantities in order to ensure that the arbitrariness of A and ¢ does
not affect the field strength. Rohrlich, 1965.

2.1 De Weyl ao modelo padrao

Principios de simetria e invaridncia tiveram suma importancia no desenvolvimento da
fisica contemporinea, como no caso das simetrias de calibre (gauge), que surgiram no
século XIX com a eletrodinamica classica [42] e, durante o século XX, nortearam a cri-
acao das modernas teorias quanticas de campo. Inicialmente, reconhecidas por sua beleza
matematica, as transformacoes de gauge despertaram, em 1919, o interesse do eminente
matematico Hermann Weyl [7]. Como profundo conhecedor da geometria diferencial e da
teoria dos grupos de Lie, Weyl iniciou (o primeiro) programa de unificagao da gravitagao
einsteniana [2] e do eletromagnetismo de Maxwell.

Sua observacao crucial foi que a conezdo afim ', sob mudancas de coordenadas, transfor-
ma-se analogamente a um potencial-vetor eletromagnético (submetido a transformacoes de
gauge) |7], conduzindo Weyl a idéia de que todas as interagdes fundamentais conhecidas até
entao constituiriam diferentes manifestacoes de uma tinica estrutura geométrica subjacente.
Para implementar sua idéia, Weyl propos novas familias de conexoes, que deveriam ser
invariantes por transformacoes locais de escala — i.e. uma espécie de gauge geométrico —

a fim de obter, em algum limite fisico, a almejada interacdo eletro-gravitacional.

!Entidade geométrica que define o paralelismo nos espagos-tempos curvos (Riemannianos) da RG. Por
isso, € também denominada de transportador paralelo.

16
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Apesar de matematicamente consistente, o formalismo contruido por Weyl carecia de
realidade fisica, isto porque as transformacgoes de escala — responsaveis pela pretensa
unificagdo — eram incompativeis com a existéncia de um comprimento caracteristico, como
por exemplo, o comprimento de onda Compton (i.e. h/mc), que surge no contexto da
mecanica dos quanta. De certa forma, estas limitacoes trouxeram & cena uma intrigante
hipotese: transformagoes de gauge poderiam agir sobre entidades nao-mensuraveis, como
a fase das fungoes de onda da matéria, ndao implicando em contradigoes fisicas.

A relevancia destas observagoes nao é evidente nos dominios da fisica classica, em
contraste com o seu contexto na mecancia quantica. Afinal, devido ao acoplamento minimo

—

(ie. P =7 — ieZ), a fase da fun¢do de onda 1 de uma particula carregada na presenca

do potencial-vetor eletromagnético A, modifica-se como

W — e A, (2.1)

gragas a transformagoes locais de gauge A(r,t) — do grupo de Lie U(1) — que deixam
(classicamente) os campos E e B invariantes. Notemos ainda que, fixando localmente a
fase de qualquer fun¢do de onda, também o fazemos globalmente [7], haja vista que o
potencial-vetor agird — em estrita analogia geométrica com a conexao de Weyl — como
um transportador paralelo da fase.

A forma sutil com que geometria? e transformacdes de gauge sao unificadas pela
mecanica quantica fez com que suas profundas repercursoes tardassem a surgir. Posteri-
ores desenvolvimentos datam de 1935, quando Hideki Yukawa propos um mecanismo para
explicar as interagoes nucleares, segundo um modelo em que estas for¢as seriam intermedi-
adas por um novo tipo de quanta, o pion (um anélogo massivo do f6ton eletromagnético).

exp(=Mer/h) __ yykawa

Como o potencial nuclear é de curto alcance — usualmente V' =
propos uma massa de cerca de 200 MeV para a nova particula, sendo portanto passivel de
verificacdo experimental [1].

No mesmo periodo, descobriu-se experimentalmente que as forcas nucleares sao inde-
pendentes da carga eletromagnética [1|. Assim, Werner Heisenberg propds que préotons e
néutrons poderiam ser descritos como dois estados distintos de uma s6 particula: o niicleon.
Logo, a for¢a nuclear deveria ser produzida pela presenca de cargas nucleares (ditas spin
isotopico), fontes dos mediadores de Yukawa.

Nos anos 50, considerando os sucessos da eletrodindmica quantica (QED), apresentavam-

se todos 0s gérmens necessarios a aplicagao de um principio de invariancia de gauge para

2No sentido do espaco interno dos grupos de Lie.
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as forcas nucleares. Portanto, em 1954, C. N. Yang e R. Mills [34] (YM) formalizaram
uma elegante generalizagdo do eletromagnetismo, substituindo o grupo de gauge U(1) por
uma extensdo ndo-abeliana: SU(2). A simetria interna desta teoria — assim referida para
contrasta-la as usuais simetrias espaco-temporais — implica em certas leis de conservagao
para o spin isotopico, matematicamente, semelhantes aquelas para o momento angular.

A principal consequéncia fenomenologica deste modelo é que o tripleto de pions (7°,

+ 77) foi identificado com os respectivos geradores de SU(2). Ja o dubleto nuclear (p,

T
n) foi associado aos dois possiveis estados (up, down) de um espinor, sobre os quais age o
grupo. Tipicamente, como os geradores de SU(2) sdo matrizes de Pauli, transformacoes de
gauge nesta teoria induzem rotagdes no espago interno das fungoes de onda nucleonicas [8],
permitindo portanto a transformacgao de prétons em néutrons e vice-versa, pela apropriada
troca de mésons.

No entanto, a existéncia de mediadores massivos nao podia ser realizada na teoria de
YM. Isto porque mediadores explicitamente massivos devem ser matematicamente des-
critos, na densidade lagrangiana da teoria, como mZAZA’C‘ — aqui A, é o potencial-vetor
generalizado em SU(2) — o que, infelizmente, destréi a invariancia de gauge do modelo.

Assim, o prognostico fisico para as teorias de gauge permaneceu desolador durante
quase duas décadas, até que nos anos 70, gracas a uma fortuita série de descobertas tedricas,
ocorreram radicais mudancas neste quadro. Um exemplo é a demonstracao de que teorias de
campo nao-abelianas, como YM, podem ser renormalizadas perturbativamente — devido
a propriedade de liberdade assintotica |10, 43] — o que produziu avangos teoéricos, na
compreensao das particulas elementares, nunca antes vislumbrados.

Dentre eles estd4 a unificacao eletrofraca, na qual as interacoes eletromagnéticas e nu-
cleares fracas foram fundidas em uma s6 teoria de gauge, cuja simetria SU (2) ® U (1)
é espontaneamente quebrada pelo mecanismo de Higgs [43], realizando assim a velha as-
piracao de Yang e Mills: a obtencao de mediadores massivos de curto alcance. Ja as
forcas-nucleares fortes puderam ser apropriadamente descritas quando, em 1973, a teo-
ria de Yang e Mills foi generalizada para o grupo de gauge SU(3), originando uma nova
dindmica quantica, atuante sobre particulas (subnucleares) dotadas de cargas de cor, dai
o seu nome: Cromodindmica Quéntica (QCD).

Conjuntamente, a teoria eletrofraca e a QCD formam o que se convencionou chamar de
o Modelo Padrao das Particulas Elementares, que contém em si o arcabouco tedrico com

que sao descritos fenomenos naturais em escalas tao microscépicas como 10716 metros.
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2.2 QCD: a teoria de gauge das forcgas fortes

Os primeiros marcos na edificagao da fisica nuclear deram-se em 1919, com a descoberta
do proéton [1], no célebre experimento de Rutherford do espalhamento de particulas «, e em
1920 com a sua conjectura sobre a existéncia do néutron (detectado, posteriormente, por
James Chadwick em 1932). Mas, a coexisténcia dessas duas espécies de particulas, em uma
diminuta regiao do espaco, colocava em cheque a estabilidade eletromagnética do ntcleo
atomico, o que indicava a existéncia de uma nova for¢a da natureza, a for¢a (nuclear) forte.

Durante os quase 40 anos que se seguiram a descoberta do néutron, centenas de ou-
tras particulas foram descobertas pelo progressivo uso de aceleradores de particulas [3].
De fato, este espectro de particulas elementares tornara-se tao vasto que, fisicos como
Geoffrey Chew, em 1962, questionando-se sobre conceitos de elementariedade no mundo
subatomico, criaram exéticos esquemas de classificacao, como o bootstrap? .

Nesse momento histérico a teoria dos grupos de Lie apareceu na fisica de particulas, pois
por meio dela era possivel justificar as regularidades experimentalmente encontradas. Ini-
cialmente, nao se adotaram mecanismos dinamicos e sim modelos estaticos, como o modelo
estdtico de quarks proposto por Gell-Mann e Zweig [3]. Em particular, com esta abordagem,
a interagdo hadronica (i.e. nuclear-forte) pode ser bastante simplificada, introduzindo-se
apenas um novo postulado, a existéncia de trés tipos — ditos sabores — de particulas
subnucleares, dotadas de cargas elétricas fracionarias, que receberam o inusitado nome de
quarks — up (u), down (d) e strange (s). Com esta hipotese tornava-se natural interpretar
o espectro de particulas hadrénicas como estados ligados, ou seja, pares de quark e anti-
quark ou trios de quarks — que originariam, respectivamente, mésons e bdrions — com
simetrias ditadas pela teoria de grupos.

A confirmacao indireta da existéncia dos quarks entrou em cena com o advento dos ex-
perimentos de espalhamento inelastico profundo (DIS) [3, 4], realizados em aceleradores li-
neares. Nestes experimentos, elétrons altamente energéticos eram lancados contra prétons-
alvo, produzindo uma série de novos hadrons. Mas, apesar das distribui¢oes angulares das
particulas resultantes serem compativeis com a existéncia de quarks puntiformes*, vagando
livremente no interior dos prétons, nenhum deles fora diretamente detectado.

Portanto, os experimentos de DIS configuravam um enigma, ja que este confinamento
nuclear deveria ser explicado por uma teoria de natureza dindmica, que contivesse —

em algum limite — o bem-verificado modelo estatico de quarks. Algumas abordagens

3Em que cada espécie de particula elementar é composta, e compde, todas as outras.
4Também denominados como pdrtons: partes do préton.
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fenomenologicas foram esbogadas, como no caso dos modelos de sacola e da corda, que em

aproximacao semi-classica, usando potenciais inter-quarks como

Vag (1) = % +or, (2.2)

previam o confinamento, a liberdade para pequenas separacgoes inter-quarks, além de re-
produzirem o espectro das massas de mésons pesados [3].

Mas, claramente, estes modelos necessitavam de apropriada fundamentacao, o que foi
apontado com a descoberta de certos estados ligados de quarks —e.g. A™ = (u TuTu )
— que apresentavam aparentes violagoes do principio de exclusdo de Pauli [3]. Para con-
tornar este problema era preciso diferenciar os trés sabores de quarks. Cunhou-se entao
um novo nimero quantico: as cargas de cor (usualmente ditas verdes, vermelhas e azuis),
de cuja interagao deveria, supostamente, surgir a forca forte.

Em 1973 foi construido o atual formalismo para a descri¢cdo das interagoes entre cargas
de cor. Tratava-se da Cromodinamica Quéantica|l0|, cujas raizes provém da extensdo da
teoria de gauge de Yang-Mills para o grupo de gauge SU(3) [8]. Na QCD, os 8 geradores de
SU(3) sdo associados a particulas mediadoras bosénicas, que transportam simultaneamente
um par de cor e anti-cor — os gliions — cuja agio sobre os campos coloridos de matéria (i.e.
de quarks) é representada pelas rotagoes de espinores complexos, em analogia as rotagoes
do spin isotopico do formalismo de YM SU(2).

A QCD respeita as invariancias relativistica e de gauge, através da seguinte densidade

lagrangiana

8 nyg
1 apv a (s
Locp = =7 ) F™Fi, + ) i (V" Dy —my) ¥y, (2.3)
a=1 J=1

cujo primeiro termo descreve a interacdo — nao-trivial — dos campos de gauge® e cujo
segundo termo descreve a evolugao dos campos de matéria — 1); representa campos mas-
sivos (m;) de Dirac para n; diferentes sabores de quarks (u, d, ¢, s, t, b) . J4 o termo

~v* denota matrizes de Dirac [9], que podem ser expressas em termos das bem conhecidas

0 —in 1 O
o = _ 2.4
Y [ io; 0 ] V4 [ 0 1 ] (2.4)

5Note que as somas sobre os indices gregos de espago-tempo sdo implicitas, mas a soma sobre os indices
latinos de cor é explicitada.

matrizes de Pauli como
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Vale notar que o acoplamento minimo, responséavel pela interacao entre ambos os termos

da lagrangiana, é introduzido valendo-se da derivada covariante, D, definida por

D, =0, —1ieA,, (2.5)
sendo e, a carga de cor, com a qual é definido o acoplamento de gauge da QCD

62

oy = ﬁ (2.6)

Mas, ao contrario da QED, a QCD é uma teoria nao-abeliana. Logo, os seus bosons
mediadores possuem cargas de cor, sofrendo assim auto-interagdo. Para vé-lo, observemos
que o campo de glion ¢ escrito como A, = > t*Aj, onde A} (com a = 1...8) sdo as
componentes de cor dos campos de glion. Os t* sdo os geradores do grupo SU(3), em sua
representagio fundamental [44], tais que [ta, tb} = iCyut®, com Cy,. constantes de estrutura
do grupo (normalizadas como T'r [t“tb] = ‘%b) Entao, o tensor de campo gludnico é definido

em termos das derivadas covariantes como

I [D;;, D] = 9,A% — 9, Al — escabcAZAg. (2.7)

A teoria resultante é invariante sob transformacoes locais de gauge, ou seja, sendo

A = A (7,t) uma quantidade que assume valores em SU(3) e transforma os A, e F},, como

1
Al = ANANT - — (0, M)A, (2.8)
F, =AF, A", (2.9)

a densidade lagrangiana preserva sua forma funcional sob estas transformacoes.

Ainda em estrita analogia ao eletromagnetismo as equagoes de Euler-Lagrange [20]
podem ser aplicadas. Nesse caso os A" desempenham o papel de variaveis independentes,
de onde sao obtidas as equacgoes de movimento para os campos classicos. Essas equacoes

sdo uma generaliza¢do ndo-abeliana da eletrodinimica. A saber 7]

D*F,, = 0"F,, —ies [A", F*] = j,, (2.10)

é o correspondente nao-abeliano da equacao tensorial, que no eletromagnetismo classico
[42] resulta na divergéncia de E e no rotacional de B. O mais notéavel é que a corrente j, é

uma combinacdo linear dos (j, ) = e, 7,t*1), com t* geradores do grupo SU(3). Portanto,
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a corrente também é um operador, tendo uma dire¢ao no espaco interno.
Por outro lado, existe um outro conjunto de equagoes, conhecidas por identidades de
Bianchi, que nao provém do principio de minima ag¢ao, mas sim das simetrias espaco-

temporais do tensor F),,

D,F,y+ DyF., + D,F, =0, (2.11)

por sua vez, essas equagoes corresponderiam, no caso maxwelliano, a divergéncia de B e
ao rotacional de E.

Ja a contraparte quantica das teorias de gauge nao-abelianas é obtida pelo método de
Feynman, com o qual é possivel calcular os valores esperados de operadores de campo —
e.g. via teoria de perturbagao — que transportam informagoes fisicas sobre o sistema.
Para a QCD os valores médios dos observaveis — e.g O(A,,,v,1)— podem, em principio,

ser calculados mediante a seguinte expressao

(O(A,,¥,0)) = %/DAMD¢DEO(AM,¢,E)eiS, (2.12)

onde

Z = / DA /Dy Dipe™® (2.13)

é o gerador funcional, que se expressa em termos da agdo S = [ d*zLgcp.

Uma vez quantizada, a QCD permite que sejam feitas notaveis previsdes experimentais.
Talvez a principal delas seja a “Liberdade Assintotica” [4, 10], que garante a consisténcia
da teoria de perturbagao em processos a altas energias. Essa propriedade é dedutivel de
anélises rigorosas, via grupo de renormalizagdo, e mostra que a forga forte torna-se progres-
sivamente mais fraca & medida que os quarks interagentes sao aproximados, justificando
portanto diversos modelos fenomenoldgicos [3].

A liberdade assintotica também guarda estrita relagao com o comportamento da “cons-
tante” de acoplamento da QCD (2.6), que depende drasticamente da escala de momentos

|¢?|, haja vista seu comportamento

s (1) = it
SNV = (WIN, = 2N In (2] /A2)

onde N, e Ny sao, respectivamente, o nimero de cores e de sabores presentes, enquanto o

(2.14)

fator de escala A — que emerge espontaneamente na quantizagao da teoria — é compreen-
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dido no intevalo 100MeV < Ac < 500M eV .

O suporte experimental que inicialmente confirmou a QCD era devido a processos a
altos momentos, nos quais diversas técnicas analiticas (desenvolvidas nos anos 40 e 50 para
uso na QED) podiam ser empregadas. Por exemplo, citamos a determinagido do nimero
de cargas de cor presentes na teoria, que é calculavel pelas taxas de transicao em processos
de producao de hadrons por colisdes leptonicas (e.g. elétron-positron), neste caso a taxa
medida é dada por

o(ete™ — hadrons)

R= (2.15)

olete” — ptp)
! ionai drado d ltrica Q2
o que resulta em uma soma (com termos proporcionais ao quadrado da carga elétrica Qe)

de quarks e anti-quarks (¢q). Considerando os sabores u, ¢, d, s, b (e suas respectivas cargas

elétricas fracionarias) tem-se R %NC% [9], o que experimentalmente indica No = 3.

IIIIlAIIlIlII‘II

n i s 313 Yl 113
r e 0% > %7 ¥ T Y T
oAMY  oCRYSTALBALL [OJADE  4MABEJ  nTASSO
#CELLD ::CUSB $LENA  9YMD-I ITOPAZ
@CIE0 aDASPI #MAC #PLUTO  xVENUS
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By (GeV)

Figura 2.1: Decaimentos lépton-hadron e a determinagdo do niimero de cargas de cor [3]

Existem ainda outras previsoes perturbativas, como correcoes quanticas para as fungoes
de escala (para quarks pontuais), que sdo experimentalmente verificaveis nos DIS. Estas
corregoes sao conhecidas como violagdo de escala de Bjorken [22], sendo produzidas pela
sub-estrutura (virtual) que emerge da interagao entre gliions e quarks. Atualmente, a QCD
é a tnica teoria capaz de prever de forma natural este tipo de correcoes, indicando portanto

um consideravel triunfo teorico.



CAPITULO 2. TEORIAS DE GAUGE 24

Figura 2.2: Diagrama de Feynman para o espalhamento inelastico profundo (DIS). Ref. [3]

Persiste entretanto um problema técnico: a forma funcional de (2.14) remete a uma
quebra na teoria de perturbagoes (em séries de poténcias de «ig) para os regimes de baixos
momentos. Isto implica a impossibilidade de demonstrar analiticamente o fenomeno de
confinamento. Dai a necessidade de desenvolver técnicas nao-perturbativas de calculo que
permitam decidir se a QCD pode realmente acomodar a nao-observagao de quarks e glions

isolados.

2.3 Confinamento e a rede euclidiana.

Como vimos na se¢ao anterior, devido as peculiaridades da QCD em certos regimes,
fazem-se necessarias abordagens nao-perturbativas para o calculo de observéaveis. Uma das
possiveis alternativas é oferecida pela formulagao da QCD na rede Euclidiana [22, 25], que
permite uma rigorosa definicio matematica da teoria, além de descortinar a possibilidade
de célculos numéricos.

Usualmente, o método de discretizacao utilizado na construcao da rede euclidiana con-
siste na partigdo do espago-tempo em N3 x Nr células hiperciibicas de lado a, o que induz
uma substituicao de derivadas parciais por diferencas finitas e de integrais por somas. To-
davia, a aplicacao deste procedimento produz quebra da invaridncia de gauge da teoria,
indicando portanto, a necessidade da adogdo de reformulagoes (no discreto) da agao ori-
ginal, que preservem a invaridncia de gauge e recuperem, para a — 0, a acdo da QCD no
continuo.

A formulagdo de Wilson [16]| permite alcangar parcialmente o objetivo proposto, uma
vez que este esquema lida apenas com o primeiro termo da lagrangiana (2.3), originando
assim a agao para a interacao entre glions. Os elementos essenciais dessa abordagem sao

conhecidos por varidveis de link (ou elos) e consistem em representagoes do grupo SU(3)
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que habitam cada aresta da rede. Se denotarmos por P a ordenacgao temporal e por i um
versor que parte do sitio x da rede, podemos escrever a variavel de elo U, (z) em termos

dos campos gluonicos A, (z) como

U, (z) = Peiesw )7 deAu(a) (2.16)

A interpretagdo geométrica para os elos (2.16) é bastante interessante, pois além de
serem elementos de SU(3), os elos também agem como os transportadores paralelos que
propiciam o deslocamento espacial dos campos gludnicos. Estas propriedades sugerem que
as quantidades invariantes, necessarias a construcao da almejada acao, possam ser obtidas
do produto de elos ao longo de trajetorias fechadas. Por exemplo, tomando o produto

ordenado dos 4 elos de um quadrado elementar, obtemos a plaqueta

P =U,(x)U, (x+ pa) Ut (x4 pa) U, (). (2.17)
n+0 U:L(“'['O ) n+{i+¢
<%
ulm y A Un+f)
o
G U m) n+))

Figura 2.3: Plaqueta: produto ordenado dos elos ao longo de uma célula elementar da
rede. Ref. [22].

O trago desta quantidade, segundo a teoria dos grupos [8], fornece um invariante de
gauge que serve aos nossos propoésitos. Haja vista que as transformagoes de gauge (na
rede) [22] dos elos

U (z) = g (@) Uu () g~ (2 + fia), (2.18)

sdo geradas pelos elementos g(x) de SU(3), ndo alteram o valor do traco de (2.17) e recaem
em (2.8) no limite do continuo [25].
Portanto, segundo a abordagem de Wilson [16], podemos construir uma acao dis-

cretizada para campos de gauge — para quaisquer teorias & la YM com grupos SU(NV)
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e em d-dimensoes — utilizando a seguinte defini¢ao

Saw [U] = gz > {1 - %Re(TrPW)} : (2.19)

r  p,r=1
que apresenta todas as propriedades requeridas. Para verificd-lo [25], notemos que ao

considerar deslocamentos infinitesimais em (2.16), temos em boa aproximacao

U, () = @ ~ 1 tjeaA, (z) + ..., (2.20)

assim com

A (x+av) ~ A, (z) +ad A, (x). (2.21)

Portanto, substituindo (2.20) e (2.21) em (2.17), e considerando a relagio de Baker-
Campbell-Hausdorff e?e¥ = e**v+=ul+ pode-se mostrar [25] que

P, ~ 1+ia*e,F,,, — a'e?F,, F,, + O(¢e)), (2.22)

onde, F,, = A A (x) — A A, (x) + [Au(z), A ().

Assim, substituindo (2.22) em (2.19) e utilizando 3 = 2N - (ega‘l’d)*l, obtemos (no
continuo euclidiano) a agdo gluénica ao tomarmos (conjuntamente) os limites a — 0 e
N g X Np — o0.

Portanto, emerge assim uma situagao bastante sutil: o limite do continuo deve processar-

se como um fendmeno critico, ajustado pela constante de acoplamento da acao (2.19) —

2
s

sendo o ponto critico dado por § — oo (i.e. e — 0). Esperamos obter uma transigao de
fase de segunda ordem em relagdo ao parametro 3, cuja conseqiiéncia é uma transformagao
suave entre o regime no discreto (onde invariancias translacionais e rotacionais estao que-
bradas) e o regime do continuo (onde tais simetrias sdo restauradas). Como exemplo, por
meio de técnicas do grupo de renormalizagao [22], observamos que no caso quadridimen-

sional o espagcamento de rede a relaciona-se & constante de acoplamento nua e; por meio
de

o= %e—l/(%éﬁo), (2.23)

onde () (adimensional) e A (com dimensdo de massa) sdo constantes de integragio.

Resta-nos contudo, definir um tratamento apropriado para os campos de matéria. Este
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é o ponto mais sensivel da abordagem na rede, ji4 que mesmo ap6s varios anos de intensa
investigagao, ndo ha uma implementagao que seja plenamente satisfatoria [25]. O principal
problema conceitual surge quando tentamos discretizar a acao de Dirac, que descreve os

campos ¢ dos quarks submetidos ao acoplamento minimo

SDirac = /d4$a (Z’YMDM - m) wv (224)

utilizando apenas as substituicoes

— — - —
oy W(T+k)—y(T " 4
() ERTN g, - Y
xr

Infelizmente, a acao resultante apresenta um grande inconveniente, o ntimero de sabores
de férmions é duplicado para cada dimensao do espaco, o que impede que tenhamos um
limite do continuo fisicamente razoavel. Uma das solugoes, aventada por Wilson [25],
consiste na adicao de certos contra-termos a acao discretizada, o que elimina artificialmente

a existéncia destas indesejadas duplicacoes. Assim, Wilson propos a seguinte acao

Sow (U.6,0) = X, (#,Q U], )
(2.25)

Q@ [U]yx = 5ya: - KJZM 5y,x+;1 (1 + 7“) UM (ZL‘) )

onde k = é o parametro de hopping, expresso em termos do espagamento de rede a e

1
2am+8
da massa m do quark. Apesar de apresentar efeitos de discretizacao relativamente severos
esta formulacao para férmions é ainda a mais usada em simulagoes da QCD na rede.

A ultima etapa da formulacao da QCD na rede euclidiana é alcangada ao formalizarmos
o processo de quantizacao por meio de integrais de Feynman. Aqui, a rede euclidiana tem
a propriedade de permitir uma rigorosa definicio das medidas invariantes, essenciais as
integrais funcionais, ja que consiste em um regularizador nao-perturbativo.

Nesse formalismo, a principal quantidade resultante da quantizacao é a versao euclidi-

ana do funcional gerador (2.13), também conhecida como func¢do de parti¢ao

Z = / DU Dy DgeS10#4], (2.26)

cujas medidas invariantes DU (de Haar) e Di)D1) sdo definidas, na rede (i.e. com x = na,

ne N), como
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DU = ﬁ ﬁ dU,(na), (2.27)

n=1pu=1
o ny oo 4 ny oo 4 .
DDy = [T dvema) [T TT 1T dv%(na). (2.28)
a=1n=1 « b=1n=1 g3

Em analogia ao caso (2.12) os valores médios assumidos pelos observaveis fisicos O(U, 1, 1))
podem ser calculados, em estrita semelhanca formal & mecanica estatistica, por meio da

seguinte expressao

(OU, ¥, ¢)) = % / DU Dy DYO(U, 1, p)e™. (2.29)

Finalmente, devemos mencionar que a parte fermionica da expressiao acima ¢é bilinear
nos campos de matéria, o que a torna exatamente integravel — usando calculo de Grass-
mann [22] — assim, a expressdo para a funcdo de parti¢do (2.26) pode ser finalmente dada

por

7 = / (DU e Wdet (Q [U]), (2.30)

onde det (Q [U]) denota o determinante ndo-local da matriz @ [U] definida em (2.25). Para
uma simplificagdo ulterior, afirmamos que ha indicios experimentais [25] apontando que
em certos regimes (e.g. ao considerarem-se apenas quarks com massas elevadas) os loops
de quarks® — descritos por det (Q [U]) — tornam-se pouco relevantes. Esta é a motivagao
para a aproximacdo quenched, na qual tomamos £ — 0 em (2.25) a fim de obtermos
det (Q [U]) = constante.

Tendo concluido a construcao da QCD sobre a rede euclidiana, retornemos a nossa
motivagao original, ou seja, computar quantidades inacessiveis a usual teoria de pertur-
bacoes. Em particular, o estudo de estados ligados do tipo quark-antiquark nos é de grande
valia, haja vista que trata-se de um problema-modelo para o confinamento, cujo espectro
experimental (i.e. de mésons) é bem conhecido.

Portanto, tomemos como exemplo [22] o estado (invariante por transformagoes de

gauge)

Was (17 = 7|, it =0)) = %o (T,0)U(T,0,7,0) U5 (7,0) ) , (2.31)

6 Terminologia que denota a geracdo de pares virtuais de quark-antiquark a partir do campo de gliions.
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definido em termos do estado fundamental |Q2), do transportador paralelo

v —

ie dz'A;( 27t

U(.0.7.0)= 7 ), (2:32)
e das funcdes-de-onda 1, (7', 0) e 13 (7,0) que representam, respectivamente, um quark
e um antiquark localizados em (77,0) e (7/,0). Dado que a propagacdo deste estado, no
tempo imaginario, é descrita pela funcdo de correlagao G <?’, ?, T, Y, 0,), definida

como

G(7 0 72 7.0,) = (T -Flit= V(7 -Flit=0), (239

podemos extrair o espectro de energias deste sistema por meio da analise dos modos de
decaimento de (2.33).

No caso em que a aproximacgao quenched é utilizada, considerando um par de quarks
estaticos infinitamente massivos’, foi demonstrado por Wilson que o cilculo da funcio de
correlacao fica simplificado para

G(Z, 7,77, 7,0,) o< <eiede“Au<Z>> — W [A], (2.34)

Mgq,Mg—o0

onde W [A] é uma grandeza invariante de gauge, denominada loop de Wilson, que pode ser
escrita em termos de (2.16) como

W [A] = Tr , (2.35)

[[o

leC

por meio do contorno retangular C de integragdo com vértices em (7,0),(7,0),(7,7) e
(7,7)-

70 que é fisicamente aceitavel para mésons pesados como c¢ ou bb.
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Figura 2.4: O loop de Wilson. Ref. [22].

O loop de Wilson guarda portanto [16] intrinseca relacdo com o potencial estatico entre
um par quark-antiquark separado por uma distancia R = |7 — 7|, o que é expresso pela

relagao

V(R) = — lim %m (W [A]). (2.36)

T—o0
Logo, a demonstracao de que esta grandeza apresenta crescimento proporcional a distancia
R, para R — oo, configuraria clara evidéncia do fendomeno de confinamento.

De fato, quando o parametro 5 de (2.19) é pequeno, pode-se mostrar — por expansao
de acoplamento forte [16] — que W [A] respeita a lei de drea [25], implicando um potencial

(2.36) com comportamento linear

V(R) = oR, (2.37)

em que a constante o, em analogia a (2.2), é conhecida como tensdo de corda. Por outro
lado, para efetuar o mesmo célculo no regime de § — oo — i.e. o limite do continuo —

fazem-se necessarias sofisticadas técnicas numeéricas.



Capitulo 3
A Transicao de Desconfinamento

Some things have to be believed to be seen — Ralph Hodgson.

3.1 Transicoes de fase e fend6menos criticos

Esta secao destinada-se a uma breve revisao da teoria classica das transicées de fase,
em especial as transi¢oes de segunda ordem, ja que dentre os fenomenos criticos a elas
associados, deve estar a transicdo de desconfinamento da QCD. Como guias heuristi-
cos utilizamos alguns exemplos cotidianos [27, 26, 28|, como as transi¢oes liquido-gas e
magneto-paramagneto, antevendo assim a introdugao dos conceitos que, posteriormente,
aplicaremos na analise dos dados gerados por nossas simulagoes numéricas.

De forma sintética podemos dizer que o comportamento termodindmico de um sistema
fisico é sumarizado pelos seus diagramas de fases. Estes diagramas, por sua vez, constituem
a representacao geométrica — em geral, apresentados como projecoes bidimensionais —
de uma certa relagao funcional, chamada equacao de estado, que é construida a partir de
alguns poucos parametros termodinamicos relevantes a descrigao macroscopica do sistema
(e.g. Pressdo: p, Densidade: p e Temperatura: T).

Um exemplo classico é o diagrama P-T (representacdo grafica no plano Pressdo vs.
Temperatura) de uma substancia como a agua. Nesse diagrama constatamos a presenca
de linhas continuas que delimitam a coexisténcia das fases solida e gasosa (linha de su-
blimagao), solida e liquida (linha de fusdo) e liquida e gasosa (linha de pressao de vapor).
Observamos ainda certos pontos de interseccao, como o ponto triplo, que reflete a coexistén-
cia das trés fases. Matematicamente, as linhas de coexisténcia denotam descontinuidades

do funcional de estado, ou seja, ao cruza-las certas propriedades fisicas do sistema em

31
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questao — e.g. calor especifico ou densidade — sofrem abrupta mudanca, caracterizando
uma transi¢ao de fase dita de primeira ordem.

Contudo, sao as regides criticas, assinaladas pela presenca de pontos criticos — como
os delimitadores do final das curvas de coexisténcia — que apresentam a fenomenologia de
mais acentuada sutileza. Isso porque, nos estritos arredores de tais regioes a distingao entre
fases contiguas é suavizada, desaparecendo por fim quando o ponto critico ¢ alcancado.
Nesse caso, os funcionais de estado do sistema nao apresentam descontinuidades — muito
embora suas primeiras derivadas possam apresenta-las. Assim, é usual denominé-las como

transicoes de fase de segunda ordem.

’ Liquid
Fusion __ iy
urve P
Bl ‘ ,
' ————
3
Solid " b \
Vapour H=0 i ;
pressure curve | 1e ! i
Sublimation— Clas l l ‘ b
curve
Triple point
1
T T

Figura 3.1: A esquerda, diagrama P-T ilustrando transicoes solido-liquido-gas. A direita,
diagrama H-T ilustrando transi¢bes magneto-paramagneto. Ref. [27].

Ressaltamos também que em certos sistemas a definicao de um pardmetro de ordem,
como a diferenga de densidades entre a fase liquida e a gasosa da agua (i.e. prquido — PGs),
simplifica consideravelmente a caracterizacao da transicao. Haja vista que este parametro
assume valores bem definidos — nao-nulo em uma das fases e nulo na outra — sendo seu
modo de varia¢do um determinante da ordem da transigio (i.e. variagdo continua: segunda
ordem ou descontinua: primeira ordem).

Outra faceta intrigante a respeito dos fendmenos criticos é que eles apresentam compor-
tamentos universais, ou seja, mesmo sistemas fisicamente bastante dispares, como liquidos
e ferromagnetos, podem apresentar comportamentos muito semelhantes na regiao critica,
o que fundamenta sua classificacdo em familias (ditas classes de universalidade). Via de
regra, todas as grandezas fisicas que divergem na regiao critica, como a susceptibilidade
magnética ou o calor especifico, o fazem segundo certas leis de poténcias, cujos expoentes

(ditos ezpoentes criticos) sdo os elementos-chave para a supra-referida classificacio.
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Figura 3.2: Comportamento critico universal de uma série de substancias quimicas ajustado
por um polindmio cubico. Ref [27]

Muito embora estejamos nos deparando apenas com fatos fenomenolégicos, é sabido
que existe uma contrapartida teérica que suporta a hipoétese de universalidade. Para
exemplificd-la abordaremos dois modelos de mecanica estatistica bastante simples: o mode-
lo de Ising e o gés de rede. Dessa forma, ficara evidente que um reduzido conjunto de ingre-
dientes matematicos — i.e. simetrias, dimensionalidade espacial e do parametro de ordem
— regem a criticalidade independentemente da interacao local entre as partes integrantes
do sistema (hipdtese de escala).

O modelo de Ising, proposto por Wilhelm Lenz em 1924 a Ernst Ising para sua tese de
doutorado, consiste na primeira, e mais simples, tentativa de explicar o magnetismo por
meio de interacoes locais entre spins vizinhos (situados nos vértices de redes d-dimensionais).
A forma da interagao entre spins-vizinhos é bastante simples, pois quaisquer spins S; as-
sumem valores 1, em uma s6 dire¢do espacial. Logo, sua hamiltoniana de interagao (com

campo magnético externo B) é definida por

Hlsz'ng: _JZSZS] _BZSM (31)
(4,3) (4)

de modo que este modelo, na auséncia do campo B, ¢ exatamente solivel em até duas
dimensoes.
Uma das principais propriedades do modelo de Ising é que ele apresenta, em dimensoes

iguais ou superiores a dois, uma transicao de fase de segunda ordem, na qual a magnetizagao

m=> S, (3.2)
(i)
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assume o papel de parametro de ordem do sistema. Assim, & medida que resfriamos
o sistema, aproximando-nos da temperatura critica 7., ocorre uma progressiva ordenagao
(espontanea) dos spins, que quebra a simetria global de inversdo do modelo, caracterizando
um fendmeno (cooperativo) de longo alcance.

Este tipo de comportamento é corroborado pela observacao da existéncia de divergén-

cias em quantidades como a susceptibilidade magnética

X = <g—g)T = ((S:S;) — (Si)Q) JkBT, (3.3)

que fornece a correlagao entre spins distantes, cujo comportamento — uma lei de poténcias

com expoente critico universal v — ¢é dado por

X |T =T, 7, (3.4)

e enfatiza o desaparecimento de escalas caracteristicas no sistema, assim como o previsto
pela hipdtese de escala |27, 28].
Adicionalmente, na regido critica, também sao regidos por leis de poténcia o compri-

mento de correlagao (&)

E=T-T,|", (3.5)

o calor especifico c e a propria magnetizacao m

¢~ |T— T,

3.6
m~ |T —T,", (36)

cujos expoentes criticos v, a;, (3, em conjunto com -, determinam uma classe de universa-
lidade.

J4 o modelo do gas de rede, assim conhecido porque representa fluidos em redes d-
dimensionais, presta-se a uma descri¢do (simplificada) da transi¢do de fase liquido-géas.
Para implementa-lo, é postulado um potencial que atua entre pares de moléculas, situadas

respectivamente, em posicoes i e j

1=7—V=00
ivizinhodej —V =J (3.7)

outros casos — V =0,

a fim de mimetizar a interacdo de Lennard-Jones. Assim, cada célula espacial e; pode ser
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etiquetada por com um digito. Por exemplo, e; = 0 significa sitio desocupado, enquanto

e; = 1 indica ocupado.

Figura 3.3: Transicao ordem-desordem em um gés de rede. Note o aparecimento de clusters
de todos os tamanhos para T' = T, (e), (f). Ref [27]

Apesar de bastante simples, o modelo do gés de rede permite uma boa descri¢do do
intrincado fendomeno da opalescéncia critica, cuja completa compreensao desafiou fisicos
teoricos durante décadas [27]. A opalescéncia critica faz-se presente em sistemas fluidos
que se encontram muito préximos ao ponto critico, propiciando um dréstico espalhamento
luminoso em todos os comprimentos de onda visiveis.

A explicagao teoérica mais eficaz destes fatos experimentais afirma que, na regiao critica,
ocorrem fendmenos cooperativos no fluido, em estrita analogia aqueles encontrados no
modelo de Ising, gerando diversos agrupamentos de moléculas — com estruturas auto-
similares, ou fractais — que propiciam o surgimento de um peculiar espalhamento lumi-

noso.
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Figura 3.4: Ao atingir 7' = T, (d) a mistura de ciclohexano-anilina exibe o fenémeno da
opalescéncia critica. Ref [27]

A presenca de diversas semelhancas fenomenolégicas em ambos os modelos supra-
mencionados, como os seus comprimentos de correlacao divergentes e os seus comporta-
mentos cooperativos, indicam que possamos inter-mapeé-los [27], ainda que formalmente
— como de fato é o caso — de modo a inseri-los em uma mesma classe de universalidade.
Entao, fica patente que fendmenos ao redor de pontos criticos nao dependem rigidamente da
natureza local das interagoes envolvidas, havendo portanto, uma suavizagao (dos detalhes
finos) destas interagoes por causa de correlagoes de longa distancia.

Além de gerais, esses conceitos também permitem que efetuemos poderosas previsoes.
Citemos por exemplo [14, 31| a existéncia de classes de universalidade que associam o
comportamento de teorias quinticas de gauge d-dimensionais a temperatura finita — na
aproximacao quenched para os grupos SU(N) — e de sistemas cléassicos de spin (d-1)
dimensionais com simetria global Zy. Isto é devido a correspondéncias (excepcionais)
entre estes sistemas, como por exemplo, os parametros de ordem — loop de Polyakov e
Magnetizacao! — serem ambas grandezas vetoriais e os grupos globais Zy constituirem-se
nos centros dos grupos de gauge SU(N).

Portanto, uma quebra espontanea de simetria dos centros dos grupos SU(N), como

!Enquanto o loop de Polyakov relaciona-se & energia necessaria para produzir um quark livre na QCD, a
magnetizacao é relacionada & organizacao interna de um sistema de spins. Portanto, ambos sdo parametros
que permitem-nos distinguir entre as diferentes fases de cada um dos sistemas.
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ocorre na transi¢ao de desconfinamento (vide demonstragao na proxima segdo), estara uni-
versalmente associada [31] & transi¢do ordem-desordem — e.g. magnetizagdo espontanea

— de sistemas de spins com simetrias globais Zy.

3.2 QCD a temperatura finita e o plasma de quarks e

glions.

O estudo de campos quénticos a temperatura finita é o objetivo da teoria térmica de cam-
pos [45], que adotando tempos euclidianos (imaginarios), admite uma natural introdugao
do conceito de temperatura de equilibrio® [14, 45] do sistema. Quando regularizadas, no
ambito da formulagao na rede, essas teorias de campo tornam-se (formalmente) modelos de
mecénica estatistica classica, descortinando portanto, a computacdo (numeérica) de vasto
espectro de grandezas termodinimicas analiticamente inalcangéaveis [21]. Como exemplo,
estudos numéricos da QCD [14] revelaram que em condigbes extremas, de densidade ou
temperatura, a matéria hadronica apresenta uma transicio de desconfinamento de cor
[17, 19] que produz o exé6tico Plasma de Quarks e Glions (QGP).

Para os nossos estudos da QCD a temperatura finita, utilizaremos o método de quan-
tizagdo de Feynman|[10], com o qual construimos a funcdo de parti¢do (canonica) [14] da

teoria

Z(V,T) = / DADy DijpeSp(AvovT) (3.8)

cuja dependéncia nos campos quénticos — i.e. ¥,9 e A — e na temperatura de equilibrio

T, é descrita pela seguinte acdo euclidiana (no continuo) a temperatura finita

1/T 18 oo
Sp = / dz, / Pay(—7 S FWEL + 3 T (D" —my)dy). (39)
0 A=1 Jj=1

Para regularizar a integral de trajetoria de (3.8) utilizamos a discretizagdo espago-
temporal dada por uma rede com N2 x N, sitios de espagamento a. Portanto, o volume e
a temperatura em (3.9) sdo, respectivamente, escritos como V = (N,a)® e T~! = N, a.

Nesse caso, o limite do continuo é obtido tomando simultaneamente a — 0 e N, — oo de

tal forma que a temperatura fisica permaneca fixa. Assim, vale ressaltar que para introduzir

2Neste formalismo a dimens3o temporal t é submetida a condicdes periddicas de contorno, sendo iden-

tificada com o inverso da temperatura de equilibrio T pela identificacdo: ifit — %
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uma escala fisica (e.g. em MeVs) nas temperaturas de rede (i.e. 7' = N,a) devemos
calibré-las, confrontando os célculos (na rede) com certas quantidades experimentais®.
Como na mecénica estatistica a fungdo de parti¢do (3.8) é conectada [14]| & densidade

de energia livre (f) pela relagao

T
f:—van(V,T), (3.10)

sdo validas as seguintes relagoes entre (3.10), a pressdo (P) e as densidades de energia (¢)

e entropia (s)

P=—f, “F=TL (%), =l (3.11)

T4 ar \14 T3 T4

Por outro lado, este formalismo também possibilita-nos o calculo de quaisquer outras
quantidades termodinamicas —i.e. O(A, ), ) — como, por exemplo, funcdes de correlacio

de N-pontos. Para fazé-lo, é utilizada uma prescrigio analoga a (2.29), isto é

_ [ DADYDYO(A, ¢, )e

O [ DADyDype=5» ’

(3.12)

onde a agdo euclidiana — a temperatura finita — (3.9) pode ser discretizada (como no
capitulo 2).

A aplicac¢ao do supra-mencionado formalismo, no final dos anos 70 [30, 46], indicava
que o QGP, assim como o seu analogo eletromagnético, deve sofrer efeitos de blindagem
de Debye [42] (devido & liberdade das cargas de cor). Este efeito dotaria os gliions de uma
massa dindmica de Debye (1), o que transformaria o potencial de longo alcance (2.36) em
uma versao, efetivamente, do tipo Yukawa: V' (r) %%;”T) .

Entdo, em 1986 foi conjecturado por Satz [17] que — gracas a blindagem do poten-
cial entre g¢g — um plasma de quarks e glions, com densidades de energia da ordem de
2.8 Gev/ fm?, promoveria dréstica supressao na formacao de mésons pesados. Esta pre-
visdo é experimentalmente testavel pelo exame da produgdo de mésons J/1 (um estado
ligado 2S) de c¢) em colisdes nucleares de altas energias [19, 18], pois decaimentos como
J/1 — ptp~ criam ressonancias diretamente mensuraveis [22].

J& argumentos baseados no grupo de renormalizacao, que invocavam regimes a altas

densidades e baixas temperaturas, previam um declinio no acoplamento efetivo entre quarks

N
3Utiliza-se geralmente a tensdo de corda a temperatura finita, o o w, onde Fy5(7,t) é a energia
livre do sistema quark anti-quark: ¢g, que a T—0 reduz-se ao potencial inter-quarks (2.36). Logo, a

escala desejada é obtida pela imposicao de %: ~ L L onde /o e /& sdo, respectivamente, os valores

experimental e de rede da tensao da corda & temperatura T.
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e glions [22], sugerindo portanto, um tratamento perturbativo do desconfinamento. Haja
vista que, segundo tais argumentacoes, a superposicao de hadrons produziria quarks com
altos momentos, cuja dinamica estaria sujeita a propriedade de liberdade assintotica da
QCD.

Contudo, nos anos 80, Linde [21] apontou que a QCD (em condi¢Ges extremas) guardava
complicacdes até entao inesperadas, pois mesmo a termodinamica de campos de Yang-Mills
é singular. Matematicamente, isto significa que calculos perturbativos envolvendo massas
gludnicas de Debye — geradas dinamicamente pelo QGP — apresentam divergéncias (nao
removiveis) ja em ordem O(a?).

Surgiu assim um crescente interesse por novas técnicas nao-perturbativas, como as
simulagoes de Monte Carlo na rede [22|, que utilizando-se da aproximacdo quenched,
provéem — pelo calculo da energia livre Fj; entre quarks — um parametro de ordem
(o loop de Polyakov [30, 47]) que bem caracteriza a transigao de desconfinamento.

Para deduzir este parametro, utilizamos os operadores de criagdo v} (77, ) e destrui¢ao
Y, (77,t) de quarks (estaticos e com cor "a”), bem como os seus conjugados de carga’

YT (T t) e ¢ (T, ), para quem valem as relagoes

{0 (7.0) 60 (77, } = 50
{@/)2 (ﬁv t), IST (?]7 = 03ij0ab.

Uma vez tratando-se de quarks estaticos, ou seja, infinitamente massivos, sua evolugao

(3.13)

temporal é ditada pela seguinte equagao de Dirac

onde 7 sdo geradores do grupo SU (NN) na representacao fundamental. A integracgao de
(3.14) resulta em

l:i I dﬂ?-z@(ﬁ,t/

b (7t) = Texp ] o). (3.15)

onde T denota o operador de ordenacao temporal.
Podemos agora utilizar os operadores ) e 1) para obter uma expressao para a energia
livre de uma configuracao de N, quarks e N; anti-quarks. A expressao procurada pode ser

escrita como

4Que criam e destroem quarks com a anti-cor de ”a”.
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- — =

_ 1 _
expl AP TRTETR] — LS oo ) (3.16)
Is)

onde somamos sobre todos os estados |s) de quarks e anti-quarks pesados. O que resulta,

de uma forma mais explicita, na expressao

expl0) = LS Sy Y (T7,0) ey, (Fvg, 0) 05, (77,0) s, (77, 0)
x expCHD Yl (71,0). 0, (7, 0) Ui (71,0) i, (787 0) |s)
(3.17)
em que a soma sobre |s') envolve apenas quarks leves (virtuais). Assim, uma reordenagio
ulterior ainda pode ser feita — utilizando-nos de (3.13) — para a obtengdo de produtos
normais.
Por fim, fazendo uso de (3.15) e de seu conjugado de carga, simultaneamente com (3.13)

e com a seguinte definicao do loop de Polyakov

B
L(7)= %TrTeXp {z/o dt?-@(r{,t}} , (3.18)

a expressao (3.17) converte-se em

expl=70%) = T [exp () L) L1 () L ()] (319)

onde o trago tomado atua somente nos estados do campo gluénico (puro).
A transcricao dessa quantidade para a rede euclidiana é feita mediante a introdugao do
transportador paralelo U, (7) = exp [i? . AR (T’)} — que parte de um elo no sitio7 com

direcdo 1 — e que em termos das variaveis de elo (2.20), é escrito como

N.
1 T
=1

Notemos que impondo condicdes de contorno perioédicas sobre os U, (7', 7), na di-
recao 7, conferimos ao loop de Polyakov a propriedade de ser um invariante de gauge sob
transformacdes de calibre periédicas®. Mas, por outo lado, ao transformarmos [22] todas

as variaveis de elo (temporalmente orientadas) — localizadas entre duas segoes espaciais

50u seja, via transformagoes de gauge como U, (7,7)— ¢(7,7)U, (7,7)g (7,7 + 1), em que

g(7,1)=¢g(7,N,+1) € SU(N).
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consecutivas — segundo a relagao
U (7,7)— 2z U (7,7), [V7,7: fizo], (3.21)

onde z é um elemento de Zy [i.e. o centro® do grupo SU(N)], induzimos uma alteragio

no valor do loop de Polyakov, que é descrita por

2mik

Lo —expUF) L, ke (3.22)

E importante notar que (3.21) nio altera, sob quaisquer condicdes, o valor da acdo
(2.19). Mas, tendo em vista que apenas um elemento U, (7, 7) em (3.20) é ndo-trivialmente
modificado, este tipo de transformagao implica que o loop de Polyakov é uma quantidade
sensivel & quebra de simetria global do centro Zy de SU (N).

Como conseqiiéncia, observemos que admitindo a simetria global Zy como nao-quebrada,

todas as configuragdes de (3.20) sdo igualmente provaveis — pois >, exp(%frvik) =0-—o0

que implica (L) = Z? L—» = 0. Mas, quando esta simetria é quebrada, como ocorre na
transicao de desconfinamento, temos (L) # 0 e, portanto, o loop de Polyakov é o parametro
de ordem deste fené6meno.

Assim, em uma rede de volume espacial N? e a temperatura N !, a energia livre (i.e.
potencial) de um par quark anti-quark F, (7 ,7") é obtida do valor esperado da fung¢io de

correlagao do loop de Polyakov
T

(an( T>>
exp\ :<T7*L?TTLT7>, (3.23)

em que rT =7 — | /N, com L= e L', representando as fontes estaticas (de quark
e anti-quark) nos pontos espaciais 7 e 3. Ja no limite r — oo, a fungéo de correlagio
(3.23) tende para [(L)|*, onde (L) = N;3 (3" — TrL—) denota o valor esperado do loop
de Polyakov”.

6Se g & elemento do centro de um grupo de Lie G e U é um elemento qualquer deste grupo, entdo, por
defini¢do g (z) U, () g7 (x + ) — U, (z).
"Que portanto, é associado a energia necessaria — F,(7,T) — para criar um quark livre.



CAPITULO 3. A TRANSICAO DE DESCONFINAMENTO 42

Figura 3.5: Loop de Polyakov: em uma representagao esquemética bidimensional. Ref.
[22].

Concluimos entdo que a simetria (3.22) nao precisa ser dinamicamente realizada quando
configuragoes de campos, equivalentes sob transformacoes em 7y, nao puderem ser con-
tinuamente conectadas pela interpolagido de configuragoes de campo (com energia finita).
Nestes casos, dizemos que houve uma quebra espontdnea de simetria, 0 que provoca o
levantamento da degenerescéncia dos /N estados-equivalentes do parametro de ordem f),

alterando o seu valor esperado para

(L) = { 0 <= fase confinada: T <T, (3.24)

>0 <= fase desconfinada: T >T,

Portanto, presenciamos aqui a emergéncia de uma teoria efetiva para o comportamento
do parametro de ordem L. No caso da QCD quenched o modelo efetivo resultante [31] é um
sistema de spins (com simetria global Z3) cuja classe de universalidade sugere uma tran-
si¢ao de desconfinamento de primeira ordem [14]. Contudo, estudaremos numericamente a
teoria de YM SU(2) [34] em 3d, que esta associada ao modelo de Ising bidimensional [31]

(com transicao de fase de segunda ordem).



Capitulo 4
Simulacoes Numéricas

God does not care about our mathematical difficulties. He integrates
empirically — de Einstein a Infield, 1942.

4.1 Integracao funcional e os métodos de Monte Carlo.

Quando formuladas em espagos-tempo euclidianos, teorias quanticas de campo guardam
estreita relagdo com sistemas estatisticos classicos [25]. Nesta perspectiva a distribui¢do
de probabilidades d,

1
d, = Ee*SEM [[av (=), (4.1)

construida com o auxilio da agao euclidiana (Sg) e de um funcional gerador (Z), permite
que valores esperados dos operadores F'[V], dependentes do campo quantico W (z), sejam

estimados por

()= [, (42)

Assim, o carater funcional desta integracao indica o computo, nao-trivial, de todas
as configuragoes de ¥ em cada ponto do espago-tempo. Contudo, no caso continuo (i.e.
r € R), o produtério em (4.2) gera uma medida d¥ (x) mal definida', o que exige um
procedimento matemético de regulariza¢ao para a remoc¢ao de ambigiiidades.

Uma das formas de regularizacao provém da discretizacao do espago-tempo euclidiano,

particionando-o em células unitarias de volume finito, o que reduz a quantidade de integrais

Porque exige a execugao de um nimero infinito (ndo-denumerével) de integragoes.

43
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funcionais em (4.2) para um infinito-denumeravel. Logo, em um volume espago-temporal

arbitrariamente grande, os valores médios dos observaveis F'[V] sdo obtidos efetuando

> u F Y] e~ 5l
(F[V]) = e

como um a soma (espacial) das configuracoes do campo V.

(4.3)

Devido a forma funcional de (4.3), é usual calcula-la com técnicas estocésticas de in-
tegragdo numérica, como os métodos de Monte Carlo (MC) [23, 24|, que convergem, em
contraste aos métodos deterministicos [48], com velocidade independente da dimensao do
espaco de integracao®.

O mais simples método de Monte Carlo, chamado método estdtico, ja permite o célculo

de integrais como

= [ %dag, (4.4)

a
utilizando o sorteio independente de N valores aleatorios (uniformemente distribuidos) da
variavel x; € [a, b]. Neste processo, a integral I é reinterpretada como uma média estatistica

da variavel aleatoria f(z), com medida uniforme

dx

b—a’

u(z)dr = (4.5)

sendo portanto bem aproximada pelo valor médio f

I

3 s, (4.6)

que f(z;) assume apo6s N sorteios dos ;. Assim, o erro (estatistico) associado a esta

estimativa ¢ dado pelo desvio padrao (o)

. \/ (f () — 4 ) (4.7

que vai a zero quando N — oc.

Mas, embora perfeitamente operacional, o método estatico é pouco eficiente em ex-

2Métodos deterministicos tipicos, como o de Simpson [48], convergem ap6s N iteragdes em um espago
d-dimensional com velocidades de ordem O (N —d/ 4), enquanto o método de Monte Carlo converge com
O (N—1/2).
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pressdes como (4.2), em que as medidas de integragdo (ndo-uniformes) suprimem, com
pesos de Boltzmann da acao (4.1), diversas configuracoes de F'[V]. Logo, a amostragem
por importdncia, isto é, o sorteio de nimeros aleatérios em intervalos de pequena supressao
de F'[V], é uma alternativa ideal a ser implementada, em casos simples, pelo método da
rejeicdo 48| ou, de forma geral, por métodos dindmicos (que amostram ezatamente a
fungao-peso).

Geralmente, métodos dinamicos de amostragem sao construidos a partir de dinadmicas
computacionais (nao-fisicas) — dai o nome simulagdo — em que processos estocasticos
[49], como cadeias de Markov?, evoluem computacionalmente (no tempo de Monte Carlo)
segundo um algoritmo ergodico? (de termalizagdo), que gere um estado estacionario —
independente de condigoes iniciais — com distribuicao de probabilidades igual & funcgao-
peso procurada. Assim, apos termalizadas as variaveis ¥ — de elos, no nosso caso — o
célculo das médias estatisticas, como (4.6), é convertido na computagao (medi¢do) temporal

(de MC) de configuragoes, com distribui¢io de equilibrio, de funcionais como (4.3).

4.2 Termalizacao

Termalizacao é o procedimento algoritmico empregado em métodos dinamicos de Monte
Carlo para a geragao de novas configuragoes (independentes) das variaveis de integragao.
Algumas classes destes algoritmos, ditas locais, tém uma vasta gama de aplicabilidade,
servindo, por exemplo, para a simulacao de sistemas de spins-continuos e teorias de gauge®.
Portanto, esta secao é dedicada a uma detalhada exposicao do assunto, tendo em vista que

algoritmos eficientes habilitam estudos de alta precisao com baixos custos computacionais.

4.2.1 Abordagens usuais

O algoritmo de banho-térmico

Este tipo de algoritmo produz a evolucao temporal — no tempo de MC — de um certo

processo estocéstico (cadeia de Markov) segundo leis locais. Para tal, em um processo de

3Processos estocasticos cuja matriz de transicdo, responsavel por sua evolucdo temporal (de MC),
implicam dependéncia do futuro com o passado somente pelo passo presente [36].

4Que permite a visitacdo de todos os estados acessiveis do sistema.

5Quadri-vetores unitarios pertencentes a esfera S® sdo mapeaveis por meio da eq. (4.8) em matrizes de
Pauli. Portanto, o mesmo algoritmo utilizado para simular certos sistemas de spins [modelo O (4)] pode
ser empregado no estudo da teoria de gauge SU(2).
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varredura da rede, cada variavel de elo (ou spin) é atualizada individualmente, obedecendo
a distribuicao de equilibrio — i.e. um peso de Boltzmann da agdo da teoria (4.1) — em
que apenas primeiros vizinhos exercem colaboracoes.

Assim, apoés certo niimero de varreduras, a distribuicao de configuracoes da cadeia de
Markov converge para um valor independente de condigoes iniciais. Dizemos entao que o
sistema esta termalizado e, portanto, apto & medigao (ou célculo) de funcionais como (4.2).

Em nossos estudos construimos rotinas de termalizacdo para o grupo SU(2), cujos

elementos (na representagdo fundamental) [8] sdo escritos como

. +1 + 4

g=gl+iz g = P BT (48)
—9g2+191 go — 193

onde @ = (01,09, 03) denotam as matrizes de Pauli e, portanto, os elementos inversos de

(4.8) sdo

g'=9"=gl-i7-7. (4.9)

Para obter o vinculo de unitariedade — det(g) = 1 — impomos g2 + ¢? + g2 + g2 = 1
e assim os coeficientes g de uma matriz de SU(2) também podem ser interpretados como
um vetor unitario quadridimensional. Portanto, utilizando esta representacao, variaveis de

elo da teoria de YM sdo tratadas em estrita analogia com (4.8), ou seja

U, (z) = Ag, (2) 1 +i7 - A, (z) . (4.10)

Ja o carater local da a¢ao de Wilson (2.19) permite-nos re-expressar [51]| sua forma de

atuacdo sobre as variaveis individuais de elo U, (z) de modo bastante conveniente

SE(Link) = —gTr U, (x) H,, (z)] + constante, (4.11)

onde H, (x) — em analogia a sistemas de spins — é o campo magnético efetivo gerado
pelos vizinhos proximos de U, (x), matematicamente explicitado em termos de uma soma

sobre grampos [i.e. semi-circuitacoes em torno de U, (x)| como

Hy (1) =3 (U (4 ) U (34 €) U, ()
vER

+U, (z—e,+e,) U, (x—e,)U, (z—e))]. (4.12)
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Também vale notar que, como H, (z) provém da soma de elementos de SU(2), é usual
[51] empregar o fator de normalizagdo N, (v) = /detH, (x) para que na igualdade

(1) = Ny(0)H, (z) (1.13)

tenhamos H, (z) € SU(2).
Portanto, a geracao da nova variavel de elo (ou spin) U, (x) — que substituira o antigo
U, (x) — é feita amostrando-se uma matriz de evolucdo (aleatéria) V, (), segundo a

distribuicao de probabilidades

dP (V, (z)) ~dV, (x)exp {gT'r’ V. (z) H, (x)]} : (4.14)

Esta expressao pode ser analiticamente simplificada, utilizando as invariancias (por multi-
plicagdo) da medida de Haar® [44] de SU(2): dV,, (z) ~ d*vd (v? — 1) [51] e a normalizagao

(4.13), de onde obtemos as relagoes

aP (Vu(2) H7' (@)~ dVy (@) eap {5Tr |V, (2) B (2)H, (0)] }

~ dV, (z) exp [gNu@)TTVu ()] (4.15)
~ d*vé (v? — 1) exp [gNu(x)TTVM (z)]
~ d*vd (v? = 1) exp [BN,(z)vo] -

Entdo, apos integrar (4.15) (para eliminar a dependéncia explicita com v?), obtemos
o passo de atualiza¢io do algoritmo de banho-térmico, no qual a antiga variavel U, (z) é

substituida, ou seja

U () = Vi () H ' (2), (4.16)

onde V), (x), também um elemento de SU(2), tem a componente v, sorteada segundo

dP(vg) ~ /1 —v3exp [BN,(x)v] (4.17)

e as demais componentes — i.e. T = (v1,v2,v3) — uniformemente geradas sobre uma
esfera tridimensional de raio y/1 — v3, o que ¢é facilmente implementado [48] em coordenas

cilindricas

6Medida de integracdo, invariante por multiplicacdes & direita, que permite o calculo em variedades
(grupos) de Lie.
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(1— %) (1 - 8) cos(p),
(1 - ) (1 - @) sin(), (4.18)

vs = /(L=v5)p,

com as variaveis aleatorias: p € [—1,1] e p € [0, 27].

v =

= =

Vg =

Contudo, a amostragem numérica de (4.17) é um procedimento intrincado, para o qual
foram desenvolvidos métodos que se utilizam das tradicionais técnicas da Transformacdo e
da Rejeicdo |48]. Dentre estes métodos, citamos por exemplo aquele devido a Creutz [51],
que consiste em amostrar a distribuigdo (4.17) em duas etapas. Na primeira, vy é gerado

exatamente como uma distribui¢ao exponencial, mediante a transformagcao

In(\)
BNM("L‘)’

com A uma varidvel aleatéria uniformemente sorteada no intervalo A € (e=**"n(®) 1).

vo =1+ (4.19)

Na segunda etapa, com o intuito de obter o fator m presente em (4.17), emprega-
se o0 método da rejeicao, com o qual vy é aceito com uma probabilidade m. Ou seja,
esse fator é comparado com um niimero aleatorio n — gerado uniformemente no intervalo
0,1] —se n < m h4 aceitacao de vy, caso contririo, a primeira etapa deve ser
retomada.

O segundo método, devido a Kennedy e Pendleton [50], também funciona em duas
etapas que combinam as técnicas de transformacao e rejeicao. Inicialmente, efetua-se a
seguinte mudanga de varidveis: § = /1 — vy em (4.17), que resulta em uma distribuigio

para a nova variavel § — com 0 < ¢ < v/2 — dada por

P(6)do ~ /1 — %52 §%exp { — [BN,(z)] 6° } db. (4.20)

Para grandes valores de [SN,(x)] esta distribui¢do é concentrada em torno de § = 0.
Logo, a proposta de [50] é amostrar exatamente — no intervalo 0 < § < oo — a seguinte

distribuicao

P(8)ds ~ §%exp {— [BN,.(x)] 67} do, (4.21)
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com o tradicional método de Box-Muller” [48] (pesado por um fator §?) e finalmente, via

rejeicao, introduzir o fator /1 — %52 de onde é extraido vy = 1 — §2.

O algoritmo de sobre-relaxacao microcanoénica

Apesar do algoritmo de banho-térmico ser perfeitamente ergédico, e portanto plena-
mente capaz de efetuar as desejadas atualizacoes de Monte Carlo, seu carater puramente
local produz pequenos saltos (individuais) no espago de configurages. Tal caracteristica
é incobmoda pois resulta em cadeias de Markov fortemente correlacionadas, favorecendo o
aparecimento do fenomeno de frenamento critico® (critical slowing down), notadamente no
limite 8 — oc.

Uma observacao crucial é que para driblar estas correlacoes hé a necessidade de efetu-
armos um maior nimero de passos de Monte Carlo, para gerar configuracoes realmente
independentes, demandando portanto, maior esforco computacional. Frisamos ainda que
a descorrelacao das amostras — configuracoes dos campos em toda a rede — ¢é de suma
importancia para a precisao das simulacoes, pois a velocidade de convergéncia de MC é
O(N~'/%) somente para amostras independentes.

Felizmente, ha uma forma de minimizar este severo problema. A idéia béasica [51, 52]
¢ empregar uma transformacao micro-canénica — i.e. que nao altera o valor de (4.11) —
a cada variavel de elo da rede, permitindo assim uma maior descorrelacao entre sucessivas
amostras. Uma das possiveis formas de implementa-la vem da aplicacao, a cada elo da
rede, da seguinte sobre-relaxa¢ao micro-canonica

U(x) — H;(2)Tr [Uu(x)HM(x)] — U, (2). (4.22)

A vantagem desse método estd na promoc¢ao de grandes mudancas nas configuragoes

do sistema — sem violar a ergodicidade do banho-térmico — consistituindo portanto uma

técnica indispensavel as simulagoes de alta precisao.

"Tradicional método para a geracio de distribuicdes aleatérias segundo distribuicdes normais.
8Este fenomeno implica que o tempo de correlacio em simulacdes de Monte Carlo é proporcional a uma
poténcia do tamanho linear da rede.
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4.2.2 Novas abordagens

Overheat bath e o Banho-térmico modificado

O uso conjunto (hibrido) dos algoritmos de banho-térmico e sobre-relaxa¢ao consiste no
procedimento usual para a termalizacao de teorias de gauge na rede. Contudo, nos anos
90, uma alternativa mais eficiente foi aventada [53]. Nesta abordagem ambos os algoritmos
sdo fundidos, originando uma atualizagdo sobre-relaxada dos elos (dai o nome algoritmo
de overheat bath ou OhB).

No algoritmo OhB a geracao de novas variaveis de elo (ou spin) é sutilmente alterada
pela minimizacao (dinAmica) do produto escalar entre o novo e o velho spin®. O que em
linguagem matricial [53] é a minimizagao (absoluta) do trago do produto entre o novo elo
e 0 (complexo conjugado) do antigo. Isto é conseguido tomando-se em (4.18) U=- Uyntigo
(onde Uﬁ"“gg = Upl + 10 - Ugntigo)-

Como consequéncia direta desta proposta, embora v, seja gerada como em (4.17), as
demais coordenadas (4.18) sao obtidas (deterministicamente) pela reversdo de sinal — e
normalizacao, ja que vy é modificada — das respectivas componentes da antiga variavel de
elo. Assim, esta abordagem acelera consideravelmente a etapa de termalizagdo, mas, ao
contrario dos tradicionais métodos hibridos, ndo tem a sua ergodicidade assegurada [53].

Visando incorporar a excepcional idéia de [53] e a0 mesmo tempo garantir ergodicidade,
introduzimos em [35] uma versdo modificada do algoritmo de banho-térmico, que deno-
minamos MHB. Nossa proposta baseia-se no fato de que o usual processo de geracao das
componentes (4.18) — que é ergddico — nao fixa o sinal das raizes quadradas envolvidas, e
portanto, escolhemo-los a fim de minimizar — embora de modo nao-absoluto — o produto
escalar do novo e velho spin (ou trago do produto de elos). Para realizé-lo calculamos
W = w,l + i - w = U, entdo se w - ¥ > 0 efetuamos ¥ — —¢ em (4.18).

Apesar de MHB ser uma alteracao simples do algoritmo de HB esperamos um consi-
deravel ganho de desempenho, enquanto (por construgao) a sua ergodicidade é garantida.
Desse modo, para a verificacao de nossas expectativas, se faz necessaria uma anéalise com-
parativa de desempenho dos algoritmos de termalizagdao. Mas, este procedimento envolve,
necessariamente, um cuidadoso tratamento dos erros de integracdo (estocéstica), pois eles
estdo associados, diretamente, & eficiéncia (de descorrelacionamento temporal) de cada

algoritmo.

9Observe que em um sistema de spins isto se refletiria na geracio do maior deslocamento (angular)
micro-canonicamente possivel.
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4.3 Estimando erros estatisticos

Como ja exposto, sabemos que os métodos estocasticos aplicados em simulagoes de
Monte Carlo produzem erros numéricos de natureza estatistica, que em primeira analise
sao dados por (4.7). Contudo, esta estimativa ndo considera a existéncia de correlagoes
entre as variaveis aleatérias amostradas, o que nos leva a subestimar os verdadeiros erros
cometidos [23, 24].

De fato, quaisquer algoritmos de termalizacdo — como os expostos na se¢ao anterior
— introduzem certa correlacao entre as amostras produzidas, caracteristica esta inerente
as suas dinamicas. Portanto, a tarefa de quantificar o tempo de Monte Carlo de des-

0

correlacdo'® cumpre duplo papel, permitindo que possamos obter exatamente os erros

estatisticos e introduzindo um bom indicador da eficiéncia algoritmica.

Para tal, consideremos que em uma simulagao seja obtida uma série de medidas O,
cuja média exprima a espectativa de um observavel fisico de interesse (4.3). Chamamos de
auto-correlagdo normalizada [36, 23, 24] a funcdo ps(k) = g’;—gokg que mede a dependéncia
estatistica entre os valores assumidos por Oy e O; 4k (i.e. respectivamente, na k-ésima e

na k+i-ésima medidas do observavel O). Matematicamente, esta quantidade é dada por

2
0;0; 1) — (O

pfo(k;)=< jk> <2> , (4.23)
(0F°) = (Oy)

onde (-) representa a média sobre o indice i.

Tipicamente a funcdo de auto-correlagdo normalizada ps(f) decai exponencialmente
(~ e /7) para grandes valores de t. Portanto, é natural que se defina o tempo de auto-
correlacdo exponencial para a série do observavel O como

(4.24)

t
er, = 1 B
Ter© = 25" Tlog lpro(t)]

Observemos que mediante a definicao acima, 7., 0 € interpretado como a escala de rela-
xacao temporal do modo mais lento de decaimento desse sistema.
Por outro lado, ha uma outra quantidade de grande interesse para as nossas finalidades:

o tempo integrado de auto-correlagao, que é definido como

1 o0
Tint = 3 + ;Pf<t)7 (4.25)

10Tntervalo do tempo computacional que é dispendido na producdo de sucessivas amostras independentes.
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e cuja propriedade 7;,; R Ty, € respeitada no regime em que py(t) ~ e /7. o que normal-
mente ocorre para 7 > 1. Dessa forma, o tempo integrado de auto-correlacao é a grandeza
que controla o erro estatistico de Monte Carlo, especialmente quando médias como (4.6)
sao tomadas sobre varidveis correlacionadas.

Esta ultima asserc¢do foi demonstrada cuidadosamente em [36], sob a condigdo de que

N > 7, o que implica nas seguintes relacoes matematicas

3 (1 - %) Cy(r — s) (4.26)
t=—(N-1)

Q

que contém o caso particular (4.7) quando 7, ; € minimo (i.e. Ty = 0.5).

Um ponto importante na implementagao dos estimadores para 7, ; € que o ruido (i.e.
as flutuagdes estatisticas) presente no sinal (i.e. funcdo decaimento exponencial) pode
tornar-se bastante intenso nessas séries temporais, dai a necessidade da adocao de um
método que possa lidar com esse fendmeno, como é o caso da Janela Auto-Consistente
[36]. Nesta abordagem apenas o modo mais lento de decaimento de 7;,, ; é computado,
uma vez que o somatorio em (4.25) é limitado iterativamente a um nimero maximo M de

termos, ou seja

N-1

1

Tint(M) = 5 + Z A(t)py(t), (4.27)

t=—(N—1)
com a fungao de corte

1 <M

A(t) = se ll<M (4.28)
0 se |t|>M

definida em termos do inteiro M (que obedece ao vinculo dindmico M > c¢Tinear), com
¢ € N fixado no intervalo ¢ € [4,10]). Notemos ainda que o erro cometido no truncamento
da série (4.25) é dado [36], no intervalo 7 < M < N, pela seguinte relacao

22M +1)
2 - 2
Orimery ™~ N Tint(M)-

(4.29)
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4.4 FEscala de tamanho finito

To see a World in a Grain of Sand
and a Heaven in a Wild Flower

Hold Infinity in the palm of your hand
and Eternity in an hour.

Auguries of Innocence, William Blake.

Simulagoes numéricas sao inexoravelmente limitadas a sistemas finitos. Portanto, a
extracao de previsoes fisicas no limite termodinamico — como os expoentes criticos da
QCD a temperatura finita — parecem ser impossiveis. Contudo, existem certas técnicas
numeéricas que nos permitem contornar tais limitacoes computacionais.

Estas técnicas sao conhecidas por escala de tamanho finito (FSS)!! [23, 24] e baseiam-se
na verificagao de que o valor médio de certos observaveis O — com comportamento critico
12 4-©

do tipo — em uma rede finita (de tamanho linear Ny), sofre a seguinte dependéncia

funcional

O (t,N,) = N2/"Qo (t- NJ/¥). (4.30)

De onde ¢ fécil ver que, executando nossas simulacoes a t = 0, podemos obter
O (N,) = N2"Qo (0). (4.31)

ou seja, a funcao ()p torna-se uma mera constante, o que abre a possibilidade de extrairmos
via processo limite — a partir da analise da dependéncia de sua escala espacial — o
comportamento termodindmico do observavel O. Portanto, uma boa precisao na extragao
de propriedades termodinamicas estd associada ao exato conhecimento da temperatura
critica do sistema, o que deve ser cuidadosamente efetuado [23, 24].

No caso de teorias de campo (ou sistemas de spins), uma das formas de encontrar (apro-
ximadamente) a temperatura critica se da pela localizacdo do pico da sua “susceptibilidade

» 13

magnética” *°, que no caso da teoria de YM é definida por

xo = (L%) = (ILI)?, (4.32)

Do original em inglés: Finite-Size-Scaling techniques.
20nde t ¢ a temperatura reduzida definida como ¢t = 1-1=.
13Que para uma rede de tamanho finito, mesmo para transicoes de segunda ordem, nunca apresenta

uma real divergéncia.
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e (devido a efeitos de tamanho finito) apresenta um pico — mais ou menos estreito — em
torno da temperatura critica 7..

Quando estudos mais apurados sao necessarios, o método do cumulante de Binder de
quarta ordem [23| apresenta-se como uma alternativa consideravelmente mais precisa, isto
porque em tal abordagem efeitos de volume finito sdo automaticamente ponderados. A
aplicacao deste método consiste em calcular a seguinte quantidade

(L)

B. = 7 3, (4.33)

para uma certa variedade de tamanhos de rede, em intervalos de temperaturas que (pos-
sivelmente) contenham 7.. Os resultados sdo entdo graficados simultaneamente, sendo
observado um cruzamento — i.e. um ponto fixo — exatamente na temperatura critica do
sistemal4.

Devemos considerar ainda uma outra forma de analise de FSS, dada pelo Método do
x? [37], que se fundamenta no comportamento da quantidade y, = N2 (L?) a tamanhos
finitos

v (t, Ng) = N2/ {co + (e1 + aNg*) tN;/”} : (4.34)

onde c¢q...co 820 constantes, e omega é um expoente da ordem de 1. Logo, conhecendo a
temperatura critica estaremos habilitados a ajustar — minimizando o desvio quadratico

médio — a seguinte expansdo de (4.34) at =0

In[x, (Ns)] = In (co) + % In(Ng) + ... (4.35)

aos dados provenientes das simulagoes numéricas e, consequentemente, obteremos a razao

(2) — entre os expoentes criticos (3.4) e (3.5) — no regime termodinamico.

v

4.5 O método variacional e as massas de blindagem

Como vimos no Capitulo 3 as fungoes de correlagao do parametro de ordem da QCD — o
loop de Polyakov — permitem estimar a energia de ligagao entre quarks, de onde as massas
de blindagem — que surgem no contexto de um meio desconfinate — podem ser extraidas.

Considerando a natureza nao-perturbativa destes calculos, € comum o empreendimento de

14H4 que se notar que redes pequenas nfo geram curvas com cruzamento no devido ponto fixo. Portanto,
atentando para este fato, nos é possivel impor — ainda que grosseiramente — certas dimensdes minimas
para as redes empregadas em nossas simulagoes.
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analises numéricas em que observaveis como (3.23) podem ser medidos via (4.3). Contudo,
o decaimento espacial desta funcao de correlacao é influenciado, sobremaneira, pela massa
do estado fundamental do espectro, o que prejudica o estudo dos estados excitados.

Uma alternativa provém da adaptagdo de técnicas (variacionais) de espectroscopia,
desenvolvidas para sistemas de spins [38], para o caso das teorias de gauge [33]. Este
método [33] consiste na analise conjunta dos modos de decaimento de uma familia de
operadores — construida iterativamente a partir do parametro de ordem — o que conduz
a sondagem de diferentes comprimentos de correlagdao, cada qual devido a uma escala
(massa de blindagem) do espectro.

Para efetuar este tipo de investigacao geralmente sao estudados operadores de momento
zero, ou seja, definidos ao longo de fatias espaciais da rede, isto porque (sendo espacialmente
extensos) eles também sao projetaveis nos estados excitados do sistema. Isto se ilustra
expandindo — na base dos auto-estados |i) da matriz de transferéncia [26] — a funcao de

correlacdo entre dois operadores (digamos A e B) de momento zero

Gas (IR]) = (A0) B(RD) = 3 ¢ exp (—mi |R]). (4.36)

onde os valores dos coeficientes ¢/'® =(0|A|i) (i |B|0) evidenciam a qualidade da projecdo.
Uma forma sistemética de generalizar estes resultados para uma quantidade qualquer

de operadores é dada [38, 33| pela construgao de uma matriz de correla¢io cruzada

Cag (|B]) = (Aa (0) Ag (IR])) = (Aa (0)) (Ag (IR])) , (4.37)

que permite considerar as correlagdes entre (todos) os pares de operadores A,, Az de uma
familia [33]. Assim, analisando o decaimento espacial dos autovalores \; (|R|) de (4.37),

podemos extrair as massas de blindagem m; com o seguinte Ansatz de ajuste
Ai (|[R|) = Const.q + Const.y - [e”™lfl  emmi(Ns=IRD] (4.38)

Isto deve ser feito tendo em mente que a razdo sinal/ruido — normalmente proporcional

a \/ Tempo Computacional — é o fator preponderante na precisdo dos ajustes [54], ja
que esta quantidade repercute diretamente na dispersao estatistica dos dados.

Particularmente, no caso da teoria de YM SU(2) em 2+1 dimensoes, utilizamos —
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inspirados em [33] — o seguinte operador médio (i.e. de momento nulo) de Polyakov
1 n=Ny
L(z)=-— L(z,na), (4.39)
Ny n=1

como matéria-prima para a construcao de uma familia de operadores variacionais. Sua

implementacao obedece & seguinte prescri¢ao iterativa

PO (2) = L ()
PO () = sign (u) [(1 — w) [u] + w (P™)] (4.40)
[P (z —a) + P™ (z+a)],

_1
U=y

onde w é um parametro ajustavel, escolhido no intervalo (0,1). Logo, empregando esta
familia de operadores com o método variacional apresentado, extrairemos (vide préximo
capitulo) as massas de blindagem correspondentes a excitagdes escalares’® — J& = 0 —

da fase desconfinada da teoria.

4.6 Breve introducao & dinimica de tempos curtos

Como ja mencionamos anteriormente, as simulacoes de Monte Carlo sao a tinica forma
numérica de resolver integrais funcionais muldi-dimensionais como (4.2). Mesmo assim, as
suas intrinsecas propriedades de convergéncia — como a presenca do fendémeno do frena-
mento critico — tornam-nas extremamente lentas. Ou seja, muito embora novos algoritmos
possam consistir em paliativos ao problema, ainda existe a necessidade de uma quebra de
paradigma computacional, especialmente quando consideramos o caso da QCD completa
(ndo-quenched).

Em outro contexto, expoentes criticos de sistemas de spins foram obtidos por meio de
uma técnica de MC radicalmente diferente [39] — a dindmica de tempos curtos (DTC)
— que, em casos particulares, é promissora substituta dos convencionais métodos de MC.
Isto porque técnicas de DTC exploram a constatacao de que alguns comportamentos de
escala [39], tradicionalmente atribuidos aos regimes de equilibrio, ji se apresentam nas
fases transientes das simulagdes, o que permite a extracdo de fisica (relevante) a partir do

estudo da evolugdo (transiente) do sistema.

15 Aqui, utilizamos a nomenclatura J” = 0T devido & semelhanca funcional entre os operadores
P+ (3, y) — empregados em [33] — com os nossos (4.40).
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Recentemente, foi proposta [40, 41] uma adaptacao das técnicas de DTC as simulagoes
de QCD. Sua principal motivacao baseia-se no fato de que, inexistindo a necessidade de
longas termalizagoes, os efeitos de frenamento critico e de tamanhos finitos (das redes)
devem ser despreziveis. Portanto, o estudo das classes de universalidade — estéticas e
dindmicas — entre teorias de gauge e sistemas de spins receberia um novo e poderoso
aliado tedrico.

Basicamente, todas as etapas envolvidas na aplicagao da dinadmica de tempos curtos as

simulacoes de Monte Carlo podem ser resumidas no seguinte procedimento algoritmico:

¢ Inicia-se o gerador de ntimeros aleatérios com uma nova semente.

e Cria-se uma configuragao inicial aleatéria (K) do sistema, ou seja, todas as variaveis

de elo U, (7) da rede sao escolhidas aleatoriamente em SU(2).

e Um pequeno valor médio (previamente escolhido) para o parametro de ordem (3.20)
deve ser exatamente obtido, por exemplo, mediante uma re-configuracao determinis-
tica'® de certos elos U, (77) escolhidos em posigoes T~ aleatérias (para ndo introduzir

correlages espirias).

e A nova configuracdo inicial (K’) — produzida na tultima etapa — é entdo evoluida,
com um algoritmo de termalizagao, durante um pequeno ntimero P de passos. Em
cada um desses passos sao efetuadas as medidas das grandezas de interesse fisico (e.g.

L), que tém seus valores armazenados em um acumulador.

e Salta-se novamente ao primeiro passo (para coletar mais dados), ou encerra-se a

simulacao com o calculo das médias dos acumuladores.

¢ Por fim, deve ser graficada a evolucao temporal das médias célculadas e devem ser

extraidos os comportamentos (funcionais) dos transientes.

Destacamos também que em simulacoes de DTC, nas imediacoes da temperatura critica,
existe a possibilidade de extrairmos do sistema, além dos tradicionais expoentes criticos,

uma nova classe de expoentes dinamicos. Estes, por sua vez, apresentam certos comporta-

16Por exemplo, impondo-se uma transformagio local ao elo U, (7°) como U, (7) — LT? U, (7), que
implica na mudanca local T [L (7)] — +Tr [U, (7)] do valor do loop de Polyakov (no ponto 7 do plano
xy).
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mentos de escala atualmente bem estabelecidos, que podem ser extraidos com a medigao

(na fase transiente) das seguintes quantidades'’
* Magnetizagdo: M (t) = 7z >+ (L— (t)) — comportamento de escala:
M (t) ~ mot’. (4.41)
 Autocorrelagio: A(t) = w7 > = (L5 (t) L—> (0)) — comportamento de escala:
A(t) ~t7 5t (4.42)
e (Magnetizagdo)* M2 (t) = w4 <(ZW L (t))2> —comportamento de escala:
M2 (1) ~ myt=@22), (4.43)

onde my é a magnetizacao inicial — i.e. é o valor médio pré-estabelecido do loop de
Polyakov — na rede, 0 e z sdo expoentes dinamicos, d é a dimensdo do sistema e 3/v é
uma razao entre expoentes criticos de equilibrio. Note ainda que () denota média sobre
configuragoes iniciais — provenientes de sementes independentes — ao contrario de uma

média tomada ao longo do tempo de MC.

"Dado que esta técnica proveio de estudos de sistemas de spin, é convencional a adocdo da tradicional
notagdo de sistemas magnéticos mesmo em simula¢es de teorias de gauge [40].



Capitulo 5
Resultados das Simulacoes

Vos calcus sont corrects mais votre physique est abominable — de A. Einsten
a G. Lemaitre, 1918.

5.1 Parte I: estudo comparativo de algoritmos

Nesta secao apresentamos os resultados de nossos estudos comparativos dos algoritmos
de termalizacao discutidos na secao 4.2. Para que a andlise numérica efetuada fosse o
mais precisa possivel utilizamo-nos de dois modelos fisicos exatamente soltiveis, a saber: o
modelo de spins O(4) [55, 60] unidimensional e a teoria quantica de campos de YM SU(2)

[25, 61] em duas dimensdes.

5.1.1 Analise do Modelo O(4) sem campo magnético

O modelo O(4) — descrito nos apéndices — é um excelente laboratorio computacional
para os nossos propositos, pois proporciona simulagoes relativamente rapidas, cujas prin-
cipais rotinas — como a de termalizacao — sao integralmente transplantaveis para o caso
da teoria de YM. Os programas desenvolvidos nessa sub-secao foram codificados em For-
tran 77, sua compilacao foi realizada no compilador f77; nativo do sistema operacional
Linux, com a opgdo de optimizacdo (-O3); o tempo total computacional foi de cerca de
211 horas/cpu em uma estagdo Alpha 64 bits, com 4 processadores de 250 MHz, 2 GB de
memo6ria RAM e 10 GB de disco rigido.

Foram codificadas rotinas para a termalizacdo do Modelo de Spins O(4) utilizando

os algoritmos de Banho-térmico, Overheat Bath e Banho-térmico modificado. Todos os

99
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algoritmos foram posteriormente associados a uma rotina microcandnica, a fim de que
pudéssemos mensurar o seu real impacto sobre o desempenho das simulagoes.

Os programas foram depurados comparando os resultados numéricos dos observaveis
(7.4) e (7.5) — medidos para diversas redes e acoplamentos — com resultados exatos ou
provenientes de outras simulagoes [55|. Para tal, mantivemos um razoavel compromisso
entre os tempos de computagao e a precisao numérica necessaria a este estudo, o que foi
conseguido efetuando-se 5.000 varreduras para a termalizacao inicial da rede, seguidas de
mais 500.000 iteracoes para a tomada de dados.

Precisas estimativas dos erros asseguraram que estes fossem mantidos entre 0,2 % e
1,5% para o observéavel (7.4) e em um intervalo entre 1,5- 107> % e 0,5- 1072 % para o
observavel (7.5). Ja os erros das quantidades 7, € Tint g foram calculados — utilizando
a técnica da Janela Auto-consistente — e mantiveram-se, respectivamente, entre [2,13]%
e [0.9,1.4]%.

Dentro da margem de erro estipulada todos os algoritmos analisados produziram re-
sultados em pleno acordo com as solugoes exatas. Constatamos contudo uma peculiar
anomalia sofrida pelo algoritmo de Overheat Bath, que promoveu termalizagoes apenas a
partir de hot starts — i.e. configuragao inicial de spins aleatéria — falhando completamente
quando sao utilizados cold starts.

Finalmente, graficamos todos os observaveis medidos, compreendidos na regiao de fisica
B — 10
= 128"

Tamanho da Rede

dos observaveis (7.4) e (7.5) foram graficados contra o tamanho das redes, a fim de que

constante [55] onde Em especial, os tempos de correlacao

pudéssemos ajustar expressoes analiticas do tipo: leis de poténcia dependentes do tamanho
das redes. Estes Ansiitze de escala, por sua vez, permitiram-nos a obtencao de uma es-

pecifica classe de expoentes dindmicos (os indicadores de desempenho dos algoritmos).

Observaveis medidos com os algoritmos de Banho-Térmico e Overheat Bath

Para uma avaliagao comparativa do algoritmo de Overheat bath, foi decidido confronté-lo
inicialmente apenas com o tradicional algoritmo de Banho-Térmico e posteriormente incluir
também algumas varreduras microcandnicas. O espago de parametros foi esquadrinhado
minuciosamente; tomamos 3 tamanhos distintos de redes: 128, 256 e 512 sitios, para 12
valores de [ regularmente espagados, respectivamente entre: [10,120], [20,240] e [40,480].

Usando a metodologia de comparar todos os resultados numéricos entre si e com as
solugbes exatas |55, 60|, nos foi possivel depurar eficientemente as rotinas de termalizagio e

de analise dos erros estatisticos. Nesse ponto, pudémos evidenciar sobremaneira a utilidade
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do mecanismo microcandnico na reducao dos erros estatisticos, o que é refletido na redugao
do tamanho das barras de erro dos observaveis mensurados.
A seguir, exibimos os resultados numéricos dos observaveis calculados em nossas simu-

lacoes; barras de erro sao muitas vezes imperceptiveis.

Modelo O(4) 1-D: Energia Média por Sito vs. Beta

1.04 4 Sitios: (128). Varreduras: 5*10 ® (por passo Microcanénico: 510 5)
L Termalizagdes: (5*10 3).
1.02
1.00
0.98 - P -
0.96 4 )
A 094
\% 4
0.92 4
] ® Valor Exato
090 1 ® Overheat Bath + 0-Mic.
0.88 Overheat Bath + 1-Mic.
E v Banho Térmico + 0-Mic.
0864 Banho Térmico + 1-Mic.
0.84

L BN I B B B B B BN B BLEN B B |
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
Beta

Figura 5.1: Modelo O(4) em 1d (128 sitios), observéavel: energia por spin.

1.02 Modelo O(4) 1-D: Energia Média por Sito vs. Beta
1 Sitios: (256). Varreduras: 5*10 ° (por passo Microcandnico: 5*10 5)
1.014 Termalizagdes: (5*10 3)4
1.00
0.99 ~ s ®* * @
0.98 ¢
A 0.97
w ]
v ]
0.96 4
0.95
J = Valor Exato
0.94 ® Overheat Bath + 0-Mic.
E Overheat Bath + 1-Mic.
0.93 Vv Banho Térmico + 0-Mic.
J Banho Térmico + 1-Mic.
0.92 ——

— T T T T T T 1
0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
Beta

Figura 5.2: Modelo O(4) em 1d (256 sitios), observéavel: energia por spin.
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1.01 5 Modelo O(4) 1-D: Energia Média por Sito vs. Beta
Sitios: (512). Varreduras: 5*10 5(porp:—,\sso Microcanénico: 5*10 5)
Termalizagdes: (510 3).
1.00 o
0.99
A
w
v w
0.98 N
® Valor Exato
® Overheat Bath 0-Mic.
0.97 Overheat Bath 1-Mic.
’ v Banho Térmico 0-Mic.
Banho Térmico 1-Mic.
0.96 +————"F—"—F—"—TF—"—T—"—T—"—T—"—T——T——

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Beta

Figura 5.3: Modelo O(4) em 1d (512 sitios), observéavel: energia por spin.

Modelo O(4) 1-D: Susceptibilidade Magnética Média por Sito vs. Beta
120 ' Sitios: (128). Varreduras: 5*10 ° (por passo Microcandnico: 510 %)
110 4 Termalizagdes: (5*10 3)4
100 o N
90 - L o'
] &
A 80—_ -
»
g 70 H o
S 1 =
5 60 <
B 1 )4
§ 50
2 4] . ® Valor Exato
<@ E y ® Overheat Bath + 0-Mic.
30 ” Overheat Bath + 1-Mic.
20 - v Banho Térmico + 0-Mic.
0l = Banho Térmico + 1-Mic.
o +—+—1T—"—"T"+—""—"T"—TTT"T"T"—"—"
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

Beta

Figura 5.4: Modelo O(4) em 1d (128 sitios), observével: susceptibilidade magnética.
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240 Modelo O(4) 1-D: Susceptibilidade Magnética Média por Sito vs. Beta
1 Sitios: (256). Varreduras: 5*10 ° (por passo Microcanénico: 5*10 °)
220 Termalizagdes: (510 °).
200 - p
180 - ¥
160 4 ]
q,; 60 ] $
® 140 ®
S J
B3 120 &
3 J
§ 100 y ¥
B 80+ 4
v 1 B Valor Exato
60 4 . ® Overheat Bath + 0-Mic.
1 A Overheat Bath + 1-Mic.
40 1 Vv Banho Térmico + 0-Mic.
1 Banho Térmico + 1-Mic.
20
T T T T

T T T T ——TT T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
Beta

Figura 5.5: Modelo O(4) em 1d (256 sitios), observével: susceptibilidade magnética.

Modelo O(4) 1-D: Susceptibilidade Magnética Média por Sito vs. b
Sitios: (512). Varreduras: 5*10 ° (por passo Microcanénico: 5*10 5)

450 4 Termalizagdes: (510 3).

425
400
375 3 g ¥
350
325
300 v
275
250
225 ] v
200
175 3
150 & ® Valor Exato
125 ] ® Overheat Bath 0-Mic.
100 ¢ Overheat Bath 1-Mic.
75 v Banho Térmico 0-Mic.

50 Banho Térmico 1-Mic.
25 4

L8

<Susceptibilidade>

@

o+
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

Beta

Figura 5.6: Modelo O(4) em 1d (512 sitios), observével: susceptibilidade magnética.

Observaveis medidos com o algoritmo de Banho-Térmico Modificado

A avaliacdo comparativa da nova versao do algoritmo de Banho-térmico foi feita confrontando-

a com a solugao exata para os respectivos observaveis. No mesmo espirito das simulagoes
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precedentes, incluimos também algumas varreduras microcandnicas e esquadrinhamos o
espaco de configuracoes com os mesmos parametros ja utilizados anteriormente.
Observamos ainda que a modificagdo operacional que efetuamos no algoritmo de HB
— i.e. atroca do sinal das raizes em (4.18) — tem uma taxa de aceita¢do de 50,0 £ 0,1
%, compativel portanto com os argumentos de isotropia e homogeneidade das dire¢oes em
S3.
Os resultados obtidos sao apresentadaos a seguir, barras de erro sao muitas vezes im-

perceptiveis:

Modelo O(4) 1-D: Energia Média por Sito vs. Beta
1.02 4 Sitios: (128). Varreduras: 5*10 ° (por passo Microcanénico: 5*10 °)
Termalizagbes: (5*10 °).

1.00 o

. .
0.98 - vy v = "

4 L] hd
0.96 | hd
E v
0.94 |
A i
W o092 v
0.90 m  Valor Exato
1 ® M.H.B. + 0-Mic
0.88 4 M.H.B. + 1-Mic
1 v M.H.B. + 2-Mic

0.86
] L

0.84

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
Beta

Figura 5.7: Modelo O(4) em 1d (128 sitios), observéavel: energia por spin.
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101 Modelo O(4) 1-D: Energia Média por Sito vs. Beta
T Sitios: (256). Varreduras: 510 5(por passo Microcanénico: 510 5)
1 Termalizagdes: (5*10 3).
1.00
] . ¥ *
0.99 - L
. v
4 ¥
0.98 .
1 v
0.97
A ]
L 4
Y 096
0.95 4
0.94 = Exato
J ® MH.B. + 0-Mic
0.93 M.H.B. + 1-Mic
J L] Vv M.H.B. + 2-Mic
0.92 4+—"—1F"——F"—"T-"—"T"+—"T""T"—"T"—T"—"T"—"T"—"T"——
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240
Beta

Figura 5.8: Modelo O(4) em 1d (256 sitios), observavel: energia por spin.

1.010 — Modelo O(4) 1-D: Energia Média por Sito vs. Beta
Sitios: (512). Varreduras: 5*10 ° (por passo Microcanénico: 5*10 °)
1.005 Termalizagdes: (5*10 °).
1.000
J I
0.995 - .t * " b
1 L4
0.990 v
1 L4
A 0.985
Le ]
0.980 - b
0.975
0.970 B Exato
| ® M.H.B. + 0-Mic
0.965 M.H.B. + 1-Mic
| . v M.H.B. +2-Mic
0.960 —

LI AL DAL AL LA BRLAN N L R |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Beta

Figura 5.9: Modelo O(4) em 1d (512 sitios), observével: energia por spin.
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Modelo O(4) 1-D: S ptibilidade Magnética Média por Sito vs. Beta
120 Sitios: (128). Varreduras: 510 ® (por passo Microcanénico: 510 5)
4 . R 3,
110 4 Termalizagdes: (510 7).
100 o
] v L
90 ¥
] . ¥
é\) 80—- @
E 70—- *
= *
5 60—_
S 504 %
2 ]
S 40
a ] ®
V' 304 ®  Valor Exato
20 ] * ® M.H.B. + 0-Mic
1 « M.H.B. + 1-Mic
10 4 v MH.B. + 2-Mic
o +—+—1T—"""—""—""—"T""T"—"T"T"—"T"—"T"—T"—T"—
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
Beta

Figura 5.10: Modelo O(4) em 1d (128 sitios), observavel: susceptibilidade magnética.

Modelo O(4) 1-D: Susceptibilidade Magnética Média por Sito vs. Beta
Sitios: (256). Varreduras: 5*10 ® (por passo Microcanénico: 510 5)

220 Termalizagdes: (5*10 3).
200 n
180 ] ¥ M
] . b
160 +
A 1 L4
S 1404 ¢
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= i *
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2 ]
@ 804 -
A\ <4
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40 4 ® MH.B. +0-Mic
J M.H.B. + 1-Mic
20 H hd v M.H.B. + 2-Mic
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Figura 5.11: Modelo O(4) em 1d (256 sitios), observéavel: susceptibilidade magnética.
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Modelo O(4) 1-D: Susceptibilidade Magnética Média por Sito vs. Beta
450 4 Sitios: (512). Varreduras: 5*10 ° (por passo Microcanénico: 5*10 °)
405 Termalizagdes: (5*10 °).
400 4
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Figura 5.12: Modelo O(4) em 1d (512 sitios), observéavel: susceptibilidade magnética.

Comparacao de desempenho

Nesta etapa calculamos os tempos de correlacao referentes aos observaveis mensurados
nas simulacoes anteriores, aos quais acrescentamos também aqueles obtidos de uma nova
simulacao — feita apenas para # = 80 em uma rede de 1024 sitios. Posteriormente,

i A _ ¢ — 10
escolhemos uma faixa de parametros T = Tog
de fisica constante para a coleta dos dados empregados nesta anélise de desempenho.

— que nos forneceu a regiao

A estes dados ajustamos a seguinte curva: Tio0 = a - [Tamanho Linear da Rede]b,
motivados pela hipétese de F'SS de que o tempo de correlacao é proporcional a uma poténcia
do tamanho linear da rede. O Ansatz empreendido ajustou-se perfeitamente bem aos dados
utilizados, o que corroborou com a hipotese inicial de escala.

Nossos resultados mostraram claramente que — nos regimes em que é aplicavel — o
algoritmo de Overheat Bath apresenta os menores valores para o expoente b, sendo portanto
o mais eficiente dos algoritmos analisados. Entretanto, o grafico para 7;,, 0 vs. tamanho
da rede deste algoritmo evidéncia um comportamento sui generis, pois, apesar de indicar
um coeficiente b, g = 0.00 £ 0.01 seus tempos de correlacao sao extremamente elevados
se comparados aos algoritmos de HB e MHB, o que se deve a um enorme coeficiente a.

Por outro lado, também graficamos 7;,;, vs. tamanho da rede para todos os algo-
ritmos e efetuamos regressoes com o mesmo Ansatz funcional, mas, nesta anélise nenhuma

“anomalia” foi constatada, mesmo quando tratamos de OhB (que se monstrou, neste caso, o
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mais eficiente dos métodos de termalizacdo). Vale ainda notar que estes tltimos resultados
sofrem sensivel modificagao com a inclusao de varreduras microcanonicas, haja vista que
estas provocam notéavel declinio nos tempos de correlacdo. E de se observar que esta analise
permitiu detectar uma razoavel superioridade, no que tange a velocidade de descorrelagao,
do algoritmo de MHB em relacao a versao usual do HB.

Os graficos a seguir sumarizam as marcas alcancadas neste teste pelos diferentes al-
goritmos; suas respectivas tabelas trazem os coeficientes dos ajustes ao Ansatz analitico

Tint — Q- Lbl

TEMPO DE CORRELAGAO (Energia)
5*10° lteragbes

ol
«

10 4 E2 £

100 1000

Figura 5.13: Anélise comparativa de desempenho, modelo O(4) 1d, observavel: tempo de
correlacao da energia.

Passos HB MHB OhB
Microcandnicos a b a b a b
0 0.139(8) | 0.99(5) 0.09(6) | 1.32(5) | 10.8(9) | 0.00(1)
1 1.04(5) | 0.124(8) | 0.107(7) | 1.18(5) | 10.5(9) | 0.00(1)

Table 5.1: Anélise comparativa de desempenho, modelo O(4) 1d, resultados do ajuste
NUMETiCo Tipt.p = @ - L" aos resultados computacionais.
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Figura 5.14: Anélise comparativa de desempenho, modelo O(4) 1d, observavel: tempo de
correlacao da susceptibilidade magnética. Dentre os observaveis, este ¢ o de decaimento
temporal mais lento.

Susceptibilidade

RESULTADOS DAS SIMULACOES

TEMPO DE CORRELAGAO (Susceptibilidade)
5*10° lteragoes

* e

1000

100 v

= M.H.B. 0-Mic.
® M.H.B. 1-Mic.

H.B. 0-Mic.
H.B. 1-Mic.
H.B. 2-Mic.

M.H.B. 2-Mic.
Oh.B. 0-Mic.
Oh.B. 1-Mic.
Oh.B. 2-Mic.

Passos HB MHB OhB
Microcandnicos a b a b a b
0 0.0009(2) | 2.08(5) | 0.009(1) | 1.95(3) | 0.0048(5) | 1.33(2)
1 0.011(1) 1.16(2) | 0.015(1) | 1.14(1) | 0.022(2) | 0.93(1)
2 0.016(1) 1.04(1) | 0.015(1) | 1.01(1) | 0.032(2) | 0.83(2)

Table 5.2: Anélise comparativa de desempenho, modelo O(4) 1d, resultados do ajuste
NUMErico Tipt, = a - L’ aos resultados computacionais.

5.1.2 Analise do Modelo O(4) com campo magnético

Tendo em vista a anomalia no algoritmo de OhB — devida ao uso de partidas frias
— que foi encontrada nas simulagoes da tltima sub-se¢ao, decidimo-nos por refazer parte

daquelas simulagoes, empregando agora — a partir de hot starts — um campo magnético

sobre o sistema.
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A motivacao para estes estudos é simples, uma vez que um campo magnético externo
privilegiarad uma das direcdes espaciais — no espaco interno S® — quaisquer algoritmos
nao-ergodicos poderao ser afetados, gerando resultados dispares daqueles produzidos por
seus congéneres ergodicos. No caso de OhB este fato seria bastante plausivel, especialmente

para o observavel energia, ja que este produziu tempos de correlagao anormalmente elevados

nas anéalises precedentes.

Abaixo, resumimos os resultados encontrados. Note contudo, que para o modelo O(4)

nao hé solugao exata na presenca de campo magnético externo.

Campo HB MHB OhB

Externo. (Energia) (Energia) (Energia)
100 0.9998766(1) | 0.9998767(3) | 0.9998793(2)
200 0.9999484(1) | 0.9999484(3) | 0.9999409(1)
300 | 0.9999727(1) | 0.9999727(2) | 0.9999681(2)
400 0.9999849(1) | 0.9999850(2) | 0.9999794(2)

Table 5.3: Analise de algoritmos: modelo O(4) 1d com campo magnético, observavel:
energia por spin; 50.000 iteracoes, 5.000 varreduras iniciais, § = 200, L. = 64.

Campo HB MHB OhB
Externo. {(x) {(x) {(x)
100 63.99216(2) | 63.992158(8) | 63.99216(1)
200 | 63.996746(7) | 63.996745(7) | 63.996735(7)
300 | 63.998293(7) | 63.998293(7) | 63.99826(1)
400 | 63.999071(7) | 63.999071(7) | 63.99906(1)

Table 5.4: Analise de algoritmos: modelo O(4) 1d com campo magnético, observavel:
susceptibilidade magnética; 50.000 iteracoes, 5.000 varreduras iniciais, 3 = 200, L. = 64.
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Comentarios

Nitidamente — na presenca de intensos campos magnéticos externos — os observaveis
do sistema de spins O(4), calculados por meio do algoritmo de Overheat Bath apresentam
grandes divergéncias numéricas (em relagdo as barras de erro) com relagio aqueles obtidos
pelo uso do HB ou MHB. Este fato torna-se tanto mais evidente quanto mais intensos
sao os campos magnéticos aplicados. Portanto, o uso do OhB em sistemas de spins que
apresentem transicoes de fase, e consequentemente magnetizacoes espontaneas, deve ser

considerado temerario.

5.1.3 Analise da teoria de gauge de YM SU(2) em 2d

Confrontamos nesta sub-se¢do as consequéncias da adocao do novo algoritmo MHB ao
invés do tradicional HB nas simulagbes computacionais de teorias de gauge [35]. O modelo
aqui utilizado é a teoria de YM SU(2) em 2D, haja vista que este modelo permite um
céalculo exato de seus observaveis fisicos (confira apéndice), caracteristica esta bastante ttil
na promocao de uma eficiente depuracao dos c6digos.

No limite de redes de lados infinitos, foi demonstrado [56] que o comprimento de cor-
relagdo ¢ é dado exatamente pelo inverso da tensdo de corda x, ou seja: £=1/y/k. Como

estas grandezas também sdo inter-relacionadas ao acoplamento (3 da ac¢do de Wilson (2.19)

podemos propor tamanhos finitos de redes em que a razao entre (5 e L/ minimize efeitos

por

de tamanhos finitos', a0 mesmo tempo em que fixe os intervalos de fisica constante.

Os codigos aqui desenvolvidos — em linguagem Fortran 77 e compilados com {77 (-O3)
— visavam mensurar grandezas extensas — que em geral sdo intrinsecamente correla-
cionadas — como o loop de Wilson (2.35) de lado &, também chamado de plaqueta critica,
e o loop de Polyakov (3.20). Nessa fase, executamos simulacdes? produtivas por aproxi-
madamente 70 horas/cpu, mensuramos os tempos de correlacao de cada um dos observéveis
e estimamos os seus erros (via Janela Auto-Consistente). Como de praxe, analisamos o

desempenho computacional ajustando o Ansatz de lei de poténcias aos dados numéricos.

! Adotamos aqui o valor 3 = é—; — inspirados na Ref. [56] — o que implica na constancia de L/¢.

2Em um Pentium III, 500 MHz, 256 Mb de meméria RAM e 10GB de Disco Rigido.
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Vale ainda notar que durante um mesmo tempo de execucdo, para redes com 722 ou
802 sitios, o algoritmo MHB produziu, se comparado ao tradicional HB, uma reducio de
até 45% nos tempos de correlagdo, o que implica reducao de 25% nos erros estatisticos, e
portanto, um consideravel ganho de desempenho. Este fendmeno insinua a idéia que, em
simulagoes computacionais paralelas — como aquelas executas em clusters — o ganho de

eficiéncia pode ser ainda maior®.

Heat-Bath vs. Modified Heat-Bath

& Micro-canonical Algorithms

1%2% -

6:82 1| ® HB. +0Mic. t=(0.004+0.002)L "%

615 1| * HB. +1Mi. t=(0.070.03)L"""

2% 1| = MHB+OMc t=(0.01420008)L ">

3.85 | M.H.B.+ 1.Mic. t =(0.07+0.03)L°%"' .

3.08 1 |Fit —al®

Chi*2 = 2.07007

231 1 R = 097315

Int. corr. time (Polyakov Loop)

35 40 50 60 70 80
Lattice side (L)

Figura 5.15: Anélise comparativa de desempenho, teoria de gauge SU(2) 2d — 15.000
Iteracoes, 5.000 varreduras iniciais — observavel: tempo de correlacao do loop de Polyakov.

3Devido, principalmente, & diminuicdo das comunicacdes inter-nés causadas pela adicdo de passos mi-
crocanonicos.
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Heat-Bath vs. Modified Heat-Bath

& Micro-canonical Algorithms

23.08 1 | @ HB. +0Mic. t=(0.003£0.002)L"""
* HB. +1.Mic. t=(0.03+0.01)L""**
15.38 4 ®  MH.B.+0.Mic. t =(0.009 iO.OOS)L‘SiU“
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Figura 5.16: Analise comparativa de desempenho, teoria de gauge SU(2) 2d — 15.000
Iteracoes, 5.000 varreduras iniciais — observével: tempo de correlacao da plaqueta de lado
critico .

5.2 Parte II: desconfinamento na teoria de YM SU(2)
em 3d

Apresentaremos aqui os resultados obtidos em nossas simula¢des numéricas para a teoria
de YM — na aproximacao quenched — tridimensional a temperatura finita. Apesar de
consideravelmente mais simples que a QCD, esta teoria ji representa um consideravel de-
safio computacional. Para evidencia-lo, consideremos que apenas as simulagoes produtivas
— apresentadas nessa se¢do — consumiram* aproximadamente 1500 horas/cpu. Portanto,
visando atingir uma maior eficiéncia, utilizamos o algoritmo de termalizacio MHB, de-
senvolvemos os codigos em Fortran 77 e os compilamos com o Intel Fortran r.2003 (-O3
-fast), o que resultou em uma reducdo de até 56% do tempo computacional. As barras de
erros (estatisticos) apresentadas nesta se¢do, assim como nas precedentes, foram todas es-
timadas pelos métodos da se¢ao 4.3; adicionalmente também efetuamos aqui certos estudos

quantitativos de FSS.

*Em processamento conjunto de um Pentium IIT, 500 MHz, 256 Mb de meméria RAM e 10GB de Disco
Rigido e de um Pentium IV, 2.0 GHz, 512 Mb de memoéria RAM e 80GB de Disco Rigido.
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5.2.1 A transicao de fase

Enquanto nas se¢oes anteriores nossos codigos podiam ser depurados pela comparagao
com solugoes exatas, a inexisténcia destas solugoes — em 241 dimensoes — teve de ser
suprida comparando nossos resultados com os provenientes de outras simulagées, como [57].
O observavel de escolha para este procedimento foi o valor médio da plaqueta unitaria
(2.17), haja vista que este observavel é calculavel com precisdes extremas, sendo pouco
suscetivel a efeitos de volume finito.

Por sua vez, os primeiros passos produtivos desta etapa de nosso trabalho consistiram na
implementacao de uma rotina que medisse — apo6s certas varreduras iniciais de termalizagao

— o valor médio do loop de Polyakov: <L>, ou seja

(L) = <ZTTﬂU4 (?,7)>, (5.1)

pois esta quantidade, sendo um parametro de ordem, evidencia o comportamento critico
da transicao de desconfinamento.

Nossas simulagoes foram efetuadas para diversos tamanhos de redes, variando-se o valor
da constante de acoplamento da agdo de Wilson (2.19). As redes foram preparadas tanto
para partidas quentes como frias, um ntmero de varreduras iniciais igual a 1000 foi o
suficiente para garantir a independéncia dos resultados quanto as condicoes iniciais.

Muito embora para pequenas redes — com lados como 40 sitios — o comportamento
de (5.1) ja demonstrasse a presenga da transi¢do de desconfinamento, foram necesséarias
redes bastante maiores — com lados entre 80 e 100 sitios — para que pudéssemos notar
uma destacada regido critica (em torno de = 6.50), na qual as varia¢oes do parametro
de ordem fossem bastante bruscas (apesar de continuas®).

Assim, gracas & marcante influéncia do tamanho das redes no comportamento de (5.1),
consideramos que esta grandeza nao pode prestar-se a uma precisa determinacao — via
extrapolacoes — da temperatura critica do sistema para volumes infinitos. Esta tarefa so
pode ser cumprida utilizando-nos de outros métodos que serao expostos mais adiante. A

seguir, apresentamos graficamente nossos resultados.

50 que indica uma transi¢do de fase de segunda ordem.
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Plaqueta
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Figura 5.17: Plaqueta: curva continua, sem pontos de inflexdao. Nao constatamos efeitos
de volume finito.

Loop de Polyakov

10K Iteracdes, Redes: Ns? x 4

= Ns=80
¢ Ns=100

0.5

NI S

0.4

0.3

<L>

0.2

0.1

L I L L L L L B B

e v b v b by |

L
6 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 6.6 6.7 6.8 6.9
B

Figura 5.18: Parametro de ordem: loop de Polyakov. Curva continua com uma inflexao
no intervalo § € [6.3,6.6], que sugere a presenga de um ponto critico. Comportamentos
quantitativamente distintos das curvas demonstram a presenca de marcantes efeitos de
volume finito.
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5.2.2 Determinacao da temperatura critica

Uma precisa determinacao da temperatura critica de desconfinamento é essencial aos
nossos estudos numéricos, haja vista que o procedimento de extragao de expoentes criticos,
que caracterizam as classes de universalidade, depende intrinsecamente desta temperatura.
Para obté-la, concentramo-nos em duas etapas. Numa etapa preliminar, onde o comporta-
mento da susceptibilidade magnética do loop de Polyakov (4.32) foi sondado por rapidas
simulacoes, em redes de tamanhos intermediarios, de onde localizamos a regiao critica ob-
servando o pico da susceptibilidade. A segunda etapa, que consistiu no cilculo numérico

do cumulante de Binder de quarta ordem (segdo 4.4), foi computacionalmente bastante

6

custosa’. Basicamente, tal dispéndio de tempo reside na computagao, para um grande

conjunto de acoplamentos e tamanhos de redes, da quantidade (4.33), cujo ponto fixo re-

sultante tem como abscissa o preciso valor critico para o acoplamento § da acao de Wilson
(2.19).

Susceptibilidade Magnética

10K Iteragdes, Rede: 502 x 4
188‘\\\\\\\\\\\\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\\\\\\\\\\\

187
186
185}
184
183}
182
181}
180
179}
178}
177}
176
175}
R T T N T PO P TR P SO P

- <ILI>?

<L>?

Figura 5.19: Suscetibilidade Magnética. Sugere possivel comportamento divergente — a
volume infinito — do parametro de ordem na regido critica, que aparece no intervalo de
méxima curvatura: [ € [6.5, 7.0].

6Da ordem de 400 horas/cpu no supra-referido Pentium III de 500MHz.
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Método do Cumulante de Binder
determinac@o da temperatura critica

02 Ns: 20
+ Ns:40

0.4 » Ns: 60
¢ Ns: 80

-0.6 < Ns: 100

40K Iterages

0.8 Redes: Ns? x 4

Interpolagdo: Akima-Splines

—
R R RN AN R VAR R RV AR R

6 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 6.6 6.7 6.8 6.9 7
p

Figura 5.20: Método do cumulante de Binder. Permite uma méaxima precisao na determi-
nacao do ponto critico — (3 =6.50(5) — pois leva em consideragao efeitos de volume finito:
note que redes de lado menor que 40 nao cruzam o ponto fixo. O valor obtido é compativel
com 3 =6.52(3), encontrado em [37] com outros métodos.

Uma vez obtido o valor critico do acoplamento também é possivel que se calculem os
valores fisicos da temperatura de transicao de fase e do espacamento de rede. Para isso, é
essencial notar que em nossas simulacoes numéricas os inicos parametros ajustaveis sao o
acoplamento 3 — que depende implicitamente do espagcamento de rede a — e o niimero de
sitios da rede. Portanto, parece natural que seja possivel expressar quaisquer observaveis
fisicos como funcoes dos parametros de rede.

Assim, podemos associar ao valor — dimensional — experimentalmente mensurado de
um observavel fisico, como a tensao de corda o, a um valor — adimensional — determinado
com as simulagoes na rede. Desse modo, sao fixadas as escalas — e as dimensoes fisicas —
dos parametros livres.

Como exemplo, utilizamos a seguinte expansio [57] da tensdo de corda em termos do

parametro de rede a

1,324(12)  1,20(11
_ (12) | 1,201

a-+/o(T=0) 3 72 o

(5.2)

onde /o (T'=0) é a raiz da tensdo de corda e — para a teoria de YM SU(2) em 3D
— [ =4/a - g*. Substituindo nosso valor de 3 nessa expressao e utilizando um valor de
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referéncia [3] \/o (T = 0) = 0,44GeV, extraimos o espacamento de rede a = 0,527GeV ~1
(i.e. a=0.104fm)". Pela relacio

T'=N, - a, (5.3)

isto resulta, para N, = 4 (como o adotado em nossas simulages), em uma temperatura
de 474 MeV (i.e. 5.50 - 10'? K) para a transi¢do de desconfinamento.

5.2.3 Expoentes criticos estaticos e dindmicos

Nesta sub-secao ocupamo-nos da extragao dos expoentes criticos estaticos e dindmicos que
caracterizam a classe de universalidade a que pertence a teoria de YM SU(2) tridimensional.
Para tal, concentramos nossos esfor¢os computacionais em duas etapas distintas.

Na primeira, utilizamo-nos da hipotese de escala de tamanho finito (4.31) para que
pudéssemos obter a razdo entre os expoentes criticos de (3.4) e (3.5), ou seja, 1. As
simulacoes foram conduzidas em redes com tamanhos que variaram de 10? x 4 a100% x 4
sitios, coletamos os dados produzidos durante 50K varreduras de termalizagdo (e mais
100K varreduras micro-canonicas) apos as 5K varreduras iniciais. Uma regressao linear
(em grafico log-log) permitiu que obtivéssemos uma razao 2 — com um erro percentual de
2,8% — compativel com a classe de universalidade do modelo de Ising bidimensional.

J& na segunda etapa adaptamos os nossos codigos, usando uma nova rotina geradora
de condicoes iniciais, para que pudéssemos efetuar simulagoes com dindmica de tempos
curtos (assim como foi prescrito na se¢ao 4.6). Utilizamos aqui apenas o algoritmo MHB
para as devidas varreduras de termalizacio — em nimero de 200 — tendo sido utilizadas
5K sementes diferentes para a preparacao das configuragoes aleatérias iniciais.

Como os efeitos de volumes finitos sdo pouco importantes no contexto do uso das
técnicas de DTC, restringimos nossas simula¢oes a rede de tamanho 64% x 2 e ao valor do
acoplamento critico (8 = 3.43) utilizados em [40], uma vez que estes se demostraram —
segundo os métodos aplicados em [39] — situados dentro da regido critica®.

Vale ressaltar que a utilizagao de nosso novo algoritmo, em conjunto com as técnicas de
DTC, ofereceu-nos uma nova possibilidade de depurar os c6digos, bem como de constatar

a forma pela qual a dindmica de Monte Carlo influéncia a determinacao dos expoentes

“Por conveniéncia adotamos o sistema natural de unidades: & = ¢ = 1 e utilizamos h-c ~ 3.16-10726.J -
m ~ 197MeV - fm para inter-conversoes.

8Nossos estudos evidenciam um comportamento de escala no intervalo 3.43 < 3 < 3.69, o que corre-
sponte a temperaturas fisicas entre [451,492] MeV. Sua média, T, ~ 472M eV, esta portanto em excelente
concordéncia com aquela obtida pelo método do cumulante de Binder.
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criticos dinamicos. Gragas as leis de escala (4.41), (4.42) e (4.43) obtivemos além da razao
g — entre os expoentes criticos estaticos (3.6) e (3.5) — os expoentes dinamicos 6 e z.

Por fim, notamos que apesar das grandes flutuagoes estatisticas do sistema em questao,
os resultados aqui obtidos concordam suficientemente bem com a hipdtese de que a teoria
de YM SU(2) tridimensional — a temperatura finita — tenha o mesmo comportamento
critico universal (estatico e dinamico) do modelo de Ising bidimensional.

A seguir, apresentamos graficamente o resultado de nossas simulacoes.

Razao de expoentes criticos estaticos via FSS
50K Iteracdes, Redes: Ns? x 4

Y/ v =1.70(5)

100

Susceptibilidade: <L.2>

10 100

Lado da Rede: (Ns)

Figura 5.21: Anélise de F'SS. Determinagdo da razao I entre expoentes criticos estaticos.
Curva em vermelho: regressdo obtida ajustando (4.35) aos dados computacionais.
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Dinamica de Tempos Curtos

dependéncia com o acoplamento

0.1 L L N
B =317
‘B =330
-B =343
- ‘B =3.56
-B =3.69
0.01—
|
0.001 |- TR .
B 5000 sementes
Il L1 x Il Il L1 1 x Il
0'00011 10 100

Tempo de Monte Carlo

Figura 5.22: Determinacao da regiao critica pelo método da Dinamica de Tempos Curtos.
No intervalo 3 € [3.43, 3.69] o comportamento é linear, sugerindo comportamento de escala
por lei de poténcia.

Dinamica de Tempos Curtos
5000 sementes, Rede: 642 x 2

0.01

<L>

0.001

Tempo de Monte Carlo

Figura 5.23: Dinamica de tempos curtos: comportamento do parametro de ordem <L>
(loop de Polyakov). Em vermelho, regressao utilizando a lei de escala (4.41).
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Dinamica de Tempos Curtos
5000 sementes, Rede: 642x2
—

0-d/z=-0.786(7)

le-06 —

Auto-Correlacio

le-07 — _

10

Tempo de Monte Carlo

Figura 5.24: Dinamica de tempos curtos: comportamento da Auto-Correlagdo. Em ver-
melho, regressdo utilizando a lei de escala (4.42).

Dinamica de Tempos Curtos
5000 sementes, Rede: 642x2

<LA2>

(d-2B/v)/z = 0.836(2)

|
100

Tempo de Monte Carlo

Figura 5.25: Dinamica de tempos curtos: comportamento de <L?>. Em vermelho, re-
gressao utilizando a lei de escala (4.43).
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0 z Blv /v
Ising 2D | 0,191(01) | 2,155(03) | 0,125 1,75
SU(2) 3D | 0,192(02) | 2,135(27) | 0,120(18) | —
SU(2) 3D | 0,19(1) 2,0(1) | 0,14(2) | 1,70(5)

Table 5.5: Sumaério. Primeira e segunda linhas provém das referéncias [27, 40] — respec-
tivamente: solucao exata e simulagdo de alta-precisao utilizando o algoritmo HB — A
terceira linha refere-se aos valores obtidos em nossos estudos. Para o caso SU(2) temos 6,
z e #/v: determinagdo via DTC, ~v/v: determinado em equilibrio térmico.

5.2.4 Potenciais inter-quarks

A possibilidade de calcular ab initio os potenciais inter-quarks, segundo a relagao (3.23),
é em principio realizavel através dos métodos numéricos empregados na presente sub-
secao. Como um sutil alerta sobre nomenclatura elucidamos que — embora fisicamente
inapropriado — designamos os graus de liberdade fundamentais da teoria de YM SU(2) por
quarks e glions, haja vista que esta nomenclatura ¢ vastamente utilizada neste contexto.

Como em nossas simulacoes buscavamos uma exploracao qualitativa dos potenciais
inter-quarks — mediante uma ampla varredura do espaco de configuragoes da teoria —
portanto, optamos por utilizar uma rede suficientemente extensa — da ordem de alguns
diametros nucleares — e efetuar 20K varreduras para a termaliza¢do (unicamente com o
algoritmo MHB).

Optamos por omitir as barras de erro dos graficos exibidos, visamos assim favorecer
uma melhor percepcao qualitativa do comportamento, a longas distancias, dos potenciais
envolvidos. Assim, podemos notar claramente os dois aspectos complementares — cada
qual em uma fase distinta — dos potenciais a temperatura finita, a saber: confinamento

linear (a baixas temperaturas) e blindagem/desconfinamento (a altas temperaturas).
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Potencial Inter-Quarks
20K Iteracoes, Redes: 1002 x 4
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Figura 5.26: Potenciais Inter-quarks a temperatura finita. Para § < 6.10 (i.e. T < 441
MeV) o potencial é linearmente confinante, para 6.20 < § < 6.50 (i.e. 449 < T < 474
MeV) observamos progressivo enfraquecimento a longas distancias e para 3 > 6.50 quarks
e glions desconfinam-se.

5.2.5 Massas de blindagem

Esta sub-secao exibe os resultados do que foi, indubitavelmente, a etapa computacional
mais custosa de nossas investigacoes numéricas, haja vista que somente os calculos produ-
tivos — que originaram os graficos aqui mostrados — consumiram cerca de 70% do tempo
total dedicado & segunda etapa deste capitulo, ou seja, cerca de 1100 horas/cpu. Con-
siderando que para a diagonaliza¢do de pequenas matrizes como (4.37) existem excelentes
algoritmos numeéricos — e.g. o método de Jacobi [48] — a maior parte dos nossos esforcos
computacionais foi empenhada na precisa determinagio da familia de operadores (4.40).

Nestas simulagoes utilizamos o acoplamento [ no intervalo compreendido entre [6.50,
7.00], ou seja, nas vizinhangas da regido critica, adotamos também apenas o algoritmo MHB
e redes de 502 x 4 sitios. Essa escolha permitiu que pudéssemos extrair extensas estatisticas
— 1M de varreduras — para cada um dos oito operadores variacionais (4.40) definidos por
n =3k, k=20,...,7, o que se mostrou decisao bastante apropriada, permitindo que

atingissemos boa relagdo sinal /ruido, refletida na pequena dispersdo dos dados.
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Uma vez diagonalizadas as matrizes de correlagao cruzada — calculadas entre os ope-
radores variacionais anteriormente medidos — graficamos o comportamento espacial de
seus auto-valores e ajustamos a curva teodrica (4.38) aos dados. Evidenciamos aqui uma
das marcantes caracteristicas dos métodos variacionais: obtivemos com especial precisao
numérica as massas de blindagem associadas aos estados fundamental e primeiro estado
excitado, enquanto o segundo estado excitado apresentou-se bastante ruidoso.

A seguir, mostramos os resultados obtidos e suas consequéncias

TR,
\h‘()@@(\ oee o0
SS0e0c00000000095°

0.36788

Rede: 50°x 4

= 0, ~_
b = 6.50 i oOoo OOoo
10 lteragdes 00
01334 +—+—7—"V"—"T—""T""T""—"T""——"T"—T T —T ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
R =|R1-R2|

Figura 5.27: Comportamento espacial dos trés maiores auto-valores da matriz de corre-
lacao. Extracdo do espectro de massas de blindagem — 3 = 3. = 6.50, rede 50% x 4, 1M
Iteragdes — pelo ajuste da expressdo (4.38) aos dados computacionais.
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> 0.36788 -
Rede: 50°x4
b =6.55
10° Iteragdes
0.13534 T T T T T T T

R =|R1 - R2|

Figura 5.28: Comportamento espacial dos trés maiores auto-valores da matriz de corre-
lacao. Extracdo do espectro de massas de blindagem — 3 = 6.55 > f3,, rede 50% x 4, 1M

Iteragoes — pelo ajuste da expressao (4.38) aos dados computacionais.

1 -1 Geooeoco00acs Q000000000000

CO0000000020
e o

1 @)
0.36788 o

1 [0}
> 013534 . °

Rede: 50°x4
b=7.0
10° Iteragdes

0.04979

R=|R1-R2|

Figura 5.29: Comportamento espacial dos trés maiores auto-valores da matriz de corre-
lacao. Extracdo do espectro de massas de blindagem — 3 = 7.00 > 3., rede 502 x 4, 1M

Iteragoes — pelo ajuste da expressao (4.38) aos dados computacionais.
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B | a(GeV™!) | Fundamental | 1° Excitado | 2° Excitado
6,50 | 0,5275 0,022(1) 0,042(1) 0,09(3)
6,55 | 0,5230 0,021(1) 0,040(1) 0,09(3)
7,00 | 0,4855 0,011(3) 0,024(8) 0,08(2)

Table 5.6: Massas de blindagem (adimensionais) para o estado fundamental e dois primeiros
estados excitados, referentes a teoria de YM tridimensional na fase desconfinada, rede com
502 x 4 sitios.

Comentarios

A precisao do computo das massas de blindagem dos potenciais na fase desconfinada
mostra forte dependéncia com as flutuacoes térmicas envolvidas, o que pode ser facilmente
evidenciado quando § > 1,0705.. Neste caso, os respectivos estados excitados do sistema
tornam-se visivelmente ruidosos e impossibilitam bons ajustes numeéricos. Ha portanto a
necessidade de melhorias da relagao sinal /ruido pelo acréscimo de passos de Monte Carlo.

Vale também notar que em nossas simulacoes as razoes entre as massas dos primeiros
estados excitados e fundamentais mantiveram-se em torno de 1,9(1) (para § = 6, 50), en-
quanto para 3 = 6,55 obtivemos 2,2(3). Estes valores estdo de acordo com os argumentos
de universalidade, ja que para o modelo de Ising bidimensional, que faz parte da mesma

classe de universalidade de YM 3d, esta razao é exatamente igual a 2 [58, 59|.
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Conclusao

Se vocé nao encontra o sentido das coisas é porque este nao se encontra, se

cria — Antoine Saint-Exupéry.

Esta dissertagao foi dividida em duas etapas complementares. Na primeira, desenvolve-
mos, implementamos e confrontamos o desempenho de uma nova versao do algoritmo de
banho-térmico — que se dedica a termalizacao em simulacées de Monte Carlo — com as
versoes tradicionalmente adotadas nas simulagoes de sistemas de spins (continuos) e teorias
quanticas de gauge.

Nossa modificagao nao viola a ergodicidade — uma condi¢ao necessiria a quaisquer
algoritmos de termalizagao — e produziu, ji no caso de computacao serial, um decréscimo
de aproximadamente 45% nos tempos integrados de correlagiao, equivalente a uma redugao
de cerca de 25% nos erros estatisticos. Considerando o fato de que simulagoes da QCD
podem estender-se por meses, cremos que esta é uma colaboragdo importante & area.

J4 na segunda etapa de nossas investigacoes, aplicamos este novo ferramental algorit-
mico ao estudo do fendmeno do desconfinamento de cor em teorias de gauge a temperatura
finita. Abordamos o caso (particular) da teoria de Yang-Mills SU(2) — quenched — tridi-
mensional, em que analisamos diversos topicos relevantes a sua fenomenologia, por vezes
(qualitativamente) semelhante a QCD.

Destacamos, por exemplo, a precisa determinacao da temperatura critica com a analise
do cumulante de Binder de quarta ordem (uma abordagem original nesta area) e o estudo
numérico da classe de universalidade estatico/dinamica (de YM 3d e de Ising 2d).

Neste tltimo topico, enfatizamos que certas propriedades da fase desconfinada (QGP),

como razoes entre massas de blindagem (envolvendo estados excitados) do espectro, pu-

87
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deram ser explicadas com base nos argumentos de universalidade propostos em [31].
Este resultado é fisicamente nao-trivial, pois somente o estado fundamental contribui
para a energia livre do sistema — base dos argumentos de universalidade [31]. Portanto,

sua aplicagao para a previsao de propriedades de estados excitados ¢ uma extrapolacao

conceitual nao 6bvia, que pudémos verificar.
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Apéndices

7.1 O modelo O(4) unidimensional

Os modelos O(N) pertencem a familia dos sistemas de spins conhecidos por N-vetoriais,
que é caracterizada pela presenca de graus de liberdade continuos, ou seja, cada um de seus
“spins” é na verdade um vetor N-dimensional de norma unitaria. Em particular, o modelo
O(4) é bastante relevante para a fisica de altas energias, especialmente em sua versdo
tridimensional, que apesar de nao ser exatamente soltivel, é conjecturada como estando na
mesma classe de universalidade da transi¢ao de fase da QCD (completa) com dois sabores
de férmions (leves).

Ja a versdo unidimensional do modelo O(4) possui solucdo exata [60], cujo detalhado
estudo foge ao escopo deste trabalho. Salientaremos aqui somente algumas das principais
caracteristicas do modelo, citando, por exemplo, como expressar certas grandezas (e.g.
energia e susceptibilidade) de interesse para os nossos estudos.

Uma vez que por meio da parametrizacio (4.8) a esfera quadridimensional de raio
unitario S? é isométrica, enquanto variedade Riemanniana, ao grupo SU(2), é possivel em
principio representar vetores unitérios em R* como matrizes SU(2).

Usando esse principio é definida uma hamiltoniana para um particular sistema de spins
continuos [modelo O(4)], os quais sdo vetores unitarios sobre S®. Em uma rede unidimen-

sional com L sitios tem-se

H(S) = —5§L:Sx  Sep1. (7.1)

Em simulacoes de Monte Carlo, seu passo de atualizacao é obtido utilizando-se a acao
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para cada spin individual, a qual pode ser escrita por meio de um campo magnético efetivo

como

Hlfspin<S) - —ﬁSx . Heff' (72)

Se for adotada a definigio Heg = Sx_ 1 + Sxi1, € com a parametrizagdo (4.8) de
S% — SU(2), notamos claramente a semelhanca entre (7.2) e de (4.11). Para garantir que
a identificagdo seja exata, parametrizamos H.fy por meio de (4.9), o que garante que o
produto escalar em (7.2) seja positivo-definido.

Por meio dessas identificacoes formais também fica claro que é permitido utilizarem-se
as mesmas rotinas, tanto para as simulag¢oes da QCD SU(2) como para o modelo de spins
apresentado. Notemos que em uma dimensao esse sistema nao apresenta transicoes de
fase. Portanto, a sua magnetizacao é sempre nula. Os principais observaveis, geralmente

implementados em simulagoes computacionais, consistem em:

Magnetizacao:

x=7 < (Z s<x>) > (7.4

L
E=> Si Sq1. (7.5)
=1

Energia:

No caso unidimensional, no limite de uma rede infinita, sao validas as seguintes relagoes

(em termos das fungoes “I” de Bessel) para cada uma das quantidades acima expostas
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Susceptibilidade Magnética:

_ 1+ 5(8) /1 (B)
A ACYAG (0
Energia:
po_ Ll LB +LE) (7)

B 21, (B)

7.2 Teoria de YM SU(2) bidimensional

Delineamos aqui o método de resolucao da teoria bidimensional de YM quenched em
uma rede com NZ sitios e condigdes de contorno livres, seguimos de perto as referéncias
|61, 62] e apresentamos, como resultado geral, as solucoes exatas para certas quantidades
de interesse em nossos estudos numéricos.

O ingrediente fundamental para a solucao é a funcao de particao

Zy = / [aU] e~ 5w ), (7.8)

escrita em termos da medida de Haar para o grupo SU(2)
1 2
dU = —6 (ug + |T|" — 1) d*u (7.9)
e da acao de Wilson para os campos de gauge
g
p
A agao por plaqueta Sp é escrita como

Sp="Tr [Pm (x) + Pl (:c)} : (7.10)

em termos das variaveis de elos que constituem grampos do tipo
Poy (x) = Uy (2) Uy (z +0) Uf (z + 1) U (),

cuja simplificagdo pode se dar fixando o calibre com um gauge temporal (i.e. Uy = 1),
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nesse caso, temos
Py (z) = Uy (z +0) U{ (2), (7.11)

o que reduz o problema de resolver um sistema bidimensional para a solucao de varios
sistemas unidimensionais (desacoplados).

Ou seja, com a introdugao da seguinte transformagao
Uy (z40) =W (z) Uy (2), (7.12)

fundamental na solucdo desse modelo, podemos fatorar a fungao de partigao (7.8) tal que

ela assuma a seguinte forma

Z(3) = H/ [dW] exp (-% > w4 WT}) = 2(B)™% (7.13)

Como a resolugdo das integrais em (7.13) é um processo bastante tedioso [61], e que
pode ser assistido por softwares algébricos (e.g. Maple), apresentaremos apenas o resultado

final da computacao, que é expresso em termos das funcoes “I” de Bessel

1 (B)
5

a partir da qual também podemos calcular o valor da “acao por plaqueta” da teoria, que é

2 () =2 (7.14)

dado por

_ () L)
v =05 =15

Esta tltima quantidade é especialmente interessante, haja vista que guarda [62] uma

(7.15)

simples relacdo numérica com o loop de Wilson (W)

W = [w(8)]"", (7.16)

onde RT é o nimero de plaquetas compreendidas no interior do trajeto de circuitacao de
W.
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