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“Pois quando eu era bebé e chorava e dormia,
O tempo se arrastava;

Quando era menino, ria e conversava,

O tempo andava;

Quando os anos fizeram de mim um homem,
O tempo correu,

Mas quando envelheci, o tempo voou.”

Guy Pentreath






RESUMO

MARTINELLI, T. Evolucao sem evolucgao: assimetria e a emergéncia do tempo na
teoria quantica. 2017. 92p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de
Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2017.

Na teoria quantica ¢é usual se referir a probabilidade de encontrar uma particula entre as
posicoes x e x + dx no instante ¢, embora a teoria ndao forneca quando ocorre a detecgao.
Nos primérdios da teoria, Pauli apresentou um argumento refutando a ideia de introduzir
um operador que descreva a probabilidade do instante em que ocorre a detec¢do. Mais
tarde, Page e Wootters, motivados pelo fato de nao se observar autoestados de superposicao
de energia, apresentaram um formalismo quéantico nao-relativista num espaco estendido
em que espaco e tempo desempenham papéis equivalentes, sendo consistente com as
indagagoes feitas por Pauli. Isso leva a uma descricao dada pela probabilidade condicional
de encontrar uma particula entre z e x + dr em relagao ao tempo [t,t + dt] dado por
outra particula, chamada de particula relégio. Essa dissertacdo consiste de uma revisao da
proposta de Page e Wootters para abordar o problema do tempo na mecanica quantica
bem como de uma analise detalhada desta utilizando de ferramentas recentes introduzidas

na area de informacgao quantica para o tratamento de simetrias em fisica.

Palavras-chave: Fundamentos da mecanica quantica. Reloégios quanticos. Mecanismo de

Page e Wootters.






ABSTRACT

MARTINELLI, T. Evolution without evolution: asymmetry and the emergence of
time in quantum theory. 2017. 92p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de
Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2017.

In quantum theory it is usual one refers to the probability of finding a particle between
the positions x and x + dz at time ¢, although the theory does not provide when detection
occurs. In the primordies of the theory, Pauli presented an argument refuting the idea of
introducing an operator describing the probability of the instant in which the detection
occurs. Later, Page and Wootters, motivated by the fact that one is not able to observe
energy eigenstates superposition, presented a non-relativistic quantum formalism in an
extended space in which space and time play equivalent roles, being consistent with Pauli’s
inquiries. This leads to a description given by the conditional probability of finding a
particle between z and z + dx in respect to the time [¢,t + dt] given by another particle,
called the clock particle. This dissertation consists in a review of the Page and Wootters
proposal to address the time problem in quantum mechanics as well as a detailed analysis
of this using recent tools introduced in the area of quantum information for the treatment

of symmetries in physics.

Keywords: Fundations of quantum mechanics. Quantum clocks. Page and Wootters

mechanism.
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1 INTRODUCAO

Conta-se que uma vez, antes da primeira guerra mundial, um poeta russo estava de
visita a Londres. Seu inglés nao era muito bom, e, desejando saber a hora, ele perguntou a
um caminhante: “Por favor, o que é tempo?” O homem interpelado apressou-se a responder:

“Mas esta é uma questao filoséfica! Porque o senhor pergunta a mim?”!

O presente trabalho diz respeito a intersecao de duas questdes inquietantes para
filosofos e cientistas, a interpretagao dos fundamentos da mecanica quantica e diretamente
correlacionado, que é uma histéria tao antiga quanto a historia da filosofia ocidental, a

existéncia objetiva do tempo.

Ao contrario do natural, ndao sera de preocupacao, como da maioria, na revolugao
conceitual na questao do tempo obtida pela fisica moderna devido as conquistas da teoria
da relatividade de Einstein. Mas sim, na questao do tempo dentro da mecanica quantica

de que ele também fazia parte.

A preocupagao assim é mais prosaica: a usual mecanica quantica no espago-tempo
nao-relativistico, muitas vezes chamada de teoria quantica invariante de Galilei. O objetivo
foi argumentar contra o fato de que tempo é apenas um parametro dentro da mecanica
quantica. Ao invés, foi sustentado que o tempo, em seus varios papéis, pode ser representado
por operadores sobre um pilar dado por Page e Wootters. Isso nao é ir contra a representacao
usual de tempo na teoria quantica e sim fortaleceter indicios de que had um papel mais

fundamental para este.

A dissertacao, discute assim o papel do tempo dentro da teoria quantica. Mais
precisamente, foi abordada uma maneira de tratar tempo como qualquer outro objeto
quantico dentro do formalismo de operadores e espagos de Hilbert com suas propriedades
sem fazer mencgao a parametros classicos. Devido ao primeiro contato com todo o formalismo
aqui discutido, questoes mais aprofundadas nas ferramentas utilizadas nao foram abordadas,

sendo deixadas assim para um possivel trabalho futuro.

1.1 Descricao dos Capitulos

O capitulo 2 comega com uma histéria do tempo na teoria quantica, quando surgi-
ram e quais foram os primeiros questionamentos desse tema. Por exemplo, este capitulo
contém a introducao ao teorema de Pauli, que se tornou a for¢a da sabedoria comum de
que o tempo deve desempenhar um papel limitado na mecanica quantica. Posteriormente,
segue-se uma analise detalhada das afirmagoes de Pauli, que pretendem excluir observaveis
de tempo na mecanica quantica. Primeiro, estritamente falando, Pauli nao apresentou

um teorema, dado algumas classes significativas de contra-exemplos. No entanto, a argu-
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mentacao de Pauli foi sélida no sentido de que hé resultados estreitamente relacionados
que parecem apoiar a sua conclusao. Sao exibidas duas versoes de um resultado que se
baseia na mesma premissa fisica: restringe as energias permitidas do sistema, basicamente
estas limitam os valores permitidos de energia de um sistema quantico, impondo um
limite inferior, formalizando assim o teorema. Em posse desses resultados, argumenta-se
como o mecanismo proposto por Page e Wootters é intocado pelo teorema formalizado

de Pauli, propondo assim um curioso caminho para observaveis de tempo na teoria quantica.

Capitulo 3: Neste capitulo, mostra-se como o fato de introduzir relégios em sistemas
quanticos e eliminar o tempo paramétrico dado por Page e Wootters esta associado com
uma teoria com invariancia pelo grupo de translagdo temporal. O espago relégio esta
estreitamente relacionado com a teoria de sistemas de referéncia quanticos ou assimetria.
Para isso, faz-se uma pequena discussao de simetrias em mecéanica quantica e como as
ferramentas de teoria de grupos serao importantes no decorrer da dissertacao para ex-
plorar melhor o mecanismo aqui tratado. E feita uma definicio matemética da no¢ao de
assimetria de estados. A idéia principal nesta defini¢do é que a assimetria nao pode ser
gerada por uma dinamica invariante por um dado grupo G e assim chega-se na definicao
de operacoes G-invariantes, dois estados possuem a mesma simetria com relagdo a um
grupo G se cada um deles pode ser transformado no outro por um canal G-invariante.
Sao discutidas analogias entre o estudo da assimetria e o estudo do emaranhamento como
dois exemplos de teorias de recursos. Finalmente, introduz-se a no¢ao de mondtonos de
assimetria ou medidas de assimetria, estas quantificam a quantidade de assimetria dos

estados em relagao a um grupo de simetria.

Capitulo 4: Em posse dos capitulos anteriores e das ferramentas trabalhadas, é feita
uma analise quantitativa do mecanismo de Page e Wootters. Em especial, deixa-se claro
como a estrutura de produto tensorial permite a existéncia, dos chamados, sistemas de
referéncias quanticos internos e o fato de emaranhamento ser um recurso para estes, com
a condicao do sistema inicial ndo possuir correlagoes. Assim, o resultado do trabalho foi
mostrar como as ferramentas da teoria de assimetria recuperam os resultados da proposta
original de Page e Wootters. Isso tras a luz novos caminhos para se explorar tanto essa
nova perspectiva de tratar tempo num carater totalmente quantico através de relogios
imersos nos sistemas, bem como uma ligacao entre as teorias de recursos de assimetria e

emaranhamento.

O capitulo 5 conclui a dissertacao. E argumentado o quao vasta as ferramentas
utilizadas podem abranger os interesses da Fisica. Aponta-se também um caminho interes-

sante, aonde teorias que utilizam do formalismo similar ao discutido aqui no contexto de
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sistemas de referéncia quanticos, vem surgindo numa busca mais aplicada. Assim, pode-se
ver como os limites tedricos que foram explorados estao diretamente relacionados a algumas
realizagoes fisicas. Por fim, algumas reflexdes sao feitas de como pode ser interpretado o
conceito de tempo na teoria quantica, através da proposta dado por Page e Wootters, uma
pequena discussao é feita no que entendesse por carater relacional do tempo na filosofia

analitica.
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2 UM PRELUDIO PARA TEMPO

O capitulo inicia fornecendo alguns antecedentes historicos do papel do tempo
em mecanica quantica para as questoes a serem tratada no que segue. O objetivo da
dissertacao como um todo serd exibir e analisar com mais detalhe o mecanismo de Page'
e Wootters'? no qual sugere um caminho interessante para a representaciao do tempo e
dos processos temporais dentro da teoria quantica. Para isso, serao utilizados recursos
matematicos e conceituais modernos da teoria da informagao quantica que serdo mostrados
no capitulo seguinte. No entanto, algumas das afirmacoes e argumentos mais interessantes
sobre o papel do tempo na teoria quantica foram feitas durante o inicio da histéria da
propria teoria, em torno da década de vinte do século XX, quando essas ferramentas ainda

nao eram disponiveis.

No presente capitulo, sera feita uma andlise do primeiro argumento que desenrolou
uma discussao rica no tema e as consequéncias desta, devido a Wolfgang Pauli,"! que em
1933, através de notas de rodapé de seu artigo® sobre mecanica quantica descreveu sobre a
inexisténcia de um operador para tempo. Esse argumento passou a ser conhecido como

“Teorema de Pauli”.

Por fim, na secao 2.3, encontra-se o mecanismo de Page e Wootters propondo o
tratamento do tempo numa extencao do espago de Hilbert, que sera chamado de espaco
relégio. Esta proposta, foi primeiramente trabalhada por Paul Dirac'V.* Com a peculiaridade

e talvez motivagoes que sao inteiramentes intocadas pelo argumento de Pauli.

2.1 Relégios Quanticos e o “teorema” de Pauli

Parte das reflexoes filoséficas ao longo deste tépico e da construgao do proximo
sao baseadas principalmente ao trabalho de Pashby® e nas outras citacoes que seguem.
Um dos primeiros, se ndo o primeiro, trabalho em direcao a uma interpretagao de tempo
e introdugao de relégios em mecanica quantica é devido a Erwin Schrodinger', o qual
procurou avaliar o significado da relagdo de incerteza para tempo-energia considerando
as possiveis complicagoes da incerteza quantica ao estabelecer um sistema de referéncia

inercial para tempo.

Donald Nelson Page (1948 - ), fisico norte-americano.

William Kent Wootters ( - ), fisico tedrico norte-americano.

i Wolfgang Ernst Pauli (1900 - 1958), fisico austriaco.

V' Paul Adrien Maurice Dirac (1902 - 1984), fisico teérico inglés.

Erwin Rudolf Josef Alexander Schrédinger (1887 - 1961), fisico teérico austriaco.

ii
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De acordo com o protocolo para sincronizacao de reldgios de Einstein, para estabe-
lecer uma noc¢ao comum de tempo entre referénciais inerciais é necessario uma colegao de
relogios ideais distantes trocando sinais de luz uns com os outros. No entanto, o sistema
de funcionamento de tais reldgios ideais é desprezivel no regime de validade da teoria
de relativade, basta toma-los de um tamanho suficientemente microscopico para nao ter
influéncia no sistema. J4 na mecanica quantica, a discussao do sistema de um relogio fisico
por mais que seja microscopico é relevante, por ser o regime da teoria. Foi isso que levou
Schrodinger® a argumentar que as relacoes de incerteza da mecanica quantica levariam,
em principio, a limitagoes referente a exatidao de que o procedimento de sincronizacao de
relogios poderia ser realizado, sendo provavelmente a primeira menc¢ao a reldgios imersos

em sistemas quanticos."!

Schrodinger® foi levado a explorar as caracteristicas de um relégio quantico ideal:
um sistema que evolui através de uma sucessao de estados que variam linearmente, ou
seja, covariam, com os valores do tempo paramétrico ao qual o estado instantaneo do
sistema ou estado do relégio é referido. Ele concluiu entao que tal sistema seria nao-fisico
no seguinte sentido: Uma vez que o reldgio é ideal o seu estado em cada momento teria de
ser perfeitamente distinguivel de qualquer outro estado, ou seja, os estados sucessivos do
sistema devem ser mutuamente ortogonais. No entanto, devido a relacao entre energia e
tempo, isso implicaria que a energia do sistema ¢ completamente incerta: todos os valores

de energia de —oo a +o00 sdo igualmente provaveis.

Uma visao clara do raciocinio de Pauli aos argumentos de Schrodinger pode ser
dada como se segue.” Suponha que haja um operador de tempo T, satisfazendo a seguinte
relagdo [H, T] = —il com o hamiltoniano H de um dado sistema e I sendo o operador

identidade. Seja o seguinte operador unitario como uma expansao exponencial em 7',

6i/\T _ Z (ZA) Tn’ (21)
— n!

com A € R. Agora, utilizando a relacao [H, f(T)] = f/(T)[H,T] para funces f analiticas,

tem-se que

[H, ] = N (2.2)

Vi Posteriormente, Salecker e Wigner vieram a explorar tais limitacoes em seu artigo de 1958.7
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—iAT

e finalmente, atuando e na esquerda,

e M = H 4+ M, (2.3)

AT ¢ o gerador de translagdes no espectro do hamiltoniano o(H)

mostrando assim que €’
dado por A. No entanto, a equacao acima afirma que H e H 4+ A\l sdo operadores uni-
tariamente equivalentes, implicando que eles possuem o mesmo espectro o(H) = o(T).
Uma vez que A€ R, segue-se que o(H) € R. Portanto, a introdugao de um operador 7" é
aparentemente proibida, ja que obriga o hamiltoniano H de qualquer sistema a possuir

espectro isomorfo a reta real, contradizendo exemplos fisicos, como o oscilador harmonico.

Ha um fato importante a ser destacado na linha de raciocinio de Schrodinger e
Pauli para clarear a introdugdo desses sistemas relégios: ter uma grande incerteza na
energia e possuir uma energia infinita nao sao a mesma coisa na mecanica quantica. Possuir
uma energia infinita para um sistema em mecanica quantica significa, essencialmente,
que o valor esperado seria infinito para o observavel de energia. Conquanto, possuir uma
grande incerteza na energia nao corresponde a uma grande energia e sim a uma completa
indeterminacao desta: haveria um estado em que nenhum valor de energia é mais provavel
do que outro, ou seja, o valor esperado de energia para o relégio ideal de Schrodinger
possuindo valores de energia que vao de —oo a 400 seria zero, caso definido. Assim, o
problema de Schrodinger com o relégio quantico ideal é que seu espectro de energia é
ilimitado, ndo que possui uma energia infinita. Sistemas fisicos quanticos possuem um
estado fundamental, um estado de menor energia abaixo do qual a energia do sistema
nao pode decair, como exemplo o estado fundamental do oscilador harmonico quantico
correspondente a uma energia maior do que zero. O relégio ideal, entretanto, nao seria

assim, sua energia poderia tomar qualquer valor positivo ou negativo.

Tem-se um argumento simples do por que essa hipdtese é algo razoavel de se
pedir. Tome um sistema que nao possua limite inferior de energia e utilize-o como fonte,
extraindo dele energia suficiente para abastecer as luzes de sua cidade local por um dia.
Nesse processo, é abaixado o estado de energia do sistema. Repita o procedimento amanha,
abaixando ainda mais o estado de energia e abastecendo a cidade. Pode-se repetir o proto-
colo quanto se queira, uma vez que nao ha limite inferior de energia no sistema, este pode
ser utilizado indefinidamente como fonte de energia, violando o principio de conservacao de

energia, nao existindo assim, quantidade de energia que possa ser atribuida a esse sistema.'’

Isso certamente é um motivo para desconfiar do relégio quantico ideal. Além disso,
de acordo com Schrodinger, algo ainda mais alarmante é valido para este sistema: nao so6

o valor de energia do sistema nao possuird um limite inferior, mas ainda o relégio ideal
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tem um valor completamente incerto para a energia. Isso significa que na interagdo com
outro sistema, ele pode trocar uma enorme quantidade de energia arbitraria positiva ou
negativa. Isso tornaria o relogio ideal algo como uma “bomba-relégio” ja que nao seria

possivel controlar um sistema com quantidade ilimitada de energia.

Parece tudo acabado? Nao! Um modo de contornar tal conclusao é considerar
sistemas de dimensao finita,'! e garantir sua convergéncia para o caso ideal. Porém, lembre
que o caso ideal apresenta um problema. Portanto, deve-se garantir a convergéncia para
um sistema fisico ideal, que pela argumentacao acima deve possuir um hamiltoniano semi-

delimitado. No que se segue, essa conclusao sera sustentada no desenrolar dos teoremas.

2.1.1 Um pouco de refinamento: a relagdo de comutagdao canonica

A partir daqui o objetivo serd formalizar o que estd sendo chamando de teorema
de Pauli. Isso serd importante no sentido de trazer seguranga ao tragar rotas para abordar
o problema do tempo na mecanica quantica. Para fixar a notagao que sera utilizada, faz

sentido listar os axiomas da mecanica quantica'? 14 Vi,

Estados Os estados puros sdo os vetores ortonormais [¢)) de um espaco de Hilbert Vi
separdvel H ou, equivalentemente, os elementos do espaco projetivo de Hilbert PH™.
O estado de um sistema pode ser misto, caso em que o estado é dado por um operador
de densidade p = 3, pi|w; ) (] com 0 < p; <1leY,;p; =1

Observaveis Os observaveis de um sistema sao os operadores auto-adjuntos em H,
ou equivalentemente o conjunto de medidas projetivas. Pelo teorema espectral
a cada operador auto-adjunto A corresponde unicamente uma medida projetiva
P4 A PA(A), com A € B(R) sendo subconjuntos de Borel da reta real R.

Medida O valor esperado de um observavel A no estado p é dado pelo trago (4) , = tr[pA]
e no caso do estado ser puro, p = |¢ ) (| segue que (A) = (Y| Al). A probabilidade

py = tr[PA(A)p] descreve os resultados de um experimento no qual o observével A ¢

Vit Ao decorrer da dissertacdo, sera assumido que i = 1.

Vil David Hilbert (1862 - 1943), mateméatico alemao.

X o espaco projetivo de Hilbert PH é o conjunto de classes de equivaléncia de vetores ndo-nulos
|t)) € H para a relagdo dada por: |[¢)) ~ ¢ |) com ¢ € C nao-nulo. O significado fisico
do espago projetivo de Hilbert é que, na teoria quintica, as fungdes de onda [|¢) e ¢ |v)

representam o mesmo estado fisico.
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medido.

Dinamica A dindmica de um sistema é dada por um operador auto-adjunto H, sendo

este o tinico gerador do um grupo unitario U; = e~ parametrizado pelo tempo ¢.3
Caso o estado do sistema for p no tempo ¢t = 0, entao o estado evoluido em ¢ é dado
por p; = UtpU,;r (representacao de Schrodinger) ou, equivalentemente, seja A um
observavel no tempo t = 0, entdo o observavel evoluido em ¢ é dado por A; = UtAUtT

(representagao de Heisenberg™).

J& que o objetivo é descrever tempo através de operadores que produzem observaveis
que covariam com o tempo paramétrico é interessante definir as condigoes de covariancia
global e local, sendo que em mecanica quantica, covariancia local pode ser mantida mesmo

se nao houver nenhuma condicao de covariancia global.

Definicao 2.1. Serd dito que T € localmente covariante no tempo se ‘ﬂ;—gt) = cte, para
Vt € R em um espaco de Hilbert separdvel H, e o valor esperado de T' varia linearmente

com o tempo,w =k, Yoo C D(T), com D(T) sendo o dominio de T.

Pode-se expressar a condicao de covariancia global utilizando o valor esperado de
T

(QIT@®]y) = @ITO)[P) +1, (2.4)
Vi € D(T) and Vt € R.

Como procura-se um observavel para tempo, assuma que o operador 1" seja auto-
adjunto e ilimitado. Pelo teorema de Stone™, a seguir, hd uma correspondéncia um-para-um
entre os operadores auto-adjuntos e os grupos unitarios (fortemente continuos)Xii de um

parametro.

Teorema 2.1. (Stone). Sejam ) € H e um grupo unitdrio de um parametro fortemente
continuo U, com t € R, entdo este possui um unico gerador auto-adjunto H tal que

U, = e "t Isto ¢,

1
li — (U — 1) [) = H [), (2.5)

Werner Karl Heisenberg (1901 - 1976), fisico tedrico aleméo.

Marshall Harvey Stone (1903-1989), matemético norte-americano.

Um grupo fortemente contiinuo de operadores lineares limitados em um espaco de Hilbert
H ¢ uma familia T'(t),.p € B(H), tal que (i) T'(0) = I, o operador identidade em #; (ii)
T(s)T(t) =T(s+t), para todo s,t € R; (iii) Para cada =z € H fixado, T'(t)r — x, quando
t— 0.

xi

xii
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com |¢) € D(H) se o limite existir.

Nesse caso, sendo T'(0) = T o observavel na representaagao de Schrodinger e T'(t)

o observavel na representacao de Heisenberg estes relacionam-se pela expressao,
T(t) = UTUf =T + I, (2.6)

para V [¢)) € D(T) e Vt € R, com U; = e~ *H sendo a familia de um pardmetro de operado-

res unitarios gerados por H. Isto fornece uma expressao mais precisa de covaridncia global.

Perceba ainda que, para U, ) € D(H)

d 1
Z%Ut ) = Alg_{loxt(UHAt —Uy) |¥)

= lim E(Um — DU, ), (2.7)
= HU, |¢)

(2.8)

ou seja, a equacao de Schrodinger pode ser derivada como resultado do teorema de Stone.

A covariancia local pode ser obtida de T fazendo uma aplicacdo do Teorema de

Stone na relagao [H, T,

[H, T] = lim— (Ut—])T Thml(U I)

t—>0@ t—0 7t
= hm (UtT TU;)
= —hszt —l
t—0

= —l (2.9)
(2.10)

em que na ultima linha foi utilizada a relagao [U;, T] = Us.

Aqui fica bem claro o que o uso do teorema de Stone fornece, em contrapartida
com a linha de raciocinio anteriormente utilizada para obter o resultado de Pauli. Nao ha

necessidade de impor a relacdo de comutacao canonica, ela surge naturalmente!

Agora, fazendo uso da equagao de Heisenberg para T'(t),

d

STt = [H, ()] = i, (2.11)
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assim, covariancia global implica em covariancia local de T'. O uso do teorema de Stone
mostra também o sentido exato de que a condicao de covariancia local é apenas a forma

instantanea da condicao de covariancia global.

O fato de T ser auto-adjunto também mostra que ele é o tnico gerador do grupo
unitario U, = e~*T¢, assim pode-se utilizar a covaridncia de T' com o grupo unitario U,
para derivar uma relacao entre H e U.. Isso recupera a tltima linha do argumento de Pauli
dado por Galapon (2.3),? e os tltimos passos da prova sdo andlogos. Assim, segue-se a

forma do teorema de Pauli dada por Butterfield.!®

Teorema 2.2. (Teorema de Pauli) Sejam H e T operadores auto-adjuntos em um espago de

Hilbert separdvel H. SeT" obedece a relacao de covariancia global com o grupo uniparamétrico

unitdrio U, = e "t gerado unicamente por H, ou seja, se
) )

T(t) = UTUf =T +tI, (2.12)

para Vt € R, entao o(H) = o(T) = R.

O importante da discussao até aqui, dada pelo teorema de Stone foi obter a relacao
de comutagao canonica [H, T| = —il e sua interpretagao, o fato de H e T respeitarem-na
mostra que um é o gerador do outro. Justificando sua exigéncia para a condicao de se ter

um relogio ideal.

Porém, note que é relativamente facil ver que os dois operadores acima nao podem
ser ambos limitados. Observe que para quaisquer A, B tais que [A, B] =il —[A", B] =

inA""! e portanto, as normas dos operadores satisfazem

2| Al[™|IBI] = nl| A" = 2||A||".[|B]| = n (2.13)

para Vn. No entanto, n pode ser arbitrariamente grande, entao pelo menos um operador
deve ser nao-limitado e a dimensao do espaco Hilbert correspondente nao pode ser finita.
Em seu livro, Weyl*!! foi o primeiro a notar que ambos os operadores satisfazendo a relacao
acima sdo ilimitados. Assim qualquer sistema finito a se considerar, deve ser tratado como

uma aproximacao para um relégio ideal*".

O fato de nao definir um dominio para os operadores envolvidos no enunciado gera
muitas classes de contra-exemplos ao “teorema de Pauli”. Um contra-exemplo simples'” no

qual, a parte de significado fisico, segue as premissas de Pauli e contradiz sua conclusao

¥l Hermann Klaus Hugo Weyl (1885 - 1955), matemadtico alemao.

XV Veja uma discussdo mais detalhada em HALL.'6
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pode-se ver a seguir.

Um contra-exemplo

Sejam os operadores X e P que satisfazem a relacao de comutagdo candnica, isto é,
(X, P] =il e considere o Hamiltoniano H = ﬁPZ + X. Definindo T' = — P, temos pelo

seguinte calculo simples que,

1 1
HT —-TH = —(P?>+ X)(-=P)+ P(—P?*+ X
(PP + X)(=P) + P(5 P+ X)
1 1
=—-P—P*-PX —il + P—P?+PX (2.14)
2m 2m

= —il

tal operador T' é um observavel de tempo pela propria definicaio de Pauli. Ha outros

contra-exemplos na literatura, como pode ser visto em GALAPON.?

O aparecimento de tais contra-exemplos é devido a falta de um certo formalismo
no enunciado do teorema, ou seja, a auséncia de um dominio de definicdo dos operadores
envolvidos nas premissas de Pauli. No que se segue, sera discutida brevemente a exigéncia
de um formalismo e suas implicacgoes. Elas serao positivas no sentido de que, satisfazendo

tais condigoes, possibilitara explorar uma maneira que permita a existéncia do operador 7"

2.2 Ha lugar para tempo afinal?

Algo natural de se deparar na histéria da matematica é o fato de um mesmo
resultado ser demonstrado mais que uma vez utilizando conceitos diferentes. Tome por
exemplo o pequeno teorema de Fermat* que foi um dos resultados fundamentais da
teoria elementar de niimeros envolvendo nimeros primos. A prova, que foi descoberta

*vI (porém nao a publicou) e mais tarde redescoberta por

pela primeira vez por Leibniz
Euler™! é uma aplicacdo muito simples do teorema multinomial. Porém, ha vérias outras
demonstragoes, por exemplo, o préoprio Euler exibiu uma outra posteriormente utlizando
ferramentas de teoria de grupos. Assim, uma demonstragdo com conceitos diferentes para
um mesmo fato ja conhecido pode propiciar um entendimento mais profundo deste e até

gerar caminhos novos para se seguir.

*¥ Pierre de Fermat (1607 - 1665), matematico francés.

i Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), muitas coisas, alemdo.
*Vil Leonard Euler (1707 - 1783), matemético, fisico, ... , suico.
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Seguindo a essa premissa, serdo exibidos os dois resultados devido a Srinivas e

9 0s quais formalizam o teorema de Pauli. Estes utilizaram da

Vijayalakshmi'® e Halvorson,
hipotese fisica de restringir o espectro do hamiltoniano para ser semi-delimitado que, como
discutido anteriormente, é algo bastante razoavel uma vez que é de interesse respeitar a
conservacao de energia. Assim, conclui-se o fato de tempo nao ser um operador, pelo menos
nao como os observaveis usuais em mecanica quantica representados por medidas projetivas.
O curioso dos resultados é que suas demonstracoes tendem a ser triviais baseadas em

xviii

lemas distintos, porém nada triviais

Teorema 2.3. (Srinivas & Vijayalakshmi). Seja um operador auto-adjunto H limitado
(por baizo), entdo nao existe um operador auto-adjunto T de modo que a sequinte relagio

seja satisfeita,

U PT (AU} = PT(A + 1), (2.15)

com PT(A) sendo elementos de uma medida projetiva e Uy = e~ o grupo unitdrio de

translacoes temporais geradas por H.

Assim, uma vez que T é auto-adjunto, pelo Teorema Espectral'? existe uma tinica
familia de projetores PT tal que T' = fR AdPy com P_,, =0 e P, = I. Portanto, pelo

teorema acima nao existe 7' auto-adjunto.

O segundo resultado na mesma linha do acima, porém mais recente foi obtido por

Halvorson. No artigo em questdao,'® o autor fornece o argumento de que qualquer teoria
)

quantica dispensa a existéncia de um subespaco para armazenar os autoestados de um

operador auto-adjunto de tempo 7.

Pelos postulados da teoria quéntica, o espago de estados é descrito como sendo
um espaco vetorial H munido de produto interno, cuja evolucao temporal é representada
por um grupo de translacido temporal {U; = e~ ¢t € R}, sendo H seu gerador com
espectro limitado por baixo - limite inferior de energia. Suponha agora por reductio ad
absurdum que para qualquer intervalo A C R, existe um subespaco Sao C H de estados
que ocorrem durante esse intervalo, denote por Pa a projecao em tal subespago Sa. Para
qualquer estado |¢)) € H, o operador de evolucao temporal U, evolui o estado|y) por
t. Assim, se|i)) € Sa entdo Uy [¢) € Sayy. Porém, o fato de operador Uy ser unitario
Ui (SA) = (Sate) < UtJr (Sa+t) = (Sa), implica que UtPAUtT = Payy, VA, t € R. Como

segundo resultado, segue o seguinte

xill yeia, 0 apéndice A para detalhes.
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Teorema 2.4. (Halvorson) Suponha que haja uma atribuicao N — Sa de intervalos

temporais para subespacos do espaco de estados H tais que:
1. U, (Sp) U} = Sayy Para Vit € R,
2. Sn € ortogonal a Sar para A\ e /N disjuntos.

Entio Sa = 0 para qualquer que seja o intervalo /.

Isso mostra novamente que dentro do formalismo convencional de mecanica quantica
nao ha lugar para projetores que evoluem através do gerador hamiltoniano, e portanto,
nao ha lugar para um operador auto-adjunto de tempo 7', necessitando assim de outros

mecanismos a serem explorados caso queira-se persistir num lugar para tempo na teoria.

O leitor curioso ird notar que no artigo, o autor diz comprovar que a teoria quantica
exclui qualquer possibilidade de uma quantidade que se possa chamar de intervalo de
tempo entre dois eventos. Além disso, ele alega que o tempo nao é nem mesmo uma
quantidade nao observavel na mecanica quantica. Aqui, nao serao feitas interpretagoes um
tanto que ousadas nesse sentido e sim apenas utilizar do resultado matematico como uma
espécie de guia para considerar outros mecanismos ou hipoteses consistentes para tratar a

questao do tempo na mecanica quantica.

2.3 O caminho intocado por Pauli: O espaco de Hilbert Extendido

Uma saida elegante para o impasse da ultima secao foi oferecida por Page e Woot-
ters.? O ponto de partida foi utilizar o que se conhece como a definicdo operacional de
tempo dada por Peres®™: “tempo é aquilo que ¢ medido por um relégio”.? Essa afirmacao
poderia resolver o problema de definir tempo, mas na verdade ela s6 reformula a pergunta
para dizer: o que sao relégios afinal? Sendo assim, a principal tarefa serd analisar um
sistema fisico que atue como um relégio e um observavel do relégio para que tempo possa
enfim ser descrito pela teoria quantica qualquer que venha a ser seu aspecto, respeitando

os argumentos discutidos anteriormente.

Antes, um pouco de historia. Como mencionado no inicio, a extensao do espago de
Hilbert devida a Dirac veio em um de seus primeiros artigos, que posteriormente utilizou-a?!
motivado pelo desejo de quantificar a relativade geral. Tais técnicas foram utilizadas por
John Wheeler™ e Bryce DeWitt* num artigo publicado em 1967,%? culminando em sua

equacao “estatica” num desejo de obter uma equacao para a gravidade quantica. Por fim,

xix  Asher Peres (1934 - 2005), fisico israelense.
** John Archibald Wheeler (1911 - 2008), fisico teérico norte-americano.
i Bryce Seligman DeWitt (1923 - 2004), fisico teérico norte-americano.
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tal fato foi uma das motivacoes de Page e Wootters para o mecanismo aqui tratado, como

pode-se ver no artigo original.?

A ideia principal do mecanismo de Page e Wootters consiste em ampliar o espago de
Hilbert Hg de um sistema .S em consideracao para H := Hs®H g com Hg sendo o espago de
um sistema auxiliar R, sistema relégio. Este ultimo estd provido dos operadores candnicos
Tr e Hr com [Tr, Hp] = il, que representam posi¢io e momento™!, respectivamente e,
sob restrigcoes que virao a seguir, podem ser interpretados como o indicador de tempo e

energia do sistema em evolucao. Em seguida, apresenta-se o hamiltoniano do sistema total:

Htot ::HS®]R+[S®HR (216)

com Hg sendo o hamiltoniano do sistema S e Ig, I os operadores de identidade em Hg e
H g, respectivamente. Por construgao, Hy,; possui um espectro continuo que inclui todos os
valores reais possiveis como autovalores. No que segue, ¢é identificado um conjunto especial
de vetores [1)), chamados de vetores fisicos do mecanismo e que sao identificados pela

equacao de autovetor associada ao autovalor nulo de H,,, isto é

Hip [1)) =0 (2.17)

em que a notagdo de duplo-ket lembrara que |¢)) é definido em H = Hg ® Hg. Mais
precisamente a equacao acima define autovetores que nao sao elementos préprios de H,
como ¢ o caso do operador posicdo de uma particula.'* Porém, possui um produto escalar

com todos os elementos de tal espaco, induzindo uma representacao dele.

Nessa construcao, o autovalor zero de Hy,; parece desempenhar um papel especial
na identificacdo dos vetores fisicos [1))) mas esse nao é o caso.?® Na verdade, & menos de

fases, os vetores fisicos 1)) podem ser identificados também pela seguinte restrigao,

Hy [)) = M) (2.18)

com A € R. Assim, a equagao (2.18) pode ser colocada na forma (2.17) realizando uma
translagao do espectro de Hr por A. Portanto, pode-se fixar a analise na equacao (2.17)

sem perda de generalidade.

Pode-se interpretar a equagao (2.17) como uma restrigao que forga vetores fisicos

a serem autoestados do hamiltoniano total com autovalor nulo. Assim, neste modelo os

1 Ja que o relégio deve apenar covariar com o tempo paramétrico. Assim, os “bracos” do
relégio podem ser descrito por um oscilador harmoénico oscilando numa certa frequéncia,
uma particula movendo na reta real ou um sistema de d-niveis.
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vetores [1))) sdo objetos “estaticos” que nao evoluem.

A vantagem é que, ao contrario do cendrio classico, na teoria quantica o movimento
nao tem de ser assumido como primitivo: assume-se que o todo o sistema esteja em um
estado estacionario - um autoestado de seu hamiltoniano. O tempo e a dindmica emergem
entao em um subsistema que é emaranhado com outro subsistema relégio, observavel
relégio. E importante notar que este nao é um operador de tempo, mas simplesmente
um observével (e.g. uma dada componente do operador momento angular) do sistema

escolhido como um possivel relégio.?* 2

Lembre que a existéncia de um operador tempo levanta alguns problemas, como

visto na sessdao anterior e resumido pela equacao a seguir,

[Tr, Hs| =il — o(Hg) C (—00,00) (2.19)

porém, nesse modelo segue que

[Tw, Hg] = il — o(Hg) C (—o0, 00) (2.20)

apenas o hamiltoniano do rel6gio (momento) deve ter espectro infinito, caso seja de inte-

resse ele tomar todos valores da reta, e nao o hamiltoniano do sistema Hg!

Assim, por construgao, o mecanismo de Page e Wootters esta livre das premissas

dos teoremas da secao anterior, uma vez que

[Tr, Hs] =0 (2.21)

ja que os operadores Ty e Hg pertencem a espacos de Hilbert diferentes!

Isso remete & uma afirmativa dada por Peres em seu livro texto?®: “Se energia gera
translagoes temporais e momento gera translagoes de posicao, entao o hamiltoniano e
operador momento de qualquer sistema deveriam comutar sempre”. Na mecanica quantica
convencional isso nao é um problema, caso ndo se trate tempo como uma variavel dinamica.
No caso construido acima tempo é uma variavel dinamica, o que poderia trazer problemas,

porém suas translagoes nao sao geradas por Hg e sim por Hg.

Para o relogio ser ideal, o observavel escolhido como indicador Tk deve ser conju-

gado com o hamiltoniano do relégio, [Tr, Hgr| = il com Tg |pr(t)) =t |¢r(t)) e os valores
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t formam um continuo, que representam os valores a serem lidos pelos bracos do reldgio.

O fato de os relégios serem fisicamente realizaveis significa que o comportamento de
um relégio ideal pode ser aproximado a uma precisdo arbitrariamente alta.?”? O relégio
ideal pode ser aproximado por sistemas com um observavel Tr que possui um espectro
discreto de n autovalores ¢(t,), onde nao hé limite para quao bem o a sequéncia de t,, pode
se aproximar da reta real, para assim o espacamento entre dois autovalores consecutivos
ser desprezivel e o relogio possuir uma precisao suficientemente alta. Tal possibilidade sera

assumida nos casos finitos tratados a seguir.

Considere o caso de um observavel relogio dado por

Tp =) tor(t))(or(t)] (2.22)

teT
com 7 C R um conjunto maximal do conjunto dos reais, tal que os vetores sao ortonomais
para Vt € T . Se T for um conjunto de ntimeros reais sucessivos separados por At, o

observavel

g0 (S lonle + 20 (on(0] 22

teT
pode servir como Hpg nesse caso ideal. Isso porque, é possivel recuperar a expressao de

covariancia global,

e HIRALT, GIHRAL Py 4 A¢T (2.24)

log A

De fato, utilizando que e = A, com A sendo um operador auto-adjunto, segue que

(T =S on(t)) (onlt+ A0[on)) (on(0)] (T ontt + 20)) onto)]

tt'eT teT

Yt A8 [6r() ) drlt + AP (Z |¢R<t+At>><¢R<t>|)

teT teT

= > (t+ At |or(t) )(¢r(t + At)|pr(t + At) ) Pr(t')]
tt'eT

= > (t+A)[or(t) )(or(t)| = Tr + At (2.25)
teT

aonde foi utilizada apenas a ortonormalidade dos estados (pr(t)|pr(t")) = 6. Esse é um
exemplo de como poderia se aproximar a reta real fazendo lim At — 0. Observe que tudo

isso ocorre no espaco do relogio.
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Agora, seja |¢r(0)) o estado do relégio escolhido para corresponder ao tempo zero
do relégio e para cada t defina: |pg(t)) = exp (—iHgt) |¢r(0)) como o estado que possui o
valor ¢ do tempo de reldgio. Por fim, seja |¢g(t)) o estado relativo do sistema S quando o
relégio R estd no estado |¢g(t)). Em outras palavras, |1)5(t)) é o estado a partir do qual as
probabilidades para o sistema podem ser calculadas, dado que o relégio foi encontrado no
estado |pg(t)). Matematicamente, [1g(t)) é o resultado da projecao de |1)) no subespago
do reldgio, ou seja, o coeficiente de |pr(t)) na expansao de |¢)) como os autovetores do

operador temporal Tg,

[¥s(t)) = (Dr(t) [¥)) (2.26)

Ao escrever (2.17) na representacao “posicao” em Hp, pode-se facilmente verificar

que esse vetor realmente obedece equacgao de Schrodinger, i.e.,

P Ws0) = i {6n(t) [0) = — (0r(t) |Ha @ Tsl))
= (6nlt) Hur — Hs ® Iald)) = (0n(t) |Hs © Ild))  (227)
= Hg(¢r(t) |¢)) = Hg |ts(t))

Assim, medidas de estados s6 fardo sentido quando condicionadas ao estado do
relogio. Note que isso nao é tao estranho ao se pensar da seguinte maneira, suponha que
um técnico de laboratorio queira fazer uma medida num experimento quantico e para isso

utiliza a equagao usual de Schrodinger para evoluir o sistema

0
iy [0(0) = H [4(t)) (2.28)

a variavel ¢ é um parametro lido pelo relégio da parede, externo ao sistema. Assim, ao
realizar a medida, ele condiciona esta ao valor lido pelo relégio da parede, classicamente
correlacionado, para anotar o dado. A tnica diferenca aqui é que o relégio sera considerado
como um sistema quantico, que correlaciona-se quanticamente com o sistema e faz parte

dele. Menos estranho?

2.3.1 Um exemplo simples, mas rico: dois qubits

Com propositos heuristicos, serd revisto o primeiro exemplo abordado por Wootters
em seu artigo.?? Considere duas particulas spin-1/2 nao-interagentes ou dois quibts em

um campo magnético § = B,z. Neste modelo, as duas particulas que possuem momentos
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magnéticos idénticos p, iniciam o instante ¢ = 0 com ambos os seus spins apontando na

dire¢ao T positivo. Isto é,

o) =14 = i1 (2.29)

em que [0) e |1) sdo auto-estados de 0, ¢ 0 hamiltoniano total dado por

Hy=0cf@I°+1"®05 (2.31)

com o2 sendo a componente 2, de cada particula, do spinor (o,,0,,0,) que satisfaz as
seguintes relagoes [0, 0;] = 2¢€;,0) € 0,05 = 20;; para i,j = x,y, z. Atribua a uma das
particulas como um relogio R, sendo sua direcao de rotacao andloga ao sentido do ponteiro

de um relogio ordinério e a outra particula como o sistema S. Desse modo, o observavel
R

relégio pode ser escolhido como o'
Pela equagao de movimento, as particulas precessionam em conjunto em torno do

eixo vertical, de modo que o estado de cada particula no tempo t é,

|Mﬁ»:&”®$§MHLQZRS, (2.52)

com w = ubB,.

No entanto, a proposta do mecanismo é a inacessibilidade do tempo paramétrico
representado pela coordenada t. Uma maneira de livrar-se dela é realizar uma média sobre
tal varidvel inacessivel para obter um estado fisico para as outras varidveis.'® Portanto, o

vetor desse sistema simples ponderado pela média no tempo sera

27w
W

) = e [ dtlon(®) os(e). (2.33)

0

que na base {|+),|—)} terd o seguinte aspecto,

wwzjgwnﬂ+vﬁwn (2.34)

XU Aqui estd sendo utilizada a notacao convencional da teoria de informacado quéntica aonde
tém-se as seguintes correspondéncias,

0) <= [ 1) e [1) <= [ 1) (2.30)

com a notacdo up-down do spin.
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e como requerido o hamiltoniano do relégio gera uma translacao dada por exp (—igfj) |+) =
—).

Na base de energia (autobase de ¢,) o estado do sistema serd

1
) = 7 (101) + [10)) (2.35)

Veja que no sistema total o estado é estatico e correlacionado quanticamente:

emaranhado. Um outro fato importante de se notar é que na notacao matricial, de

operador densidade p = | )){(¥],

0]
11
11
0 (2.36)

Enquanto que, caso fosse realizado o procedimento de eliminar o tempo externo ¢ no estado

fisico

2w Jw
p= o [ dtlun(t))(vrlt)]  s()){ws(t) (2.37)

o resultado, na base {|0), |1)}, seria

11
11
(2.38)

Note a diferenca nos termos selecionados em vermelho. H4 um porque? Como é da
sabedoria comum, pode-se identificar os estados puros de um sistema quantico como as

classes de equivaléncia de vetores unitarios pela relacao

) ~ e ) (2.39)

com € R, uma vez que [¢) e € |1)) geram o mesmo subespaco, tem-se que o projetor
associado a eles é o mesmo. Essa é uma das vantagens de se representar estados usando ope-
radores densidade, pois a cada estado fisico ha um tnico operador correspondente e a fase
é eliminada por construcao. Aqui, isso parece fazer uma diferenca crucial como pode-se ob-

servar acima: ao fazer a média num vetor fisico ao invés do estado fisico dado pelo operador
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densidade, sdo eliminados estados desnecessarios que nao sao eliminados no segundo caso.*’

Por isso, faz mais sentido manter como processo de eliminacao da coordenada

paramétrica de tempo t a seguinte média,>!

T
1
p=Jlim o / dt pr(t) ® ps(t) (2.40)
-T

Perceba que aqui foi dado um aspecto geral para a operagao. No exemplo acima,
a evolucao provocada pelo hamiltoniano é nada mais do que translagoes por uma fase e,
por isso, a integragao foi num intervalo distinto. Esse procedimento serd discutido com
mais detalhe no proximo capitulo. Isso nao alteraria em nada a discussao da se¢ao 2.3 na

obtencao da equacao de Schrodinger, ja que pode-se obter

ps(t) = ilps(t), Hs(t)] (2.41)

sendo esta a equacao de Schrodinger na notacao de operador densidade do sistema S no

tempo t quando o sistema relégio R se encontra no estado pg(t) = e Rt pp(0)etlrt,

Por fim, note que o modelo de relégio acima é um tanto que pobre. Para isso ficar
mais claro, faca a seguinte atribuicao pitoresca de “horérios” a estados do relégio quantico®

XXiv

como segue-se: ao estado correspondente a 42, atribua o horario de meio-dia™"V, ou seja,
|+) <— 12h e ao estado correspondente a —Z, tem-se a associa¢do |—) <— 6h que
representam um angulo de defasagem de 7. Agora fica claro que nao ha mais autoestados
no sistema relogio R para atribuir os outros horarios de um relégio convencional, ou seja,
nesse exemplo o relogio ¢ um binario de tiques: cima-baixo. Portanto, o quao melhor os
autovalores do sistema relégio R aproximarem-se da reta real, garantira chance de atribuir
menores intervalos temporais a dinamica do sistema. Em palavras mais elegantes, para
que a construcgao seja compativel com uma dindmica realista deve-se ter um alto grau de
degenerescéncia no autoespago associado ao autovalor nulo do hamiltoniano do sistema

total.

Uma outra manifestacao de o relégio nao ser ideal nesse exemplo é o fato de
[Tr, Hg] = [o], 0B] # il, s6 atingindo tal quando o sistema possui um hamiltoniano e

observavel relogio ilimitados, o que obviamente nao é o caso para o sistema de quibts.

Porém, o exemplo é muito 1til para clarear a dindmica do mecanismo de Page e Wootters.

IV ou meia-noite, isso dependera da hora que vocé lera isso
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Essa discussao voltara no capitulo 4 e ficard claro que, num caso similar de aumentar a

L XXV

dimensao do espaco de Hilbert, o relégio funcionara™" melhor.

XV Serd procurado também definir melhor o significado do termo “funcionar” para o relégio.
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3 SISTEMAS DE REFERENCIAS E TEORIA DE ASSIMETRIA

3.1 Introducao

Como discutido, o mecanismo de Page e Wootters oferece um caminho alterna-
tivo para tratar tempo em mecanica quantica. No capitulo anterior, tal mecanismo foi
introduzido mostrando como ele fica livre das premissas de Pauli. Faz sentido exibir as
principais argumentacoes e outros indicios que fortificam a prosposta deles, uma vez que
estas trazem um rico ferramental que possibilita explorar melhor a fisica. Sendo assim, o
motivo desse capitulo serd exibir ferramentas visando analisar o mecanismo e discutir os

resultados do capitulo que se segue.

Pelo proprio mecanismo, somente os operadores que comutam com o hamiltoniano
total podem ser observaveis. Mas esses operadores sao estacionarios, entao como ¢é que
observa-se a dependéncia do tempo no mundo? Foi argumentado que o comportamento
temporal tido pela equacgao de Schrodinger é, na verdade, uma dependéncia por um tempo
de relégio interno e nao pelo tempo paramétrico externo. Isto é coerente com as observagoes
de que qualquer sistema fechado estd em um autoestado de energia de seu hamiltoniano

total e, portanto, estaciondrio em relacao & coordenada tempo.?

Um outro argumento que motiva investigar o papel de evolugoes temporais em
mecanica quantica é o fato dos estados evoluidos estarem nos elementos nao-diagonais
do operador densidade. Para clarear, tome o exemplo da evolucao de um sistema de

d-niveis com estado inicial p = 2 3¢ _ |m) (n| e operador de evolugdo dado por U, =
d

m=

L™ m) (m|, na base do hamiltoniano. Segue entdo, que:

1 & .
UipU) = p S eIy (n] (3.1)

m,n=1
Bem, sabe-se que todo o ferramental do axioma de observacdo na teoria quantica
usual se restringe na anélise espectral de operadores - obter os autovalores de um observavel
quantico (operador auto-adjunto). Sabe-se também, da teoria espectral, que autovalores
sdo invariantes por mudancas de base ou transformacoes de similaridade’. Isso é razoavel,
ja que um observavel quantico, depois de obtido é algo fisico, sendo normal atribuir uma
realidade a ele e, portanto, exigindo uma invariancia por transformagoes. Porém, como

visto acima, os estados evoluidos obviamente fogem dessa invariancia, dando assim mais

Dados um operador O e um operador inversivel P, uma transformagao é dita similar se

O — P~ lOP.
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um argumento para se investigar as ferramentas utilizadas na descricao da dindmica na

teoria quantica nao-relativista.

Esse incomodo ¢é pertinente, ja que na Fisica é interessante associar um axioma
fisico com imposi¢oes na descricdo matematica da teoria em questao. Para ver como isso
se manifesta em outras areas, utilize como exemplo a teoria da relatividade restrita. Os

dois axiomas fundamentais postulados por Einstein®® podem ser vistos como:

e constancia da velocidade da luz em todos referenciais iniciais;

e invariancia de uma teoria fisica por referenciais inerciais;

O elegante disso é que na sua formulagao os dois axiomas fisicos acima restrin-
gem a ferramenta matematica utilizada, a saber, teorias fisicas devem ser descritas por
equagoes diferenciais (parciais) hiperbdlicas®® tensorias sobre um espago-tempo munido
de uma métrica lorentziana plana. A métrica lorentziana faz com que a regiao de influén-
cia de uma equagao hiperbdlica seja contida no cone de luz futuro - primeiro axioma; o

fato de serem tensoriais implica em invaridncia por referenciais inerciais - segundo axioma.>?

Assim, o fato de impor a restricdo do tempo paramétrico ser inacessivel e recupe-
rado pela correlagao com um sistema reldgio na proposta de Page e Wootters, consegue
elevar o nivel de dindmica para algo invariante na teoria matematica da mecéanica quantica
nio-relativista. E importante deixar claro aqui, que a proposta de Page e Wootters néo é
necessariamente o mecanismo correto para explicar o carater do tempo descrita acima,
apenas oferece um caminho que vale a pena ser investigado por propor uma solugao
consistente com as digressdes acima e até agora obter sucesso em contra-argumentagoes

que apareceram na literatura.??2% 31

Apés fazer uma pequena introducao de simetrias em fisica, sera visto melhor a
estrutura da média uniforme apresentada no capitulo anterior e como ela restringe a

dindmica para uma invariancia por grupos.

3.2 Um pouco de simetrias em Fisica

Acredita-se que as leis da natureza sejam invariantes sob certas operacoes de
simetria do espaco-tempo: translagoes, rotacoes e deslocamentos em relagao a um sistema
de referéncia se movendo uniformemente. Assim, na construgao de uma teoria fisica (em
velocidade baixas - limite ndo-relativistico) é comum assumir invaridncia sob essas transfor-

magoes, logo a descrigao de sistemas quanticos que diferem apenas por tais transformacoes
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devem ser equivalentes. Sabe-se, do conhecido teorema de Wigner!*! que essas transforma-
coes sao representadas por operadores unitrios ou anti-unitarios™ no espaco de Hilbert
do sistema. Portanto, correspondente a uma transformacao no espago-tempo 7, deve haver
uma transformacao unitaria U(7), que serd chamada de transformacao de simetria, nos

vetores de estado e operadores observaveis.

Uma transformacgao de simetria deixa os objetos fisicos, estruturas ou dindmica
inalterada. O interessante é que a teoria de grupos' fornece a linguagem matematica para
descrever simetrias. Pode-se ver facilmente que o conjunto de simetrias de um objeto forma

um grupo:

e sao fechados, pois tomando uma simetria do objeto e entao aplicando outra simetria,

a transformacao total deixara o objeto inalterado sendo ainda uma simetria;

e a transformacao identidade sempre deixa o objeto inalterado sendo portanto uma

simetria do objeto;

e finalmente, se uma transformacao deixa o objeto inalterado, desfazendo essa transfor-
macao o objeto também fica inalterado e assim o inverso de uma simetria é também

uma simetria.

Assim, as transformagoes no espago-tempo no regime nao-relativista, denotadas por
7, sa0 representadas por um grupo, o chamado grupo de Galilei"'¥!. Dados um operador de
densidade arbitrario p e um operador unitario U,, o mapeamento por uma transformacao

de simetria associada a um grupo G ¢ feito para o operador densidade U,pU gT.

Seja G um grupo descrevendo um conjunto ou uma transformagao de simetria. A
agao de cada elemento de grupo g € GG deve ser descrita por uma transformacao unitéaria

U,. Segue que, por consisténcia, para qualquer par de elementos de grupo g¢,¢' € G

UggpULy = Uy (UgpU]) U}, (3.2)

i Eugene Paul Wigner (1902 - 1995), fisico hiingaro.

i estes s30 necessarios para descrever certas simetrias discretas, como invaridncia por reversao
temporal, porém estes nao serdo de atengao nesta dissertagao.

veja apéndice B para detalhes.

Galileu Galilei (1564 - 1642), personalidade fundamental no que entende-se por fazer ciéncia.
No regime relativistico, é utilizado o grupo de Lorentz.3%33

iv

vi
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Uma vez que isto deve ser valido para qualquer estado arbitrario p, pode-se concluir que
UgUy = w(9, 9 )Usg (3:3)

em que w(g,¢’) é um fator de fase, i.e. |w(g,q')| = 1.

Isto significa que uma simetria descrita pelo grupo G deve ser representada por
uma representacao unitaria projetiva do grupo G. O fator de fase w(g, ¢’) é chamado de
cociclo da representagdo. No caso especifico em que o cociclo é trivial, w(g,¢') = 1, a
representacao é chamada apenas de representacao unitaria, esse sera o foco de aqui em
diante!. Sera utilizada a notacdo unitdria de super-operador para representar a acao de
grupos. Dados um grupo G' e quaisquer representagoes unitarias ¢ — U, para Vg € G,
define-se o super-operador

U,() = U, ()] (3.4)

g

Assim, sob a transformacao de simetria U,, um dado estado p serd mapeado em U, (p).

Para a maioria das simetrias, como as simetrias fundamentais do espaco-tempo
a representacao destas em sistemas compostos é dada pela representacao coletiva: se as
representacoes unitarias de uma transformagao de simetria nos sistemas com os espacos de
Hilbert H 4 e Hp sao dadas por U;‘ eU f , g € GG, respectivamente, entao a representagao
unitaria dessa transformacao de simetria no espaco de Hilbert do sistema com composto
Ha ® Hp serda dada por U, ;‘ QU f . Nesta dissertagao, sempre sera assumido que a repre-

sentagao da simetria no sistema composto sera a representagao coletiva.

Agora, decomponha o espaco de Hilbert total Hyr = H4 ® Hp de um sistema
composto na soma direta de seus autoespagos como se segue. Definindo H,, C Hr como
os autoespacos do operador Hp com autovalores ¢€,, pode-se assim expressar o espaco de
Hilbert H; como,

Hr = P Ha (3.5)

Qualquer estado |i,) € H, transforma-se sob translagoes temporais, pela representacao

U;, como

U ’wn> = 't |¢n> (3'6)

Definindo IT,, como o projetor em H,,, entao um estado arbitrdrio [¢))" transforma-

Vil para uma melhor discussdo e exemplos de cociclos nio-triviais veja MARVIAN.34
VI perceba aqui que este estado tem o mesmo papel daquele com notagdao de duplo-ket da se¢do

2.3.
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se da forma

(1)) = Ut [9) = D e 1L, [) (3.7)

Suponha agora que Bob prepare um estado quéantico [¢(t)) em relacdo a sua
referéncia de tempo t. Considere a situacado em que Alice nao possui conhecimento
da referéncia de tempo de Bob ¢, ou seja, ha uma simetria por translagoes temporais

Tt € R}. O procedimento de Alice, para descrever o estado

representadas por U, = {e~
de Bob é 0 mesmo da secao 2.3.1, ela realiza uma média uniforme sobre os possiveis valores
de t, dando a sua descricao do estado enviado por Bob. Esta média produz um estado

misto,

Gl w0 = fim oo [ deUifu)ui] (33)

De fato,

Gl ) = Jim o [ 3 ) e

T—o00 2T
1 T
= S | Jim o [ dreiene (3.9)
m,n i

= D IL[¢) (¥,

O fato deste resultado se aplicar a qualquer estado [¢(t)), permite expressar a agao

de G™ em um operador densidade arbitrério p como,

= 310,11, (3.10)

Assim, o estado do sistema como um todo é invariante pelo grupo de transla¢es tem-
porais* e o tempo paramétrico é recuperado através de correlagoes entre os subsistemas

em H 4 e Hp. Mais precisamente, propoe-se o seguinte protocolo para a descri¢ao de tempo:

1. Tratar tempo quanticamente;

2. Fazer o uso de hamiltonianos com simetrias apropriadas - hamiltonianos que

comutam com o gerador de translagao temporal;

X Esse formato simples de G vale apenas para as simetrias fundamentais descritas acima, para
sua cara mais complicada, veja BARTLETT et al.®®
note que a simetria por G imp6e uma decomposi¢do completamente redutivel no operador,

veja apéndice B.
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3. Introduzir classes de equivaléncia entre estados quanticos relacionados por um

elemento do grupo de simetria™;

4. Interpretar os operadores de densidade evoluidos como distribui¢des de probabi-

lidade condicionais.

Na literatura, esse é o formalismo da mecanica quantica relacional 3¢

que consiste
no tratamento de sistemas de referéncia como objetos quanticos, reldgios no caso tra-
balhado aqui. Por relacional, entende-se de uma teoria em que nao ha necessidade de
um sistema de referéncia externo que é utilizado para definir observaveis cinematicos. A
motivagao da construcao desta teoria é a relatividade geral, uma teoria independente de
referenciais cuja generalizagao quéntica é esperada herdar essa propriedade. No limite
semi-classico, em que assume-se sistemas de referéncia com um espaco de Hilbert de
dimensao muita alta, a mecanica quantica relacional reduz-se a mecénica quantica padrao.
No entanto, no limite semi-classico nao pode-se negligenciar efeitos gravitacionais devido a
esses referenciais.®” 3 Portanto, o problema de encontrar uma “mecanica quintica relacio-

nal” é necessariamente parte do projeto de construcao de uma teoria quantica da gravidade.

No que segue, discute-se com mais detalhes o papel de um referencial ou sistema
de referéncia na descricao da mecanica quéantica e chega-se na conclusao de que apresentar
invaridncia por um sistema de referéncia é nada mais do que apresentar invariancia pela
representacido de um dado grupo. E importante ressaltar que a teoria de sistemas de
referéncia quanticos nio estd no seu formato final.*> O objetivo a seguir é apenas exibi-la
para mostrar como o mecanismo de Page e Wootters esta diretamente relacionado com esta,
o aparecimento de complicagoes, como discutidas acima, em uma analise mais profunda

foge do escopo da dissertagao.

3.3 Sistemas de Referéncias

Sistemas de referéncia em uma teoria fisica podem ser tratados como externos ou
internos na respectiva descrig¢ao fisica. Um sistema de referéncia externo ¢ um recurso
estatico, ndo sendo descrito como parte da dinamica, no qual a descricao dos objetos é
especificada e em particular nao interage com os sistemas fisicos da teoria. Tais sistemas
de referéncia serao denominados como sistemas de referéncia padrao e denotados pela letra
p. Por outro lado, sistemas de referéncia internos sao objetos fisicos dinamicos que estao

incluidos na descricao da fisica.?:4!

X Essas classes pertencem ao mesmo subespaco invariante da decomposicao irredutivel do

operador densidade, Apéndice B.
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Eliminando o sistema de referéncia padrao: particula classica

Pode-se ilustrar o conceito de um sistema de referéncia interno como o exemplo
de determinar a posicdo de uma particula classica ¢ em uma dada linha. A posicao 7. da
particula depende das coordenadas externas, em especial: fixar uma origem e escolher uma
escala. Alternativamente, pode-se utilizar a posicao z; de uma particula de referéncia r
adicional como um marco fisico para a origem. A posicao relativa da particula inicial em
relacdo a esta particula de referéncia é dada pela distancia \Ez — a:_>r| Esta posicao relativa
é um grau de liberdade inseparavel tanto da particula ¢ como da particula r. Uma vez que
esta quantidade é independente do sistema de referéncia padrao p, o sistema de referéncia
r é dito interno. Nessa descricao fisica, quando se utiliza um sistema de referéncia interno,
as quantidades fisicas importantes sao codificadas nas correlagoes entre o sistema c e o

sistema de referéncia r, que sao invariantes sob mudangas do sistemas do referéncia padrao.

3.3.1 Sistemas de referéncia na mecanica quantica

Sistemas de referéncia estao implicitos na descricao de estados quanticos. Por
exemplo, na representagao de posi¢ao da funcdo de onda de uma particula quantica ¥ (z),
a coordenada x parametriza a posi¢ao da particula em relagdo a uma referéncia espacial
externa r - eixo cartesiano. Mais geralmente, o estado quantico de um sistema é uma

descrigdo do sistema relativo a um sistema de referéncia externo adequado.

Considere agora uma transformacao que altera a relagao acima. Essa transformacao
pode ser ativa ou passiva. Numa transformacao ativa, muda-se o sistema tal que o sistema
transformado representado pelo estado ¢’(z), mantém uma relagao diferente com o sistema
de referéncia r. Ja na transformacao passiva, o sistema nao se altera, mas é descrito em
relagdo a um novo sistema de referéncia r’. Em ambas as situagoes, a transformacao pode

ser representada por um operador unitario, como discutido anteriormente.

Para clarear, considere a figura a seguir, em que ocorre a seguinte mudanga do
estado na representacao posi¢ao V(x) — W'(z), no caso de transformagao ativa e a seguinte
mudanca do sistema de referéncia r — ' como sendo uma translagao no eixo x, ry — x,

no caso de transformacao passiva.
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Y (x) T(x)

X =X, X=X,

Figura 1 — A fungao ¥(z) é transformada na nova fungao ¥'(x) = U(7)¥(z), com 7 sendo
uma transformacao qualquer no espacgo-tempo, translacao espacial nesse caso.
A funcao original é localizada proxima a x = xy e a fung¢ao nova préxima a
xr = xp, com zj = Txo. A relagdo precisa das duas fungoes fica V'(7z) = ¥(x),
ao escrever Tx = ', segue que V'(z') = ¥(x) = V(77 12’). Porém, por definicdo,
V'(2') = U(r)¥ ('), logo U(T)¥(x) = ¥(r 'x).

Fonte: BALLENTINE

Assim, pela figura acima, fica claro que quando o vetor abstrato ¢ é representado
como uma func¢ao das coordenadas do espaco-tempo, ha uma relacio inversa entre trans-
formacoes no espaco de fungoes - ativa, e transformagoes nas coordenadas - passiva. Isso é

importante para o que vem a seguir.

3.3.2 Sistemas de referéncia quanticos

Na discussao acima, ficou claro o papel de um sistema de referéncia externo (clas-
sico) na descrigdo de um estado quéntico. Mas, o interesse estd em utilizar um sistema
quantico como referéncia para um estado quantico, conseguindo assim fazer uma completa
descri¢ao quantica, eliminando o sistema de referéncia padrao p. Assim, como poderia-se
utilizar de um sistema de referéncia interno R, em analogia a particula cldssica, para
codificar informagoes entre este e um sistema de interesse S quantico? Em mecanica
quantica, a unica maneira de internalizar o sistema de referéncia ¢ atribuindo um espaco
de Hilbert a este.*?

Em vista desse propoésito, considere um sistema quantico S com espaco de Hilbert
Hs, no estado pg em relacao ao sistema de referéncia padrao p. As mudangas de orientacao
deste sistema em relacao a p sdo descritas por uma representacao unitaria U, f com g sendo
um elemento do grupo G que descreve todas as possiveis mudangas de orientagao. Em
seguida, prepare um outro estado quantico em um sistema adicional R com espaco Hg, que
também é definido em relacao a p, logo transforma-se através da representacao unitaria
U gR de G. Porém, o estado deste ¢é escolhido de modo que representa bem a orientagao

dada por p. Por exemplo, se p representa orientacao no eixo x, um bom estado para R

X Aqui, as letras maitsculas e minisculas diferem sistemas de referéncia quanticos e classicos,
respectivamente.
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. . ~ 0)+ |1 . . ~
seria aqueles apontando para esse direcao como LﬂH Agora, considere a utilizacao de R

como um sistema de referéncia para S, isto ¢, uma maneira de referir-se a propriedades
de S em relacdo as de R, internalizando o sistema de referéncia quintico.*® Assim, as
quantidades fisicas importantes serdo codificadas por correlagoes quanticas entre o sistema
S e o sistema de referéncia R, sendo invariantes sob mudancas do sistema de referéncia

padrao p. Veja figura a seguir.

~ ~
~ -~

~~._ SistemaHg

Figura 2 — Aqui o sistema de referéncia padrao p é o eixo temporal ¢ (que na pratica
é o relogio de parede do laboratério) para os sistemas quanticos Hg e Hr
(relégio quantico) que exibem os valores tg e tg, respectivamente. Ao eliminar
a dependéncia em relagdo ao tempo paramétrico t, a dependéncia temporal
do sistema Hg é descrita em relacao ao sistema Hpg, o que pictoricamente
esta exibido pela reta em vermelho. O sistema total fica, assim, invariante por
translagoes temporais.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Matematicamente, para eliminar o uso do sistema de referéncia padrao p, faz-se o
uso da técnica de média de grupos como ja vista anteriormente. Para um estado geral p,
isto é feito pela média do estado sobre todas as a representagoes unitarias, U, com g € G

xiii

no espaco de Hilbert H associado a p. O mapa resultante é dado por

g@zéw%w (3.11)

X A medida invariante é escolhida usando o principio da méxima entropia: o fato de nao
haver conhecimento prévio sobre o sistema de referéncia R, implica em assumir uma medida
uniforme sobre todas os possibilidades.
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em que Uy(-) = U,(-)U, g . Aplicando a operagao acima no estado composto ps ® pgr, notando
que a representacao unitaria no espaco de Hilbert composto Hg ® Hr é dada por U, gS QU gR,

ou seja, construida a partir das representagoes individuais de G' em S e R. Segue que

G(ps @ pr) = /Gdg Uy (ps) @ U (pr) (3.12)

Isso permite codificar informacao de um sistema quantico S utilizando um sistema de

referéncia quantico R.

Assim, a auséncia de um sistema de referéncia para um dado grau de liberdade
implica numa teoria G-invariante que restringe os tipos de estados e operacoes permitidas.
Porém, como sera clareado por exemplos no capitulo a seguir, mesmo que o sistema
composto esteja sob uma simetria G a estrutura de produto tensorial permite utilizar um
subsistema, relégio quantico R no caso, para romper parcialmente a simetria no subsistema

S, essa é basicamente a raiz do mecanismo Page e Wootters.

Como argumentado no capitulo anterior, o relégio quantico R pode ser um sistema
bem definido como um oscilador numa certa frequéncia ou o sistema de spin utilizado
no exemplo 2.3.1. Tome o oscilador como relégio nesse contexto para elucidar. Suponha
agora que um observador, Alice, realiza experimentos num sistema S que sera considerado
como um laser e observa que o laser tem uma fase bem-definida - superposi¢ao coerente de
niveis de energia em S. Ela pode ter feito isso executando o laser continuamente, enquanto
comparando e estabilizando sua fase através do relégio quantico - oscilador local. Agora,
considere um outro observador, Bob, que ndo possui acesso ao oscilador local de Alice,
nem a um relégio externo classico. Assim, ele descreve o estado composto como um estado
correlacionado entre o relégio quantico e o laser: o relégio quantico atua como um sistema

de referéncia.



49

B= Prs = J‘JH*X"’IR" i) ee),

Figura 3 — Reldgio quantico como oscilador local. Alice observa um sistema em uma fase
bem definida ¢q, desta forma Alice pode observar superposicoes coerentes de
niveis de energia em S, pg, utilizando R. Devido a auséncia de uma referén-
cia, que impoe uma simetria global, Bob explica a situacdao por um estado
correlacionado entre o relégio de Alice e o sistema S, dado por pgrs.

Fonte: FAIST.%

A teoria por tras de sistemas de referéncia quanticos é nada mais do que a teoria de
assimetria, na qual sistemas de referéncia levam apenas outro nome, estados assimétricos.
No que segue, exibi-se brevemente a teoria com algumas defini¢oes para chegar no tépico
final deste capitulo onde é apresentado um quantificador™" possivel para sistemas de
referéncia ou estados assimétricos. A partir daqui, sistemas de referéncia quanticos serao

chamados apenas por sistemas de referéncia, a menos de ambiguidades no contexto.

3.4 Teoria de Assimetria

De modo analogo ao argumentado no capitulo anterior, faz sentido listar os axiomas
da mecanica quantica na notagao mais utilizada em teoria da informacgao quantica. A
justificativa é o fato de que toda a teoria de assimetria, discutida brevemente a seguir, ter
sido construida utilizando desta notacao.?3%4%46 Agsim, caso o leitor almeje aprofundar,

nao havera dificuldades de leitura.

Estados Um estado é um operador de densidade, um operador hermitiano nao-negativo

no espago de Hilbert com traco igual a unidade.

Medidas Uma medida ¢ uma medida positiva, POVM*', uma divisao da unidade por
operadores nao-negativos. Quando a medida F(X) é realizada no estado p, o resultado
X ocorre com probabilidade p,(X) = tr[E(X)p].

XV para outras escolhas, veja MASHHAD.3*
*V do inglés, positive operator valued-measure.
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Dinamica A evolucao de um estado no espago de Hilbert H 4 para o espaco Hp € descrita

por um mapa completamente positivo*"! que preserva traco, mapa CPTP*Vi,

E importante notar que os postulados enunciados acima para para sistemas abertos

nao posstiem nenhuma diferenca na formulacao fundamental da teoria*', ssendo realmente
uma questao de gosto ou de qual representacao é a mais favoravel para tratar o problema

em questao. Sendo esta tltima o propdésito daqui.

3.4.1 Estados G-invariantes

Para qualquer grupo de simetria dado, existem alguns estados que sao invariantes
sob as transformacoes de simetria no grupo. Por exemplo, dada uma simetria G com
representacao Uy, o estado completamente misto p = é com d sendo a dimensao do seu

espaco de Hilbert, é invariante sob todas as transformacoes de simetria.

Definicao 3.1. O subgrupo de simetria de um estado p relativo ao grupo G, denotado

Sc(p), € o subgrupo de G tal que p € invariante,

Sc(p) = {Uy(p) = p; g € G} (3.13)

Se o subgrupo de simetria contiver apenas o elemento de identidade, ele é dito
trivial. Nesse caso, muitas vezes se diz que o estado ndo possui simetrias (significando
simetrias ndo-triviais). Se o subgrupo de simetria de um estado p é todo o grupo G, de

modo que ele é invariante por todas as transformacoes de simetria g € G, i.e.
Uy(p) = p; Vg € G, (3.14)
entdo o estado é dit G-invariante e serd denotado por p*™.

3.4.2 Operagoes G-invariantes

Uma evolucao temporal é dita G-invariante se ela comuta com todas as transforma-
¢oes de simetria do grupo G, ou seja, para qualquer estado inicial e qualquer transformacao
de simetria, o estado final é independente da ordem em que a transformacao de simetria e
a evolucao temporal sao aplicadas. Uma operagao G-covariante também pode ser chamada
de operagao simétrica. E importante nao confundir transformagoes de simetria que cor-

respondem a uma ac¢ao de um dado grupo, com transformagoes simétricas, que comutam

*Vi Seja K um espaco de Hilbert arbitrario, seja B(K) o espaco de operadores lineares limitados em
K e Ip(x) o mapa identidade em B(K). Um mapa & : B(Ha) — B(Hp) é dito completamente
positivo se para qualquer espago de Hilbert K, £ ® Zp(x) ¢ um mapa positivo, isto é, mapeia
operadores positivos de B(H4) ® B(K) para operadores positivos em B(Hp) ® B(K).

Xt do inglés, completely positive trace-preserving.

xvill Para, mais detalhes, veja a discussio em PRESKILL.47
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com todas as agdes do grupo. Sera exibida, primeiramente, a forma rigorosa da nog¢ao de
(G-covariancia para evolugoes de sistemas fechados e no que segue para sistemas abertos

com propdsitos que ficarao claros no que se segue.

A dindmica de um sistema fechado é descrita por mapas lineares V' no espaco de
operadores que sdo da forma V[p] = VpVT, com V sendo um operador unitario. Uma

dindmica de um sistema fechado associada a operacao unitaria V' é G-invariante se
VU, pUVT = U,V pVU], Vg € G (3.15)

Isso implica que,

VU, =w(9)U,V, Vg € G (3.16)

com w(g) sendo um fator de fase. No caso de espagos de Hilbert finitos, w(g) = 1 se a

dindmica do sistema fechado for continua e simétrica para todo instante de tempo.'*

O argumento acima justifica a definicio comum usada na literatura, de que se
a dindmica de um sistema fechado é simétrica, entao esta pode ser representada pelo

diagrama abaixo.

Figura 4 — Diagrama comutativo para operacoes G-invariantes em sistemas fechados ou
reversiveis. O fato de comutar significa que a ordem das operacoes U,(-) =
Uy( VU Uy - g€ GeV(:) =V(-)VT aplicadas em p*™ € Sa(p) é indiferente e
produz o mesmo resultado final.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma operagao unitaria V' que satisfaz a condi¢do acima sera chamada de unitaria
G-invariante. Mais geral, qualquer operacao que comute com a representacao do grupo G

no espaco de Hilbert do sistema, ser4 chamada G-invariante.

No caso de sistemas abertos™*, segue a seguinte defini¢ao:

XX Aqui restringi-se a atengdo para as operagoes G-invariantes com espagos de entrada e saida

coincidindo, de modo que € é um automorfismo e Uy in () = Ug.out(-) = Uy(-).
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Definicao 3.2. A operacio quantica £ é dita ser G-invariante se o diagrama abaizo

comutar

Figura 5 — Diagrama comutativo para operacoes G-invariantes em sistemas abertos. Com
Uy () = Ug(-)Ug, sendo U, : g € G a representacao de G nos espagos de Hilbert
de entrada e saida da operacao & e psym € Si(p).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como um exemplo, que esta sendo o tema central da dissertacao, considere o canal

da seguinte forma™*
9(r) = [ dati (o) (317)

dado pela média uniforme sobre o grupo G no operador densidade p, sendo dg uma medida

uniforme sobre GG, como discutido no Apéndice B. Entao, segue o seguinte:

Proposicao 3.1. A média uniforme sobre qualquer grupo G € um canal G-invariante.

Demonstracao. Em particular, qualquer grupo é o subgrupo normal dele mesmo, portanto,
basta mostrar que a média uniforme sobre qualquer subgrupo normal N de G é uma

operacao G-covariante. Assim, seja

N:/dnun (3.18)
N

a média uniforme sobre qualquer subgrupo normal N. Agora, se N é um subgrupo normal

1

de G entdo: Vg € G — gNg~' = N, em que gNg~!' = gng~'; n € N. Assim, segue que

Z/{g ONOugfl = / dg ugngfl = N, Vge G (3.19)
G
e, portanto, N é G-covariante.

[

E interessante notar que qualquer estado G-invariante pode ser expressado através
da operagao G(p). A prova decorre do seguinte fato, U,G(p)U} = [, dg' Ugg/pU;g, =G(p).

Em que foi utilizado apenas a definicdo de G. Isso permite fazer a seguinte redefini¢ao

¥ Observe que G pode ser implementada escolhendo uma unitaria do conjunto Uy, g € G

uniformemente ao acaso e aplicando-a ao sistema.
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Definicao 3.3. O subgrupo de simetria de um estado p relativo ao grupo G, denotado

Sc(p), € o subgrupo de G tal que p é invariante,
Sc(p) ={G(p) = p; g € G} (3.20)

Como anteriormente, se o subgrupo de simetria de um estado p for todo o grupo

G, os estados G-invariantes serao denotados por
P =p=G(p) (3.21)

3.4.3 O ponto de vista de uma teoria dos recursos

Pode-se pensar no estudo da assimetria como uma teoria de recursos. Qualquer
teoria de recursos é especificada por um conjunto convexo de estados livres e um semi-
grupo de transformacoes livres que sao restritas a mapear o conjunto de estados livres nele
mesmo, qualquer estado nao-livre é chamado de recurso. A teoria de recursos é o estudo

de manipulagoes de recursos sob as transformacgdes livres.

Um exemplo bem conhecido de uma teoria de recursos é a teoria do emaranhamento.
O termo livre neste caso, se refere as transformacgoes que podem ser implementadas pelas

operagoes locais e comunicagoes cldssica, LOCC®™(veja HORODECKI et al.*®

para uma
revisao da teoria de emaranhamento). O conjunto de estados livres é o conjunto de estados
separaveis, sendo este conjunto fechado sob LOCC, ou seja, um estado separavel nao pode
ser transformado em um emaranhado através de LOCC.*? Aqui as propriedades relevantes
dos estados que determinam se tal transformacao é possivel sao suas propriedades de
emaranhamento. No caso de estados bipartidos puros é um fato bem conhecido que as
propriedades de emaranhamento de um estado sao especificadas por seus coeficientes de

Schmidt.*?

Da mesma forma, o estudo da assimetria em relacao a uma dada representacao de
um grupo G pode ser visto como uma teoria de recursos. Nesta teoria dos recursos, as evolu-
¢oOes temporais que respeitam a simetria dada, evolu¢oes G-invariantes, sdo transformagoes
livres e os estados que nao quebram a simetria, estados G-invariantes, sao os estados
livres. Esta é uma escolha consistente pois as evolugoes temporais G-invariantes formam
um semi-grupo sob o qual o conjunto de estados G-invariantes é mapeado em si mesmo.
Da mesma forma que a teoria do emaranhamento, um recurso, estado assimétrico, pode
ser utilizado para simular uma transformagao nao-livre, evolugao temporal G-invariante,

através de uma transformacao livre, evolu¢ao do tempo G-covariante.

¥4 do inglés, local operations and classical communications.
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A teoria de assimetria entdo, pode ser vista, a priori, como uma teoria G-invariante
(auséncia de sistema de referéncia para um dado grau de liberdade) que utiliza de recursos,
como estados assimétricos ou sistemas de referéncia, para implementar tarefas que sao

impossiveis utilizando canais G-invariantes e estados simétricos.

3.4.4 A assimetria mondétona de Holevo

Em qualquer teoria de recursos uma medida do recurso é uma funcao do espacgo
de estados para niimeros reais que define uma ordem parcial no conjunto de estados. A
propriedade essencial que qualquer funcao deve ter é ser um mondotono - nao aumentar
monotonicamente sob uma operacao livre. Portanto, é natural utilizar da seguinte definicao

para uma medida de assimetria, aonde a proposta é escolhida como G-invariancia:

Defini¢ao 3.4. Uma fungio f : B(H) — R € dita ser uma medida de informacao de

acordo com uma determinada proposta se,

e f(-)=>0;

e Para qualquer operagdo quantica £ que preserva trago, sendo livre de acordo com a
proposta, tem-se que f(£()) < ();

e Para qualquer estado livre p, tem-se que f(p) = 0.

Definindo uma funcao f; tal que seu valor em um estado p é uma medida de
informagao I sobre o conjunto de estados obtidos quando se atua sobre o estado todos

elementos do grupo de translacao, ou seja, se

— T
i) =1 ({Uapf} ) (322)
entao, esta define uma medida de assimetria para estados com a proposta de simetria por
translacao de um dado grupo. Utilizando a quantidade xe(p) = S(p)—>; piS(p:), pi = %[_p],

V 11 . . ~ _ V ~
do teorema de Holevo™! como medida de informacao,*® consegue-se provar que a funcao

Ia(p) = S(G(p)) — S(p) (3.23)

xxi Geja () um sistema quantico preparado no estado misto pg com probabilidade pj, a priori. O
ensemble total de estados é dado por, p = > ;. prpr. A informacdo adquirida numa medicao
M é representada pela informacao mutua I(M : K) entre o resultado da medi¢do M e a
preparacio K. O teorema de Holevo estabelece que

I(M:K)<x,

em que a quantidades de Holevo, x(p) == S(p) — >, peS(pk), limita a informacao acessivel
no ensemble quantico.
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é uma medida de assimetria. De fato, seja G a media uniforme sobre o grupo G unimodu-
lar>ii A medida dada pela equacio (3.23) satisfaz as condi¢oes de ser um mondtono de

assimetria:

(i) I'a(p) > 0;

(ii) I'c(p) = 0 > p é simétrico;

(iii) I'z(p) ndo aumenta, em média, sob operagoes G-invariantes.

Demonstragao. (i) e (ii) Serao provadas utilizando a proposicao 3.2 e a desigualdade de
Klein.

(iii) Aqui seré exibida a prova dada em VACCARO et al.’. A operagao G-invariante
mais geral™" que pode-se ter é uma medida que transforma um estado inicial p em um

dos N estados abaixo

i=1,...,N (3.24)

com a condi¢ao Uy&; [p] Ul = &; {ngUﬂ Vg € G e probabilidade p; = tr(&; [p]). O objetivo

é mostrar que

Ia(p) = >_pilc(pi) (3.25)
ou seja,
S(Gal(p) ) > sz (Galp:)) — S(pi)] (3.26)
podendo rearranjar como
S( sz gG ,01 sz pz (327)

Observe que como os &; sao G-invariantes, pode-se permutd-los com a opera¢ao G(-).

Denotando a variagdo média na entropia sob a operacao £(-) pela quantidade de Holevo:
xe(p) = S(p) = 3_piS(pi) (3-28)
tem-se a seguinte forma compacta da relagao a ser demonstrada,

xe(Ga(p)) = xe(p) (3.29)

xxiit Um grupo é dito unimodular se possui uma tinica medida de Haar invariante pela esquerda
e direita. Lembre-se de que todos os grupos finitos e de Lie compactos sdo unimodulares
(veja apéndice B), assim G pode ser escolhido como qualquer um desses.

XXV Esta operacdo inclui a possibilidade de adicionar subsistemas em estados, realizar operacoes
unitarias e medicdes no sistema composto com tais subsistemas.
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Agora, é importante salientar as seguintes propriedades:

51

(i) para qualquer operagao &, a quantidade yg(-) é concava,' ou seja, xe(>; pipi) >

> piXxe(pi);

(ii) a definicdo da operagdo de media uniforme, dada pela mistura convexa

Ga(p) = 1 Lgea UgpU:
(iii) xe(UypUJ) = xe(p), devido € ser G-invariante e a unitariedade de U,

Colocando os trés fatos juntamente,

xe(Ga(p)) = (\G!Z( ,m))

geG

> Xe (UypU]

geG

- @@L

geG

= xelp) (3.30)

Acontece que a funcao acima possui uma interpretacao muito simples:

Proposicao 3.2. Seja I'c(p) = S(p||G(p)), entao

Ia(p) = 5(G(p)) = S(p) = inf S(pl|0) (3.31)

com S sendo um conjunto de estados G-invariantes, ou seja, o0 = G(0).

Demonstracao. Para provar a primeira igualdade, perceba que

Ia(p) = S(pllG(p)
= tr(plogp) — tr(plogG(p))
= tr(plogp) — tr(G(p) log G(p))
= S5(G(p)) —S(p) (3.32)
em que na terceira igualdade utilizou o fato de que G(p) é G-invariante (GolU = U o G)

— tr(plogG(p)) = trU(p)logG(p)), Vg € G e 5 X gectr((p)) = G Lyea trU(p)) =
tr(‘g| deGu(p))'
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Para provar a segunda igualdade, utiliza-se primeiramente a desigualdade de Klein:

S(pllo) > 0e S(p|lo) =0« p = o. Isto implica que para qualquer par de estados p e o,

tr(plogo) < tr(plogp) (3.33)

com igualdade se, e somente se, p = 0. Assim, para Vp fixo
max tr(plogo) = tr(plog p) (3.34)

Agora para encontrar

inf S(pllo) = inf [tr(plog p) — (plog )] (3.35)

Observe primeiro que o minimo ocorre para o mesmo p G-invariante que maximiza

tr(plog o). Entao, é facil ver que

mggctr(ploga) = maxtr(plogg(a))
= maxtr(g( )log o)

= (()10 g(p))
= tr(plogG(p)) (3.36)

em que a terceira igualdade é obtida usando a equagao (3.34). Note que este argumento

também implica que o estado o G-invariante que minimiza S(p||o) é G(p).

]

O segundo item da proposigao acima sugere que [ ¢(p) pode ser interpretada como a
distancia minima de entropia relativa entre o estado p e o conjunto de estados G-invariantes
S(note que estritamente falando a entropia relativa nao define uma métrica pois em geral
S(pllo) # S(ollp). Além disso, implica que dado p, o estado mais préximo no conjunto S
é G(p). Assim, I'¢(p) como medida de assimetria quantifica a distancia minima do estado

p ao conjunto de estados simétricos.
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4 REVISITANDO PAGE E WOOTTERS: UM CARATER TEORICO-
INFORMACIONAL

Como discutido no capitulo 2, o mecanismo de Page e Wootters busca explicar
tempo e dindmica em termos de emaranhamento. Essa abordagem atemporal para a
natureza do tempo pressupoe um sistema composto num estado estacionario com dois
subsistemas nao-interagentes, assimétricos e emaranhados. Como consequéncia, ao esco-
lher um observavel apropriado para o relégio R, o estado relativo do sistema S evolui
unitariamente em relagao a variavel associada aos autoestados do observavel do relogio,
que é entdo interpretado como tempo. Esse modelo de “evolucao sem evolucao” embora,

elegante, nao foi levado adiante até recentemente.??2%

Aqui, lista-se sucintamente as condicoes da abordagem Page e Wootters discutidas

anteriormente que esse modelo deve possuir para que seja aplicavel.

o Atemporalidade. A primeira condigao é que o sistema total (composto) seja“atemporal”,
existe um autoestado [¢)) € H do seu hamiltoniano H, que pode ser sempre escolhido

de modo que

H [y)) =0 (4.1)

e Bons reldgios sao possiveis. A segunda condicao suficiente é que o hamiltoniano
inclui pelo menos um bom relégio R - um sistema com um grande conjunto de
estados distinguiveis, que interagem fracamente com o resto do subsistema (sistema
S). Sendo que no caso ideal, ndo ha nenhuma interagao. Assim, o hamiltoniano
deve ser tal que permita a existéncia de uma estrutura de produto tensorial (EPT)
H ~ Hr ® Hg, em que o primeiro subsistema representa o relégio R e o segundo,
o sistema S, de tal forma que a propriedade fundamental de nao-interagao seja

satisfeita,

H=Hrp®Is+Ir® Hg, (42)

com I, denotando o operador identidade em cada subsistema o = R, S. O fato
de os relogios serem possiveis, na realidade, significa que o comportamento de um
relégio ideal pode ser aproximado a uma precisdo arbitrariamente elevada,?” ou seja,
o reldgio ideal pode ser aproximado por sistemas com um observavel T que tenha
um espectro discreto de n valores t,,, onde nao ha limite para quao bem a sequéncia

de t,, pode aproximar-se para a reta real R.
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e FEmaranhamento. A terceira condi¢ao suficiente para garantir a construcao Page
e Wootters é que o relégio e o sistema estao emaranhados: este é o recurso que
permite emergir uma dinamica do sistema S a ser recuperada a partir de correlagoes
existentes no sistema composto estacionario. Formalmente, isso significa que o estado

total [¢)) deve ter a seguinte forma,
) =2 e lor(t) [¥s(t)) (4.3)

para apropriados|is(t)) € Hg, com pelo menos dois ou mais dos coeficientes ¢
sendo diferentes de zero. Para isso produzir uma dindmica realista, tem-se que ¢; # 0
para um nimero suficientemente grande de t's. Isto porque tudo o que acontece no
sistema S pode ser visto inteiramente no estado composto [¢)). Ao tomar um dos
autoestados do relégio |¢r(0)) como tempo inicial, com |¢g(t)) = e &t |pp(0)),
a histéria do sistema S fica dada por uma sequéncia de eventos codificados nos
varios |g(1)), |¢s(2)), ..., |¥s(t)). Note ainda que o sistema e o relégio nao de-
vem estar num auto-estado de seus hamiltonians locais, caso contrario, a dina-
mica seria trivial. Nessa base |E,§L> |\ES > definida pelos hamiltonianos locais Hp e
Hg, o estado do sistema composto é, portanto, [¢)) = 3., ., Cmn |Efl> |E;f>, com
H |E£> |ES > =0, Vm, n. Portanto, para esta construcao ser compativel com uma
dinamica realista deve-se ter um alto grau de degenerescéncia no autoespaco do

hamiltoniano associado ao autovalor nulo.

O propdésito desse capitulo final sera discutir tal modelo utilizando de recursos da teoria
da informacao quantica, a teoria de assimetria abordada no capitulo anterior, procurando
definir melhor o relégio R, propor um quantificador para este e analisar modelos 6timos.
Posteriormente, seguindo alguns resultados interessantes,’ aonde foi levantada uma relacao
mais préxima entre as teoria de recursos de assimetria e emaranhamento, sera discutido
como a proposta de o relégio R funcionar como um sistema de referéncia quantico interno
esta relacionado com a exigéncia de emaranhamento no sistema composto S + R, supondo
estes descorrelacionados inicialmente, ou seja, a capacidade de analisar superposicoes de
auto-estados de energia ou coeréncia no sistema S através de emaranhamento no sistema
composto, buscando assim dar um carater teérico-informacional para o termo tempo através

de correlacoes no mecanismo de Page e Wootters.

Abaixo, segue uma tabela de teorias de recursos atualmente utilizadas na area da
teoria da informacgao quantica. Deixa-se claro os tipos de estados, operagoes permitidos e

exibindo quantificadores para tais,
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Teoria Operagoes Livres FEstados Livres Monétonos
Assimetria Einv =Ug o0&y 0 U; Psim = ngJ I'(p) =inf,es S(pllo) = S(G(p)) — S(p)
Emaranhamento Locc Estados separaveis, p S(p||1/d) =logd — S(p)

Figura 6 — Tabela de teorias de recursos de assimetria e emaranhamento. A palavra livres,
pode ser vista aqui como um sinénimo de permitidas (os).

Fonte: adaptado de HORODECKI; OPPENHEIM.??

No final desse capitulo as trés condicoes listadas acima, serao revistas utlizando

desse formalismo que vira a seguir, deixando assim bem explicita o objetivo deste.

4.1 Quantificando um sistema de referéncia

Pelo capitulo anterior, se G representa o grupo correspondente a uma dada simetria
imposta num sistema S e U, gS denota a representagao unitaria de um elemento do grupo
g € G no sistema S, tem-se que os estados e operagoes permitidos seguem as seguintes

regras, dadas pelo diagrama comutativo a seguir.

us
: ‘

p
g(')l gS—)Sl lgs—h‘?
psim

ps — s pg™

Figura 7 — Estados e operagoes permitidas, com G(-) = |—é| Ygec US () eUS () = US(-)UST
sendo a média uniforme para grupos finitos e |G| a ordem do grupo. Note que
o canal aqui é um automorfismo, S — S. Caso contrario, seria preciso saber a
representacao da simetria nos espacgos de saida e chegada para especificar todos
conjunto de canais G-invariantes

Fonte: Elaborada pelo autor.

Acima, a média uniforme foi definida para grupos finitos. Para grupos continuos
como o U(1) ou SU(2) basta trocar a soma por uma integral sobre o grupo com uma

medida uniforme de Haar dg, como no capitulo anterior,

00) = [ dguis) (4.0
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Para o grupo de translagdes temporais, com gerador dado pelo hamiltoniano Hg, U =

e~ st ou mais geral, qualquer outro observavel, a operacdo pode ser definida por

T
1
G()= lim — [ datu’(- 4.5
()= Jim g [ AU (45)

O propédsito de um sistema de referéncia é quebrar os efeitos de uma simetria
imposta num dado sistema. Para isso, um sistema de referéncia deve produzir menos
mistura do que a imposta pela simetria num estado qualquer p, isso porque a média
uniforme produz um estado maximamente misto na presenca de uma simetria, assim

qualquer estado menos misto que este pode ser utilizado como recurso.

Portanto, uma definicio com um significado fisico para a abilidade de um sistema
atuar como sistema de referéncia deveria involver uma quantidade fisica que mede o grau
de mistura de um dado estado. Tal medida é convenientemente dada pela quantidade de

trabalho extraido de um estado quéntico® p,
W(p) = [log D = S(p)], (4.6)

com D sendo a dimensao do espago de Hilbert e S(p) = —tr(plogp) a entropia de von
Neumann de p. Analisando a expressao acima, nota-se que quanto maior a pureza de p',
mais trabalho pode ser extraido usando tal estado, ja que no processo de tornar o estado
maximamente misto o estado final perde a sua coeréncia ou assimetria, ou seja, a coeréncia
é utilizada para extrair trabalho. Na presenca de uma dada simetria (G, esse recurso se

reduz ao trabalho extraivel sob a simetria G, que sera denotado por

Wal(p) = WI(G [p]), (4.7)

Perceba que, uma vez que foi extraido trabalho por uma operacao G-invariante, aplicando
G(-) no sistema nao terd mudanga na quantidade de trabalho que foi extraida, assim
estados simétricos nao sofrem diminuicdo na extracao de trabalho, ao contrario de estados

assimétricos, os quais sofrem uma reduc¢ao na quantidade extraida.

Para clarear essa tltima afirmacao, considere o exemplo simples de um sistema de

spin—% ou um qubit sob uma simetria imposta pelo grupo de fases U(1). Seja p o estado

' Aqui utiliza-se a seguinte relacdo entre pureza e entropia

1
& <tr(p?) <1—logD > S(p) > 0

sendo D a dimensao do espago do operador p. Assim, estados puros possuem entropia
nula, enquanto que estados maximamentes mistos possuem entropia igual ao logaritmo da
dimensao do espaco associado.

i em outras dreas, a saber, na termodindmica quéntica tal grandeza j& vem sendo discutida.®
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preparado por Alice que, posteriormente, envia para Bob. Devido a simetria imposta pelo

grupo U(1) associado a seguinte representacao unitaria,
Up = {e=; 6 € (0, 27]}, (4.8)

com J, = %O’Z, sendo o, uma matriz de Pauli, Bob nao estd apto a distinguir os desloca-
mentos provocados por Alice em torno do eixo 2. Assim, ele descreve o estado aplicando a

média uniforme:
271

1
Guiol) = 5 [ 0Vl (4.9)
0
i) Caso p simétrico.
Considerando p = |1)(1], ou seja, um autoestado do hamiltoniano e portanto,
simétrico em relacao a Uy, segue que,
W(p) = Woa)(p) =1 (4.10)
ii) Caso p assimétrico.
Agora, se p = |+)(+], com |+) = ‘OH\@'D, exibindo coeréncia na base do hamiltoniano
e portanto assimétrico,
Wip) =1, Wywy(p) =0 (4.11)

Assim, sob a U(1)-simetria, Bob ndo é capaz de extrair trabalho. Portanto, a grandeza
We(p) codifica a informagao de assimetria de um dado estado. Uma coisa interessante de

calcular é a entropia de assimetria de ambos casos, note que

Tyay(p) =0, Tyy(p) =1 (4.12)

nos casos i) e ii), respectivamente. Isso sugere a seguinte expressao,

W(p) = Wal(p) + Ia(p) (4.13)

que pode ser facilmente obtida usando apenas as defini¢coes dos termos da direita. De fato,

Walp) + Lalp) = [log D — S(G(p))] + [S(G(p)) — 5(p)]
~ llog D — S(p) (4.14)

= Wip)
Tem-se entao a seguinte interpretacao: sob uma dada simetria G, o trabalho possivel de

extrair de um dado sistema é quebrado em duas grandezas, Iz que quantifica abilidadade

de atuar como sistema de referéncia e Wy que fornece o quanto de trabalho pode ser
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extraido sob a simetria.

No que segue, serda desenvolvido novos recursos para trabalhar com simetrias

impostas em sistemas compostos.

4.2 Simetrias em sistemas compostos

Considerando um sistema composto de dois subsistemas S e R, hd duas possi-
bilidades para uma simetria atuar: globalmente e localmente. Elas podem ser ilustradas
avaliando seus efeitos no estado global p € Hg ® Hp. A simetria global atua da seguinte

maneira,

_ SR SRT

_ s R St R}
_ |G| > (U7 U p (Ut UM) (4.15)
geG
Em contraste, simetrias locais atuam como,
s R St Rt

Gawa(p |G|2 SN (VP eUul) (Ut (4.16)

geG g'eG
O simbolo Ggga sera utilizado para indicar que a média uniforme atua localmente nos
subsistemas S e R. Assim, um estado pode ser simétrico globalmente, Go(p) = p, ou
localmente, Gaga(p) = p. Caso os estados nao satisfagam essas condigoes, eles serao ditos

assimétricos globalmente e localmente, respectivamente.

No capitulo anterior, demonstrou-se que a entropia de assimetrica I'¢(p) quantifica
a abilidade de p atuar como sistema de referéncia (ser assimétrico). Mas agora, com
motivacao dada pelo mecanismo de Page e Wootters, serd de interesse um novo recurso:
um subsistema atuando como referéncia para o outro em questao, sendo que o sistema
composto estd sob uma simetria global G. Em outras palavras, é de interesse um sistema
de referéncia quantico interno, devido a simetria global imposta pela incapacidade de

observar-se a passagem do tempo.

Abaixo, demonstra-se que a funcao I'¢(p) também quantifica a abilidade de um
subsistema p atuar como um sistema de referéncia,’ quando o sistema composto estd sob
simetria global. Quando isso ocorrer, sera dito que o sistema composto possui um sistema

de referéncia interno.

Proposicao 4.1. I'¢(p) quantifica a abilidade de p atuar como um subsistema de referén-

cia.

Para mostra-la, defini-se as seguintes grandezas

Wa(S: R) = Walps @ pr) — [Walps) + Walpr)] (4.17)
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I'c(S: R) = 1Ig(ps) + Ia(pr) — I'a(ps @ pr) (4.18)

que serao chamadas de trabalho mutuo e informacao mutua de assimetria, respectivamente.
O primeiro compara o trabalho extraivel do conjunto com a soma do trabalho extraivel
das partes. E o segundo quantifica quanto o sistema R atua como um sistema de referéncia
para o sistema S™. Acontece que nesse contexto, as duas grandezas sdo iguais, como serd,

visto pelo teorema a seguir.

Teorema 4.1. A informagao mitua de assimetria é limitada pela entropia de assimetria:

Fg(S : R) S min{FG(pS), Fg<pR)} (419)

com ps e pr sendo estados arbitrarios de dois sistemas compartilhando a mesma simetria
imposta pelo grupo G. Além disso, a igualdade € satisfeita, no sentido que, ¥ ps, 3 pr;
Fg(S : R) = Fg(pR)

Demonstracao. Utilizando a equagao

Wal(p) = Wip) — I'a(p) (4.20)

e devido ao fato de satisfazer a mesma propriedade da entropia, a saber, a aditividade:
W(ps ® pr) = W(ps) + W(pr), tem-se que

Wa(S:R) = Wal(ps ® pr) — [Walps) + Walpr)]
= Wi(ps ® pr) — I'c(ps @ pr) — [W(ps) — I'c(ps) + W(pr) — I'c(pr)]
= Ig(ps) +Ic(pr) — Ic(ps @ pr) (4.21)
= Iz(S:R)

Ou seja, o trabalho mutuo é igual a assimetria mitua. Agora, note que

I'a(ps ® pr) = S(G(ps ® pr)) — S(ps ® pr)
1

= —S(ps® pr) + el (UgPSUgT) ® (UgPRU;> (4.22)

ge
que é nada mais do que a quantidade de Holevo y ja discutida no capitulo anterior.
Assim, se x5 € xr sao as quantidades de Holevo para o ensemble dos subsistemas R e S,

respectivamente, e usando que y é ndo-crescente sobre tracos parciais,’

I'c(ps ® pr) = I'c(pa), =5, R (4.23)

Observe que a grandeza é simétrica para I'¢(S : R) = ['¢(R : S), porém, devido ao significado
fisico de R ser o reldgio no problema tratado aqui, sempre sera referido a R como o sistema
de referéncia.

iii
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aplicando isso na equagao 4.21, verifica-se a desigualdade de 4.19. Para mostrar a igualdade,

considere pr = [¢ )(¥]; (Vg [tg) = dgg e |thy) = Ug* 1)) . Assim,
1
G
S
|G

S US & UF(ps © pr)US @ U

geG

> U psU @ [ty ) (0yl; (4.24)

geG

Ulps @ pr]

A ortonormalidade do conjunto {|¢,); g € G} garante que,

1 1
$0alrl) = 1 T (U20s05 —oa
g9

= S(ps) —S(G(pr)) (4.25)

utilizando a condicao S(Ga(pr)) = log |G|.

L(Ga(p) = [S(Galps)) — S(ps)] +[S(Galpr)) — S(pr)] — [S(Gal(ps ® pr)) — S(ps @ pr)]

= S(Ga(ps)) + S(Ga(pr)) — S(Galps @ pr))
= S(Gc(ps)) — S(ps)
(o) (4.26)

[

Pelo resultado do teorema, segue o seguinte: se os subsistemas S e R nao forem
assimétricos locamente em relacdo a G, ou seja, se I'¢(ps) = 0 ou I'¢(pr) = 0, entdo
I'c(S : R) = 0. Isso deixa claro o fato de que a entropia de assimetria quantifica a abilidade

de p, a = 5, R atuar como sistema de referéncia interno. Entao,

Proposicao 4.2. Uma condi¢ao necessdaria para haver sistemas de referéncia internos é

assimetria local entre ambos subsistemas do sistema composto em questao.

Essa discussao, motiva a seguinte defini¢ao

Definicao 4.1. Dado um sistema composto S+ R sob a simetria global imposta por G, serd

dito que R atua ou funciona como sistema de referéncia interno para S se I'c(S : R) # 0.

4.3 Relégios como sistemas de referéncias

Suponha que seja de interesse analisar um sistema S com Hamiltoniano Hg no
estado o que possui coeréncia na autobase de energia. Tal estado é dependente do tempo
e, portanto, a questao anterior é ambigua, a menos que se diga que o é o estado do
sistema S num certo tempo ¢ em relagao a um relégio R. Tal relégio pode ser, por exem-

plo, um oscilador harmonico oscilando numa certa frequéncia, uma particula movendo
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na reta real ou um sistema de d-niveis. Este ultimo serd considerado no restante do capitulo.

Porém, como ja clareado, existe uma restricdo no conjunto de operagoes que podem
ser implementadas no sistema S e no relégio R: Se o sistema de referéncia de tempo é
definido apenas pelo relégio R e o sistema S nao possui qualquer tipo de informacao sobre
como referéncia de tempo é definida, entdo as tinicas operagoes permitidas no sistema
S + R sao aquelas que nao dependem implicitamente ou explicitamente de uma referéncia
de tempo.°® Mais precisamente, sdo operacoes que sao invariantes em relacdo ao grupo de

translagoes temporais, isto ¢, o diagrama abaixo comuta

sim
p s P
t

Figura 8 — Operacoes permitidas em relacao ao grupo de translagoes temporais, com
USE() = USQUR()UT@UM atuando no sistema S+R e U® = {e~ " t ¢ R}
sendo a representacao do grupo de translacoes temporais para cada sistema
a =S8, R. O canal £ G-invariante atuando no sistema S + R.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na pratica, dada a interpretacao de certos tipos de sistemas de referéncia de fase
como relégios, pode-se falar de invariancia por translacao temporal utilizando propriedades
de grupos como U(1) e SU(2). De fato, se o hamiltoniano é dado pelo operador nimero
ou operador momento angular, o tempo paramétrico covaria com os autovalores destes,
dados por fases, basta fazer uma reparametrizacao pela frequéncia associada. O uso de
tais grupos serd bastante conveniente, ja que estes além de possuirem muitas propriedades

interessantes, sao compactos.*?

Agora, serd revisto o exemplo de Wootters,? trabalhado na subsecdo 2.3.1, mos-
trando que esse formalismo desenvolvido até agora possibilita quantificar a abilidade do
subsistema R atuar como relogio. Para isso, considere novamente o sistema composto de

dois qubits no estado inicial p, = | 4+ ){ + |, em que |+) = |O>+\/§|1>, a =S, R. Perceba que

pela discussao anterior o estado exibe coeréncia na base do hamiltoniano e portanto é

assimétrico em relagao ao grupo U(1).

Suponha que Alice envia para Bob o sistema composto ps ® pr. Como Bob esta
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sob uma simetria - invariancia por translagao temporal, ele atribui o seguinte estado

2

1
Golps @ pr) = 5- / 40 Uy (ps © pre) U] (4.27)

0

com Uy = €= e J, = J¥ @ JE a soma de Kronecker"” do hamiltoniano associado a cada

sistema o = S, R. O estado Gg(ps ® pr) terd o seguinte formato

—_ =
—_ =

(4.28)

Utilizando as defini¢oes, nota-se facilmente que I'g(ps) =1, a =S, Re I[¢(ps @ pr) = %

Portanto, a informacao mutua de assimetria do sistema composto €,
1
I6(S:R)= 3 >0 (4.29)

Ou seja, um qubit atua como relégio para o outro, quebrando parcialmente a simetria
global imposta pelo grupo de fases. Assim, mesmo sob simetria global, é possivel utilizar
estados assimétricos em relacao ao grupo local para um sistema atuar como referéncia
para outro. O interessante da discussao ¢ a existéncia de uma grandeza para quantificar se

o sistema composto possui um sistema de referéncia interno, sendo esta dada por I'z(S : R).

4.4 Quantificando um bom relégio

Lembre que pela discussao final do capitulo 2, o sistema de dois qubits nao fornecia
um relogio tao promissor. Foi argumentado que isso era devido ao fato de o espectro do
relégio ser distante de um ideal. Assim, espera-se que aumentando o espectro, ha um
melhor funcionamento para o reldgio, ou seja, pela definicao 4.1 a grandeza I'¢(S : R)

deve atingir seu valor maximo. Para ilustrar isso nesse contexto, considere o relégio como

um sistema de d niveis com hamiltoniano Hp = J, = 2%} m|m ){m|, em que m denota
a componente z do momento angular.
v A soma de Kronecker de n operadores O; i = 1,..., n é definida por,
n n n—1
Poi=01QRQLi+...+ 0. QI
i=1 j=2 j=1

com I; sendo o operador identidade para o sistema j.
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Considere o sistema S, como anteriormente, no estado assimétrico [g) = |0>\J/%‘1>
com hamiltoniano igual ao do relégio. Considere também, o relégio R numa superposi¢ao
uniforme,

1 d—1
[VR) = Z Im) (4.30)

ou seja, um sistema coerente e, portanto, assimétrico em relagdo a simetria imposta
por Uy = {e’; 0 € (0, 27]. Denotando ps = |5 ){ws| e pr = |[¥r){¥r|, segue que
I'c(ps) =1 e I'a(pr) = logd. Notando que Gu(ps ® pr) pode ser visualizada como, na
seguinte base {]00),...,|d—1,0),|01),...,|[d—1, 1)}:

d-1 vezes

—_ =
—_ =

—_ =
—_ =

(4.31)

Entao, nao é dificil de obter I'¢(ps ® pr) = logd + é. Portanto, a informagao mutua de

assimetria do sistema composto é,
1
FG(S:R)zl—g>O (4.32)

Atingindo o valor max ['¢(S : R) = 1 para d — co. Em outras palavras, o sistema relogio é
melhor conforme se aumenta a dimensao do seu espago de Hilbert em relacao ao do sistema.
Perceba que o teorema 4.1 ainda ¢é respeitado ja que max [(S : R) = I'o( |w5>) =1=
min{/c(ps), I'c(pr)}-

Para ganhar um pouco mais de intuicao, considere ainda o sistema e o relégio
como anteriormente, ou seja, sistemas de d-niveis com hamiltonianos Hg = Hg = J, =

S m|m){m|, e m denotando a componente z do momento angular.

Porém, considere agora o sistema S no seguinte estado assimétrico |ig) = L\/'%l*”
e o relégio R novamente na superposi¢do uniforme,
1 d—1
Wr) = Z m) (4.33)
Nesse caso, representado na base {]00),...,|d—1,0),]0,d—1),...,|d—1,d—1)}",

v o fato de ter realizado a mudanca de base é devido a simplicidade da matriz para realizar o

calculo da entropia de assimetria.
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Ga(ps ® pr) tera o seguinte formato:

d-1 vezes

(4.34)

e aqui, I'z(ps ® pr) =logd + 1 — 5. Assim, nesse caso a informacao mutua de assimetria

do sistema composto é,
1

I'c(S:R) = p >0 (4.35)
Entretanto, note que I'(S : R) — 0 para d — oo. Assim, o sistema relégio nao se
comporta bem conforme aumenta-se a dimensao do seu espago de Hilbert juntamente com
a dimensao do sistema. Verifica-se entdo que é impossivel observar um intervalo alto (da

mesma ordem da dimensao do relégio R) de coeréncia no sistema S.

Outro fato importante de se observar é o seguinte: ao diagonalizar o operador

Ga(ps ® pr), que devido a sua simplicidade, basta diagonalizar o seguinte bloco 2 x 2,

(“)H(“) (430
11 0 0

a degenerescéncia do autespaco associado ao autovalor nulo no hamiltoniano ¢ da ordem de

1
2

autovalor nulo é nao degenerado. Aqui fica claro o argumentado tanto na introducao deste

d—1 no caso do sistema S+ R ser % X d. Em contraste com os casos 5 X % e dxd, em que o
capitulo, quanto no capitulo 2, ou seja, o fato de haver uma melhor dinamica para o sistema
S movida pelo relégio R no mecanismo de Page e Wootters. No que segue, é mostrado que
os autoestados pertencentes ao autoespacgo com autovalores nulo sao exatamente aqueles

emaranhados no sistema composto.

4.5 Funcionando um relégio: Enfim, o emaranhamento

A discussao feita até aqui utiliza da condigao discutida no inicio do capitulo: o
caso em que nao houve interacdo ou troca de energia previamente entre os subsistemas S
e R, com o estado inicial dado por p = pg ® pg, ou seja, nao ha correlacao entre o sistema

S e o relégio R inicialmente. No que segue, serd utilizado o superindice a (s) para denotar
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estados assimétricos (simétricos).

Antes, analisando a assimetria mitua (S : R) e utilizando o fato de que qualquer
estado simétrico é dado pela condicio p° = Gg(p?), perceba que se o sistema S estd num

estado simétrico, entao,

Golps ® pf) = |G|ZUS®UR(pS®pR)UST®URT
geG
B |G|Zps®UR< LA (4.37)
geG
= ps®Ga(pR)

em que na segunda linha foi utilizado que U, 5 peU ﬁ = p%. Portanto, usando a aditividade

49

da entropia de Von Neumann® e o resultado acima,

Ic(S:R) = Ig(ps) + Ia(pr) — Ta(ps ® pr)
= 0+ [S(Gc(pR) — S(pR)] — [S(ps ® GalpR)) — S(ps ® pg)]
] —

= [5(Ga(pr)) — S(pR)] — [S(Ga(pk)) — S(pk)]
= 0 (4.38)

O argumento ¢é analogo caso R esteja num estado simétrico. Com essa digressao, pode-se

demonstrar a seguinte proposicao.

Proposigao 4.3. Seja S(Ga(p)||Gasa(p)), entdo
S(Ga(p)llGeac(p)) = Ia(S: R) (4.39)

Demonstrag¢ao. Devido a argumentacao acima, sera utilizado p = p¢ ® p%, para garantir
que I'¢(S : R) # 0. Agora note que,

(S R) = Ia(ps) +Ialpy) — Ia(ps @ pR)
= S(Ga(ps)) + S(Gealpr)) — S(Ga(ps ® pr))
= S(Ga(rs) @ Ga(pr)) — S(Ga(ps @ pR))
= S(Gasa(p)) — S(Ga(p)) (4.40)

Portanto,

S(Gc(p)||Gcec(p)) = tr(G(p)logG(p)) — tr(G(p)log Gasa(p))
= tr(G(p)log G(p)) — tr(Geec(p) log Goea(p))

= S(Gasc(p)) — S(Galp))
— Iu(S:R) (4.41)
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em que, da primeira para a segunda linha foi utilizado um raciocinio andlogo ao argumen-

tado na equacgao (3.32) e a defini¢do dada pela equacao (4.16).
O]

Isso permite fazer uso da desigualdade de Klein*' em (4.41) para afirmar que
I'c(S : R) # 0 < Galp) # Gaga(p) com p = p& ® p%. Logo, os estados que permitem
sistemas de referéncia internos devem diferir entre simetrias global e local. No que segue,

verifica-se que tais estados sdo exatamente aqueles que sdo emaranhados no sistema S + R.

Proposicao 4.4. Emaranhamento € um recurso para haver sistemas de referéncia internos.

Demonstragio. Basta analisar melhor a expressao da equagao (4.41), para garantir I5(S :
R) # 0 é preciso que Gaea(p) # Ga(p). Como o objetivo é assimetria em relagao a base
da energia, por clareza, fixe G como sendo o grupo de translacoes temporais. Todavia,
o raciocinio é analogo para qualquer outro grupo de simetria fundamental com média

uniforme bem definida. Assim, pela defini¢ao de G(+)

Galp) = Y IFprm" (4.42)
l
Gaea(p) = Y (15 @17 p (115 @ 117) (4.43)

com Hfﬂ Hf sendo os projetores nos autoespacgos dos subsistemas S e R, respectivamente, e
HlSR os projetores nos autoespacos do sistema composto. Agora, pela condicao p = ps ® pr
e propriedade do produto tensorial, para existir sistemas de referéncia internos, é necessario

que

SO (ps @ pr) IR £ 5° (T15p5115) @ 3 (115 palll) (4.44)
l m n

Assim, autoestados emaranhados no autoespaco do hamiltoniano total sob a simetria GG
satisfazem a condigao acima, ja que estes nao podem ser decompostos como o produto

tensorial de autoestados dos hamiltonianos locais.

O

Isso fica claro pelos exemplos anteriores. Basta escrever a expressao analitica
da representagao matricial dos operadores densidade (4.28), (4.31) e (4.34). Tem-se,
respectivamente

1

gG(pS®pR) = ; Z (‘n70><n70| + |n71><n71|) + |170><071‘ + ‘071><170| (445)

n=0

VI veja capitulo anterior.
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d—1

1
n=0
(4.46)
com a soma atuando até d — 2 nos dois ultimos estados. E o terceiro é dado por
d—1
n=0
+]0,d —1){(d— 1,0 +|d —1,0)(0,d — 1|] (4.47)

Observe que nenhum dos estados acima podem ser colocados na forma Y, p; (ps ® pr)
com ) ,p; = 1.

Agora, um pouco de reflexao. Considere dois sistemas que nao interagem com
hamiltonianos idénticos, H4 e Hp, com autobase de energia |E) , e |E) 5 respectivamente.
No cenario trabalhado até aqui, os dois subsistemas foram considerados nao podendo trocar
energia, por serem mantidos bem distantes por exemplo, assim foi obtido que estados ema-
ranhados como (|Ey) , |E2) g + |Fa) 4 |E1)5)/V/2 sdo utilizados como recursos. Por outro
lado, em cenarios em que operacoes com fluxo de energia entre os dois subsistemas sao per-
mitidas, o observavel relevante é a energia total, e nao a energia dos subsistemas individuais.
Portanto, nesse caso, estados emaranhados tais como (|Ey) 4 |Ea) 5 + |Ea2) 4 [E1) 5)/V?2
nao sdo, necessariamente, mais utilizados como recursos. Isso pode sugerir um caminho
interessante de buscar quais sao os recursos no caso em que ha uma interagao entre o

sistema S e o reldgio R, dado pela equagao (2.16)

Hypy = Hs@Ir+1s@ Hp + Vs @ Vg (4.48)

Observe por fim que, a operagao G(-) descreve um processo no qual duas partes, S
e R, utilizam de comunicacao classica para selecionar uma unitaria G-invariante, U, ; e
U gR, implementada localmente por cada. Isto faz de G(-) uma operacao LOCC, implicando

que o emaranhamento nao aumenta sob tal operacao. Logo,

Proposicao 4.5. Seja E um mondtono de emaranhamento'. Entdo, para transformacoes

Vit Como discutido no capitulo anterior, um monétono de emaranhamento satisfaz as condigoes:

(i) E(p) = 0;

(ii) E(p) = 0 <> p é separavel;

(iii) E(p) ndo aumenta, em média, sob operagoes LOCC.
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G-invariantes reversiveis (unitdrias), a fun¢do
C()=EG()) (4.49)

¢ uma quantidade conservada.

Assim, existe uma quantidade conservada para sistemas fechados. O interessante é
que estas sao identificadas em termos de monoétonos de emaranhamento ao invés do valor

esperado dado pelo gerador da simetria - hamiltoniano.

Mostrando como a teoria de emaranhamento se manifesta dentro da teoria de
assimetria novamente. Abaixo conclui-se o capitulo, como prometido, listando as condi¢oes

para o mecanismo de Page e Wootters na linguagem trabalhada até agora.

o Atemporalidade <— Simetria por translagdo temporal. O sistema S 4+ R com hamil-
toniano H é um sistema G-invariante, com G sendo grupo de translagoes temporais,

representado pelos operadores unitdrios: U, = {e~*#t; t € R};

e Bons reldgios sao possiveis <— Bons sistemas de referéncias de tempo. Para realizar
tarefas proibidas pela simetria temporal, hd necessidade de uma referéncia para
tempo, estado assimétrico. Este, possui um desempenho melhor quando seu espaco
de Hilbert possui uma dimensao suficientemente alta, veja equagao (4.32), o que

corresponde a uma autobase aproximando-se da reta real;

e Emaranhamento <— FEuxisténcia de sistema de referéncia quantico interno num
estado composto. Na condicao de nao-interacao inicial, p = pg ® pr, pode-se ver
pela proposicdo 4.4 que emaranhamento é um recurso necessario para o relégio R

funcionar, ou seja, para a grandeza I (S : R) nao ser nula.



75

5 CONCLUSAO

Sendo esse trabalho dedicado a explorar a questao do tempo na teoria quantica, em
particular, como representa-lo dentro da teoria matematica que descreve esta, o leitor pode
ter notado que em momento algum foi oferecido uma justificativa acerca da relevancia de
tais questoes. Assim, é interessante concluir mostrando quéio vasta a questao trabalhada

pode chegar.

O problema de se observar apenas estados estacionérios na base do hamiltoniano esta
intimamente relacionado com a questao das restrigoes impostas por regras de superselegao.
Regras de superselecao sao regras postuladas que proibem a preparacao de estados quanticos
que exibem coeréncia entre os autoestados de certos observaveis.*® Originalmente, essas
regras eram consideradas como algumas limitagoes axiomaticas adicionadas a teoria
quantica nao-relativistica.’” Por exemplo, a regra de superselecdo para carga elétrica
proibe a producao de estados superpostos com cargas diferentes. No entanto, como
sugerido por AHARANOV; SUSSKIND,?% g introducao dessas regras de superselecao
fundamentais na teoria quantica nao-relativistica resulta de fazer a suposicao nao-fisica de
que existem operagoes absolutas sem qualquer dependéncia de um sistema de referéncia.
Concluiram assim que a falta de um sistema de referéncia quebrando a simetria que impde
restricoes nas operacoes implementaveis. Similarmente, ARAKI; YANASE,® supondo
que o hamiltoniano de um sistema fosse invariante por uma simetria G, propuseram um
esquema para medir um operador que assimétrico em relacdo a G com uma precisiao
arbitraria, utilizando um sistema de referéncia quantico atuando como sistema principal.
Como resultado, a precisao da medida aumenta com a dimensao do espago de Hilbert do
sistema de referéncia em questao (ndo necessariamente de modo linear), isso é bem similar

com o resultado dos exemplos do capitulo 4 dessa dissertacao.

Mais recente, KITAEV et al.%! mostraram que todas as regras de superselecio
descritas por grupos compactos resultam da falta de um sistema de referéncia apropriado.
Portanto, seria interessante uma prova rigorosa com toda a generalidade para a supersele-
cao de energia, ou seja, impossibilidade de observacao de estados superpostos com energias
diferentes. Porém, o grupo de translacao temporal é nao-compacto, invalidando varias pro-
priedades interessantes que pode-se usar na teoria de grupos, como o exemplo da existéncia
de uma medida de Haar bem definida para a média uniforme vastamente utilizada nessa
dissertacdo. Outro resultado interessante nessa linha foi obtido por MARVIAN; LLOYD,
no artigo em questao o sistema de referéncia relégio é utilizado para criar superposicao de
energia no sistema S, inicialmente simétrico, o interessante é que para isso utiliza-se uma

operacao G-invariante num sistema também G-invariante, fartalecendo assim a ideia de
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que a coordenada tempo paramétrico nao parece tao fundamental na descricdo quantica,

como defendido ao longo da dissertacao.

H&a também outras situacgoes que sao de interesse no tratamento de sistemas de
referéncia como objetos quanticos. Por exemplo, em alguns experimentos propostos para
medir o spin,%? um pequeno ima é utilizado para medir um tnico spin. Note que, tal fma
pode ser considerado como um sistemas de referéncia que define uma direcdo especifica
e devido ao seu pequeno tamanho, o ima deve ser tratado como um objeto da mecanica
quantica. Considerando tal objeto como um sistema de referéncia quantico finito, vem
a tona alguns efeitos colaterais no sistema. Primeiramente, utilizando um sistema de
referéncia de dimensao finita nao pode-se implementar perfeitamente a evolugao temporal
ou medida, devido ao aparecimento de flutuacdes quanticas.®®> Em segundo lugar, dada
a execucao de uma medida ou uma evolucao temporal, sempre havera alguma reacao de

volta no sistema de referéncia quantico.%

Vale refletir por fim, o carater que a proposta de Page e Wootters propoe para a
interpretacao do tempo dentro da teoria quantica. Aqui estd uma caracterizacao superficial
de trés posi¢des metafisicas e o significado que elas tem para a existéncia de bons relégios

na discussdao que segue.’

Realista o tempo externo é absoluto e um bom relégio é aquele que mede a passagem do

tempo absoluto.
Operacionista o tempo nao é nada mais do que o que é lido por um bom relégio.

Relacionista o tempo é uma ordem sobre eventos e nada mais.

Para um realista, a existéncia de sistemas fisicos que atuam como bons relégios
nao passa de uma questao pragmatica. Newton ¢é a figura que mais lembra essa defini¢ao e
esta é assumida na mecanica quantica padrao nao-relativistica. Ao introduzir os relégios
quanticos, como discutido na secao 2.1, o problema para o conceito usual de tempo posto
pelo relogio ideal de Schrodinger satisfaz as necessidades de um operacionista, o qual
acredita que as quantidades fisicas devem estar associadas a procedimentos experimentais
concretos. Assim, para um operacionista, o conceito de tempo nao tem sentido sem meios
para medi-lo. O argumento dado de garantir a convergéncia para um sistema fisico ideal, ao
que parece, é que o operacionista pode se contentar com um procedimento que fornece os
meios para medir o tempo aproximadamente, com uma precisao que pode ser aumentada
sem limite. Isso parece ser uma resposta justa, particularmente no contexto da teoria
quantica, que introduz um problema semelhante para medicoes de posicao no espaco.®’

Se isso é ou nao uma andlise satisfatéria do tempo dependera de sua inclinagao filoséfica.
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Porém, mesmo em outra linha que nao o operacionismo, esta tem que garantir uma nocao
satisfatoria de tempo em fisica, fornecendo alguma relacao com os meios pelos quais pode
ser medido, mesmo se o tempo por si é, em tltima andlise, definido independentemente

dos meios de sua medicao.

J& no contexto Page e Wootters o papel da medida parece fazer um papel impor-
tante para se ter um ordenamento de eventos. O fluxo de tempo tem que emergir como
resultado de haver subsistemas no sistema S que podem realizar medi¢oes e armazenar

seus resultados. Nas palavras de Wootters®’:

“..Para ver a evolugao, vocé precisa olhar pelo menos para duas particulas e deixar
uma delas servir como um relogio. De fato, isso é o que fazemos na vida real: quando
falamos de um sistema que muda no tempo, estamos sempre comparando dois sistemas,
um sistema objeto e um relégio. Na maioria dos casos cotidianos, o relogio ¢ nada mais do
que o sistema fisico que corresponde ao nosso proprio sentido interno do tempo...Quando
vocé faz uma medicao sobre o mundo ao seu redor, também faz uma medi¢ao sem sequer
notar, em algumas de suas proprias variaveis internas....As correlagdes que assim observa
entre seu proprio estado e o estado do mundo ao seu redor, bem como as correlagoes

entre as varias partes do mundo ao seu redor, sdo interpretadas como a passagem do tempo”.

Agora, para um relacionista, a nocao de tempo deve ser construida a partir dos
contetidos do mundo como dados, sem referéncia a instrumentos ideais ou operagoes. Em
particular, Leibniz considerou a coordenada do tempo externo como ideal nao porque
deveria ser medido por um relégio ideal, mas porque deve ser construido a partir do que é

dado pelo mundo fisico: a ordem temporal dos eventos.®

A ideia subjacente ao relacionismo é a seguinte: dada uma descricao completa da
realidade, os fatos espago-temporais sao fixados pelas relagdes entre os eventos e objetos
do mundo. Como Leibniz colocou: “tempos, considerados sem mencionar coisas ou eventos,

nao sao nada, e...constituem apenas da ordem sucessiva das coisas e dos acontecimentos”.%

Perceba que com essa definicao, a visao de Page e Wootters nao parece fornecer
uma ordem temporal global, que satisfaca o desejo leibniziano de que o tempo seja dado
pelas relagoes entre os acontecimentos. Pelo menos nao no sentido de que as relagoes
descritas por Leibniz sao nada mais do que o resultado das medic¢oes e correlagoes com o
conteudo do mundo argumentado por Wootters. Assim, parece apenas fazer sentido falar
das relagbes com o mundo quando se compara por algum procedimento fisico, a medida

no caso quantico.
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APENDICE A - DEMONSTRACAO DOS TEOREMAS 2.3 E 2.4

O resultado devido a Srinivas e Vijayalakshmi faz uso do lema de Borchers que

¢é enunciado a seguir e pode ser visto tanto em seu artigo original,®” quanto em MALA-
MENT.!

Lema A.1. (Borchers). Sejam Py e Py operadores de projecao que

[U,P U, P] =0 (A1)

para |t| < o com o > 0. Entao Py Py = Oimplica que
PUPU} =0, (A.2)

vVt € R.
Assim, segue a prova do teorema 2.3.

Demonstragio. Para comegar, seja /A um conjunto de Borel limitado e |A|denota seu

didmetro. Agora, defini-se para algum A > |A|,

P = PT(Q) (A.3)
P, = PT(A+)), (A.4)

entdo, uma vez que PT é um projetor, Pie P, sdo projetores ortogonais entao P, P, = 0,
mostrando também que ambos comutam e P, comuta com U; P, UtT. Portanto, as condi¢oes
do lema acima sao satisfeitas, logo segue-se que PU; Py UtT = 0 para Vt € R. Da covariancia,
segue que P, = U,tPgUL — P} =0, ou seja, mostrou-se que PT(A) = 0, para VA C R.
Uma vez que PT(R) pode ser obtido como lima ., PT(A) = PT(R) = 0, tem-se uma
contradigdo, j4 que o requisito basico de que PT(R) = I para qualquer medida projetiva

PT(A) néo ¢ satisfeito.

]

O resultado devido & Hans Havolrson faz uso do lema de Hegerfeldt,*® uma de-

monstracao também pode ser vista em PASHBY.?

Lema A.2. (Hegerfeldt). Seja H um operador semi-limitado e U; = ¢t o grupo fortemente
continuo de operadores unitirios gerados por H com t € R.Seja P um operador projetor

em um subespago S C H. Entao para V 1)) € S,
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1.0p| UL PU, [40) # 0 num conjunto denso aberto, ou
2. (| U PU, ) = 0 para Vt.

Demonstragio. Sejaly) € Sa, serd mostrado que |¢)) = 0, ou seja, So ndo possui vetores

unitarios. Considere a fun¢ao definida por

F(t) = (| UfPAU; [) = (4| Pays 1) (A.5)

para t € R, como é facil de se ver, f satisfaz as hipéteses do lema anterior. Além disso,

usando que Pa |¢) = [¢)) segue que para Vi > |A],

f(t) = <1/)| Ppyy |¢> = <¢| Pry P |¢> =0 (A'G)

uma vez que Sp L Saqy. Assim, f(f) = 0 em um conjunto aberto e pelo lema acima,
f(t) =0 para Vt € R. Em particular,

0= 1(0) = (¢ Pa |¢) = (¢1) (A7)

se e somente sey)) = 0. Como A é arbitrario, So = 0 para VA.

]

E curioso ressaltar que tais lemas apareceram em outros resultados da fisica, a
saber, resultados da nao-localizabilidade de particulas em teoria quéintica de campos
relativisticas.'® Uma pergunta interessante, entdo, seria ver a possibilidade de equivaléncia

desses lemas.
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APENDICE B - REPRESENTACAO DE GRUPOS E MEDIAS INVARIANTES

Uma representacao de um grupo GG em um espaco vetorial V é uma aplicacao que a
cada g € G associa um operador linear inversivel II(g) : V — V de modo que as seguintes

condicOes sejam satisfeitas:
1. I(g)IL(h) = I(gh), Vg, h € G;
2. Il(e) = I

3. I(g~"HII(g) = TI(g9)~*, Vg € G.com e sendo a unidade de G e I o operador
identidade agindo em V.

Definicao B.1. Seja V um espaco vetorial e seja I1(g) : g € G uma representacio de G
em V. Um subespagco VW C'V é dito invariante por I1(g) se II(g)V C W, Vg € G.

Definicao B.2. Seja W um subespaco invariante por 11(g). A representagao 11(g) €

chamada irredutivel em VV se se 0s seus unicos subespacos invariantes forem os triviais.

Uma representacao que nao € irredutivel é dita ser redutivel.

Definicao B.3. Um subespaco portador de uma representacdo irredutivel é chamado

subespaco irredutivel.

Uma representacao I1(g) de um grupo G em um espago vetorial de dimensao finita
Y é dita ser uma representacao totalmente redutivel se for redutivel e se V puder ser
escrito como uma soma direta de subespagos invariantes por II(g) : V=W, & --- & W.

Em tal caso, II(g) pode ser escrita em uma base conveniente na forma de blocos

m1(9)
(B.1)

m(9)

para todo g € GG, onde cada m;(g) é uma representacdo de G atuando no espago invariante

W;dell,i=1,...,k. Em um tal caso pode-se escrever Il na forma [l =m & --- ® m,

E interessante a situacdo em que II ¢ totalmente redutivel e cada mi(g) é irredutivel.
Nesse caso diz-se que II é uma representagao completamente redutivel. Em particular,
para os grupos finitos e de Lie compactos num espaco de Hilbert segue o seguinte teorema

que serd omitida a demonstracao®:

Teorema B.1. Seja G um grupo finito ou de Lie compacto e seja Uy : g € G uma repre-
sentacao unitdria de G num espago de Hilbert H, ou seja, G estd sendo representado por
um operador unitdirio UTU = UU. Entdo, qualquer representacio unitdria U, ¢é irredutivel

ou completamente redutivel.
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Assim, ao impor uma simetria fisica que geralmente é representada por um operador
unitario num estado fisico pertencente a um espago de Hilbert, a decomposi¢ao acima ¢é

realizada.

A Medida de Haar

A discussao feita aqui pode ser encotrada em BARATA 3?3 Seja G um grupo finito e
seja f : G — C uma funcdo que a cada elemento g do grupo associa um nimero complexo
f(g). Pode-se definir a média de f em G por

1
u(f) = €] > flg), (B.2)

geG

com |G| sendo a ordem de G, ou seja, o nimero de elementos. Essa no¢ao de média de
uma fun¢do em um grupo finito possui algumas propriedades importantes. Seja h qualquer

elemento fixo de GG. Entao, para Vh € G, segue que

1(f(9)) = pu(f(hg)) = u(f(gh)) = n(flg™), (B.3)

ou seja, a média ¢é invariante por multiplicagdo a direita e a esquerda por elementos de GG

e pela inversao do argumento de f.

Perceba que a média acima foi normalizada de modo que se f(g) = 1 para Vg € G,
entdo u(f) = 1. Além disso, a média acima é positiva: se f > 0, entao u(f) > 0. O
interessante é que grupos finitos nao sao os tnicos a possuirem médias invariantes positivas.
Para os grupos U(1) e SU(2) pode-se definir

2m

dy

uh= [ i) (B.4)
0 2m

caso a integral seja finita. E facil verificar que as propriedades de invaridncia observadas

no caso de grupos finitos sdo satisfeitas aqui também. Para o grupo (R, +) pode-se definir

u(f) = / " de f(a), (B.5)

o0

caso a integral seja finita. Como pode-se ver essa média é positiva, invariante por translacoes
f(z) = f(z +y) e pela troca do argumento da f por seu inverso: f(z) — f(—z), em
analogia ao caso de grupos finitos. Note-se, porém, que essa média nao pode ser normalizada,
pois o grupo é nao-compacto.

Poderia surgir entao, a seguinte pergunta: quais sao as condi¢des necessarias para que um

grupo possua média invariante positiva como nos exemplos acima. Uma resposta parcial
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foi dada por Haar'. O teorema de Haar afirma que se G é um grupo compacto, entdo existe

uma medida de integracdo dg em GG, denominada medida de Haar, tal que se a média

u(f) = /G dg £(9). (B.6)

é finita, entao

/G dg f(g) = /G dg f(hg) = /G dg f(gh) = /G dg f(g™") (B.7)

para Vh € G. Além disso, a média é normalizada: fG dg = 1 e positiva: se f > 0,
entao [, dg f(g) > 0.

O Teorema de Haar pode ser parcialmente estendido a grupos localmente compactos
como (R, +) e (R4, -): Se G é localmente compacto existem medidas positivas de integra¢ao

dg® e dg? em G tais que

[ as 10 = [ dg sing) = [ ag o = [ ag 157 (B.3)

/G dg f(g) = /G dg" f(hg) = /G dg" f(gh) = / dg? f(g™) (B.9)

para Vh € G. Ou seja, existem uma medida invariante a esquerda e uma outra

invariante a direita. Em alguns casos essas medidas

Extensao de média para operadores

As simetrias fundamentais do sistema sao representadas por um grupo G. O grupo
G atua unitariamente no espaco do estado de cada sistema: o efeito de g € G no estado |¢¥ >
do sistema S é representado por uma matriz unitaria U, gs . Assim, as diferentes bases que
podem ser utilizadas para expressarem estados estao relacionadas entre si por um elemento
de grupo, isto é, quaisquer duas bases |els>, \e§> Sy |e§> e \fls>7 |f25> oy |f§> de Hg
estao relacionados por um elemento g € GG, no sentido de que Vj Jg; \ef> = Uf \f]$> , a
menos de uma permutacao dos indices j. Nesse sentido, pode-se definir a média de grupo

uniforme para estados como,
/dg U 1) (B.10)
G

Porém, serd mais conveniente trabalhar com a linguagem de operadores densidade. Nesse

caso, a média para operadores fica

AT (B.11)

I Alfréd Haar (1885-1933), matemdtico hingaro.
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sendo p = [¢° )(1)°] um operador densidade. A funcio f que a cada elemento g do grupo as-

socia um numero complexo f(g) é dada aqui pelo elemento de matriz da representagaoo U, gS .

Uma clara vantagem da média de grupos aplicada em vetores em relagdo a média
de grupos em operadores é que ela preserva traco. Além disso, transportando a média do
grupo no nivel de B(#) ao invés de H pode-se eliminar algumas complicagbes matematicas
que surgem quando o grupo de simetria admite apenas representacoes projetivas, isto é,

quando as medidas de Haar invariantes a esquerda e & direita sao distintas.?"
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