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Resumo

As Algebras Quanticas foram recentemente introduzidas como uma, generalizacao das algebras
de Lie cldssicas e estao sendo intensamente investigadas, tanto de um ponto de vista matematico
quanto em aplicacoes envolvendo problemas de Mecénica Estatistica e Fisica Molecular. As
representacoes dessas dlgebras podem ser construidas a partir de técnicas tradicionais e
apresentam novidades se o pardmetro de deformagéo q for uma raiz complexa da unidade, e
neste caso pode ocorrer perda de irredutibilidade e consequentemente alteracoes nas dimensdes
dessas representagoes. Primeiramente, estudamos as representagdes no caso cléssico, a seguir
introduzimos as deformagoes quénticas nas relagoes de comutacio envolvendo os geradores
assoclados as raizes simples. Posteriormente, estudamos especificamente o caso em que q é uma
raiz complexa da unidade, & procura de novas redugoes dimensionais que néo aparecem no caso
cldssico. Mais precisamente, nos detemos ao estudo das representacdes das algebras deformadas
Ug(su(2)) e Uy(sl(3)), determinando suas a dimensdes, os vetores de base do espago portador e
as suas matrizes irredutiveis. Por fim, calculamos o operador de Casimir quadratico deformado

procurando saber como ficam as regras de ramificagao da cadeia Uy(sl(3)) D U,(sl(2)).
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Abstract

The Quantum Algebras has been recently introduced as a generalization of classical Lie
algebras. The representations of these algebras can be built from the traditional technics and
arise novelty, if the parameter of deformation q is a root of unity, in this case, can occur loss
of irredutibility and consequently alteration in the dimension of these representations. First
of all, we study the representations in the classic case, after that we introduce the quantum
deformation in the comuting relations involving the generators associated with the simple roots.
Subsequently we studied specifically the case that q is a root of unity, searching for dimensional
reduction that do not appear in the classic algebras. More exactly, we studied the deformed
representations of Uy(su(2)) e Uy(sl(3)), determining their dimensions, the base vectors of the
carrier space and their irreducible matrices. Finally, we calculated the deformed quadratic

Casimir operator in the chain U,(sl(3)) D U,(sl(2)).
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Capitulo 1

Introducao

Wigner conta que quando publicou o livro intitulado ” Group Theory And Its Applications
To The Quantum Mechanics Of Atomic Spectra ” em 1931 [1], havia uma grande relutancia
entre os fisicos em aceitar argumentos de teoria de grupos para ajudar a solucionar problemas
em Fisica, e que essa reluténcia foi virtualmente desaparecendo. Da geracio mais velha foi
provavelmente M. Laue quem primeiro reconheceu o significado da teoria de grupos como
uma ferramenta natural com a qual se obtém as primeiras orientagoes em um problema de
mecénica quéntica. Encontrar o espectro atdmico a partir da equacio de Schrédinger, por
melo de célculos diretos, resultam no desenvolvimento de técnicas numéricas que fornecem
aproximagoes de solucoes reais. E gratificante ver que grande parte dos resultados relevantes
podem ser deduzidos, considerando operacgoes de simetria. Com o desenvolvimento de alguns
ramos da fisica tedrica, como a fisica de altas energias, fisica nuclear entre outras , a teoria
de grupos vai deixando de ser considerada meramente uma valiosa ferramenta para elucidar os
aspectos de simetria dos mais variados problemas e passa a ocupar uma posicao indispensavel
e crucial no desenvolvimento da prépria Fisica.

Recentemente surgiu o conceito de Algebras Quénticas, também conhecida por Grupos
Quénticos, como uma tentativa de entender as caracteristicas comuns de modelos exatamente
soliveis em Mecanica Quéntica. Elas sao generalizagoes dos conceitos fundamentais de simetria
das dlgebras de Lie envolvendo duas idéias fundamentais e distintas: Deformacéo e co-
multiplicagdo ndo comutativa. Na, verdade, a dlgebra universal envolvente é deformada ao
definirmos algumas constantes de estruturas como fun¢Ges continuas de um parametro q, de

forma a recuperarmos a élgebra de Lie tradicional quando tomamos g=1. A idéia de deformacio
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nao é nova em Fisica. O grupo de Poincaré da relatividade Einsteniana pode ser considerada
uma deformagao do grupo de Galileu da relatividade Newtoniana, a qual é recuperada no limite
c— oo. A mecénica quéntica pode ser considerada a deformagéo da mecénica cléssica, a qual
pode também ser recuperada no limite # — 0 [2].

A primeira Algebra Quantica escrita foi o SU(2) deformado, por Kulish, Reshetikhin [3]
e Sklyanin, Takhtajan e Fadeev [4,5] usado no método de espalhamento inverso quéntico
para estudar o comportamento de sistema integraveis em teoria de campo quantico e mecanica
estatistica.

Contudo, nos tltimos anos, as Algebras Quanticas vém sendo largamente aplicadas na Fisica
e na Matemdtica, em problemas que serdo meramente mencionados: em gravidade quéntica,
por Gervais [6]; em teoria de gauge, por Witten [7,8]; em teoria de campo quéntica, Reshetikhin
e Smirnov [5]; em espectro rotacional de niicleos e moléculas, por Bonatsos e Daskaloyannis [9];
em dtica quéntica, por Solomon [10]; em fisica da matéria condensada, Rasetti [7]; entre outros.
Os grupos quénticos tém fornecido significantes e as vezes espetaculares conexoes entre algumas
dreas da Matemadtica.

As dlgebras quénticas foram formalizadas em 1986 por Drinfeld [11-13] em termos de uma
dlgebra de Hopf (ndo necessariamente comutativa). Esta forma de apresentar os dlgebras
quénticas é muito abstrata e pouco atraente aos fisicos, devido ao infeliz fato de muitas
teorias da matemdtica moderna estarem escritas em um estilo de dificil cognicao. Por isso
nos propusemos a investigar as dlgebras mais simples como o U,(su(2)) e U,(sl(3)) a partir de
suas representagoes explicitas como uma alternativa para estudar e entender alguns fené6menos
simples e relevantes exibidos por esta estrutura, e em seguida explora-las por meio de aplicacdes.
Finalmente a motivagdo primordial desta dissertacao fora dada pelo trabalho de Hornos e
Hornos [14] que propuseram um modelo algébrico para a evolugao do cédigo genético.

As primeiras idéias a respeito da evolugdo surgiram hd muito tempo, mas elas se
fundamentaram lentamente a ponto de culminarem nas sélidas teorias em biologia. Até o
século XIX, nao se tinha tentado explicar a evolugio das espécies, e a idéla generalizada,
adotada até mesmo por vérios naturalistas, era a do fixismos, ou seja, a de que as espécies
eram Unicas e imutdveis. A partir dos trabalhos de Lamarck e Darwin, o evolucionismo
comega a ser discutido. Atualmente o estudo da evolucao se d4 em nivel molecular, por meio

de moléculas portadoras de informacdes biolégicas, como os dcidos nucleicos e as proteinas. Os
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dcidos nucleicos sao moléculas formadas pelo encadeamento de um grande nimero de unidades
chamadas nucleotideos. Cada nucleotideo é formada por trés tipos de substéncias quimicas: um
composto ciclico contendo nitrogénio (base nitrogenada), um agicar de cinco carbonos (pentose)
e um radical do 4cido fosférico (fosfato). Os nucleotideos estao ligados, formando uma longa
cadeia de agticar e fosfato, da qual se projetam as bases nitrogenadas. Existem cinco tipos de
bases e dois tipos de agticares, formando nucleotideos diferentes. Em alguns 4cidos nucleicos
s6 hd nucleotideos com o agicar ribose, que sdo chamados de 4cido ribonucleico (RNA), em
outros apenas com o agucar desoxirribose, chamados de 4cido desoxirribonucleico (DNA).

As moléculas de RNA sdo polimeros compostos por quatro bases nitrogenadas, a saber:
adenina (A), guanina (G), uracil (U) e citosina (C). Traduzir a mensagem genética significa
passar o c6digo, que estd na forma de "letras ” (bases) do RNA, para uma sequéncia de
aminodcidos que formam uma proteina. Desse modo, a mensagem genética contida no RNA &
materializada na forma de uma proteina estrutural ou enzimatica, que por sua vez é responsével
por uma caracteristica do organismo. O mecanismo de tradugdo é o seguinte: um grupo de
trés letras (bases) consecutivas do RNA é o cédigo correspondente a um aminodcido. Esses
trios de base, chamados c6dons, s&o todos conhecidos, veja a figura 1.1 e sio o mesmo para a
grande maioria dos seres vivos. Note que hd quatro bases, combinando-se trés a trés, formando
um total de 64 cédons. Contudo hé somente 20 aminoécidos que participam do processo da

vida, mais um cédigo de terminacao, portanto ocorrem muitas degenerescéncias, ou seja, existe

simetria.

Primeira Segunda base Terceira

base base
U A C G

Phe Ser Tyr Cys
u Phe Ser Tyr Cys
Leu Ser Term Term
Leu Ser Term Tip
Leu Pro His AIg
c Leu Pro His Arg
Leu Pro GIn Arg
Let  Pro GIn Arg
lle Thr Asn  Ser
lie Thr Ans  Ser
A lle Thr Lys Arg
Met  Thr Lys Arg
Val  Ala Asp Gly
Val  Ala Asp Gly
G val  Aa G Gl
Val  Ala Giu Gly

OP» OC|O>»O0 Clo>» OCi® >» OC

Figura™1.1: Regras de Traducdo: RNA
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O modelo algébrico para o cédigo genético é uma abordagem matemética, baseada
na procura de simetrias entre as dlgebras de Lie complexas com o objetivo de reproduzir as
degenerescéncias apresentadas pelo c6digo genético. Dessa forma procura-se investigar a prépria
evolugao do c6digo genético. A idéia resume-se em associar os 64 cédons a estados que formem
uma base num espago vetorial portadora de uma representacao irredutivel de uma dlgebra de
Lie £. A representacéo da édlgebra £ serd decomposta em somas de representagoes irredutiveis
de uma cadeia de subdlgebras £ D £; D ... D L,. No final desta cadeia devemos encontrar 21
subespacos com dimensdes dadas pelas degenerescéncias dos cédons. Estes subespagcos serao
etiquetados pelos 20 aminoédcidos mais o cédon de terminacio. O resultado desta procura
mostrou que a 4lgebra simplética sp(6) foi a melhor simetria para o processo de tradugao, e a

cadeia completa proposta para a evolucao do cédigo foi:
sp(6) D sp(4) ® su(2) D su(2) ® su(2) ® su(2).

contudo esta simetria nao é perfeita no sentido de reproduzir naturalmente a degenerescéncia
do cédigo genético. Por isso foi introduzido um termo de congelamento no hamiltoniano para

descrever o espectro do c6digo no estigio atual mostrado na figura 1.2.

Figura™1.2: O Espectro do Cédigo Genético
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O objetivo dessa dissertagdo é construir as representacbes irredutiveis das 4lgebras
deformadas U,(su(2)) e U,(sl(3)) a partir de técnicas tradicionais, determinando a dimensio
do espago portador dessas representacoes quando q é uma raiz da unidade.

Comecamos esta dissertacao fazendo uma revisao dos conceitos fundamentais que julgamos
mais importantes sobre grupos e dlgebras de Lie, expomos sua estrutura, lancando idéias basicas
sobre representagao e, em seguida, discutimos brevemente a relagéo entre o grupo e a dlgebra,
capitulo 2. Depois, no capitulo 3, nos dedicamos ao estudo das raizes e suas propriedades. Os
pesos e os operadores de Casimir quadréticos sao vistos no capitulo 4, onde se encontram
as definicdes e os teoremas principais. As técnicas tradicionais que permitem construir
explicitamente as representagdes irredutiveis das dlgebras de Lie cléssicas sao apresentadas
no capitulo 5.

Finalizamos este trabalho com um capitulo sobre as Algebras Quénticas, onde construimos
as representacoes das dlgebras unitarias deformadas para um parimetro q arbitrério. Por meio
de uma anilise exaustiva, tomando q na raiz da unidade, observamos a perda de irredutibilidade
de Uy(su(2)) e Uy(sl(3)), e ainda investigamos a decomposicao dessas representacdes na cadeia
Uy(s1(3)) > Uy(sl(2)).

Por se tratar de um tépico muito abstrato, procuramos realizar este trabalho por meio de
uma abordagem simples, compreensivel e sobretudo intuitiva, usando representacoes explicitas

(matrizes) e muitos exemplos. Este enfoque privilegia sobretudo os fisicos, porque ele visa em

ultima inst4ncia, as mais diversas aplica¢des em ciéncias naturais.
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Capitulo 2

Algebras de Lie

E uma tarefa drdua expor em poucas linhas as idéias béasicas das 4lgebras de Lie, pois
corremos o risco de perder toda a beleza que esse ramo do conhecimento matemaético desfruta.
As dlgebras de Lie, conforme enfatizamos na introducao, fornecem uma ferramenta poderosa
para a resolugao de problemas em Fisica, porque elas organizam as informaces dos mais

variados sistemas e nos levam a interpretagdes com base em argumentos de simetria.

2.1 Conceitos bdsicos

Neste capitulo temos trés objetivos a serem alcancados. O primeiro é expor a estrutura das
dlgebras de Lie visando uma classificagdo geral [15,16]. Em seguida apresentamos o conceito de
representacéo [17], por desempenhar um papel central no nosso trabalho e finalmente mostrar
alguns resultados que ilustram a correspondéncia entre o grupo e a dlgebra [18]. Portanto
comegamos com a definigdo de um grupo .

Definicao 1 Um conjunto G é chamado de grupo se uma regra de multiplicacao for definida
entre dois elementos de forma a satisfazer os seguintes postulados.

1. Fechamento: Se z e y pertencem G, entdo zy pertence a G.

2. Associatividade: z(yz) = (zy)=.

3. Identidade: Existe um elemento identidade e tal que, ex = re = x, para todo z € G.

4. Inverso: Para cada elemento z de G, existe um elemento inverso % tal que, T = e.

Os grupos sao classificados de acordo com o niimero e a natureza dos elementos do conjunto

G, podendo ser finitos ou infinitos, discretos ou continuos. O grupo finito e discreto mais



2.1. Conceitos basicos 7

importante & o grupo simétrico S, gerado por todas as permutagdes possiveis dos p; no diagrama

1 2 ... n
. Um resultado muito conhecido, devido a Cayley, diz que todo grupo G

P1 P2 .- Pn
de ordem n é isomdrfico a um subgrupo de permutacéo S,. Um outro grupo importante é o

chamado grupo de Lie.

Um grupo de Lie € um tipo especial de grupo continuo, onde os elemento do grupo R(a)

sao etiquetados por pardmetros reais a!, a2, ...,a",

R(a) = R(a',a?,...,a"), (2.1)

variando sobre um intervalo finito ou infinito. Um grupo G é chamado de grupo de Lie de

ordem r, se R(a) obedece aos postulados:

e Para um dado pardmetro a e b, nés encontramos um outro pardmetro c, tal que,

R(c) = R(a)R(b), (2.2)

onde o pardmetro ¢ sao dadas por fungdes reais dos pardmetros a e b,

c = p(a,b). (2.3)

e Associatividade.

R(a)[R(b)R(c)] = [R(a)R(b)]R(c). (2.4)

e Existe um elemento identidade R(ap), isto &,

R(ao)R(a) = R(a)R(ao) = R(a) para qualquer R(a) € G, (2.5)

s parametros ag da identidade séo tomados como sendo zero, isto &, R(ag) =R(0).

e Para qualquer a nés podemos encontrar um @ tal que
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R(@)R(a) = R(a)R(@) = R(0), (2.6)

isto é, para todo R(a) existe um elemento inverso:

R™'(a) = R(3@) (2.7)

Os grupos de Lie sdo chamados de compactos se os pardmetros forem limitados, caso
contrdrio, sao nao compactos. As matrizes nxn sdo objetos interessantissimos que sob certas
condigoes satisfazem os postulados de grupos.

Exemplo O grupo SU(2) é gerado por matrizes da forma:

€' cos(ay) —e " sin(as)
R(al,az, a3) = ] ] (28)
e*®sin(as) e " cos(as)
verifica-se facilmente que estas matrizes satisfazem o postulado do fechamento e a
associatividade, se adotarmos o produto matricial usual. Existe uma identidade para a; =

ay=a3=0:

10
R(0,0,0) = (2.9)
01

€ a inversa € encontrada transpondo e conjugando 2.8, portanto,

R '(a1,a9,a3) = e_i‘_“ coelas) e‘-ias winaz) (2.10)
—e'*sin(as) €' cos(ay)
Em analogia & exposigao feita para os grupos, partiremos do conceito geral de dlgebra e em
seguida definiremos uma &lgebra de Lie [19].
Definigao 2 Uma 4lgebra linear A consiste de um conjunto de vetores v; € V sobre um
corpo K com uma multiplicagao de vetores, O satisfazendo os postulados.

1.Fechamento: vOv,eV.

2. Bilinearidade: (vi +v;)0 v = v;,0 v + v;0 v
’UiD(’Uj + ’Uk) = Uz‘D U; + ;0 Vk.

As diferentes variedades de 4lgebras podem ser obtidas, dependendo dos postulados

adicionais por elas satisfeitos. Para ser uma lgebra associativa impomos:
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3. Associatividade: (v:0 v;)0 v = v;0(v;0vg).

Por outro lado, para ser uma algebra associativa com identidade, basta adicionar o
postulado:

4. Existéncia de uma identidade: v;0 I = v;.

E ainda existem dlgebras que satisfazem as propriedades de

5. Simetria ou antisimetria: v;0 v; = ;0 v,

6. Propriedade Derivativa: v;0(v;0vg) = (v;0v;0) vk + (v;0(v;0vy).

Em particular, uma 4lgebra de Lie £ de dimensao n (> 1) é um espaco vetorial sobre um
corpo K (real ou complexo) de dimensao n equipado com uma operagao chamada de produto
de Lie ou comutador [, ] definido para todo X,Y,Z € L etodo a e 8 € K , tal que :

1. Fechamento: [X, Y] € L

2. Bilinearidade:[aX + 8Y, Z] = o[X, Z] + B[Y, 7] .

3. Antisimetria: [X)Y] =-[Y X].

4. Identidade de Jacobi: [X,[Y,Z] +[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]] = 0.

O produto de dois elementos quaisquer da 4lgebra deve ser ainda um outro elemento dessa

dlgebra e portanto, pode ser escrito como uma combinacéo linear dos seus geradores, i.e.,

(Xp, Xo) =Y ch X, pg=12 . n (2.11)
r=1

onde as constantes cj, sdo conhecidas como constantes de estrutura da dlgebra, as quais
satisfazem as propriedades: cj, = —c}, devido a antisimetria e CpgCrstCorChetciych, = 0 devido
4 identidade de Jacobi.

Néo ¢ absolutamente essencial termos uma definicao explicita de [X,Y] em termos de objetos
possivelmente mais simples tais como matrizes ou operadores lineares. Poderfamos proceder a
investigagao da estrutura dessas dlgebras exclusivamente com base nos axiomas que a definem,
sem fazer qualquer hipétese sobre a natureza de [X,Y]. O desenvolvimento resultante seria a
teoria abstrata das lgebras de Lie, contudo nenhuma estrutura nova advém desse procedimento
por causa do teorema de Ado (1947), o qual afirma que qualquer dlgebra de Lie é isomdrfica a
uma dlgebra matricial.

A seguir daremos exemplos apresentando as dlgebras de Lie na forma matricial. O primeiro

exemplo é a 4lgebra geral linear gl(n). Uma base muito simples para essa lgebra foi dada por

Weyl . Cada elemento da base serd uma matriz €i; , 1,j = 1,2,....n, sendo que o elemento a,,, &
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igual a 1 e os demais sao nulos, em outras palavras,
(eij)mn = 6im6nj~
O exemplo mais trivial é a 4lgebra gl(2) formada pelas quatro matrizes 2x2:

10 00 01 00

€11 = y €22 = €12 = €21 =

1 00 10

Podemos observar que qualquer matriz complexa de grau 2 pode ser escrita como uma
combinagao linear delas. Definimos uma slgebra de Lie a partir das relacdes de comutagao

entre seus elementos, e no caso da dlgebra de Lie gl(n) sao simplesmente dadas por:

[e:j, ext] = 6jxeq — biiex;. (2.12)

Em particular, para a dlgebra gl(2) temos:

[611, 622] =0 [612>621] = €11 — €22
[611, 612] = €12 [611,621] = —€n
[622, e12] = —€12 [622,621] = €21

A élgebra sl(n) corresponde a matrizes com trago nulo na élgebra gl(n). Podemos novamente

tomar como base as matrizes e;; € construir matrizes de traco nulo:

Ai=e;— €i+1,i4+1, Aij = €45 (" ?é .7),

onde os A;; sao elementos da base de sl(n) e os e;; sao elementos da base de Weyl. No caso da

lgebra sl(2) temos:

1 0 0 1 00
A= , Ay = , Ay =

0 -1 00 10

As relagoes de comutacio desta algebra sio:
[Asi, Aw] = (bx; — 6y — Orit1 + iv1,) Ax
[Aij, Al = [eij, e51) = (A — Ay)

[Aij, Al = x5 A0 — 63 Ay;

A &lgebra unitéria u(n) sdo geradas por n? matrizes que obedecem a condicao de

hermiticidade, i.e.,
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M'=M,

elas podem ser construidas aplicando-se o truque de Wey!:

Akk = €k (k: = 1,2,....,7’1,), (213)
Ay = €r + e (k <l< n), (214)
Ay = i(exn — en) (k <1 <n). (2.15)

As relagoes de comutagao nessa base sao facilmente obtidas usando 2.12.

Finalmente a 4lgebra su(n) possui n? — 1 matrizes de traco nulo:

Akk = €kt — €k41,k+1 (k = 1, 2, e, U — 1), (216)
Akl = e t+ey (k <l < TL), (217)
Ay = ilen —en) (k <1< n). (2.18)

Esta dlgebras foram chamadas por Cartan de familia A,,. O exemplo mais elementar é a
dlgebra su(2) gerada por A;;, Ajs € Ay, contudo temos a liberdade de multiplicar essas matrizes

por uma constante, e portanto, por conveniéncia definimos,

1Ajp )
= 12 === , = —, 2.19
T A (219
que obedecem as relagdes de comutacao :
[z, Jy] = I3, (e, Jo) = Jy, [, Iy} = = . (2.20)

H4 ainda as familias B, e D; compostas por matrizes antisimétricas, i.e.,

XT=-X, (2.21)

O conjunto das matrizes complexas antisimétricas de dimensio impar formam a 4lgebra

ortogonal o(21+1,C) ou By, enquanto que as de dimenséo par formam a dlgebra ortogonal o(21,C)

ou D;. Caso nos restrinjamos as matrizes antisimétricas de traco nulo, teremos as dlgebras de
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Lie ortogonais especiais, so(2n+1,C) ou so(2n,C). Os geradores destas algebras, satisfazendo

2.2]1, em termos da base e;; sao:

Aij = ei; — €54, (2.22)

usando 2.12 nds obtemos a relagao:

[Aij, Ar] = 850 Au + SuAjn + 65 Ak + 6 Ay (2.23)
Finalmente como um tltimo exemplo, temos a élgebra de Lie sp(2n,C), também conhecida por

C,, formada pelo conjunto de matrizes complexas X' (2nx2n) que obedece a equagao abaixo.

XTJ+JX =0. (2.24)
0 I

-7, 0
As matrizes que satisfazem 2.24 sio da forma:

onde J =

A B
X = , (2.25)
C -AT
onde A, B e C sio matrizes complexas simétricas (nxn).
Em termos da base de Weyl o geradores de sp(2n,C) podem ser escritos na forma de matrizes

(2nx2n), veja:

-
e 0 .

A o= (1<14,5<n), (2.26)
0 —6ji
0 ej+ej; , .

B,‘j = ? ? (1 S 1 S J S TI,), (227)
00

F Z

0 0 _

Ci = (1<i<j<n), (2.28)
Cij + Cj,; 0

ou ainda,

Aij = €45~ €541,i+n
Bij= €ijin + €itn

Cij = €itnj+ €j4n;
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As relacoes de comutacao que definem a dlgebra simplética sao:

1- [A.,,,J,Ak[ = 6k] il = 61'! Akj;

j=
2- [A;j,Bri] = 6x; Bu- 65 Bux,
3- [Ai;,Cri] = - 6iCj; - 84 Cys,
4- [B;;,By] =0,
5- [C;;,Cui] =0,
6- [Bi;,Cri] = 6ix Aji + 6k Ay + 6aljx + 65 Au.

2.1.1 Estruturas das Algebras de Lie semisimples.

Uma subélgebra N de uma élgebra de Lie £ é um subconjunto dos elementos de L
que satisfazem os axiomas que definem uma élgebra de Lie, sobre o mesmo corpo, onde

naturalmente,

[N,N] > N. (2.29)

As vezes pode acontecer que o comutador entre todos os elementos de N com todos os

elementos de £, dé sempre um elemento de N, i.e.,

[N,L] D N, (2.30)

quando isto ocorre, dizemos que N é uma subdlgebra invariante ou um ideal. Por outro

lado, se esse comutador for nulo,

[N, L] >0, (2.31)

entao N é um ideal abeliano ou simplesmente centro da dlgebra.

Uma élgebra de Lie € simples se ela nao possuir um ideal e & semisimples se possuir um

1deal nao abeliano.

O ideal abeliano aparece em slgebras soliveis que sao isomdrficas as matrizes triangulares.

Formalmente, considere uma glgebra de Lie L onde a sequéncia de ideais

LO — A LEY = [L(O), L(O)L.__7 L) — [L(n—l)’L(n—l)]‘ (2.32)
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termine em zero, i.e., L(™ = 0. Esta 4lgebra recebe o nome de 4lgebra de Lie solivel. Uma

dlgebra de Lie é chamada de nilpotente se a sequéncia de ideais

Loy=L, L =[Lo)L},-., L= |Ln-1,L], (2.33)
terminar em zero para algum n positivo, i.e., L) = 0. As dlgebras nilpotentes sao 4lgebras
soliveis.

Definicao 3 Soma Direta e Soma Semi-Direta de Algebras de Lie

Uma élgebra de Lie L é decomposta em uma soma direta de k outras dlgebras de Lie, sobre
O ImMesmo COrpo, se:

a. Para todo par de subdlgebra £; ,£; C L ocorrer £;NL; =0e

b.L=L®L:® ... D Ly.

Se uma élgebra de Lie tem duas subdlgebras £; e £, tal que [£; ,£1 |C Ly, [£o, Lo] C Ly
e [£1,£5] C L, entdo escreve-se a 4lgebra L como sendo a soma semi-direta da subdlgebra

invariante (£;) com a subdlgebra residual £,. Em outras palavras,

L=1°,, ®L,. (2.34)
Chegamos ao ponto de enunciar dois resultados importantissimos rumos a uma classificacao

completa das élgebras de Lie. Hsses resultados vao limitando os tipos de simetria possiveis

dentro dessa abordagem.
Teorema 1 (Cartan)
Toda digebra de Lie £ semisimples é simples ou a soma direta de um conjunto de algebras

de Lie simples. Isto é, se £ é uma 4lgebra de Lie semisimples, entao existe um conjunto de

subdlgebras invariantes Ly, Ly, ..., L (k> 1) simples, tal que:

L=L1BLy®...D L. (2.35)
Esta decomposicao é tnica.

Teorema 2 (Levi-Malcev)

Qualquer 4lgebra de Lie £ pode ser escrita como a soma semi-direta de uma algebra de Lie

solivel R e uma élgebra de Lie semisimples S. Em outras palavras:

L=RE@S. (2.36)
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Algebras Simples
reais compactas

Aigebras simples
Algebras de Lie complexas  } /'

Semisimples |—s AyBnh Gy D \

complexa S GoF4Eg E7Eg
/ Algebras Simples
T reais nao compact

Aigebras de Lie |  goma Semi-Direta

Geral l
\ Algebras Algebras Algebras
Solaveis | —# | Nilpotentes |—= Abelianas

Figura™2.1: Estrutura das Algebras de Lie

2.1.2 Representacoes

Gostariamos de trabalhar com objetos mateméticos mais concretos, analiticos como
operadores lineares ou matrizes para podermos aplicar em problemas de interesse fisico, no
entanto, até o presente momento temos explorado as dlgebras de Lie por meio de uma
abordagem abstrata e geral. Motivado pelo teorema de Ado, vamos estudar alguns conceitos
bésicos da teoria de representacoes.

Definicao 4 Representacao de uma, dlgebras de Lie £

Suponha que para todo X,Y € L e a e 8 € K, existam matrizes ['(X) e I'(Y) dxd tal que:

1. T(aX + BY) = oI'(X) + BT(Y)

2. I([X,Y]) = [(X),T(Y))]

Entao estas matrizes sdo chamadas de representacao de dimensio d da lgebras de Lie

Naturalmente o conjunto de matrizes I'(X) forma uma &lgebra de Lie com o mesmo corpo de
L. Haverd uma quantidade muito grande de representacoes para uma mesma dlgebra, devido
ao cardter pouco restritivo das propriedades 1 e 2. Todavia, muitas dessas representacoes
estao correlacionadas entre si, e para selecionarmos as representacgoes realmente interessantes
foi concebida a idéia de irredutibilidade, a saber: Se I" é uma representacao de uma 4lgebra de

Lie £, de dimensao d e S é uma matriz nio singular também de dimensao d, entao o conjunto

de matrizes I"(X), definido por
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I'(X) = STII'(X)S, para todo X € L, (2.37)

também forma uma representacdo de dimensao d, de £ e neste caso I' e I sdo chamadas de

representagoes equivalentes. Toda representagéo I' de £ que for equivalente a uma representagéo

de matrizes bloco diagonal I, i.e.,

11 (X) 0

" 0 [p(X) .. 0

I'(X) = 2(%) para todo X € L, (2.38)
0 0 0 I (X)

é dita ser completamente redutiveis, caso contrario é irredutivel.

H4 muitos tipos de representagdes, dentre eles destacamos trés. O primeiro é aquele formado
por matrizes unitérias, ou seja, I''(X) = I'"}(X), o qual recebe o nome de representagio
unitdria. E sabido, conforme veremos mais tarde, que toda representacao irredutivel das
dlgebras de Lie simples é especificada por um vetor [m] = (m;,m,,...,m;), com m; inteiro
nao negativo. As representagdes rotuladas por uma componente m;, igual a 1 e as demais
componentes iguais a zero sao chamadas de representacoes fundamentais.

Agora consider uma 8lgebra de Lie real ou complexa £ de dimensao n gerada por X; Xo,...,

X,.. Para qualquer X € £, ad( X) serd uma matriz n x n definida por:

n

[X, X;] = Z(ad(X))ijk, (2.39)

k=1
para j =1,2,...,n. Entdo o conjunto de matrizes ad( X) formam uma representagio de £ de

dimensao n chamada de representagao adjunta.
Exemplo Representacdo adjunta da a dlgebra de Lie so(3)

A élgebra so(3) é definida pelas relagoes de comutagio 2.23. Usaremos a definigao 2.39 para

construir a representacao adjunta, i.e.,
[X1, X1] = ad(X;)1nXa+ ad(Xy)a Xo+ ad(X;)3: X3 =0
(X1, Xo] = ad(X1)12X1+ ad(X1)22Xo+ ad(X;)sXs = —X;
(X1, X3] = ad(Xy)13Xa+ ad(X;)2Xe+ ad X1)33X3 X

repetindo o procedimento para ad(X,) e ad(X3), encontramos:

cEEAACO DF BIBLIG 2 Ia B T

3 - " - ,
h - et 'A .
1 i NELE ~

. —

———y

[ 4

-
§

PN b e A :'\
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00 0 00 -1 0 10
ad(X,)=100 1|,dX,)=|000 |,edX;)=|-110 0]. (2.40)
0 -1 0 100 0 00

As dlgebras de Lie foram classificadas em termos do conceito de ideal, porém, de um ponto
de vista operacional isto ndo é vidvel, seria interessante se pudéssemos classificd-las a partir
das relagoes de comutagao da dlgebra. Felizmente isto é possivel e precisaremos introduzir o
conceito de forma de Killing.

Definigao 5 Forma de Killing

A forma de Killing K(X,Y) correspondente a dois elementos quaisquer X e Y de uma dlgebra

de Lie £ é definida por:

K(X,Y) =tr{ad(X)ad(Y)}, (2.41)

onde ad(X) denota a matriz que representa X€ £ na representacao adjunta e tr é o traco da
matriz resultante do produto matricial definido acima.

Se £ é uma élgebra de Lie real, todos os elementos de ad(X) serdo reais para todo X€ L,
neste caso, K(X,Y) ser4 real. Isto deixa de ser verdade quando £ é complexo.

Exemplo A Forma de Killing para £=so(3).

As matrizes da representacio adjunta desta 4lgebra sio dadas por 2.40 e obedecem

2.23.Vamos escrever essa matrizes em termos da base €;5,0u seja,

ad(X1) = €93 — €33,
ad(Xz) = €13 — €31,

ad(X3) = €12 — €93.

De uma maneira geral podemos escrever as matrizes acima como: ad(Xp) = (eqr — €rg). O

produto de duas matrizes da base & dado por : eijer; = Opje;. Pela expressao 2.41 temos:

K(X,, Xg) = tr{(eq — erq)(€pr — erp)} = tr{eqrem — €qrérp — €rq€pr + €rg€rp}

= tr{6preqr — brregp — Opglrr + Orglrp} = —26p,.

Elie Cartan propés dois critérios que classificam as dlgebras de Lie soluveis e semisimples,

em termos da forma de Killing. O primeiro critério de Cartan diz que uma algebra de Lie L
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é solivel, se e somente se, K(X,Y) = 0 para todo X,Y € LX), onde K é a forma de Killing
de LW = [ L, L). Enquanto que pelo segundo critério de Cartan, uma dlgebra de Lie L é
semisimples, se e somente se, a forma de Killing é ndo degenerada. Isto &, se det K # 0,
onde K é uma matriz nxn, cujos elementos séo definidos por K,, = (Xp, Xg), Pa=1,2,...n €
X1, X, ..., X sdo os geradores de £. Um outro resultado muito interessante afirma que uma
dlgebra de Lie real semisimples £ & compacta se sua forma de Killing for negativa (ou positiva)
definida, isto &, K(X,X)< 0 para todo X € £ néo nulo. De outra forma é nao compacta. Daf
resulta que uma élgebra de Lie compacta é necessariamente semisimples, enquanto uma dlgebra

de Lie complexa é nao compacta, pois a forma de Killing é indefinida.

2.1.3 A Relacao entre a Algebra e o Grupo

Ao expandirmos os elementos do grupo R(a) em séries de Taylor, obtemos

R(a) = R(0) + o’ X, + ..., (2.42)
onde
X, = <BTR;:L—)> _0, (2.43)

sao chamados de geradores do grupo de Lie. Para um grupo de Lie de ordem I, existem r
geradores linearmente independente. Para explorar a vizinhanga da identidade, precisamos

reter somente os termos lineares em 2.42, i.e.,

R(a) =1+ a°X,, (2.44)

agora tomamos dois elementos infinitesimais em torno da identidade R(a) e R(b), cada qual

com um parédmetro nao nulo, e por 2.44,

R(a)=1+¢X, Rb)=1+¢X,. (2.45)

De acordo com a definicao de grupo de Lie,
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portanto,

[R(a), R(b)] = £*CL, X, com C;, = (C™ - C'7) /€%, (2.46)

Por outro lado, fazendo uso da 2.45 para o célculo do comutador,

[R(a), R(b)] = £2[X,, X,], (2.47)

e comparando 2.46 e 2.47, nds encontramos uma. relacao importante,

X, X,] = Cl, X, (2.48)

Entao o comutador de dois geradores é uma combinacao linear de r geradores. CJ, sao chamadas
de constante de estrutura dos grupos de Lie.

Os r geradores expandem um espago vetorial V de dimensio r. Um vetor qualquer neste
espago € expresso como ) a”X,. O produto de dois vetores da base & definido pelo comutador.
O conjunto {X,} satisfaz os postulados de dlgebra de Lie. Para um grupo de Lie sempre
encontramos uma 4dlgebra de Lie localmente isomérfica ( na vizinhanca da identidade). A
grande contribui¢do de Sophus Lie foi mostrar que a procura de representacoes irredutiveis
de grupos de Lie com um ntmero infinito de elementos fica reduzida as dlgebras de Lie com
nimero finito de elementos. Em problemas fisicos ocorre que certos tipos de 4lgebras de Lie
emergem naturalmente, néo obstante, o grupo de Lie correspondente nao tem um significado
fisico simples. Na verdade os grupos sio objetos matemdticos muito complicados e por 1sso nos
deteremos ao estudo das élgebras, que por sua vez, nos permite estudar todas as propriedades

locais do grupo. Para obter o grupo a partir da dlgebra, usamos a aplicagio exponencial :

R(a) = exp(a”X,). (2.49)

A tabela 2.1 sintetiza essa relagao, onde listamos a forma das matrizes dos grupos e das
dlgebras de Lie simples, sendo a e A matrizes nx n complexas, a menos que se afirme o
contrério; g € uma matriz diagonal nx n, com p elementos diagonais igual a 1 e q (= n-p)

elementos diagonais igual a -1 , onde P=> ¢ > 1eJ e G sdo matrizes nx n definidas por:
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-1,
J= [0 s J G= L (2.50)
-1z 0 -1,
i L |
onde 1I<r < % es=2 —r.
G condigoes sobre AeG L condigoes sobre a€ L | n
GL(N,C) | — g(NC) | — IN?
GL(N,R) | Areal g(NR) | areal N2
SL(N,C) | detA=1 (N,C) [tra=0 IN2-2
SL(N,R) | Areal, det A=1 sINNR) |areal, tra=0 N2.1
U(N) At=A-1 u(N) al=—a N2
SU(N) AT=A"1 detA=1 su(N) al=-a, tra=0 NZ.1
U(p,a) | Alg=gA™? u(p,g) | alg=-ga N?
SU(p,q) | Alg=gA~! detA=1 su(p,q) | a'g=-ga, tra=0 N2-1
O(N,C) [ At=A"1
SO(N,C) | A'=A"1, detA=1 so(N,C) [ al=-a (N2-N)
O(N) A'=A"1 A real
SO(N) A'=A"1 detA =1 e A real so(N) a*=-a, a real 3(NZ.N)
O(p,q) Atg=gA~1 A real
SO(p,q) | A'g=gA!, det A=1e A real | so(p,q) | a‘g=- ga, a real 2(N2-N)
SO*(N) | A'=A"1 AtJ=JA-! so*(N) | a'=-a, alJ=- Ja 2(NZN)
Sp(2N,C) | AtT=JA1 sp(2N,C) | atd= Ja ON(2N+1)
Sp(2N,R) | A'J=JA"!, A real sp(2N,R) | a'J=- Ja, a real N(2N+1)
Sp(2N) | AJ=JA"! A'=A"! sp(2N) | a'J=- Ja, a'=-a N(2N+1)
Sp(r,s) | AtJ=JA 1 A'G=GA-! sp(r,s) | a'J=-Ja, alG=-Ga | N(N+1)
SU*(N) | JA* = AT det A =1 su'(N) | Ja*=aJ, tr a=0 N2.1

Tabela 2.1: As Matrizes dos Grupos e das Algebra de Lie




Capitulo 3

Raizes.

Nesta segao introduziremos uma forma padréo para escrever as relacdes de comutacao que
definem as 4lgebras de Lie, definiremos o conceito de raizes e apresentaremos os teoremas que
levam & classificacdo das dlgebra semisimples.

A dlgebra de Lie su(2) foi definida por 2.20 em termos das relagdes de comutacio dos
geradores J;,J, e J,. Na Teoria de Momento Angular em Mecénica Quaéntica [20] costuma-se
redefinir os geradores desta 4lgebra tomando J4 =J, +iJ,, J_ =J, — iJ, e o préprio J,. Desta

forma, as relagbes de comutacao ficam:

[(Jo, Jol =£J:  [J4,J] = 2J,. (3.1)

Os operadores J, e J_ sao interpretados como operadores de levantamento e abaixamento
respectivamente, porque eles levantam ou abaixam o nimero quéntico magnético por uma
unidade, conectando os estados de um sistema fisico. Essa forma de definir as dlgebras é muito
interessante do ponto de vista das aplicacdo e da teoria de representacao das dlgebras de Lie. O
fato notével & que as demais dlgebras de Lie apresentam uma estrutura similar e naturalmente
iremos estender este procedimento para elas, que nos levarao a resultados surpreendentes. Antes
porém, trabalharemos com mais um exemplo para reforcar esta idéia.

A dlgebra ndo compacta sp(2,R) est4 relacionada ao oscilador harménico unidimensional (h

=m = w = 1), cuja hamiltoniana é:

1 o
H=3{@+7, (3.2)

onde Z e p sao os operadores coordenada e momentum satisfazendo a. relagao [T, p} = i. Agora

21
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definimos os operadores de bosons de criagao e destruigao da seguinte forma:

1 1
al = —(Z + ip), a = —(T — ip). 3.3
5@+ 5@ - (3:3)
Para que os operadore a'e a acima obedegam arelagéo [Z, p] =1, basta impor que [a,a] = 1.

Os geradores da &lgebra sp(2,R) podem ser definido em termos de a'e a da seguinte maneira:

1
, C= aTa + 5 (34)

Com esta escolha, obtemos as relagoes de comuta¢do na forma desejada, veja :

Bt =afal BT =aa

b

[C,B*] = +B*, [B~,B*]=-4C. (3.5)

Assim atingimos nosso objetivo que era mostrar que essa lgebra também pode ser expressa na

forma padrao.

3.0.4 Forma Padrio das Algebras de Lie Semisimples.

A base de uma élgebra de Lie pode ser linearmente transformada em outra, portanto é
interessante estabelecer uma forma padréo para apresentar as relagoes de comutacao de uma
dlgebra de Lie semisimples. Exibiremos abaixo a descri¢go de como isso é feito [15].

Sejam A e X elementos quaisquer de uma dlgebra de Lie £. De forma geral, eles sio

combinagoes lineares dos geradores X, da dlgebra. Em outras palavras,

A=a"X,, (3.6)

X =bX,. (3.7)

O produto entre dois geradores da 4lgebra, ;1 X é dado por:

[4, X] = pX, (3.8)

onde p e X sao visto como o autovalor e o autovetor respectivamente. Substituindo 3.6 e 3.7

em 3.8 obtemos:

atb’cl,, X, = pb" X, (3.9)
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dado que X, sdo linearmente independente, decorre que

(a*c,, — p6,)b" =0, (3.10)

e a correspondente equacgao secular é :

det | a*c;,, — pé;, |= 0, (3.11)

e o nimero méximo de raizes distintas é igual ao nimero de geradores da dlgebra. Contudo
pode acontecer que algumas raizes sejam degeneradas. Cartan mostrou que se A for escolhido
tal que a equagao secular tenha um nimero méximo de raizes distintas, para uma &4lgebra
semisimples somente p = 0 serd degenerada. E ao grau de degenerescéncia I d4 se o nome de
rank da dlgebra de Lie semisimples.

A raiz correspondente a p = 0 estd associada a [ autovetores H; linearmente independentes o
qual expande um subespaco vetorial de dimensao [, dentro de um espaco vetorial £ de dimensao
n. Vamos denotar por E, os geradores, cujas raizes sao distintas e nao nulas. Como o comutador
3.8 & sempre nulo quando X é igual a H;, entdo A deve ser uma combinacao linear de H;, em

outras palavras podemos escrever:

A= )NH,. (3.12)

Por outro lado, tomando X = E, a expressao 3.8 se reduz a

[A, E,] = aE.. (3.13)

Agora estamos pronto para escrever todas as relagdes de comutacio das dlgebras de Lie

semisimples.

¢ Tomando X = H;, como o comutador [A,H;] =0, entao [H;,H;] = 0 para todo i,j = 1,2,...,1.

e Para efetuar o comutador [H;,E,] desenvolvemos o duplo comutador dado abaixo:

[A, [H;, Eo)] = [A, H;E,] — [A, [EH)) = [A HJ)E, + Hi|A, E,]—

—[A, EJ)H; — Eo|A, Eo] = o|H;, Ed). (3.14)
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Mas o é nao degenerado, portando pela expressao 3.13 temos

[H;, Eo] = i Eq (3.15)

onde o = A'a; simplesmente comparando 3.12, 3.13 e 3.15.

e Utilizando a identidade de Jacobi, juntamente com a equacao 3.13,

[A’ [Em Eﬂ]] = [Ea’ [A7 Eﬁ]] + [[A’Ea]a Eﬁ] = IB[EQ’ Eﬁ] + a[Eaa Eﬁ] -
= (a+ B)[Ea, Ep).

Demonstramos que o autovetor [E,,Eg] estd associado com a raiz o + 3 se estas forem nao
nulas, ou seja, que este autovetor é proporcional ao gerador E, 3. Mas se o = —f entéo [Ea,Eg]
serd uma combinacao linear de H;

Resumindo, as relagoes de comutagéo para as dlgebras semisimples podem ser escritas como:

(H,, H;] =0 (3.16)

[H;, Eo] = osE, (3.17)

(B, E_o] = osH; (3.18)

(Ea, Eg) = Nap s (se o+ #0) (3.19)

Esta é a chamada base de Cartan - Weyl. Os geradores autocomutantes H; formam a

subdlgebra de Cartan e ¢ uma subélgebra abeliana maximal de L.

3.0.5 Raizes.

Construiremos um vetor, cujas componentes serdo os o; dados pela expressao 3.17, i.e.,

a= (o, ...,qp). i=1,.,L (3.20)
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Este vetor recebe o nome de raiz. O conceito de raiz é largamente empregado no estudo
das dlgebras de Lie desde a classificagao até a construcao das representagoes. A seguir daremos
um exemplo de raizes € mostraremos como obter as relagoes de comutagao da 4lgebra a partir
delas.

Exemplo Raizes da Algebra gl(3).

A Algebra gl(3) é gerada pelo conjunto {Hy, Hy, Ha, A, Ass, Az, Agy, Asa, Asi }onde H; =

A, cujas regras 2.12 esta desenvolvida na tabela 3.1

[Hy, Aa] = Aga [Hy, Ags] =0 [Hi, Asz] = Ass
[Ha, A1) = — Asa [Ha, Aga] = Ass [Ha, A13] =0
[H3, A1a) =0 [Hs, Ags) = — A3 [Ha, Aj3] = — A3
[Hy, Ay} = — Ay [Hy, Aszs] =0 [Hy, Az = —Ag;
[Ha, Agy] = Ay [Ha, Asg) = —Asy [Hy, Az] = 0
[H3, Ag1} =0 [Ha, Ass] = Asg [H3, Az1] = Az
[A12, Aga] = Ass [A13, Ags] =0 [Ags, As1] = An
[A12, A1} = 0 [A13, Az1] = — Ay [Ass, Ase] = H — Hj
[A12, As] = 0 [A13, Azz] = A1, [A21, Az} = — Az
[A12, An) = Hy — Hy | [A13, As1] = Hi — Hs | [Ag1, Asy] = 0
[A12, As1] = —Asp [Agz, An) =0 [As1, Ase] = 0

Tabela 3.1: Regras Comutacéo da Algebra gl(3)

A raiz a;; estd associada ao gerador Aij. A k-ésima componente da raiz o;; é obtida do

comutador [Hg, A;j]. Com essa convencdo, o sistema de raizes & encontrados para a &algebra

gl(3) fot:

a2 = (1,-1,0), a9 = (0,1, -1), 043 = (1,0. — 1),
Q91 = (-—1,1,0),0{32 = (0,—1,1),a31 = (-1,0,1),

11 = (0,0,0),022 = (0,0,0),0133 = (0,0,0)

O conhecimento das raizes para uma dada dlgebra possibilita escrevermos todas as suas

relagoes de comutacao. Se a soma de duas raizes for uma raiz, ou seja, se pertencer a %, entio
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o comutador dos geradores associados a cada raiz serd proporcional ao gerador associado a raiz
encontrada ao efetuarmos a soma. Por outro lado, se essa raiz ndo pertencer a ¥, entao o
comutador entre elas é nulo. Veja alguns exemplos baseado na tabela 3.1.

aip + a3 = (2,—-1,-1) ¢ I, logo [A12, A13] =0,

ags + ag = (—1,1,0) = a1, logo [Ags, As1] = Aq,

asy + aiz = (1,—1,0) = aj, logo [Aszg, A13] = Ajs.

As raizes extraidas das relagoes de comutagdo na forma Cartan-Weyl podem ser expressas
em termos de uma base cartesiana ortonormal, portanto podemos tomar o produto escalar de

duas raizes como sendo o produto escalar usual :
— i
(a> IB ) =« /6 %

A seguir enunciamos trés teoremas que expressam as propriedades béasicas importantes sobre

as raizes.
. , ~ 2a,8) L 2(a, L
Teorema 3 Se a e 3 sdo raizes, entao n =%;’—Sz é um inteiro e § — -((:—f)z também é uma

raiz.

Teorema 4 Para toda raiz nao nula o de uma élgebra de Lie semisimples h4 uma raiz -a

Suponha que exista uma cadeia de raizes do tipo

B8,6—q,...,0—na.

o teorema abaixo limita o valor de n nessa cadeia.

Teorema 5 A cadeia a contendo B (a,8 # 0), possui no méximo quatro raizes e

consequentemente
2(a, B)
(o, @)

Com o produto escalar acima podemos calcular o angulo .4 entre duas raizes a e 3, cujo

n =

=0,£1,+2, +3. (3.21)

cosseno é dado por :

(. )
cos(fpp) = ———0nt . _
Ges) = o 60 (3:22)

usando o teorema 3 podemos escrever:

0 e, p)? 113
COs (gaﬁ) = m = 0,2,5,2 ou 1. (323)
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A férmula acima restringe os angulos possiveis entre o e 8 ao seguintes:
¢ = 0°,30°,45°,60°,90°,120°,135°,150°, (3.24)

e também restringe a razao (k,g) dos comprimentos das raizes.

Eugen B. Dynkin mostrou que todas as informagoes essenciais no que concerne as raizes para
uma dada dlgebra de Lie semisimples é derivada de um pequeno subconjunto II denominado
raizes simples. Uma raiz at é positiva se em uma base arbitraria sua primeira coordenada
diferente de zero é positiva. Uma raiz é simples se ela for positiva e nao puder ser decomposta
como a soma de duas raizes positivas.

Quando nos limitamos as raizes simples, os 4ngulos 6, 5 sdo maiores do que 90°. A existéncia
de limitagoes dos 4ngulos e da razao dos comprimentos entre as raizes fornece uma classificao
completa das dlgebras de Lie simples complexas, porque reduzem drasticamente o numero
possivel de dlgebras de Lie distintas, daf a importéncia dos teoremas abaixo.

Teorema 6 Se a e 3 sdo duas raizes simples, entao sua diferenca nao é uma raiz simples,
isto é,

if a,B€Il, entaoa— B¢ 11

Se a, 8 € 11, entdo

= —p, onde p é um inteiro positivo.

Teorema 7 Se a e § sao duas raizes simples, entao o angulo a5 € igual a 90°,120°,135°0u

150°. Se (a, a) < (8, B) entao:

4
1 quando 0,5 = 120°
5.0) _ | 2 quando 0,5 = 135°
(@) 3 quando 8, 5 = 150°
\ indeterminado quando 00,5 = 90°

3.0.6 Diagrama de Dynkin e a Matriz de Cartan

Eugen Dynkin ainda inventou uma maneira de representar em diagramas as informacoes
relevantes de todas as dlgebras de Lie semisimples com base no teorema 7. Ele associou as
raizes simples a pequenos circulos (o), em seguida conectou esses circulos com uma duas ou trés

linhas se os angulos entres as suas raizes associadas fossem respectivamente 120°, 135%u 150°.
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Os circulos correspondentes as raizes ortogonais nao foram conectadas diretamente entre si. Os

circulos correspondentes s raizes de menor comprimento séo cheios (e) e as de comprimento

maior sdo vazios (o ). O resultado deste trabalho ¢ ilustrado pelas tabelas 3.2 e 3.3 para todas

as familias das dlgebras de Lie simples, A;, B;,C; e D; e mais cinco dlgebras de Lie conhecida

como Excepcionais, Gy, F4, E¢, E7 € Eg. Nas referidas tabelas, o mimero sobre os circulos

correspondem ao produto (a;, @;) € as raizes simples sao expressas em termos de um sistemade

vetores mutuamente ortogonais: e; = (1,0,0,...,0), es =

(0,1,0,...,0),

€ = (0, 0,0, cey 1)

ordem familia | dlgebra diagrama de Dynkin raizes simples (a;)
———
l(l + 2) Al su(l + 1) “ @ o A €1—€9,...,.€—€ 111
2 2 2 2 1
—— o ———
120 + 1);59 B, so(2l + 1) % @ . gy 9 €1—€y,...,61_1—€,€
1 1 1 1 2
. ¢ *————
120+ 1)i>3 C sp(2l) “ 2 W WA e—ey, ... o162
T
11 1 1 -1
;——o—o————;a‘2<°1
o -2 0
l(2l - 1)124 Dl SO(2l) ! % 3 ™ €1—€,, ...,el_l—el,e1_1+el

Tabela 3.2: Diagrama de Dynkin para as Algebras Cldssicas

ordem | familia | diagrama de Dynkin
3 1
o=
14 G, o
1 1 2 2
—e——op——
52 F, * %2 o3 %4
1 1 1 1 1
o— o
g a2 I 3wy as
1
78 Es a6
1 T R 1
o \g O 0
% o i% 4 o og
1
133 E; 7
1, 1 "as —C r—0—9
o o 11 G 5 o )
248 Eg

Tabela 3.3: Diagrama de Dynkin para as Algebras Excepcionais
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..A matriz de Cartan

Com as propriedades das raizes simples estabelecidas acima, o préximo passo serd introduzir
a matriz de Cartan, a qual precisaremos utilizar em aplicagoes futuras, como por exemplo no
algoritmo 1, que determina o sistema de raizes Y , a partir das raizes simples.

Definicao 6 Se II = ( ¢, 0s,...,04) for um sistema de raizes simples, entdo a matriz com

elementos

2(0‘1" aj)
(i, 04)

é conhecida como a matriz de Cartan. Dado qualquer diagrama de Dynkin nés podemos

a;; =

(3.25)

construir sua matriz de Cartan usando o teorema 5. Os elementos da diagonal serao sempre 2
e os fora da diagonal poderao ser 0,-1,-2,e -3.
Exemplo A matriz de Cartan para as dlgebras su(8), g2 e sp(6).
O diagrama de Dynkin para a algebra de Lie su(3) é
o—3
o oy
O diagrama nos diz que o &ngulo entre o; e ap € 120°, (e1,0;1) = (a9, ) = 1, portanto

pela equagio 3.22 (a1, az) = 5, assim pela expressio 3.25, a matriz de Cartan para su(3) é:

2 -1
-1 2
O diagrama de Dynkin para G, é
3 1
C———»
o1 %)
onde (a3, 0q) = 3, (g, a3) = 1 e (a1, 09) = ‘73, porque o 4ngulo entre a; e ay é 150°,

portanto a correspondente matriz de Cartan é :

Finalmente, para Sp(6) o diagrama de Dynkin é
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1 1 2
o—e&—DOD
o1 05) a3

€ por 1ss0 (a17a1) =1 ) (a27a2) = 1) (a3aa3) =2 (al,az) = _Tla (a2;a3) =-le (al;a3) =0.

Para a sp(6) a matriz de Cartan é :

2 -1 0
-1 2 -2
0 -1 2

3.0.7 A forma de Dynkin para Raizes e a Mudanca de base

As raizes sao vetores, cujas componentes sao as constantes de estrutura da dlgebra na forma
de Cartan-Weyl [CW], contudo o teorema 3 levou Dynkin a introduzir uma outra notacéo para
representar as raizes, ou um vetor qualquer nesse espaco. Dado um vetor v em uma base

arbitréria, sua forma vP¥" [18] é calculado segundo a expressao :

2(0,' V)
vOYN — o (3.26)

(ou, o)
uma das vantagens dessa notagao é que as componentes do vetor vP¥V sao sempre nmimeros
inteiros e mais tarde tiraremos proveito desse fato, porém traz consigo a desvantagem de nao

ser ortogonal e para fazermos um produto escalar, precisamos conhecer a métrica desse sistema.

Em primeiro lugar, estamos interessados na matriz W que leva um vetor v€¥" em um vetor

vPYN  para as 4lgebras A;, a qual derivaremos com brevidade.
b Y

Seja v um vetor arbitrédrio , peso ou raiz escrito em [CW)], para as 4lgebras A, i.e.,

Ccw CwW CcwW

v =" er + vy ey + ... + 2T €14, (3.27)

Para facilitar os cdlculos, expressamos as raizes em uma base ortonormal

I+1

Q; = Za,-jej, 1= 1, 2, ,l (328)

j=1
A relagao entre as componentes dos vetores em [CW] e (DYN) ¢ obtido usando 3.26,
prn _ 2(cq, ve7)

v e VIS -— = a1V + a9 + Y +a v
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pyn _ 20w, v7T)

cw cw cw
(2 = anVy " +axvy  +..+au41V7,
(aI; al)

DYN 2(011; VCW) cw CW cw
'Ul = = 011’01 ~+ (,7.12112 + ...+ a“+1vl+1 ,
(az, al)
equivalentemente,
DYN - Tr qCW r q W
U1 a; a2 ... a1 41 (51
V2 az a2 .. Q2141 V2 V2
= = W y
U | G G2 - a1 L Vi1 Vi1

da tabela 3.2 o; = e; — €41, concluimos que a matriz procurada é :

[ 1 -1 0 0 .. 0 O
1 -1 0 .. 0 O
W=
I 0 0 0 O 1 -1
Para a 4lgebra A, temos
1 -1 0
W=
0 1 -1

Para voltar a base Cartan-Weyl, partindo de vetores na forma Dynkin, temos que aplicar

um truque, haja visto que W é uma matriz retangular ! x [ + 1. Introduzimos uma componente

nula no vetor vP¥" e uma linha na matriz W, onde todos os elementos escolhidos ser iguais a

1, de modo que ela fique quadrada e inversivel. Em seguida invertemos a matriz e desprezamos

a ultima coluna. Exemplificamos o procedimento para a 4lgebra A,.

1 -1 0
W=1l0 1 -1],
1 1 1
sendo sua inversa
2 11

wi=21-1 11

-1 -2 1
e e e
———. & - e (O ECA B
Tiree oGO O »*—’»«";‘;ﬂ;‘v
BN IE e ACe0
\ ‘I v o -
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——
Finalmente, a matriz W que realiza a transformagao:

veW = WyPYN (3.29)
é:
2 1
W=i|-1 1
-1 -2

3.0.8 Determinacao de todas as Raizes a partir das Raizes Simples

Mostraremos agora como determinar o sistema completo de raizes >, a partir do conjunto
de raizes simples II. Para aplicacoes praticas é suficiente determinar somente as raizes positivas
. Portanto apresentaremos um algoritmo que nos permite encontrar o sistema de raizes positivas
3% . Usaremos as raizes na forma Dynkin.

Algor 1tmo 1. os Passos para obter todas as raizes positivas do diagrama de Dynkin

sao:

1. Construa a matriz de Cartan A e escreva as [ rafzes simples dadas pelas colunas de A :

Q; = (AljiAZj)“"Alj)) .] = 1,2;---;l- (330)

2. Comecando de o; = (A11,A21,...,A;1), para cada coordenada negativa A;; temos uma

sequéncia de raizes positivas,
01,01 + o, 01 + 20, ..., 01 — Aja. (3.31)
3. Tome a iltima raiz da sequéncia acima, ao qual chamamos de raiz terminal (B),
B=ar— Ana; = (b, by, ..., 1), (3.32)
e para cada componente negativa (b;) calcule uma nova sequéncia,

IB+ a,,ﬂ-}— 2(11,.--,,8-*- blal- (333)

continue este processo até que todas as coordenadas de todas as raizes terminais sejam

positivas.
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4. Repita os passos acima para as raizes simple ajy, s, ..., @;,ignorando em cada etapa as

raizes que jd apareceram anteriormente.

Deste modo, obtemos todas as raizes positivas e cujo resultado pode ser checado pela formula

abaixo:

1
R= §Za, (3.34)

a>0
onde a sao raizes simples positivas e na forma Dynkin, a soma sers sempre :

RPYN = (1,1,...,1). (3.35)

3.0.9 A Base de Chevalley

A base de Cartan-Weyl nos levou 4 classificagao das dlgebras de Lie complexa, além disso,
as rafzes extraidas dessa base sao ortogonais. Vimos anteriormente que Dynkin fornece uma
outra forma para representar as raizes, porém esse sistema de raizes nao é ortogonal, embora as
coordenadas sejam sempre ndimeros inteiros. Iremos apresentar uma outra base onde as raizes
simples estao naturalmente na forma Dynkin.

Os geradores da subdlgebra de Cartan dessa nova base H,, € uma combinacao linear muito

especial dos geradores H; na base Cartan-Weyl, como podemos ver abaixo:

2 ZQJHJ
2((1,‘, H) J '
H, = = .
b (o, 0y) (04, 05) (3.36)
onde H = (Hy,..., H)) e a; = (a},...,&d).
Com essa prescricao, os comutadores 3.16a 3.19 ficam:
[Ho,, Hoy) = 0 (3.37)
2(ai, ;)
[Hau Eﬂ:aj] = :t——E:‘x:a- (338)
(ai? ai) !
[an E—ai] = Ha,- (339)
[Eais Eay] = £(p+1)E, ., (3.40)
onde p = -1 se @; + @; nao for raiz e p = m se o; + a; for raiz, neste caso m(> 0) é o mair

inteiro para o qual o; — ma;. Esta é a chamada base de Chevalley.
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Exemplo A Algebra su(8) na base de Chevalley.
A primeira providéncia é calcular os novos geradores da subslgebra de Cartan. No exemplo
1) _1)0) y Qlgz = (0: 17 _1)

(Hy, Hy, H3). Da expressao 3.36 os novos geradores diagonais sao:

raizes da élgebra gl(3), vemos claramente que ; é dado por a;y = (
e H=
Ha12 = Hl—H2 € Haza - HQ-—H3.

Os demais geradores sao os mesmos, potanto resta agora recalcularmos todas as relacoes de

comutagao que definem a dlgebra. O resultado encontrado foi:

[H,,,,A12] = 2413 | [Hog, Ara] = —Ara | [H agpr A21] = =24,
[Hogs, An] = Az | [H, ,, Ass] = —Ags | [Hayy, Ags] =

[H.,,,, Al = Aws | [Hagy, Asal = —24s5, | [H.., Asz] = Arg

[Hopy, Ara] = A1z | [H,,,, Asi] = —As1 | [Hags, As1) = —Aa;

[A12, Agz) = Asa [A12, A13] =0 [A12, As2] =0

[A12, An] = H [A12, Aa1] = — A3y | [A1s, As] =

[A13, A1) = —Ags | [A1s, Asz] = App [A1s, As1) = H, , + Hoy,
[Ag3, A21] =0 [Azs, As1] = Aa [A2s, Asp] = Ha23

[A21, Ass] = — Az | [A21, Azy] =0 [A31, A3s] = 0

Tabela 3.4: Base de Chevalley para sl(3)
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Pesos e Operadores de Casimir

A idéia chave na teoria de representacao das dlgebras de Lie semisimples sao os pesos, mais
especificamente o peso méximo, por isso eles serao introduzidos neste capitulo, bem como
algumas de suas propriedades bésicas. O outro conceito central no desenvolvimento da teoria
de representacoes é o de operador de Casimir [15,17]. Aqui eles sdo visto como o centro da

lgebra universal envolvente U( L) [16].

4.1 Pesos

Uma 4lgebra de Lie tem uma infinidade de representagoes irredutiveis, por isso é necessdrio
desenvolver um procedimento sistemdtico para descrever e distinguir todas essas representacoes.
As matrizes da representacao podem ser construidas para satisfazer a base de Cartan-Weyl ou
a base de Chevalley. Por isso, para uma representacao de dimensao n de uma algebra de Lie
de rank [, teremos | matrizes H; nxn auto-comutantes, e (n - [ ) matrizes E,,com a € ¥,
todas satisfazendo por exemplo as equacdes 3.16 a 3.19. Uma vez que as matrizes H; sao

auto-comutantes, nés podemos construir um conjunto de autovetores |u) que diagonalizam

simultaneamente essas matrizes, em outras palavras,

Hy, ju) = A |u). (4.1)
O conjunto dos ! autovalores A; formam um vetor A com ! componentes chamado peso. Os
vetores da base |u) sdo os vetores peso.

Analogamente as raizes, um peso A é dito ser positivo se sua primeira componente nao nula

a0

; .
35 ! [FE8 — SERVICO O mriiioreca
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for positiva e € dito ser maior do que outro peso A*, se a diferenca entre eles, A — A* for positiva.
Podemos naturalmente escolher no espaco H uma base de vetores peso |uy), |ug) , ..., |u,) onde

os autovetores A; estejam arranjados da seguinte forma:

AL > Ay > > A, (4.2)

Esta é conhecida por base canénica, € A; é chamado de peso méximo. Se a representacao
for irredutivel, o peso mdximo é nao degenerado, e duas representacoes irredutiveis I'; e 'y sdo
equivalentes se seus pesos méximos forem iguais. Por isso dizemos que o peso maximo (Apyay)
especifica completamente uma representacéo irredutivel. A seguir enunciaremos, sem mencao
a prova, dois teoremas centrais envolvendo os pesos.
Teorema 8 Para qualquer peso A e raiz o, n=%%2 € um inteiro e A — na é um peso.
Teorema 9 Para A ser o peso méximo de alguma representacao irredutivel ¢ de £ é

necessério e suficiente que todos os nimeros

Ao =222 (o € I0) (4.3)

seja um inteiro positivo.

Nés podemos designar qualquer representacéo irredutivel de L, associando mimeros inteiros
nao negativos A, com os circulos dos diagramas de Dynkin (que estio associados com as raizes
simples). Como existe [ raizes simples, haverd somente componentes A, de Apax para etiquetar
as representacoes.

Exemplo Considere que para a dlgebra su(3), exista uma representacao arbitréria A,, = n,

e Ay, = no,
Ny no
oO——-0
oy 2]

Escrevendo A = ac;+ba; e lembrando que(a;, a;) = (as, @) = 1e (a1, ) = 3¢, pelo teorema

2 , montamos o sistema

cuja solucao é
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2 2
A= (2ny —;ng)al + (nq +3n2)a2 (4.4)

A seguir, iremos apresentar um algoritmo que fornecam os pesos de uma representacao a

partir do peso méximo.

AlgoritmO 2. Os passos para computar o conjunto completo de pesos sao:

1. Construa a matriz de Cartan A e escreva as [ raizes simples dadas pelas colunas de A :

a; = (Ayj, Agj, - Ay),  7=1,2,..,1L (4.5)

2. Comecando do peso méximo A = (aj,as,...,a;) na forma Dynkin, para cada a; >

0,obtemos uma cadeia de pesos da seguinte forma:

AL A2 L A=A~ (n-1)a,.

3. Para cada peso na cadeia acima, expresse A em termos de suas coordenadas, isto &,

A™ = (my,mg,...,my;). Para cada mi > 0 hd uma outra cadeia de pesos da seguinte

forma:

Am,Am — O,y enny A" — MEQy.

4. Continue este processo para cada peso que nao tenha aparecido em etapas anteriores, até

que todos os m; < 0.

5. Se o sistema contém o peso nulo, por simetria, basta calcular os pesos positivos.

Exemplos Sistema de Pesos para as representagées (1,0), (1,1) e (2,1) da dlgebra A,.

1°passo: As colunas da matriz de Cartan A desta dlgebra fornece a; € as,
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. -
0 Q1A= a = (2,-1),09 = (—1,2)

22 passo: Escrevemos A e efetuamos A\!, pois a; = 1 e ap = 0, portanto,

A /\1 =A—a1
(170) (_1:1)

32 passo: Como s6 a compomente my é positiva, subtrimos do peso \! a raiz as :

)\2=A—a1—-a2

(07 _1)

4°passo: Finalizamos o processo, pois A? néo tem nenhuma componente positiva.

Continuamos com os demais exemplos, calculando agora o sistema de pesos para a
representacao (1,1). O primeirro passo j4 foi implementado acima, agora escrevemos A em
seguida implementamos o segundo passo do lgoritmo2, subtraindo de A as raiz o4 € a raiz a
pois a1, = 1, e encontramos dois peso. Para cada componente m;, > 0, desses pesos, devemos
implementar o terceiro passo, o que resultard em outros quatro pesos. Continuamos o processo

(42 passo) para todos os my positivos. A seguir finalizamos, pois nao hd mais m; > 0. Veja o

esquema abaixo:

( (
A—Oﬁl—az
0,0
Ao (0,0)
34
(—'172)
A—a1—2a2 A—2a1—2042
4°]
A \ (1,-2) (-1,-1)
o)
1,1
( Aay—m
0,0
Ao (0,0)
3%, <
(2’_1)
A—a2—2a1 A—2a2—2a1
4
\ 1 (=21 (-1,-1)
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Finalizamos os exemplos com um esquema que exibe o algoritmo 2 para a representagao

(2,1).

( ( A—al—ag A—2a1—a2 A—2a1—2a2
£ —
(1:0) (_1,1) (0:_1)
A (| A—20,-2
-« - 201 — 2¢
1 $)< 1 2
0,2 (01)
( ) A— Q) — 202 '
454
(27_2)
A— 3C¥1 - 2&2
\ \ (_2’0)
( A—201 — ay Lo A - 2a; — 2a,
(1) [1_©-
A—201 A—2al_2a2
354
i (-2,3) (0,-1)
20
2]
A—2a1—3a2 A—-3011—3042
&
\ (1a—3) (—1a_2)
A—ay—o £ A—a;—204 A —2a5 — 204
(170) 7 (_1)1) 7 (O>_1)
A—oay— 20 . A—2ay — 20y
1,1 - 0,—1
- (LY ©0.-1)
35
(3a_1) (
A —2ay — 304
—2.0
A - Qg — 301 ( )
4
(_372)
A - 3&1 - 302
\ \ \ (—17_2)
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4.2 Operadores de Casimir

Um pfoblema cléssico em Mecénica Quéntica é o estudo da interacio entre o momento de
dipolo magnético do spin eletrénico e o campo magnético interno de um &tomo com um elétron,
chamado de interacéo spin-érbita. Essa interacao produz um acoplamento entre o momento
angular orbital L € momento angular de spin S, fazendo com que a orientacao de um dependa

do outro. A grandeza conservada é o momento angular total J R

J=L+S. (4.6)

O que se mede experimentalmente é a intensidade de J e de sua componente J,. Representando
pictoricamente esses vetores num sistema cartesiano, é licito escrever J2? termos das projecoes

Jz, Jy e J,, como:

=T+ T2+ J2 (4.7)

ou ainda em termos de J definidos no capitulo anterior,

J2 = JZZ + J+J_ + J_J+. (4.8)
A intensidade medida é a raiz quadrada do autovalor deste operador enquanto a projecao na
direcao z é o autovalor de J,.

Note que J? ndo é um gerador da dlgebra, mas o produto de geradores que possul uma

propriedade muito peculiar, ele comuta com todos os geradores, i.e.

[J2,J;] =0, J; € L. (4.9)

H. B.Casimir mostrou em 1931 como um operador similar a J? pode ser definido para
qualquer dlgebra de Lie semisimples. Sua prescrigao produziu um operador de segunda ordem
nos geradores de base, que é apropriadamente chamado de operador de Casimir de segunda

ordem e denotado por C,.Usando o tensor métrico g**, constréi-se esse operador da seguinte

forma:

Cy = ¢* X X, (4.10)

onde g* = tr{ad(X;)ad(X;)}.
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Um problema de fundamental importancia, principalmente em aplicagoes, é encontrar a
férmula explicita do espectro do operador invariante. Este problema pode ser facilmente
resolvido para, o operador de Casimir quadratico de uma algebra de Lie semisimples. O operador

C,, da equacao 4.10,na base de Cartan-Weyl [15], tem a forma:

Co=g*HiHy + Y EoE_a. (4.11)

Se o autovalor do vetor peso |uy) for o peso méximo A de uma representagao irredutivel, entao

Calua) = g"HiHy |un) + Y EaE_q |ua) (4.12)

e lembrando que E, |uy) = 0, podemos restringir a soma acima tomando somente as raizes

positivas, e como

BoE_o = E_oE, + o'H,, (4.13)

logo,

Cy |UA> = gikHin IuA) + (aiHi + ,BiHi + ) |’U,A>
= (AA) |Jua) + (Ao + 8+ ..) lup)
= [(A0) + (A, ) fua)

a>0
= [(A,A) + (A, 29)] ua) (4.14)
onde g é a metade da soma das raizes positivas.
Podemos escrever explicitamente o autovalor 4.14 para uma representacio arbitraria

['(n1,n,) da dlgebra de Lie A,, simplesmente tomando A da equaco 4.4 e substituir em 4.14,

apds algumas manipulac¢oes, encontramos:

1
Co(A) = §(nf +n3 +nyng + 3(ng +1y)). (4.15)

O autovalor do operador de Casimir nao muda sob transformacao de similaridade, portanto
esse valor é fixo para uma dada representacio irredutivel, independentemente da base |u) . Uma
representacao irredutivel de uma dlgebra de Lie é determinada pelo seu peso méximo A, o qual

depende de [ parametros (ny, ng, ...,n;). Contudo nao se espera que a especificacao do autovalor
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de C,; seja suficiente para fixar uma representacao irredutivel. Este fato foi confirmado por
G. Racah (1950) ao mostrar que para uma &lgebra de Lie complexa de rank ! (>1), existe
um conjunto de operadores de Casimir de ordens superiores, cujos autovalores especificam
completamente a representacdo. A generalizacao de 4.10 é dada por:

Cp = Giyig..5, X X2 .. X', p=12 .. (4.16)

onde gy, = tr (ad(X™)...ad(X')).

Em particular, ele mostrou que hd ! operadores invariantes, a saber:

Al C?,C3)"'7Cl+l

B, | Cp,Cy, ..., Cy

Ci | Cy,Ch,...,Cy

D, | Cy,Cy,...,Co1,Cy
Gz | Cqp,Ce

Fy | Cy,C6,Cs,Cho

Ee | Cq,C5,Cg, Cy, Cra

E7 | Cq,C6,Cs, Cro, Cra, Ch4, Crs

Es | Cq, Cs,Cia, C14, Cis, Ca0, Ca4, Cso

Tabela 4.1: Operadores de Casimir

A Algebra Universal Envolvente [16]
Considere uma algebra 7 gerada pelos produtos tensoriais de uma dlgebra de Lie L, sobre
um corpo K| ie.,
T=KOLO(LOL)D(LOLOL)D ...
e um ideal ideal J gerado por elementos da forma:
XY -YoX-[XY] onde X,Ye L
A dlgebra quociente U=% é uma algebra associativa chamada de dlgebra universal envolvente

U( £). A base de U( L) é formada pelo conjunto de todos os mondmios possiveis

XXXy,  =1,2,.. (4.17)

Os operadores de Casimir C estio no centro da 4lgebra universal envolvente U( £).
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O método de Gel’fand-Zetlin

Em 1950 I. M. Gel'fand e M. L. Zetlin desenvolveram um método engenhoso para a construcao
das representacoes irredutiveis das &dlgebras de Lie u(n) e so(n), fornecendo férmulas que
generalizam 5.18 e 5.19, sendo vélidas tanto para dlgebras compactas quanto para slgebras
nao compactas. Este método é adequado para aplicagoes em Fisica Quintica e mais tarde
serd utilizado para estudar as Algebras Quénticas, por isso descreveremos este formalismo
em detalhe, finalizando com um exemplo para a dlgebra sl(3) [16]. Antes derivaremos a

representagao irredutiveis de su(2) [15].

5.1 A Representacao da Algebra su(2)

A Algebra de Lie su(2), como sabemos, é gerada por J. e J, com as regras de comutagao:

(I, Jel =de  [Jy,J] =24, (5.1)

e o operador de Casimir é dado por:

C=J2+JJ +J.J =3 (5.2)

Usando as equagao 5.1 e 5.2, encontramos

JoJo =F — J,(J, - 1), (5.3)

JJy =3 = J,(J, +1). (5.4)

43
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Elegemos os vetores |Xa) para ser a base do espago portador da representagao,
requerendo que eles sejam autovetores simultineos dos operadores J2 e J,, com autovalores
X € a respectivamente. Estes operadores gozam da propriedade de serem hermitianos e

consequentemente os seus autovalores sao reais, i.e.,

J?|Xa) = z|Xa), >0, z€R, (5.5)

J.|Xa) =a|Xa), a €R, (5.6)

agora podemos avaliar os operadores das equacoes 5.3 e 5.4,

J-Ji|Xa) = [z —a(a +1)]|Xa), (5.7)

JyJ_ | Xa) = [z —a(a —1)]|Xa). (5.8)

Como J 1 =J_, os autovalores de J_J, e J,J_ devem ser positivos definidos ,

z—alax1) >0. (5.9)

Para determinar os valores de x e a que satisfazem 5.9, impomos que eles sejam consistentes

com 5.1,

(Xa'| [z, J4]|Xa) = (a' - a) (Xd'| J; | Xa) = (Xd| J4 | Xa), (5.10)

daf concluimos que os autovalores sucessivos de J, devem diferir por uma unidade, i.e.,

(@' —a)=1. (5.11)

Resolvendo a equacéo 5.9, requerendo apenas que X seja um nimero real positivo, deparamos

com um resultado surpreendente, os valores possiveis que a pode assumir estd restrito a um

intervalo (a;,a_), onde

0 =5 F—5—, (5.12)

€ consequentemente,
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z=as(a; +1) e a_=—a; — 1L (5.13)

A equagdo 5.11 nos permite dizer que a,— a_ é um inteiro enquanto a equagao 5.13 nos
garante que 2a, é também um inteiro. Uma notagdo mais conveniente é obtida escolhendo j =
a, e m igual a todos os valores que a pode assumir. Segue das consideracoes acima que uma
representacao unitéria de su(2) pode ser etiquetada pelo niimero j e os autovetores por |j,m) ,
conhecida em Mecénica Quéntica por base de momento angular. Adotando essa convengao, a

equacgao 5.9 pode ser reescrita como:

iG+1)-m(m+1)> 0,
(5.14)
j(+1)-m(m-1)=> 0,
com um pouco de cuidado, encontramos todos os valores de m em funcao de j satisfazendo

simultaneamente as equagoes em 5.14, a saber:

m=j7—-1,..,—-7+1,—j, (5.15)

o nimero de valores que m assume é finito e consequentemente a representacdo unitdria de
su(2) sdo todas de dimensao finita igual a 2j+1.

Finalmente resta saber como J; agem em |j, m). Da expressao 5.10 podemos dizer que J,

¢ um operador que conecta o estado |j,m) ao estado |j,m + 1), analogamente J_ conecta o

estado |j, m) ao estado |j,m — 1), e mais,

[T 13, m) = /G, m| J-J4 |5,m) = V3(5 + 1) — m(m + 1), (5.16)

|- 13,m)| = vV (,m| JpJ_ |5,m) = /5(j + 1) — m(m - 1). (5.17)

Resumindo, pelo procedimento exibido acima fomos capazes de encontrar uma representacao

de dimensao finita para a dlgebra su(2), que sera enunciada a seguir.

Seja V; ,j = 0,%,1,.. ,0 espaco de Hilbert com base | jm), com -j < m < j, no qual existe

uma representacao de su(2) dada por:

JZ |j7m>=m|j)m>7 (518)
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Jelim)=VEFm(Gtm+1)|5m+1), (5.19)
C|jm)=j(G+1)]|4,m), (5.20)

5.2 O método de Gel ’fand-Zetlin.

Uma representacao arbitriria da 4lgebra de Lie geral linear (gl(n)) que satisfaz a condicio
2.12, induz uma representagao hermitiana de u(n) determinada pelas equagdes 2.13 a 2.15.
A construgdo de uma base canénica para representar a &lgebra u(n) baseia-se em duas
propriedades conhecidas:

1. Uma representacao irredutivel finita da 4lgebra de Lie u(n) é unicamente determinada

por um vetor m, = (mj,,Myy,...,Myy,) COM componentes inteiras m;, obedecendo a condigao:

Min 2 Man > oo > Mgy, (5.21)

2. Na decomposigao de representacoes irredutiveis finitas de u(n), aparecem somente
as representacoes irredutiveis u(n-1), cujas componentes m;,_; do vetor m,_; obedecem a

condicao:

Mmin > m;n-1 _>_ Mit1n, ,7: = 1,2, ey T — 1 (522)

sendo a multiplicidade de toda representacéo irredutivel de u(n-1) que aparece na decomposicao

de u(n) & igual a um. Isto ocorre ao longo de toda a cadeia candnica,

u(n) Du(n—1) O... Du(2) D u(l). (5.23)

Os vetores que expandem o espaco portador da representagao sao chamados de ” patterns

” de Gel’fand-Zetlin |m) ,

miy Mapeennnn. Mp_1n Mpn

ml,n—l m2,n—1...mn—1,n—1

M) = e, > : (5.24)
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A primeira linha do pattern & determinada pelas componentes dos vetores mp que rotulam as
representagoes irredutiveis de u(n). Nalinha seguinte existe inteiros arbitrarios o qual obedecem

as seguintes desigualdades, advindas da propriedade 2:
m;; Z m; ;-1 Z mMit1,5, 7= 1,2, NN (e 1,_] = 1,2, ey 10 (525)

as quais expressam as leis de ramificacao de Weyl para o Gl(n).

Para gerarmos todos os vetores de base, nés utilizamos a condigao 5.25 até esgotar as
possibilidades, sempre colocando os nimeros m; ;1 da (j-1)-ésima linha entre os niimeros m; ; €
mi41,; da J-ésima linha. Para um definido k, k=1,...,n-1, os mimeros m;; , 1< 1 < k , representam
as componentes do vetor mi que etiqueta uma representagao irredutivel u(k) que aparece na
decomposigao de uma outra representacao irredutivel de u(n) de dimenséo maior. Estes vetores
|m) formam uma base ortonormal.

Exemplo Uma representagao rotulada por m = [2,1,0] é expandida por oito vetores de base

do espago portador da representagao, construida a partir de 5.25,veja:

2 1 0 2 10 2 1 0 2 0
21>,21>,20>,20>,
2 1 2 1
2 1 0 2 1 0 2 1 0 0
2o ) i), o) L)

1 1 0

Para determinar uma representacio hermitiana de uma &lgebra de Lie u(n) é suficiente
determinar a acdo dos geradores A;; , i,j=1,2,..,n , nos vetores |m) e checar se a condicao de

hermiticidade e a expressao 2.12 estéo satisfeitas.

Podemos nos restringir aos geradores Axy , Agx-1 € Ax_1%, porque a acao dos outros

geradores podem ser obtidos a partir do comutador entre estes geradores mediante o uso da

equacao 2.12, 1.e.,

Apop = [Ar-ar-1, A1), (5.26)

e genericamente:

Akj-n = [Akgp-1,Ak-1k-1] R >1, (5.27)
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A = [Ac—nx-1, Ax_14] h>1. (5.28)

Para construir explicitamente as representagoes irredutiveis da dlgebra de Lie u(n), usamos
as férmulas propostas por Gel'fand e Zetlin para a agao dos geradores Ak, Akp_g e Ax_ 1k
sobre os vetores de base, |m).

Para os geradores diagonais Ak,

Ak lm) = (Z Mk, — ijk—l) |m) (5.29)

para k = 1,2,...,n € com m;y = 0.

Quanto aos geradores nao diagonais A ;-1 € Ax_ Lks

k-1
App-1|m) = Zai—l(m) ,mi_1> (5.30)
=1
k-1 .
Ag—1p|m) = zbi—l(m) 'm;c—1> (5.31)
j=1
onde
k—2 7
ol (m)= |= [ict (i = Ly + 1) T2l g — by ) (5.32)
i Hf;jl(li,k—l ~ k-1 + D(lig-1 — Lig_q)
1
k k-2 7
| — T i = Lo ) TTE 2y — Lo — 1
b-]‘lg_](m) — zkz—ll(l .k I,k 1) Hz-l( k=2 J,ik—1 ) (533)
[l (k-1 = Ljpoy — D(lig-1—lix-1)
com:
lig =m;; —1i (5.34)

O vetor |m? _1) € obtido trocando-se o nimero mjk-1 na (k-1)-ésima linha de |m) pelo
k-1 4, p

numero mjy_ — 1, enquanto o vetor

mfc_1> € obtido trocando-se o nimero m;x_1 na (k-1)-
ésima linha de |m) pelo nimero m;k-1 +1. Os coeficientes a_,(b]_,) serdo diferentes de zero

somente para os patterns que obedecerem desigualdade 5.25.
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5.2.1 A base de Gel’fand-Zetlin para a dlgebras sl(3).

Para implementar o método descrito acima para a &lgebra sl(3), precisamos partir de uma
representacao caracterizada pelo vetor msz=(mj3,ms3,0), cujas componentes estejam ordenadas
de acordo com relacao 5.21. Depois geramos os vetores de base usando 5.25 e agimos com os
geradores da dlgebra nesses vetores de acordo com as férmula propostas por Gel’fand e Zetlin.
Porém pode acontecer que mj nao esteja ordenada, neste caso podemos somar uma constante

T a todas as suas componentes,

m, = [m13 + T,My3 + T,M33 + T]. (535)

Isto é permissivel porque duas representacoes que diferem por um nimero inteiro tém a mesma
dimensao e sao equivalentes. Portanto os vetores de base |m), para a dlgebra sl(3) sempre

podem ser escritos como:
Im) = mya My > ’ (5.36)

onde a dimensao é dado pela expressao:

(14 mas — mag)(1 + }2-m13)(1 + mag). (5.37)

Este procedimento é geral e pode ser aplicado para a construgao de todas as representacoes

das algebras da famila A,.

A agdo dos geradores diagonais sobre |m), de acordo com equagao 5.29 sao :

H] |m) = (2m11 — Mo — m22) |m> ) (538)

Hy|m) = (2my3 + 2mgy — myy — myz — mas) |m) (5.39)

onde H1 = A11 - A22 € H2 = A22 e A33.

A acao dos nao diagonais, pelas expressoes 5.30 e 5.31, é:

™13 M3 0
Aplm)=br|  my  my > , (5.40)
my +1
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miz Mgz 0
Ag |m) = a} M2 Maa > ) (5.41)
my; — 1
My Meg 0 myz Mz 0
Ax|m) = b myz + 1 may > + b mig Mgy + 1 (5.42)
mi mi
M3 g3 myz Moz 0
Az |m) = a3 | myy — 1 My > +a3 | myy mgy — 1 (5.43)
m
Mz M3 miz ™Moz 0
Alm) =ci| my+1 my > +ct| miy mgg+1 (5.44)
my; +1 my +1
M1z Mag miz Moz 0
Asilm) =c3| mig—1 myy > +¢3| myy Mg —1 > ) (5.45)
my — 1 my —1
onde:
a; [(maz — myy + 1)(may — mgy))3, (5.46)
by = [(ma2 — mu)(mu — my + 1)]3, (5.47)
b (a3 — mas + 1) (mas — may) (mas + 1)(myy — m22)} %, (5.48)
(a2 — maz) (M2 — Mgy + 1)
a; —(m13 — le(;;l)(—mm — mzs)(_mm + 1)(mqe — mn)}% 7 (5.49)
12 — Maz) (M1 — Mgy + 1)
a2 (M3 — Mgy + 2)(gz — Mgy + 1)(gg) (M1 — Mgy + 1)] : (5.50)
(Mg — Mg + 2)(my; — Mgy + 1)
b [ (maz — maa) (s — mas + 1) (mag + 2)(mgs — myy + 1)] : (5.51)
(mag — Mgy + 2) (Mg — Mgy + 1) ]
el [ (Mg — mag) (Mag — mag + 1)(muy + 2)(myg — may + )] 2 (5.52)
(Mg — Mgy + 2)(myg — Mgy + 1) |
& (M3 — Mg 4 1)(mgs — myy)(magy + 1)(myy — my) } (5.53)

(m12 — mag)(ms — Moy + 1)
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1
1 (a1 — mag)(maz — maa + 1)(mag + 1) (M2 — ma3) | 2
C2 == y (554)
(g — mgg) (Mg — meg + 1)
1
2 (maz — myy + 1)(maz — mae + 2)(mge)(mez — max + 1) |2
2 = - . (5.55)
(m12 — M99 + 2) (m12 — Myay2 + 1)

As representagoes irredutiveis para as dlgebras A; sao conhecidas e os pesos méximos que
especificam cada uma delas, bem como suas dimensoes, estao tabeladas. Segundo W. Mckay

and J. Patera [21], as representacbes com dimensao até 64 para a dlgebra A, sao:

Amee |10 @00 L QD) | 3,0 | @1) | (40) ] (5,0)
dimensio| 3 | 6 | &8 | 10| 15| 15| 2
Aeee |G| @2 60) ] @1 ] (70| 32)
dimensao | 24 27 28 35 36 42
Aeee | 80) | 51) | 90) | (4,2) | 6,1) | (3,3)
dimensdo | 45 | 48 | 55 | 60 | 63 | 64

Tabela 5.1: Dimensio das Representacdes Irredutiveis da Algebra A,

Seguindo o procedimento descrito nesta segao, construimos explicitamente as matrizes de

cada gerador da 4lgebra A, para as representacdes irredutiveis de dimensao mais baixa. O

resultado obtido foi:
1. Representagao fundamental: (1,0).

Pesos: [(1,0), (1,-1), (0,-1)].

10>10 00
1 /7o /o /[

Matrizes:

Base:

1 0 0 00 0
Hi=|0-10f H=|01 0
0 0 0 00 -1
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010 (00 0] 001
Ai=|00 0 A =|0 0 1 Az=1000
000 (000 000
00 0 (00 0] 000
Apn=1100| As=[000| Au=|[0 0 0
000 |01 0 | 100

2. Representagao simétrica: (2,0).

Pesos: [(2a0)’ (Oal)’ ('2a2)7 (17'1)’ ('1a0)> (Oa'2)]

20 20 20 10
o /711 /o /1)

Matrizes:

Base:

20 0 0 0 0 000 0 0 O
00 0 0 0 O 0100 00
- 00 -20 0 0 H, = 002 0 0 O
00 0 1 0 0 000 -10 0
00 0 0 -10 000 0 0 O
(00 0 0 0 O] (000 0 0 -2 |
[0 vZ 0 00 0] (0000 0 o
0 0 V2000 0001 0 0
Ay, = 00 0 000 gy — 0000 +V2 0
00 0 010 0000 0 0
0 0 0 000 0000 0 V2
|00 0 00 0| (0000 0 0 |
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000 V20 0
000 0 1 O
000 0 0 O
A13= A21=
000 0 0 2
000 0 0 O
(000 0 0 O
[ T
00 0 0 0 O
00 0 0 0 O
00 0 0 0 0
A32"‘ A31—
01 0 0 0 O
00 +v20 0 0
_ooooﬂo

3. Representacao adjunta: (1,1).

Pesos: [(1,1), (-1,2), (2,-1), (0,0), (-2,1), (0,0), (1,-2), (-1,-1)].

0
V2

0
0
0
0

0

0

0
V2
0
0

o
OOO&O
o O o o o ©

o - O O o ©

o O o o o o

«'OOOOO
V)

o - O © o o

Base: ’ ¢ ) ) ) ’
2 1 2 1 0 1
Matrizes:
1 000 00O O 10 00 0
0-100 000 0 02 000
0O 020 00O0 O 00 -1 0 0
0 000 OOO0OC O 00 000
H, = H, =
0 000 -200 0 00 001
0O 000 OO0CO O 00 00 0
0O 000 OO1 0o 00 000
_0 000 000 -1 00 00O
Y SErvICO O BELIOTECA B
‘ ”S{: - EPWC\M:L P LT
._M

o O O o o ©

o O o o © o

o O O o o o o o©

'g

o O o o © ©

o o O o o ©

o o o o o o ©o
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(010 0 0000] (001 00 0 00]
000 0 0000 0002 0% 00
000+v2 0000 000 00 O 00
000 0+V2000 000 00 0 %0
Ap = Ay =
000 0 0000 000 00 0 01
000 O 0000 000 00 0 ¥ 0
000 0 0001 000 00 0 00
(000 0 000 0] 000 00 0 00|
(000 L2 0£o0 0] (00 0 0000 0]
000 0-1 00 0 10 0 00000
000 0 0 01 O 00 0 00000
Ay o] 000 ooooagZAn_oo\/i 00000
000 0O 0 00 0 00 0+v20000
000 ©0 0 00 ¥ 00 0 00000
000 0 0 00 O 00 0 00000
(000 0 0 00 0] 00 0 00010
(0 00 00 00 0] [ 0 00 00 00 0]
0 00 00 000 0 00 00 000
1 00 00 000 0 00 00 000
A32=oagio 0 0 000A31=—a2@ 00 00 000
0 00 00 000 0-10 00 000
0¥ 0 00 000 X 00 00 000
0 00 £ 0 % 00 0 01 00 000
0 00 01 00 0] | 0 00 %2 0 -L 00

O conjunto de operadores Ag;, Aszs, Az (ou Ay, Agz, Aj3) conectam todos os vetores da
base entre si. Se indexarmos cada vetor m; com o seu peso associado A;, podemos construir

diagramas que nos déem uma visao global da agéo desses geradores. E uma forma pratica de
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sintetizar as informacdes e mais tarde eles nos fornecerao um bom método para estudar a perda
da irredutibilidade das dlgebras quanticas. A construgao destes diagramas é simples.

a. Primeiro escrevemos os pesos em termos de um sistema ortonormal. Devemos lembrar
que os pesos podem estar na forma. Dynkin, para mudar de sistema use a expressao 3.29. Em
seguida desenhamos os pesos no plano cartesiano.

b. A Acdo de um operador A;; no vetor peso Mmax associado ao peso mAximo A,y levard
a um outro vetor peso m; associado a um peso A;. Desenhe uma linha que saia do peso Amax
e v até o peso A;. Continue este processo atuando com todos os geradores de abaixamento
(levantamento) sobre todos os vetores da base. O resultado é o que chamamos de diagrama de

pesos. Veja a seguir alguns exemplares.

Diagramas de Pesos

31

Figura™5.1: Diagrama de Peso da Representagao (1,0)
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Figura™5.2: Diagrama de Peso da Representagao (2,0)

Figura™5.3: Diagrama de Peso da Representagao (1,1)

Figura™5.4: Diagrama de Peso da Representacao (3,0)



Capitulo 6
Algebras Quanticas

Neste capitulo estudaremos uma nova modalidade de &lgebra, que pode ser vista como
generalizacao das algebras de Lie cldssicas, denominada de Algebras Quénticas . Nosso
objetivo é observar a perda de irredutibilidade das representagoes das dlgebras deformadas
U,y(su(2)) e Uy(sl(3)) quando q é uma raiz da unidade. A novidade é a deformacao de alguns
comutadores através de um pardmetro g, ou seja, as constantes de estrutura passam a ser uma
funcao de q, segundo uma prescricao capaz de devolver as dlgebras de Lie cldssica quando q
é igual a 1. Depois calcularemos o operador de Casimir quadrético deformado utilizando as
matrizes de Uy(sl(3)) e o operador de Casimir da subdlgebra U,(sl(2)) para saber como ficam
as regras de ramificacao.

Definigao 7 Seja £ uma dlgebra de Lie simples e complexa, entdo U,(L) é a deformacao
da dlgebra universal envolvente U(L) definida como uma 4dlgebra associativa sobre C com
geradores H;, Ax_1x € Agx 1, comi=1,.,l (=rankde £ ) e k=2,..,,l, que obedecem as relacdes

a seguir :

(H;, H;] 0 [Hi, Ak-1k) = Gir-1Ak-1x, (6.1)

[Ak—l,kaAk,k—-l] = 6ik—1[Hi]q [HhAk,k—l] = _aik—-lAk,k—l;

Z(_l)i ’n (Ag-18) Arp-1(Ar-14)"" =0 (6.2)

=0 1
q

onde (a;;) é a matriz de Cartan e a abreviacio introduzida é definida como:

o7
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qm _ q-m
[m]q=-———q T (6.3)

Os geradores acima satisfazem as seguintes propriedades:

[Aij, Ailer = Aij Al — ¢ AuAij = ~¢°[An, Aijlg-e, (6.4)

¢"[4, [B, Clga)o-s + ¢°[B, [C, Alplga-e + ¢°(C, [, Blye] oo = 0. (6.5)

Quando q tende para 1, nés recuperamos as relacoes de comutagao padrao (cléssica), bem
como a relagao de Serre em termos dos geradores H; e Aj;. Os geradores H; expandem a

subalgebra de Cartan H de L.

A prescrigao | ], leva a resultados curiosos, como o conceito de g-inteiro dotado de uma lei

formal de adicao @ :

[mly @ [nlg = ¢7"[ml, + ¢™[nl, = [m +n),, (66)

e ainda permite generalizar o fatorial e consequentemente o binomial brevemente apresentado

abaixo,
[mlg! = [m]q[m — 1g[m - 2],...[1],, (6.7)

n [n]q!

GG

(6.8)

6.1 Representacoes

Muitas representacoes das Algebras Quénticas sdo construidas usando-se os operadores de
bosons g-deformados, porém, ha representagcoes irredutiveis que nao sio obtida por esse método,
por isso aplicando o método de Ge’fand-Zetlin para para explicitar os elementos de matriz de
qualquer representagéo irredutivel de U,(u(n)) [2, 22).

Teorema 10 Em uma representacio irredutivel de Uy(u(m)) os geradores diagonais A tém

autovalores dados por :
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Ai|m) = (Z My — X—:mj,i—l> |m) (6.9)
=1 =1

para i = 1,...,n (com mjp = 0).

Os elementos de matriz dos geradores nao diagonais Ag ;-1 € Ax_1x sao dados por:

(N0

[ k k-2 ]
. —T1 ik = Liker 4+ U [T 2l kg — Lk
< :|-a-k_1| > _ H;:_]l[ K jk-1+ ]ql—L_l[ k—2 3.k l]q (6.10)

| TLiz k-1 — L1 + gl(lik—1 = Lik-1lq

o=

[ k k—2 1
. N o LI A S 2 —Lix g —
(m|B_ jm) szj[l k= big—1)g TTicy k-2 — Li—1 — 1] (6.11)
m k-1 m k—1
| Tl k-1 = k-1 — Ugllie-1 — Lin-1lq

com l; x =m, x — 1, cuja agao é dada por 5.30 e 5.31.

6.1.1 Operadores de Bosons

Pascual Jordan e J. Schwinger introduziram uma técnica simples de construir representagoes
irredutiveis unitdrias por meio de operadores de criagao e destruigao. Considere um operador

a e seu adjunto a', agindo também no espago de Hilbert com base | n), n = 0,1,2,.... , tal que:

a|0) =0, | n) =

| 0), (6.12)

N =dla, N |n)=n|n). (6.13)

Podemos facilmente estender estas aplicagoes para situagoes mais gerais envolvendo
operadores a; € a;f que agem no espago cuja base é dada pelos kets | n;) , que por ora tomaremos

1 = 1,2 e lancar mao do mapa de Jordan - Schwinger definido como:
Jy = alay, J_ =alay, (6.14)
2J, = [J+, J_] — 2J, = Ny — No. <615)
Agora podemos definir a realiza¢ao de su(2), tomando a base | j,m) , da seguinte forma:
(a})"*™(a})’ ™™ | 0)

(G +m)(G —m)2
Com essa expressao podemos obter 5.18 e 5.19.

| 3:m) =[ n1) | ma) =

(6.16)
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6.1.2 Os Operadores de Bosons g-deformados

Existe uma generalizacio do mapa de Jordan-Schwinger simples e elegante (23, 24], que
permite construir as representacoes irredutiveis das Algebras Quénticas. Essa técnica vem
sendo usada em diversas aplicacdes, entre elas, na obtencao do espectro do oscilador harménico
e do dtomo de hidrogénio deformados. Considere o operador de criacao a? e seu hermitiano

conjugado, o operador de destruicao @?.0 estado de vacuo | 0) é definido por:

@@ | 0) =0, (6.17)

a%a? — qa%a? = g M (6.18)

onde N, é um operador hermitiano, que obedece as relagoes abaixo:

[Ng,a?] = af, (6.19)
[No,@%] = -, (6.20)
N, | 0)=0. (6.21)

Esta dlgebra é a generalizacio da 4lgebra de Heisenberg H,, a qual é recuperada no limite
de q igual a 1.

Os demais vetores normalizados tem a seguinte forma:

| 7) = ([n]) 7 (a9)™ | 0), (6.22)

onde [n],! € a funcéo fatorial q-deformada e (a?)" denota a n-ésima poténcia de a’.

6.2 A dlgebra quantica U,(su(2))

A realizacao do grupo quantico U,su(2) é construida utilizando-se o procedimento acima
pelo mapa de Jordan-Schwinger determinando assim uma completa estrutura de representacao.
O Ug(su(2)) € gerado algebricamente pelos operadores J 4 J2 e J? obedecendo o comutador de

Lie definido por meio de um parametro q, COmo segue:
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(72, Ji] = +£Ji, (6.23)

[J%, J2] = [2J7],, (6.24)

onde a abreviagao [ ], foi definida em 6.3.
Jimbo [22,25] tem mostrado que existe uma representacao de 6.23 e 6.24 que age no espago

de Hilbert V; com base | jm) :

J7 | j,m)=m|jm), (6.25)
Jilj,m>=\/E¥m]q[jim+1]qu,mi1), (6.26)

onde Cy, é o operador de Casimir do Ug(su(2)) dado por:

Caq = [J9,1J8 + 1], + J2JL. (6.28)

De fato, a agao 6.25 e 6.26 satisfazem 6.23 e 6.24, veja:

39,38 | 5,m) = 73/ F mlli £ m+ 1, | jm1) = JLm) | j,m) =

(me0yiFmEm s - myfbFmllizm,) | jme1) -

= +Jilj,m)

W5 IL dm) = ([ +mlelf —m+ 1o = [f - mlp[f+m+1]p) | j,m) =

q2Jz _ q—2Jz
= (_q-——q_—l-) | j,m) = [27] 1§, m)

Os elementos de matriz dos geradores néo diagonais de U,(su(2)) podem ser obtidos de su(2)

simplesmente trocando os fatores inteiros pelo correspondente g-inteiros. Vejamos algumas

representacoes:
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para ) = %, temos:

0 01 00
, Ji= , Ji=
5 00 10

Jg =

z

O =

quando j = 1, nés obtemos uma representagio tridimensional:

100 0 V2], 0 0 0 0
F=looo |, J=]o0o0 VEL | = VELb o o
0 0 —1 0 0 0 0 2], ©

6.2.1 As quebras das representagdes de U,(su(2)) na raiz da unidade

Até aqui temos discutido as Algebras Quénticas sem assumir q real ou complexo. Se
tomarmo g como um nimero complexo, observaremos um fendémeno interessante, que é a
perda de irredutibilidade quando esse parametro for uma raiz da unidade, entdo aparecerao
representagoes de dimensao mais baixa advinda da quebra de representacao de peso méximo.

Assim, ao tomarmos q = €* na expresséo 6.26, encontramos:

5|y = \/sin{(j - m)e(}sf;“o{)(f A D0 miy, (6.29)

0}, .
(5 0)? | j,m—1). (6.30)

No caso clédssico, a agao de J,, J_ e J, dada pelas equagoes 5.18 e 5.19 define uma

7 m) — \/sin{(j +m)8} sin{(j — m + 1)

representagao irredutivel da 4lgebra su(2). Ao deformarmos a algebra , segundo a prescricao
acima, a agao dos geradores da &lgebra U,(su(2)) dependem de uma funcdo periédica, tal
que, para alguns 4ngulos especificos havers a perda de irredutibilidade, refletida pelo fato
de que sermos capazes de encontrar subespagos invariantes mediante a acdo dos geradores
desta dlgebra. Em outras palavras, estes geradores nao mais conectam os estados de base
do espago portador da representacao. Agora, ao fixarmos um 4ngulo e atuarmos com os
operadores de levantamento ou abaixamento na base, alguns dos autovalores poderao ser nulos.
Consequentemente ocorrera a formagao de subespagos invariantes. Dizemos entdo, neste caso,
que houve a quebra da representacdo. Por isso estamos interessados em descobrir os 4ngulos

em que ocorrem essa quebra. Para isto temos que resolver as equacoes abaixo, obtidas ao impor

que JL anule os estado | j, m), i.e.,
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(j—m)b = kn, (6.31)
(j+m+1)0 = kr, (6.32)

(j+m)o = km, (6.33)
(j-m+1)0 = kn, (6.34)

cujas solugdes nos permitirao encontrar os 4ngulos desejados. Vamos restringir o 4ngulo 6 ao
intervalo de 0 a 27, limitando assim os possiveis valores de k. Organizaremos os resultados na
forma de tabela e em seguida apresentaremos uma regra geral que descreva esse fenémeno.

1

Quando j é igual a % , I assume dois valores: 3 € _Tl Portanto, a base que expande essa

representacao é |2, 2> e I%, _Tl> . Aplicando 6.29 e 6.30, encontramos:

11
']+ 2)2> ) +

11 1 -1
91 Z = |Z q
J- 2’2> |2’ 2 >’ 2

que é exatamente o resultado cléssico, logo esta representagao nunca se decompoe.

A préxima representacio tem j =1 e m = 1, 0, -1, cuja base é constituida pelos vetores

|1,1),]1,0), | 1,—1), e novamente, por 6.29 e 6.30, segue que,

JU|1,1) =0, JUIL1) = (/28 11,0),
JI|1,0) = /520 |11, J211,0) = /28 |1,-1),
q sin 20 q

J31,-1) = /2880 1,0), JU|1,-1)=0

Naturalmente, s6 haverd quebra desta representacao para 6= % e 32,3 Nestes angulos
a representacao tridimensional é decomposta em trés representagbes unidimensionais {|

LD}, {]1,0) }e{|1,—1)} este fato é expresso da seguinte forma : 3=1H1PH1.
Continuando essa investigagao para j = % com m = %, %, ;21 e 73 encontramos os angulos
que satisfazem 6.31 a 6.34 e os listamos na tabela 6.1. A primeira linha dessa tabela nos

2m  Am

diz que J{ agindo em I2, 2) tem autovalor nulo para 6= % 5%, 3% e %" A leitura das

demais linhas mostra que o espaco originalmente de dimensao 4 quebrou para § = %’ em
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duas representagdes unidimensionais, cujos estados invariantes sio l% % I%’ “73> € em uma
representagao bidimensional com estados invariantes: { 3, %) , I%, Tl>}
operador | m [ 4ngulo de quebra (6)
i3] ezEue
i 2] e-3.%
n_ || mrEew
r || esags
R =1 &
IS YT
Tabela 6.1: Angulos de quebra para j=3/2
dngulo | dimensao dos subespacos | base dos subespacos
5 =20lel {3}, 331 {3Y
L 4 =202 211, (5,3
Tabela 6.2: Redugao dimensional para j=3/2
Para 0 = kT" ela quebrou em duas representagdes bidimensionais expandido por

|2, 5)5 15 2) e { %,‘73> , l%’_Tl>} Estes resultados foram expressos na tabela 6.2, onde

estamos denotando os estados | 5, m) por {m} simplesmente por conveniéncia.

operador | m | 4ngulo de quebra (6)
R IR ik 8 2 2 i 2%
i [olo-sxsres
|- 3 5358y
n lele-zsrzye
2 [alezsrErs
LA I Al 1% 1 5 0%
0= 5F55 %%
BT RS

Tabela 6.3: Angulos de quebra para j=2

e
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De acordo com a tabela 6.4, a representagao j=2 se decompOe em cinco representagoes
unidimensionais, quando q é a 28 raiz da unidade, em duas representagoes bidimensionais € uma
unidimensional na 32 raiz da unidade por fim em uma tridimensional mais uma unidimensional

na 42 raiz da unidade.

angulos dimensao dos subespagos | base dos subespagos
kx F=10l0161a1 {2},{1},{0},{-1},{-2}
"%;L 5= 2@2 D 1 {211}7{0} ’ {'1"2}
-@f,k impar 5 = 3@1 &) 1 {2}, {1a0a'1},{'2}

Tabela 6.4: Reducdo dimensional para j=2

operador | m angulo de quebra (6)
J? 3 |g==r 2 3m 4m 6n 7r 8r 9m
+ 2 T 5175257525257 5)5
J? 1 ():1&511?121&
+ 2 2) 2404 404
a —1 — T 21 4m 57
J3 2 =355 %3
J? =3 =2 3n 1lr 3n 51 Im
+ 2 2) 29404044
J? =S |g=1=x 2r 3m 4r 6r 7x 8x 9n
+ 2 5525757575755
J? 3 |g=12 2r 3n 4r 6m 7m 8m 9m
- 2 5575756575255 5
g 3 =& 3m 1mr 3 5r Im
J- 2 b= 5 T T 0
q 1 = I 2m 4m 5m
J2 ) 6"‘3;3)3’3
q =1 —r 3m lnr 3m 5r Im
JZ 2 0_2’2’4’4’4’4
J? :_39:1_?5_256_#7_#8_#9_#
- 2 5575252525255

Tabela 6.5: Angulos de quebra para j=5 /2

. _ 5 . ~ -~ - . . - .
Quando j = 3 observa-se a decomposi¢ao em duas representagoes tridimensionais, na 3¢ raiz
da unidade, mais trés representagoes bidimensionais na 4% raiz da unidade, e uma representacao

quadrimensional mais duas representa¢oes unidimensionais na 5% raiz da unidade. Estes

resultados referem-se 4 tabela 6.6.
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angulos | dimensao dos subespagos | base dos subespacos
§  o=ses 538,32,
T 6=20202 33h{s 3 {3
2 Jo-see: 3) 34,5 P

Tabela 6.6: Redugéo dimensional para j=5/2

A seguir vem a representagao etiquetada por j = 3. Quando q € uma 24 raiz da unidade, ela
quebra em sete representagdes unidimensionais, na 3% raiz da unidade ela quebra em duas
representacoes bidimensionais e uma representacao tridimensional. A seguir, na 4%raiz da
unidade ela quebra em duas representacoes trimensionais e uma representacao unidimensional.
Para 5% raiz da unidade ocorre a quebra em duas representacoes bidimensionais e uma
representagao tridimensional. Finalmente na 22 raiz da unidade aparece duas unidimensionais e
uma de dimensao 5. Destarte, a tabela 6.8 exibe os estados que expandem essas representacoes.
A partir deles, podemos facilmente construir as matrizes irredutiveis. Note ainda. que
essa andlise esgota todas as possibilidades de reducdo dimensional, os demais adngulos nao

apresentarao nenhum resultado novo, pois essa estrutura é periédica em .

operador | m angulo de quebra (6)
9 = Z E X 2r 51 7w 4z 3m 5w lim
Ji 2 9_6’3’2’3’6’6’3’2’3’6
J? 1 |f=2 3n = 2r 3m 47 6n 7 81 97
+ 2727575525752 57575
J? 0 =% 31 7 3m 51 Im m 2m 4m 5m
+ 21 27454547 747373237°3
J? —1| == 30 & 31 55 Ir ©m 21 4n 57
+ 2127474047 413313173
,]:{ —92|@==I 3r m 21 3r 4n 6m In 8z 9n

J2 | -3 6=

z

6
q — X T & 2 5m Im 4m 3w 5m 1lim
J 3 |6=r=

J? 2

6
,]q 1 0=137r1r371'57r Im m 2m 4n 5w
0

J? 0 T 3m p 3m Swm 7w m 2m 4m 5w
- 2) 204> 4°4°2:3 333
J? -1 |f=Z 30 T 2m 3r 4 6r Ir 81 9r
- ~ 2°275Y 517575755575 5
? =X Z & 2r 51 77 Ar 3m 57 1w
J— 2 0_6’3’2’3’6’6’3’2’3’6

Tabela 6.7: Angulos de quebra para j=3
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angulos dimensao dos subespagcos base dos subespagos
L =101010101e1a1 | {3},{2},.....{-2},{-3}
LS T=202010101 {3},{2,1},{0},{-2,-1},{-3}
Btk fmpar | 7=303 & 1 {3,2,1},{0},{-3,-2,-1}
k?" 7T=20203 {3,2},{1,0,-1},{-3,-2}
-’%’-’-, k impar | 7=5&1®1 {3},{2,1,0,-1,-2},{-3}

Tabela 6.8: Redugao dimensional para j=3

operador | m angulo de quebra (6)
J? 5 f= T 2r 3 4n 5n 6w 8r 9m 10m lim 127 13w
+ 2 T T T T T T T T T 077 0T
J? 3 =T Z T 2r 5r Im 4 31 5m llm
+ 2 T 6327376267232 273)°6
J? 1 Q=2 2n 4r 5Swm 2m 3m 4Am 6m 7w 8w 9
+ 2 — 3373735757 57575)57525
J? =1 =2 8 lm 3w 5 Tm
+ 2 2)2174> 42404
J? =3 =12 2r 4r 5my 2r 3w 4nm 6 Im 8w 9w
+ 2 32323’ 35255?2?5?5)5’5’5H
J? =5 f= T T m 2m 5m Im 4m 3r Sm 1w
+ 2 ~ 6312137626232 237°6
J? =7 |9=1I 2r 3r 4m 57 6m 81 9r 10r 1lim 12r 13w
+ 2 707272707 727 7y 77T 07T
J? I |9g=1=I 2z 37 4r 5t 6r 8 9r 10n lrm 12r 13n
- 2 7272727272770 72 7T 7 T 7
J? 5 f= L Z = 2n 5m Im 47 3m 5m lim
- 2 6’372’ 32626’322>3’ 6
J? 3 ==  2n Ar 5wz 2n 3n 4m 6m Tm 81 97
- 2 3) 3373552575755 5)5
q 1 — I 3n lm 3m 57 Im
J: 2 0‘272)4»4)4@
J? =1 Q=12 2z 4r Snm 21 3m 4r Br Tm 8m 9m
- 2 3373235252571 5)5)5)5)5
Je =3 f= T T m 3m 5m 7m Am 3r SHr lim
- 2 63721 3>6267372737°6
J? S | g=1= 2r 3m 4m 5r 6m 8r 9 10r 1llm 12r 137
- 2 7072707272777y 7T 70 77

Tabela 6.9: Angulos de quebra para j=7/2

A representagao de dimenséo 8 quebra de seis maneiras diferentes, com q variando da 2¢ & 7¢

raiz da unidade. A as respectivas dimensoes dos subespacos que expandem essas representacdes

sao apresentados na tabela 6.10.
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angulos dimensao dos subespagos | base dos subespagos
kr — I51 131 -1 _ 3y 5 1
5 8—2692@2@2 2)2}7{2)2}7{ 27 2};{ 20 2}
kr = I35y f3y g1l _ 1y ¢ 3y ¢ 5 7
3 8—2692@2@1@1 2:2}){2}a{2: 2};{ 2};{ 2 2}
kw1 ¢ = 7531 -1 _3_5_1
T,klmpar 8=4d4 {2;2;2,2}7{ 2> 27 97 9
km = I5 3yl _ 1y 3 _5_ 7
5 8—3®3EB2 2)2)2}7{2: 2}){ 2 92 2}
kr 1. ¢ - I3y 31 _1 3y 5 _17
T:klmpa'r =40 202 {2’2}){272> 2 2}){ 927 2}
km = I y5 31 1 _3 5y (17
= =611 {2}7{272’2) 2 9 2}7{ 2}
Tabela 6.10: Redugao dimensional para j=7/2
operador | m angulo de quebra (6)
Je 3 | = 2m 3r m 5w 3w Ir 9r sm lr 3w 13m Ir 15
+ 8288 72’ 87 4) 8> 8247 87 27 8 145 8
Je 9 | g== 31 = 2r 3n 4r 5r 6r 8r 9r 10r lim 127 13
+ 2 2070 T 70T T T 7Ty sy 7Ty
Je 1 f— T T m 2n 5m Ir 4n 3r Sr lx
+ T 6°37223'676°322132 6
J 0 = I 3 7w 3n 5w Irom 2 3 4n 6n Ir 8mm On
+ 2’ 2247 47 42 4752575351575 5 15
q — X 3n @m 3 57 7 m 2n 31 4r 6nr 7r 8wm 9n
J —1| =2,3 x3n om Tn x 2 3n 4n én In grr 9n
+ 2’ 274247 47 4257575757525 5 15
q X & @ 2xr bm Imr Ax 37 5m 1lw
J —2 §=Z T T 2 5w Ir dn 3n o Uz
+ T 637237 626°32223) 6
JI 3 |lfg=z 3m = 2r 3n 4n 5n 6x 8r 9r 10r lir 12x 13w
+ _2’2’7’7’7’7’7’7’7’7’7’7’7’7
q — & 2r 3n @ 57 3w 7x 9v 5w llw 37 137 7w 15w
J -4 | 6=1%,% Sz 2 5m 3m In 9n 5t Ur 3r L3n In lom
+ 8’818 2’ 83 47878874 8727 8 1 45 8
q — X 2r 3n ©® 5t 3w Im 97 5m 1liw 3r 137 Tr 157
J 4 | 6=1Z%,25 3 z 51 3n Tn on sr lin 3n 13n In 1sm
- _8’8’8’2’8’4’8’8’47872’8’4’8
J? 3 f= T 3T x 2r 3m 4r 5r 6x 8r 97 10m 1w 127 137
- 2) 207070 7T T Ty T 7Ty 2T T T
q % T r 2r S5m Tm 4m 37 57 11w
J 2 §= I L T 2m 5t In 4m 3n 5m
- 6732237626737 2737 ¢
J 1| =z 30 = 3n 5m Tr = 21 3n 4r 6r 7w Snm or
- 2’ 2742 40 47 4757575157525 5 15
q T 3m w3 5m Tmom 2 3m 4r 6m Tm 8mmw 9n
J 0| =23 2 3n 5n In x 2n 3n 4n 6r In 8nr 9r
- 2’ 2240 40 4747575757551 5 51§
q . T T ®™ 2 5m 7t 4w 37m 57 liw
J -1 §=Z I Z 2 5m 7r dm 3 5m ir
- ~ 6372376263723 6
J? 9 | == 3r m 2r 3n 4n 5r 6m 8r 9r 10r 1lr 127 13w
— ~ —2’2’7’7’7’7’7’7’7’7’7’7’777
J? -3 | 9= 2z 3n m 57 3 7m 9r 5m lir 3 137 Tm 15w
— 87828 7218 4728>874) 8 127 8 1478

Tabela 6.11: Angulos de quebra para j=4

O dltimo comentdrio a fazer é que as representagoes sempre quebram, a menos de

multiplicidades, em duas outras com dimensdes distintas.

afirmacao.

A tabela 6.12 corrobora essa
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angulos dimensao dos subespacos | base dos subespagos

L 9=10101®..01 {4},{3},....,{-3},{-4}

& 9=303®3 {4,3,2},{1,0,-1},{-4,-3,-2}
Bk impar | 9=3030 10161 {4},{3,2,1},{0},{-3,-2,-1},{-4}
L 9=4®4 &1 {4,3,2,1},{0,},{-4,-3,-2,-1}

L 9=30303 {4,3,2},{1,0,-1},{—4,-3,-2}

& 9=50262 {4,3},{2,1,0,-1,-2},{-4,-3}

-’;l 9=Telol {4},{3,2,1,0,-1,-2,-3},{-4}

Tabela 6.12: Reducao dimensional para j=4

Estudando estas tabelas descobrimos que h4 uma regra geral na quebra do espaco V; em

subespacos W;. Apresentaremos a seguir um esquema geral da redugao dimensional desta

lgebra.

Dado um inteiro j, calculamos a dimensao d do espaco V; pela expressao:
d=25+41, (6.35)
entao os dngulos segundo os quais a representagao quebra, serao dados por:

0 =—, onden =2,...,d - 1.

S

A partir do 4ngulo 0 somos capazes de encontrar a dimensao dos subespacos W, , mas para

isso vamos primeiro definir algumas varidveis. Sejam !, p e z nimero inteiros tais que :

. .d
z = znt(;), (6.36)
p = zZxn, (6.37)
| = d-p. (6.38)

Denotando a dimensao dessas novas representacoes por d,, € dp,, em termos de 6.36 a 6.38

podemos afirmar:

dn, =n—1, (6.39)
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dn, =1, (6.40)
com degenerescéncias z e z+1 respectivamente.
Com essa nomenclatura, o espaco quebra da seguinte forma:
d=n-Ver-1)?20. . 0n-1)DaiVg.. ¢, (6.41)

Vamos ilustrar o funcionamente destas relagdes com um exemplo.
Para um espago de dimensdo d = 9, como ser4 a quebra para um 4ngulo 6 = T ,o0useja, n

= 5 7 Utilizando 6.36 a 6.38, temos:

z = 1,
p =5
I = 4,
logo, substituindo em 6.41, resulta:
=10404.

6.3 A dlgebra quantica U,(sl(3))

A dlgebra U, (sl(3)) & uma 4lgebra associativa sobre o corpo dos ntimeros complexos gerada

por: {Hi,Hp Ajg,Ags, Aiz,Agy ,A32,A3:}. Na base de Chevalley estes geradores obedecem as regras

de comutagao da tabela 6.13, segundo Smirnov [26] .

Vale lembrar novamente que ao longo deste trabalho o sfmbolo [ ]; denota a deformacao

definida na equagao 6.3.

6.3.1 A base de Gel’fand-Zettlin para a dlgebra U,(s1(3))

Dado um peso méximo m=(mj3, mMy3, mg3), onde m;3 2> m;y1,3, construimos a base de
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[Hy, A12] = 2412 [Ha, A12) = — A1z [Hy, Agi] = —2An

[Hs, An] = An [Hy, Ags] = —Ass [Ha, Ags] = 2493

[Hy, Ass] = Asa [Ha, Asp) = —2A3, [Hy, A13] = Ags

[Hy, Az) = A1z [Hy, Azi1] = — Az [Hs, Az1] = — A

[A12, Ags]g = Aus [A12, Ass);-1 =0 [A12, Ase] =

[A12, A21] = [Hilq [A12, Aa1] = —q H1 A3y | [A1s, Azs]g-

(A3, An1] = —Ansg™ | [A1s, As] = ¢ A1y | [Aws, An] = [Hy + Hoq
[Ag3, An] = [Ans, A1) = Ang™ [Aa3, Asa] = [Halq

[Ag1, As]g = —qAz1 | [A21, Asi]g1 =0 [As1, Azg],-1 =0

Tabela 6.13: Relacoes de Comutacao da algebra Uq(sl(3))

Gel'fand - Zettlin denotado pelos vetores |m) :

my3 M3 M3y
|m) = My Moy > ) (6.42)

mi

onde: m;,;j > Myj-1 2 Miy1;, Mij = Mig1; -

No caso da &lgebra U,(sl(3)) ms; & igual a zero. Para construir explicitamente as

representacoes basta desenvolver as expressoes do teorema 10. Note que os geradores diagonais

agem da mesma forma que 5.38 e 5.39,

Hilm) = (2my — map — mp)|m), (6.43)

Hy|m) = (2mqy + 2mgy — my; — my3 — mas3) jm) (6.44)

enquanto que os nao diagonais tem os seus elementos de matriz trocados pelos g-inteiros, como

o su(2) visto na segdo anterior, ou seja, esses fatores aparecem deformados. Ao implementarmos

essas alteracoes, encontramos:

M3 Moz M33 T3 a3 a3
=1
Apg ™My Mag > =b Mio Moo > ) (6-40)

my my + 1
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M3 Moz Mg3 iz gz M3y
An My Moy > = Ei M2 Moo > ) (6-46)
my my; — 1
Mj3 Mgz Mg33 mi3 Moz Ma3 M1z a3z Mg3
- —2
Az M1y My > =by| myp+1my, > +b | myy My +1 > , (6.47)
mi mn mi
m13 oz a3 M3 Moz Mg M3 Moy Ma3
Az, M1 Moy > =Ty | myy—1 Mgy > +33 | myy Mgy — 1 > , (6.48)
mi mi mia
My3 oz g3 M3 Tz Mgy Tz Moz Mgy
-1 -2
Aps Mg Mgy > =b3| myy+ 1 my, > —b3| mpmy+1 > ; (6.49)
mi my + 1 my +1
my3 Mgz Mas M1z a3z Mga3 M3z Tngs Mgas
Az M1 Mgy > = a3 mys — 1 myy > —a; Myg Moy — 1 > ; (6.50)
my my —1 my; —1
onde:
—1
by = \/[mn — mnlg[mu — myy + 1], (6.51)
E% = m12 —my + 1] {mn — mgz]q, (652)
o [mas — M1g)q[miz — mys + 1]g[mag — mas + 2)glmiz — my; + 1],
2 [Mm1a — mag + 2], (Mg — Moy + 1], ’
2 - [my3 — mgy + 1]glmas — Mag]q[Mag — M3z + 1)qlma; — Mas), (6.53)
2 [m1g — Maalq[M1a — Moy + 1], , '
=1 _ [mas — g + 1] [my, — Mas]q[mie — ma3 + 1],[myy — mail, (6.54)
2 [m12 — maa]ylmis — magg + 1], ’ )
=2 _ [mi13 — Moy + 2],[mys — Mgy + 1g[may — mas)ylmay — moy + 1], (6.55)
2 [m1g — magg + 2], (Mg — Mgy + 1], ’ '
- [m13 — maa]g[map — mys + 1g[maz — mas + 2] [mi; — mgy + 1]qqmn_m12 (6.56
’ (M2 — Mgy + 2], [myy — may + 1],  (500)
5; — \/[m13 — Moy + l]q[m23 - m22]q[m22 — Mgz + 1]q[m12 - mn]qqmu_mnﬂ’ (6.57)

[myg — Magglmas — Mgy + 1],
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-1 [mas — mag + 1]g[maz — maslglmis — mas + 1glmu — maly sy, 6.58
a; = q , (6.58)
[m12 — mag]g[maz — mag + 1],
2 _ [mys — g + 2]g[mas — Mgy + 1]glmaes — mas)glmiz — may + 1]qqm”‘m“_1(6 59)
3 [m12 — Mog + 2]q[m12 — M99 + 1]q

A partir dessas expressdes podemos contruir as matrizes dos geradores da dlgebra U,y (sl(3))

para qualquer representagao associada a um peso Apax , andlogo ao que foi feito no capitulo 5.

6.3.2 Matrizes das Representagdes da Algebra U,(sl(3))

As matrizes abaixo representam a algebra U,(sl(3)) e satisfazem as regras de comutagao da
tabela 6.13. Elas foram devidamente conferidas com o auxilio de um programa de computacao
algébrica, que fornece as matrizes para qualquer representacao de Uy(sl(3)). As matrizes que
apresentamos estao na seguinte ordem: H,, H, , A,,, A,;, A,;, A,,. Devemos lembrar que A,
= A,LA,,—qA A, e Ay = A A - g A, A, por isso nao foram listadas, e que assumimos q

0

como um nimero complexo, ou seja, q = €, note que suprimimos a primeira linha do pattern

|m) . A titulo de ilustragdo, nos deteremos somente em trés representacoes, a saber :
1 - Representacao (2,0).
Pesos: [(2,0), (0,1), (-2,2), (1,-1), (-1,0), (0,-2)].
20 20 20 10 10 00
Base: ) ) ) ) ) .
2 1 0 1 0 0

Matrizes:

20 00 0 0|/[000 0 0 0]
00 0000|0100 0 0
00-2000/l002 0 0 0
00 0 1 0 0[|000-10 0
000 0-10{l000 0 0 0
(00 00 0 0][000 0 0 -2

; aE o SErvIes s’{ .;;m:bpﬁx E i

[ g
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o O O o o o ©o

o

sin(28)
sin(6)

— O o o o o o

o O

sin(20)
sin(8)

0

o O O

sin(28)

sin(6)

2 - Representagao: (1,1).

sin(26)
sin(6)

O ©O ©O o o o o

o O o o o©o

- o O O o

o

o O O O

sin(26)
sin(6)

o

o O O o o

Pesos: [ (1,1), (-1,2), (2,-1), (0,0), (-2,1), (0,0), (1,-2), (-1,-1)].

21
2

Base:

Matrizes:

)

©c O O O O o o »

21

o O O o o o

1

o O O O o M o o

)

o O O o o o o o

20
2

I
b © © o o

oo O

)

o O O O o o o ©

o = O O O O o o

20>

1

o O O o o o ©o

20
0

o O O o o o ©

)

o O O O o o v o

11

o O

|
p—

o O o o o

1

o O O o o o o o©o

)

= o O O O

o O O

o
o

o o O o

o O o o o©

sin(26)

sin(6)

—
—
o
\/

o O O O o o o o

10

o O O O O o o
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(010 o0 o ooo|f[oo o 0 0000
000 O 0o ooo0f||l10 o 0 0000
00 “;ffo‘;’ 0o o000||l00 0 0O 0000
co0 s Eooo|[1e G 0 voo
000 0 0 ooo0|]|00 0 YZ2o0000
000 O 0o 000|000 o0 0 0000
000 O 0 o001((00 0 0 0000
000 O 0o 0o00][00 O 0 0010

(001 0 0 o0 o olfo o o o o o o0o0]

0 0 n‘:‘:;) 0 282; o ollo o o 0o 0o 0 00

000 0 0 0 1 o 0 0 0 0 00

000 o 0 ,:(:3) ollo ,:I(:;) 6 0 0 0 00

000 0 0 0 o 1({® o0 0 0 0 0

000 O 0 0 282 0o(|Q ZEZZZ 0 0

000 0 0 0 o of|0 O ﬁ) m 0

(000 0 0 o0 o ojlo o o0 0o 1 0 00

3 - Representagao: (3,0)

Pesos: [ (3,0)’ (1’1)7 ('1’2)a (27'1)a ('373)a (0’0)’ ('2>1)) (1,'2)a ('1v'1)a (0"3)]

Base:

Matrizes:

30
3

20
1

)
)

30
1

10
1

)
)

0

0

30>
10>
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o © O O O o o o o w

o O O O O O O o ~= o

o O

I
—

TO O O O o o o
o

o O o O

|
W © o o

o O O O o o

o O o ©

O O O NN O O o o
o O O O O o O o o o

sin(3 9)
sin(6)

o O

o

o O o O

o O O o o o

[
© o o

o O H O O O O o o o

sin!20!

sin(8)

o O o O

o O O o O o o o©

I
—
o o =) o o (e o o o (]

[en}

8in(3 0)
sin(6)

[en}

o O O O o o o o©

J

O O O O o o o o o o©o

o

o O O o o o o o©o

sin(26)
sin(9)

o O O O o o o o -~ o

o

oS O O O O O O N o O
o O O O O O w o o o

sin(26)
sin(6)

o

o O o ©

o O o o©o

sin(26)
sin(6)

o o O

o O O ©

[
o © © o o o [

o

o O O O O o o o o o

sin(26)
sin(@)

o O O O o o o o

o O o ©

© o o ©o r O © ©o o o o

o

o

o

O O O O o o o ©

o O O O o o - o ©

o

o O O O

|
—t

o O O O O o o o

o

o O O O o o o o o

I
w
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00000 O 0 0 0 0
00001 0 0 0 0 0
sin(26)
0 0 0 0
00000 Y2x
sin(36)
0 0 0
00000 O —
00000 O 0 0 0 0
sin(2 6)
0
00000 O —
00000 0 0 0o =2 0
00000 0 0 0 0 0
sin(38)
0000 O 0 0 0 —
00000 O 0 0 0 0
00 0 0O 0 0 0O 0 0 0
00 0 0 0 0 0O 0 0 0
00 0 0 0 0 0O 0 0 0
00 0 0 0 0 0O 0 0 0
01 0 O 0 0 0O 0 0 0
0 0 X9 45 5 0 0 0 0
sin(8)
00 0 =in39) 0 0 0 0 0
sin(0)
00 0 0 0 “‘"f‘fg")) 0 0 0 0
00 0 o 0o o ZED o o o
00 0 O 0 0 0 0 XR8H
L sin(6) ]

6.4 Redugoes Dimensionais das Representacoes de

U, (sl(3))

No capitulo anterior vimos que os operadores A;; conectavam todos os vetores de base de uma
representacéo. Contudo, isto deixa de ser verdade no caso das Algebras Quénticas, conforme o
estudo realizado para a dlgebra U,(su(2)), onde foi observado a quebra das representacoes. Para
encontrarmos as novas representagoes irredutiveis, dado que conhecemos a acao de cada gerador
na base de Gel’fand-Zetlin, construimos diagramas de pesos para cada angulo 6 nos casos em

que pelo menos um elemento das matriz acima se anule. Para alguns angulos observamos
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a ocorréncia de subespagos invariantes, ou seja, que nao sao conectados mediante a acao de
qualquer gerador da &lgebra. Estes subespacos invariantes expandem as novas representagoes
irredutiveis. Investigando védrias representagoes, verificamos que somente quando o parametro
q € uma raiz da unidade surgem novidades.

Uma analise preliminar mostra-nos a ocorréncia de trés eventos distintos. O primeiro é
que ndo ocorre uma reducao dimensional em qualquer Angulo para uma dada representacao.
O segundo é que h& representacoes que nao estdo definidas para algumas raizes da unidade,
pois, parte desses elementos de matriz sao fungoes racionais e portanto podem aparecer zeros
no denominador(pélos) para determinados dngulos. Uma maneira de resolver este problema
seria redefinir adequadamente a ac¢ao dos geradores na base de Gel’fand-Zetlin de modo que no
limite essa singularidade fosse removida. Por fim, h4 representacoes que quebram em outras
menores, devido ao fato de existir elementos que se anulam no limite em que o pardmetro tende
para uma certa raiz da unidade. Por exemplo, a representagdo (1,1) ndo estd definida para
§ = % , devido a ocorréncia de pélos na matriz do gerador As; e A3y, por outro lado, quando
o angulo é § = 7, surge um representacdo irredutivel de dimensao 7 que satisfaz as regras de
comutagao da dlgebra. Em seguida, a representagdo (2,0) quebra para o dngulo § = 7 , em uma
representacdo tridimensional e trés unidimensionais. E finalmente a representagéo (3,0) quebra
para § = 7 , em trés representagdes tridimensionais e uma unidimensional, e para o angulo
0 = 3 , quebra em trés unidimensionais e uma de dimensao 7. Veja abaixo alguns diagrama de

peso que ilustram essa discussao:

Diagramas de Pesos

Figura™6.1: Representagdo (2,0) em 6 = 3
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Figura~6.2: Representagdo (1,1) em 0 = %

3

Figura™6.3: Representacao (3,0) em 6 = 5

Figura™6.4: Representacdo (3,0) em 6 = 3
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Voltemos nossa atencdo para a representagao (1,1). Conforme o diagrama de peso, existe

em 6 = % uma representagao de dimensao 7 e uma outra unidimensional. k fécil verificar que
210

ovetor | 11 > expande a representagao de dimensdo 1, pois ele é invariante mediante a

1
acéo dos geradores da dlgebra. Por outro lado, podemos averiguar se o espaco complementar

é fechado, ou seja, se a agao dos geradores da dlgebra nos demais vetores da base nunca leva
ao vetor invariante. Com base nas equagoes 6.45 a 6.50 as dnicas maneiras de nao ocorrer o

fechamento do espaco complementar sao dados por:

210
Aiz| 10

Ass| 10 > - :zgg; 11 >+ 20>

in (36) sin (
A _ sin (
32| 21 > sin (20) 11 + sin | 20 )

sin(30) . P :
mas como em § = %0 coeficiente ;5%6-% é nulo, portanto esse espago é fechado. Extraindo o

vetor invariante, calculamos novamente as matrizes dessa representacao e encontramos:

|

0
-1

as

i

I
o o o o o o
o o o o
o o o o ©
©o ©o o o o
©o o o o o o

o o o o v o ©
—_ o o o o o ©
&

I
o o o o o o »

o O o © o
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(010000 0] (0000000
0000000 1000000
0001000 000000O00O
A=10000100([A1={0010000
000000O0O 0001000
00000O0O 00000GO01
(00000 10| 000000 0|
(0010000] (000000 0]
0001000 00000GO0O
000000O 1000000
Ayz=|0000001|A4A2=|0100000
0000010 000000O00O
000000O0O 0000100
000000 0| (000100 0|
(000 1-88 0 0] [ o 0 0 0 o0
000 o0 -8 o g 0 0 0 0 0
000 0 0 0 1 0 0 0 0 o
Az=1000 0 0 1-82 0|An=|14+88 o o o o
000 0 0 0 0 0 F+220 0 o0
000 O 0 0 0 0 0 0 3+ 0
000 0 0 0 0| 0 0 1 0 0
Verificamos também que estas matrizes satisfazem as relagoes

da tabela 6.13. Elas foram calculadas com os vetores da base ordenados da seguinte forma
21 21 20 20 20 10 10
o /v /e Sy e /e ) )

6.4.1 Resultados Finais

As considerages feitas no inicio da secio visam esclarecer a técnica que usamos para
obter as representacdes apés a quebra listadas nas tabelas 6.14 a 6.20. A coluna irrep

indica o rétulo das representacdes irredutiveis cldssicas, cujas dimensdes é fornecida pela

o O O O o o o©o

o O O O o o o
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coluna dim. Apresentamos uma tabela para cada &ngulo considerado relevante, os demais
contém informacoes repetidas, pois estas representagoes sao periédicas em . Para esclarecer a
nomenclatura utilizada na apresentacao dos resultado, tomamos como exemplo a segunda linha
da tabela 6.14, onde dizemos que a representacao (2,0) de dimenséao 6 quebrou no 4ngulo 6 = %
em trés representacoes unidimensionais mais uma tridimensional.

irrep | dim | quebra =73

(1,0) } 3 3 xdim=1

(2,0) |6 3xdim=16®1x dim=3

(3,00]10 [1xdim=1603x dim=3

(2,1) |15 [3xdm=1802xdim=3&1 X dim=26
(4,015 |6 xdim=16@3 x dim =3

(5,0) 121 [3xdim=16@6xdim=3

(2,2) 127 |9xdim=1@2xdm=3®2 x dim=26
(6,0) 28 |10 x dim=166 X dim =3

(4,1)135 [8xdim=1®3xdim=3&3 x dim=26
(7,0)136 |6 xdim=1&® 10 x dim =3

(3,2) 142 |[9IXxdim=1@®5xdm=3&3 x dim=26
(8,0)]45 |15 xdim=16 10 x dim =3

(9,0) | 55 [ 10 x dim =1® 15 & dim=3

(4,2) 160 [18xdim=104xdim=3®5 x dim=6
(6,1) |63 |15xdim=1®4xdim=3® 6 x dim =6

Tabela 6.14: Dimensao das Representacoes de Uy(sl(3)) para 6 = 7/2
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irrep | dim | quebra 6=3%

(1,1) | 8 IXdm=1®1xdm=7

(3,00 |10 [3xdim=1601xdim="7

(4,0) |15 |3 xdim=3® 1 x dim = 6

(5,00]121 [1xdim=3®3Xdim=6

(6,00 128 [7Xdm=103xdim=7

4,1)35 |7Txdim=16®2xdim=7®1 x dim = 14
(7,00 136 |6xdim=3®3 x dim =6

(8,0)145 |3 xdim=3®6 x dim =6

(9,0) |55 |13 xdim=1®6xdim=7

(3,3)]164 |15 xdim=16®2xdm=14@1 x dim =21

Tabela 6.15: Dimensao das RepresentagGes de U,(sl(3)) para § = /3

irrep | dim | quebra 0=1%

(4,00115 |3xdim=1®1 x dim =12

(2,1) |15 |1xdim=3& 1 x dim = 12

(5,0) |21 |3xdim=36®1 x dim =12

(6,0) | 28 |3 x dim=6® 1 x dim = 10

(7,00 136 |1xdim=6&3 x dim =10

(8,1)[45 |6xdim=161xdim=3¢3 x dim = 12

(9,0) |55 [1xdim=16®6xdim=3& 3 x dim =12

(6,1)[63 [3xdim=194xdm=3®2xdim=12@ 1 x dim = 24

Tabela 6.16: Dimensao das Representagoes de U,(sl(3)) para = 7 /4
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irrep | dim | quebra =%
(5,0){21 |3 xdim=161x dim =18
3,1) |24 |1x dim=6@® 1 x dim =18

(2,2) [ 27 |1 xdim=8@®1x dim=19
(6,00 28 |3 x dim=3® 1 x dim =19
(7,0) | 36 |3 x dim =6 & 1 x dim = 18

(8,0

)
)45 |3xdim=1001 x dim =15
9,0) | 55 |1 x dim =10 @ 3 x dim = 15

Tabela 6.17: Dimensdo das Representagdes de U,(sl(3)) para 6 = 7/5

irrep | dim | quebra 0=2%

28 |3 xdim=16@ 1x dim =25

)
(4,1) {35 |1 x dim =10 1x dim =15

36 | 3x dim =3 @ 1x dim = 27

(7,0)

(3,2) |42 |1 xdim=14@ 1 x dim = 28
(8,0) | 45 | 3x dim =6 @ 1 x dim = 27
(9,0)

55 |3 x dim =10¢ 1 @ dim=25

Tabela 6.18: Dimensao das Representagoesl de U,(sl(3)) para 6 = 7/6
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irrep | dim | quebra =7%

(7,0)| 36 |3xdim=1&1 x dim = 33

(5,1) [48 |[1xdim=15® 1 x dim = 33
(8,0) [45 |3x dim =3 @® 1 x dim = 36
(9,0) 155 |3 x dim =6&® 1 & dim=37
(4,2) |60 |1x dim=24@ 1 x dim = 36
(3,3) 164 [1xdim=37®1 x dim = 27

Tabela 6.19: Dimensaol das Representacdes de U, (sl(3)) para § = /7

irrep | dim | quebra 0=%
(8,0) |45 |3 x dim=16&1x dim = 42
(9,0) [ 55 | 3 x dim =3® 1 @ dim=46

(6,1) |63 |1x dim=21®1 x dim = 42

irrep | dim | quebra 6==%

(9,0) [ 55 | 3xdim=161xdim=52

Tabela 6.20: Dimensao das Representacdes de Uy(sl(3)) para 6 = 7/8 e 7/9

Procuramos uma regra que descrevesse as quebras das representages acima, mas
infelizmente, devido ao padrao altamente irregular das mesmas, esse objetivo nao foi alcancado.
Seria interessante se removessemos a singularidade que compromete algumas representagdes,
conforme j4 mencionamos, pois introduziria mais informacdes que poderiam resolver o problema
da busca de uma regra geral. Devemos notar também que muitas dessas representacoes que
surgem no processo de redugao tem equivalente classico. Nio obstante, foi possivel observar que
de fato essas dlgebras deformadas ampliam o conceito de simetria, agora existem representacoes
novas, veja por exemplo a representagao (2,1) no angulo Z uma representacao de dimensio 12,
a representacao (3,3) no angulo 3 tem uma de dimensio 14 ¢ a representacao (6,0) tem uma de
dimensdo 25 no 4ngulo §- Atualmente, encontram-se na literatura trabalhos que se dedicam ao
estudo das dlgebras mais simples como as estudadas aqui. Dentre eles destacamos a investigacao

feita por Dobrev [27], onde ele fornece férmulas que prevém a dimensio e o angulo das novas
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representagoes. Seus resultados estdo sintetizados na tabela 6.21, onde expomos os angulos

em termos de um indexador N (leia-se § = &) e a dimenséo dim L, do espago portador da

representacio apés a quebra, para as algumas representagoes da algebra U,(sl(3)).

(Li,l2) | d(lyle) | N | dim L,
(Ly| 8 3| =
(2,10 | 15 |4 12
(2,2 | 27 |4| o6
(2,2 | 27 |5] 1o
(3,1) | 24 |5]| 18°
(3,2 | 42 |[5| 30
(3,2 | 42 |6 2r
(3,3) | 64 |5]| 63
(3,3) | 64 |6]| 56
(3,3 | 64 |7]| 37

Tabela 6.21: Representacoes de U,(sl(3))

As representacoes assinaladas por (*) s@io aquelas que apresentaram resultados que
coincidem com os nossos. Nao fol possivel analisar as demais representagoes, pois elas nao
estao definidas para os respectivos 4ngulos (listados na tabela acima). Por fim note que nao
aparecem nenhuma representacgao simétrica na tabela 6.21, porque segundo as férmulas obtidas
pelo autor mencionado, essas representagoes nunca apresentam novidades. Isto contradiz com
aqueles listados nas tabelas 6.14 a 6.20, veja que a representagao (9,0) no angulo % quebra em
uma de dimens8o 7 enquanto a representacao (7,0) no angulo Z quebra em uma de dimenséo

33 e ambas nao tem uma equivalente cldssica, portanto sao novas.

6.5 O operador de Casimir

O operador de Casimir quadratico das élgebras de Lie sl(2) e sl(3), compativeis com as

relagoes de comutacao 6.13 quando q € igual a 1, sdo bem conhecidos e dado respectivamente

por:
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~ 1

C, = Z(H + 1)+ Ag Ara. (6.60)
2

C, = §(H§+H3+H1H2) + A An+Agn Arg+ Az Asp+ Asg Ags + A3 Asy +
+ Az 4. (6.61)

Se deformarmos as relagdes de comutacio de uma 4lgebra de Lie, de modo arbitrério, &
possivel que o centro da dlgebra ndo mais exista. Contudo, quando deformamos a dlgebra
universal envolvente de acordo com a prescrigio 6.3, o centro sobrevive ao processo de
deformagao. Particularmente, a versio deformada do operador de Casimir quadritico para

as dlgebras Uy(sl(2)) e Uy(sl(3)) é dado pelas seguintes equagdes [28]:

~ H+1,
Cog = | ;’ Zrpia A, (6.62)
1

Cr = 3(+17Y ([2 L g ) i - By
%(Kqu‘1+K"le‘lq)A12A21+-(KK ¢+ KKy g Ay At
SUKKT'+ K Kyg™) Ay Ay (KK 7 4K Kig) Agy Ay

%K {(Q%AmAzs - qTA23A12)(—qTA21A32 + q%Aészzl) +

(_q_TlAzlAsz + Q%AazAzl)(q%AuA% - q;zl-A%Al?)} +

%K“l {(—q_TlA12A23 + q%A23A12)(q%A21A32 — q_TlA32A21)

(Q%A21A32 - q—TlA32A21)(—q_TlA12A23 + q%A23A12)} (6.63)

onde :

=1
3

1
Ki=¢"™ e K=K3K}. (6.64)

O operador de Casimir dado por 6.63 é de fato multiplo da identidade na base de Gel’fand-
Zetlin. Agindo em um vetor de peso méximo | Vi j,) de uma representacao irredutivel de

Ugsl(3) encontra-se o autovalor do operador de Casimir dado por" 6.63:

o = | B _ T2 221 da ) T3 24 2 ,
2q = 3_3 + ?+3+ + i =+—==+4+1] -2 (660)
q q
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Tomando q=1 reproduz-se o resultado cléssico:

T SRR
¢ = 2(j+52) +3 (71 +55+1d2): (6.66)

O programa que implementamos para calcular o operador de Casimir, para as representagoes
estudas, mostrou que ele é multiplo da identidade como esperdvamos, visto que ele é um
operador invariante. Alguns de seus autovalores, quando q = €%, apés simplificages sao:

1- Representacao fundamental (1,0):

8 cos?(£)[32 cosB (§)~72 cos® (§)+50 cos (§) -9 cos?(£)-1]
C2q = oo2(6)—T )

2- Representacao simétrica (2,0):

sin? (%0)+2cos(20) sin? (%0)

Caq = 4cos(20)cos(6)+ ) :

3- Representagéo adjunta (1,1):
Coq =8cos?(8) -2.
4- Representagao simétrica (3,0):

Caq =16c0s?(0) -4cos®(0).

5- Representagéo simétrica (4,0):

o= 2c0s(226)+4 cos(220)+6 cos(126)+8 cos(3£6)+ 12 cos(48)+16 cos( 426) +20 cos(£6) +26 cos(26)+28 cos(£6)+30 cos(£6)+16
2= (2 cos(£6)+1)2

6- Representagio mista (2,1):

18[cos(%0)+cos(26)+cos(%6)}+ 10cos(1§QG)+14cos(%0)+6cos(-§0)++2 oos(-1330)+ 10
(2 cos(£6)+1)2 )

C2q =

6.5.1 O operador de Casimir da subalgebra U,(sl(2))

Exibimos nesta se¢ao o operador de Casimir da dlgebra U,(sl(2)) contida canonicamente
na dlgebra (Ugsl(3)), que é gerado por {Hy, Ajs, Ay}, somente para algumas representacoes.
Novamente denotamos por é’gq( J1,J2,0) a matriz do operador de Casimir da representagéo
(31, J2) na notagdo de Dynkin e 6 o angulo em questdo. No caso cldssico & conhecido a regra
de ramificacao da cadeia Ay D A; e de acordo com Mackey e Patera [21] para as primeiras

representagoes sao as seguintes:
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Aj :dimensao | A, :irrep | A; : irrep A; : dimensao
3 (1,0) (3) + (0) 201
6 (2,0) 1)+ (3) +(0) 3o201
8 (1,1) W+G+3)+(0) 3020201
10 (3,0) &)+ 1) +@G)+0) 430201
15 (4,0) @+ +0)+@)+ 504030201
15 (2,1) G+O+M+R+E)+0) 40303020201

Tabela 6.22: Regras de Ramificacao

Vejamos agora. o operador de Casimir para algumas representagoes q-deformadas.

Para determinarmos as regras de ramificacao, devemos calcular explicitamente o operador

de Casimir da 4lgebra U,(sl(2)) utilizando as matrizes de U,(sl(3)). Quando restringimos a

dlgebra & sua subdlgebra, ela deixa de ser irredutivel e as matrizes da representagao aparecem

bloco diagonalizadas. Agora, cada bloco pertence a uma representagao, que por sua vez possui

um autovalor do operador de Casimir bem definido. Nada impede que uma representacao

aparece mais de uma vez. Ao calcularmos o operador de Casimir esperamos encontrar uma

matriz diagonal que exiba a dimensao da representacéo e sua multiplicidade.

Ve-se claramente que o Casimir abaixo corresponde a uma, representacao bidimensional com

autovalor 1 e outra unidimensional com autovalor

C2q(1,0, 6):

1
2 cos(6) 42
1 0 0
[¢] 1 ]
0 0 =y

Jé o préximo Casimir prevé que a representacao de dimenséo 6 quebre em uma tridimensional

com autovalor

4 (cos(6))?+4 cos(8)+1

unidimensional com autovalor

C2q(2,0, 6):

2 cos(0)+2

4 (cos(6))244 cos(6)+1
cos -+

o O O o o

2 co

, em outra bidimensional com autovalor 1 e por fim uma

S S
s(0)+2"

G 0

4(cos(8))2+4 cos(8)+1
2 cos(6)+2

QO O o o

Q O == O 0 O

Qo = O O o o
0 O O o ©

2 cos}&;—2
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9/4

1/4

9/4

1/2

1/2

1/2

C21q(2,0,0):

C2q(2,0, 7/2):

C2q(1,1, 6):

1

+

4 (cos(6))2+4 coe(6
cos
o}
0
0

1

214 cos(8
cos +

4 (cos(8

1

o O O O o

4 (cos(6))%+4 cos(6)
2 cos(8)+2

o~ O O O 0O O O

-~ 0O O O 0O 0 O o
L —

C21q(1,1,0):

-

0

1/4

&2q(1,1, 7/3):
$2q(3,0,0):

SRR

e o o e A Al L

-

SESWICL |

AT

\

N
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6.5.1 O operador de Casimir da subalgebra U,(s1(2))

C2q(3,0, 7/2)

—

1/3

0

0

C21q(3,0, 7/3)

C2q(4,0,0)

1/4

C2q(4,0, 7/2)

1/2

1/2

1/2

1/2

1/2
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6.5.1 O operador de Casimir da subalgebra U,(sl(2))

C2q(4,0, 7/3)

1/3

1/3

1/3

$2q(4,0, /4):

o o o
o o ©
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o © o
o o o
o o o
o8
o o &
o
o o
o
dio o

o O ©
o o o
o o o
o o ©
o ©o o
o ©o ©o
o © ©O
o © o
o O ©
o O o
[

o +0
[

b o o
Ll

o o ©O
o O ©O
© o o

o © o
o o o
©c O O
o © o
o © ©

C2q(2,1,0):

9/4

9/4

9/4
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.
.

C2q(2,1, 7/2)

1/2

1/2

C2q(2,1, 7/4):

0
o

%000000
0

t

O operador de Casimir da élgebra U,(sl(2)) mostra-nos que as regras de ramificacal para

las coincidem com aquelas listadas

z

ssico pois e

diferirem do caso cl

oes acima nao

na tabela 6.22.

as representac



Capitulo 7

Conclusoes

Demos um primeiro passo rumo ao entendimento das Algebras Quéanticas ao construirmos
explicitamente as matrizes de suas representacoes, implementando as técnicas tradicionais
adaptadas as deformacoes. Antes porém foi necessdrio estudarmos as édlgebras de Lie no que
concerne aos conceitos bésicos, sua estrutura e dois métodos para a constru¢ao de representacoes
irredut{veis, o de Gel 'fand-Zetlin e o de operadores de bésons, para podermos acompanhar a
discussoes e extrair as informagoes relevante, dentro de nossa linha de pesquisa, de questdes que
vem sendo levantadas e difundidas pela literatura internacional. Ao realizarmos uma revisao
bibliogréfica, nos deparamos com centenas de artigos sobre Algebras Quénticas, apesar de terem
surgidos na década passada. O maior desafio de um iniciante, do ponto de vista cognitivo, é
ganhar intuigao, principalmente em disciplinas altamente abstratas como dlgebras. Reside af o
meérito deste trabalho, pois nossa abordagem consistiu basicamente em investigar as propriedade
dessas estruturas a partir de representacoes explicitas, permitindo-nos checar os mais variados
resultados abstratamente concebidos.

Verificamos que uma representagao de peso maximo da 4lgebra U,(su(2)) sofre perda de
irredutibilidade somente quando q é uma raiz da unidade, e mais, determinamos facilmente
os estados invariantes que expandem as representacdes apés a quebra e, por fim, fornecemos
uma lei geral que descreve a dimensdo e a multiplicidade dessa novas representacoes. Em
seguida elegemos a dlgebra U,(sl(3)) como o protétipo de nossas investigagdes, construimos as
suas representagoes quando o parAmetro de deformacao é simplesmente um nimero complexo
(fase), e variamos q no circulo unitério no diagrama de Argand, fomos vendo como essas

representacoes se quebravam, determinando assim aquelas que nao tem uma equivalente
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cléssica. E de fato encontramos muitas representacoes novas, que foram oportunamente
discutidas, confirmando o sucesso da prescrigao que deforma as slgebras de Lie, generalizando-as
em funcao de um parémetro q. Finalmente, calculamos o operador de Casimir quadratico para
as dlgebras Uy(sl(3)) e Uy(sl(2)) e concluimos que as regras de decomposicio das mencionadas
representacoes na cadeia Ug(sl(3)) D Uy(sl(2)) nao apresentam novidades, pois sio identicas

as conhecidas para o caso cléssico.

7.1 Perspectivas

O préximo passo é regularizar as representacdes, ou seja, remover as singularidades que
deixaram indefinidas dlgumas representagoes, conforme tivemos a oportunidade de ver no
capitulo anterior. E depois estender este estudo para outras 4lgebras, em especial, deformar e
repetir a investigagao descrita no presente trabalho, para a 4lgebra de Lie sp(4), cuja realizacao
fora recentemente obtida por Bernardes [29]. Na verdade estamos interessados, como dissemos
na introducao, em encontrar uma simetria que descreva exatamente o cédigo genético. Este é
eminentemete o fulcro do nosso trabalho e acredito termos avancado efetivamente na diregao
de atingir os objetivos a que aspiramos.
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