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Mahabharata, o épico sanscrito que narra a histéria do mundo antigo.

O Bhagavad-gita inicia-se descrevendo uma batalha acontecida
aproximadamente ha 5.000 anos, em um campo de peregrinagao denominado
Kuruksetra, localizado atualmente na India. Esta batalha enfoca dois
interlocutores, Krishna e seu discipulo Arjuna. A seguir, transcrevo algumas
das narrativas que me encorajaram:

“Postados entre os dois exércitos, neste instante A'/juna viu seus pais, seus
avds, seus mestres, seus tios, seus irmaos, seus filhos, os seus netos e o seu
sogro, seus entes queridos todos bem na frente do seus olhos;

-Vendo parentes e amigos, presentes diante de mim;
Por tal dnimo de luta, sinto meu corpo tremer e minha boca secar;
O meu corpo estd tremendo e meu cabelo arrepiado;

Minha pele estd ardendo, e até o meu arco Gandiva escorrega de minhas
ma&os.

-N&o, ndo posso permanecer neste campo de batalha;
Minha mente estd girando, ja nem me lembro de mim;
F s6 prevejo infortinios, 6 matador de demdnios;

-N5o consigo ver o bem que decorreria da morte de meus parentes na luta, e
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O Lamento de Arjuna
Cap. 1, Estrofes 28 a 31.
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A Eternidade da Alma
Cap. 2, Estrofes 1 a 3.



Resumo

Este trabalho visa o estudo de colisdes atémicas mediadas por fétons. Devido
a presenca da luz ressonante consideramos em nosso sistema os processos de
excitacdo e decaimento atdmicos. Em particular, o decaimento atdmico tem sua
importéancia no estudo das armadilhas magneto-Spticas, pois este decaimento
poder ser um dos fatores que limita a permanéncia dos dtomos confinados neste
tipo de armadilha. Apresentaremos uma formulagdo inédita para a resolugao
numérica das equacdes de populagbes e coeréncias que descrevem o processo co-
lisional para um par atémico de dtomos de dois niveis. Nesta formulagao, néo
utilizamos aproximagso, com isso foi possfvel também, neste trabalho, checarmos
a validade da teoria semi-classica, uma vez que esta é elaborada por um método
aproximativo. Comparando nossa formulagio, ao qual batizamos de formalismo
quéntico, com o formalismo semi-cléssico, verificamos que a validade deste dltimo
restringe-se quando atribufmos determinados valores para o momentum e largura
do pacote de ondas, associado & particula reduzida. Baseado nas redes-6pticas,
apresentaremos também um modelo de experimento que possibilite a preparacao
de um estado inicial para dois 4tomos colidentes na presenga de um feixe laser
de prova. Um outro estudo consiste em verificarmos a existéncia de um potencial
efetivo que possibilite descrever o mesmo resultado, assintoticamente, utilizando
os formalismos quéntico e o Liouvilliano cléssico.
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Abstract

We study atomic collisions mediated by photons. Due to the presence of reso-
nant light, we consider atomic decay and excitation processes. In particular, the
atomic decay is important to the study of magneto-optical traps, because this pro-
cess is one of the factors limiting the time of atomic confinement in these devices.
We present a new formulation to solve numerically the equations describing the
populations and coherences involved in the collision process of a pair of two-level
atoms. This is a numerically exact approach; hence we have been able to check
the semi-classical results. We verify that the validity of this approximation is re-
stricted to certain ranges of momentum and wave-packet width, both associated
with the reduced particle. Based on current optical-lattice technology, we also
present a thought experiment in which it is possible to prepare an initial state
of the two colliding atoms in the presence of a probe laser beam. Another study
concerns the verification of the existence of an effective potential which gives the
correct asymptotic quantum collision output in a classical Liouvillian framework.
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Capitulo 1

Introducgao

Este trabalho tem por objetivo o estudo de colisdes atomicas mediadas por
fétons. Formulamos e resolvemos numericamente um conjunto de equagoes dife-
renciais acopladas que descrevem esta colisao. Aplicando o formalismo de Weyl-
Wigner [1, 2], foi possivel mapear a distribuigao de quase-probabilidade do estado
atomico no espaco de fase da posicdo e momentum para distintos tempos da
colisio atomica. Utilizamos a expressdo “quase-probabilidade” no formalismo de

Wigner, uma vez que a distribuigao pode apresentar valores negativos, sendo este
um carater quéntico.

A base deste trabalho consiste em uma formulagao inédita das equagdes que
descrevem o processo colisional para dois 4tomos de dois nfveis, na presenca de
um feixe laser de prova. Nesta formulagdo ndo utilizamos aproximagao alguma,
formulamos o caso exato para a colisdo. Para tal feito, utilizamos o formalismo
Weyl-Wigner, como dito anteriormente, € a equagao de Schrodinger.

Oriundos de uma linha de pesquisa em colisdes atdmicas, orientada pelo Prof.
Reginaldo de Jesus Napolitando, foram feitos dois trabalhos nesta drea, [3, 4],
tendo por base a resolugdo numérica de um conjunto de equagdes semi-cldssicas
para descrever este processo colisional. Com esta abordagem semi-cléssica foi
possivel separar os graus de liberdade externos (movimento translacional atémico,
descrita pela equago de Liouville [5]) dos graus de liberdade internos (excitagao
e decaimento atoémicos). O movimento translacional do par atdmico, descrito
por uma trajetéria cléssica, é a técnica mais popular de descrever a dinmica
colisional molecular [6].

Como sers visto no seguimento deste trabalho, a abordagem semi-cléssica é
proveniente de uma aproximagéo, e consiste em expandirmos o integrando de
uma. expressao das equagdes diferenciais em série de poténcias de i (constante
de Planck) e truncé-la na ordem zero desta constante [7]. Em contra partida, ao
utilizarmos nossa abordagem, imersa em um contexto quéntico, e ndo possuindo
aproximagao, foi possfvel checarmos a validade da teoria semi-cldssica para a
descrigio do processo colisional. Como veremos mais adiante, observaremos que
a validade da teoria semi-cléssica estd vinculada ao potencial, ao momentum e &

1



1. Introdugao 2

largura da distribuigdo do pacote de ondas.

Antes de detalharmos mais sobre este trabalho, no que se refere a disposicao
e constituigdo de cada capftulo, faremos um adendo sobre a armadilha magneto-
6ptica, pois inicialmente esta foi a principal motivagao de nossa pesquisa, uma vez
que as colisides que acontecem no interior desta armadilhas podem restringir o
tempo de confinamento dos dtomos. Conseqiientemente, a dindmica colisional de
dtomos frios se tornou um importante objeto de estudos experimentais e tedricos

8].

O TInstiuto de Fisica de Sdo Carlos tem tradigdo na drea de resfriamento e
aprisionamento de &tomos neutros pela utilizagao de laser. Em particular, o
Instituto tem feito experiéncias com nuvens de dtomos alcalinos neutros confi-
nados por um dispositivo chamado armadilha magneto-6ptica (MOT - magneto-
optical trap). Estas armadilhas vém contribuindo para o conhecimento dos 4to-
mos, fornecendo-nos valiosas informagdes sobre sua natureza atomica e molecular,

como por exemplo, a espectroscopia fotoassociativa [9], capaz de nos revelar os
estados ligados de uma molécula.

A histéria das MOTs inicia-se em 1975 com a técnica da reducdo da velocidade
at6émica via laser por Theodor Hénsh e Arthur Schawlow [10] para 4tomos neutros,
e por David Wineland e Hans Dehmelt [11] para fons aprisionados; em 1986 D.
Pritchard et al. [12] apresentaram as primeiras idéias sobre as armadilhas; em
1987 E.L. Raab et al. [13] demonstraram a primeira armadilha, ultilizando um
feixe de dtomos desacelerados de sédio através da pressao de radiagao, onde eram
capturados na armadilha magneto-6ptica no final do processo.

Para descrevermos uma armadilha magneto-6ptica, consideremos uma regiao
em torno da origem de um sistema de coordenadas em que trés pares ortogonais
de feixes laser contrapropagantes se cruzam. Consideremos também duas espiras
circulares idénticas, posicionadas de forma a ter seus eixos de simetria coincidentes
com o eixo z, simetricamente afastadas do plano zy e carregando correntes em
sentidos opostos (configuragdo anti-Helmholtz) (ver Fig. 1.1). E possfvel, com
este arranjo e escolhendo adequadamente os pardmetros envolvidos (polarizagao
e freqiiéncia dos feixes laser, intesidade da corrente, pressao de gas de fundo no
recipiente, etc.), confinar uma nuvem de dtomos alcalinos neutros em torno da
origem. A nuvem gasosa pode atingir temperaturas de apenas algumas centenas
de microkelvins e densidades da ordem de 10'° stomos por centfmetro ctibico
(cerca de um milhdo de 4tomos em uma regiao cujo didmetro ndo excede um
milfmetro). A pesquisa em resfriamento e aprisionamento de 4tomos neutros, via
laser, renderam a Claude N. Cohen-Tannoudji [14], Steven Chu [15] e William D.
Phillips [16] o prémio Nobel em Fisica no ano de 1997.

H4 basicamente dois processos de perdas que ocorrem em uma MOT; s&o eles
a mudanga de estrututa fina e o escape radiativo [17], os quais s&o ilustrados pela
Fig. (1.2). O mecanismo de perda por mudanca de estrutura fina consiste em
considerarmos trés canais de colisdo, ao qual chamaremos de fundamental, inter-
medidrio e excitado. Neste mecanismo, um par atdmico, no estado fundamental
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Figura 1.1: Tlustracdo de uma armadilha magneto-6ptica: (1) representa as bobi-
nas em configuracio anti-Helmholtz; (2) representa os pares ortogonais de feixes
laser contrapropagantes e (3) a nuvem de stomos aprisionados.

(a), que estd em processo de colisio, é excitado em um ponto denominado ponto
de Condon (Rc). Devido a aproximagao do par colidente, pode acontecer que
o spin de um atomo interfira no spin do outro dtomo mudando sua orientagao,
acarretando assim, em uma mudanga de estrutura fina. Deste modo, os atomos,
a0 se afastarem, podem estar sob a agdo de um outro potencial (b) (denominado,
na ilustragao, de intemedigrio). Mas agora, a0 s afastarem, estdo com um ganho
de energia cinética (AE), devido & conservacao de energia, podendo escapar da
armadilha.

O mecanismo de escape radiativo consiste no fato de que o par atoémico (a),
quando excitado em Re, pode decair, via emissio expontanea (b). Se estes dto-
mos, quando no estado excitado, forem acelerados, ao decairem, retornam ao

estado fundamental (¢) com um acréscimo de energia cinética (AE), suficiente
para escaparem da armadilha.

Para o formalismo que apresentaremos neste trabalho, consideramos a pre-
senca de decaimento atodmico; processo este similar ao que acontece em uma
armadilha quando ha o escape radiativo. Consideramos também as colisOes como
sendo bindrias e um modelo de duas curvas de potencial. A justificativa para
considerarmos as colisdes como sendo bindrias, reside no fato de que em uma
armadilha pode-se obter facilmente uma densidade tipica de 10 &tomos por
centimetro cubico da amostra confinada. Assim, estimamos uma distancia in-
teratomica média de 5 X 10%A. O comprimento de onda térmico é definido por
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Mudancga de Estrutura Fina
Excitado
Intermediério
(@
Fundamental
Rec =
Escape Radiativo
_________________________ Excitado
,,,,,,,, | aE
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Fundamental
R

Figura 1.2: Mecanismos bésicos de perdas em armadilhas magnéto-6pticas. As
figuras mostram potenciais arbitrarios, para os estados funtamental e excitado,
do par atomico em fungao da distancia internuclear.

18] "

p = e
T f2rmkgT’

o qual m é a massa de cada dtomo, h = 2wh e T & a temperatura da amostra.
Este comprimento ¢ da ordem do comprimento de onda térmico de de Brouglie
para uma particula de massa m e energia cinética kpT. Para o caso do rubidio
confinado em uma armadilha magneto-6ptica tipica, tomando T =~ 90uK [19],
encontramos Ay & 197A. Assim, em média o gis & cléssico e obedece a estatistica
de Maxwell-Boltzmann, pois os dtomos estao longe do regime de degenerescéncia
quéantica em uma armadilha magneto-6ptica tipica. Desta forma a grande maioria
das colisoes sao bindrias.

Dando inicio a este trabalho enfatizamos, no Capitulo 2, a descrigao do hamil-
toniano para dois dtomos € um feixe laser. Este feixe laser pode ser introduzido
em nosso formalismo, uma vez que hé o caso de um experimento real, realizado em
uma MOT, em que os feixes aprisionantes sao desligados e introduz-se um feixe
laser de prova, pois o objetivo deste trabalho é estudarmos uma colisio atomica
mediadas por fétons. Com as devidas aproximagdes que realizamos no hamiltoni-
ano em questao, descrevemos também neste capitulo, com o auxilio do operador
de Wigner e da equagdo de Heisenberg, um conjunto de equacoes diferenciais
acopladas, para as populagoes e coeréncias do sistema, embasadas no formalismo
semi-cldssico.
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Motivados em comparar as abordagens semi-cléssica e quéntica, no Capitulo
3 fizemos um estudo para 4tomos de rubidio, para um caso particular em que
nio consideramos a presenga de um feixe laser de prova, durante a colisdo. Para
as abordagens aqui utilizadas, fizemos uma comparagao utilizando dois distintos
potenciais: um potencial de oscilador harménico, e o outro para um potencial
repulsivo do tipo 1/ 13. Para o potencial de oscilador harménico os resultados
numéricos, para as distribuicdes de Wigner, foram idénticos em ambas as abor-
dagens. Isto era de se esperar conforme veremos no capftulo em questao. O
interessante neste estudo foi o fato de que para o potencial repulsivo, os resul-
tados para as fungdes de Wigner s6 foram os mesmos em determinadas circun-
stancias. Por exemplo, ao atribuimos um valor de Az = 100ay para a largura
na distribuigdo para o pacote de ondas, associada a partfcula reduzida, com um
momentum cujo o valor foi de woag = —0.03 (no capftulo em questao explicitare-
mos sobre o momentum de um modo detalhado), os resultados coincidiram, para
valores diferentes desta faixa os resultados numéricos divergiram.

Como dissemos, a motivacio em nosso trabalho foi estudar os efeitos de perdas
em uma aramadilha magneto-6ptica, mas desconhecendo o estado inicial quéntico
dos stomos no interior da armadilha, propusemos, no Capitulo 4, com o auxilio de
um recente experimento [20], uma maneira de prepararmos uma colisdo atdémica
na presenca de um feixe laser de prova. Assim, pudemos descrever nosso estado
inicial para a colisdo. Na seqiiéncia do mesmo capftulo, demonstramos que ao
utilizarmos um potencial efetivo, sendo este assint6tico com barreira quadrética,
obtemos para tempos posteriores & colisgo, 0 mesmo resultado para a funcao de
Wigner para os formalismos cléssico e guéntico.

Considerando atomos de dois niveis, descrevemos no Capftulo 5 os procedi-
mentos numéricos para resolvermos as equagoes de populagdes e coeréncias para
um par atdmico em colisdo na presenca de um feixe laser de prova, embasadas no
formalismo quéntico. Para tal feito, utilizamos a equagao matricial de Wigner e
a equacdo matricial para a fungdo de onda. Com isto, elaboramos um programa
capaz de resolver numericamente tais equagGes. A vantajem deste programa esté
em podermos controlar o erro nuImérico. Utilizando o método do operador par-
tido, para resolvermos as equagoes numericamente, com precisdo de até terceira
ordem [21, 22}, estimamos o erro acumulado no final da execugéo do célculo.

No Capftulo 6, apresentamos os resultados numéricos para o par colidente
na presenca de um feixe laser de prova. As ilustracoes apresentadas estao em-
basadas em resolucgdes nao s6 para o formalismos quéntico, como também para o
formalismo semi-cléssico. Para os valores utilizados para o momentum e largura
do pacote de ondas (23], j& era previsto, conforme discutido no Capitulo 3, que
os resultados numéricos divergissem, mas os apresentamos a fim de verificarmos
estas diferenca. Neste mesmo capftulo também verificamos um iteressante efeito
conhecido como supressao 6ptica. Este efeito faz com que os 4tomos colidentes
revertam sua trajetéria ao se aproximarem da regido em que hd um campo 6pti-
co, com uma certa intensidade, que acopla o estado fundamental com o estado
excitado repulsivo. Na seqiiéncia, temos a conclusdo e os apéndices.



Capitulo 2

Dinamica do processo colisional
de dois atomos na presenca de
um feixe laser de prova

Neste capftulo descreveremos as equagdes de populagbes e coeréncias para
o processo colisional de dois dtomos, na presenca de um feixe laser de prova,
embasadas no formalismo semi-classico. Mas para tal feito serd necessério conhe-
cermos de antemdo o hamiltoniano do sistema 4tomos e campo. Um importante
ferramental que utilizaremos na dedugio das equagdes é o formalismo de Weyl-
Wigner. A transformagio de Weyl permite relacionar operadores com fungoes
cldssicas e a fungio de Wigner permite mapear uma distribuigdo no espago de
fase da posi¢ao (r) e do momentum (p).

Os tépicos apresentados a seguir estdo dispostos do seguinte modo: inicial-
mente abordaremos sobre a formulagio de Weyl-Wigner; na seqiiéncia apre-
sentaremos o hamiltoniano para dois 4tomos, livre da presenca de campos ex-
ternos; em seguida apresentaremos o hamiltoniano de um feixe laser de prova e
o hamiltoniano de interacdo do campo quantizado do vécuo com os dtomos. Fi-
nalizaremos nossa dicussao sobre o hamiltoniano com um modelo simplificado do

mesmo e concluiremos este capftulo com a dedugdo das equagdes de populagoes
e coeréncias.

2.1 A Formulacao de Weyl-Wigner

De acordo com o principio da incerteza, a posicdo e o momentum de uma
particula nao podem ser simultaneamente medidos. Conseqiientemente néo pode-
mos determinar a probabilidade para a posigao (r) e momentum (p) da particula,
isto é, ndo podemos definir uma distribuigéo de probabilidades verdadeira no es-
paco de fase r e p associada ao operador densidade p(t) que descreve as pro-
priedades fisicas da partfcula [24, 25]. No entanto uma ferramenta matematica
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foi desenvolvida por Weyl-Wigner, em que a funcéo de distribui¢ao de Wigner
permite relacionar a mecénica quéntica com a mecénica cldssica no limite em
que i — 0. Esta funcdo de distribuicdo & caracterizada como uma distribui¢ao
de quase-probabilidade, uma vez que é permitida que a funcdo assuma valores
negativos, o que nao acontece em distribuigGes classicas de probabilidade.

Para descrevermos o formalismo de Weyl-Wigner utilizaremos, inicialmente,
algumas informagdes. Seja a base dos autovetores {|r)} e {|p)}, satisfazendo as
relagbes de completeza e ortonormalidade que sao dadas, respectivamente, por

/ Y ) =1, / " p) (ol = 1, 21)

e
(r| ') =8 (r — 1), (pl P) =8 (PP, (2:2)
sendo 6 (z) a fungdo delta de Dirac. Além disso, temos o produto escalar
1 ;
T = ——————eﬁp'r’ 2.3
(r| p) S (2.3)

que permite conectar os diferentes espagos dos autovetores |r) e |p) mediante a
tranformagao de Fourier

1 *° oy
|p> = W/ da'l' erP |I‘> .

Assim, iniciaremos a formulagao de Weyl-Wigner considerando inicialmente
um operador arbitrério A, expressando-o através da identidade

A = / / / / d37"d3’l"”d3p’d3p” lp") <plI‘ I‘") (1'”| A Ir/) (rll p') (pl|

1 o o0 oo o0 [ A 7 ~
= (2nhy’ / / / / dr'dr"dp d*p"eh P D (| Al 1P7) (P
—0 —0C0 — 00 —00
(2.4)
Introduzindo as novas varidveis
or=r +r", 2p=p +p’,
s =r"— r/, li)= 151 _ II;I’ (25)

com o médulo do jacobiano igual a um,

! " / "
By dp” = |J [r A ] J [P—’—p—] Br dp d®s d*u,

r,S p,u

-1 -1

a identidade (2.4), pode ser escrita como

A= / / dr & A(x,p) B(r,p), (2.6)
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sendo a funcgdo A (r,p) denominada transformada de Weyl do operador A com
relacio aos operadores posigio € momentum, no qual é dada por [25, 26]

A(r,p) = /_oo d3s e hP® <r+;‘ A |r-—%> : (2.7)

Por sua vez, B (r, p) representa uma base de operadores no espago de fase e cuja
a expressao tem a seguinte forma:

~ 1 o0 —ipu u u
BB = s [ et o) (o (29)

A expressao (2.6) pode ser interpretada como sendo a decomposigao do operador
A em uma base de operadores, sendo as componentes B (r p) os elementos dessa
base. Utilizando a expressdo (2.8) podemos determinar A, caso a transformada
de Weyl (A) seja conhecida. Em contra partida podemos, através da expressio
(2.7), determinar o valor de A, caso o operador A seja conhecido.

A funcéo de Wigner pode ser conhecida ao considerarmos A = p (operador
densidade associado a um sistema fisico). Para isso, utilizaremos a Eq. (2.7) de
modo que

f(r,p) = (—2;1;{)—3[(:6133 e~ hPs <r+§l ‘r——>

1 o0 3 _ip_s * S S
2y /_ood s e xP%Y (r 2) {0 (r+2) (2.9)
e utilizando esta expressao, obtemos o opera,dor de Wigner, descrito por
S i
r, r—— r+—‘ AP, 2.10
Fp) = G 5) (3 (210)

Como na Eq. (2.6), podemos decompor o operador A na base do operador de
Wigner f (r,p); para isso manipulamos algebricamente a Eq. (2.10), obtendo o
seguinte resultado

[-2) (r43| = / d*p e P2 f (r,p). (211)

E de um modo similar, ao apresentado pela Eq. (2.4), expandimos o operador A,
em termos da seguinte identidade

o0 00 oo foe) A
A =/ / / / ' drdy dPp! |) () p) (p'] A p") ("] ") ().

Utilizando as mesmas varidveis apresentadas em (2.5), juntamente com a Eq.
(2.11), obtemos finalmente que

A—- 0 0o 3 3 ~
A—/_oo/_mdrdpA(r,p)f(r,p), (2.12)
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com

aep = [ dwet (o= laler )

Uma observacdo a ser feita com relagao ao operador de Wigner, é que este
permite uma direta derivagao para as equacoes dos movimentos internos e transla-
cional dos dtomos na representacido de Heisenberg. Utilizando este formalismo,
poderemos descrever as equagoes de movimento para dois atomos colidentes na
presenca de um feixe laser de prova, como sers visto posteriormente, neste capi-
tulo.

2.2 O Hamiltoniano para dois atomos

Inicialmente descreveremos o hamiltoniano para dois dtomos livres da pre-
senca de campos externos, para isso consideraremos o seguinte par atomico, repre-
sentado pela Figura (2.1).

Figura 2.1: Representacdo de um sistema, atomico.

O hamiltoniano é descrito como [27],

TERYALO DE BIPLIGTES S

7
- - ~ e
tEOWM AT AT
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Nl A2 N2 A9

22 22
Piei P2ei pPl pIJ2
Hy = —= <
0 ; 2m, + ; 2m, + 2my, + 2my,

+ Ny Nqe? i Nyé? iz: Nye?
lfpl - f‘m‘ i1 lf‘lei - f‘p1| i1 ‘f"Zei - i:pz‘
i=1 |F1ei — f‘ml i=1 |B2ei — f'Pll

Ly 2 ] g: -

2 i=1 jAi ‘f'lei - f'lej‘ 2 i=1 i lf‘2ei - f'2ej|
1 &2

+5 Z Z —————+ S.0. + Hiper fina,

2 =1 =1 |F1ei — Paej

sendo cada um dos termos, respectivamente: energia cinética dos elétrons do
4tomo 1, energia cinética dos elétrons do dtomo 2, energia cinética do micleo
do &tomo 1, energia cinética do micleo do &tomo 2, repulsdo dos micleos 1 e 2,
atracdo entre os elétrons do dtomo 1 com o seu ntcleo, atragio entre os elétrons
do dtomo 2 com o seu nicleo, atracdo dos elétros do dtomo 1 com o micleo do
dtomo 2, atragao dos elétros do 4tomo 2 com o micleo do 4tomo 1, repulsao entre
os elétrons do &tomo 1, repulsio entre os elétrons do dtomo 2, repulsao entre
os elétrons do dtomo 1 com o 4tomo 2, interagdo spin érbita e finalizando, a
Estrututa Hiperfina. Temos também que m. € a massa do elétron, m,, € my,,
siao as massas do nicleo 1 e 2, respectivamente.

Mas o trabalho com tal Hamiltoniano é um tanto complexo e, com a fi-
nalidade de simplifics-lo, utilizamos a aproximagao de Born-Oppenheimer [27].
Nesta aproximagao desprezamos o movimento nuclear do sistema, considerando T,
|f = £, — £5,] como um parémetro fixo e nao como uma varigvel dindmica. Isto
pode ser justificado considerando que o movimento dos elétrons em torno dos
nicleos & muito mais répido que o movimento nuclear (principalmente no caso de
colisdes frias, no infcio da aproximagéo a grandes distancias interatémicas). Por-
tanto, para cada pequeno deslocamento interatémico ditado por uma dindmica
intrinsecamente mais lenta, os elétrons tém tempo suficiente para se ajustar em
uma nova configuracao de equilfbrio, implicando que o estado eletronico evolua
adiabaticamente ou seja, sem troca de energia, nao mudando de estado, com
aproximagdo ou afastamento dos dtomos. Assim, descreveremos nosso hamiltoni-

ano em termos do nicleo atomico de cada dtomo, ndo levando em conta a parte
eletronica, como sendo

H, —_——f—)—%—-{—E—-FVB N(R Rz) (213)
0 2M1 2M2 (o) 1y ) .

o qual P e P;, descrevem o momentum de cada um dos nicleos atémicos, res-
pectivamente, Ry e R, s8o os respectivos operadores das distancias em relacao a
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Atomo 1

F

Atqmo 2

Figura 2.2: Ilustragao de dois dtomos interagentes formando um par atomico.

uma origem, como demonstra a Fig. (2.2), e My e M, sao as respectivas massas
de cada um dos dtomos.

A fim de utilizarmos certas aproximagoes, COmo Veremos mais adiante, des-
creveremos o hamiltoniano em fung¢io dos operadores da posicao do centro de
massa do sistema molecular (Rear) e da distancia relativa (£), o qual

R . le{l + MQRz
S VAR VA
fF = Ry,— R,

Sendo assim, descreveremos R; e R, como

M,¢

R, = Rey— ——r 2.14
1 = Rew =370, (2.14)
~ ~ le.
R, = Roy+ 7+ 2.15
2 CM M, + M, ( )
Para os momenta candnicos, temos que
P? P} Py P’
= —— 2.16
on oM, oM 2w (2.16)

sendo respectivamente, Pcys, P 0s momenta candnicos para o centro de massa

e relativos (para maiores detalhes sobre o cslculo dos momenta, vide apéndice
A).

Denotamos os estados eletronicos de Born-Oppenheimer, referidos ao sistema.
de coordenadas fixo ao eixo internuclear, isto &, fixo ao vetor r que une os dois
4tomos, por JN), o qual N = 1,2, .. Nint, € 0 miimero N, de estados eletronicos
“moleculares” considerados importantes para descrever uma particular colisdo. O
conjunto {JN),N =1,2,.. Nin;} € considerado como uma base completa do es-
paco de Hilbert que descreve as configuracoes eletronicas possiveis. Esta base, de
acordo com a aproximacio de Born-Oppenheimer, & tomada como independente
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de r, e a ela nos referimos como a base dos estados internos do par atémico. O
hamiltoniano de interagdo entre os dois dtomos é dado por

Mnt
Vsow (R1,Ro) = ) Vi () IN) V1, (2.17)
N=1

sendo f = lfll — flzl e Vi () é o operador de energia potencial de Born-Oppenheimer
associada ao N -ésimo estado eletrénico.

Estamos considerando um sistema atémico simplificado, com dtomos de dois
nfveis. Assim, descreveremos, com o auxflio das Egs. (2.13), (2.16) e (2.17), o
operador hamiltoniano do sistema do par atomico como:

~

Pty , P . .
Ho= 52+t (1] + V2 (£)12) 2] (2.18)

Descrito o hamiltoniano para os dois 4tomos, a seguir incluiremos em nosso
formalismo a presenca de um feixe laser de prova. Com a presenca do laser de
prova, as equagoes de populagdes e coeréncias apresentardo um termo de acopla-
mento entre os estados fundamental e excitado, como veremos mais a frente.

2.3 Interacao do laser com os atomos

Um feixe laser pode ser descrito como um campo cléssico,

*

E. : . E . . :
E4(R,t) = - €aeXP [ik, - r —dwgt] + — €a [—iky, - r+iwpt] (2.19)

o qual E. é a amplitude do campo, o indice ¢ corresponde A polarizacdo descrita
pelo versor €, = €, (2), que pode ser ¢ = %1 para a polarizagdo circular do laser
e ¢ = 0 para linear; €, = g4 (2) é definido em relagdo ao eixo de propagagao z €
wy, é a freqiiéncia do laser

Temos que o par de &tomos colidentes interage com o campo através do
seguinte hamiltoniano de interagao (a deduggo deste hamiltoniano est4 detalhada

no apéndice A),
Ay 4= —d; By (Rl,t) ~d, Eq (Rz,t) , (2.20)

sendo Ell, &2, R; e R, os operadores de dipolo e posigdo para os dois 4tomos
1 e 2, respectivamente. Descrevendo a Eq. (2.20) em termos das coordenadas
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relativa e do centro de massa, dados pelas Egs. (2.14) e (2.15), obtemos
Hy a

E. N - k A k
= ——25 exp [ikL . RCM] Eq- {d1 exp [—z—ZIi r - ith} + dj exp [z—zL- B ith]}

E A - k - k
——2—0— exp [—ikL . RCM] éz . {dl exp [z?L . f'+ith] + dj exp [—z—; . f‘—{-z’th] } .

(2.21)

Uma outra aproximagéo a ser feita € considerarmos o referencial de origem (Reom =
0). Considerando também que o comprimento de onda do laser seja da ordem
de 1000nm e que os dtomos comecem a interagir a uma distancia interatomica
em torno de 1000ay com um tempo para a colisdo da ordem de nanosegundos
(no Capitulo 3 abordaremos com maiores detalhes sobre o tempo de colisao).

Teremos que 1% .1 €wrt. Com estas aproximacoes, reescrevemos o hamiltoniano
(2.21) como

Hpa=-5¢" (d1 + d2) g Lt — - exp ey (d1 + dz) ert. (2.22)

Descrito o hamiltoniano de interagio entre o laser e o par atdémico, abordaremos
a seguir a interagao do campo quantizado do vécuo com os dtomos.

2.4 A interacdo do campo quantizado do vacuo
com o0s atomos

Uma abordagem utilizada em nosso trabalho & tratar os efeitos da emissao
espontanea, durante o processo colisional atémico. Devido a presenca do laser,
sendo ele ressonante com o par atémico, este par pode absorver fétons e depois de
algum tempo emitir espontaneamente. Deste modo, incluirmos em nosso formalis-
mo um campo quantizado (tratado como um reservatério térmico a temperatura
zero), com o objetivo de causar o relaxamento radiativo do sistema atémico em
colisio. Além disso, adotamos a aproximagio razodvel de que este reservatorio,
ap6s receber um féton emitido espontaneamente, permanece praticamente inal-
terado e, assim supomos que, em média, nenhuma memoria da emissao é mantida.
O campo quantizado de vécuo escreve-se

Eo (R,t) = zz ZW‘ZU LN [&k,x(t) exp (z'k . R) - &L,A(t) exp (—z’k . R)] ,
kA

(2.23)
com Eq, o campo elétrico quantizado do vicuo, dado porsendo &L,\ = &L,,\(t)

(G » = i A(t)) 0 operador de criagao (destruigao) de um féton com componentes
do vetor de onda k, wy a freqiiéncia , & 0 vetor unitério de polarizagao linear
(A =1,2) e Vy o volume de quantizacao.
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O hamiltoniano de interag@o entre o campo quéntico do vcuo e o sistema de
dois dtomos é semelhante & Eq. (2.20),

Hy_a=—d; Eg (fll,t> ~ 4, - Eq (Rz,t) , (2.24)

Assim, descrevemos o hamiltoniano de interagio entre o campo quantizado e o par
atdmico, nos termos das coordenadas do centro de massa e relativa (ver apéndice
B) como

A

Hy_4 ,

= —4 {; QWVh:k cos (%k . i‘) [dk,,\ exp (ik . R(;M) - &L,\ exp (—’ik . RCM)] ék,)\}
. (&1 + 32)
- {g 27;2”“ sin (%k : f') [&k,)\ exp (ik . RCM) + &L,\ exp (—ik . ﬁCM)] ék,,\}
(& - ).

Fazendo as mesmas aproximagoes que foram feitas para o hamiltoniano de intera-
¢ao entre o campo clédssico e os dtomos (Rgy =0 e 15‘ - T €wt ), teremos,

(2.25

- . 2mhwy . R . - -
Hy_a= —12 v kek,,\ [ak,,\ - aLA] . (d1 + dz) . (2.26)
KA Q

ao incluirmos o campo quantizado em nosso formalismo, observaremos nas equagoes
de movimento, a presen¢a de um termo representando o decaimento atémico.

A seguir, descreveremos o hamiltoniano total simplificado e na seqiiéncia as
equagoes de populacoes e coeréncias.

2.5 O hamiltoniano simplificado

Utilizando os hamiltonianos (2.18), (2.22) e (2.26), juntamente com a apro-
ximac&o para o referencial do centro de massa (Rca = 0) e incluindo o termo do
hamiltoniano dos graus de liberdade do campo elétromagnético quantico (equiva-
lente a um reservatério térmico i temperatura zero), nosso hamiltoniano total
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ser4 escrito como

f{ = ﬁo + ﬁL_A + I:IV_A + Z hwk&L)‘flk,)‘ (2.27)
KA

~9
= §—u V) 1) (1] + Vo (B) 12) 2] + D el i
k,A

—Ecéq . (dl + dg) e—“‘”‘t - TC eXqu . (dl -+ dz) 81' Lt

-1 Z 27Thwk i) [ak A— Oy ,\] (dl + dz)

Como mencionado anteriormente, estamos trabalhando com uma base de estados
para dtomos de dois niveis. Assim, definiremos nosso operador identidade como

= |1) (1] 4+ |2) (2|. Desta forma, ao aplicarmos este operador nos operadores de
dipolo, teremos

d1,2 = ial,Zi = (|1) (1' + |2> <2l) a1,2 (|1> <1| + |2) <2|)

— 1) (1) duz 1) (1] + 1) (1 A1z 12) (2] + 12) 2l da2 1) (1] +12) (2] di2[2) (21,
(2.28)

sendo (1' al’z |1> = (2' 3172 l2) =0e <1| al,z |2) = (2| a1,2 ‘1) = d1,2~ Assim,
dy2 = 1) (2| d1z +12) (1] duz.

Definindo [26] 5" = |2) (1] e =) (2, como sendo os operadores de excitagao
e desexcitagao atdmicos e d, + d, = d, obtemos
~2
i = %”; +VA(E) S8 + Vo () 815+ > hundl,, (t) duea (1) (2:29)
KA

i " a ‘ EX., (s @ .
—E?éq (5+8)a et - =2y ($+81)d e

—zZ ZWﬁ‘ukéH (akA — Oy ,\) (S’ 5‘1) d.

Descrevendo os operadores atdmicos e do campo, em termos dos operadores
de evolugdo temporal, teremos que os termos (S + ST) e (ak A — Oy ,\) (S + ST)

que aparecem no hamiltoniano anterior, podem ser descritos da seguinte forma,
respectivamente

(S’oe““"“ + S'gei“’“t) gmiwrt = Guemilwotwr)t 4 Gle—iwo—wi)t (2.30)

(ak,)\ (0) e—i wt aT I (0) uut) (S e —iwgt + ST Wot)
=, A (0) Soe™ W Hakt 4 g, 5 (0) Gl ilw-wot
—ak 5 (0) .S' gilw—wo)t _ 5t i\ (0) S‘(‘gei(w+wo)t_ (2.31)
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Para estas expressoes temos que a amplitude de probabilidade de transigao para
os termos da Eq. (2.30), sdo dadas respectivamente por

N , 1
e =[St
wp + wr,

A ) 1
Ay = / <Sg> g Hwo—wLltgt o¢ ————
0 Wy —Wwr,

Deste modo, o termo Sgei(“"”“)t é numericamente mais significativo do que o
termo Spe~otwr)t  Para os demais termos da Eq. (2.31), o raciocfonio é o
mesmo. Assim, as expressoes (2.30) e (2.31) serdo descritas como

(Svoe—iwot + Sv(’;eiwot) e—ithSt(];e-i(wo-wL)t,

(c‘zk, A(0)e ™ —al , (0) ei“t) (goe"""“t + 5'36"“’“)
= axy(0) Sfemilwwolt _ &T 5 (0) Spetlw—wolt,

Esta aproximagao é chamada de aproximagao de onda girante [28]. Em nosso
trabalho estamos também conmderando wo—Wy, € Wo—w, préximos da ressonéncia,

assim wp — wy, ~ 0 e wg —w = 0. Assim, reescrevemos o hamiltoniano (2.29),
como sendo

A2
i = g._“ + Vi (8) 88t + V3 (8) §18 + ) uncdf e
kA

E ” 2mhwy . R 2 n A
R T 3 O EL NORIE

ou preferlvelmente utilizando a notagao S, St & e al ao invés de Speiwot, ggei‘*"’t,
a (0)e ™t e ak (0) e™*, respectivamente,

i = 12”—”+v1(f)59f+vz(f)§f§

N ~ h & i & —i . ~ O s
+ 3 Py — 5 2564+ QSTe 4| +ikY g (oS + Sk, ) |

k,\
(2.32)
com
KY = Eg,-d,
27rwk 1/2,\

gxx = Vh Ek,,\'d,

Et, = E&,

W = Wo,

sendo ) a freqiiéncia de Rabi. Deste modo descrevemos o hamiltoniano o qual
ser4, utilizado para deduzirmos, a seguir, as equagoes de populagoes e coeréncias.
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2.6 As equacgoes de movimento

Para descrevermos as equacoes para o movimento colisional do par atémico
na presenca de um feixe laser de prova, utilizaremos inicialmente a defini¢ao para
(2.12) no hamiltoniano (2.32), de modo a reescrevé-lo como

/ / d3rd3p?jf (r,p) + / Brd®pVi(r)f (r,p) SST + / / drdpVy(r)f (r,p) S'S

+ Z ﬁwkak /\ak,\ —ﬁ—JQ ( WtS + C_WtST) + thgkA (Sak /\—ak )‘S ) (2.33)

kA

Impondo o tempo de uma forma implicita f,p) = f(r,p,t), pois estamos
trabalhando com os operadores na representagao de Heisenberg, utilizaremos a
. equagdo de Heisenberg para o operador de Wigner, associado aos operadores de
excitagdo ST e decaimento S atdmicos a fim de calcularmos

2(fumssty = 5 ([fwrSs.A]) (234
%U(r,::)é*é} =~ ([fe0)3'5,8)) (2.35)
<f(r p>s> = = ([for.p e, A]) (2.36)
§ r:ls’f W>J — %_L<[f(r,p).§"’ei“”*t,fl]>. (2.37)

P12

Calculadas estas equacdes e fazendo as devidas aproximagdes, conforme & mostrada
nos apéndices C, D e E, obtemos as seguintes equagoes de populagses e coeréncias,

0 0 RY!
{5{ + ‘E‘ G VVy(r) - Vp] =1ty (P21 — P12) + Tpaa, (2.38)
0 0 : RY!
[52 + % "5r Ve(r) - Vp} P =15 (P21 — P12) — T2 (2.39)
8 p 8 VV,(r)+VV(r) . Vy(r) — Ve(r)
R 2 Velpu = AT T

Q0 r
‘HE (P11 — Paz) — 5 P21

(2.40)
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8 p 0 VV,(r)+VV.(r) . V,(r) — Ve(r)
{at + 1L or 2 ’ VP Pz = 1 A+ B P12
i (ou — )~ 5
v 5 P11 — P22 5,0127
(2.41)

o qual py; € p,, Tepresentam as respectivas populages para os estados fundamen-
tal e excitado; p;, € p,; representam as coeréncias e A, o detuning (para mais
detalhes consultar o apéndice D). Uma caracterfstica destas equagGes € que estas
apresentam duas partes; uma cldssica, membro & esquerda da igualdade, descrita
pela equagdo de Liouville [5], nos d4 o movimento translacional do par colidente.
A outra parte, membro direito, a parte quéntica, descreve os graus de liberdade
internos do sistema (acoplamento entre os estados e decaimento atdmico).

O decaimento atdmico I' = ﬁd%}%, sendo d o elemento de matriz do ope-
rador dipolo elétrico, estd ligado ao campo quantizado de vicuo (Eq. (2.23)),
como abordado anteriormente, e aparece nas equagoes acima, ao fazermos a aproxi-
magao de Weisskopf-Wigner [29, 30] (vide apéndice E). Como nenhuma memdria
da emissao expontinea é mantida, utilizamos esta aproximagéao para eliminarmos
os operadores de campo eletromanético que estao associados aos operadores de
excitagao e decaimentos atémicos, presentes na resolugao das Egs. (2.34)-(2.37),
conforme mostra o apéndice C.

Chamamos a atencdo para estas equagoes no que se refere a parte que des-
creve o movimento translacional, parte cldssica. Como mostrado na conclusao
do apéndice C, fizemos uma aproximagdo baseado numa expansdo em séries de
potencias (vide Egs. (C.18) e (C.19)) ao qual permite que estas equagoes se-
jam descritas como mostrado. Caso resolvéssemos adicionar mais um termos a
esta série, as equagdes poderiam apresentar mais um termo, conforme mostra o
exemplo a seguir, para a Eq. (2.41),

[a PO (vvg (1) + VVe(r) _, V2Volr) = VPVi(r) .Vp)] oy

ot ' p Or 2 8

. Vo(r) — Velr Ry’ r
= -1 [A + —g'(—)—h—("‘)‘] Pz =5 (P11 = Pa2) — 5 P12 (2.42)

De acordo com esta equagao nio podemos dizer que a parte da equacgao que
cabe & descri¢do do movimento translacional do par atémico possa ser escrita nos
moldes da mecénica cldssica, pois h4 um termo acompanhado da constante de
Planck (%) [7). Quanto mais ordens utilizirmos na expanséo, mais termos com
s constante de Planck aparecerdo, portanto a escotha de truncarmos a série na
primeira ordem foi proposital. No préximo capftulo veremos qual a conseqiiéncia
que isto acarreta quando compararmos esta dinamica, dita semi-cléssica, com uma
dinamica quéntica, para o caso particular em que nao consideramos a presenga
do feixe laser de prova.



Capitulo 3

Tratamento quantico para a
dinamica colisional

No segundo capitulo, formulamos um conjunto de equagtes diferenciais aco-
pladas descrevendo a dindmica colisional de dois 4tomos na, presenga de um feixe
laser de prova (vide Egs. (2.38)-(2.41)). Como foi abordado, este conjunto
de equagoes possui uma caracterfstica semi-cldssica, uma vez que o movimento
translacional do par atémico é ditada por uma dindmica cldssica, enquanto os
graus de liberdade internos (acoplamento do feixe laser com os estados funda-

mental e excitado e decaimento at6mico) sdo descritos nos moldes da mecéanica
quéntica.

A dinimica cléssica que descreve o movimento translacional dos 4tomos, se faz
presente quando desprezamos os termos de ordem de /i que surgem ao deduzirmos
tais equagoes (vide, no Capftulo, 2 a explicagdo que acompanha a Eq. (2.42)).
Mas fazendo tal aproximacao, podemos estar deixando de conhecer a verdadeira
natureza do processo colisional. Entéo cabe a seguinte questdo: -“E vilida uti-
lizarmos uma aproximagao para descrevermos o processo colisional atémico?”, ou

por outra, -“E valido descrevermos o processo colisional atémico em termos de
uma teoria semi-cldssica?”

Com o intuito de responder a esta questdo, iniciaremos neste capitulo uma,
formulagao para o caso de um par atémico colidente sem a presenga de um feixe
laser de prova, tragando um paralelo entre as dindmicas cldssica e quintica. Des-
creveremos o processo colisional sem desprezarmos as ordens de A, tomando como
base a equagao de Schrédinger e analisaremos os resultados graficamente. Note
que utilizamos o termo cldssico ao invés de semi-cldssico, a razao é que ao nao
consideramos o feixe laser de prova 2 =" = 0 e a colisao atdmico serd descrita
apenas pela equacao cldssica de Liouville.

19
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3.1 A dinamica de Schridinger

A vantagem de utilizarmos a dinimica de Schrodinger na descri¢éo do pro-
cesso colisional, est4 na possibilidade de utilizarmos todas as ordens de A. Pois
caso tomdssemos como ponto de partida as equages (semi) cldssicas, seria in-
vigvel trabalharmos com todos os elementos da série, desta equacdo. Para melhor
ilustrarmos esta afirmagéo tomemos como exemplo o caso unidimensional da Eq.
(2.38), ndo considerando a presenca do feixe laser de prova,

[.g_t +2 0y ] pry = 0. (3.1)

Caso ndo utilizéssemos a aproximagéo feita no Capftulo 2 (vide Egs. (C.18) e
(C.19)) a equagdo acima assumiria a seguinte forma,

5 Y4 0 ’ 0 h " 83 fi4 _

ou preferivelmente,

hn 2n+1 82n+1
515 uam Z( 22"(2 1) Ve ()3 s | P11 =0

Sem a aproximacdo utilizada, observamos o grau de dificuldade que & traba-
lharmos com a equacgdo “completa” e foi justamente pensando nesta dificuldade
que recorremos ao ferramental da mecénica quéntica. Lembrando que o objetivo
deste capitulo & ilustrar os resultados comparativos entre as dinamicas classica
e quéntica, para o caso em que ndo utilizamos o feixe laser de prova, veremos
mais adiante como descreveremos a equagao para o movimento colisional do par
atomico considerando a presenca do feixe laser.

Para a abordagem quéntica, consideramos o movimento relativo das particulas
envolvidas no processo colisional, como o deslocamento de uma particula reduzida
em funcdo de sua distancia interatomica, e a descreveremos como um pacote de
ondas, sendo este representado no instante inicial ¢ = 0 pela seguinte fungao de

onda [31]
_ 1 v (z —z0)* | .Po

Por conveniéncia a posicéo z (distancia interatémica) serd medida em unidades
de ap (raios de Bohr) e w serd medido em unidades de 1/ao. A varigvel w é o
inverso do comprimento de onda de de Broglie ()) relacionando-se com o momen-
tum da seguinte forma

P

w= oh’

>
s
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No caso da Eq. (3.3) o termo py refere-se ao momentum inical. Nestes moldes,
reescreveremos esta equagao como,

¥ (z,0) = [———1——] v ex (e —=0)° + 2miwoz (3.4)
’ o (Az)” 8 (Az)? 1 .
sendo sua representagao grafica, para os seguintes valores
%9 = 2000 (centro do pacote de ondas),
0
Az
— = 100 (largura do pacote de ondas),
0
woag = —0.01 (momentum do pacote de ondas),

ilustrada pela Fig. (3.1),

(@ a0

Re w(x,1=0)
o
S

o
£

0.00 4
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1000 1500 2000
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T T 1
2000 2500 3000

§

(c)

[¥(xt=0)

0.003 -

0.002 4

0.001 4

0.000

xia,

Figura 3.1: Representago grafica do pacote de ondas no instante inicial: (a) a
parte real; (b) a parte imaginéria e (c) o médulo da fungdo ao quadrado.

Atribufmos o sinal negativo para o momentum, pois estamos considerando ini-
cialmente que o pacote de ondas movimenta-se no sentido —Z.

Conhecendo a funcéo de onda, Eq. (3.4), o passo seguinte & descrevermos
a fungdo de Wigner (2, 25, 26] , uma vez que esta tem a propriedade de nos
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fornecer uma distribuicdo de quase-probabilidade no espago de fase da posicao
e do momentum. Segue entdo que fungao de Wigner para o nosso sistema no
instante inicial t = 0¢é dada por (vide Eq. (2.9))

W (z,w,0) = /wdsw* (o 2.0) (a+ 50) e

(z — z0)” 2 2 A2
= 2exp [—W— — 8n? (w —wp)” Az~ |, (3.5)

sendo representada graficamente pela Fig. (3.2).

,,
i

i
0 I/"’l""?}i.?“

Figura 3.2: Representacio grafica da funcio de Wigner no instante ¢ = 0.

No Capitulo 2 descrevemos a fungao de Wigner como funcao de f (z,p,t), mas
por conveniéncia descreveremos, de agora em diante, a funcgio de Wigner como
W (z,p,t), conforme mostrado pela Eq. (3.5).

Conhecendo W (z, p,t = 0), o passo seguinte € descrevermos sua evolucdo tem-
poral.
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3.2 A funcio de Wigner dependente do tempo
para particula livre

Para conhecermos a evolugdo temporal da fungado de Wigner calcularemos
inicialmene a fung¢io de onda dependente do tempo ¥ (z,t). Para isto utilizaremos
a equagao de Schrodinger,

h 6° 0
podendo ser expressa por
9
P (z,t) = exp [zt%%i - %V (w)] ¥ (z,0). (3.7)

No momento estaremos interessados no caso de uma particula livre, V (z) = 0,
deste modo segue que

¥ (3,£) = exp (it%%) (2,0). (3.8)

Descrevendo a fungdo ¥ (z,0) como,

¥ (z,0) = /oo dw ¢ (w,0) gZmwe

—00

sendo ¢ (w, 0) a transformada de Fourier de ¢ (z,0),

¢ (w,0) = /—oo dz ¢ (z,0) e~ 2™*

_ 1 1/4 (w——wo)2 _ . .
= [27r(Aw)2] =P {— 1wy wo)]’ (39

reescreveremos a Eq. (3.8) como

, 2
V(o) = Wty (s,0)
o . 2 .
—_ / dw ¢(w,0) ezt{‘;%ge%nwz

oo = 1 th " 82" 2miwe
= [m dw ¢ (w,0) ; " (z@) PR
= f dw ¢ (w,0) g ity (2m)*? vz (3.10)

—00

Antes de prosseguirmos com nossa discussao, convém utilizarmos uma nova
unidade para o tempo diferente do segundo, ao qual chamaremos de T. Para
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o1 ~ . 2
encontrarmos o seu valor utilizaremos a expressao exp [—zt% (2m) 'wz] presente
na equagcio anterior, e a reescreveremos da seguinte forma

exp [—z’t% (27r)2w2] — exp [—i(ziff (wao)? G)] 1)

0

deste modo, podemos escolher

2ua’
r= —-(2:)2071’ (3.12)

com isso, a Eq. (3.11) poder4 ser reescrita como

exp [—z’t% (2m)? w2] — exp [—z‘ (wao)? (-j-)] .

Como w ¢ medido em unidades de 1/ag e t é medido em unidades de 7, temos

nestas unidades que ag = 1 e 7 = 1. Assim, podemos reescrever a equagao acima
como

exp [—itQ—hﬁ (2m)? wz] = exp (—iw’t) .

Retornando a Eq. (3.10), temos que a fungdo de onda dependente do tempo, para
a particula livre, serd dada por

Y (37 ) t) = /_ ” dw ¢(w’ 0) e2m'wm—itw2

que com o auxflio da Eq. (3.9), encontramos a seguinte expressao para (z,t)

b (3,0) (32 (Aw)] " exp [~ 522 (5~ 20 — 2%)" + 2miuo (= - )|
I, = |

\/\ﬁ+ 4t (Aw)?]” + 1 +i\/\ﬁ+ [4t (Aw)?]”* — 1

A Fig. (3.3) ilustra esta fungdo para o instante inicial (t =0 7) e para o tempo
t = 1.0 x 108 7 para os valores,

zo = 5000ay, Aw = 1/(47Ax),

Az = 100aq e wo = —0.01/ay,

1 Esta relagdo corresponde ao princ{pio da incerteza, uma vez que: AzAp = % = AzA ( %) —
AzA (22) = AzA (w2rh) = § = AzAw = 4



3. Tratamento quéntico para a dinidmica colisional

25

(a)

=0+

t=1.0x10" ¢

-0.08

-0.08 T T T T Al T Y
7&1) o 1000 20‘00 3000 4000 5000 6000 7000
wa, /a,
= (c) t=0+
X 0004
>
0.003 4
0.002+
t=1.0x10% <
0.0014 A
0.000

0

000 | 200 2000 400 000 80 7000
xa,

¢t = 1.0 x 10% 7: (a) a parte real; (b) a parte imagindria e (c) o médulo da funcéo
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Figura 3.3: Representagéo grafica do pacote de ondas nos instantes t = 0 7 e
Conhecendo a fungao de onda 1 (z,t), podemos calcular a fungao de Wigner
dependente do tempo (veja Eq. (3.5)), na qual é dada por

W) = [ dsv (o500 (et 5) e

8 (Aw)? 7 ( wot)2
2exp |— 7y T—ZI
1+ 16 (Aw)" t2

0— —

w2

vig
2
_mt (e Wt _
[rwi—mz“’ (20— %) ~m(w wO)}
X exp { —

8(Aw)? [mﬂﬁ]
A Fig. (3.4) ilustra o caso da funcio de Wigner para o instantet = 0 et = 4.0x10°
T.
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W(x,w,t)

Figura 3.4: Representacao grafica da funcdo de Wigner no instante t = 0 e
t=4.0x10° 7.

Dando seqiiéncia ao estudo de colisoes, calcularemos a seguir como se dé o
comportamento da fungao de onda quando sujeita a um potencial e na seqiiéncia,
apresentaremos o comportamento da funcdo de Wigner sujeita a um potencial.
Para este tltimo caso tragaremos um paralelo entre as dinamicas cldssica e quan-
tica.

3.3 A funcao de onda sujeita a um potencial

Como visto anteriormente, utilizamos a fungéo de onda como ponto de par-
tida para chegarmos a expressao da funcao de Wigner. Mas, ao trabalharmos
com a Eq. (3.7),

Ko it
J - Wvw|seo),

7,0 (.’L‘, t) = exp \:7,15'2—;1/ Gy

ndo encontramos uma solu¢do analitica para tal funcdo. Para resolvermos este
impasse utilizamos um método conhecido como Splitting Operator ou Método do
Operador Partido [21, 22], o qual nos permite resolver este problema numerica-
mente. Para entendermos este método vejamos o seguinte exemplo.

Seja a fungao
f (z,t) = AP (),
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podemos escrever a parte do exponencial baseada no produto de Trotter (32, 33],

f(z,t)= hm (e meBm) f(z).

Mas, trabalhar com infinitos termos foge & realidade computacional, entdo utili-
zamos um nimero limitado de termos e associamos a esta fungdo um erro (mais
adiante ser4 explicado sobre o erro), em outras palavras,

f(a: t [( Ae Be) (eAe Bs) ( 5 Bﬂf (17) +0(€2) ’ (313)

m termos

com € = t/m.

O Método do Operador Partido consiste em resolvermos um termo por vez a
fim de encontrarmos a solucdo desejada, ou seja

f(.’II,t) ~ [( As Bs) ( Ae Be) L (eAseBe)] f(l‘)
. [(6.46 Be) ( BE) . (eAe)] eBef (IL‘)

h
— [(eAs Be) (eAEeBe) . ] eAsf1
fa
(3.14)
Podemos aumentar a precisao de nosso resultado utilizando férmulas de maior

acurdcia [22]. Como por exemplo, podemos reescrever a Eq. (3.13) para o caso
de uma acurécia de segunda ordem,

f (.’B,t) — [(eAe/ZeBeeAeﬁ) (eAe/2eBeeAs/2) o (6A5/2eBeeAs/2)]f (CE) +o0 (63) )

s

m termos

(3.15)
Sendo que o método de resolugéo serd o mesmo que apresentada pela Eq. (3.14).

Com relagio aos erros que aparecem nas Eqgs (3.13) e (3.15), a justificativa é
a seguinte: Seja a seguinte expressao:

A22 BZ2
e(A+Ble o eAEeBE=(1+Ae+—2€—+...) (1+Bz—:+ 26 +)
A? B?
= 1+s(A+B)+52(7+AB+7)+... (3.16)

Podemos também descrever esta relagio da seguinte forma

eA+BE LIRS

= (148 B2y A A 1+ B B

A? B?
= 1+s(A+B)+52(7+AB+BA+—Q—>+... (3.17)
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No caso de A e B serem operadores, podemos observar que a expressao (3.16) é
semelhante a expressdo (3.17) até a ordem ¢; para o caso de €2, estas expressoes
serdo semelhantes somente no caso em que A e B comutarem ([4, B] = AB —
BA =0 = AB = BA). Deste modo, podemos observar que o erro da expressao
(3.16) ser4 de ordem €.

Retornando a Eq. (3.7) e utilizando o que foi discutido acima, reescreveremos
a fungdo de onda como

g V(z) ;. h 82 e V(z) e V(z) ;. b 82 e V(z)
Y (z,t) = {[e"’% e P ] [e"% P TE PR }w(x,O).

(3.18)
A Fig. (3.5) representa a fungéo de onda de um par atémico colidente de 3" Rb,
sujeito a um potencial com uma parte atrativa e barreira quadrética repulsiva,

-10 - _xzg
V(z) = { 2% 10710 (z — z) (r — %),  sezo < 2000ag (3.19)

0, se zo > 2000aq

para diferentes tempos, o qual para este caso, T corresponde aproximadamente
a 0.972 x 1013 segundos (vide Eq. (3.12)). Para a funcio de onda 9 (z,0),
utilizamos os seguintes valores zo/ap = 3000, Az/ag = 100 e woaq = -0.01
(correspondendo para o dtomo de rubifdio a uma. velocidade de aproximadamente
—173.34cm/s).

Re wix{)

£

(=}
4_‘8

t=0r g “m} {=7.0x1055
>
.4

o
g
g

008l . 008

t=130x 10°+

Figura 3.5: Representagio grafica do pacote de ondas para um par atomico coli-
dente de atomos de 87 Rb sujeito a um potencial com barreira quadréatica. A figura
ilustra o acontecimento para trés instantes: t =0 7; £ = 7.0 x 10° 7 (momento
em que o pacote choca-se com a barreira) e t = 13.0 X 10° 7.
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Conhecendo a evolugdo de um pacote de ondas sujeito a um potencial, a
seguir faremos o caso semelhante para a fungdo de Wigner, utilizando néo s6 o
formalismo da mecanica quantica como também o da mecénica cléssica a fim de
verificarmos o quao préximo sdo estes formalismos entre si.

3.4 Resultados comparativos entre as dindmicas
cldssica e quantica

Utilizando a Eq. (3.1) para o caso em que nao haja um laser de prova durante
o processo colisional, temos a seguinte equagao cléssica,

+22 v Wepn =0 (320)

Sendo esta, a equagdo de Liouville [5], vamos inicialmente reescrevé-la com as
mudancas feitas para a posi¢ao =, momentum p e tempo 7, ou seja,

1 & 2mh¥a 1
Z5(2 + w®% 0 __ V’(aof—)——l—a——— w (ao—m—,thﬂao, —’r) =0,
T (;) H aoa (aio) Qg 27rh;;8 (’LUCL()) ap () T
considerando z/ag = %, wag = W e t/7 = t, reescrevemos a equagao acima como
10 2nhw O 1 0 0 2rh _
L+ e ——V(apZ)— | W | aZ, —w,t7 | =0,
[7’ ot " a: pdx 2mhoz (a0%) B'u")] (agw, a0 T)

multiplicando a equagdo anterior por 7, lembrando que 7 = l’f;’—, temos

(2n)°h
0 wad a 0 _2rh_ -\ _
(o 2 5 @ g | W (me Trmir) 0. G2y
sendo , 9,102
_ 2uag _
V(z) = __—(27r)3 th(aoa:). (3.22)

Como z ¢ medido em unidades de raios de Bohr (ap), w é medido em unidades
de 1/ag e t em unidades de 7 reescreveremos a Eq. (3.21) como

0 wa 8., .0 2k
- 2 — - = .2
[at + gy %v (z) aw] w (aox, o w,t'r> 0 (3.23)
e a Eq. (3.22)
_ 2uaj

Tendo em mente a seguinte definigao

2nh
W (z,w,t) = 2rhW (agx, l—w,h) ,

ap
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resolveremos a Eq. (3.23) da seguinte forma. Seja

[8 w 0

0
o 7oz

_ %V(m) 5{0_] W (z,w,) =0, (3.25)

verificamos que esta equagdo é valida para qualquer z, w e t. Deste modo escol-
hemos

z = z(0),
= w(t),
obtendo
0 w(t) 8 0 0 _
il (z(t),w(t) ,t)+—7—r—;9;W(:r ®),w () ,t)—;}.—x-v(w () %W(w t),w(t),t)=0.

(3.26)
Ou seja, temos uma fungdo que obedece a seguinte condigao:

d
SV ACIORMOR)

%W(x(t),w(t),t) amait) —l——%W(m(t),w(t),t)@Ua—t(Q+%W(x(t),w(t),t)

#(t) w(t)

Comparando as Eqs. (3.26) e (3.27), temos

i = —, (3.28a)

: 0
W= —E—EV(:L'). (3.28b)

o qual z e w satisfazem a equagdo de trajetdria.

Utilizando as Eqs. (3.28a) e (3.28b), podemos agora utilizar o formalismo
cldssico para calcularmos a fungédo de Wigner dependente do tempo sujeita a um
potencial. A seguir representaremos graficamente esta fungéo de Wigner para
os formalismos cléssico e quantico para dois potenciais, inicialmente utilizaremos
um potencial quadrético e na seqiiéncia um potencial repulsivo do tipo 1 /z3.

3.4.1 A funcao de Wigner para um par atdmico
aprisionado em um potencial de oscilador harmoénico

O potencial quadrético em que o par atomico est4 aprisionado é dado pela seguinte
expressao,

V() = (2 x 107%9) (:v - %) (z — o), (3.29)
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para o = 2000ay. Com o auxflio deste potencial e das Egs. (3.28a) e (3.28b),
obtemos as equagoes de movimento

T =

3|8

?

2 x 107%9) <—2x + %x(,) :

Através de um algoritimo conhecido como Runge-Kutta [21] podemos resolver
as equagoes diferenciais acima e deste modo obtermos a representagao gréfica de
W (z,w,t) dada por uma dindmica cléssica.

w =

N

No caso de utilizarmos a dinimica quéntica para ilustramos graficamente a

funcdo de Wigner utilizaremos a Eq. (3.18), e por uma conveniéncia de unidades
temos, com o auxilio da Eq. (3.22) que

. Vi{aoz)\ _ e (2n)* 2
exp (—ze oF ) = exp (—th Sl V(z) ],

definindo a quantidade 6t = €/7, lembrando que € é uma fragao do tempo dada
em segundo, e utilizando a Eq. (3.12) temos

o (16255 o (210 ) %)

Assim, podemos representar graficamente a evolugdo temporal da funcao de
Wigner para ambos os formalismo. A Fig. (3.6) ilustra o grafico de W (z,w, t)
versus wayg, para a secao £ = 1000ag e para um tempo de ¢t = 3.0 x 10%7.
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o Evolugdo Classica
Evolugdo Quantica

0.9 A

0.6

0.3 4

0.0 R
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0.010 0.012 0.014 0.016 0.018 0.020
wa,

Figura 3.6: Representagao da fungao de Wigner versus wag, considerando a se¢ao
— 1000ag, comparando as dinfmicas cldssica e quéntica. Estamos considerando
para t = 3 x 10°7.

Podemos observar neste grafico que ambas evolugoes, cldssica e quintica, co-
incidem. Isto se esclarece ao observarmos a Eq. (3.2), uma vez que os termos
das derivadas associados as ordens de i se anulam. Em outras palavras, podemos
dizer que a expressao

3 Y4 3 " 3 h2 " 63
Laz taae Vgt a1’ W

h4 o°
1920‘/;(3:)'5;5" + .. ] W (I,p,t) =0,
adquire o seguinte aspecto, devido as tranformagoes de unidades discutidas neste
capitulo,

1 o 1 o

0 wa 0 .
===V (@) -+ ooV - (x) =+ | W ¢
[Bt traeV Paeta (27r)2v ©) 507 ~ ay 520" @ our " ] (@t

no qual se reduz a propria expressao “simplificada” (vide Eq. (3.25)) quando
utilizamos o potencial dado pela Eq. (3.29), uma vez que as derivadas para de
terceira ordens ou mais anulam o potencial quadratico. A seguir faremos o caso
similar para um potecial repulsivo do tipo 1/



3. Tratamento quéntico para a dindmica colisional 33

3.4.2 A funcdo de Wigner espalhada por um potencial
repulsivo 1/z3

Descrito a evolucao da funcio de Wigner para o caso de um potencial quadré-
tico, utilizaremos para a colisdo de 4tomos de rubfdio o seguinte potencial repul-
sivo,

(zao)®’
com C; = 10.06 e2a2 [34], com e a carga elementar. Utilizando as Egs. (3.22) e

(3.30) teremos que a nova expressao para o potencial, nas novas unidades discu-
tidades neste capftulo, serd dada por

V(z) (3.30)

2ua2  Cs  2ue?a 10.06  6432.094
(2m)® B2 (zao)®  (27)° K% o3 =

V(z) =

O grafico a seguir, Fig. (3.7), ilustra W (x, w, t) versus wao, para a segao T = 1000
ap, para um tempo de t = 6.5 X 10% 7, para a dinimica cléssica e quéntica.

o Evolugdo Classica
Evolugdo Quantica

1‘6-1

1.24

W(x,w,t)

0.8 1

0.4 5

0.0

-0.4

T T v T T T T Y 1
0.000 0.003 0.006 0.008 0.012 0.015

Figura 3.7: Comparagao entre as evolugdes cléssica e quéntica para a fungdo de
Wigner sob a agio de um potencial repulsivo, para um tempo t = 6.5 X 105 7.
Aqui mostramos a seggo z = 1000 ao.

Podemos observar a diferenca entre as duas dindmicas. A dindmica quantica €
exata, uma vez que os termos de fi ndo séo desprezados e possui valores negativos
para W (z,w,t) para uma certa regiao no espago de fase. Este comportamento
& caracterfstico de um estado quantico. Enquanto a dinimica cldssica possui
valores positivos. As figuras que serdo apresentadas a seguir ilustram a fungao
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de Wigner no espaco de fase da posicdo (z/ ao) e do momentum (wao) com um
valor para a largura no pacote de ondas % = 100.

0.002
0

04
0.006 1000
12000%°

0.010 1400

w,
% 0.012
1600

(c) (d)
0.012 0.012
2.00 2.00

1.70 1.70

1.40 1.40
0.010 i

1.10 ore 2 1.10

0.800 0.800
0.500 0.500
0.200 0.008 o 0.200
-0.100 -0.100
-0.400 -0.400

0.0190

0.008 -

wa
we,

0.006 - 0.006 o

0.004 0.004

0.002 0.002

T T T T T T T T
600 800 1000 1200 14900 1600 600 800 1000 1200 1400 1600

xfa; xfa

Figura 3.8: Evolugdo temporal da funcao de Wigner para um tempo t = 7.0 X 10°
T e momentum wa; = —0.01. Os graficos (a) e (c) representam a evolugao
quéntica enquanto os grafico (b) e (d), a evolugéo cléssica.

A Fig. (3.8) ilustra W (z,w,t) versus z/ag versus wap para um tempo de
t = 7.0 x 10° 7. O gréficos (a) e (c) correspondem a evolugdo quantica enquanto
os graficos (b) e (d) correspondem a evolugdo cléssica. Podemos observar através
dos graficos de curvas de nivel ((c) e (d)) a diferenga entre as dindmicas, uma vez
que a evolugdo quéntica, para este caso, possui valores negativos ao contrério da
evolucao cléssica.
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Figura 3.9: Evolugdo temporal da fungao de Wigner para um tempo ¢ = 11X 105 7
e momentum wag = —0.01. Os graficos (a) e (c) representam a evolugao quantica

enquanto os grafico (b) e (d), a evolugdo cléssica.

A Fig. (3.9) ilustra W (z, w, t) versus T/ao versus wag para um tempo maior,
+ =11 x 10° . Através dos graficos (c) (evolugio quantica) e (d) (evolugao clds-
sica) podemos observar que hd uma diferenca entre as evolugdes. Em particular,
podemos observar que a distribuigdo cujo o valor é 1.73, &€ maior para O €aso
classico (regifo central do grifico).
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Figura 3.10: Gréfico de curvas de nivel, para a evolucio quéntica e cléssica, para

um momentum de woag = —0.001 e tempo ¢t = 35 X 10%T.
Estes gréficos representam a distribuicdo da fungdo de Wigner no espaco de
fase, para o tempo t = 39 X 10%7. Utilizando um momentum weGo = —0.001,

sendo este dez vezes menor que O apresent

difereng

apresenta valor negativo ao contrario da cléssica.

ado no grafico anterior. Observamos

a entre as dinamicas cldssica e quintica, uma vez que a dinamica quantica
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Evolugéo Quantica Evolucio Classica
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Figura 3.11: Gréfico de curvas de nivel, para a evolugao quantica e cldssica, para
am momentum de weag = —0.03 e tempo ¢ = 5.0 X 10°7.

Estes graficos representam a distribuicdo da funcdo de Wigner no espago de
fase, para o tempo t = 5.0 X 10%7. Utilizando um momentum woae = —0.03,
sendo este trés vezes maior que o apresentado na Fig. (3.9). Para este caso
observamos a semelhanca entre os graficos da evolugio quéntica e classica.
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Utilizando o mesmo valor para wgag, do que o apresentado na Fig. (3.11),
mostraremos a seguir os graficos utilizando uma largura trés vezes maior para a
largura do pacote de ondas,

Az 300
Qg
Evolugdo Quéntica Evolucio Classi
o
0080 volucdo Classica
2.00 0.032
173
0.031 1.45
1.18 0.031 4
go 0.900
0.030 O 0.625
0350 g 0.030+
0.0750
0.029- -0.200
0.029-
0.028 T
2000 3000 4000 0.028

T
2000 3000 4000
x/a
0 x/a

Figura 3.12: Gréfico de curvas de nivel, para a evolugao quéntica e cldssica, para
o tempo t = 5.0 x 10°7, momentum de woay = —0.03 e largura do pacote de
ondas Az/ay = 300ay.

Estes gréficos representam a distribui¢do da funcdo de Wigner no espago de
fase, para o tempo t = 5.0 x 10°7, com o pico da gaussiana localizado inicialmente
em xg/ag = 4500. Utilizando o mesmos valores para o tempo e momentum, ao
quais foram utilizados anteriormente observamos, neste caso, a diferenca entre os
grificos da evolucdo quéntica e cldssica para o caso em que aumentamos o valor
da largura do pacote de ondas.

Dentre estes fatos concluimos, para o caso do potencial repulsivo do tipo
1/z3, que tanto o momentum como a largura do pacote de ondas sdo relevantes
fatores para conhecermos o quao realistico é utilizarmos a aproximacgao semi-
cl4ssica na descrigao do processo colisional. Em nosso caso verificamos que ambos
os formalismos se assemelham para o caso em que utilizamos um valor para o
momentum woag = —0.03 (correspondendo a uma velocidade v ~ —520cm/ s,
para o dtomo de 3 Rb) e uma largura na distribuicdo de Az = 100ay. Para
diferentes valores desta faixa de Az ou para velocidades menores, os resultados
sao diferentes.



Capitulo 4

O Estado Inicial

Ao tratarmos a dinémica de colisbes entre 4tomos é necessario conhecermos
0 nosso sistema atémico no instante inicial, anteriormente ao processo colisional.
Para as finalidades de nosso trabalho, descreveremos inicialmente, as particulas
presentes no processo colisional como pacotes de ondas, que evoluirao temporal-
mente, obedecendo a equagdo de Schrodinger dependente do tempo. No entanto,
uma importante questdo, a ser levantada neste capftulo, é como prepararmos este
estado inicial de dois 4tomos na presenca de um feixe laser.

Com o auxflio de um recente experimento [20] podemos propor uma preparagao
do estado inicial que desejamos. Este experimento utiliza redes 6pticas nas quais
0s 4tomos sdo aprisionados por um campo de radiagdo. A técnica utilizada con-
siste em inserir em um gés de 4tomos de 87 Rb, preparado no estado de condensado
de Bose-Einstein, trés feixes de laser (ndo ressonantes com os 4tomos), ortogonais

entre si, cruzando-se em um ponto da amostra, formando nessa regiao uma rede
Optica.

Nao é objetivo deste trabalho enfatizarmos a parte experimental, mas para
termos uma melhor idéia do que seja uma rede éptica, imaginemos o caso em que
um unico laser é inserido na amostra de dtomos. Esse laser atravessa a amostra
e é refletido por um espelho, retornando pelo mesmo caminho de incidéncia. A
superposigio do feixe incidente com o refletido gera uma onda estaciondria. As
particulas sofrem a agao de uma forga de cardter essencialmente dipolar devido &
presenca desse campo, que nao é ressonante. Como esta forga ¢ basicamente dada
pela parte dipolar, & possfvel definir uma energia potencial aproximada. Este po-
tencial acompanha a geometria da onda estacionéria, ou por outra, do campo.
Sendo assim, possuird um aspecto de “canaleta” que se estende perpendicularente
ao vetor de propagacao do laser (ver Fig. 4.1). Deste modo, os dtomos estarao
confinados nas proximidades dos minimos locais periédicos desse potencial. Es-
tamos considerando que os 4tomos na amostra sao frios, ou seja, possuem uma
energia de tal modo a ndo escaparem ao potencial aprisionante.

Podemos também imaginar o caso em que hd a presenca dos trés feixes na
amostra, como mencionado anteriormente. Para este caso, nao existem mais as

39
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Figura 4.1: Representacio de uma rede 6ptica formada por um tnico laser.

“canaletas” por onde os 4tomos poderiam transitar, mas sitios onde as particulas
ficariam confinadas.

\
47
W
\ Sitioé//

Figura 4.2: Figura ilustrando uma rede 6ptica tridimensional. Caso estivermos
utilizando trés feixes laser, veremos vérias destas redes, sobrepostas umas as
outras.
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O experimento ao qual estamos nos referindo também possibilita o aprisiona-
mento de um dnico dtomo por sitio. Isto é possivel quando induz-se no conden-
sado, inicialmente no estado fundamental, um potencial que aumente adiabatica-
mente sua profundidade. Conseqiientemente o estado fundamental da amostra,
inicialmente livre, serd transformado adiabaticamente no estado fundamental da
amostra aprisionada. Assim, cada sitio serd ocupado em seu menor estado vi-
bracional. Como é possivel fazer uma rede o qual o nidmero de dtomos é igual
ao nudmero de sitios, entao cada dtomo ocupard apenas um nico sitio; pois caso
existisse mais de um dtomo em cada sitio, a forca de repusao miitua entre os
4tomos faria com que este sitio nao fosse ocupado pelo menor estado vibracional.

Um arranjo mais elaborado que pode ser feito tomando como base o mesmo
experimento, é variar ao londo do eixo de propagagao z de um dos lasers, o &ngulo
relativo 6 entre o vetor de polarizacio da onda incidente e o da onda refletida [35].
Isto é possivel utilizando algum material que possua uma propriedade chamada
“atividade 6ptica” na qual varia o 4ngulo de polarizacdo do campo [36] (para
mais detalhes ver apéndice F). Assim, a onda resultante entre os campos elétri-
cos incidente e refletido poderd ser vista como a superposicao de duas ondas
circularmente polarizadas, uma & direita, denotada por o, e outra & esquerda,
denotada por o_. Com este arranjo, a distdncia entre os respectivos nés de o
e o_ serd de A (6/27) (ver apéndice G). Devido a este arranjo vemos duas redes
6pticas, superpostas uma ao lado da outra, a uma distancia A (6/2m) entre os
sftios. A figura a seguir ilustra esta rede para ondas o e o_.

Figura 4.3: Figura ilustrando uma rede 6ptica tridimensional para ondas o, e 0.
No caso de utilizarmos trés feixes laser, veremos varias destas redes, sobrepostas
umas as outras.

Estamos tratando de stomos alcalinos no estado fundamental, e para este
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arranjo os stomos podem ser de duas espécies, |s..) e |s_), sendo [37]

18+> = |S1/2, (Fl,mp = —1)> ou
|8+> = |51/2, (FT?mF = +1)>

€
|S_> = lSl/g, (Fl,mp = +1)> ou

I8—> = ISl/27 (FTva = —1)> 5

S1/2 € uma notagao espectroscépica para 4tomos no estado fundamental e (F, mp)
é um particular subnivel magnético da estrutura hiperfina no estado fundamental,
com (F; | = I & 1/2), sendo I o spin nuclear. Com este tipo de configuragao para
a onda estaciondria, temos que dtomos com um determinado estado interno |s,)
serfio aprisionados em o e dtomos com o estado interno |s_) ser@o aprisionadas
em o_. O experimento permite variar o angulo relativo 0, fazendo com que
essas particulas, agora aprisionadas, possuam a distancia desejada. A aparéncia
resultante serd um padrao de pares de atomos repetindo-se por toda a extensao
da rede (ver Figura 4.4).

L
3Atomos|s+> ‘éL

™ Atomos l3_>

e A 28

/
o. o

k. 8
kJ
k)
£
w

N
N

172

f = distacla Interatdmica.

Figura 4.4: Representacdo de uma rede 6ptica tridimensional para ondas o, e
o_, aprisionando 4tomos, formada por trés feixes laser.

O potencial de confinamento dos dtomos é dado por [20],

V(z,y,2) =V, (sin® (kz) + sin’® (ky) + sin’ (k2)), (4.1)

podendo ser aproximado por um potencial de oscilador harmonico isotrépico no
caso em que kzx, ky, kz < 1:

V(z,y,2) = Vok? (a® +9* + 2°) , (4.2)
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o qual k = 27/ é o vetor de onda do laser e V}; é a profundidade do potencial (
para um melhor detalhamento da validade das Egs. (4.1) e (4.2), o leitor pode
consultar o apéndice H). Deste modo, podemos obter uma expressdo matemaética
da funcéo de onda para o sistema atomico, utilizando o potencial (4.2). A fim de
facilitarmos nossos célculos, vamos coniderar que V4 = ﬁ

Assim, para um sistema de dois dtomos aprisionados no potencial de oscilador
harménico (Eq. (4.2)), temos que suas respectivas funcdes de onda, sao dadas
por [38]

'(/) (I‘l) = Ne"“%

e
¥ (ra) = Ne™*%,
com
k
W=/
m
mw\ 3/4
N=(Z)"
L
DY

sendo r; e ry as respectivas posigoes dos dtomos 1 e 2. Assim, a expressao para o
estado do sistema desses dois 4tomos nao interagentes, considerando apenas seus
graus de liberdade externos, serd

P (£, 1) = P (r1) 9 (r3) = N2eori-ori, (4.3)

Podemos observar que a Eq. (4.3) possui seis varidveis, trés parary, (1, 11, 21)
e trés para ra, (Za, Y2, 22). Agora, definindo um sistema de coordenadas, repre-
sentado pela Fig. (4.5), podemos simplificar o nimero de varidveis.

Temos, de acordo com o sistema de referéncia citado,

r = —7z+ 22+ 22,
R = mr1+mr2_r1+r2_z1+Z2
N om 2 2

sendo r, a coordenada relativa entre os dtomos e R, a coordenada do centro de
massa do sistema. Deste modo,

rys = R 2—l— 5 %
r, = R-+—2 2z
Segue que
2 2_92R. E_@*) (E_f‘l*)z
ry R*-2R (2 5 2 5 5%
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Atomo1 Atomo?2

Figura 4.5: Sistema de coordenadas do sistema atémico.

r: = R?+R- (r — 202) + % (r? — 2292 - r+2§) -
Assim,
r?+ri=2R"+ —% (r® — 2202 - r+23) -
Ao substituirmos esta expressao na Eq. (4.3), teremos
P (ry,re) = N2 2R 5 (r=202)" = ¢ (R,r). (4.4)

Utilizando este sistema de coordenadas (Fig. (4.5)), passamos de uma fungao de
seis coordenadas, para trés. Esta funcdo de onda também possui a caracteristica
de descrever a coordenada do centro de massa R separada da coordenada relativa
r. De outro modo, podemos dizer que

¥ (R,r,0) = A (R,0) A(r,0), (4.5)

sendo

A(R,0) = Nge 2®, (4.6)

A(r,0) = Ne 5= (4.7)
com 3/a

2mw
ve= (%)

€
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Tendo como objetivo, neste trabalho, estudar o efeito colisional entre dtomos,
podemos, depois de aprisiona-los, alterar a distancia desejada (como citado an-
teriormente) de modo que esta distdncia diminua. Assim, temos uma situagao
em que os dois 4tomos, aprisionados nos sitios de o, € o_, aparentam estar em
um processo colisional. Na seqiiéncia podemos desligar os lasers que formam a
rede Optica e aprisionam o0s 4tomos, e inserir um outro laser. Com isso temos as
condicoes iniciais para estudarmos dois 4tomos colidindo na presenca de um feixe
laser de prova. Neste experimento é possivel conhecermos a velocidade inicial, e
consequentemente o momentum dos dtomos em colisao; para isso basta saber o
quanto alteramos a distdncia entre os 4tomos aprisionados nos sftios e o tempo
de duragao deste acontecimento, enquanto a rede esteve ligada.

Considerando o movimento relativo entre os 4tomos podemos aplicar uma
transformacao galileana na equacao de Schrédinger, de modo que a equacao de
. onda apresente um fator relacionado a velocidade do pacote de ondas. Assim,

podemos escrever nossa equagdo como [23] (o cdlculo desta equagdo pode ser
visto no apéndice I).

Y (R,r,0) = N2e=20R? o= §(r—202)° —ivo o (4.8)

Podemos entao calcular a evolugdo temporal do sistema em questao, através
da equagao de Schrédinger dependente do tempo,

ﬁ2
——Vﬂ/J (r1,r9, )——V P (r1, 2, 8)+V (Ir2 + 202 — 11]) ¥ (11,12, 1) = m—?P (r1,12,t),

que, em termos de R e r, nos da

R 92 K* 82

R R — o (R )+ V () (Rk,0) = i (Ryr, ),

ot
o qual M = 2m é a massa total e up = 7}, a massa reduzida do sistema.
Deste modo, »
0 i r? 9% h? o2
adl =—— | —— - 1% Y (R,r,t 4.9
atw (R, r.t) h [ 2M 6R?  2u0r? + (r)] (R,r.t), (4.9)
ou seja

; 'hz 62 hz 82
Y (R,rt) =exp {'"z' [—W@ T oo +V(r )} }¢(R, r,0).

h
Utilizando a Eq. (4.5), obtemos
7 B2 6?2 7 k2 52
¥ (R, r,t) = exp {—5 [—m(ﬁ] t} A(R, 0) exp {—,—i [-Ea—z— V@ )] } A(r,0),

(4:10)
que de acordo com a Eq. (4.8), temos que,

A(r,0) = N~ 3202 gmimo s ' (4.11)
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Baseado na Eq. (4.5), podemos reescrever a Eq. (4.10), como
¥ (R,rt) = AR, 1) A(r,1),

e AR, 1) = exp {—% [—%%] } A(R,0), (4.12)
) A, 1) =exp{—%t [—gg%—i—V(r)]})\(r,O). (4.13)

Podemos observar que a Eq. (4.12) apresenta solugéo analitica. Para chegar-

mos a esta solugdo, incialmente a descreveremos como uma transformada de
Fourier,

AR, E) = /_ : dk g (k) exp [-% <—§’%%)] exp (ikR), (4.14)

sendo g (k) sua transformada inversa,
_1 /7 —ikR
9(k) = 5 /_oodR A (R, 0) e *F,
o qual, de acordo com as Egs. (4.4) e (4.5), temos

1 e .
g(k) = o / dR Npe 20F g—ikR

Nr k?
= ——871'_0; exp (—gai) . (415)

Retornando & Eq. (4.14), temos que o termo do integrando serd
i : . h 8 .
exp {—E [—m—a—ﬁi] } exp (’LkR) = €Xp <Zt2_]\z 5.‘[—{3) exp (ZkR)

1 (., B\" 0™ :
= Z;z_' (ztm) SR P (ikR)

n=0

o 0]

- Z% (it%)n (ik)?™ exp (ikR)

.

n=0
= exp (—itg%I&) exp (1kR) .

Assim, podemos descrevé-la como

AR,t) = / ” dk g (k) exp (—it%kz) exp (ikR) .

-0

Com o auxilio da Eq. (4.15), segue

(4.16)
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Descrevemos assim, uma formula¢do do movimento translacional, do sistema
atomico, em duas partes, uma para o centro de massa, possuindo uma expressao
analftica representada pela Eq. (4.16), e outra para o movimento relativo entre
os &tomos, representada pela Eq. (4.13).

Neste trabalho utilizamos o referencial do centro de massa na origem, con-
siderando apenas o movimento relativo das particulas para a dedugao para as
equacdes de populagdes e coeréncias, conforme discutido no Capitulo 2. No Capi-
tulo 3 mostramos os resultados numéricos comparativos entre as dindmicas cléssi-
cas e quanticas para a distribuicao de Wigner, sujeita a um potencial do tipo 1/ z3.
Baseado em um experimento, neste quarto capitulo, abordamos uma maneira de
conhercemos as condicoes inicias para dois d4tomos colidentes na presenca de um
feixe laser de prova e a funcao de ondas que representa estes 4tomos colidentes.
Utilizando dois distintos formalismos; um baseado no formalismo quéntico e outro
no cléssico, calcularemos a seguir, a distribui¢do de Wigner, em um periodo poste-
rior a colisdo, para dois 4tomos colidentes, sem a presenca do feixe laser de prova,
sujeito a um potencial semelhante ao representado graficamente pela seguinte
figura.

V( I’) 4
e
A 4 r
Parte assintotica
% "™ Parte atrativa
o
Parte repulsi v

Figura 4.6: Representacio grafica de um potencial de interagdo de dois dtomos,
em funcgdo da distancia interatémica.

Iniciando o célculo, tomando por base o formalismo quéntico, reescreveremos
a funcéo de onda para o movimento relativo em termos da simetria esférica,

At = 3 AWy g ). (@17

lmy

sendo o primeiro termo 3 direita da igualdade, a parte radial e o segundo termo, o
harmoénico esférico. Neste trabalho, estamos considerando as colisoes como sendo
de baixa energia (colisdes frias), e para este caso temos que | = 0 e m; = 0, deste
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modo, segue que

At = 20l08y0 g, 4).

Reescrevendo-a como

[reoveoaa="22"0 [vo 6,07 6.6

~

1

podemos encontrar uma expressdo para @g (7, 0), para isso utilizaremos a Eq.
(4.11), de modo que

600 (0) = @(r0)=r / A(r,0) Y2 (6, 4) dO

mw \ 3/4 — o (r—202)° ,—ivg R Er *
= (35) r/e G —ndem R Y00 (6, )

3\ 1/4
_ (ﬁw 1 { i B () itear e_gg(r+zo)’} ’
HT Wzg — Yg

sendo, 4 = %, a massa reduzida.
Considerando inicialmente que os dtomos esteiam afastados, de tal modo que

b kW )2
a escolha para o valor de zy, resulta em e~ % ("+20)" « e~ % ("~20)"  reescreveremos
a fungao acima, como

ms 1/4 1 17 Bw 2
r.0) = —i T~ o (T—20)” 4.18
om0 = (52) " e e (4.18)
Por conveniéncia, vamos também considerar que a varidvel real r seja definida no
intervalo (—o0, +00) e que o potencial V () seja muito repulsivo nas proximidades
de r = 0, de modo a manter o pacote de ondas sempre na regido de r positivo.
Fazendo a transformada de Fourier da Eq. (4.18), temos,

0= [ G®e a, (419)
)
sendo
o = (e S| l:-—i(k+"—xﬂ)zoe—§!i—(k+ihm)z] (4.20)
"\ wzm—iwg L ' |

Observando a Eq. (4.20), ndo desprezamos os valores aonde k seja negativo e
se sua magniude estiver nas proximidades de 2. Esta observagdo significa que
podemos substituir e*” na Eq. (4.19) por ¢ (—k,7), o qual [39)

g +V O] ) = e (k) (421)

¢ (k, 7') — e—ik‘r _ e2i50(k)+’ik1‘ (422)
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com 7 — +00. O termo &g (k) presente na equagdo acima é denominado de phase
shift. Este termo relaciona-se com outro termo denominado de comprimento de

[199%))

espalhamento “a”, que para o caso de colisoes frias, esta relagéo é dada por
[40, 41]:
a = — lim tan (50 (k)
k—0 k
o qual utilizamos a seguinte aproximagao

b

5o (k) =~ —ka. (4.23)

Utilizando ¢ (—k,r) ao invés de e*" na Eq. (4.19) ndo hé problema, uma vez
que o pacote inicial estd longe de r = 0, ao qual serd aplicado na Eq. (4.22); o
primeiro termo desta equagéo contribui dando o mesmo resultado da Eq. (4.19),
enquanto o segundo termo desta equagao é desprezado.

Partindo da Eq. (4.21) e das discussdes acima, podemos expressar a solucao
para ¢ (r,t) como

p(r,t) = /—oo G (k) ¢ (—k,T) e—iﬁgt dk. (4.24)

Para tempos suficientemente longos, depois que a colisao tenha acontecido, o
pacote de ondas ao todo ndo é desprezivel para grandes valores de r, deste modo

substituimos a Eq. (4.22) na Eq. (4.24) temos um pacote de ondas efetivo dado
por

00 2 2 . .
Poo (T, 1) = — / G (k) e~V temikr2ika gL (4.25)

De acordo com a Eq. (2.9), a fungio de Wigner para o pacote de ondas espalhado,
Eq. (4.25), seré dada por

We (r,p,t) = i—jr_ﬁ /:: Do (r - %’ t) Poo (r + %,t) e % dg. (4.26)

Com o auxflio da Eq. (4.25), manipulamos algebricamente a Eq. (4.26) e a
reescrevemos como

—00

W (r,p0) =2 [ dkG* (B)G (—k - E;?) A AN R0

Utilizando esta expressdo, podemos encontrar uma relagao com a distribuigao

inicial W (r, p). Para isso utilizaremos as Egs. (4.18) e (4.19) na expressio para
a fungdo de Wigner,

Wo (r,p) = :2'71;71 /: ©0 (7' - %,0) o (7" + %,0) e dg,

que ap6s algumas manipulagGes algébricas teremos

Wo (r,p) = 2 /_ Z dkG* (k) G (—k + %) e~ 2i(k=R)r. (4.28)
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sendo esta, a fungdo de Wigner que representa o estado inicial. Comparando as
Eqgs. (4.27) e (4.28), observamos que a fungéo de Wigner para o pacote de ondas
espalhado (W (1,p,t)) e a fungdo de Wigner para o pacote de ondas inicial
(Ws (7, p)), relacionam-se do seguinte modo

Woo ('l”, D, t) = WO (2a —T+ %ta _p) . (429)

Calculada a fungio de Wigner para um pacote de ondas, dentro do formalismo
quéntico, calcularemos a seguir a funcdo de Wigner utilizando o formalismo clis-

sico. Para isto utilizamos a evolugéo Liouvilliana [5] do estado inicial da fungéo
de Wigner, W, (r,p),

Se a condigo é valida para qualquer (r,p,t) entdo escolho
r o= rq(t),
p = palt),
t = t.

Assim,

%WL (ra (£),pa (), 8) + 9”’,f—t)iWL (ra (£, (£) 1)

67”d
) Dy (ra0).pa ), =0, (4.31)

ou seja, existe uma fungao, tal que

CWy (ra (0),pa (©),0) =0, (432)
de forma que
W (ra (0),2a (1)) 24l 4 W (ra (1),2a (9,0 T
'Jr'%WL ('rcl (t) 1 Pel (t) )t) = 0’

comparando esta equagdo com a Eq. (4.31), temos que

dra(t) _ pa (t)

7 . (4.33)
dpa(t) _ dV(ra(?))
Zt T drg(t) (4.34)

Da Eq. (4.32), concluimos que

d

EiWL (ra (t),pa (), t) = 0= Wi (ra (t),pa(t) , 1) = const.
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Sendo constante,

Wi (ra (t) , pa (t) ,t) = Wi (1 (0) ,pa (0),0)

ou seja, podemos ecolher o tempo, de forma que

WL (T’, D, t) = WO (Tcl ("‘t) y Del (—t) ? 0) . (435)

Sendo a energia potencial V (r) e suas derivadas préximas de zero, na parte
assint6tica, temos a partir das Eqs. (4.33) e (4.34) os seguintes resultados

ra(—=t) — ro+pt/p (4.36)
Pei (—t) - =P (437)

com t — +00.

Para o calculo da funcdo de Wigner, dentro do formaliso cléssico, faz-se
necessario explicitarmos o valor de 7o, para isto utilizaremos a conservagao de

energia: P u (Ei%iit_(t—) )2 +V (ra (t))

21 2
donde segue que
dr el (t)

p,[]_ 2Vea@)
2
Iz P

O sinal + que apararece nesta equagao significa que a trajetéria classica possui

dt = + (4.38)

Y;, o« P

Figura 4.7: Tlustragdo de um potencial em fucdo da distancia interatdmica.

duas partes. A correspondente ao sinal — refere-se ao tempo em que 0s 4tomos,
afastados a uma distancia interatomica 7, conforme ilustrado na Fig. (4.7),
aproxima-se até que atinjam um ponto de retorno 7. A outra parte, correspon-
dente ao sinal +, refere-se ao tempo posterior a colisdo para os dtomos que partem

da regiso do ponto de retorno até atingirem um ponto r na regiao assintética do
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potencial. Chamando o tempo em que os dtomos partem de 7. até r, de At;gq,
temos com o auxflio da Eq. (4.38)

Atyg, = — / T dra®) (4.39)
Ta B

2 /1 _ 2pV!I;rc;!t!!

Do mesmo modo, expressamos o tempo de retorno, chamado de At,q;:q por

Atvolta = / d,rd t) (440)
e 2

/1 I»‘V "‘cl t

O tempo total em que os dtomos colidem e depois sao repelidos serd At;q, +
Atyota = t. Este resultado é justificado da seguinte maneira. Inicialmente quando
0s dtomos estdao a uma distincia interatémica r., supomos que o tempo deste
acontecimento seja —t, ao atingirem o ponto de retorno supomos este tempo
como sendo ¢, < 0. Assim, Atyy, =t — (—t) = t, +t. Para At,,, dizemos que
0s 4tomos ao partirem de r,, com um tempo ¢, chegam a r com um tempo 0.
Assim, Atyoire = 0 — tr, logo Atige + Atyote = t- +t — t, = t.

Dentro do que foi discutido acima, temos de acordo com as Egs. (4.39) e

(4.40) que
i [/ / ] 2 1djd :Eff)(rc,(t) (4.41)

De acordo com a Fig. (4.7), temos que 7 < 74, 7. Assurmmos também que 7 estd
em uma regido assintética do potencial, o qual V' (7) = 0. Assim, reescreveremos
a Eq. (4.41), como

e L L e

P

- / \/_d’”_%_ /_Td —drq (t) + [r -'L—Ld'rd (t)

Regido em que consuieramos sendo assintética (V(rcz)"'O)

- / dra (t) —('r‘c;-i—r 27),

/ I"V "'cl i

reorganizando os termos

T dra (¢
%tzrcz+r—2f+2£/ ra ()

wtr p, [{ — wmVa)’
rul P
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ou por outra

drd (t)

e A e
T‘d—-—t =
n 20V (ra(t
d
= 2 /d’rd ) +r— /\/L‘f)_t -7
/-‘ Tel

7
1
= 2 rr+/drc¢(t) 1-— -7
T 1— 2;1.V!r2c1§t2!
P
Utilizando a Eq. (4.36), temos
To =2A —r, (4.42)
com
*° 1
A=r.+ / dra(t) | 1-— (4.43)
Tr 1 —_— M’.‘;ﬁﬂz
3

Como consideramos 7 em uma regido assintética, atribufmos a este ponto o valor
0.

Explicitado o valor de 7y, utilizaremos as Eqs. (4.35), (4.36), (4.37) e (4.42),

de modo a encontrarmos a seguinte relagio para a funcgdo de Wigner, expressa
em um formalismo cléssico:

Wi (r,p,t) =Wy (2A -r+ %t, —p) : (4.44)

Comparando esta fungao de Wigner, para o formalismo classico, Eq. (4.44), com
a fungao de Wigner para o formalismo quéntico, Eq. (4.29), o qual é reescrita a
seguir,

We (1,p,t) = Wy <2a —7r+ -‘Zt, ——p) ,

observamos que as fungbes sao diferentes. A ndo estd ligado a constante de
espalhamento a. Entao para o potencial que estamos utilizando, os resultados
entre as fungao de Wigner para os formalismos cldssico e quintico sao diferentes.

Mas para resolvermos numericamente uma colisdo atdémica, como no capitulo
anterior, para um potencial equivalente ao da Fig. (4.6), temos um problema
de ordem computacional. Acontece que utilizamos em nosso cdlculos um valor
minimo de aproximadamente 3000a, para a parte assintética do potencial. A
parte atrativa e repulsiva é da ordem de alguns raios de Borh. Assim, terfamos
que fazer uma malha (Grid) muito fina, e conseqiéntemente com muitos pon-
tos. Além do mais, temos uma parte atrativa, em que os 4tomos sao fortemente
acelerados e na seqiiéncia uma parte repulsiva, em que os dtomos sdo fortemente
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desacelerados, dificultado nesta regiéo, a integragao numérica da fungao de dis-
tribuigdo. Deste modo propusemos um potencial efetivo Vg (r) de modo a nao
apresentar problemas de resolugao numérica e que assintoticamente possa repro-
duzir o mesmo resultado da Eq. (4.29), para isso basta que ambos os potenciais
possuam o mesmo valor para a constante de espalhamento (a).

4.1 TUm potencial efetivo para as evolugoes
cldssica e quintica

Escolhento um potencial assintético com barreira quadrética para o potencial
efetivo Vg (r), como sendo

Vo(r)= { @) ser <. (4.45)
E 0,serT>7Te '
sendo a e r, constantes. Com a devida escolha para estas constantes, podemos
fazer com a que a fungio de Wigner, na parte assint6tica deste potencial, apre-
sente o mesmo resultado para os formalismos cléssico e quantico [23], para. isso

Te = Q,
© o= Y
T 32ua?’
Calculando o valor de A, dado pela Eq. (4.43), temos que
2ap

A=a—--p
sendo p = hik, segue que

A=a- ?Z_k (4.46)

Como abordado anteriormente, estamos trabalhando no regime frio, neste caso
o phase shift & dado pela Eq. (4.23), a aproximagio desta equagio & excelente
quando utilizamos

(s
k€ —.
< 2%

Deste modo segue que
A=a.

Assim, temos que os resultados quénticos e cldssicos se assemelham para o caso
em que utilizamos o potencial efetivo (4.45).



Capitulo 5

Tratamento quintico para a

dinimica colisional de atomos de
dois niveis

Até o presente momento as comparagses entre as dinamicas cldssica e quén-
tica restringiram-se em descrever apenas o movimento translacional de um par
atomico colidente ndo considerando os graus de liberdade internos do mesmo
(vide Capftulo 3). Isto se deve a néo inclusdo de um feixe laser de prova em
nosso formalismo, ao qual possibilitaria que o par atémico, ao absorver {6tons do
feixe, migrasse de seu estado fundamental, para um mais energético, chamado de
excitado. Esta transicdo entre os estados & representada em nossas equagoes por
um termo de acoplamento Q. Outro termo presente é o decaimeto atdmico T,

uma vez que o par atdmico excitado pode decair de seu nivel energético devido a
emissao espontinea de fétons.

Considerando dtomos de dois nfveis, descreveremos neste capftulo a equagao
matricial que retrata a colisdo atdmica na presenca de um feixe laser de prova.
Sendo esta equagdo inserida em um formalismo quéntico, verificaremos o quao
vélida seria descrevermos este processo colisional caso utilizdssemos o formalismo
semi-cldssico. Vale ressaltar que as equagdes semi-cldssicas ao qual estamos nos
referimos séo descritas pelas Egs. (2.38)-(2.41), no Capftulo 2.

Para descrevermos a equagdo que retrata o processo colisional em questao,
baseado no formalismo quéntico, utilizaremos a equagéo de Schrédinger acoplada,
de modo que

th=—®,(r,t) = ———hz ——2 ®, (r,t) + V, (r) @4 (r,t) + hQD, (7, )
ot 9’ 2uor2 9’ g g en

ih—=®, (r,t) = ——h2 ——2 ®, (1, 1) + Ve (r) @ (1, 1) + FQD (1,1)
ot ' 2udrz °Y’ ° e gAe

o qual ¥, (r,t) e &, (r, t) representam, respectivamente, as fungbes de onda do
par atomico no estado fundamental e excitado, r a distancia relativa entre os dto-

95
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mos, V, (r) e V, (r) os respectivos potenciais do estado fundamental e excitado. A
freqiiéncia de Rabi (§2), como abordado no Capftulo 2, representa o acoplamento
entre os estados fundamental e excitado. Por conveniéncia representaremos ma-
tricialmente estas equagoes, como

z'hglF (r,t) = —Ei—a—z—IF( t) +V(r)F(rt) (5.1)
ot 7 2u0r? " T '
sendo
_ | ®g(nt)

F = { &, (r 1) ] , (5.2)

= [ Ve(r) RO
ve[Bo e -

A matriz densidade da Eq. (5.1) é dada por

D(r,r,t) = F (', t)Fl (r,t), (5.4)

sendo F! (r,t) o hermitiano conjugado de F(r,t). Ao invés de utilizarmos as
varigveis r e ', definiremos £ = (' + 1) /2 e s = (' — ), e tomaremos a trans-
formada de Fourier com respeito a s [42]. Como resultado teremos uma fungao,
denominada funcio de Wigner [2], capaz de mapear o operador densidade no
espago de fase na representagio da mecénica quéntica. A fungdo apresentada a
seguir ¢ definida como fungdo matricial de Wigner

W(m,p,t)sglrﬁ/_:dslﬂ) (:c—g,a:+-;—,t) exp (—-zz—:—) ) (5.5)

Utilizando esta equago juntamente com as Eqgs. (5.1) e (5.4), podemos descrever
a equacdo de movimento para a matriz de Wigner como

(562 + %%) W(x’p,t) = % [J ($7p’t) - JT (:E,p, t)] ) (56)

sendo

J(z,p,t) = —271% _st]ll) (sc — %,:c + %,t) A\ (m - 3;—) exp (—z%) : (5.7)

A deducdo da Eq. (5.6) pode ser vista no apéndice J.

O passo seguinte é incorporar na equagao de movimento os termos de relax-
acdo (T), termo este que representa a taxa de decaimento esponténeo da partfcula
no estado excitado (no Capitulo 2 j4 mencionamos sobre I"). Para isto incluiremos
na Eq. (5.6) a matriz S (W (z,p,t)), ao qual & dada em termos seguintes elemen-
tos Wye (2,0, t), Weg (2,0, t) € Wee (z,p, t) da matriz W (z,p,t), como descrito a
seguir

_ TWee ($’p1 t) _%Wge (il?,p, t)
S (W (-'L') p, t)) - { —%Weg (:E,p,t) ‘—FWee (.’E,p, t) 3 (58)
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deste modo reescreveremos a Eq. (5.6) como

0 po 0 i
(B+22)Want =3 0E@n0 T @p0] +SWEp), 69
sendo a matriz W (z, p,t) dada por

— Wg!] (iE,p,t) Wge (m’pat)
W(:r)p,t) - |: Weg (x’p’ t) Wee (.'B,p,t) H

com Wy, (z,p,t) e Wee (, p, t) as funcdes de Wigner para os estados fundamental e
excitado, respectivamente; e W (z,p, t) € Wey (2, p, t) as fungdes de Wigner para
as coeréncias. Tendo em maos esta equagdo, o passo seguinte é encontrarmos um

modo apropriado e resolvé-la numericamente, ao qual sers discutido na préxima
secao.

5.1 A dinadmica quéintica para dtomos de dois
niveis

A Eq. (5.9) descreve a evolugao temporal quéntica da matriz de Wigner para
um sistema dissipativo para stomos de dois nivies. Esta equagao envolve a funcao
matricial J (z,p,t) (vide Eq. (5.7)) que depende da fungio de Wigner matricial
de um modo complexo; J (z,p,t) & uma integral cujo integrando envolve a matriz
densidade D (r, 7', t) que por sua vez é descrita atraveés da transformada de Fourier
para W(z, p,t) (vide Eq. (5.5)). Dado este grau de dificuldade devemos encontrar
uma equacao conveniente capaz de ser resolvida numericamente, e isto é obtido

fazendo a transformada de Fourier da Eq. (5.9) com respeito a variavel p, sendo
esta dada por

0 B O : .
2=Q(@y1) = %MQ(r,y,tH%Q(%y,t)V(w—%)—%V(H%)Q(a:,y,t) |
+S(Q(z,,1)), (5.10) .

o qual definimos a fungdo matricial Q (z,y,t) como

Q(m,y,t)z[idp exp (ip—ﬁy-)W(:v,p,t) =D (:r— %,x—%— %’t) , (6.11)

ou o seu equivalente

1 [ .
W (z,p,t) = 5T /_oodyexp( i h)Q(x,y,t). (5.12)

A dedugio da Eq. (5.10) pode ser vista no apéndice K.

Para resolvermos numericamente a Eq. (5.10), utilizaremos o método chamado
“Método do Operador Partido” [21, 43]. A implementacao deste algoritmo requer
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uma regular grade bidimensional no plano zy e um regular passo de tempo com
tamanho At. Para um melhor entendimento sobre a resolugéo da Eq. (5.10),
através deste método, veja o exemplo a seguir.

Inicialmente resolveremos a equagao diferencial para cada um dos elementos
da Eq. (5.10) em um intervalo de tempo At, ou seja

0
1% 55@ (z,y, At) =S (Q(z,y,At)),
a. 9 _ i ¥y _ ¢ y
o Lo@yan=10@ysV(s-5) -3V (s +3) Qenan,
. ] _ih &

Como estamos tratando de equagoes diferenciais, temos que a condigao inicial da
1° equagéo é dada por Q(z,y,0), sendo esta obtida através da definigao (5.11),
sendo W (z, p,0), nossa gaussiana inicial (vide Eq. (3.2)). Para a 2° equagao a
condigéo inicial é o resultado da primeira e para a 3% equagao, a condigdo inicial
& o resultado da segunda. O ciclo se repete continuamente até alcangarmos o
tempo t desejado, pois a cada retorno pela 1° equagdio andamos um tempo At,
assim At + At... + At =1t.

O método ilustrado é para uma acuracia de primeira ordem, mas em nosso
algorftimo utilizamos também este método para acuracias de segunda e terceira
ordem [22). Podemos observar que este precedimento calcula Q (z, y, t), mas como
visamos a obtencao de W (z, p,t), utilizaremos, ao concluirmos a propagacao, a
transformada de Fourier dada pela Eq. (5.12) afim de obtermos a fungao de
Wigner ditribuida no espago de fase. A seguir expicaremos como calculamos
cada uma das trés equagdes empregadas neste método.

5.1.1 O termo de emissao expontanea

O primeiro estégio do “Método do Operador Partido” consiste em resolver
a seguinte equacao

%Q (,’L‘,’y,t) = S (Q (a:,y,t)) ’

o qul esta equagdo matricial corresponde ao seguinte conjunto de equagoes

%Qgg(x,y,u = 5(Qee(@1), (513)
%Qge(m,y,t) = 5(Qge (z,9,1), (5.14)
%Qeg(m,y,t) = 5 (Qu(z,3,1)), (5.15)
%Qee(m,y,t) = 5(Qee (2,3:1)), (516)

sendo Qg (2,9, 1), Qee (z,9,t), Qge (,7,1) € Qeg (z,y,t) respectivamente as fun-
coes dos estados fundamental, excitado e coeréncias. Baseado nas Egs. (5.12) e
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(5.8), podemos reescrever as Eqgs. (5.13)-(5.16), como

%ng (z,9,t) = I'Qe (z,9,1), (5.17)
r

d r

é't'Qeg (3;1 Y, t) = _§Q€9 (‘T’ y’t) ’ (519)

%Qee (:L': Y, t) = —FQee (l‘, Y, t) ’ (520)

Inicialmente resolveremos a Eq. (5.18), cuja a solugéo é dada por

r
Qge (IL', v, t) = €xp (__2“t> Qge ($1 v, 0) 3 (521)
para as Egs. (5.19) e (5.20) segue o mesmo procedimento, assim
r
Qey (.’I?, Y, t) = €Xp (_Et) Qeg (SC, Y, O) ) (522)
Qee (z,y,1) = exp(—T't) Qee (z,,0). (5.23)

E finalmente a resolugdo da Eq. (5.17) serd feita da seguinte forma. Seja

0
EQQQ (IL', y7 t) = FQee ((L', y) t) 4

temos com o auxilio da Eq. (5.23) que

%Qgg (z,y,t) =Te Q. (z,9,0),
cuja a solugdo é dada por
Qoo (2,y,t) = — exp (=T't) Qee (,,0) + C,
sendo C uma constante, tendo como valor, obtido em ¢ = 0,
C = Qg (7,9,0) + Qee (z,4,0).
Deste modo segue que
Qg (2,9,t) = Qgq (2, i‘/a 0) + [1 — exp (—T)] Qee (7,4, 0) - (5.24)

Podemos assim, reescrever as Egs. (5.21)-(5.24), para um intervalo de tempo de
t & t + At, na seguinte representacao matricial

Qg (z,y, At) 1 0 0 1 —exp (—TAt) Qg (z,9,t)

Qee (z,y,0) | | 0 exp(—E£At) 0 0 Qe (7,9, 1)

Qeg (zyy, AL) | | O 0 exp( At) 0 Qeg (2,9, 1)

Qee (z,y, At) 0 0 0 exp (—T'At) Qee (z,9,1)
(5.25)

Dando continuidade, calcularemos a seguir a equagio para o termo do potencial
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5.1.2 O termo da matriz do potencial

Sendo o termo da matriz potencial dado por

0 i Y i Y
temos que a solugio desta equagdo, para um intervalo de tempo de t & t + At, é
dada por

Q(z,y,t + At) = exp [—%AN (w + %)] Q(z,y,t) exp [,%Atv (:1: - %)]

(5.26)
Para implementarmos numericamente a evolugdo da Eq. (5.26), utilizamos a
defini¢ao (5.3) o qual escreveremos

exp [—%AN (7")} — exp [—%AtV (r)] exp [<AM ()],  (5.27)
definindo
vey = B0,
o - 40 )

EA(r) = Ve(r)—Vy(r).

Utilizamos também o fato de que

exp [—iAtM (r)] = Lcos (w (r) At) — il(\:ﬂ ((:)) sin (w () At), (5.28)

sendo I a matriz identidade e w (), definido como

@) e
)= 5 i

w(r (5.29)

A deducao da Eq. (5.28) pode ser vista no apéndice L.

Substituindo a Eq. (5.27) na Eq. (5.26), chegamos a seguinte expressao

Q (z,y,t + At) = exp {%Atcp (z, y)} exp [—z’AtM (z + %)] Q(z,y,t)exp [z’AtM (a: - -g)

(5.30)
e =lv (-9 v ()]

A Eq. (5.30) serd mais uma das expressoes utilizadas para nosso célculo numérico
e para finalizarmos, calcularemos a seguir o derradeiro termo.

sendo
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5.1.3 O termo de derivada cruzada

O tltimo estégio a ser empregado no “Método do Operador Partido” é a
resolugdo da equagdo para o termo de derivada cruzada,
ih 0°

0

Q(z,y,At),

sendo sua solugéo para um intervalo de tempo de t & ¢t + At,

ih 0

) Q(z,y,t). (5.31)

Para nossa implementacio numérica utilizaremos nesta equagao o algoritmo de-
nomidado fast-Fourier-trasform [21] por duas vezes, para obtermos a fungdo ma-
tricial R (u,v,0) ao qual relaciona-se com a fungao Q(z,y,t) da seguinte forma

ih & * ° . :
Q(z,y,t+ At) = exp (71?3:1:61;) /_oo du/;mdv R (u,v,t) exp (izu + iyv)

= / du/ dv exp (—%u’ut +izu + iyv) R (u,v,t).
(5.32)

Através Egs. (5.25), (5.30) e (5.32), estamos aptos a resolver a Eq. (5.10)
afim de obtermos numericamente Q (z,y,t). Lembrando que nosso objetivo &
calcularmos W (z, p, t), finalizamos nosso programa aplicando o algoritmo fast-
Fourier-trasform em Q(z,y,t) para obtermos W (z, p, t). A Eq. (5.12) mostra
como estas funcdes estao relacionadas. No préximo capftulo mostraremos os resul-
tados comparativos entre as dindmicas semi-cldssicas e quénticas que descrevem
este processo colisional.

5.2 O Programa

As equagdes apresentadas neste capftulo, foram utilizadas e resolvidas em
um programa numérico, cujo o resultado s&o os gréficos, apresentados no préximo
capftulo. A seguir ilustraremos os passos utilizados na criagdo do algoritmo em
questao,

1° Passo: Definicdo das malhas (Grids);

Inicialmente definimos um conjunto de quatro malhas, para as seguintes fungoes
de Wigner: Wy, (z,p,t), Wee (z,,1), Weg (z,p,t) e Wee (z,D,1);

2° Passo: Definimos uma distribuigdo inicial, Wy (z,p,t), representando o
par atdmico no estado fundamental;
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3° Passo: Utilizando a sub-rotina fast- Fourier-transform (FFT) em Wy (z, p, )
para calcular Qo (x,y,t);

4° Passo: Utilizando o Método do Operador Partido (MOP), nas Egs. (5.25),

(5.30) e (5.32), calculamos Qg (2,9,1), Qe (Z,9,t), Qeg (2,4,1) € Qee (2,9, 1),
para o tempo desejado;

5° Passo: Utilizando FFT inversa nas fungdes acima, encontramos Wy, (z, p, t),
Wee (z,D,t), Weg (2,0, 1) € Wee (z,D, t)-

Neste programa o passo no tempo ¢é ajustdvel. Para fazermos tal procedi-
mento, utilizamos o0 MOP com preciséo de segundo e terceira ordem [22]. A cada
passo em ¢, utilizamos o seguinte porcedimento:

1°: Atribufmos um passo méximo e mfnimo para t;
2°: Utilizando o MOP de 2° e 3% ordens, verificamos a seguinte condi¢ao
Qi j (z,y,t) (2* ordem)-Q;; (,v,t) (3" ordem)| < ¢, (5.33)

podendo i e j assumir os valores g ou e; e € é um valor para o erro ao qual
atribufmos;

3°: Caso a condigdo (5.33) seja satisfeita, o préximo passo em t serd o dobro
do anterior (a ndo ser que ¢ > passo maximo); Caso a condi¢ao nao seja satisfeita
o passo serd a metade do anterior.

Este processo serd repetido até que o valor atribuido para tempo total da
colisao seja alcangado.



Capitulo 6

Colisao atémica mediada por
fétons

Neste capftulo apresentaremos os resultados comparativos entre os formalis-
mos semi-cldssico e quantico que descrevem o processo colisional para dois 4tomos
de rubidio (3" Rb). A opg¢éo pela utilizagdo dos dtomos de rubidio reside no fato
de considerarmos este processo colisional acontecendo nas redes-Gpticas, como

citado no Capitulo 4, o qual é baseado em um experimento que utiliza estes tipos
de dtomos [20].

Iniciaremos considerando nossos d4tomos no estado fundamental, e na seqtién-
cia ilustraremos o desenvolvimento da fungdo de Wigner dependente do tempo
no espago de fase para ambos os formalismos. Mas antes de iniciarmos devemos
lembrar que a posigao é medida em unidades de raios de Bohr (ag); w é medido
em unidades de a;* e o tempo é medido em unidades de 7, sendo seu equivalente
em segundos para dtomos de rubfdio dado por (vide Eq. (3.12)),

T =0.972 x 107 3s.

Outra observacao de interesse é que para os gréficos que serdo apresentados
utilizaremos para o estado fundamental o potencial apresentado no Capftulo 4
(4.45)

V, (z) = a(z - 20)°,
o qual a equivale [23],
nth?
= 32pat
sendo a denominado comprimento de espalhamento, sendo seu valor dado por
a = 100ag. O infcio da barreira é dado por zg = 100ae. Utilizando para o
potencial as mesmas unidades apresentadas no Capftulo 3, temos

2ua?

Y@ = o

V(aol').

63
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Deste modo, segue para o potencial no estado fundamental,

s 2
— J 128(100)% (x — 100)" =z <100
Yo (@) { 0 z>100

Para o estado excitado trabalhamos com um potencial repulsivo descrito por
(este potencial é semelhante ao apresentado no Capitulo 3 (Eq. (3.30)), com a
diferenca de nio possuir o termo do detuning),

C
%@=ﬁ+&

A constante C3 é dada por [34]
C; = 10.06 €2ag,
sendo e a carga elementar e A o detuning,
A = —16.23 x 10°Hz.

Ao utilizarmos as novas unidades, o potencial excitado serd descrito da seguinte

forma

2 2 10.06 6432.094

= Hee 0D 1623 x 10°7 m
(2n)*R2 23 3

V. () —0.158 x 107°.

A Fig. (6.1) exemplifica os potenciais utilizados em nossas equagoes.
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Ve (0

V, (09

Figura 6.1: Ilustracao pictérica dos potenciais assintético com barreira
quadrética, para o estado fundametal (V, (z)) e repulsivo do tipo 1 /x3 para o
estado excitado (V, (z)) em funcéo da distancia interatomica z.

Nesta ilustracio, A representa o detuning e R é ponto de Condon (Condon
point) [8], ponto este de maior probabilidade do par atomico ser excitado. Em
nosso caso Re =~ 2097.71ag. Consideramos também que o acoplamento equivale
a

Q=10MHz=10x10® x 7

e o decaimento atoémico [44]

T

I = e x10-o7

O valor utilizado para €2 é consistente ao utilizado em experimentos.

Tendo em maos os potenciais para os estados fundamental e excitado, os
valores para o acoplamento e decaimento atémicos e as equagoes que descrevem o
processo colisional para dois dtomos na presenca de um feixe laser de prova, nos
formalismos cléssico e quantico, ilustraremos a seguir as distribuicoes da funcao
de Wigner no espago de fase da posicdo e do momentum, para determinados
valores de tempo em que a colisao ocorre.

Consideraremos inicialmente, em ¢ = 0, nossos 4tomos no estado fundamental
descritos pela seguinte distribui¢io de probabilidade (vide Eq. (3.5))

(x — x0)2
W, (z,w,0) = 2 exp Sy v I 872 (w — wo)” Az?|

a figura a seguir ilustra esta distribuicao no espago de fase.
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Re Wgg(x,w,0)

/[ ] ]
-
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i

0.0000

Figura 6.2: Representagao da populagdo de d4tomos no estado fundamental. Esta
gaussiana estd com o pico centrado em z, = 8500ay; com uma velocidade inicial
‘v = —10cm/s, valor este que corresponde a w = —.5769 x 10~3ag ", uma vez que
w = 3£ = £ sendo y a massa reduzida do dtomo de ¥ Rb. Consideramos que
a largura Az = 1176a9 [23].

Conhecendo o gréfico da distribuigdo de populacao para os 4tomos no estado
fundamental no instante ¢ = 07, apresentaremos, a seguir, os graficos da funcao de
Wigner para o estado fundamental em fungdo da distancia interatdmica (z/ap)
e do momentum, nas novas unidades (wap) para tempos que vao 5 x 10°7 a
50 x 10°7. Os gréficos apresentados a esquerda correspondem ao formalismo

quéntico, enquanto os apresentados & direita correspondem ao formalismo semi-
classico.
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Figura 6.3: Ilustragdo da evolugdo temporal da distribuicdo de probabilidade
para o estado fundamental. Os gréficos (a), (b) e (c) foram gerados a partir do

formalismo quéntico enquanto os graficos (d), (e) e (f) foram gerados a partir do
formalismo semi-cléssico.
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Figura 6.4: Ilustracdo da evolugdo temporal da distribuigdo de probabilidade
para o estado fundamental. Os gréficos (a) (t = 10 x 1057), (b) (t = 20 x 10°7)
e (c).(t = 50 x 10°7) foram gerados a partir do formalismo quéntico enquanto
os gréficos (d) (t = 10 x 10%7), (e) (t = 20 x 10°7) e (f) (¢t = 50 x 10°7) foram
gerados a partir do formalismo semi-classico.

Os gréficos ilustrados pelas Figs. (6.3) e (6.4), representam a distribuicao de
quase probabilidade para o estado fundamental para dtomos de rubidio durante
a colisio na presenca de um feixe laser de prova. Observamos para os tem-
pos mencionados, que as distribuicoes originadas numericamente pelo formalismo
quéntico (graficos (a), (b) e (c)) assemelham-se com os gerados numericamente
pelo formalismo semi-cléssico (graficos (d), (e) e (f)).

Uma outra interessante informagio que podemos obter com relagao a estes
gréaficos é no que diz respeito & observagao do efeito de excitagdo e decaimento
atémicos. Para o tempo t = 5 x 10°7 observamos que o pico da gaussiana
diminuiu com relacdo & distribuigdo que representa a condicao inicial (¢ = 07).
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Isso significa que houve excitagdo atomica; para o tempo posterior (t =6 x
10%7) a excitagdo atOmica aumentou mais, pois observamos para este tempo uma
diminuicdo da distribuigao da fungdo de Wigner para o estado fundamental. Para
os tempos de 5 x 1057 & 50 x 10°7, podemos observar um ciclo de decaimento e
excitagio atémicos, uma vez que a distribuicéo para o estado funamental aumenta
e diminui.

Para verificarmos de uma forma mais detalhada este efeito, apresentaremos
a seguir, através da Fig. (6.5), as distribuigdes no espago de fase, para o estado
fundamental (coluna & esquerda) e para o estado excitado (coluna & direita),
para os Tespectivos tempos: 5 x 1057, 10 x 1057 e 100 x 10°7. Vale ressaltar que
utilizamos o formalismo quéntico, para resolvé-los numericamente.

i
H

——
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Figura 6.5: Graficos representando a distribuigdo de quase probabilidades para o
estado fundamental ((a) (t = 5x 10°7), (c) (t = 10 x 10%7) e (e) (t = 100 x 10°7))
e para a distribuicio de quase-probabilidade para o estado excitado ((b) (t =
5 x 10%7), (d) (¢ = 10 x 10%7) e (f) (¢t = 100 x 10°7)).

Como mencionado anteriormente, observamos para este conjunto de graficos
que conforme a distribuigdo de probabilidades para o estado fudamental diminui,
a distribuicio para estado excitado aumenta e vice-versa. Quando o estado ex-
citado & populado ocorre excitagdo atomica e quando o estado fundamental é
populado ocorre decaimento atomico. A seguir ilustraremos o processo colisional

para os tempos que vao de 1007 a 17007, o qual observaremos um interessante
efeito conhecido como supressao éptica.
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Observacio do Efeito de Supressao Optica

Este efeito, observado em nosso trabalho, faz com que dois dtomos ao se
aproximarem um do outro revertam suas trajetétias e comecem a se afastar
quando estes atingem uma regiao em que haja um campo 6ptico intenso que
acople fortemente o estado fundamental com um estado excitado repulsivo [45],
como ilustrado pela Fig. (6.1). A regido ao qual estamos nos referindo é a regido
de Condon, como abordado anteriormente.

A seguir apresentaremos graficos de curvas de niveis, representando as dis-
tribuicoes de quase probabilidade no espaco de fase para o estado fundamental,
o qual nao s6 o efeito de supressao serd visivel como também poderemos obser-
var as diferencas entre os graficos embasados no formalismo quantico (graficos
ilustrados na coluna da esquerda) com os embasados no formalismo semi-cldssico
(gréficos ilustrados na coluna da direita).
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Figura 6.6: Ilustracao representando graficamente as curvas de niveis das dis-
tribuigées para o estado fundamental para diferentes tempos. Os gréficos (a)
(t =100 x 10%7), (b) (¢t =200 x 10°7) originam-se do formalismo quantico en-
quanto os gréficos (c) (¢t =100 x 10°7) e (d) (¢ = 200 x 10°7), originam-se do
formalismo semi-cldssico.
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A Fig. (6.6) ilustra a colisdo atémica para dois tempos diferentes, 100 x 1057
e 200 % 10°7. Para este tltimo tempo citado podemos observar o infcio do efeito
de supressao 6ptica. Notemos que os d4tomos comegam a Ser desacelerados numa
regido aproximada de 2000aq, regido esta, correspondente ao ponto de Condon

(regidao em que hd um campo &ptico, acoplando o estado fundamental com o
excitado).

Para estes tempos tornam-se também visiveis as diferencas entre os graficos
(a) e (b) com os gréficos (c) e (d). Podemos observar, por exemplo, que o gréfico
(b), sendo este embasado no formalismo quéntico, apresenta uma parte negativa,
0 que nao acontece com o o grafico (d), o qual é baseado no formalismo semi-
clgssico. Ressaltamos que a barra de escala entre os gréficos € vélida para ambos
os graficos (quéntico e semi-cléssico) que posuem os mesmos tempos de colisao.
A seguir ilustraremos a colisdo para os tempos de 300 x 10%7 e 500 x 10°7.
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Figura 6.7: Ilustragdo representando graficamente as curvas de niveis das dis-
tribuicoes para o estado fundamental. Os graficos (a), (c) retratam a colisao
no tempo t = 300 x 10°7 e os grificos (b) e (d) retratam a colisdo no tempo
¢t = 500 x 10°7. Lembrando que os graficos da coluna a esquerda sio originarios
do formalismo quéntico e os da direita do formalismo semi-cldssico.

Podemos observar através da Fig. (6.7) que ambos os graficos origindrios do
formalismo quantico ((a) e (b)) apresentam partes negativas o que nao ocorre
com os graficos origindrios do formalismo semi-cldssico ((c) e (d)). Observamos
também que devido ao efeito de supressao 6ptica os dtomos estdo desacelerando
(gréficos (a) e (c)) chegando a possuir maior mimero de componentes positivas
para a velocidade (graficos (b) e (d)). Isto significa que os 4tomos comecam a se

afastar um do outro. A seguir ilustraremos os gréficos da colisdo para os tempos
de 700 x 10°7 e 1700 x 10°T.
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Figura 6.8: Ilustracdo representando graficamente as curvas de niveis das dis-
tribuicdes para o estado fundamental. Os graficos (a), (c) retratam a colisao
no tempo t = 700 x 1057 e os gréficos (b) e (d) retratam a colisao no tempo
t = 1700 x 1057. Observamos que estes tempos retratam os dtomos apés a co-
lisao.

A Fig. (6.8) ilustra os gréaficos para os tempos ¢ = 700 x 1057 e t = 1700 x
10%7. Observamos para estes tempos que as componentes para as velocidades
sao totalmente positivas, ou seja, j4 reverteram completamente suas trajetérias.
Outra forma de observarmos este afastamento é verificarmos que a distancia inter-
atomica, representada no gréfico pelo eixo z/ap, estd aumentando. Para uma
melhor visualizacio das diferengas apresentadas pelos graficos ilustraremos, a
seguir, a fungdo de Wigner dos mesmos.
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Figura 6.9: Gréficos da fungdo de Wigner para o estado fundamental, calculados
a partir do formalismo quéntico e semi-cléssico, para o tempo t = 1700 x 10°7.
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Figura 6.10: Graficos da fungio de Wigner para o estado excitado, calculados a
partir do formalismo quéntico e semi-cldssico, para o tempo ¢ = 1700 x 10°T.

As Figs. (6.9) e (6.10) ilustram a distribuigao de probabilidade para os estados
fundamental e excitado, respectivamente, para ambos os formalismos: quéntico e
semi-cléssico. Podemos observar as diferengas que se apresentam ao compararmos
os gréficos originrios do formalismo quantico com os originarios do formalismo
semi-classico. Por exemplo, o “quéntico” apresenta uma maior altura do que
“semi-cldssico”, por sua vez o “semi-cldssico”, apresenta um maior comprimento

no eixo rag e menor alargamento no eixo wag quando comparados com o “quén-
tico”.

Um outro estudo realizado em nosso trabalho foi a verificagao das densidades
de probabilidade para posicao,

[ wwew=r@),

—00

e para o momentum

[ do W (@u)=pw)
para diferentes tempos da colisao, conforme é ilustrado, respectivamente, pelas
Figs. (6.11) e (6.12). Com W (z,w) a fungdo de Wigner, para as distribuicao do
estado fundamental (W,, (z,w)) ou excitado (We. (z,w))-
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Figura 6.11: Gréficos da distribuicdo de densidade de probabilidade no espaco,
para o estado fundamental (gréficos (a) e (b)) e para o estado excitado (gréficos

(c) e (d))-

Inicialmente (t = 0) os dtomos estao concentrados no estado fundamental,
néo existindo probabilidade de se encontrar a particula no estado excitado (vide
graficos (a) e (c)). A medida que 0 tempo passa COmegamos a observar que existe
probabilidades de se encontrar a particula no estado excitado. Isto porque existe
um acoplamente, via laser, capaz de excitar o par atémico. O deslocamento
translacional nos picos observado acima denota a dinamica de colisdo, ou seja, 0
par atOmico comega se aproximando a medida que o tempo passa (vide gréficos
(a) e (c)). Para tempos mais longos (graficos (b) e (d)), notamos o afastamento do

par atémico que ocorre logo em seguida da colisdo, préximo ao ponto de Condon
(2000ay).
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Figura 6.12: Gréficos da dist

estado fundamental (grificos (a) e (b))

(d))-

ribuigdo de probabilidade no momentum, para O
e para o estado excitado (graficos (c) e

Os graficos apresentados acima, representam as distribuigoes de momentum
durante a dinamica colisional. Podemos observar que inicialmente as componentes
para o momentum sdo negativas (graficos (a) e (c)), isto significa que os dtomos
estdo se aproximando. Para o outro conjunto de graficos ((b) e (d)), podemos
observar o a presenca de componentes para O momentum negativas e positivas
(tempos de 300 X 10°7 e 500 x 10°7), isto significa que os 4tomos estdo se chocando
e invertendo suas trajetérias. Para o tempo de 700 x 1037 observamos que 0S
4tomos inverteram “totalmente” suas trajetorias, uma vez que suas componentes
para o momentum S0 positivas. Observamos também que a medida que o tempo
passa, as distribuigoes, antes concentradas, vao ficando cada vez mais dispersas
no momentum, isto denota que os dtomos podem estar sofrendo acréscimo de
energia cinética durante o processo colisional.

Feito um estudo comparativo entre as dinémicas semi-cldssica e quéntica,
mostraremos a seguir os graficos embasados no formalismo quantico, que ilustram
o processo colisional com um acoplamento de £ = 10 x 10%7, valor inferior ao que
estavamos utilizando. Para este caso nao observaremos a presenca do efeito de
supresssao 6ptica.
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Figura 6.13: Gréficos referentes ao tempo t = 100 x 1057 da colisdo. Os gréficos
(a) e (c) so para os respectivos estados fundamental e excitado. Os graficos das
curvas de nivel (b) e (d) sdo os respectivos correspondentes de (a) e ().

Estes graficos representam o processo colisional dos dtomos no tempo ¢t =
100 x 10°7. Neste tempo o par atémico ainda néo atingiu a regiao aonde o laser

se faz presente, mas os gréficos a seguir mostrarao este acontecimento.
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Figura 6.14: Gréaficos referentes ao tempo t = 300 x 10°7 da colisdo. Os gréficos
(a) e (c) sdo para os respectivos estados fundamental e excitado. Os graficos das
curvas de nivel (b) e (d) sdo os respectivos correspondentes de (a) e (c).

Este conjunto e graficos descrevem a colisdo para o tempo de ¢t = 300 x
10°. H4 dois interessantes acontecimentos a serem observados nestes graficos.
Primeiramente, podemos observamos a acorréncia de excitacao atomica, uma vez
que a altura do gréfico para a distribuicdo do estado fundamental diminuiu e a
do excitado aumentou, quando comparados com os gréficos referentes ao tempo
anterior (f = 100 X 10°7). Isto se deve principalmente ao fato que o par colidente
atravessou o ponto de Condon, situado em aproximadamente 2000a,. Neste ponto
h4 uma maior probabilidade dos dtomos serem excitado. O outro fato interessante
acontece com relacio ao estado excitado, (vide grafico (b)). Podemos observar que
a trajetoria para os atomos no estado excitado, estao se modificando, comecam
a assumir componentes positivas para o momentum. Esta desaceleracao acontece
devida a aproximagcio dos dtomos com a parte mais repulsiva do potencial.
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Figura 6.15: Gréficos referentes ao tempo ¢ = 400 X 1057 da colisdo. Os gréficos
(a) e (c) sdo para os respectivos estados fundamental e excitado. Os gréficos das
curvas de nivel (b) e (d) sdo os respectivos correspondentes de (a) e (c).

Estes gréficos descrevem a colisdo para o tempo de ¢ = 400 X 105. Pode-
mos observar o choque da populacio de dtomos no estado fundamental com a
barreira potencial. Observamos também a inversao de trajetéria ocorrendo em
ambos os estados, uma vez que h4 a presenca de componentes positivas para o
momentum em ambos os casos. Tendo os grificos das distribuicées para os es-
tados fundamental e excitado, mostraremos a seguir, para os mesmos valores de
tempo (100 x 10°7, 300 x 10°7 e 400 x 10°7) os gréficos das coréncias.
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Figura 6.16: Gréafico das curvas de nivel das coeréncias (parte Real), para o tempo

t = 100 x 10°7.
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Figura 6.17: Gréfico das curvas de nivel das coeréncias (pate Real), para o tempo

t =300 x 10°T.
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Figura 6.18: Gréfico das curvas de nivel das coeréncias (parte Real), para o tempo
t = 400 x 10°7.

As Figs. (6.16)-(6.18), sdo os graficos das curvas de nivel para as coeréncias
(parte Real) (Re [W (z,w,t)] e Re[We (z,w,t)]). Podemos observar que os gra-
ficos sdo iguais, conforme & previsto pelas equacdes de coeréncias {Re [Wye (z,w,t)]
= Re[W, (z, w, )]}

Neste capitulo, resolvemos numericamente equagdes para as populagoes dos
estados fundamental e excitado e coeréncias para dois dtomos colidentes, na pre-
senca de um feixe laser de prova como também verificamos as densidades de
probabilidades para a posi¢ao e momentum para diferentes tempos. Utilizando
os formalismos quantico e semi-classico, também resolvemos as equacoes para as
populagoes dos estados fundamenal e excitado, observando o efeito de supressao
6ptica. Como dito anteriormente, jé previamos, de acordo com os resultados a-
presentados no Capitulo 3, que os resultandos entre estes formalismos poderiam
diferenciar-se de acordo com a escolha para a velocidade e largura do pacote de
ondas. Mesmo ciente deste fato resolvemos numericamente 0s dois casos afim
de verificarmos o quao diferente sdo os resultados entre si. Podemos tomar como
exemplo, para verificarmos estas diferencas, os graficos (6.9) e (6.10) que ilustram
as distribuicbes para os estados fundamental e excitado, respectivamente, quando
as particulas encontram-se na regiao assintética do potencial, apds a colisao.



Capitulo 7

Conclusao

Apresentamos um trabalho abordando colisdes atdémicas mediadas por f6-
tons. Inicialmente, no Capitulo 2, formulamos um hamiltoniano para dois 4tomos
na presenga de um feixe laser de prova. Neste formalismo inserimos um campo
quantizado com o objetivo de considerarmos o decaimento atémico. No mesmo
capftulo formulamos, com o auxflio do formalismo de Wigner, um conjunto de
equagoes diferenciais acopladas para as populagOes e coeréncias. Estas equagoes,
imersas em um contexto semi-clédssico, possuiam a caracterfstica de descreverem
separadamente os graus de liberdade externos (movimento translacional do par
colidente) e os graus de liberdade internos (excitagdo e decaimento atémicos).

As equagOes semi-cldssicas, sdo provenientes de uma aproximagao. Com o
intuito de verificarmos a validade desta aproximagao, no Capftulo 3, descreve-
mos o processo colisional para dois 4tomos de rubfdio (8" Rb) sem a presenca do
feixe laser de prova, dentro de um formalismo quintico, utilizando a equagao de
Schrodinger. Neste formalismo ndo utilizamos aproximagao alguma. Assim, foi
possivel tragarmos um paralelo entre o formalismo cléssico e o quéntico. Note
que nao utilizamos a expressdo “semi-cléssica”. Isto se deve ao fato de que a nao
inclusao do feixe laser de prova acarretou que estas equagoes passaram a descrever
somente o movimento translacional do par atémico, que é ditado pela equagao
cldssica de Liouville.

Verificando numericamente a distribuicio de Wigner no espago de fase da
posicao e do momentum, pudemos observar, no mesmo capftulo, que a utiliza-
cao de um potencial quadrético apresentou o mesmo resultado para os forma-
lismos cléssico e quéntico. Este resultado j4 era previsto pelas equacoes, uma vez
que os elementos que foram descartados na aproximacdo semi-cldssica possuiam
derivadas, cuja a menor ordem era terceira. Assim, para um potencial quadrético
o resultado destas operagoes seria zero. Agora ao utilizarmos um potencial repul-
sivo do tipo 1/z3 observamos um interessante resultado. Quando utilizamos um
momentum cujo valor era alto (a velocidade era , em médulo, de aproximada-
mente 520cm/s) e a largura na distribuiggo, (Az = 100ag) os resultados para as
distribuigoes no espago de fase, dentro dos formalismos clédssico e quéntico, eram
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oS mesmos, para um tempo posterior & colisdo, quando a particula se encontrava
em uma regiao assintética do potencial. Agora, utilizando uma velocidade menor
(aproximadamente 173cm/s) para um mesmo valor da largura Az observamos
que a evolu¢do quintica apresentou valores negativos ao contrério da evolugao
clssica. Para o caso em que utilizamos uma velocidade maior (520cm/s) e uma

maior largura na distribuigdo (Az = 300aq), o resultado quéntico também nao
coincidiu com o resultado cléssico.

Dentre os fatos aqui apresentados pudemos, para o potencial 1/z?, concluir
que a validade do formalismo cléssico se faz presente para casos especificos em
que a distribuicio em Az é mais localizada (valor ndo muito alto para Az) e
com uma velocidade alta (energia cinética maior que a energia potencial). Isto se
deve ao fato de que a distribuigio possuindo uma alta velocidade e sendo mais
localizada pode néo ter uma sensibilidade suficiente para sentir uma variagdo do
potencial em toda sua extensao.

No capftulo seguinte, propomos um modelo de como prepararmos um estado
inicial para dois 4tomos colidentes na presenga de um feixe laser de prova. Para
isso utilizamos as chamadas redes 6pticas, que nos possibilitam colocar um dtomo
por sitio e fazer com que estes dtomos colidam com uma velocidade desejada. No
mesmo capftulo, também propomos um potencial efetivo de modo que o resultado
da distribuicdo de Wigner para as particulas colidentes, fosse 0 mesmo na parte

assintética do potencial, para um perfodo posterior a colisao, ao utilizarmos o
formalismo cléssico e quéntico.

No Capftulo 5, descrevemos os procedimentos numéricos para resolvermos
as equacgdes de populagdes e coeréncias dentro de um contexto quéntico. No
Capftulo 6, apresentamos os resultados numéricos, das equagoes que descreviam
a colisdo atémica para dois 4tomos de 87 Rb, na presenca de um feixe laser de prova.
Estes resultados foram apresentados néo s6 dentro de um contexto quéntico como
também semi-cl4ssico. Dentre os resultados apresentados, pudemos observar um
interessante efeito conhecido como supressao 6ptica. Este efeito, faz com que dois
stomos ao se aproximarem um do outro revertam suas trajetérias e comecem a
se afastar quando estes atingem uma regido em que haja um campo dptico, com
uma certa intesidade, que acople o estado fundamental com um estado excitado
repulsivo. Como era de se esperar, baseado nos resultados do Capitulo 3, os
resultados numéricos para os formalismos semi-cldssico e quéntico nao foram os
mesmos, mas resolvemos numericamente para os dois casos, com o intuito de veri-
ficarmos numericamente o quao diferente estdo os formalismos entre si. Assim,
ao investigarmos se podemos descrever uma colisdo atdmica em termos de uma
teoria semi-cldssica, conclufmos dentre os potenciais aqui investigados que este
formalismo somente é valido em determinadas situagdes. Para o potencial do tipo
1/z® podemos descrever a colisdo atomica através do formalismo semi-cléssico
somente para uma pequena largura e alta velocidade para a distribui¢do. Para
o potencial efetivo do tipo assint6tico com barreira quadrética, considerando a
colisio sem a presenca do feixe laser de prova, temos que na parte assintética
deste potencial, para um perfodo posterior a colisdo, a fungio de Wigner é a
mesma, quando utilizamos ambos os formalismos.
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Podemos considerar este trabalho como um estudo preliminar sobre colisdes
atomicas mediada por fétons. Para futuros trabalhos, pensamos em dar segui-
mento a esta linha de pesquisa abordando os seguintes tépicos:

e Verificar quantitativamente as diferencas entre os formalismos
semi-cldssico e quantico;

Nesta tese, apresentamos somente os gréaficos para as distribuigoes de Wigner
embasados tanto no formalismo quéntico como semi-cldssico, o préximo passo
serd buscar um forma de quantificar estas diferencas.

e Investigar a validade da dindmica semi-cldssica utilizando mais
ordens para Fi;

Ao investigarmos a validade da dindmica semi-cldssica no estudo de colisdes,
poderemos reescrever as equagdes para esta dindmica utilizando mais ordens para
h, como na Eq. (2.42), e comparar com os resultados da dinimica quéntica.

e Investigar a inclusdo de interagdes como Spin-Orbita e Estrutura
Hiperfina;

Poderemos considerar em nosso formalismo as interagdes spin-6rbita e estru-
tura hiperfina, reescrevendo as equagdes de populagtes e coeréncias, e verificando
0 quao relevante sao estas interagdes, quando comparados com resultados pre-
existentes, como os desta tese, por exemplo.
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Apéndice A

O Hamiltoniano de interacao
entre dois dtomos e um feixe
laser de prova

Este trabalho visa estudar colisdes frias entre dtomos alcalinos, na presenga
de um feixe laser de prova, em um regime de colisdes predominantemente binarias.
Assim, descreveremos neste apéndice o hamiltoniano de interagdo entre dois to-
mos de um par colidente e um feixe laser de prova. Através deste hamiltoniano
explicitaremos os termos de acoplamento entre os estados fundamental e excitado
e o termo de dissipagdo, presentes nas equagdes de movimento do par colidente.

Uma primeira aproximagao a ser utilizada é considerar os dois 4tomos do par
colidente como sendo dtomos de hidrogénio. Pois os 4tomos alcalinos, conhecidos
também por hidrogenéides, possuem uma estrutura atémica muito semelhante
a do 4tomo de hidrogénio, no que diz respeito & interagdo com um feixe laser.
Esta semelhanca est4 no fato de que os 4tomos alcalinos possuem um elétron de
valéncia que, ao interagir com um f6ton ressonante, pode ser excitado, enquanto
os demais elétrons permanecem formando uma camada fechada, fracamente in-
teragente com o laser.

Utilizando as representagdes de posigio e a de Schodinger, descreveremos a
seguir o hamiltoniano de dois 4tomos de hidrogénio na presenca de um campo de
radiacdo eletromagnética. Na seqiiéncia descreveremos uma se¢ao sobre coorde-
nadas de centro de massa e relativa atémica e molecular; em seguida descrevere-
mos o hamiltoniano de interagdo em fungdo das coordenadas do centro de massa
e relativas e, finalizando, formularemos uma simplificagao para este hamiltoni-
ano de interacdo. Devemos lembrar que nao estamos considerando, para esta
formulagdo, a interagao spin-6rbita e a estrutura hiperfina.

O hamiltoniano de dois &tomos de hidrogénio na presenga de um campo de
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radiacéio eletromagnética é dado por [46]

B 1 /. €+ 2 1 /. e 2
H = 2m. (pe1 + EA (rel)) + 2m, (pe2 + EA (I‘e2))
1 /. €« 2 1 /. e 2
+Zn—; (pm — EA (rzn)) + %’; (sz - EA (rpz))
+ﬁCoulomb + ﬁR, (A.1)

sendo Pe,, Dey, Ppy € Pp, S30 05 respectivos momenta canoOnicos dos elétrons e
prétons dos dtomos 1 e 2; m, e m, sao as respectivas massas do elétron e do
préton; e é a carga elementar e c a velocidade da luz no vicuo; A (r) é o operador
potencial vetorial e T,,, Te2, Ip, € Iz S80 08 vetores posi¢ao dos elétrons e prétons
dos dtomos 1 e 2, respectivamente, como demonstrado na Fig. A.1.

Figura A.l1: Representagdo esquemdtica de dois dtomos de hidrogénio e os
respectivos vetores posi¢ao dos elétrons e prétons.

O termo seguinte, presente no hamiltoniano (A.1) é He outomb, EXPLesso COMO

~ e2 e2 e2
HCoulmnb ~ ~ + = -~ — 1A -~
|r€1 - r62| lrp1 - I'ml |r€1 - rIJ1|
62 62 62
lfe1 - fml lf‘ez - fPl‘ ‘f‘ez - fm"

sendo cada um de seus termos, respectivamente: repulsao entre os elétrons dos
dtomos 1 e 2, repulsdo entre os micleos atdomicos, atragdo entre o elétron e o
préton do dtomo 1, atracdo entre o elétron do dtomo 1 e o préton do dtomo 2,
atragdo entre o elétron do dtomo 2 e o préton do dtomo 1 e atracao entre o elétron
e o préton do dtomo 2.
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Finalmente, o termo Hpy & o hamiltoniano do campo de radiagao, sendo des-
crito por
Hr =" bl \aicn, (A.2)
D%
com &L’ , (@k,x) 0 operador de criagao (destruigao) do féton de momentum hk e
polarizagao A = 1,2. Reagruparemos o hamiltoniano (A.1) da seguinte forma:

H=H At H 1+ H R,
o qual H, é o hamiltoniano dos 4tomos livres, sem a presenca de um campo
externo;

- 1

_ -2
Ha= 2mepe‘ +

1
Zmep

1 1 -
24— p2 4+ — P2 + Hooutoms: A3

O termo H; representa o hamiltoniano de interagao entre o campo e as particulas
presentes nos atomos:

A~

H;
1 T e ., 1  ea &2 -,
— 2me <2p81 . EA. (rel) + gA (rel)> + 2me (21)62 . EA (rez) + —CEA- (re2)>
1 . €= e? ~, 1  ea e,
+—2_'n’-l,_p —2pP1 . EA (rpl) + ZZ'A (I'pl) “+ 2—@ —2pp2 . EA (rp2) + __C_z_A (rp2) ,

(A.4)

sendo a expressao para o potencial vetor, dada por [47]

A 2rhe? A _ikr 4 Al —iker
Ar) = Z \/ oV A [ak,Ae r 4+ aL,\e k ] , (A.5)
kA

o qual A, w, V e &) sdo, respectivamente, a constante de Planck, a freqiiéncia
angular do féton de momentum hk e polarizagdo A, o volume de quantizagao € o
vetor de polarizagao linear do mesmo féton.

H4 uma aproximagdo a ser feita, relacionada ao hamiltoniano de interagao.
Esta aproximagao consiste em desprezar os termos de ordem A? do hamiltoniano
(A.4) considerando apenas os termos de ordem A. Para verificarmos a validade

desta aproximagao, calcularemos, a seguir, a razao R entre as grandezas cléssicas
£ A% e 2p2 A [47),

Rk _eA
2p¢A  2cp
Sendo o campo elétrico clssico E = —%%%, consideramos que E é da ordem de

1wA. Deste modo, temos

eA eE eE e)\E (g) eAE

¢/ mv?’
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ou seja

C

R (v) Trabalho feito em uma carga e por um campo E em uma distancia A
Energia cinética da carga e '

A energia cinética dos elétrons, encontrada na maioria das interagoes dpticas,
sao da ordem de poucos eletronvolts. Mesmo que estivéssemos lidando com a
luz de um laser a 102W de poténcia, em uma secio de choque de 1mm?, tal que
E ~ 2 x 10"V/m, a um tfpico comprimento de onda de 0,6 um, o valor de R ¢
cerca de 0,02. Ou seja, para. todo campo de luz fraco ou moderadamente intenso,
os termos de ordem fﬁz—zAz (r) da Eq. (A.4) podem ser desprezados. Assim,
nosso hamiltoniano de interagao se reduz & seguinte expressao:

N Pe, €2 Pe, €2 P € A p € A
Hy =22 . A, )+ =2.-A — =P ZA _ Pz ZA (A
d me C (r ‘) Me C (re’ my, ¢ (rp ‘) mp C (rp 2) ( 6)

Portanto, uma expressao geral para o nosso hamiltoniano pode ser dada por

N 1 1 1 1
g = ) 2 s2 1 9
2mep‘31 + 2mep"'2 + 2m1,,p“’1 + 2m1,,p’”2
e? e? e? e? e? e2
+— — 4 — — — — —_— — = — —
e, — Fen|  |Bpy — Tpal  [Fey — o N | fp|  |Bep — Fpy
f’el € 2 f)ez € ﬁpl 2 ﬁm €2
=LA (r --A(r.,)——- --A — =22 ._-A
+me ¢ ( 61) + me c ( ez m, c (rpl) m, c (rp2)
+ > ], ybicx.
kA

A.1 As coordenadas do centro de massa e
relativas para os datomos e a “molécula”

Tendo em mios o hamiltoniano de interagdo (A.6), temos como objetivo
explicit4-lo nos mesmos moldes da literatura [46), para isso utilizaremos algumas
aproximagoes. Para realizarmos estas aproximagoes € necessério representarmos
ndo sé os vetores posigdo e os momenta candnicos em termos das coordenadas
do centro de massa de cada um dos 4tomos e da “molécula” como também das
coordenadas relativas entre os prétons e elétrons de cada um dos dtomos e coor-
denadas relativas entre os dois 4tomos. Assim, iniciaremos nesta se¢ao, uma
descrigdo destas “novas” coordenadas para os dtomos e na seqiiéncia para a
molécula. Como exemplificagio, verificaremos como o hamiltoniano de 4tomo
(A.3) serd descrito nos termos destas coordenadas.

Baseado na Fig. A.1, descrevemos as coordenadas do centro de massa dos
4tomos 1 e 2, respectivamente como
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R, = MefatMplp (A7)

me + My
R, = Mele, + m,,rm, (A8)

mMe + My

e as coordenadas relativas entre o elétron e o préton do tomo 1 e entre o elétron
e o préton do dtomo 2, respectivamente por,

ry = T¢ —Ip, (A.9)
Iy = Te — Tp,. (A.10)

Também ser4 ttil definirmos a massa reduzida u e a massa total M , sendo estas
dadas por:

MMy

= — 1
# Me + My’ (A-11)
M = m.+m,. (A.12)

Utilizando estas informacoes, temos, de acordo com as Egs. (A.7) e (A.12),
MR; = mr,, + mprp,, (A.13)

que, com o auxilio da Eq. (A.9), d4

m
r, = Ri+ —Mgrl. (A.14)

Utilizando o mesmo raciocfnio, calculamos rp,, Te,, Iy, como sendo

Me
Ip, = Rl_ﬁrl, (A.15)
r, = R2+%r2, (A.16)
Ip, = Rg—%l‘z, (A17)

(No caso de tratarmos as coordenadas de posigao como operadores, inserimos o
sfmbolo *). Assim, de acordo com as Egs. (A.14)-(A.17), descrevemos os vetores
posigao dos elétrons e prétons de ambos os 4tomos em termos das coordenadas do
centro de massa dos 4tomos e relativas entre os prétons e elétrons de cada um dos
stomos. A seguir, descreveremos os momenta candnicos em termos das mesmas
coordenadas, o qual tomaremos, como ponto de partida, os seguintes momenta
canonicos dos elétrons e prétons dos dtomos 1 e 2 descritos, respectivamente,
como

. Er 0
P -
12 i Ore,,’
. h O
Ppi2 = = .
i Oty ,
!;}::'M*m SERYICO GE BIBLIOTESA

IHEOAMACAO
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Escrevendo o momentum canénico para o elétron do 4tomo 1 como

n h O
Per —

i Ore,

= E (53 0 + 9 9 + 2z 9 )
i\ 0z, O0Ye, 0z,
i |\ Oz, 0X1 Oz, 011 OYe, OY1 ~ OYe, O
+ (621 3 4 821 _6_) 2}
0z, 02, 0z, 0z ’

segue, com o auxilio das Egs. (A.9) e (A.13), que

_A[(med 8\, (med 0\, (md  0),
Pa = 71\ MoX, " b: Moy, oy )Y T\ Mdz " 9n

_ hfme 0 O

- 1 MBRl 6r1

= %1314-131- | (A.18)

Utilizando o mesmo procedimento chegamos as respectivas expressoes para 0s
momenta canénicos do préton do dtomo 1, elétron e préton do dtomo 2,

. _ h(my, 8 O\ mps .
P = ; (M aRl - 61'1) - MPI P1, (A]‘g)
. _ h(m 0 O\  Mea .
Pe; = 7 (T/f 3R, + 6r2) = MP2 + P2, (A.20)
. _ h(my 0 J\ _ Mp 5 .
P = (M Ry am) =Py (A.21)

o qual P; e P; sdo os momenta candnicos do centro de massa. dos dtomos 1 e 2,
respectivamente, e P, e P2 sdo os momenta candnicos relativos entre os elétrons
e prétons dos dtomos 1 e 2, respectivamente. Verificamos também que

A2 52 2
% _ m]\iflzl“LY\Q?fpl'ﬁ”L%
f)zzu mPP% 2 4 ~ f)%
-7;%_,; = E Mot P1+“—p:
~ D 52 A2
Po _ DeegPubatl
?}23 _ mplag_?_p - _13_%

donde concluimos que

(A.22)
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© 52 52 S

Pez PP2 P% ﬁ%

5, + omy =3 + E (A.23)

Utilizando as Egs. (A.14)-(A.17) e das Egs. (A.22) e (A.23), verificamos que
o hamitoniano do 4tomo (A.3), sers escrito, nestas “novas” coordenadas, como

N P2 a2 2 P2 ~2 2
Ay = (s2+2 S ) (24222
2M 2[.14 iy 2M 2/.1. Ty

62 N 62 62

Ry + T2 — Ry — ™28, |Ri—Tef —Ro+2f,| D

e? e? e?

Rz-i‘%f'z—ﬁl—i'mﬁf‘l R1+TMEf‘1—R2+mMQf‘2 f2
(A.24)

A fim de facilitarmos nossa linguagem diremos que R; (fll) , Ra (ﬁg), ry (t1),

rz (f2), P1, P2, D1 e P2 sdo coordenadas atomicas.

Definidas as coordenadas atémicas, o passo seguinte é definir as coordenadas
para o centro de massa molecular, dada por

R=t (A.25)

e coordenada relativa entre os centros de massas dos dois dtomos, dada por

r=R,— Ry (A.26)
Assim,
r
Ry = R, (A.27)
R, = R+§. (A.28)

De acordo com as Eqgs. (A.25) e (A.26) e utlizando o mesmo procedimento para.
calcular a Eq. (A.18), descrevemos os momenta candnicos do centro de massa dos

dtomos 1 e 2 em funcdo das coordenadas do centro de massa e relativa molecular,
como

. ho P

= S = _f 2
Ph=Sm -2 P (A.29)
X ho P
P, = TR, B +P (A.30)
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Como utilizado anteriormente, diremos que R, r, P e p sdo coordenadas molecu-
lares. Podemos inserir estas coordenadas (centro de massa e relativa molecular)
no hamiltonino (A.24),

. e? N e’ €2
[f+ o2 —11)| |[F+3E-%) ©
e? e’ e?
- - - =. A3l
[F+ Dby + T2| |- Fph - Ggfe| B2 (A.31)

Verificamos assim, como o hamiltoniano do dtomo (A.3) pode ser descrito
em termos das coordenadas atdmicas e moleculares. A seguir utilizaremos estas
mesmas coordenadas para representar o hamiltoniano de interagao e na seqiién-
cia utilizaremos algumas aproximagses neste hamiltoniano a fim de representé-lo
conforme a literatura mostra.

A.2 O Hamiltoniano de Interacao em termos
das coordenadas do centro de massa e
relativas atdémicas e molecular

Calculados os vetores posicao e momenta candnicos em termos das coorde-
nadas atémicas e moleculares, Eqgs. (A.14)-(A.21) e (A.27)-(A.30), descreveremos
a seguir o hamiltoniano de interagao em termos destas coordenadas, mas antes,
vamos utilizar as Egs. (A.5) e (A.6) e descrever este hamiltoniano (A.6), como

H = - E Tg"c A (ra) Da (o representa os prétons e elétrons)
(s 2
[2]
e ohc? (e““‘l . R ke 2 .
= - ———2 0k ) Ex P — k) Pp;
c 4= wi L3 e my
\e orhc? | (6"‘ 2 exBer — e ion >
- ag k) Pe; — k,A
3 3 2 y D2
c45 wiaL e P
PR N ELLI N ot PP S AT S )
- a Ek ) - k,A
k,A s €1 5
¢ 45\ wial? ™ e
+6 27!'}102 " (6—zk Tey f) e—zk Tp, é f)
- a Ek A\ k,A
T, A ) e2 ¥ D2
Cc WY wk,,\L3 ! Me P

(A.32)
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de prova
De acordo com as Egs. (A.14)-(A.19), e utilizando o hamiltoniano anterior, temos
e'ik-r=1 ) R eik-rp1 )
Ex) * Pey — €k, " Pp
e My
pr m. ,
e (Rt 5Fn) Mea, | - e (Ra-5n) Mps
= Exr- | P1+D1) — EkA " —2P; - P1
Me M mp M
k- er, T P, D iker ™ P, D
— eszl ezanEk’A_ _+_p_ —e zkn—;,‘gk’,\, _____B_
I M m, M m,
[ > ik-r; =2 —ikor; 22
K. e ™2 _ikrme) . Pl ™M e Mo\
— emkR; (ezk T —e ik rlﬁ) By — + + B D1
L M Me My
(A.33)
Pelo mesmo raciocinio, segue para os demais termos:
eik~l‘¢2 e’ik-rpz
€kt Pes — - D
ey e2 m, Pp:
> ik-re Zp —ikry e
" kea™ _ilergme) . P2 ™M e ZE W
= kR (C'k”"" —e zk““)é‘k,»\'——'i‘ + Eia - P2|
M M My
(A.34)
e—ik-rel e—ik-rp1
€k, * Pey €k Ppy
e P
» —ikr; 2R ik-r
. . m . P e VT gr e TN
= e kRu (e‘“"“ﬂz - e‘k"‘ﬂﬁ") Brn:— + + Exa D1 s
M Me myp
(A.35)
e—‘l.k Ten e—‘ik-l‘pg
Ek " Pes — Ex - Pp,
e My
» —ikra 22 ik-ry 22
. . m } P e ¥T2 gy e T2 M
= e R2 (e‘""“ﬂa - e’k'”ﬂM‘) Bir - — + + Ex - P2
M Me My
(A.36)

Deste modo, descrevemos as expressoes (A.33)-(A.36) que compoem o hamilto-

niano (A.32), em fungéo das coordenadas atémicas.
A fim de tornar estas expressdes mais compactas, definiremos a seguintes

funcoes
doria™E —ikery T
A(ryg) = e¥™2m —e ikTL2NF (A.37)
e’ik-rllz%z e-‘ik'rl,?%‘
= u + . (A.38)
Me My

)\ (1'1,2)
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Assim, podemos escrever este hamiltonino como,

A e 2rhe? ., . ;
H] = -(—: L——ak,,\sk,,\- [ heRa (A(rl)——-i—)\(rl) “> +

ik-R PZ f)2
+e1’k 2 A Tr — + )\ T - +
( (r2) M (r2 7 )]

Z 27( hCz a —-ik-R; pl
—_ 2 * - )\*

+e—ik-R2 (A* (rz) ﬁ? + A (1‘2 %?)i\ ’ (A39)

o qual os asteriscos indicam o termo complexo conjugado. Deste modo, demos o

primeiro passo, descrevendo o hamiltoniano de interagao em termos das coorde-
nadas atOmicas.

A fim de expressarmos o hamiltoniano anterior, de uma mais forma compacta,
definiremos as seguintes expressoes

c = e~ik.§A(1‘1)

A4
g(l) = C_ik'_g (A (I'l) 1—3—') + C_ik.% (A (1‘1) %) , (A41)
e A (r )
@ = ikf_12/ A .42
G € : 2M ? ( )
g® = k3 (A (r2) —JI\)/—I) +e 3 ()\ (r2) %2—) , (A.43)
Assim, descreveremos o hamiltoniano (A.39), como
N 2 . P
o= = 2TRC readicn [e‘k'RG(l)P+e‘k'Rg(l)
[ wk, )‘La
+e* RGP + eik'R€(2’]
€ 2rhe® 4 —kR 1Py ik R5x(1)
+z Z mak,z\sl‘)‘ . [6 G''P+e g
—ikR*AP 4 o KR L4(2)
+e G*"P+e g ] ) (A.44)

ou preferivelmente

ad € 27Th62 [ o .() -1 *{ A()
HI:—"‘Z mEkg{ak)‘ekR[G( )P+ ]+ak’,\ kR[G()P+ ]}

(A.45)
sendo a =1, 2.

R
P
2 o}
-
bzl
&
#2d
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A.3 Simplificacio para o Hamiltoniano de
Interacao

Utilizando o hamiltoniano (A.45), consideraremos o centro de massa mole-
cular com o referencial na origem, deste modo R = 0 o qual implica que P =0,
deste modo o hamiltoniano serd escrito como:

~ e 27hc? (e
le—z __“[ak)\sk,\ g()—i—a /\Ek)‘ g()] (A46)

Utilizando a expansdo de dipolo (e%*= ~ 1), uma vez que r; e Iz < 1, segue,
de acordo com as Eqs. (A.37) e (A.38) que A(r,) = 0 e A(rq) = 1. Assim, de
acordo com as Egs. (A.41) e (A.43), temos

5(a) — Pa
gl ===
L

’

Deste modo, o hamiltoniano (A.46) poder4 ser reescrito como

~ [ 27l'hC2 n - ~ Aa
HI = - Z (ak,,\ —+ G:Tk’,\) Ek,,\ . —p; (A47)

1%y

Aplicando a relagéo de completeza, podemos representar H;, como

-~

A o= S QH) =D 10) @ H

i i

= Z (V| Hy |1y o, (A.48)

w

o qual gy, é dado por
o =|l') (Il
e {|)} & uma base de autoestados do operador Hy, com Hy |l) = E;|l), o qual

Po 1 p?l 1 [ . ]
- =z ay~~ | T % a,H .
uw ik [r 2u] ih Fon 50
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Assim, descrevemos o hamiltoniano (A.47), como

fII = E Z Eﬁz-ciffm (ak,\+aL,\)€k,\ <|_|l>

3
€ iy ¥ Wieals
g /
1 2mhc?
= *ﬁ L3 o ak,\ + ay ,\) Exn (U'lera|l) (By — Ev)
2mhc?
= Lsﬂz'z N ,\) - (U] erg 1) wu
ak,\z' WieA
sendo El - ll = hwll’

Podendo w;y assumir os seguintes valores:

Wi = l(.dur' , se wyr 2> 0
- lel’l , 5€ wyy < O,

nosso hamiltoniano poder4 ser escrito em duas partes

) 2mhic? . . .
= 1 Z — o (ak,)\ + aL,\) i - (U] era 1) wir

wi L3
a kAUl kA
w20

: 27hc? X R )
—1 Z wk,,\L—s o (ak,)‘ + aL’,\) Ex (l" ere |l) Iwul| ’

trocando, para o segundo termo da direita da igualdade, [ com /', temos

2mhc?
] = 1 E 73 (ak,\ + ak ,\) Ex, O'WU lera Il) |wu/|
Wk AL N, st
ok, A\ i d. .,
wulzo ol

. 2mhc?
-1 Z Sy (ak,\-l-ak,\) Ek,\ 0'”/(” erall)lwu,|.

3
aloA ] wia L @
(dul>0 a'lll @
Segue que
. 27 hic?
HI = 1 E ax \Ek A\ ° O'Wda 1 lw”:l — Oy 5Ek,\ Ull’da i |wu:| +
Wk )‘L3
ak M\l !
w20

”’:SQ-UgP SERVICO DE BiBLIOTERA

INFORMACAN
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Trocando, novamente, para o segundo termo da direita da igualdade, [ com ',
teremos

A . 27rh(22 N ~ At 4 *
Hy =1 E 5 lwir] { BiaEin - Oridapt — Gy \Exr - O wdg ) -
kAL wiaLs 7

Considerando que s6 os termos ressonantes contribuem (Wi = wi)

N 2rhctwic s (. . At a
Hy=1 E V1 (ak,,\é‘k,,\  opdayn — 8 ) - O ll’da,ll’) :

ok

e que dg 1 = do,ur,teremos

A

H =-E-d,-E-dy, (A.49)

o sinal negativo, provém da carga do elétron e d, = (op + ow) da,1, como visto
na Eq. (2.28). Este hamiltonino, Eq. (A.49) é o hamiltonino que representa a
interagdo entre dois 4tomos e um campo de radiagao eletromagnético quantizado,
como representado na literatura.



Apéndice B

Deducao do hamitoniano de
interacao entre o campo quéantico

de viacuo e o sistema de dois
atomos

Para deduzirmos o hamiltoniano de interacdo entre o campo quéntico de

vécuo e o sistema de dois dtomos (2.25), devemos inicialmente substituir a Eq.
(2.23)

2r hwk
Vo

BoR,0)=:) Bl {&k,,\(t) exp (ik - R) — &}, ,(t) exp (—ik - R)]
k,A

na Eq. (2.24)

Hy_a=-d, - Eq (Rl,t) ~d, Eq (Rg,t) ,

no qual resultard na seguinte expresdo expressao

Ay_a = —&-i) ZW‘Z”kgk,A [&m(t) exp (ik-ﬁl) — &l \(t) exp (—ik : Rl)]
KA

—d, - zg; 2“5:“?:;(,)‘ [&R,A(t) exp (ik . R2) - &L/\(t) exp (—z’k . f{2>] .
(B.1)

Descrevendo R; e R, em funcéo das coordenadas do centro de massa e relativa

R, =

|
g &
L

<
+
B ™ DO D

~

R,

I

103
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temos que o hamiltoniano (B.1) serd escrito como,
- , 2mhwy , . ) - 'y
HV—A = 1,2 kEk,,\ ak,,\(t) exp ik - RCM -
o Vo 2

—a \(t) exp [—ik : (RCM - g)] } ()

27 hw o 'y
+4 T kék,,\ {&k,,\(t) exp [ik . (RCM + E)]
7 2

podendo ser reescrito como

A 27rﬁwk
Hy_o = i Z Ex,A
KA Va

A f —d; —d, -—d;+d
{@k,,\(t) exp [ik- (RCM _ f)} . ( e 1+ 2)
2 9 )
+ ax A(t) exp |k - (RCM+ _;_)] _
~ (O e | ik (RCM _ 2)] | (—ch o dz)

: (e A\ [h-d —d+d
*aL,\(t)eXpL—ik'(RCM-I-g)]}-( 12 2 12+ 2>.

Reorganizando os termos, segue que
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f{V-A = 'LZ 27rhwkék,\
{&k,A(t) exp [Zk . (RCM — ;)} -+ &k,A(t) exp I:zk . (RCM + ;)]

—if, \(t) exp [—ik : (RCM - —;—)] —af,(t) exp [—ik- (ﬁczu + %)] }
—d; —dy

{dk,,\(t) exp [ik - (ﬁCM - g)] — Grea(t) exp [ik- (ﬁ(;M + 3'2-)]

. . A iy . . - 'y
“G'L,,\(t) €xp |:—7'k : (RCM - -2-)] + a;r(,,\(t) exp [—zk- (RCM + 5)} }
.—31 +d,
—
Separando os termos do exponencial do centro de massa e da coordenada relativa,

}fIV_A = — Z 27rhwkék By [&k,)‘(t) exp (Zk . f{CM) — dLI\(t) exp (-—ik . f{CM)]

S ¢ . d; +d,
[exp (zk . 5) + exp (—zk . 5)] S

- Z 27mwkék,\ [&k,,\(t) exp [’ik . RCM] + &L,A(t) exp (—ik . ﬁCM)]

. L, T d, —d,
[exp (zk- 5) — exp (—zk- —2-)] T

chegamos & expressao para o hamiltoniano (2.25),

Hy_a = —i ; QW‘Z‘)‘( cos (ik . ;)
[dk,,\(t) exp (ik . RCM) - &L,\(t) exp (—ik . ﬁ.CM)] Ex (&1 + 62)
- z 27Thwk sin (ik- ?.)
2

[&k,,\(t) exp [ik : f{CM] + dL,\(t) exp (—z’k : RCM)] Ex,\ (&1 - &2) :




Apéndice C

As equacoes de populagao e
coeréncias.

A seguir calcularemos as expressoes que descrevem as populagdes e coeréncias
dadas pelas Egs. (2.34)-(2.37). Para a primeira equagao,

J » ” A . aar o
. t - i
0 fep)38' = 5 [£ (e0) 88", 1],
segue com auxilio do hamiltoniano (2.33) que
d ; 5 1 ([, A p;
—_ T o— i 3,033,010 roo
Oiwmsst = 5 {[femss, [[erenE o)
+[Femsst, [[ erapne] e ss
+ [A (r,p) S5, //d3 r'd® 'Vg(r’)f(r,p)S"S:\
-+ [ T p) SS* Zhwkak ,\ak )}
{f (r,p) 651, ( s + e*i“téf)]
R [f (.7 35,8Y g (SaL,A—ak,ASf)}} )
KA

O passo seguinte serd calcularmos cada um dos comutadores presentes na ex-
presséo acima. Mas antes, faz-se necessario calcularmos [ f{r,p), fo,p )] para

isso utilizaremos a defini¢do para o operador de Wigner (2.10), ao qual é descrita

a seguir
o s e glew 57 o

f(r,p) =

106

T Gox N v E v v
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Assim

fa,p)f(d,p) = //d3 d3’r——><

exp [ B_ﬁfh_l’_i]

= //d"’ d33'6( +§—r+ )\r———><r+

exp [_ZE_iJ;_L_P_i] ,

(C.3)

Utilizando a Eq. (2.11)

) (3] - [t

e fazendo a seguinte mudanga de varidveis,

9oy,
r+% = Z,
temos o )
W= [ @ o [ip a-n] 7 (Z5e)
que equivale a

/d3qexp[ (r +;—r+5)]f(r +52+r—5’q>_ C4)

s
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Aplicando (C.4) em (C.3), temos
fxp)f,p)

= (27:}1)6 / /d3s ds's <r+ ; -1+ 8—2,) ’r - -;—> <r' +§21
exp [—i————————-p 5 ‘;Lp’ : S’] |

= (27r1h)6 //d3s d3s's (r 2P+ %)
/d3qexp { (r +g—r+2)] o [_ip s ;pf : s’}
()

_ 3g 3 +(r—r-§) —r+2)
- (27rh) /d /dqe"p{ : ]
[ e (et )

h 2

- (m) /ds fdsqexp[ (a—p)- (r—;;)—S (p — p)]f(r,_g,q)
= 2 [T e /@%mm[ (a-p) (¥—1) ~2('-1) - (P~ rﬂ]f@q)

@m f
_ (ﬂh) /da /daqexp[ 0 ('=T) - (P — p’)—(q— - r)]f(r aQ).

Assim, segue que

iVumfww]

= = (7rh) /ds— /dsp exp [ (r’—f) -(p— P')h— (P—p)- (r’—r)] F ) + e

(C.5)

Tendo em maos o comutador [ f(x,p), fo',p )], calcularemos a seguir os comu-
tadores presentes na Eq. (C.1).
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C.1 Comutadores

C.1.1 eMomentum:

O primeiro comutador a calcularmos, é com relagao ao momentum, para isso
utilizaremos a Eq. (C.5)

[f(r p) 85", //d3 ' —f(r p)]

_ —SST//cP vy [fop), f(r p)]

- zh(m) // 3'3‘”,12);:,

/d3f/d3;5exp [—21 P (f—r)+r/'(;—f))—ip+f)-r)]f(F,f))—}—c.c.
N zlh gg / / 3p/l2)u

f &5 (p - B) exp [—2’ (7 “'),f BP0 f(ep) +eo

_ Zh(ﬂﬁ) /dsre,(p[ R >} /dsprg”exp[ AL >] (F,p) +c.c.

Calculando o termo

3 /P'_2 _ p - (F-n)} _ _E 2/ 3,/ _ p' - (T-1)
/dp2ﬂ exp[ 2t 5 = 8s V* | d’pexp|—2: 5
, ( K2

) (nh)® V26 (F-T),

8u

teremos que

[ S'f (r,p), / f drid’p' o (r p’)]

(&) [ e [—— 3 (r -] 7 (B VB ) e
g—’L)S {ar /d3rf F p)exp{ 229%;—)] gra(r —r)
0

St
~ exp( /da,,, exp (2z~——> f (&, p) 5(r r)} +c.c.

2 fe -1 = gt -1,

1le
ih
1
ih
(i

Sendo
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temos

l[ frp) //d3 ’d3p’p (r' p’)]

h
B oaat 9
@ss / &7 f (7, p)exp[ i T (rh )] =6 (F-)

)y [ ar o (4B Feees P
+6r exp( 24 h) /dr exp (22—}1—)f(r.,p) gé(r—r)}-i-c.c.,

temos também que

= 1

/d3rf (r) %6 (r—r) = _aéff (ro).

Assim,

A - A I2 A
L [f w88, [[ eraenlj.e)|
= i {2 2 liwmen (-2202)|

0 pry 0 P ;. A
— [b—; exp (—22%—) " [exp (21%—) f(x, p)] ?zr] } S8t +cc

8 [0, : r f f 55
= 2 (i wn+nEien) - _‘”'% (2R em+ giwn)| o5

+cc
- %{;-Lﬁf(r,pwzﬁﬂr,p) [y -2 L] 557 e
h
~ i { i wpak S - 2 )} 351
2 a A A
—z—’-i—-{aarz (r, p)——4z——f(r p) — hzf(f,p)}SST
- 2B eSS

Para as demais equagdes (2.35), (2.36) e (2.37), o célculo segue com o mesmo
procedimento.
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C.1.2 ePotenciais:

O segundo comutador a calcularmos é em relagao aos potenciais. Assim,

Hrem, [ferervaiee)|

1 2 ~
= E // d37-/d3plvl(r’) [f (1‘, p) ,f (l‘l,pl)] +ee.
= z_fi(—]T)G// dsfdsﬁf (Ty I—)) // d37",d3p e_T{[P '(F—r)-i—r'-(p—l_))_f.p_’_is,r] +c.c.
= o [ [ Ererf @R D [yt [aeteien

+c.c.
- z_hber)G/ / &Prd®pf (F, ) e # CTPHET) / Ervi(r)e ¥ P45 (r — £) (th)® + c.c

N %171)—3./ / @rd’pf (F,5) 8 (r - ) e R(TPPY) / dsr"/i(r')e‘%r"(p—ﬁ) +c.c.
~iR(rR)? h)3 {/d3pf (r p)/d3r1V (r')e~ % ('~r)(-P)

/dspf(r p)/d3 V()R- - p)}

- —W:TT)"’ {/ &*pf (r, ) / Br'Vi(r')ed ) (PP

- / d&°pf (r, p) / ds?"‘/'l(r')e‘%("—f)-(p—ﬁ)}.
(C.6;

F

Para a primeira parte da equagdo anterior substituiremos r' = r — %U e para a
segunda parte r' =r + %U, desta forma descreveremos esta equagao como

ih [f (r,p), / / dsr’dSP’ﬁ(r')f (r’,p’)]
_ _ih(7lrh)3/d3ﬁf(r’p){_/oo (- 02l3K)V1(r_ L) iU
P8 o)

s [ €07 e { [T ek [l vy w00 erieen )

= /dsﬁf(r,f)) Ji(r,p—D),

o qual

1

Ji(rp) = h(2nh

EIGRE / U [Vl(r+—;—U)—V1(ré %U)] Pl (C)

' S -
IFSC-USP == ik A ayrTess
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a8, [[eresmei e |
= //d3 'd®*p'Vo(r') f(rp)S’S’T S’S’]
- / / Erépva) £ (rp) f(,) 881818 - .9 £ (r,0) 18551 = 0

Calculado estes comutadores, descrevemos a Eq. (2.34) como
2 ; &4 p 0, An
= = 2. t
5/ @) 88 = B " i p) S8
+ / &*pf (r,p) Ji (r,p ~ P) 55"
_iaf it &_ it &t ; ot oA Gt
ZQf (r,p) [e S—e S] + ;gk,/\f (r,p) (Sak,A + xS ) .

(C.8)

Para as equagoes (2.35)-(2.37) utilizamos o mesmo procedimento com relagio ao
célculo dos comutadores, obtendo

0 At & p 0 ; PN
= 1§ = X, (
5/ (P) 515 ol ©P)SS
+ / d*pf (r,) J2 (r,p — ) 518
—I—%Qf (r,p) [ei“’té'——e”""tgf] — ng,,\f (r,p) (S’&L)‘ + dk,,\l;'f) ,

k)

(C.9)

Ot s = -B2 frp)8
af(rvp)s - ,Uz@l‘ f(l‘,p)S
—/d3pf(r, I-)) Rl (I‘,f) - p)S'
+ [ @0f (5,8 Ralep - B3
+%Qf (r,p) [SS'T—S')[S] + ng,,\&k,,\f(", P) (S'TS' - SST) )
5

(C.10)
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8 ar s pd )

— ot - ¥~ . il

atS f(r,p) L or f(r,p)S
+/d3ﬁf(r,f>)R1 (r,p-p) St

- / &5 (v,5) Ra (r,p — p) &'

——%Qf (r,p) [S’S*——S”TS’] + ng,,\f (r, p) G, (S‘TS' - §§T) aL,A,
k)

com
=1 [T LU) - Va(r — U)| &40
Jz(l‘,p)zm —oodU ‘/2(r+§ )— 2(1‘-5 ) e &
© 1 1
Ria(r,p) = / U V4 (r+—U) e #UP,
1.2(F, P) ik (27 h)? L2\ F Ty

Tendo em vista que

Y A O/ inn A :
twt twi 4 twt
e 5o f (r,p) = 5 (e Sf(r, p)) wSf (r,p)e

0 A a 0 L ay A ar A .
—iwt t —wwt gt : t —~iwt
e ——atS f(r,p)-——at (e Sf(r,p))+wa f(r,p)e™,

reescrevemos (C.10) e (C.11) como

2 E.Q_ f Goiwt . A F A) Qpiwt
(5+5 ) Fmm) e = infiep)de

- / @ (v, B) R, (r, P — p) S

+ / @ (v, B) R (r, p — D) Se*

+—%Qf (r,p) [S’S’T—STS'

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

+ng,>‘f (r,p) Gxn (S‘TS' - S'gt) gt

k)

(C.16)
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(242.2) jrmi = —iafn e
+ [ &5fw.0) By (0~ B) Sl
- / d*pf (r,p) Re (r,p — p) S'e ™
20} @,p) [351-413]
+ ng,,\f (r,p) (S’TS' - S'S’T) &Ll\e'i“’t,
- (C.17)
sendo A, denominado detuning, descrito de forma detalhada no apéndice D.

Tendo as Egs. (C.8), (C.9), (C.16) e (C.17), o passo seguinte serd calcularmos
as integrais presentes nestas equages. Para isso, expandiremos inicialmente os
termos dos potenciais em série de Taylor, truncado-a para a primeira ordem,

1 U
Vl,z(l' + §U) ~ %2(1‘) + 5 . V‘/l,z(l'), (C18)
1 U
Vi2(r — §U) ~ Viaor) - 5 VVi2(r) (C.19)
e aplicaremos nas definigdes (C.7), (C.12) e (C.13), de modo que
2 ° U _iy.
Ji2(r,p) = Rnh) /_oodsU [5‘ . VV1,2(1')] e wUP
= Vi (p)- VVi(r) (C-20)
R - 85 |v Y wy iU
12 (r,p) = e | 12(r) + 5 - V()| e
V; 1
Assim, as Egs. (C.8), (C.9), (C.16) e (C.17) sergo reescritas como
0 p O 2 aat _ _bog iwt & —iwt &t
(Z+8 2-90)-9,) Frm) 88" = —50f (rp) [+46-e15]
+ng,,\f (r,p) (S'&L,\ + CAlk,,\sﬁr) ,
kA
(C.22)

0 p 0 ¢ otd 1 ¢ iwt & —iwt Ot
(5+2 2-%@: V) {38 = 507 (r,p) 157451
- ng,,\f (r,p) (S’&’L,,\ + &k,/\ST)
k,A

(C.23)
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(g; + 2 ) (r,p) S = i (A 4 Yt ) Ve(f)) 7 (r,p) e

W " or

+i0f(rp) [551-8'4]
+ ng,)\&k,)\f (r,p) (S‘TS' - 5*5'1) gt

kA

(C.24)

(gi + % : g;) f(x,p)Sle™ = i [A + Yg—(r)—;w] f(x,p) Ste7*

n [va(r) ;' VV.:(I‘)}  f (r, p) §te=t
_in =) [851-518]
+ng »f (r,p) ( 815 - ,§') e 5.

(C.25)

Como est4 abordado no apéndice D, estamos considerando que V; 2(r) = Vg .(r)+
E,e, sendo E; . constantes.

Deduzidas as equagdes acima, 0 passo seguinte é eliminarmos os operadores de
campo eletromanético (G e a’f) que aparecem associados aos operadores de exci-
tagao (S1) e decaimentos (S) atomicos, através da aproximagdo de Weisskopf-
Wigner [29, 30] (o célculo desta aproximagdo estd no apéndice E). E a fim
de obtermos as Eqgs. (2.34)-(2.37) expressarmos os operadores em termos do

valor médio (<f(r,p) 35’*> = s <f(r,p) 9*5> = po, <f(r,p) 5‘6"‘“) =pye
<f (r,p) STE_M> = po1)-

Uma relevente observagao a ser feita é com relacdo a expansao dos potenciais

(C.18) e (C.19). Caso resolvessemos truncar a expansao com uma ordem maior,
como é mostrado a seguir,

1 U 1 U2
Vipr+35U) =~ Vip(r) + 5 - VVia(r) + 5 - ViVa(r)

1 U 1 U?
Via(r=3U) =~ Via(r) - 5 - VW 20) + 5 — - V*V1,5(r),

a Eq. (C.21) apresentaria um termo a mais:

Ria(r,p) = 6(0) 225 1 10,6 () Via(e) — ihg V26 (0) - V7Wiale).



C. As equagoes de populagao e coeréncias. 116

Conseqiientemente, as Egs. (C.24) e (C.25) também apresentariam mais um
termo, conforme & mostrado a seguir, ao utilizarmos a Eq. (C.24),

(% + % : —6‘?;) Se“'f (vr,p) = i [A 1 Yalr) — Velr) = Ve(r)

+h% (V2V,(r) — V?V,(r) - Vp)] f (r,p) Se™t

+§'n [351-5t8] / . p)
+ng,,\&k,,\ei“’t (S’fS' - S’S’T) f(r, p).

k)

IO srme oy
R LYY mn 130
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Apéndice D

A presenca do detuning nas
equacoes de movimento

Apresentaremos, a seguir, os célculos que nos levam ao aparecimento do
termo do detuning, presente inicialmente nas Egs. (2.40) e (2.41). Para tal vamo-
nos valer das Egs. (C.14) e (C.15) reescrevendo as Egs. (C.10) e (C.11), como

0 P 0 7 & iwt
(b—t - Z 61') f(r1p) SC
= iwf (r,p) et — Gewt / @57 (r, ) R (r,p — p)
+ [ @97 (9 Bar,B — p) S + 50f (. p) [$81-81]
+ng,,\&k,,\6iwtf (r,p) (S'?S‘ - S’S'f) ; (D.1)
k,\
9 P 0 £ Ot ,—iwt
(5-5 ) Fmmste
— —iwf(r,p) Sl + / 57 (¢, ) Ru (r,p — p) STe™*
- /dspf (I', f)) R2 (I‘, f) - p) S’TE_Wt

i GGt Gt ; 5tG _ &8t g it
20f (r,p) [$5'-$18] + g;gk,xf (x,p) (515 - §51) af e ™ (D.2)
Como visto no apéndice anterior, através da Eq. (C.21)

— 1 3 1 _in.
R —_— P l].
1,2(1‘, p) p (2 )3 /d U ‘/1,2 (r+2| l) ek

Temos também que os potenciais, podem ser escritos como

Vi(r) =V, (5) + B,
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V2(r) = Ve(r) + Ee,

o qual
Vg (Ir| — 00) =0.

No apéndice seguinte, poderemos ver esta trasformagao de uma forma mais de-
talhada. Assim,

— 1 3 }_ —ipU
Ri(r,p) = ——ih (th)a /d U [Ve,g (r+2U) + Eg,e] e h

ih(21rh)3/d U[Ve’g (r+2U>]e AR 0P,

~
Rg,e(!',p)

A Eq. (D.1), poder4 ser escrita como

0 o\ : "
(2-2.2) s
= iwf (r,p)Se™t

A ” a E A
- [ @8 P Ry o —p) Se - [ 91 (1,0 26 (0) B
BsF (v =\ & iwt 3=F(r & B, Crtwt

+ [@5f @B R (o —p) Se + [ &9 (19) 0 (0) Se

+—%Qf (r,p) [S’S’T—S'TS'] + ng,,\&k,,\ei“"f (r,p) (S’"S’ — S’S’T) ,
kA
ou por outra

9 P a 7 Q iwt
(5-25)fwmse

.o & iw Sf (e & 5) Se™t — f et 2
= iwf(r,p)Se ‘—/d%f(r,p)Rg(r,p—p)Se ‘= p) St

- . . . . B,
+ / daﬁf (r,f)) R, (I‘,p — ﬁ) Sewt + f (r,p) Sezwt_%ﬁ_

207 (5,p) [381-818] + T datunef r,p) (815 - 35)
k)

sendo i_Ea;Ee = —iwg, podemos somé-lo ao termo iw que aparece apés a igualdade,
iwf (r,p) Se™t — iwof (r,p) Se™t = iAf (r,p) S,

o qual chamamos A de detuning, ou seja, a diferenca entre a fregiiéncia do as-
sociada aos operadores atomicos e a freqiiéncia entre os estados, em sua parte
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assintética. Deste modo, a equagio de movimento, em quest&o, serd escrita como

d p 0 £ & _iwt
(2-2.2) s
= inf(ep) 8t — [ 5] (B Ry(rp —P) e
+ / &5 (r,P) Re (r,p — B) S + 59 (r, P) [351-818]
+%Qf (I‘, p) [SS’*—STS’] + ng’)\&k,)‘eiwtf (r,p) (STS' — S’S‘T) .
k,A

Para a Eq. (D.2), o procedimento utilizado serd o mesmo, que implicard na
seguinte equagao,

0. p 9)\;¢ &t —iwt
(5t+ . 31,) f(r,p)S'e
= _ZAf (I‘, p) Svte—-iwt + /dsf)f‘ (l', I_)) Rg (l', p- I_)) S‘re—'iwt
- /d3ﬁf (r,p) R (r,p — b) STe ™" — %Qf (r,p) [S"S”—S"S']
+ ng,)\f (r,p). (S'TS' - SS’*) &L)‘e“i“"
KA

Assim, demonstramos como se d4 o aparecimento de detuning presente nas Eqgs.
(2.40) e (2.41).



Apéndice E

Eliminacao dos operadores de
campo das equacoes de
populacao e coeréncia

Para eliminarmos os operadores de campo, presentes nas Egs. (2.38)-(2.41),
utilizaremos o hamiltoniano (2.32), reescrito a seguir, e a equagao de movimento
de Heisenberg para o operador de campo &L’)‘ (Gkp) = &L 5 (t) (@i x (t)) e para os

operadores de excitagdo (desexitagio) atomicos St (5’) = 57 (1) (S‘ (t)) Deste
modo segue,

~2 N AL A
= Davi@88 + i85+ 3 hontl st
k,A

_g [Qgeiwt + QS'Te—iwt] + ihggk’)‘ (—-&k,,\S‘T + S’&L,\) ,

%&k,x = ;%[&k,,\,ﬁ]

= —lwgalk) + GK2S,

assim, podemos facilmente verificar que
d

% (dk,,\ei“’t) =1 (w— wy) ei“’tdk,,\ + gk,,\ei“’tg. (E.1)

Segue, para o operador de criagdo de um féton, dL/\ = dL 5 (t),

. 17,
a;fc,)\ = ih [aL,MH]

b’ iwk)/\dl,/\ + gk,,\Sf,

A

d : . wt ~ —iwt §
i (&L,\e““’t) = —i (W — wi) e7a , + geae ST (E.2)
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Para o operador de decaimento atémico

A

(Vi () — Va (#)) S+—h29- (81 - §18) et — kY g (SS*—STS*) am] .
k,A

Uy
Il

1
ih
De acordo com a figura (E.1), podemos observar que a diferenca de energia hA (R)
entre o estado excitado e a energia do laser equivale a

hA(R) = V,(R)-V.(R)+hA

E.—E
= V@ - ve(m) — (BB ) o
) —

h
= V,(R) - Ve (R) — (hwo — hw)
Aw — hwo + [Ve (R) — V4 (R)], (E.3)

le) Ve(R)

*/-'__ AR A o laser

Wy

l9) Y%R)

Re R

Figura E.1: Gréfico ilustrando as diferencas de energia.

sendo Rc, o ponto de Condon, V, (R) e V. (R) correspondem aos potenciais para
o sistema, no estado fundamental e excitado, respectivamente, e A (R) ¢ definido
como < 0. Semelhante ao caso dos operadores de campo, segue que

9 (e18) = ins (B) §e - (? (851-818) + 3" gun (381-813) ak,Aew> .
K\
(E4)
Conseqiientemente

% (ez‘wt,é*‘r) = —iA(R) Ste™™'+ (E_g (gfg_ggt) + %;gm (S‘TS’—S‘ST> &L,,\e‘i‘”t) .
(E.5)
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Fazendo a seguinte mudanga de varidveis,

iwt A

?)k,,\ = € Gk (E6)
& = e“t§, (E.7)

temos

d , R )
2| p—ilw—wi)t ] — A —i(w—wy)t
g7 [e bie,» G\

d

que ao integrarmos resulta em,

t "o
e () = e, )+ [ st ®

e—iA(R)t"&(t") — e—iA(R)ta,(t)_Z/ (—_zzgk)\bk,\> 0.0. ___0. ) —iA(R)tdtlll.

(E.9)

Temos que para um pequeno intervalo de tempo, o perfodo de 2, é grande nao
causando uma grande perturbagdo, ou seja Q2 < 1; sendo gk a—% \/V’ mas para

todos os modos de k, V — o0, gk x — 0, desta forma a Eq. (E.9), poderé ser
escrita como

G(t") =" D5 (t).

Substituindo essa nova equacao em (E.8), temos para t' — 0,
a ~ . t iIA(R " "
bk,)\ (t) — bk,A (0) ez(w—wk)t +gk,)‘6'(t)/ e'l[ ( )-—(w-wk)](t —-t)dt ,
0
considerando t > %; t — oo, portanto
e " "
B (t) — bk,). (0) giw—wi)t +gk,A&(t)/ ez[A(R)—(w—wk)](t —t) dt",
0
fazendo as substituigdes (E.6) e (E.7), temos

oo . " "
Gr (t) = i (0) €7 + ginS / AR~ (£' 1) 4y
0

=t @ 8 s - 8 R) - P (i )

(E.10)

segue para &L , (t), o mesmo procedimento, o qual

&LA (t) = &L,A (0) €t + gy, S [7r6 (w— wx — A(R)) +14P < o A )]
E.11)
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Sustituindo as Egs. (E.10) e (E.11), nas Egs. (C.22)-(C.25), teremos os
seguintes resultados,

g p 0 . 5
(aﬁ; 52 = V%) V) F(5,p) 83
= ——2—Qf (r,p) [e“"tS—‘e“i“’tS'f] +
+ 3 gaf (,9) § {0 (0) et}
kA

st [wd(w —wk — A(R)) +iP (wk —w1+ A(R))]}

1

~ —iwct o —_ —1
+§;gk,x {ak,,\ (0)e + g S [wé (wk —w +A(R)) —iP (wk ot AR

f(r,p)S".
Trabalhando com os termos da equagio acima temos

> 00 (Safr 0 6F (r0)) =0
k,A

o qual, ndo contribui com o valor esperado a ser tomado no final dos célculos que
produzem as equagoes acopladas, 0 mesmo vale para o termo complexo conjugado.
Calculando o termo

> G 16 (0 — wic — A (R))]

= Z 22;“ (Bar-Biep)? [ (w — wie — A (R))]
5

27r |4
= hV (2 )3 Z/d k(iu’M €k «\) wk(s (UJ Wk — (R))

2
= —|[L'M|2/' k2wl (w — wy — A(R)) dk/ sen30d0/ d¢
0 0
14 s [P wi
= 327r|uM| / —c—aé(w—wk—A(R))dwk

= il (o - AR)
_ g (E.12)

Sendo assim,

I}
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do mesmo modo para a Eq.(C.22), temos
8 p o . ot
(at += 0 a = VV(r) vp) <SS f(r,p)>
= <—-%Q [e""tg—e"i“'ts't] f(l', p) — S5t (r,p)F> ,

segue para a Eq.(C.24), ,

9 8 F (r o) et — (; Vo(r) - Velr) it
[6t+ V] <Sf(r,p)e > = <z(A+ 7 f(x,p)Se

. [vvg(r) + VVe(“)] . § (x,p) G

£ [”‘”“““”A(R””” (wk-wiA(m)]})

trabalhando com os termos, temos que
ng,,\ <(»§t§'——$’.§"‘) £ (x,p) (a1 (0) e7%) ei“t> =0,
kA

como visto anteriormente,

> gta (815-881) f (x,p) e { S 1m6 (wrc —w + A (R)) -
k,\

* (=wram)|)

- —ng,\Sfrp) '76 (W — w + A (R))

a . 1
+S , uut 2 P( ),
? f(l' p)e kzyl\gk,)\ wk—w—}-A(R)

este ltimo termo d4 origem ao Lamb-Shift [46, 48, 49), unindo-se ao primeiro
termo da Eq. (C.24), o
Ae™tSf (r,p)

(gt +2. %) <f(r,p).§e’*”t>

(o ) (o) [P 1y

+—;Q <f(r,p) (5’5’1—5’75’» - g— <f(r, P) S’ei“">b, ' (E.13)

assim




E. Eliminagdo dos operadores de campo das equagdes de populagao e
coeréncia 125

para o termo complexo conjugado, Eq. (C.25), temos

0 0 A a
(5 +2 3) (Fepste)

= — (A + VsJ(r) ; Ve(r)) <f (r,p) S«’re—iwt> + [va(r) ';’ VVe(r)] <]E (r,p) S"re—iwt>

S (f ) (351-818)) + 5 (F(x,p) Slemt). (E14

Temos ent3o, as equagoes de populagao e coeréncia, livre dos operadores de campo
eletromagnético quéntico.

lFS{z“UQﬁ SENYICU Uk BIBLIOTES
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Apéndice F

Atividade Optica

Atividade 6ptica é a propriedade que certos materiais possuem de rodar o
plano de polarizagao de um feixe de luz linearmente polarizada, como indicado na
figura F.1. O ngulo de rotagio 6 do plano de polarizagio depende da disténcia
d percorrida pela luz no meio e de uma caracteristica intrinseca desse material,
chamada de poder rotatério. Costuma-se definir o poder rotatério especifico como
sendo o angulo rodado por unidade de comprimento. Olhando para a diregao
z > 0, se a luz rodar para a direita o material é chamado de destro-rotatério e
se rodar para a esquerda, levo-rotatério. Alguns exemplos de meios opticamente
ativos sdo: quartzo cristalino (com a luz se propagando na diregao do eixo 6ptico),
clorato de sédio e alguns tipos de agicares.

Figura F.1: Rotagdo do plano de polarizagio da luz devido a atividade 6ptica do
meio.
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Apéndice G

Obtencao de ondas circularmente
polarizadas

Demonstraremos aqui como podemos obter, através da superposicao de duas
ondas polarizadas, duas ondas circularmente polarizadas. Seja E; uma onda
incidente, propagando-se na diregdo z£, Eg uma onda refletida, propagando-se na
diregio —z2 e 6, o angulo relativo entre essas duas ondas, de modo a obedecerem
o sistema de coordenas da figura G.1.

012 | 02

Figura G.1: Representagdo de dois campos em um sistema de coordenadas.

Sejam E; e Eg descritos, respectivamente, por

E; = Ep ()‘(cosg + ¥ sin g) cos (k,z — wt),

2
. 6 .0
Er = E xcos-2——ysm§ cos (—k,z — wt).
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Somando os campos, temos
EI ER s 0
A + By, % cos 5 [cos (k,z — wt) + cos (k.2 + wt)] +
¥ sin —g [cos (k.z — wt) — cos (k,z + wt)]

~

: 0 0
= 2 (cos 3 cos k,z cos wt) x+2 (sin 3 sin k,z sin wt) v.

Seque que,

E;+Er = XFEpcoswt (cos (g + kzz) + cos (g - kzz)>

—yEgsinwt (cos (kzz + g) — cos (kzz - g) ,

E;+Er = Eycos (—g— - k‘zz> (X coswt + ¥ sinwt)

ou, por outra,

+Eg cos (g + kzz> (X coswt — §sinwt).

Assim, obtemos duas ondas, uma circularmente polarizada a direira, descrita por

0
o4 = FEycos (§ - kzz) (R coswt + §sinwt),

e outra circularmente polarizada & esquerda, descrita por

6
o_ = Eqycos (5 + kzz> (X coswt — §sinwt) .

Agora para calcularmos a distancia entre os nés de o e o , tomemos o caso

quando
(g. —k, z) =0 (argumento do seno de o)

<—g— + kzz’) =0 (argumento do seno de o_).

A distancia ser4 dada por [Az| = |2’ — 2|,

_ 01
© T 2%
s = 21
T 2k,
Portanto,
61 61 6 06X
o=l - ()| =%

: _ 2r
pois k, = 5.



Apéndice H

O potencial de confinamento de
atomos

Para deduzirmos o potencial de confinamento dos dtomos dado pelas Egs.
(4.1) e (4.2), partiremos do pressuposto de que o potencial de interagao do mo-
mento de dipolo induzido por um campo é dado por [50],

Udip (z) (lE(z’t)P)T ’

o qual (), denota a média temporal e E (r,t), o campo elétrico que, em nosso
caso, é representado por uma onda estacionéria:

E(z,t) = sin (kz) cos (wt) -
Assim,
(E*(z, t)) = (sin® (kz) cos? (wt))
= % sin? (kx) .
Como temos trés feixes ortogonais entre si, teremos um potencial total do tipo
U(z,y, 2) « sin’ (kz) + sin? (ky) + sin® (kz)
ou, se preferirmos,
U(z,y,z) = U, [sin® (kz) + sin® (ky) + sin® (kz)] .

Assim, para kz, ky, kz < 1, 0 potencial acima se reduz a um potencial de
oscilador harménico isotrépico,

U(z,y,2) = U,k? [ZL‘2 +y? + 22] .
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Apéndice 1

A equacao de Schrodinger em
uma transformacao galileana

Sendo a equacdo de Schrédinger dependente do tempo:

B D () V (@)% (=1) = gt (5,1) 11
5 52 z, T, z,t) = thz ¥ (2, (I.1)
e T, uma tranformacao responsavel pela seguinte mudanca nas coordenadas:

[l o [ s=5@?)
T'{t’:t’(m,t) ST =t t)

poderemos descrever a fungdo de onda como

¥ (z,t) =9 (z (), t(z,1)) =¥/ (1)

Derivando com relagao a ¢,

3¢' (.’L",tl)a_.’r'_ N a¢/ (x’,t’)@i

0 0 oo
ARG A A CE Aty T

Fazendo a seguinte transformacdo galileana:

z =z — vt

t =t
a Eq. (1.2) pode ser escrita como
o . ay@t) oY@t)
5V (@)= —n——pr—"+ 7 (1.3)

e a primeira e segunda derivadas espaciais s8o, respectivamente,
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I. A equagio de Schrédinger em uma transformacao galileana 131

o 8 ., .. 8 ;0T ot
—h(nt) = 5V (@) =50 (@ t)a”” Bt,w )ax 5o @),
o2 ' o ) = ' v
%w(ﬂf,t) = 5;'8—;,1/)( t) = ———w( t)*‘*‘éga—ﬂ/)( )a
9? ;
= 357 (o, 1)

(L4)
Substituindo as Egs. (1.3) e (1.4) na Eq. (I.1), temos
RS @)V @)W @) =ik | | @), (8
om 97 U "ar T "or (1.5)
Seja 1 (', ') a fungio de onda em um novo referencial,

hz 32 _ 0 - T
—oaa® (@) + V(@) 9 (&) = ihapv (2,8),

o qual
V)=V (z(,t),tt)=V(z1). (1.6)
Definindo ~
P (1) = ey (2, 1), (1.7)
sendo
6=06(,t)=az' +pt
temos, 5 5
A HY — B (1 0 7 ()
S, 1) =i 8) + v (@1, (8)
! 0 0 oy
zp(m t') = iatp (¢',t') + e 3 -’ (2, 1)
e

0% - - o0 . 02
b;ﬁzb (', t) = -y (¢, t') + 2iae’9%¢' (', t') + e —

¥ (@,0). (19)

Substituindo as Eqgs. (1.8) e (1.9) na Eq. (L.5), temos
h? e_w—?z—’l} (ml tl) + e—i0a2,‘7) (zl t’) _ 2ia6_i0—?—1,_b (.’E, t/) - 2a26—i017) (.’E’ t/)
2m 0z ’ ’ - o7 ’ ’
+V (@ )9 (', ) e
o ” g - . =
= ih [e ;t,z/}(m t") — e ify (:c',t')] — ihug [e ® o (', t) — e Piay (z',t’)] .
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Multiplicando a equacao anterior por et
hz 82_// 2.7 (! ¢ -a"/l 2.7 (-
~9m [W¢(m,t)+a w(x,t)—2za%; (',t') - 2a w(:z:,t)]
+V (', )¢ (2, 1)
. a ' (T ] / . a . / ) !
= ih [&71/) (z',t") —ifY (z ,t’)] — thy [gtp (z',t) — o) (a:’,t)] )

Reagrupando os termos:

21'0:——}i —6—17) (', t) —ioap (2, 1) ) — h—zoﬁ{p (',t") P& (z',t')
o2m \ 0z’ ’ u.’_/ o2m ’ 2m Oz'? ’

+V (', )% (2, 1)

. 0 - ’oy Sy . g - 1oy TSR]
= zhé—{li/)(m,t)+hﬁw(x,t) zhvoaxlw(m,t) hugap (z',1'),

os termos sublinhados por “ " correspondem & equagdo de Schrodinger. Para os
termos sublinhados, por “ " e para os nao sublinhados, chegamos as seguintes
relacOes, respectivamente,

h
a2% = ,B—a'l}o,
a = Vo
= =
Assim encontramos o valores de a e 8 = —géhﬂ, que, ao substituirmos na Eq.
(1.7), nos dao
1}2171 1
,(7) (xl’ tl) — e—iﬂ}}"—z’—i—g-h——t '(,D, (CL", t/)
vzm
— e—z—%—(z—vot)—z—gh—-tw (m’ t) .
Para t =0,

P (z',0) = e ™5y (z,0).

Assim, chegamos & expressio para um pacote de ondas, levando em consideragao
o movimento relativo a um referencial.



Apéndice J

A equacao de movimento da
matriz de Wigner

Para deduzirmos a Eq. (5.6), recorreremos inicialmente a Eq. (5.5) com o
intuito de calcularmos %W (z,p,t), deste modo

0 1 (=, 0 s s .ps
&W(z,p,t) = ﬁ/_mds&]ﬂ) (:c — §,x+ §’t) exp (—-zﬁ) , (J.1)
utilizando a Eq. (5.4), segue que
3] s s\ OF (z+35,t) 4 s s \ OFt (z—35,t)
R e o R G R
com o auxflio da Eq. (5.1), temos
0 s s
b (e- 3o+ 5)
B 6]F(:r+§,t) N s s \ OFf (z —£,t)
= o (x_i’t)HF(Hi’t) ot

| D R HCE DI LICEY)

(a5 g (-5 - (- 39V (e-3)]
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J. A equagao de movimento da matriz de Wigner 134

deste modo reescrevemos a Eq. (J.1) como

0

W (@.p:t)
- o [ [ (o ) - (e ) TG0
X exp (-z‘%if)
s e[V 3 )P (- 5)
(et 5P (o 50V (- o ()
Utilizando a definicdo (5.7) e a Eq. (5.4), temos
oW (3,9,1)
- 2_71r_ﬁ _:ds% [_32.““ (;:2 3r8) gt (z-2.4)-F(s+3:) Gl (gx; %,t)] y
xexp (-i) + £ [ (@,p,1) = T (z,p,)]
vamos agora reescrevé-la como
%W (z,p, )
- it [ [l (-1 (e ) A0
X exp (—z%s—) ++ B @pt) -1 (@],
ou preferivelmente
%W (z,p,1)
- o [ agF (e 50 g lew (55 (e 51)]
2 [" a2 [ (et 50) e (<)) 2w (a-3.0)

+% [_H (.’L’,p, t) - -HT (:E,p, t)] ’
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ao trabalhamos com a integral, segue que

Wi (a1
- o [ B (=5 (R e ()
+i ” ds F (a: + —;—,t) (—z%) exp (_',,1%8) @_(_‘%_;_%’_Q

T J oo

+% [3(z,p,t) =3 (z,p,1)]

ou por outra forma

%W@mﬁ

(1) [Tl 5 \F (o- P

L (27rh) /_mds axlF (:1:+ 2’t)]F (m 2’t) P ( ¢ h)
+%U@m0—N@mﬁ]

Assim, utilizando a definigio Eq. (5.5), juntamente com a Eq. (5.4), chegamos a

Eq. (5.6)

0

oWap) = -EWEp )+ DEn T @] ()



Apéndice K

A equacao de movimento de

_Q(x,y,t)

Como abordado, a Eq. (5.10) origina-se da tranformada de Fourier da Eq.
(5.9) com respeito a varidvel p. Deste modo

[ apon () vt

_ PO Py ® ot ot Py
/_mdp “axW(w,p,t) exp (z h) +/_°° dp = [J(z,p,t) — I (z,p,t)] exp (zﬁ)

+ / dp S (W (z,p, 1)) exp (z?ﬁ-’i) (K.1)

Vamos agora trabalhar com cada uma das integrais separadamente

e Primeira integral:

®  po py\ _ hd o »y
[mdpuaxW(x,p,t)exp<zh)— u@a:ay/ de(xp,t)exp(zh>

utilizando a definigdo (5.11), segue que

Tkl vy _ ik &
/_wdp”amw(m,p,t)em(zh)— L 520y Q(z,y,1).

e Segunda integral:
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K. A equagio de movimento de Q(x,y,t) 137

Para resolvermos esta integral utilizaremos a definiggo (5.7).
~ it _ 7 PY
| i@ -3 @plew ()

% %%ﬁ oodp [/oo dslﬂ)(az—g,m-l—%,t)V(w—%)]exp(i%(y—s))

A ][ v (53 (e a5 oo (F o),
deste modo
/_ : dp% [J(z,p,t) = ' (z,p,t)] exp (’%)

- % [/w dsD (z - %,x—l—%,t)V(z—%)] §(y—s)
([ (o)) s
= i[PE-5eru)v(e-P) -5 [V (E-Fer )]
Utilizando a definigio (5.11), chegamos a seguinte expressio para a integral
/_ Z dp% [J (z,p,t) — I (z,p,t)] exp (z%)
- Heeov (-9 -y =+ o)
o Terceira Integral:

A expressao para esta integral serd simples, como podemos observar a seguir

/—:dp S (W (z,p,t))exp (z%) =8 (/_:dp W (z,p, t) exp (z%)) =S(Q(z,y,t)).

Deste modo concluimos que

206w = 20w+ g [REwnV(s-5) -V (e+3) Q]

+S(Q(x,y,1)) -



Apéndice L
Deducao da expressao (5.28)

Para deduzirmos a expressao

exp [—1AtM (r)] = Lcos (w (r) At) — z%% sin (w () At),

expandiremos inicialmente o termo correspondente ao exponencial,
exp [—tAtM ('r)] = Z M
(—iAtM (r))? | (e (r)?

. S .
(L.1)

= [+ (—iAtM(r)) +

tendo em vista que
_Am 0
M (T) = QZ é(:l )

segue juntamente com o auxilio da Eq. (5.29)

M?(r) = ——————AZ (T)4+ 4921[ =w?(r),
M) = SO a2 ympr).
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L. Dedugdo da expressao (5.28) 139

Deste modo podemos reescrever a Eq. (L.1) como

exp [-iAM ()] = T+ [(—"Z—AM@X +.. ] + {(—iAtM (r)) + S_m_t;ﬂ_(@j +

i

2
termos de ordem par termos de ;;dem fmpar
_ [(Atw (r))? ]
(r) (—iAtw (r))?
I Atw 4
- o () (—ilAtw (r)) + a0 +

= Icos(w(r) At) — zl\f((:)) sin (w (r) At).

Assim, deduzimos a Eq. (5.28).





