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Resumo

Estudamos o comportamento dinamico do algoritmo de Wolff no modelo de Ising diluido com
correlacao de sitios e ligacdes (modelo SBC). Nosso objetivo principal foi estudar a performance
deste algoritmo em um sistema onde além da desordem devido & presenca de impurezas nao-
magnéticas, houvesse mais um parametro presente, a correlagao espacial. Além disto foi possivel
obter o diagrama de fases para o modelo, o qual posibilita entendermos um pouco o efeito da
desordem e da correlacao no sistema.

Verificamos que o diagrama de fases por nds obtido estd em boa concordéncia com os dados
experimentais obtidos com o composto magnético K Ni, M g;_,F3. 0 qual foi a motivagao para
o modelo SBC. O estudo do comportamento dindmico nos possibilitou entender um pouco
mais como o algoritmo de Wolff se comporta quando submetido a sistemas mais complexos,
como ¢ o caso do modelo em estudo. verificamos uma melhor performance deste algoritmo
4 medida em que tanto a dilui¢do quanto a correlacdo é aumentada. Iisse comportamento é
oposto aquele verificado nos algoritmos locais. Essa melhor performance do algoritmo de Wolff
quando submetido a tais sistemas ¢ bastante positivo, pois isto possibilita obtermos medidas
de quantidades fisicas de interesse de forma mais precisa, pois hda uma reducao dréstica da

correlacao estatistica entre configuracoes produzidas por esta dinamica.



Abstract

We extend the Wolff Algorithm to include correlated spin interactions in diluted magnetic
systems. This algorithm is applied to study the site-bond-correlated Ising model on a two-
dimensional square lattice. We use a finite-size scaling procedure to obtain the phase diagram
in the temperature-concentration space. Our results are in excellent agreement with the experi-
mental data for the K Ni, M g,_,F3 compound. We also present the critical dynamical behavior
of the Wolff algorithm for this system. We have verified that the autocorrelation time dimi-
nishes in the presence of dilution and correlation, showing that the Wolff algorithm performs
even better in such situations. This behavior is completely different from those exhibited by

the single spin-flips algorithms.
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Capitulo 1

Introducao

Quando estamos interessados em estudar as propriedades exibidas por um determinadao
sistema fisico por meio de simulacdes computacionais, precisamos de um certo nimero de
configuracoes que nos possibilitem estimarmos as quantidades fisicas de interesse (calculo
do valor médio). Essa sequéncia de configuragoes, deve ser produzida por algoritmos que
fornecam a estes sistemas uma determinada dinamica de evolugao, e que depois de um
longo periodo de tempo (um nimero grande de configuragoes) tenhamos uma distribuigao
de estados que satisfaca a distribuigao de probabilidade de Gibbs.

Uma coisa importante sobre essa regra é que ela deve depender apenas do estado
presente do sistema, e nao deve requerer gualquer conhecimento de estados anteriores.
Podemos expressar essas regras na forma de um conjunto de probabilidades; onde para
cada par possivel de estados o e a', existe uma probabilidade de transicio associada
P(a — ') entre esses dois estados. A definicio dessas probabilidades satisfazem uma

regra de soma que expressa o fato que em cada passo o sistema deve evoluir para algurmn

lugar:

ZP(a—wyl) =1 (1.1
(!r

'omo J4 salientamos, estamos interessados em produzir uma sequéncia de estados gerados



por uma determinada regra de evolugao, em que a frequéncia de ocorréncia de cada estado
o seja proporcional a sua probabilidade de (Gibbs associada p,. Para obtermos isto. €
necessdrio que essas probabilidades de transi¢ao satisfacam duas condicoes:

i) De um dado ponto inicial, deve ser possivel ao sistema evoluir para gqualquer outra
configuracao por meio da aplicacao seguida da regra de evolugao. Essa condigao é de-
nominada de ergodicidade.

ii)As probabilidades de transigao devem também satisfazer o principio de balanco

detalhado:

paPla —a)=p Pl — a) (1.2)

Surge entao um problema: essas dindmicas de evolucao apresentam uma dependéncia
estatistica entre as configuracoes sucessivas por elas produzidas. Esse problema é ainda
malis agravado quando estudamos o sistema na regiao critica (regiao onde ocorre a tran-
siao de fase), pois essa correlagao entre configuracoes torna-se mais forte. Esse aumento
na correlacao estatistica nas configuragoes é caracterizado pela divergéncia do tempo
de autocorrelacao T no ponto critico. O tempo de autocorrelagao ¢ uma estimativa do
intervalo de tempo necessario para que uma dada dindmica produza estados estatistica-
mente independentes. Kmpiricamente é encontrado que. na regiao de criticalidade. essc
tempo exibe um comportamento de escala da forma 7 ~ £*. onde £ é o comprimento de
correlacao espacial e z é o expoente critico dinaAmico. Para os sistemas finitos utilizados
em simulacoes computacionals a correlacao £ nao diverge. mas aumenta com o tamanho
linear do sistena & ~ L. Para os algoritmos locais (Metropolis, Glauber, etc.) = ~ 2 ¢
o tempo de autocorrelagao 7 cresce rapidamente com o tamanho linear do sistema. Se.
no célculo de valores médios das grandezas fisicas, utilizarmos configura¢des que estao
separadas por um intervalo menor que 7 o0s erros estatisticos serao muito grandes, )a
que estas configuracoes nao sao estatisticamente independentes. Os fatos acima descritos
sao bem conhecidos em transicoes de fase de segunda ordem e caracterizam o fenémeno

conhecido como “retardamento critico”(critical slowing down,).



Em 1987, Swendsen e Wang [1] propuseram um novo algoritmo que se desenvolve
através da construcao de aglomerados. Se baseia no mapeamento de uma configuragao
magnética para uma configuracao geométrica (um problema de percolacao de ligacoes
correlacionada) proposto por Fortuin e Kasteleyn. Neste mapeamento, spins de mesmo

K Estes sitios

estado tém uma ligacao ativada com uma probabilidade p = 1 — ¢~
conectados formam, entao, aglomerados nos quais todos os spins se encontram no mMesmo
estado. O estado de spin desse aglomerado, na préxima etapa, é sorteado aleatoriamente
com igual probabilidade para os estados possiveis do sistema. Esse algoritmo, conhecido
hoje como o algoritmo de Swendsen-Wang, possibilitou reduzir enormemente o fendémeno
de retardamento critico, quebrando a universalidade dinamica exibida pelos algoritmos
locais. Em 1989 surgin um nova variacao do método proposto por Swendsen-Wang. Fssa
nova dindmica hoje & conhecida por algoritmo de Wolff [2]. Wolff sugeriu um algoritmo
no qual, em cada etapa, apenas um tnico aglomerado é construido {a partir de um
sitio aleatoriamente escolhido na rede). Esse aglomerado € construido obedecendo a
mesma regra de ativacao de ligacdes utilizada no algoritmo de Swendsen-Wang. Apds
a construcao desse aglomerado, o conjunto de sitios pertencentes ao aglomerado muda
obrigatoriamente para um outro estado. Wolff teve o grande mérito de generalizar a
dindmica para sistemas de spins continuos e simetria O(n). Esse algoritmo se mostrou
ainda mais eficiente que o algoritmo SW para d > 2, pols além de reduzir ainda mais
o valor do expoente critico dindmico para alguns sistemas. seu custo computacional ¢
bastante reduzido. Fnquanto nas outras dindmicas toda a rede deve ser consultada. no
algoritmo de Wolff o custo & proporcional ao tamanho do aglomerado construido. Uma
das razoes apontadas pela melhor performance do algoritmo de Wolil. é que o tamanho
médio dos aglomerados construidos ¢é significantemente maior que na de Swendsen-Wang,
23].

Estas dindmicas foram inicialmente aplicadas a sistemas menos complexos, tals como
o modelo de Ising, Potts e spins continuos ¢ simetria O{n). Porém depois foram gene-

ralizados a outros modelos, tals como Potts antiferromagnético [3]. vidros de spin [4. 5],



Potts com ligacoes aleatdrias[6], etc.

Em quase todos os sistemas acima citados, a performance dos algoritmos de aglome-
rados é sempre bem superior ao exibido pelos algoritmos locals. Além disso, um trabalho
desenvolvido por Hennecke et al. [7] apresentou resultados bastante animadores a re-
speito dessas dindmicas em sistemas diluidos. Eles estudaram o comportamento critico
dinadmico do modelo de Ising diluido em trés dimensoes, e constataram uma melhora na
performance dessas dindmicas de aglomerados a medida em que a concentragao de dtomos
magnéticos era reduzida. Ou seja, observaram uma reducao do tempo de autocorrelacao
a medida em que o sistema tornava-se mais diluido. Esse comportamento ¢ exatamente
o oposto aquele exibido pelos algoritmos locais.

Em nosso trabalho, generalizamos a aplicagio destas dindmicas ao modelo de Ising
diluido com correlacao de sitios e ligagoes. Este modelo foi criado na tentativa de ex-
plicar as diferengas existentes nas propriedades termodinamicas do KNi,Mg,_,F3 e do
composto 1soestrutural K Mn,M g, ,F3. Verificou-se que no KNi,Mg,_,I3 a presenca
de impurezas tem efeitos adicionals, nao previstos pelo simples modelo de diluigao. Neste
sistema a presenca de uma impureza na vizinhanca de um dado par de 4tomos magnéti-
cos pode alterar a interacao deste par, ou até mesmo suprimi-la no limite de méxima
correlacgao.

Esse modelo tem sido extensivamente estudados por meio de diversas técnicas. tais
como grupo de renormalizacao[12] e teoria de campo médio [43, 9, 11]. Porém o estudo
do modelo através do método de Monte Carlo foi bastante timido, j4 que tanto a dilnicao
quanto a correlacao introduzida no modelo conspiram no enfraquecimento da performance
dos algoritmos locais. Estudamos o modelo através da generalizagao dos algoritmos de
aglomerados. Analisamos as suas propriedades termodinimicas, obtendo o diagrama de
fases.

Nosso diagrama de fases estd em étima concordéancia com os resultados experimentais
obtidos por meio de RMN (Ressonancia Magnética Nuclear), e com os resultados tedricos

apresentados pelas técnicas 4 citadas.
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Quanto a analise do comportamento critico dinamico, constatamos uma melhora na
performance apresentada pelo algoritmo de Wolfl 4 medida em que tanto a diluigao
quanto a correlagao eram aumentadas. Fsse comportamento foi verificado para todos
os valores de concentracio e correlacao simulados. Por meio da aplicacao do algoritmo
de Wolff foi possivel simular o modelo mesmo no regime de concentragoes préximas aos
limiares de percolacdo apresentados pelo modelo. A redugao do tempo de autocorrelacao
com o aumento da diluicao vem a confirmar o mesmo cendrio apresentado por Hennecke
et al.; porém a diminuicao do tempo de autocorrelagao com o aumento da correlacao é
uma nova constatagao.

Estimamos também os valores apresentados pelo expoente critico dindmico para os
diversos valores de concentracao e correlacao. Todos os valores se situam num intervalo
de valores compreendidos entre -0.04 e (.12, Esses valores indicam uma quase que comn-
pleta eliminacao da manifestacao do fendémeno de retardamento critico. I demonstram a
eficiéncia da dindmica em sistemas onde a presenca de outros efeitos tornava quase que

impossivel a utilizacao da ferramenta da simulacac.

A dissertacao estd organizada da Seguinte‘forma:

No capitulo 2 descrevemos os algoritmos de Metropolis. Swendsen-Wang e de Wolfl.
Nesse mesmo capitulo discutimos um pouco sobre a evolucao histérica acerca das teorias
relativas ao mapeamento de configuragoes magnéticas para configuracoes geométricas. ©
também definimos as quantidades fisicas de interessc para o trabalho.

No capitulo 3 fazemos uma explanacao acerca do modelo de Ising com correlacao de
sitios e ligacoes, e também indicando e realizando comparagoes com alguns trabalhos
divulgados na literatura cientifica. Apresentamos também o diagrama de fases por nés
obtido e o mapeamento de Fortuin-Kasteleyn para o modelo. E naltima seqao apresen-
tamos nossos resultados considerando o comportamento dinamico do algoritmo de Wolff

quando aplicado ao modelo SBC.

L5 por fim, no capitulo 4 estao as nossas conclusoes e perspectivas futuras de trabatho.
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Capitulo 2

Algoritmos de aglomerados

Neste capitulo descreveremos os algoritmos de Metropolis. Swendsen-Wang e Wolff. O
algoritmo de Metropolis é baseado em atualizacoes locais de spins e tem um contex-
to histérico bastante importante nas simulacoes computacionais. J4 os algoritmos de
Swendsen-Wang e Wolff foram os precursores nesta nova linha de algoritmos baseados na
construcao de aglomerados, € que motivaram a criacao de vérios outros. Por esta razao
tarmmbém possuem uma relevancia histérica e apontam uma nova tendéncia nas simulagoes
de sistermnas magnéticos. Apresentamos também um pouco da evolucao histdrica acerca
do desenvolvimento das teorias em que estas dinaAmicas se baselam. Faremos comparacoes
sobre a performance entre elas, apresentando resultados ja divulgados na literatura.
Antes de comparar a performance entre as dinamicas aqui apresentadas. faz-se necessaria

a definicao de algumas quantidades fisicas estatisticamente relevantes no estudo do com-
portamento dindmico dos algoritmos. Essas quantidades que serao aqui definmidas sac

utilizadas constantemente no restante da dissertacao.



2.1 Definicao das quantidades estatisticamente rele-
vantes

Quando estudamos o fenémeno de retardamento critico, estamos analisando a correlagao
estatistica existente entre configuracoes produzidas por uma determinada dindmica. Esta
anslise nos permite saber de que forma devemos entao avaliar uma sequéncia de estados.
de modo que, a dependéncia entre configuracoes nao introduza erros graves €m nossas
medidas.

Uma maneira de medirmos a dependéncia estatistica entre configuracoes é calcularmos

a funcao de autocorrelacao normalizada p(t), definida por

((0; = ON(O541 = (O)))

p(t) = (0% — (())2

(2.1:

onde O; & o valor de um dado observével na configuracao j (Podendo ser este observével
a energia. magnetizacao, susceptibilidade, etc). As médias sao calculadas no espaco de

configuracoes, isto &,

1 N
0 =— 0,

onde N é o numero de configuracoes geradas. A quantidade estatisticamente relevante ¢

o tempo de autocorrelagao integrado 7, definido por

N
>
=

[

|

+
Mx
=
—
=
I
t2

t=—ox t=1

onde T4 € 0 tempo necessario que devemos esperar para que a dindmica forneca nova-
mente uma configuracao estatisticamente independente. Este tempo deve ser usado para
definir o nimero equivalente de observagoes independentes no espago de configuragoes ¢
assim obter a variancia e as barras de erro corretos para o valor médio do observdvel.

. ‘ - Y e , . :
Como nosso espaco de configuragoes nao é infinito, ¢ também para evitar maiores crros.

10



desde que a estatistica nao & boa para grandes valores de t. a soma (2.2) deve ser truncada
em algum tga.. WOolff[32] desenvolveu algumas aproximacdes que permitem determinar
T;m de forma que para pequenos valores de tpy,, a soma jd converge.

Truncando a soma no termo tp.,, usamos o estimador

(taw) = 5 S0) + Rltu) (2.3)
Rltua) = pltmm) e K{tpa) = 22 2.
max ) = P{lmax 1— K(tmax)] max,) — p(tmax — 1) .

Nesta aproximacao, o termo R(imax) € @ soma de uma progressao geométrica infinita de
razao K (fmax), onde o primeiro termo desta progressao é p(tmax)-

Postulando uma forma multiexponencial para p(t)

pt) =>_ a,-c_?’? (2.5)
B

podemos também definir o tempo de autocorrelacao exponencial To,. Acredita-se que
héd apenas uma unica escala de tempo relevante na dindmica critica, exatamente como
hd uma unica escala de comprimento, o comprimento de correlacao, no comportamento
estético. Portanto o comportamento da fungao de autocorrelagao para grandes valores
de t serd determinado pelo méximo valor de 7; T, = max[7;]. Isto define o tempo
de autocorrelacao exponencial. Se a aproximacao para p(t) por nma unica exponencial
é vélida, entao ambas as defini¢oes para o tempo de autocorrelacao fornecem o mesmo
resultado, Tint & Texp.

Quando nos aproximamos da temperatura critica, o tempo de autocorrelacao passa
exibir um comportamento de escala da forma 7 ~ £ onde z é o expoente critico dinami-
co € £ ¢ o comprimento de correlagao espacial. Para os sistemas finitos utilizados em
simulagoes computacionais, £ nao diverge. mas escala com o tamanho linear do sistema.

§ ~ L. Portanto, na regiao de criticalidade, temos que 7 ~ L?. Portanto de um gréfico

11



log-log de 7 versus L, podemos determinar o valor do expoente. Para algoritmos locais
z =3 2[16].

Existem também algumas outras propostas para o comportamento de T com o
tamanho do sistema, como por exemplo, Tin: x In L [17]. Para sistemas que apresentam
transicao de fase de primeira ordem foi sugerido que o tempo de autocorrelagao cresce com
7 ox L’ [18, 6]. J4 para sistemas um pouco mais complexos. como no caso de sistemas
diluidos em duas dimensdes, existem algumas propostas sugerindo correcoes de escala

para o comportamento de T;n; em regides proximas a concentracao critica[19, 20, 21].

2.2 Algoritmo de Metropolis

Essc algoritmo fol inventado por Metropolis et al. em 1953{22]. O algoritmo de Metropolis
& certamente o mais importante e mais usado algoritmo para o processo de Markov. além
de possuir uma relevancia histérica no processo de divulgagao da simula¢ao computacional
na Fisica. Descreveremos agora o algoritmo.

O primeiro passo da dindmica é gerar uma nova configuraciao o a partir de uma
configuracao inicial a. Tomando como exemplo o modelo de Ising, essa mudanca é
realizada por meio da inversao do estado de um tnico spin. que pode ser escolhido
aleatoriamente na rede. Calculamos entao a diferenca de energia E » — L, produzida
por esta mudanca de estado. Se esta diferenca de energia for negativa entao a nova
configuracao ¢ automaticamente aceita. Se entretanto. ela é positiva, a nova configuracao

, . aqe [ _ oI o ~ .
é aceita com probabilidade P(a — o') = ¢ ? (B, ~Fa) Entao resumidamente temos.

, 1 se £, < E,

Pla—a)= (2.6)
e~ P(E, ~Ea) se £ > FE,

. Esse mesmo processo é aplicado para cada spin s; da rede e constitul um passo de Monte
Carlo para o algoritmo. Um problema desta dindmica é que como alteramos o estado

de um unico spin por passo de Monte Carlo, a correlacao estatistica entre configuracoes
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sucessivas € muito forte; portanto faz-se necessario esperar um certo intervalo de tempo
para que avaliemos novamente a quantidade fsica de interesse. ksse tempo a que nos
referimos é justamente o tempo de autocorrelacao Ty, J& definido anteriormente. Para
o algoritmo de Metropolis z =~ 2 para o Ising 2D, e 1sso constitue um entrave para

simulacoes de grandes sistemas (L grande) na regiao de criticalidade.

2.3 Algoritmo de Swendsen-Wang

Por muito tempo se procurou relacionar os expoentes criticos (que descrevem as singi-
laridades criticas de propriedades térmicas em transigoes de fase) aos expoentes criticos
relacionados & distribuicao dos tamanhos dos “aglomerados fisicos”, como sao conhecidos
na literatura. Sabemos que, o ordenamento espontaneo que surge abaixo da temperatura
critica T, estd relacionado com a formacao de um aglomerado infinito, ou seja. uma
transicao de percolagao.

Inicialmente pensava-se que esses aglomerados podiam ser definidos simplesmente eni
termos geométricos da configuracao de spins, ou seja, um grupo de sitios vizinhos de mes-
mo dominio magnético definiria um aglomerado fisico. Porém . agora esta claro que esses
aglomerados geométricos nao podem ser identificados como os aglomerados fisicos descre-
vendo uma transicao de fase térmica, pois os aglomerados geométricos apresentarm uma
transicao de fase antes da temperatura critica ser alcancada, além também de fornecer
expoentes criticos relacionados & susceptibilidade, malores que aqueles descrevendo a sus-
ceptibilidade térmica[23]. Tendo aceito o fato de que os aglomerados geométricos sao cni
média maiores quc os denominados aglomerados fisicos, alguma prescricao deverla ser en-
contrada de forma que os aglomerados de mesmo dominio magnético sejam {ragmentados
e que a nova distribuicao de tamanhos descreva corretamente as singularidades criticas
das propriedades térmicas. A primeira construgao explicita dos denominados aglomera-
dos fisicos foi proposta por Coniglio e Klein[24]. Eles sugeriram distinguir ligagoes ativas

e inativas em um aglomerado geométrico, ativando ligacdes com probabilidade dada por
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KgT

Par = 1 — exp(——-7) (2.7)

onde J é a constante de troca. Os sitios conectados por ligagbes ativas formam os
denominados aglomerados fisicos. Assim, um aglomerado geométrico consiste de varios
aglomerados fisicos, que sao desconectados um dos outros.

Paralela a essa linha de pesquisa, uma outra corrente de pensamento desenvolveu-se a
partir do trabalho de Fortuin-Kasteleyn [25], que introduziram o modelo de aglomerados
aleatérios. Eles provaram identidades relacionando a funcao de particdo e probabilidades
de conectividade neste modelo a funcao de particao e funcgoes de correlagao do modelo
de Potts de g-estados. Usando estas identidades verificaram que a susceptibilidade do
modelo de Ising é igual ao tamanho médio dos aglomerados no modelo de aglomerados
com ¢=2[25].

Utilizando-se dessas duas correntes de pensamento, Swendsen e Wang]|l] desenvolve-
ram um novo algoritmo para o modelo de Potts. Neste algoritmo, aglomerados de mesmo
spin sao crescidos e invertidos. Assim, um certo nimero de spins sao atualizados em um
simnples passo de Monte Carlo, reduzindo enormemente o fenémeno de retardamento
critico.

O algoritmo de Swendsen-Wang, possibilita uma malor eficiéncia nas simulacoes com-
putacionals de grandes sistemas na regiao de criticalidade, devido ao fato que viola a
universalidade dindmica exibida em algoritmos locals. apresentando um valor menor para
o expoente critico dinimico z.

Iiste algoritmo se baseia na construgao de aglomerados por meio do mapeamento de
Fortuin-Kasteleyn. Como j4 dissemos esse mapeamento foi primeiramente descrito para
um modelo de Potts ferromagnético, e pode ser generalizado para outros modelos.
Exibiremos agora o método, que é mais facilmente descrito para um modelo de Potts.

Para o modelo de Potts temos a Hamiltoniana
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H = _J Z (601‘,,03’ - 1) (28\)

H
7= 2.9)
o =P~ T (

onde Z ¢é a funcao de particao.
De acordo com Fortuin-Kasteleyn, Z pode ser reformulada em termos de um modelo
de percolacao por ligacoes. Consideremos que a interacao entre dois primeiros vizinhos [

e m, seja removida da Hamiltoniana e entao definindo

Hypn==J 5 (8ay0, = 1) = H+ J(60,0, — 1)

1,4y #(Lm)
logo
Hyim = J(65,9. — 1)
Z —_ N ¥ is0m
Him b0, — 1)
cComo
TS0 — 1) 7
Y9m — 60 ” _ .
exp( KBT ) Om + exp( KBT) * (1 6 I m)

e definindo funcao de partigao correspondente a H, ,,, quando os spins 7, e d,, sao iguais.

diferentes ou independem (on indiferentes)

Him
sla:’?)r _Z exp Kl = 6Ur.0m (21())
{o} B
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1 Hl,m . .

Zﬁ,ii; :Z exP(—ﬁ) (1= dg,00m) (2.11}
{o} B

n. same dif f R £

Zim = Zitmy + Zim) (2.12)

a funcao de partigao € reconstruida como,

; J
ame di .
Z = Z}TN +exp(—K) * Z“’fnf) onde K = v
Entao
Z = (1—exp(—K)) = Z5 + exp(—K) x Zi'y, (2.13)

Desde que o primeiro termo contém a restricao que os sitios ! e 7n tenham o mesmo
spin, e o segundo termo nao contém qualquer restrigao (indiferente), podemos interpretar
o fator (1 — exp(—K)) como a probabilidade de que haja uma ligagao entre estes dois
sftios quando estes tém o mesmo spin. Podemos interpretar o mapeamento da seguinte
forma: caso os spins g; e 7,, sejam iguais, haverd uma probabilidade py, = 1 — exp(—K)
de ativar uma ligacao entre eles: ¢ uma probabilidade igual a 1 — p,, = exp{—K) de nao
haver higacao, independentemente se eles tém on nao o mesmo spin.

Repetindo este procedimento para todas as interacoes descritas na Hamiltoniana.
teremos uma conficuracao de ligacoes. onde aglomerados de um mesmo estado de spin
sao formados. Teremos desta forma uma distribuicao de aglomerados. () mapeamento
de Fortuin-Kasteleyn nos possibilita entao escrevermos uma fungao de partigao sobre

configuracoes de ligacoes definida por

Z =Y poll = pa)q"® (2.14)
(@

onde a soma envolve todas as configuragoes C de ligacdes (que vinculam sitios vizinhos

de um mesmo estado): b é o niumero destas ligacoes, 1 é o numero de spins independentes
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(nao ligados) e, Ne é o mimero de aglomerados de spins ligados, para cada possivel
configuracao C.

Voltemos agora a discutir o algoritmo de Swendsen-Wang. Comegando de uma
configuracéo arbitraria de estados de Potts, criamos ligagdes com uma probabilida-
de pa = 1 — exp(—K) entre sitios vizinhos de mesmo spin (para o modelo de Ising
Par = 1 — exp{—2K), pois Jpoys = 2J1simg)- Utilizamos o mesmo procedimento até que
toda a rede seja consultada, temos portanto uma configuragao de ligagoes.

O préximo passo da dinfmica ¢ atribuir um novo estado de Potts aleatoriamente a
cada aglomerado, ou seja, todos os sitios pertencentes a um mesmo aglomerado terao
um mesmo estado apds a atualizacao. Realizado isto para todos os aglomerados teremos
agora uma nova configuracao de Potts, mapeando o sistema de volta a uma configuracao
de spins (Para um sistemas de Potts de q estados, cada aglomerado tem probabilidade
p= 9;—1 de adquirir um novo estado de spin, e probabilidade p = é de permanecer no
mesmo estado). kssa dindmica é ergddica, pois nao hd qualquer restricao do sistema
evoluir de uma dada configuragao a outra qualquer.

De forma a demonstrar que o algoritmo de Swendsen-Wang gera uma distribuicao
de equilibrio, faremos abaixo uma breve revisao dos fundamentos tedricos em ¢ue esta
dindmica baseia-se.

Dada um sistema de Potts, com o; = 1,2,...,q ¢ definindo uma nova varidvel de
ligacao n;;. onde n;; = 1 (caso exista uma ligacao entre dois spins vizinhos) e n;; = ()
caso contrdrio: podemos definir a probabilidade conjunta de uma certa realizagao de

configuracao de Potts e varidveis de ligacao como

P((Trn) =27z ! H [(1 - pij) 5nij.0 + pijéai.ajén”,l (21'—’"
{isf)

com

Z :ZEH [(1 - pij) 67%7',0 + pijéai,ajénij,] (21(1‘

n{3,5)
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Ky o ={0;} en={n;}.

Somando sobre todas as possiveis configuracoes de ligagoes temos,

onde p;; =1 —e¢
.—_-Z Plo,n) (2.17)

Bl Z [ = Pij) bnyy0 +pij60i,aj6n1j,l]

{i,j}mij=0

=2z H [ — Pij) + Pijbo,, UJ]

(4,7}

Plo) = Z 'exp [ Z Kij{(1 - 64,0, ):|

(2,7}

Plo) = 7 exp {_ f:(}(;}} (2.18)

conm

H{a)
= E 2.19)
P lr KgT (
onde I{(0) é& a Hamiltoniana do modelo de Potts, e eq. (2.18) & a distribuicao de pro-

babilidade de Gibbs. Por outro lado, podemos calcular também a soma sobre todas as

configuragoes de ligacoes e obtermos

P(n) =" P(o,n) (2.2();

a

= Zﬂ] Z H pijéa,j,aj H (1 _pl.'l)

(1’51)1’”1]:1 ’\/i,j),T!,j:O
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Na tltima expressio todos os termos na soma com ligacOes presentes 1;; = 1 entre spins
em estados diferentes devemn se anular, entéo se denotarmos por 0" uma configuracao de
spin compativel com a restricao de que dois spins com 75 = 1 estejam no mesmo estado,

obtemos

-1
Pn)y=2 Z H Dij H (1 - pij)
an (iaj)anij:l <11]>=n1]:0
os termos na soma agora sao independentes da configuracao de spins. Dado uma con-
figuracao de ligagoes, a soma restringe-se a contar o nimero de configuracoes de spins
compativeis. Se nés entao definirmos como um aglomerado o conjunto de spins conecta-

dos, obtemos

py=2z" T » JI Q-pi)a™ (2.21)

(i,j)vnij:] (i;j),nij:()
com ¢ o nimero de possiveis orientacoes, e ¢(n) o nimero de aglomerados de uma dada

configuracao geométrica. Kquivalentemente,

2=y | II » II (-pye™ (2.22)

n | (e,g) =1 (2,3} ,m35=0
que & justamente a funcao de particdo do modelo de aglomerados aleatdrios introduzido

por Fortuin-Kasteleyn.

Para toda probabilidade conjunta temos as identidades

P(o,n) = Plo|n)P(n) = P(nlo)P(0) (2.23)

que implicam a condi¢do de microreversibilidade. Podemos agora calcular as probabili-

dades condicionais de se obter a partir de uma configuracao de ligagoes uma configuragao

de spins e vice-versa:
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Plo.n : 9
P(Tll(f) = _.u = H [(1 - pij)énij,n +pij6n1j.l} H (Smj.() (224\
P(o) (= 7
’ 2:.7)!*7170; (14,]),0:7£C
& a probabilidade de obter uma configuragao de ligacoes n dada a configuragao de spins o.
Para a probabilidade P(c|n) de se obter uma configuragao de spins ¢ dada a configuracao
de ligacoes n. temos portanto
Plo,n _ .
Plon) = ?._) ™ ] bura, (2.95)

(n) {4,3),nij=1

O algoritmo de Swendsen-Wang nada mals é que a aplicagao repetida dessas duas pro-

babilidades de transicao. Portanto temos,

Py =Y _T,,P(0) (2.26)

com

Tyy =Y P(o'|n)P(n|o) (2.27)

descrevendo uma cadela de Markov., Com relagao 4 notagao empregada anteriormentc

T,, =Plc—a).

2.4 Algoritmo de Wolff

Ulli Wolff propos em 1989, um elegante algoritmo de Monte Carlo nao-local muito similar
ao algoritmo de Swendsen-Wang. Fm cada passo de Monte Carlo. o algoritmo reverte o
estado de um vinico aglomerado de spins, todos com o mesmo estado. Esse aglomerado &
construido a partir de um sitio semente escolhido aleatoriamente na rede. e entao novos

sitios sdo agregados caso eles (a) sejam adjacentes ao aglomerado e (b) se possuem o
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mesmo estado dos sitios j& pertencentes. Spins que satisfazem esses dois critérios sao
acrescentados com probabilidade p,; = 1 — exp(—K). Esse processo de crescimento ¢
finalizado quando todos os possiveis candidatos para adicao tiverem sido consultados.
‘essado o crescimento, o préximo passo da dindmica é atribuir obrigatoriamente um

novo estado aos spins pertencentes ao aglomerado.

Podemos resumir precisamente o algoritmo de Wolfl da seguinte forma:

1) Escolhe-se aleatoriamente um sitio i na rede.

ii) Visitam-se todos os sitios vizinhos j ao sitio i, e agrega-se o sitio j ao aglomerado
contendo 1 com probabilidade p.. = 1 — exp(—K), caso eles tenham o mesmo spin.

iii) Repete-se iterativamente ii) a nova vizinhanga do aglomerado até que nao existam
mais sttios disponiveis para agregacao.

iv) Reverlemos entao todos os spins contidos neste aglomerado.

Este procedimento satisfaz o critério de acessibilidade, pois hd sempre uma probabi-
lidade nao-nula do aglomerado conter apenas um 1inico spin e reverter uma sequéncia de
aglomerados de tamanho um, permitindo o sistema alcancar qualquer outra configuragao.
O principio de balanco detalhado é também satisfeito pela dindmica: consideremos duas
configuracoes de spins « e o', em que os spins tomam valores {s;} e {al} e que podem ser
transformados um no outro revertendo um 1nico aglomerado de spins, que denotamos
por C'. A razao das probabilidades de transicao em direcoes opostas é

Pla—a) 1 — Par(s;, 8;)

, = Ty (2.2%
P(O‘ - Ct) (iege(j) 1 "'pat,(si-‘sj)

Pla —
/ =exp |— Y. K(boo, =8, ,)
P(a ) (GeC,i40) v
Pla —a')
-~ 0 00— o — 1} T, F 2 924
P(a’ — O[) eXp[ / (E(t Ea)] (22 )

Onde usamos a invaridncia da Hamiltoniana sob a inversao de um par de spins intera-
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gentes. Desta forma, apenas os spins que estao na fronteira do aglomerado contribuem
para uma variacao de energia.

A tarefa de inversao do aglomerado de Wolff & bem menos trabalhosa que no caso
de Metropolis e de Swendsen-Wang. Como podemos verificar, o algoritmo utiliza um
tempo proporcional ao tamanho do aglomerado formado: enquanto que no Metropolis
e Swendsen-Wang toda a rede deve ser consultada. Um outro aspecto que deve ser
levado em conta, pois torna computacionalmente menos eficiente o algoritmo SW, & a
necessidade de rotulacéo dos aglomerados nele construidos. Essa rotulacao é realizada
por meio do algoritmo de Hoshen-Kopelman|[27].

Na Figura 2-2 exibimos uma série de estados gerados pelo algoritmo em trés valores
de temperatura, uma acima de T, ,uma em 7, | € outra abaixo. Spins para cima e para
baixo sao representados por sitios pretos e brancos respectivamente. No topo da figura.
o conjunto de estados situa-se a uma temperatura préxima a T, . Se examinarmos os
quatro estados, nao é dificil reconhecer que aglomerados foram revertidos em cada passo.
Verificamos também que grandes dreas de spins sao movidas pela dindmica. No caso
T > T, . &€ muito mais dificil reconhecer as mudancas ocorridas entre um estado e outro.
A razao para isto € que nesta temperatura p,; tem um valor bastante reduzido. resul-
tando no crescimento de pequenos aglomerados. Por isso, a dificuldade em identificar
os aglomerados revertidos. Mas isto é exatamente o que o algoritmo deveria realizar
nesse regime de temperatura, pols o comprimento de correlacao nesse regime também
é pequeno. e nao seria natural esperar que a dinamica revertesse uma grande regiao de
spins simultaneamente. Na Figura 2-1, mostramos o tamanho médio dos aglomerados
movidos pelo algoritmo de Wolff como uma funcao da temperatura. b como podemos
verificar, o tamanho médio realmente torna-se bastante reduzido em altas temperaturas.
Quando a temperatura torna-se suficientemente alta, praticamente todos os aglomerados
sao de tamanho 1. Em outras palavras, o sitio semente de cada aglomerado ¢ invertido
com probabilidade 1 em cada passo, porém nenhum de seus vizinhos ¢ agregado. e conse-

quentemente também nao sao invertidos. Entretanto, isto ¢ exatamente o que o algoritmo
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local de Metropolis realiza a esta temperatura. Quando a temperatura & elevada, a razao
de aceitacao do Metropolis é aproximadamente igual a 1. Portanto no regime de altas
temperaturas, os algoritmos de Wolff e Metropolis tornam-se praticamente 1gualis.

Vamos agora analisar o algoritmo no regime de baixas temperaturas. Como podemos
observar na parte inferior da Figura 2-2, a acdo do algoritmo é mals ou menos Sbvia—-
quase todos os spins da rede sao invertidos a cada passo de Monte Carlo. A razao para isto
& muito clara. Quando estamos bem abaixo da temperatura critica, praticamente todos
os spins da rede estdo com a mesma orientagao. E muito prevavelmente, o sitio semente
do algoritmo sera do mesmo estado que a maioria da rede. Além do mais, a probabilidade
pot € grande para essa faixa de temperatura, logo praticamente todos os vizinhos devem
ser agregados ao aglomerado de Wolff. E posteriormente todos sao invertidos. Mais uma
vez os algoritmos de Wolff e Metropolis desempenham papel semelhante para essa reglao
de temperaturas. A razio para isto, é que para produzir um novo estado em cada passo
de Monte Carlo, ele terd o custo de visitar praticamente todos os spins da rede. o que ¢
exatamente o que o Metropolis realiza.

Portanto podemos concluir que, préxima a temperatura critica o desempenho do
algoritmo de Wolff deve ser bem superior ao do Metropaolis, por mover uma massa malor
de spins a cada passo de Monte Carlo. J4 nos regimes de altas e balxas temperaturas. o

desempenho de ambos é bem semelhante.
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Figura 2-1: Tamanho médio dos aglomerados de Wolfl como uma fracao dos sitios da

rede, medidos com uma funcao de K = KéT.
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2.4.1 O Tempo de autocorrelagao e o expoente critico dindmico

Antes de medirmos o tempo de autocorrelacao do algoritmo de Wolff, precisamos saber
exatamente como ele pode ser definido. Se nosso objetivo é comparar os tempos de
autocorrelacio de alguns algoritmos préximo a transi¢ao de fase (com o objetivo de
decidirmos qual destes é o mais eficiente nesta regiao), alguns cuidados na definicao
desses tempos devem ser tomados. Nao seria razodvel comparar a dindmica de Wolff
com outras. como Swendsen-Wang e Metropolis, em fun¢ao do ndmero de passos de
Monte Carlo. Como foi explicado anteriormente, o custo computacional de um passo
na dinamica de Wolff & proporcional ao nimero de spins ¢ no aglomerado, onde esse
aglomerado cobre uma fracao ¢/L?% da rede inteira. Em média cada passo de Monte
Carlo utilizard um tempo de CPU comparavel a (c) /L% varreduras da rede usando o
Metropolis ou o Swendsen-Wang. Portanto, a maneira correta de definirmos o tempo de
autocorrelacao para o algoritmo de Wolff é escrevé-lo como
{e)

Tw = Tpassosfg (2.30)

onde Tpuss0s € 0 tempo de autocorrelagao medido em unidade de passos de Monte Carlo.
Em estudos da dindmica de Wolff para o modelo de Ising em 2D, nao fazemos uso da
eq. (2.30) para calcular 7,,. Se nés medirmos o tempo em unidade de passos de Monte

Carlo, podemos definir o expoente critico dinAmico correspondente Zpgss0s €m termos do

tempo de autocorrelacao Tpgssos. Assim,

T passos ™ fzm”os. (2.31

O expoente Zpqss0s € relacionado ao expoente critico dindmico real por meio da relagao

& = Zpassos + % —d (2‘32\

onde v e v sao os expoentes criticos governando a divergéncia da susceptibilidade mag-



nética e o comprimento de correlacao. Se conhecermos os valores de v e v. como é o caso
do modelo de Ising em 2D, podemos utilizar a equacao {2.32) para calcular = sem estimar
o tamanho médio dos aglomerados no algoritmo, e elimina-se uma possivel fonte de erro
na medida.

De forma a demonstrar equacao (2.32), é necessdrio provar um outro resultado im-
portante, no que diz respeito a susceptibilidade magnética y. Para temperaturas 1" > 1.
a susceptibilidade magnética ¢ relacionada ao tamanho médio (¢) dos aglomerados pro-

duzidos pela dindmica de Wolfl por

x = f{c). (2.33)

A demonstracao da equagao (2.33) é realizada da seguinte forma. Ao invés de im-
plementarmos o algoritmo de Wolff da maneira usual ja descrita nesta se¢ao. faremos
de uma forma diferente. Suponha que em cada passo nés consultamos toda a rede. ¢
entao a cada par de spins vizinhos de mesmo estado, ativamos uma ligacao entre eles
com probabilidade p,; = 1 — exp(—2K) (Ising), que é a probabilidade de ativacao jd
descrita anteriormente. Depois de consultada toda a rede. temos agora uma configuragao
de ligacoes, onde aglomerados de diversos tamanhos estao presentes. Sendo cada um
destes, exatamente um aglomerado de Wolff. () préximo passo ¢ escolher aleatoriamentc
um sitio semente na rede, e entao revertemos o aglomerado ao qual o spin escolhido
pertence. Ou seja. o algoritmo de Wolff corresponderia a utilizarmos todos os passos da
dindmica de SW, porém no momento da atualizacao dos aglomerados. apenas um tinico
¢ escolhido e obrigatoriamente todos os spins pertencentes a este aglomerado adquir
um novo de estado de spin. Salientando que esta ¢ apenas uma conexao entre os dois
algoritmos, j4 que na dindmica de Wolff nao hé qualquer necessidade da formacao dos
demais aglomerados. Esta conexao entre estes dois algoritmos nos possibilitard entio
entendermos a equagao {2.33).

Podemos escrever a magnetizagao total M da rede da seguinte forma:
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M :Z ‘S‘ici (234\

onde 7 rotula os diferentes aglomerados, ¢; seus tamanhos e S; = +1 dependendo se os
spins do i —€simo aglomerado tém estado para cima ou para baizo, e portanto contribuin-
do positivamente ou negativamente para a magnetizacao M. O valor quadrético médio

da magnetizacao é entao igual a

<Mz>= Yo S Y Sieg ) = (D SiSeic; ) + >SSkl (2.35)

2 J (£ i
Desde que a média da magnetizacao (nao do valor absoluto) é zero no uso do algoritmo de
Wolff ( isto & verdade mesmo para T' < T, , pois o algoritmo reverte a maioria dos spins da
rede em cada passo), o primeiro termo na expressao (2.35) é uma média de quantidades
que sao aleatoriamente positivas ou negativas e que portanto na média tendem a zero.
J4 o segundo termo é uma quantidade estritamente positiva e portanto nao se cancela.

Portanto podemos escrever

(M?) = > (2.36)

on alternativamente, em termos da magnetizacao por spin da rede m:

<m2> = % Z 2 (237
onde N ¢& o nimero de spins da rede. Consideremos agora o tamanho médio {¢) dos
aglomerados que sao revertidos no algoritmo de Wolff. O que ndo é a mesma coisa que o
tamanho médio (c¢;) dos aglomerados na rede inteira. Quando escolhemos aleatoriament ¢
um sitio semente na rede, significa que escolhemos com probabilidade p; um particular

aglomerado 7. e esta probabilidade é proporcional ao seu tamanho,

() AN
\u.-‘}?\‘

j— (ll
Pz—N-
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O tamanho médio dos aglomerados na algoritmo de Wolff é portanto dado pela média

da probabilidade do aglomerado ser escolhido vezes o tamanho deste aglomerado:

{c) = <Z pz‘Ci> = % <Z C?> =N (m®). (2.39)

Sabendo que

x = NB((m?) - (m)?) (2.40°

e dado que (m) =0 para T > T, , temos que

x =) (2.41}

Podemos agora rescrever equagao (2.30) da seguinte forma

Tw = Tp% (2.42)

que implica em

gz ~ EZP“"”"“’EW/V[,:id‘ (2433

Como préximo ao ponto critico £ ~ L, temos

Lz ~ szussos L’T’/V L*d (2/1/1}
o que resulta em
.. i 5 oA
~ T ~passos + == d (2.4()!
14

como mostrado anteriormente.
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Figura 2-2: Estados consecutivos do modelo de Ising de uma rede 100 X 100 produzidos

usando o algoritmo de Wolfl. Os quatro estados no topo da figura estao a wna temperatura

préxima a T.. Na segunda linha o sistema est4 a uma temperatura T>T,. E na linha inferior

o sistema estd a uma temperatura T<T..

2.5 Comparacao entre as performances dos algorit-

mos de Swendsen-Wang ¢ Wolff

E indiscutivel a superioridade dos algoritmos de aglomerados com relagao ao algoritmos
locals, tais como Wletropolis, Glauber, etc. Os algoritmos locals apresentam para o
modelo de Ising em QD expoente critico dindmico z o~ 2 e isto constitul o que chamamos
de universalidade dinAmica dos algoritmos locais. Os algoritmos de aglomerados tém o

mérito de reduzir bastante esse valor apresentado por .
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Depois de varias andlises realizadas, ficou constatado que os algoritmos de aglome-
rados de Swendsen-Wang ¢ Wolff reduzem drasticamente o fendmeno de retardamento
eritico em simulacoes computacionais, € assim aumentam enormemente a sua eficiéncia.
Seus resultados sao estatisticamente mais confidveis. Existe ainda pouco entendimento
tedrico sobre a dinimica destes algoritmos. Em particular, pouco se sabe porque eles
diminuem o fenémeno de retardamento critico. Nao existe qualquer teoria que calcule
a priori o valor do expoente critico dindmico z de um algoritmo. Existe, porém, um

rigoroso limite de z para o algoritmo SW aplicado ao modelo de Potts[29]. Li e Sokal

obtiveram o seguinte limite inferior

e > 2 (2.46)

v ’
onde & é o expoente critico do calor especifico. Este limite € muito inferior aquele

apresentado pelos algoritmos locais quando aplicados ao modelo de Ising puro, onde foi

provado que[16, 30]

Zlocal 2

T2

(2.47)

onde 7y é o expoente critico da susceptibilidade magnética.

Um ontro problema que nao é bem entendido é o porqué os algoritmos SW e Wolll
tém valores similares de 2 para o modelo de Potts 2D, mas apresentam comportamen-
tos extremamente diferentes para outros modelos. como o modelo de Ising em redes de
dimensionalidade maior que 2 (d > 2) [23, 15]. A medida do expoente critico dinamico
¢ notoriamente dificil, pols é necessdrio uma boa estatistica. No modelo de Ising, um
bom ndmero de diferentes medidas fornecem resultados conflitantes. Em 2D, resultados
iniciais sugeriam z & § para as duas dindmicas [1, 23]. OQutro trabalho [15] propés = a2 =
e posteriormente fol mostrado que os dados eram consistentes com uma divergéncia log-

arftmica, sugerindo z = 0 [17]. Resultados recentes demonstram qgue é bastante dfficil

distinguir entre uma lei logaritmica e uma lei de poténcia com expoente de valor reduzido
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31],

Medidas no modelo de Ising em 3D mostraram valores de z para o algoritmo SW
variando de 0.339(4) a 0.75(1) [15, 32, 31]. Para o algoritmo de Wolff, Tamayo et al.[23]
obtiveram 0.44(10), enquanto Wolff encontrou = = 0.28(2). Para o Ising em 4D, apenas
um tinico resultado era conhecido z = —0.05(15) para o algoritmo de Wolff [23].

Todo essa evolucdo em torno dos valores referentes aos expoentes criticos dindmicos
das dindmicas SW e de Wolff, caracterizam a dificuldade em se estimar esse expoente.
Além do mais, esse histérico acima apresentado, se refere apenas a um dos mais sim-
ples modelos utilizados em simulagoes computacionais, que é o modelo de Ising. As
dificuldades em se estudar o comportamento dindmico tornam-se ainda maiores quando
modelos um pouco mais complexos sao analisados.

Por fim apresentamos na tabela 2-1, os valores estimados para os expoentes criticos
dinamicos apresentados por Coddington e Baillie[34] para o modelo de Ising. Esses valores
sao tidos hoje como os mais precisos e confidvels na literatura, pois eles realizaram uma

estatistica bastante apurada para a obtencgao desses resultados.

Tabela 2-1: Valores obtidos por Coddington e Baillie para o expoente critico dinamico no
modelo de Ising em 2, 3 e 4 dimensdes. Os simbolos z,, € 2, se referem aos resultados obtidos

guando aplicado os algoritmos de Swendsen-Wang e Wolfl, respectivamente.

dirnensao Zaw Zuw
2 0.25(1) | 0.25(1)
3 0.54(2) | 0.33(1)
4 0.86(2) | 0.25(1)
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Capitulo 3

O modelo de Ising diluido com

correlacao de sitios e ligacoes

3.1 Introducao

Sistemas magnéticos diluidos aleatoriamente tém sido extensivamente investigados tanto
no contexto tedrico quanto no experimental [35, 36]. Particular atencao tem sido dada
no que diz respeito & maneira com que a temperatura critica é reduzida & medida em
que abaixamos a concentracao de dtomos magnéticos no sistema. A concentragao critica
em que o ordenamento magnético deixa de existir também ¢ de interesse considerdvel. A
dependéncia da temperatura critica com a concentracao é governada pelas propriedades
topoldgicas da rede e pela simetria da Hamiltoniana de interacgao.

Na mais simples descricao de um sistema magnético diluido, os sitios ocupados na
rede correspondem aos 4tomos magnéticos e os sitios vazios sao assoclados com a presenca
de dtomos nao-magnéticos (impurezas). As interacoes entre estes dtomos sao de curto
alcance, e o valor da constante de interacao entre dois sitios magnéticos vizinhos nao ¢
afetado pela vizinhanca deste par. Em T = 0, a estrutura dos aglomerados de sitios
magnéticos € bemn descrita pela percolacao ordindria de sitios.

A Hamiltoniana de interagao para o sistema acima especificado ¢ dada por
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H=— Z Joiois — 1) (3.1)

06

onde g; = £1 , 8 & o vetor posicao dos primeiros vizinhos, e J é a constante de interagao do
modelo de Ising usual. Se os sitios i ou i + & forem ocupados por 4tomos nao-magnéticos
entao J = 0. Este simples modelo de diluicao tem sido de grande utilidade na discussao
da aleatoriedade em muitos sistemas magnéticos desordenados reais.

Entretanto, outros modelos de diluicao de sitios tém sido propostos., motivados princi-
palmente pela verificacao que, em alguns materiais magnéticos, a introducgao de espécies
nio-magnéticas tem efeitos adicionais nao previstos pelo modelo usual de diluigao. Fxem-
plos de modelos alternativos de diluicdo sao o modelo de percolagio “bootstrap”[37] e o
modelo com correlacdo de sitios ¢ ligagdes|R, 9], conhecido também como modelo SBC (
site-bond-correlated model ). As motivagoes fisicas que caracterizam estes modelos estao
descritas nos trabalhos originais [37, 8, 9], aqui citaremos apenas alguns poucos aspectos
referentes a estes. No “bootstrap™ a presenca de impurezas nao-magnéticas na vizinhanga
de um dado 4tomo magnético pode anular seu momento magnético. Ja no modelo SBC'.
a presenca de impurezas nao-magnéticas na vizinhanga de um dado par de dtomos mag-
néticos vizinhos pode modificar o valor da constante de interacao entre estes dois dtomos

ou até mesmo suprimi-la. Este é o modelo que serd alvo de nosso estudo.

3.2 Descricao do modelo SBC

Uma andlise de RMN no magneto diluido K Ni,Mg, .F3 e no composto isoestruturai
KMn,Mg,_.F; { onde  é a concentracao ) mostrou diferencas considerdveis em suas
9 G
propriedades [&]. A medida em que a concentracio é reduzida, a temperatura de transicao
decai mais rapidamente para o composto KNi,Mg, .Fs que no sistema isoestrutural
tendo Mn?'. Além d a critice itica v 3
contendo Mn*7. Além do mais, a curva critica (temperatura critica versus concentracao
de dtomos magnéticos) para K Ni, Mg, ,F3 exibe uma curvatura para cima, enquanto

que o oposto é observado no KMn, Mg,_,F5. Os resultados experimentais também
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mostram que o limiar de percolagdo no KMnyMg; F3 & consistente com o modelo
de diluicao usual. Entretanto, o modelo falha para o KNi;Mg, F3 cuja curva critica
mostra uma tendéncia em direciao a um maior valor para essa concentragao critica.

Na tentativa de explicar essas diferencas, de Aguiar. Engelsberg e Guggenheim (8]
propuseram um modelo de dilui¢do que & bastante diferente do modelo usual de diluigao.
Neste modelo, que é esperado ser mais apropriado para o KNizMg, . F3. a constante
de acoplamento entre dois fons Ni?* depende direcionalmente da ocupagao magnética
de seus vizinhos. Tendo por objetivo implementar esse comportamento no modelo, um
parametro « foi entdao introduzido. Esse pardmetro ¢ uma medida da correlacao da
interacao entre o par de dtomos magnéticos com a ocupacao magnética dos seus vizinhos
ao longo da linha que os conecta. Por essas idéias acima citadas o modelo foi batizado

como modelo com correlagao de sitios e ligagoes.

Uma Hamiltoniana para o modelo que leva em consideragao todas essas idélas foi

introduzida [9]. A Hamiltoniana é entao definida por

H=— Z Ji,i+6 (UiO’,pHs - 1) (32)
06
onde novamente ¢; = £1 , & é o vetor posicao dos primeiros vizinhos. A constante de
interacao .J; ;15 € definida por
Ji,i—l—ﬁ = rIEiEi+ﬁ [(1 - Ot) Ei £S48 + Ck] (33\

onde J é a constante de interacao para o Ising usual, sendo J > 0 para sistema fer-
romagnético. As varidveis £; podem adquirir valores: 1 com probabilidade C. e 0 com
probabilidade 1-C. Portanto C' é a concentragao de atomos magnéticos. O pardmetro
(0 < @ < 1) correlaciona a interagao entre os sftios i e i + 8§ com a ocupacao magnética
de i — & e i+ 26. O modelo de Ising diluido sem correlagdo é re-obtido no limite a = 1.
Para 0 < o < 1, a interagao entre i e i + & é apenas enfraquecida pela auséncia de dtomos

magnéticos em i — § e i + 26. O limite ¢ = 0 corresponde & méxima correlacao. isto
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Figura 3-1: A constante de interacdo entre os dtomos magnéticos (pretos) situados nos
sitios 0 e 1, nao é modificada devido a presenca de d4tomos magnéticos nos sitios 3 e 5.
Entretanto, o mesmo nao se aplica para a interacao entre 3 e 0, devido a presen¢a de um
atomo nao-magnético em 7.

¢, dois dtomos magnéticos vizinhos tém sua interacio ativada apenas se seus vizinhos
ao longo da linha que os conecta estiverem presentes. Observe que, para a Hamiltoni-
ana apresentada, a auséncia de dtomos no sitio é equivalente a presenca de impurezas
nao-magnéticas.

A Figura 3-1 traz uma ilustragao do modelo. Embora néo especificada na figura, as
constantes de interacao entre os 4tomos magnéticos 0 e 4, e entre os 4tomos em 0 e 2 sio
também modificadas devido a auséncia de 4tomos magnéticos em 8 e 6 respectivamente.

Para que tenhamos uma maior clareza no entendimento do modelo, algumas consi-
deragoes devem ser levantadas sobre & forma de J;;,5. Caso tenhamos C = 1 em nosso
sistema, entao J;;,5 = J e 0 modelo SBC se reduz ao modelo de Ising usual sem diluicso,
e nao faz sentido falar em correlacao espacial. J4 para C < 1, temos duas possibilidades
(considerando os sitios i e i + & ocupados por 4tomos magnéticos):

i) Os sitios i — 6 e i + 26 sao também magnéticos. Neste caso, Jij45 = J, € a interacao

nao é alterada.
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ii)Pelo menos um dos sitios i — 8 € i + 28 &€ nao-magnético. Neste caso, Jiits = al.
Para o = 1, 0 modelo se reduz ao modelo de Ising usual com diluigao. J& para a = 0,
temos o limite de correlacio méxima, e neste caso, a interacao entre i e 1-+6 € anulada na
presenca de uma impureza em i — 8 ou i + 26. Este caso limite define um novo problema
de percolagao em T = 0, cujo modelo é denominado na literatura por modelo AND [38].

Entao resumidamente, temos as seguintes situacoes para C < 1 e £,£,44 = 1 no modelo

SBC:

Jiivs = J se Ei—6Cit2s = 1

Jiive = aJ se £i—sEiqas =0
3.2.1 Modelo AND

Como ja foi dito anteriormente, o caso o = 0 para o modelo SBC corresponde ao maximo
limite de correlacao. Neste limite, a manifestacio magnética entre dois dtomos magnéti-
cos é totalmente aniquilada devido & presenca de uma impureza na sua vizinhanca (ape-
nas ao longo da direcao da ligacao considerada). Esse efeito de direcionalidade constitue
uma marcante diferenca entre o modelo SBC e outros modelos de diluicao correlaciona-
dos. Esse caso especial define um novo problema de percolagao correlacionada, e hoje
& denominado de modelo AND de percolagao. Os outros valores de correlagao espacial
0 < a £ 1 nao definem nenhum novo problema de percolacao. A razao para isto consiste
no fato que, para estes valores a ligacao entre dois 4tomos magnéticos € apenas alterada
(reduzida), nao sendo completamente aniquilada, como acontece para « = 0. Portanto,
nao ha nenhuma quebra de ligacao, e as propriedades topoldgicas dos aglomerados de
dominios magnéticos é precisamente bem descrita pelo modelo de percolagao ordindria

de sitios, apresentando valor de concentracio critica p, = 0.5927 [39].

O modelo AND é descrito entao da seguinte forma:
Como na percolacao ordinaria de sitios, no modelo AND cada sitio é ocupado com pro-

babilidade p e consequentemente nao ocupados com probabilidade ¢ = 1 —p. Entretanto.
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Figura 3-2: O aglomerado a esquerda da figura é quebrado devido a presenca de ini-
purezas ao longo da linha conectando os dtomos magnéticos na regiao do contorno trace-
jado. O mesmo nao acontece com o aglomerado da esquerda.

para que uma ligacao entre dois sitios vizinhos ocupados seja. ativada. ou seja, para que
ambos pertencam ao mesmo aglomerado, é necessdrio que seus primeiros vizinhos ao
longo da linha que os conecta sejam também ocupados. A Figura 3-2 traz uma boa
ilustracao deste modelo de percolagao. Observe que, no caso do modelo de percolacao
usual ambos os aglomerados estariam percolando a rede; entretanto nao é o que acontece
para o modelo AND, onde apenas o postado do lado direito da figura estd realmentc

percolando.

Neste modelo. o nimero médio de aglomerados de tamanho um por sitio da rede é dado

por

ni(p) = p(¢® + 2pq + pg*)* (3.5

enquanto que na percolacao ordindria este valor é
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n1(p) = pq*. (3.6

Um estudo detalhado sobre a distribuicao de aglomerados neste modelo foi recente-
mente realizado[38]. Por meio da observancia das singularidades criticas, foi verificado
que o modelo apresenta concentragao critica p, = 0.7405(3), que é consideravelmente
maior que aquela verificada na percolacao usual. Também fol constatado que os ex-
poentes criticos apresentam os mesmos valores (dentro da faixa de erros) que os exibidos
pela percolacao ordinéria, indicando gue ambos sao da mesma classe de universalidade.
Esse & um resultado bastante importante, pois este comportamento ¢ o oposto ao que

acontece em outros modelos de percolacio correlacionada, onde hd uma quebra de uni-

versalidade.

3.3 Resultados

As propriedades térmicas do modelo de Ising diluido com correlacao de sitios e ligacoes
(modelo SBC') tém sido extensivamente estudadas por meio de muitas técnicas: teoria
de campo médio [9], teoria de campo-efetivo Honmura-Kaneyoshi [11, 40], grupo de
renormalizagao [13, 12] e grupo de renormalizacao de Monte de Carlo [42]. Todas essas
técnicas levam praticamente ao mesmo cendrio fisico com a excecao do modelo SBC
definido numa rede de Bethe [43], onde existem alguns aspectos inesperados que parecen
ser devidos &s propriedades topoldgicas da rede. Além desses trabalhos, existem outros
apresentando estudos das caracteristicas dos aglomerados e sua conexao com problemas
de percolagao.

Estudo das propriedades térmicas do modelo por meio de simulagoes computacionais é
verificado apenas na referéncia [14]. Neste artigo, o modelo é estudado com o parametro a
restrito a o = 0 e a regioes de altas concentragoes. O algoritmo utilizado fol o tradicional
Metropolis. Como j4 fol comentado anteriormente, a simulacao na regiao de criticalida-

de torna-sc bastante dificil devido & manifestacao do fenémeno de reiardamento critice.
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No modelo SBC este efeito torna-se ainda mais pronunciado desde que a diluicao junta-
mente com a correlacao conspiram no enfraquecimento do algoritmo de Metropolis. A
razao para este efeito serd dada na préxima secao. Felizmente, para os algoritmos de
aglomerados a diluicao tem efeito contrédrio ao exibido pelos algoritmos locais. A dilui¢ao
torna os algoritmos de aglomerados cada vez mais eficientes & medida em que reduzimos
a concentracao de dtomos magnéticos no sistema. Hennecke et al. [7] verificaram um
decréscimo do tempo de autocorrelagao quando a diluicao era incrementada no modelo
de Ising 3D; comportamento este oposto ao verificado pelos algoritmos locais. onde se
observa um aumento neste tempo.

Essa nova constatagao foi a nossa maior motivagao fisica para este trabalho. O nos-
s0 Interesse em principio era realmente constatar se esse comportamento era novamente
verificado para outros sistemas diluidos, que é o caso do modelo SBC. Um outro as-
pecto interessante é que a aplicacao de uma dessas dinAmicas de aglomerados ao mode-
lo, nos permite verificar o comportamento desses algoritmos na introducao de mais um
pardmetro. a correlagao espacial. Auxiliando-nos a entender um pouco mals o compor-
tamento desses algoritmos. Uma outra razao seria a obtencao das propriedades térmicas
do modelo SBC por meio de simulagoes, e a comparacao dos resultados obtidos com os

J4 existentes na literatura por meio de outras técnicas.

3.3.1 Mapeamento de Fortuin-Kasteleyn para o modelo SBC

O primeiro passo para a aplicacao da dinamica de Wolff ao modelo SBC é generalizar
o mapeamento de Fortuin-Kasteleyn. O mapeamento ird permitir relacionar uma con-
figuracao de spins do modelo a uma configuracao geométrica. ) procedimento utilizado
por nds para a obtengao do mapeamento € o mesmo utilizado anteriormente na secao 2.3
para o modelo de Potts, e nao traz nenhuma dificuldade. De forma a enfatizar a técnica
ela serd aqui repetida e aplicada ao modelo.

Temos que a Hamiltoniana para o modelo SBC' é definida por



H=- Z Jiive(0:0:46 — 1)

1,8

com ¢; = =%1, e

Jiivs = Jeiciys|(1 — @)gi_scit0s + (3.7)

Repetindo o procedimento utilizado para o modelo de Potts descrito anteriormentc.
e novamente retirando da Hamiltonlana a interacao entre dois sitios vizinhos o, e 7,

podemos definir

Him=~ 3 Jis(oioys — 1) = H + Jym(010m ~ 1)
(3,8) #(Lm)

Hy — Jym(oy0p, — 1
Z =Y exp(—— ;’(B(;[U ))
{o}

Hl,m ) (Jl‘m((rlgm - 1))
e
KpT' &P Kol

A 22 exp(—

passando o termo (0,0, + 1) para uma representacao em delta de Kronecker temos

Hi Ji, P
Z =3 exp(— g ) exp( T )

e utilizando as mesmas definigoes jd empregadas, temos que

’ sam 2']l, dt
2= Lim; + eXP(—ﬁ) « Zon)

4(0)



logo

; 2Jt,m same 2Jl.'m ind DR
Z=(1- exp(—m)) * 25 4 exp(—K—BT) x Zid (3.5

Portanto a probabilidade de existir uma ligacio entre dois spins paralelos no SB(' é

. 27, . .
1gual a piys = 1 — exp(— K‘;}‘s ). Devido a forma apresentada por J;i+s conforme eq.

(3.3), o mapeamento para o modelo é descrito por trés possivels valores de p;;,s: a0

contrério do modelo simples de diluicao, onde existem dois valores possivels:

0, para o, # 0,45 OU £;5,,5 = 0:
(3.9
2J
1 —exp(—327%).  para o, = o,
O mapeamento do modelo é entao descrito por:
4
0, para 0; # 0,5 Ou £;5,,5 = 0;
2J I - _ 1. :

1-— exp(—.KBT)’ para 0; = 044 € Zi-8Ei496 = 1, ({1()\
; 20 , — - - —

I - EXP(_m): bara 0; = 045 € 25 525496 = 0.

A definicao dessas probabilidades da ativacgao garantem corretamente a aplicabilidade
G : &

das dindmicas de aglomerados e constituem o mapeamento de Fortuin-Kastelevn para o

modelo.

3.3.2 Diagrama de Fases do modelo SBC

Nés simulamos o modelo SBC para vérios valores de concentracao C' e correlacao o
em redes quadradas de tamanhos L = 30.100, 150 e 300. Sobre cada configuracao go-

ométrica congelada (disposicao fixa dos atomos magnéticos e nao-magnéticos na redc;.
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configuragoes de spins sao geradas a partir de uma dada configuracao inicial. Podendo
ser esta de forma aleatdria, € no nosso caso escolhemos 60% dos spins para cima e a outra
porc¢ao dos spins magnéticos para baixo. As configuracoes de spins sao entao geradas por
meio do algoritmo de Wolll utilizando as probabilidades de ativacao definidas anterior-
mente. A cada sequéncia de construgdo do aglomerado + mudanca de estado de spin
do aglomerado + medida de magnetizagao definimos como uma iteracao, ou como usual-
mente descrito, passo de Monte Carlo. Por meio do pico exibido pela susceptibilidade
magnética

= () = (),

localizamos o ponto critico para cada tamanho de rede simulada. e entiao extrapolamos
para o limite termodinamico L — oo por meio do algoritmo BST [43. 46]. O BST é um

algoritmo usado para extrapolar grandezas fisicas que convergem com a lei de poténcia

F(Ly= F(L — o0) + AL™". (3.11)

Em mecénica estatistica, tal comportamento corresponde a sistemas criticos. O ponto

critico é determinado variando o valor de K (= K—;.f) de forma a encontrar K., onde a
susceptibilidade ¢ méxima. O nimero de iteracoes ¢ realizacoes necessrias para reduzir

o erro de K., para ~ 0.01 é mostrada na tabela abaixo.

Tabela 3-1: Nimero de amostras N, e nimero de iteracoes N; utilizados para cada tamanho

de rede L.

L Ny N,

90 | 20-150 | 3000-5000
100 | 05-50 | 3000-5000
150 | 05-50 | 3000-5000
300 | 05-30 | 3000-10000
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Figura 3-3: Comportamento tipico apresentado pela susceptibilidade magnética y na
regiao de criticalidade.

Estes intervalos de configura¢ées e amostras exibidos na Tabela 3-1. devem-se ao fato
que & medida em que reduz-se a concentragao de dtomos magnéticos no sistema, ou seja
aumentamos a diluicao, as dificuldades em estimarmos a temperatura critica tornam-se
cada vez maiores, devido a maiores flutuagoes apresentados pelas quantidades fisicas de
interesse. Na IMigura 3-3 mostramos o comportamento tipico apresentado pela suscep-
tibilidade magnética na regiao de criticalidade. Observe que. quanto maior o tamanho
linear do sistema. mais bem definido se torna o valor de K. Para valores de con-
centracao menores, o pico apresentado por Y torna-se cada vez mais largo. € um maior
numero de medidas deve ser realizado.

O diagrama de fases é mostrado na Figura 3-4. Verificamos que a derivada inicial
(1/T)(dT./dC)|¢-y aumenta com o grau de correlacao. o que é sustentado pelos re-
sultados tedricos [9, 11, 14] e experimentais [8]. Em T = 0. obtemos dois limiares de

percolagao: um para « = 0 e um outro para a # 0. Essa verificacao j4 era esperada e
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razao para isto fora explicado anteriormente (secao 3.2.1).

Clomo pode ser visto na figura, as curvas para valores intermedidrios de correlacao
0 < a < 1 tém uma curvatura para cima (nao presente nos casos extremos & = Qe a = 1)
em plena concordancia com os resultados experimentais para o composto K NigMgy Fs
[8]. Nossos resultados demostram este comportamento de maneira bem clara. Além do
mais, nossa localizacao da concentracao (em T = 0) é bem precisa, e em boa concordéncia

com resultados anteriores no contexto de teoria de percolacao [38].

3.4 Comportamento dindmico do algoritmo de Wolff

no modelo SBC

Nesta secao mostramos os resultados por nds obtidos sobre o comportamento critico
dindmico do algoritmo de Wolfl para o modelo com correlacao de sitios e ligacoes. Essc
estudo é de crucial importancia para um entendimento mais apurado desse algoritmo,
pois nos permite entendermos qual o efeito produzido pela diluigao e correlagao espacial.

Para o estudo do comportamento dindmico realizamos simulacoes para valores de
concentracao C' = 0.90,0.80,0.70 ¢ 0.60, e para cada valor de concentragao simulamos o
modelo SBC' para valores de correlagao espacial o« = 0.0.0.1,0.3,0.5 ¢ 1.0. Os nimeros
de amostras e configuracoes utilizadas em nossas simulacoes se encontram na Tabela 3-2.
Eisses valores para os ndmeros de configuragoes ¢ amostras foram escolhidos de forma «
obtermos um erro no tempo de autocorrelagao 7 da ordem de 1 a 2%. Além disto. a
estimativa da fungio de autocorrelacio p(t) requer um espm;-.o de configuracoes razoavel-
mente grande, de forma que a estatistica nao se torne tao pobre mesmo para valores
pequenos de t (onde t, ¢ a distAncia entre configuracoes em unidades de passos de Monie
Carlo). Verilicamos grandes flutuagdes dos dados obtidos, que foram reduzidas quando
um nimero maior de amostras diluidas foram utilizadas. Essas flutuagoes sao bastante

comuns no estudo de sistemas desordenados. Pois além das flutuacoes referentes as pro-
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priedades termodindmicas estarem sempre presentes em estudos de sistemas estocdsticos.

a aleatoriedade da disposicao das impurezas vem a contribuir para o seu aumento.

Tabela 3-2: Numero de amostras /N; e mimero de iteracoes /N; utilizados para cada tamanho

de rede L.

L N; N,
16 | 40000 | 400
32 | 50000 | 300
64 | 80000 | 200
128 1 80000 | 200

Como definidas anteriormente (secio 2.1), as quantidades fisicas relevantes para a nossa
andlise sao a funcao de autocorrelagao p(t) e o tempo de autocorrelacio 7. Em nossa
andlise, a quantidade fisica estimada a cada passo de Monte Carlo para o célculo de p(t)
fol a magnetizagao. Onde algumas configuracdes foram eliminadas do espago de con-
figuragoes para que fosse permitido ao sistema alcancar sua termalizacao. Utilizando a
definicao de p(t) na equagao (2.1), estimamos a funcao de autocorrelacao para cada con-
figuragao diluida. De acordo com a equagao (2.2) estimativas de T, para cada amostra
diluida foram calculadas, e entao médias sao tomadas sobre o nimero total de amostras
diluidas. Porém pequenas mudancas foram realizadas na forma de estimar Tint. & 50INa
na equacao (2.1) & truncada quando a funcao p(t) cruza a abeissa. Verificamos que ambas
aproximacoes levam a bons resultados. Porém, quando o decaimento de p(t) é rapido.
que € o que acontece no regime de baixas concentracdes. fica muito dificil obter valores
que convergem por meio das aproximagoes desenvolvidas por Wolff {15], e o valor apre-
sentado por Ti,, € muito dependente do valor de ty,,,. Para cada amostra diluida também
¢ estimado o valor da massa média de Wolff (tamanho médio dos aglomerados gerados ¢
revertidos). cujo valor é necessério para o rescalonamento do tempo de autocorrelacao.

Uma tinica modificacao é requerida na equacao ( 2.30) quando esta dindmica € aplicada
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para sistemas dilufidos. A forma correta de rescalar o tempo de autocorrelagao ¢ dada

por [47]

{) (3.12)

Tw = Tpassos CLd

P ~ ’ Ly 3 d 5o
onde C é a concentracao de d4tomos magnéticos no sistema, e consequentemente C L & a
massa magnética total . Na secao seguinte apresentamos os resultados por nés obtidos. e
toda a anélise do comportamento critico dindmico do algoritmo de Wolff quando aplicado

ao modelo com correlacao de sitios e ligacoes.

3.4.1 Resultados

Na Figura 3-3, mostramos o comportamento da funcao de autocorrelacao p(t) para
alguns valores de concentracao e correlagao espacial fixas @ = 0.5 ¢ 1.0. Como pode
ser observado, em ambos os casos constatamos uma descorrelacao mais rapida a medida
em que reduzimos a concentragao de dtomos magnéticos no sistema. Esse resultado é
o mesmo obtido para o modelo de Ising desordenado 3D conforme foi encontrado por
Hennecke et al. [7]. Esse mesmo comportamento é entao verificado para o modelo SBC
bi-dimensional, e generalizado para todos os valores de correlacao espacial a. Como
podemos observar na figura, para pequenos valores de t. a funcao de autocorrelacao
raptdamente decal para valores bastante reduzidos.

Na Figura 3-6, exibimos o comportamento de p(t) para védrios valores de correlacao
e concentragoes fixas €' = 0.70 e ' = 0.90. Como pode ser visto, observamos um
decaimento mais rapido para a funcao de autocorrelacao & medida em que aumentamos a
correlagao espacial (reduzimos o pardmetro &) no modelo. Esta tendéncia se torna mais
expressiva 4 medida em que aumentamos a concentracao de impurezas. Para ¢ = 0.70 ¢
facilmente verificada a diferenca na funcao p(t) para os diferentes valores de a. Ja para
(' =0.90 . o efeito da correlacao numa descorrelacao estatistica mais rdpida nao é ainda

claramente manifestada.
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De forma a quantizar os comportamentos acima colocados. exibimos nas Figuras 3-7
e 3-8 os valores do tempo de autocorrelacao integrado T,,; para valores de concentragoes
C = 0.80 € 0.70. Dessas figuras é possivel ter uma idéia numérica da eficiéncia da dindmica
de Wolff 4 medida em que aumentamos tanto a diluigao quanto a correlacao espacial.
Os valores do expoente critico dinAmico zpgsses relacionado ao tempo de autocorrelacao
em unidade de passos de Monte Carlo Tpess0s €stao colocados nas legendas das figuras.
Como podemos notar, existe sempre nma tendéncia para o aumento deste expoente
quando aumentamos o parimetro «. Esse comportamento nao é verificado para o valor
de concentracao C = 0.90.

Dos resultados e comportamentos exibidos em parte nessas figuras, concluimos qgue
o tempo de autocorrelagao decresce com a diluicao para todos os valores de a e com a
correlacao para todos os valores de C. Esses comportamentos sao completamente opostos
aos exibidos pelos algoritmos locais. Por exemplo, no algoritmo de Metropolis a probabi-
lidade de reverter um tnico spin, depende exponencialmente da razao do incremento da
energia (produzido pela mudanca de estado) e a temperatura. Isto quer dizer que, uma
temperatura critica menor leva a uma menor taxa de aceitagao de mudanca de estado
desfavoraveis energeticamente. J4 para os algoritmos de aglomerados, esse comporta-
mento é completamente antagénico. Na verdade, a probabilidade de ativacao (equagao
3.10) aumenta quando a temperatura critica é reduzida. Possibilitando o crescimento
de aglomerados cada vez maliores, e desta forma temos configuracoes sucessivas cada ver
menos correlacionadas estatisticamente. Fssc argumento é completamente vadlido quando
para um valor fixo de correlagao « variamos apenas o valor da concentracao C. Eun-
tretanto, a constatagao do decréscimo do tempo de autocorrelacao com o aumento da
correlagao nao ¢ tao direta, pois existe uma competicao entre a temperatura e a corre-
lagao . Ambos os pardmetros aparecem no expoente (equagao 3.10) na forma de ~
no caso onde &£;_s2;496 = 0. Ao contrdrio do que acontece com a temperatura, um au-
mento na correlagao espacial (redugao de o) tende a provocar uma reducao no valor desta

probabilidade. Porém, na regiao de baixas concentracoes (7. a reducao da temperatura
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critica com a correlagdo é muito acentuada, o que pode ser constatado no diagrama de
fases. Como resultado desta competicao, os valores assumidos por p;;4s tornam-se bas-
tante elevados na reducdo de a. Esse comportamento nao é valido para ¢’ = 0.90, pois
para esse valor de concentragao a varia¢ao da temperatura critica com a & muito pouco
pronunciada, devido a quase nula manifestacao da correlacao no sistema. Por esta razao.
esse comportamento diferenciado em relagio aos demais valores de C'.

Como pode ser observado na Figura 3-9, Constatamos que para valores de concen-
tragoes C préximos ao valor do limiar de percolagao p. = 0.5927, a lei de poténcia 7 ~ L*
nao é satisfeita, e que possiveis correcoes de escala devam ser analisadas. Na figura temos
C = 0.60. Comportamentos diferenciados para o tempo de autocorrelacao na regiao do
limiar de percolacéo ja foram verificados anteriormente para alguns sistemas [19, 21].
Existemn algumas correcoes propostas na literatura, porém nenhuma delas é valida para
0 nosso problema.

Nenhuma tentativa foi realizada para a obtencao do tempo de autocorrelagao expo-
nencial T, pois para isto, terfamos que examinar o comportamento de p(t) para cada
amostra magnética e médias seriam tomadas sobre todas elas. O que tornaria esta tarefa
bastante drdua. devido ao grande nimero de amostras utilizadas.

Quanto aos valores referentes ao expoente critico dinamico z determinado quando
o rescalonamento do tempo de autocorrelacao integrado com a massa dos aglomerados
de wolfl é considerada, todos os valores de = se situam entre -0.04 e 0.12. Nao sendo
observado nenhuma tendéncia de acréscimo ou decréscimo com a diluicao ou correlacao.
Eisses valores demonstram mais uma vez, que o fendmeno de retardamento critico é
praticamente eliminado. Novamente temos um comportamento totalmente antagénico
aquele verificado nos algoritmos locais. Na Figura 3-10 apresentamos os dados para
C = 0.70. Todos os valores se situam dentro do intervalo acima citado. Esses valores
bastante reduzidos sao verificados para todos os valores de concentracoes e correlacoes.
O surgimento de valores negativos para z, deve-se unicamente a correcao do tempo de

autocorrelacao com a massa média dos aglomerados construidos.
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A importancia desses resultados aqui obtidos, é evidenciada pelo aspecto da complexidade
intrinseca exibida pelos sistemas desordenados bi-dimensionais. Esses sistemas vém sido
alvo de diversas andlises no que diz respeito as suas propriedades termodindmicas e mesmo
dinamicas. Vdrias predicoes visualizadas em sistemas desordenados de dimensionalidade
maior que 2, nao sao constatados nesses sistemas. Como por exemplo, os comportamentos
de escala verificados em outros sistemas, nao sao claramente obedecidas pelos sistermnas
bi-dimensionais. sendo necesséria a utilizacao de algumas correcoes de escala [70. 71] .
A outra questdo de grande relevancia, é se hd ou nao, uma quebra de universalidade
desses sistemas em relagao ao caso puro. Existem vdrias propostas na literatura porém
nenhuma delas apresenta dados conclusivos.

Com os resultados apresentados aqui , constatamos uma melhor performance do al-
goritmo de Wolff em sistemas cada vez mais diluidos. Acreditamos que a aplicacao dessa
dindmica a tais sistemas venha a colaborar para um melhor entendimento dos sistemas

desordenados bi-dimensionals.
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Capitulo 4

Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, generalizamos os algoritmos de aglomerados para sua aplicagao no
modelo de Ising diluido com correlacao de sitios e ligagoes. Essa generalizacao é obtid«
pela extensao do mapeamento de Fortuin-Kasteleyn para o modelo. A técnica é bastante
direta e nao apresenta qualquer dificuldade. Por meio desta generalizagao, aplicamos
a dindmica de Wolfl ao modelo e levantamos seu diagrama de fases e o comportamen-
to critico dinAmico. Na primeira etapa, simulamos o modelo para diversos valores de
concentracao C de 4&tomos magnéticos e de correlagao espacial a. inclusive para valores
de concentracoes muito préximos dos valores de concentracoes criticas apresentados pelo
modelo SBC'. O algoritmo mostrou ser bastante eficiente. pois além das qualidades no
que diz respeito a correlacao estatistica entre configuracoes, que serd enfatizado adiante.
possibilita uma reducao consideravel no tempo de CPU. Constatamos que esta reducao
é de mais ou menos 60% em comparacao com outras dinamicas.

O diagrama de fases, estd em étima concordancia com o cendrio exibido pelos re-
sultados experimentais [8] e tedricos [9, 10, 11. 12, 13. 14]. Em T = 0. obtemos doix
valores distintos de limiar de percolacao, um para o caso o = 0 e um outro para « # 0.
Como pode ser visto no diagrama de fases (Figura 3-4). a curva critica para valores in-
termedidrios de correlacao 0 < a < 1 apresenta uma curvatura para clma. que nao esta

presente nos casos limites @ = 0 e @ = 1.0, em concordéancia com os resultados experimen-
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tais para o composto magnético KNi,Mg,_,I;. Verificamos também um aumento do

valor da derivada inicial (1/7,.)(dT./dC)

c—1 com a correlacao, e nossa localizagao da con-
centragao critica (em 7' = () € consistente com resultados anteriores [37, 38, 39, 41. 42, 44|

obtidos por meio de teoria de percolacao.

Estudamos também o comportamento critico dinAmico tanto nos regimes de altas co-
mo no de baixas concentragoes. Realizamos um intenso esfor¢o computacional de forma
a obter resultados onde a influéncia da configuracao geométrica fosse reduzida ao max-
imo. Essa andlise nos possibilita entender como o fendmeno de retardamento critico se
manifesta quando o algoritmo de Wolff & submetido a esse tipo de sistema fisico. Consta-
tamos uma melhora na eficiéncia do algoritmo a medida em que tanto a diluicao quanto
a correlagao espacial eram anmentadas. Ou sej‘a, observamos uma redugao no tempo de
autocorrelacao para os casos citados. Esse comportamento é exatamente o oposto aquele
exibido pelos algoritmos locais, onde existe um incremento dessa grandeza. Esse tempo
nos indica o espagamento necessdrio que deve ser tomado no espaco de configuracoes
para que tenhamos estados completamente descorrelacionados. Possibilitando dessa for-
ma., que eliminemos o efeito da correlagao estatistica entre configuracoes na estimativa
de quantidades {isicas de interesse. Observamos (ue para concentracoes préximas a con-
centracao critica p,, o tempo de autocorrelacao nao exibe o comportamento de escala
7 ~ L7 verificado para outros valores de concentracao, sendo necessérias algumas cor-
recoes. (Quanto aos valores obtidos para o expoente critico dindmico =z para valores nao
multo préximos a p., verificamos que estes variam de » ~ —0.04 — 0.13. Esses valores
sao bastante pequenos, principalmente gquando comparados ao desempenho exibido pelos
algoritmos locais. Mais uma vez estes resultados vém reforcar a idéia de que a dinamica
de Wolff praticamente elimina o fendémeno de retardamento critico.

Como perspectivas, acreditamos que a aplicacao dessa nova linha de algoritmos basea-
dos na percolagao por invasao ¢ introduzido por Machta et al. [72]. possa trazer resul-
tados bastante interessantes em sistemas magnéticos desordenados. O algoritmo inti-

tulado algoritmo do aglomerado invasor tem a grande vantagem de ser criticamenie



auto-organizado. ou seja, o sistema evolui para a temperatura critica T, sem qualquer
prévio ajuste desta. Resultados anteriores mostram que a autocorrelagao é bastante
reduzida. como também o tempo de relaxacao (termalizagao), desde que o sistema se
dirige rapidamente a T}, [72, 73]. Existem ainda vérias discussoes considerando a eficién-
cia deste algoritmo na determinacio de pardmetros criticos, pois o ensemble gerado por
esta dinimica embora muito préximo ao ensemble de (Giibbs, nao ¢ idéntico. Por essas
razdes, o algoritmo tem sido alvo de discussdes bastante interessantes e acreditamos que

a aplicacdo deste a sistemas mals complexos deva trazer novas constatacoes.
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