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Resumo

Nessa dissertacio, abordamos o problema de dois qubits interagindo com campos externos e
entre si controladamente, de acordo com um Hamiltoniano considerado realista para implementagdo
da porta l6gica quantica XOR. Introduzimos acoplamentos entre as observaveis do sistema de dois
qubits e um banho de osciladores harménicos a fim de tratarmos o problema da dissipagdo e da
decoeréncia.

Primeiramente nés consideramos o limite no qual a decoeréncia é mais rdpida que qualquer
processo gerado pelo Hamiltoniano do sistema. Prosseguimos entdo, através do método numérico
conhecido como Integrador Unitdrio, com o estudo da matriz densidade do sistema durante a
operagdo da porfa l6gica quéntica sem incluir, inicialmente, o acoplamento com o banho de os-
ciladores harménicos. Finalmente, implementamos o método numérico conhecido como Propa-
gador quase adiabdtico para estudar a decoeréncia e a dissipacdo durante a operacéo da porta légica

quantica XOR, a fim de analisarmos os aspectos perturbativos do sistema quantico de dois qubits.

viii



Abstract

In this dissertation, we approach the problem of two qubits interacting with themselves and
with external fields in a controlled way, according to a Hamiltonian considered realistic to imple-
ment the XOR quantum gate. We introduce couplings between the observables of the two-qubits
system and of a bath of harmonic oscillators, to treat the problems of dissipation and decoherence.

Preliminarly, we consider the limit in which decoherence is faster than any process dictated by
the Hamiltonian evolution of fhe system. Then, through a unitary-integrator numerical method,
we proceed with the study of the evolution of the density matrix of the system during the operation
of the logical quantum gate, initially, without the coupling with the bath of harmonic oscillators.
Finally, we use the quasiadiabatic path integral method to study the dissipation and decoherence
during the logical operation, through the inclusion of the bath.
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Introducao

Desde 1901, quando Planck propds que a energia apenas era emitida (dissipada) em certos pa-
cotes chamados guanta (quantidade em latim), até hoje, a teoria desenvolvida por fisicos como
Bohr, Einstein, Debye, Schrédinger, Heisenberg, Everett e outros, a teoria dos quanta, vem em-
preendendo uma verdadeira revolugdo na nossa maneira de ver e compreender o universo. Os
mais intrigantes e espetaculares fendmenos fisicos observados como a antimatéria, a radioativi-
dade, a supercondutividade, as intera¢des luz-matéria (levando ao laser), a ressonancia magnética
e tantos outros, tem encontrado na fisica quintica uma sustentagdo coerente e consistente para
previsdo, explicagdo e instrumentalizagio. Segundo recentes estimativas, cerca de 30% do pro-
duto interno bruto (PIB) dos Estados Unidos hoje é baseado em invengdes tornadas possiveis pela
mecanica quintica. Tudo leva a crer que essa percentagem vai aumentar drasticamente, pois a
solugio para um dos maiores desafios postos sobre o desenvolvimento e progresso do processo de
miniaturizac¢io dos transistores, elemento bésico dos computadores, passa inevitavelmente pela
utilizagdo da teoria dos quanta.

Como sabemos, o processo de miniaturizag¢do atual estd préximo de atingir um limite imposto
pela natureza. Se o transistor for diminuido até a escala de dezenas de nanometros (um nanometro
é um milésimo de um micron, ou um bilionésimo de um metro) sua prépria concepgéo deixara de

existir. E inevitdvel que a préxima tecnologia dos transistores, com silicio ou ndo, dependa direta-
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mente da instrumentalizag¢do de outros efeitos quanticos para a obtengio de chips mais densos e
mais velozes.

No entanto, a abordagem quéntica introduz mais do que a evolugo do processo de miniaturizagdo,
¢ mais que isso. Ela torna possivel um paralelismo computacional impossivel através de outras
técnicas e que nos leva as portas de uma revolugio no mecanismo computacional. O uso da teo-
ria qudntica para a constru¢do de computadores miniaturizados néo é apenas inevitdvel para a
compreensdo do seu funcionamento, mas também nos permite conceber um computador que usa
unicamente efeitos quanticos, como o emaranhamento e a superposi¢do, para executar tipos total-
mente novos de computagdo que seriam impossiveis, mesmo em principio, em qualquer computa-
dor cléassico por menor que este fosse.

O interesse pela computagdo quantica teve inicio quando Feynman concluiu, em 1982, que os
sistemas cldssicos ndo seriam capazes de modelar eficientemente os sistemas mecanicos quénticos
e que estes s6 poderiam ser modelados fazendo uso de outro sistema quantico [1]. Feynman su-
geriu que computadores baseados nas leis da mecénica quantica ao invés das leis da fisica classica
poderiam ser usados para modelar sistemas mecanicos quanticos. Deutsch foi o primeiro a ques-
tionar a maior capacidade de processamento dos computadores quénticos em relagado aos classicos
em 1985. Com esta questdo, ele estendeu a teoria da computagiio com o desenvolvimento do com-
putador quéntico universal ou a maquina de Turing quantica [2]. Foi ele também o primeiro a
publicar um algoritmo quéntico, o Problema de Dois Bits de Deutsch [3]. Este algoritmo poderia
responder se uma fungio é balanceada ou constante apenas com uma tinica execugdo da funcgéo
(impensavel em termos classicos).

No entanto, até o inicio dos anos 90, a computagdo quéntica era apenas uma curiosidade
académica. Isto s6 mudou quando, em 1994, Shor publicou o seu algoritmo para computadores
quénticos que resolve o problema de fatoragdo de nimeros grandes [4]. Com esse algoritmo,
um ntimero seria fatorado muito mais rapidamente do que com técnicas baseadas em algoritmos
classicos conhecidos, o que colocaria em cheque a seguranca atual dos sistemas computacionais.
Um inquietante alerta para os bancos, redes e demais corporagles e institui¢des que fazem da

seguranca de seus sistemas uma questdo de vida ou morte. Desde entdo, pesquisas experimentais
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e teéricas no campo da computagdo quantica vém se acelerando no mundo todo, com propostas
de novas tecnologias para o desenvolvimento de computadores quanticos especificos e/ ou univer-
sais (hardware) e de novos algoritmos quénticos (software) para resolver problemas considerados
intrataveis pelos métodos classicos.

Nesse trabalho procuramos estudar uma das portas l6gicas quanticas necesséria para elaboragdo
do computador quéntico universal, a porta légica quantica XOR. Assim como os computadores
classicos sdo baseados em circuitos elétricos constituidos de portas logicas, um computador quantico
é baseado em circuitos quanticos constituidos de portas légicas quanticas, que sdo usadas para
transmitir e manipular a informagéo quéntica.

No capitulo 1 desta dissertagdo, revisamos os principais conceitos fisicos e matematicos necessarios
a realizacdo do trabalho, como os qubits, as portas légicas quanticas e a decoeréncia.

No capitulo 2 comegamos o estudo de um Hamiltoniano geral para o modelo de dois spins
envolvendo perturbagdo por meio de um banho de osciladores harménicos acoplado a estes. Es-
tudamos o regime que chamamos de decoeréncia stibita. Neste, a escala de tempo da decoeréncia
¢é muito menor que a escala de tempo caracteristica do sistema, de forma que desprezamos todos
0s movimentos que sejam provenientes do Hamiltoniano do sistema.

No capitulo 3 definimos um Hamiltoniano especifico para o sistema e desprezamos as perturbagdes
do meio, de forma que o operador de evolugdo temporal, num certo tempo t, seja equivalente a
aplicago de uma porta légica quantica XOR. Para tal, implementamos o método numérico conhe-
cido como Integrador Unitario, que é usado para resolver a dindmica do operador evolugdo tem-
poral com o Hamiltoniano dependente do tempo.

Finalmente, no capitulo 4, resolvemos a dindmica do sistema incluindo dissipagdo e decoeréncia
através do método numérico conhecido como QUAPI (quasi-adiabatic path integral), que se baseia
nas integrais de trajetéria de Feynman. Neste, acoplamos o Hamiltoniano especifico do sistema,
definido no capitulo 3, a um banho de osciladores harménicos, de forma que pudemos analisar,
assim, as perdas do sistema para o meio através do calculo das populagdes do operador densidade

de energia reduzido. No capitulo 5 concluimos a dissertacao.
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Conceitos Fundamentais

2.1 Quantum bits

Assim como o bit é definido como sendo a informagio elementar na computacdo classica,
analogamente definimos os qubits como sendo a unidade bésica do computador quantico. Ao
invés de sinais elétricos para codificar a informagio na linguagem dos bits 0 e 1, a mecanica
quantica codifica a informagdo usando, geralmente, sistemas de dois nives. A vantagem adquirida
ao trabalharmos com processos quanticos, é que ao contrério dos computadores cldssicos, onde os
bits podem estar presentes exclusivamente nos estados 0 ou 1, os qubits podem, além destes, estar

num estado que é escrito, usando a notagao de Dirac, como combinagio linear de |0) e [1), ou seja,
1) = al0) +4|1), 2.1)

onde a e 3 sdo nimeros complexos que satisfazem a condi¢do de normalizagao la?| + |5% = 1. Os
estados da forma da Eq. (2.1) recebem o nome de qubit.

F com esta nova propriedade, a superposi¢do de estados quanticos, que os qubits se mostram
superiores aos seus analogos classicos. Ao contrério do bit, 0 qubit ndo possue somente 2 estados
distintos, mas sim quantos forem as combinagdes possiveis de o e 3 que satisfagam a condigdo de

normalizagdo, ou seja, infinitos estados.
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2.2 Coeréncia e Decoeréncia

Algumas propriedades muito importantes do qubits podem ser analisadas através do formalis-

mo do operador densidade. Fazendo p = |¥) (¥|, temos
p=1af?10) (0] +151* {1) (1] + a5*|0) (1] + a5 [1) (0], (2.2)

de forma que temos a informag&o codificada tanto nos termos da diagonal |0) (0] e |1) (1], como
nos termos |1) (0| e |0) (1|. Os termos da diagonal principal sdo ditos populag¢des do sistema, e sdo
dados, como visto, pelas probabilidades de se encontrar o sistema no estado 0 ou 1. As coeréncias,
por sua vez, sio dadas pelos elementos fora da diagonal principal, e como pode ser visto, jamais
existiriam fora de um contexto onde a combinagao linear fosse cabivel. E essa informagao adicional
tdo inusitada que é o elemento fundamental para a teoria da informagdo quantica.

Em 1991, Zurek mostrou que a interagdo entre um sistema fisico com uma colegdo de os-
ciladores harménicos (simulando o meio-ambiente), leva a uma evolugdo ndo unitdria do operador
densidade inicial, resultando no quase imediato desaparecimento das coeréncias [5]. Uma parcela
das informacgdes existentes e necessérias para a efetuagdo de qualquer operagéo légica quantica se
perde de forma irreversivel, de forma que se faz necessdrio isolar o sistema dos muitos graus de
liberdade que o envolvem. E devido a este fendmeno, conhecido como decoeréncia, que atualmente
a comunidade cientifica atribui o fato da inexisténcia de estados superpostos na versao cldssica do
mundo, e é este também, atualmente, considerado o maior obstéculo a ser vencido para obtermos

um processamento de informagdo quéantica eficiente.

2.3 Portas Légicas Quanticas

Assim como a computagdo cldssica manipula a informacio através de portas I6gicas cldssicas, a
computacdo quantica o faz com portas l6gicas quanticas. Uma porta l6gica cldssica muito utilizada,
a porta NOT, cuja operagdo é definida conforme a tabela verdade na qual 0 — 1e 1 — 0, pode
facilmente ser implementada por uma anéloga quéntica. Imaginemos que nés tenhamos algum

processo que leva o estado |0) ao estado |1), e vice versa. Tal modelo é obviamente andlogo ao
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cldssico e pode ser representado por uma matriz X definida como

0 1

X= , (2.3)
1 0
onde os estados |0) e |1) sdo representados por
1 0
0) = ; 1) = : (24)
0 1

Podemos definir também, uma porta légica quantica de 2 qubits, como a porta légica quantica

XOR, que também é conhecida como Controled-Not:

1000]
0100
UXORE . (25)
0001

0010]

Esta porta, como dito, possui duas entradas conhecidas como qubit de controle e qubit alvo, respec-

tivamente, e opera conforme a tabela verdade abaixo
|00y — [00); |01) — |01); |10y — [11); [11) — 110}, (2.6)

ou seja, se o controle é igual a 0, entdo o qubit alvo ndo se altera, e, de forma inversa, se 0 qubit
de controle é igual a 1, entdo o qubit alvo é invertido. No caso, os vetores que representam a base
para o sistema de 2 qubits sdo escritos através do produto tensorial destes

. R

_1 .
HE R H R ARAR
0 0 0 0 1 0
10 0

- L Jd

0 0
IR RH A o R
1 0 1 1 1 0

0
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E importante lembrar também que as portas l6gicas quanticas sdo sempre representadas por ma-
trizes unitdrias, ou seja UTU = I, onde U é a matriz adjunta de U, de forma que a condigdo de
normalizagio sempre é preservada. As porta logicas quanticas sdo também sempre reversiveis,

visto que a inversa de uma matriz unitdria é também uma matriz unitéria, e logo, uma possivel

porta légica.
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Decoeréncia Subita

Em um artigo recente, Braun, Haake e Strunz [6] demonstram a universalidade da decoeréncia
de superposicdes quanticas de estados no limite em que a mesma é muito mais rapida do que
qualquer outro processo gerado pela hamiltoniana H, do sistema isolado do resto do universo. O
que faremos a seguir ¢ aplicar a mesma metodologia usada por estes autores, aplicando a teoria da

decoeréncia stbita ao problema de dois qubits, que pode ser definido pelo Hamiltoniano

Hsz's = -

N S

2
Y Bi(t)-3; + hér- J (t)- 52, (3.1)
j=1

que é um modelo realista para o caso de dois spins, que sdo representados pelas matrizes de Pauli
& e &, sendo B, (t) e By(t) dois campos externos dependentes do tempo que atuam independen-
temente cada qual no sitio de um respectivo spin e a diade 7 descreve a interagdo controlada entre
os qubits. Apesar de interferéncias quanticas serem onipresentes no mundo microscépico, nada
pode ser visto no mundo macrosépico. Atualmente é plenamente aceito que uma das mais im-
portantes razdes para a notéria auséncia de superposigdes quénticas no mundo macroscdpico é a
decoeréncia que é imposta pelo meio-ambiente. Um pardmetro para se controlar o discernimento
de franjas de interferéncia é a razdo do comprimento de onda de de Broglie, A, com um compri-

mento linear caracteristico, A, da estrutura usada para gerar as superposicdes de ondas. Quando

este pardmetro é da ordem da unidade, a interferéncia é facilmente medida; mas quando A/A

8
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diminui, seja pelo crescimento de A, ou pelo uso de particulas mais massivas e, portanto menores
comprimentos de onda, os efeitos ondulatérios se tornam cada vez mais elusivos e eventualmente
ndo podem ser medidos através das técnicas atuais. Como um exemplo, nés podemos pensar
no experimento de dupla-fenda (onde A ¢ a distancia das fendas) no qual a dificuldade para se
verificar efeitos ondulatérios cresce com a diminuigdo de A/A.

Se dois estados suficientemente distintos |s), |s’) sdo escritos inicialmente numa combinagéo
linear |¢) = c|s) + ¢|&), o operador densidade p(t) inicialmente é escrito como p(0) = |¢) (¢] e,
entdo, o efeito da decoeréncia gera uma mistura |c[? [s) (s| + |¢'|? |’} (5|, com amplitudes |c]?, |¢ 2
como na superposigdo inicial, numa escala de tempo 74, enquanto que a relaxa¢do subseqiiente
desta mistura conduz para um operador densidade estacionario p(o0) num tempo caracteristico
Tdiss MUitO maior.

Em experimentos recentes, Arndt et al. {6] observaram a razdo das escalas de tempo Tgec/Tdiss
num experimento de difragdo em multiplas fendas com objetos relativamente grandes, da ordem
do tamanho de uma molécula Cso. O que se verificou, é que esta razdo se tornou menor quanto
mais distintas foram as duas componentes dos estados, de forma que se essa distin¢do pode ser

medida por um comprimento A x |s — §'|, podemos definir o que chamamos de fator aceleragiio,
Tdec/sz'.ss 0.8 (/\/A)U s v>1, (3.2)

onde a razdo das escalas de tempo é determinada pela razédo do comprimento de onda de de
Broglie por A [7]. Logo, para corpos macroscopicos e, conseqiientemente, valores macroscopicos
de A, o fator aceleracdo é tao acentuado que a decoeréncia aparece instantaneamente, de forma que
a dissipagdo ndo pode ser notada. No experimento, ndo se constatou a influéncia da decoeréncia,
simplesmente porque 74;ss € O comprimento de onda de de Broglie eram suficientemente grandes,
de forma que o tempo de decoeréncia ndo foi muito menor que a escala de tempo da dissipagdo
por algumas ordens de grandeza e, de fato, foi maior que o tempo caracteristico do sistema na
auséncia de qualquer meio ambiente. Neste limite, ambas, tanto a dissipacdo, como a decoeréncia
podem ser tratadas pela regra de ouro de Fermi, o que ndo ¢ verdade caso tenhamos o tempo de
decoeréncia, T4 , menor que o tempo caracteristico do sistema 7, que € exatamente o regime

para o qual direcionaremos nossa atengao.
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Um Hamiltoniano geral para um modelo de dois spins envolvendo perturbacdo por meio de

um banho de osciladores harménicos é escrito como
H = Hgys + Hpanho + Hint (3.3)

onde H,;, é definido pela Eq. (3.1). O termo Hyenho representa todas as oscila¢des provenientes do
meio ambiente e é definido, visto que estamos interessados no estudo de portas l6gicas com dois
qubits, como sendo seis banhos de osciladores harmdnicos, ja que a descri¢do do modelo requer
que tomemos as observaveis envolvidas, componentes x, y, z das matrizes de Pauli &7 e 52, como
agentes de acomplamento a banhos de osciladores harménicos distintos. Assim,

N 2 "2 2 2
anho om 2 1jriryzc 2N 2 13y 13y 2 2 1jzH1gz ’ *

i=1 j=1

onde a primeira somat6ria representa os N osciladores harménicos e a segunda os 2 qubits. Os
termos entre parénteses correspondem a energia total de cada componente x, y, Z do oscilador
harménico, e é dado pela soma da energia cinética p?]- /2m, sendo p;; o momento do i-ésimo os-
cilador do j-ésimo qubit e m, a massa, com a energia poténcial mwqufj /2, sendo w;; e g;5, respecti-
vamente, a freqiiéncia caracteristica e a posi¢do do i-ésimo oscilador do j-ésimo qubit. Finalmente,
definimos o tltimo termo do Hamiltoniano como sendo o termo de interagdo. Neste acoplamos
as observéveis envolvidas do sistema com os infinitos graus de liberdade do banho de osciladores

harménicos, sendo este acoplamento o fator responsavel pela dissipagdo no sistema:

N 2
Hine =Y > [Gije%ije0iz) + (Gisyisy@iu) + (9ij2Gisz05:)]- 3.5)
i=1 j=1

Aqui g;; é a constante que pondera o acoplamento entre a posi¢io do oscilador harmonico com os
qubits que no caso estdo representados pelas matrizes de Pauli.

Como nosso interesse maior neste momento é estudar as facetas da decoeréncia stbita, ou seja,
somente no regime em que a escala de tempo da decoeréncia ¢ muito menor que a escala de tempo
caracteristica do sistema,

Tdec << Tsis, 3.6)
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o que faremos ¢ desprezar todos os “movimentos” do sistema [6] e, portanto, descartamos a parte

do Hamiltoniano referente a este, de forma que escrevemos o Hamiltoniano efetivo como
H = Hpanho + Hint- 3.7)

Com o Hamiltoniano efetivo podemos, entdo, resolver a dindmica do sistema quantico. Para tal
calculamos o que se define como operador densidade. Consideremos um sistema geral onde o

estado num instante ¢ é dado por:
@) =Y a®d®)1s,47), (3.8)
tj

onde o {|s®, ¢""))} forma uma base ortonormal para o espaco de fase, satisfazendo a condigdo de
normalizagdo

N lat)d @) =1. (3.9)
ij

O operador densidade de energia ¢ entéo definido como:
pt) = [B(t)) (L(B)| (3.10)

cuja evolugdo pode ser calculada diretamente através da equagdo de Schrondinger, como observa-

mos quando calculamos sua variagdo temporal

% _ K?L;'t@‘)) ()] + () (Q%L)IH -

1 1 )
== (H | W(t) (®(t)| — [T(@t)) ((t)| H) = %E[H’ ol (3.11)

cuja solugdo é dada pela equagio de Liouville-von Neumann
ﬁ(t) — e‘th/h[J(O)eth/h. (312)

Visto que os operadores relacionados ao qubit 1 e os relacionados ao qubit 2 comutam, podemos
escrever uma equagio de Liouville-von Neumann independente para cada qubit de forma que a
densidade de energia total é escrita como um produto tensorial das densidades de energia de cada
um dos qubits:

pt) = m(t) = p2(t) (3.13)
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85 1 ) ops 1 A
wval 7 [Hay 1] ) 5 = mHe ) (3.14)

onde o Hamiltoniano efetivo é reescrito como sendo

H = Hpy + Hp, : [Hyy, Hi)l =0 (3.15)
H(l) = H(l)banhv + H(l)int : H(2) = H(2)banho + H(2)int’ (3.16)
N 2 2 9
D; 1 P 1 D5, 1
H(l)banho = Z {('2"';% + 'Z'mw?l:rqgl:r> + (2’;7?1 + §mwbzlngly) + (5,,[; + Enlwizlzqizlz):' ’ (317)
i=1
N
H(l)int = Z[(gilzqaa:alz) + (gilyquygly) + (gilz(b'lzalz)] ) le {1., 2}- (3.18)
i=1

Sendo assim, resolvemos a equa¢ido de Liouville-von Neumann para um Hamiltoniano:
H =Hg+ H;y (3.19)

onde Hp é o Hamiltoniano de um tinico banho dado pela Eq. (3.17) com ! =1, e

H; =3B (320
com
N N N
g = 0';,;1% + O'yg + Uz/’:’ » B = Z gz‘zq'iz:i + Zgiyqiy?) + Zg‘izqu’% (321)
i=1 i=1 i=1

¢ o Hamiltoniano de interagdo de um qubit na presenga de um banho de osciladores harmdnicos.
Resolvemos nosso operador densidade, Eq. (3.12), numa aproximagdo até segunda ordem de

grandeza no tempo. Para tal, primeiramente examinamos os termos de primeira ordem e poste-

riormente os termos de ordem dois. Sendo assim, o operador densidade, numa aproximagéo até

primeira ordem no tempo, pode ser escrito:

pit) = e_i(HB"‘HI)t/hﬁ(o)e'i(HI+HB)t/h (3.22)
[)(t) _ e—iHBt/he—iHIt/hﬁ(o)eiHjt/heiHBt/h (3.23)

visto que
e-——i(HB-’{-H[)t/h — e—iHBt/ﬁe—iH[t/ﬁ + O(t2) (3.24)

SERVICO DE BIBLIOTECA
'FSC'USP S‘iFORMACAO
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Como estamos interessados somente nas varidveis do sistema, tomamos a média sobre todos
os graus de liberdade do banho de osciladores harménicos de forma que a densidade de energia
somente dependa do sistema. Tal procedimento é equivalente a somar todas as probabilidades do
banho térmico de forma que somente as varidveis do sistema contribuam na probabilidade final.

Definimos, entdo, o que chamamos de operador densidade reduzido:

Ps(t) = troannol A(B)} (3.25)
onde p;(t) é o operador densidade do sistema. Substituindo a Eq. (3.23) escrevemos
s (t) ~ tTbanho {6_iHBt/ﬁe_iHIt/h[)(O)eiHlt/ heiHBt/h}. (326)

Devido a invaridncia ciclica do trago, o operador de evolugio temporal do banho néo contribui,

pois ¢ilBt/he=iHBt/h — 1, de forma que o operador densidade reduzido ¢ escrito
Ps(t) = traanno{e 1t/ Pp(0)e Hrt/RY. (3.27)

Expandindo o exponencial e substituindo H;, obtemos o resultado até primeira ordem no tempo:

po(t) ~ traamho { (1 22 ”) 5(0) (1 +iZ2 t) } (3.28)

. G.Bt . .&.Bt
ps(t) = treanho {p(O) -1 (0} + p(0)i } =

h
~ rsanho {/3(0) - (z—g,’i) Bt 50) + p(0) (z%) %f} = trhanno{A0)},  (329)
pois a média sobre as posigdes dos osciladores harménicos é nula. Observamos, entdo, que quando
a decoeréncia é mais rapida que o tempo caracteristico do sistema, o operador densidade reduzido
evolui com uma dependéncia ndo linear no tempo, e além disso, tal fato independe da forma que o
sistema se acopla ao banho térmico. Expandindo os operadores de evolugdo temporal até segunda

ordem no tempo, o operador densidade ¢é escrito

, 2
e"’(HB”'H’)t/hz1—(HB+H1)a+(HB+HI)2% com a=it/h
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012

e {HBHHDYR oo | _ (Hp + Hr)o+ (HE + H? + HpH; + HiHp)> = 1- Aa+ Bo?

_ 2
e‘(HB+H’)i/hz1+(HB+HI)a+(HB+H[)2% com a=it/h

2
e HB+HNYR | L (Hg + Hy)a+ (HS + H? + HgHr + HIHB)% = 1+ Aa + Bo?

ps(t) = trpanko { (1 — Ao+ Ba?) p(0) (1 + Aa+ Ba?)},

descartando os termos de primeira ordem, visto anteriormente que sdo nulos, e 0s que possuem

média zero:

ps(t) = troanho {H(0) — (Ap(0)A)o? + (BA(0) + p(0)B)a?}

. . . H} . o~ HE  H}. HEY
ps(t) = tThanko § P(0) + | —Hpp(0)Hp — Hip(0)Hy + TP(O) + /’(0)—2— + —2—/7(0) + /’(0)'5' o

o) = triana {50) + (<3011 + L30) + 50 B ) 7}, 330

visto que '
trsanhol HoA(0)Hp} = troanho {HEA(0)} = trsanno{A(0)H}}. (3.31)
Como vemos, e é importante enfatizar, o resultado independe do banho térmico em questdo, e
facilmente pode ser estendido para o caso de n qubits, visto que, como dito anteriormente, a relagdo
de comutagdo entre dois qubits independentes é nula. Assim, encontramos como estimativa para

o operador densidade de energia do sistema, para o caso geral de n qubits, a expressdo:
ps(t) = ps1 (t) 2 ps2(t) ®... ® Pan(t), (3.32)

sendo que o operador densidade p de cada qubit é dada pela Eq. (3.30). Como podemos ver,
a decoeréncia devido ao acoplamento do sistema com os intiimeros graus de liberdade do banho
térmico se revela um fendmeno universal e independente, ou seja, sejam quais forem as carac-
teristicas do sistema, ou mesmo do banho térmico em questédo, o operador densidade possui uma
dependéncia quadrética com o tempo. De certa forma, visto que o tempo caracteristico em que
estamos examinando o operador densidade é um tempo pequeno em relagdo ao tempo carac-
teristico do sistema, o fato de n4o obtermos uma expressio para o operador densidade com uma
dependéncia linear no tempo é bastante animador, pois uma dependéncia quadrdtica , como € o

caso, é menos dissipativa para tempos curtos.

oE SIBLICTELA
g - SERVICO DE SIDL
R o hog

B R LG R A
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Operacdo da Porta Logica Quantica XOR

Na segunda parte de nossa dissertagdo continuamos a estudar a dindmica do sistema de dois
qubits, mas ao contrdrio do que foi feito na se¢do anterior, dado o Hamiltoniano geral incluindo
perturbagdo por meio de um banho de osciladores harmoénicos, Eq. (3.3), nés descartamos os
termos do Hamitoniano referentes ao banho (Hyunko) € 2 interacdo (H;,:), calculando, assim, a
dindmica exata do sistema sem perturbagdo. Neste caso, o Hamiltoniano é dado pelo H,;; que
representa um sistema fisico de dois qubits controlados externamente por campos magnéticos, e o

operador evolugdo temporal é escrito como
U(t) = e Hsist/h 4.1)
de forma que a dindmica do operador densidade é dada por
p(t) = U®)p(OU'(t). 42)

Sendo assim, mostramos abaixo, que é possivel, através de uma certa seqiiéncia de pulsos B;(t),
7 (t), manipular os qubits de tal forma que a dindmica do sistema seja equivalente a operagdo da

porta légica quantica XOR.

15
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41 Um modelo geral para a porta légica quantica XOR

A porta légica XOR é uma operagao de 2 qubits que pode ser modelada através do acoplamento

de 2 sistemas de spin-(1/2) representados pelos operadores de Pauli ; = (o7, 0;4, aj)T, ji=12,

onde os dois estados de cada qubit é representado pelos autoestados da componente o, de cada
spin, isto ¢, [0}, = [T), e |1); = |1);.

Nés supomos que cada qubit, assim como o acoplamento entre estes, possa ser controlado
pelo ligar e desligar de campos externos; no caso, campos magnéticos. Este sistema pode ser
generalizado, como vimos anteriormente, pelo Hamiltoniano:

- 4 -
H(t) = —§ZBj(t) G + hér J(t) -G (4.3)
j=1

A porta légica quantica XOR pode ser construida, visto que é uma operagdo de dois qubits,
como um caso especial do Hamiltoniano acima, de forma que uma dependéncia especifica de B(t)

eJ (t) com o tempo conduza os estados quanticos a respeitarem a tabela verdade, Eq. (2.6), da

operagcio légica XOR.
O Hamiltoniano Hxor pode ser escrito conforme {8] como:
B =
Hxor(t) = —5 Z{ Bj(t).6; +h ; I(tyo oy, (4.4)
J= J

onde cr;.t = (0F +i07)/2. NaEq. (4.4), o acoplamento entre os dois qubits é suposto ser simétrico e é
controldvel externamente através da interagdo J(t), dependente do tempo. No caso da porta logica
quéntica XOR, escrevemos J*(t) = J¥(t) = J(t) e J* = 0. Além disso, B}(t) = (Bj(t),0, B} (t)),
j = 1,2 sdo as energias dos acoplamentos dependentes do tempo devido a presenga do campo
magnético externo no sitio do spin j na dire¢do longitudinal (z) ou transversal (x).

Como dito, a fim de manipular os qubits de forma a operar uma porta légica XOR, se faz
necessdrio uma certa seqiiéncia de pulsos dos campos externos. Para simplificar, inicialmente,
supomos que tais pulsos possam ser ligados e desligados instantaneamente e que sejam constantes
durante o espago de tempo f,55 — ton, que estd ligado. Nés supomos que ambos os spins sdo
idénticos e experimentam o mesmo campo com a mesma freqiiéncia, de forma que Bf/ =B /7 =

B2/, A ordem da agdo dos operadores é entdo seguida conforme a tabela abaixo
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No. Operagado Tempo(s)

1 eapli (B(-B})oi+5(-Bj)o3) ] 00—t

2 exp|-i(A(+J)of oy +h(+D)or o) i] th—t
3 eap [i (3(-Bf)of) §] tr— 1ty
4 exp[—i(R(=T)ofos +A(~J)oroF)E] 13—t (4.5)
5 exp [i (§(~B5)oF) £] ts =15

6  eaxpli(B(-Bf)oi +5(-B3)o3)t]  ts—ts

7 expi(B(+Bf)oi + B(+B5)oF) £]  ts — txor

e os tempos de ligamento e desligamento dos campos sdo obtidos sabendo que a porta logica
quatica XOR pode ser obtida por uma sequéncia de operagdes de um- e dois-qubits de acordo

com [8]:

T ™ i

tcon =08 (§) U3 (-3 tia (-3) 05 (-0 (3w () (D). o
onde

Uf/z(a) = exp (ig-a;/z) ,j=1,2, 4.7)
Ur2(B) = explif(of oy + 0y 07)], (4.8)

sdo os propagadores que agem num intervalo de tempo com o campo externo no Hamiltoniano
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ligando e desligando conforme a Fig. (4.1). Os 4ngulos a e 3 estdo relacionados com o tempo de

acordo com a = B*/*te 3 = Jt.

B —
B, (t) - ——————

By

o — Y

0 t t t, t, ts te tyon

Figura 4.1: Esquema da sequéncia de pulsos necesséria para gerar a porta 16gica quantica XOR.

Os operadores dados pela Eq. (4.7) e Eq. (4.8) sdo operadores de rotagdo, assim como as ma-
trizes de Pauli, s6 que para o caso de dois spins. Isso é f4cil de se verificar visto que um operador

eral U(#) = €% pode ser escrito como:
24 p
U(8) = Icos(9) + idsen(0) (4.9)

onde I é a matriz identidade e & é a matriz de Pauli. Sendo assim, U(f#) é uma matriz de rotagao
cujos termos sdo ponderados conforme o sen(f) e o cos(#). No caso da Eq. (4.7) e Eq. (4.8), 0 ¢
proporcional ao tempo e aos campos B ou J, de forma que podemos manipular as rotagbes dos
qubits ajustando estas varidveis.

A Fig. (4.1) mostra a sequéncia de pulsos necessdria para aplicar a porta légica quantica XOR.
Entre o tempo 0 e t; ligamos os campos B; e B respectivos a cada qubit, na dire¢do —% impondo

que t; = 7= de forma que a operagio resultante no tempo ¢; & equivalente a

— : Bl z B2 z . &3 . T, » T . T, .
U(t1) = exp —z(7olt1 + -—2—02t1)] = (11003(4) + zsen(z)ol) ® (Igcos(z) + ZS@’I’I,(Z)UQ) ,
(4.10)

que representa a parte
vi (-5) v (-5) a1
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do operador Uxor da Eq. (4.6). Entre os tempos t; e t; ligamos os campos J(t) no sitio de ambos
os qubits na diregdo # e §, visto que (sf 0y + 07 05) = ﬁﬂ,ﬂi + Ey%o{ com a;-t = (o} £ io})/2.
Impondo que t; = t; + 55 a operagdo resultante no tempo ¢, € equivalente a rotagdo do operador
Us2(Z). Assim, continuamos ligando e desligando os campos, ajustando os tempos daFig. (4.1)em
funcio dos campos, de forma a reproduzir integralmente o operador Uxor. Os tempos, entdo, sdo
definidos comot; = 7/(2B), ta =t1+7/(2J), t3 = to+7/(2B), t4 = ts+m/(2J), ts =ta+w/(B),
te = t5 + 7/(2B) e txor = te + n/(2B), onde txor é 0 tempo total de operacdo da porta logica
XOR.

O que se pode notar de imediato é que o tempo de aplicagdo da porta pode ser maior caso as
energias de acoplamentos sejam menores, ou vice-versa. Vejamos, por exemplo, o intervalo 0 — #:
podemos transformar t; — ¢} e B — B’ de forma que o operador U(t;) = U(t}). Para tal, o que se
faz necessario é que o produto tempo x campo néo se altere, ou seja,

w

t t
/ B(t)dt = / B'(t)dt = —. 4.12)
0 0 2
Nota-se, entdo, que ndo necessariamente precisamos supor pulsos retangulares de forma que pode-
mos aplicar outras formas de pulso que sejam mais realistas dependendo do sistema fisico es-
pecifico em questdo. Visto isso, a fim de estimarmos a evolugdo temporal do nosso Hamiltoniano,
Eq. (4.4), aplicamos o método numérico conhecido como Integrador Unitério [9], descrito abaixo,

o qual nos possibilita resolver a equagdo de Liouville-von Neumann para um Hamiltoniano de-

pendente do tempo.

4.2 Integrador unitdrio

Uma solugdo formal da equagdo de Liouville-von Neumann, Eq. (3.12), pode ser construida
observando que para um incremento de tempo infinitesimal t, escrevemos o operador densidade
reduzido como sendo

p(t + 6t) = U(t, t + 8t)p(t)U' (¢, ¢ + 5t), 4.13)
de forma que numa aproximagio até primeira ordem no tempo escrevemos

Ult,t+6t) = e PO x~ 1 i6tH(t). (4.14)
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O operador evolugdo para um intervalo de tempo T pode ser construido por uma sucessao de

operadores infenitesimais:
T/t

U t,t T = i —idtH (t+ndt) 4.15

(t.¢+T) = lim e (4.15)
n=0

cuja expressdo é, entdo, usada como um guia para o desenvolvimento de uma solugdo aproximada.

A idéia é substituir o operador evolugdo infinitesimal por uma aproximagéo da forma

N-1
Ut,t+N1)= [[ Ut +nr.7), (4.16)

n=0

onde a matriz unitaria U(¢, 7) é uma aproximagdo de U(¢, ¢ -+ 7) até a ordem « no tempo:
Ut.7)=U(t,t+71)+0O(%). 4.17)

Sendo assim, é necessario que a evolugdo temporal exata dada pelo operador U(t, t + 7),
p(t +7) =Ult, t +7)p)U (¢, t + 7), (4.18)

seja equivalente, até a ordem x no tempo, a evolugio temporal dada pelo operador aproximado
U(t,7):
plt+ 1) =U(t, 7)p)T (¢, 7). (4.19)

A fim de calcularmos o operador U, visto que toda matriz unitdria pode ser expressa como a
exponencial de uma matriz anti-hermitiana, é conveniente para o nosso proposito escrevermos
onde A é uma matriz hermitiana que é calculada através da expansdo em série de Taylor do opera-
dor p(t + 7) em torno de 7 = 0 até a ordem x no tempo.

Pela solucdo formal da equagio de Liouville, facilmente se verifica que até primeira ordem
U(r) = e=HO) 4 O(72) (4.20)

e, para ordens superiores, onde é necessério considerar outros termos da expansio, encontra-se a
seguinte aproximagao para A [10]:
até segunda ordem:

A=H(t)+ %TH'(t) 4.21)
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e até terceira ordem:
1 ;
A=H(t)+ %TH'(t) + 5T H () + éﬁ [H(t), H'(£)] . 4.22)

Felizmente, para usar estas expressdes no calculo de U, ndo se faz necessério exponenciar uma
matriz geral n x n. N6s estamos livres para aproximar A de forma tal que a aproximagdo seja
consistente com a ordem do método, e esta liberdade pode ser usada para simplificar a construgo
de U(t, 7).

Assim, consideremos o conjunto de todas as matrizes Hermitianas de trago nulo que, denotare-
mos por H(n), as quais constituem um espago vetorial de dimenso (n? — 1) visto que um elemento
da diagonal principal pode ser escrito como combinagio linear dos outros (n — 1) elementos da

mesma diagonal através do vinculo
trH=H,+Hs+..+H,=0 — Hy = —(Hy+ ... + Hy), 4.23)

sendo os H,,’s os elementos da diagonal principal da matriz H. Seja um conjunto de matrizes, {\x},

uma base para H. E facil verificar que
[z,y) €H(n), V=z,y€H(n), (4.24)
de forma que podemos escrever, para algumas constantes f;;x, que
i gl = 20 ) Fiji e (4.25)
k
Além do mais, podemos escolher nossa base com normalizagio
traid; = 20;. (4.26)

Agora, desde que {\;} seja uma base para H(n), qualquer que seja A € H(n) pode ser escrito como

2

A= ok (4.27)
k=1

Por substituigdo direta de A na equagao abaixo, calculamos :

n?-1 n?-1
1 1 1
§tr A = §t7‘ (JEZI aj)\j)\k) =3 (jg—l a; tr(/\j)\k)) = ag, (4.28)

SERVICO DE BIBLIOTECHK
IFSC-USP IHNFORWMACAO
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visto que nossa base é normalizada conforme a Eq. (4.26).
E possivel, entdo, escolhermos {\;} de tal forma que e~#* pode ser facilmente calculado.

Assim, escrevemos
2.1

e~ = exp{ —ir Z QAL ) - (4.29)
k=0

que é o nosso operador de evolugdo temporal. O que fazemos entdo, é reescrever a equagéo acima

de forma mais conveniente,
n?2-1

e~iTA — H e Bk O(Tl‘f'l), 4.30)
k=1

para algum g; que dependera de a; de forma complicada, visto que 0s A; ndo necessariamente
comutam entre si. Tal transformacio é feita de forma que obtemos um resultado exato para o
operador e~*"* até a ordem de grandeza desejada. Sendo assim, a fim de encontrarmos uma forma
fechada para /3, até a ordem de grandeza desejada, usaremos a Eq. (4.28) para expandir o lado

direito e o lado esquerdo da Eq. (4.30). Para um integrador de ordem I, nés podemos escrever oy,

como -
ap = Z Tjafcj) (4.31)
e, similarmente,
-1
G =3 87 + 0. (4.32)
=0

Usamos a Eq. (4.31) do lado esquerdo da Eq. (4.30) obtemos

A%72 4378

—1AT __ 1 _ _
e =1-iAT T + TR + ...,
) 2 n?-1 3 n?-1
e =1—ir Z O AL — = Z Qg AR A + "3— Z OOt Qe AR Ajt Akt =
k=1 k k=1 k! k=1
n?—1 n?-1 n?-1
=1 - ir Z a}co)/\k - ir? Z a,(cl))\k - ird Z a,(cz))\k +
k=1 k=1 k=1
n2-1 7_3 n2-1 iT3 n?-1
Z ug))ag)/\k)\k' - — Z (ako)a(l) 1)()&0)) A Apr +— Z (O)al(c(,) (_kk,,)/\k)\k//\kn
2 3!
k k=1 kk'=1 k.k'k"=1

(4.33)
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Expandimos, também, o lado direito da Eq. (4.30) em série de Taylor:

n?-1 ) n?-1
H e-m-,dk)\k — I:C[—I {]_ — i AT — 2,f3kAkT + 3'r3kA }
k=1 =1

e tranformaremos o produtério acima numa somatéria. Substituiremos, entdo, a Eq. (4.32), de
forma que possamos calcular 3, em fungdo de oy, comparando o resultado da Eq. (4.33) com o
resultado obtido.

Para tal observamos um produtério geral:

(1+ a7 +bim2 + 1) (1 + ao7 + bo7? + co73) =

=14+ a7 + b2T2 + 627‘3 + a7 + a1a27‘2 -+ a1b273 + b17‘2 + b1a27'3 + C17'3
e, novamente,

(1+ar7+ bt + 172 (1 + a7 + bar? + cam®)(1 + azT + ba7? + c37°) =

= (1+ as7 +byr? + ca7® + ar7 + aragr? + arher® + bi72 + braor® + a1 73) (1 + az7 + b3 + c37°) =

= 14 as7 + b2 + 3T + agT + apazT? + agbst® + bo7? + bpast® + 73 + ayT + araz™ + arbsm® +

+a1a2‘rz + a1a2a37'3 + a1b27‘3 + b1T2 + b1a313 + 111(127‘3 + (:17‘3.

De forma ordenada, escrevemos o resultado da produtéria como sendo

1 4+ a17 + a7 + az7 + bit? + bat? + byT? + et + e + c3m + a1a27® + arast? +

+ a2a37'2 + ajber® + arbs® + azb37'3 + b1a27'3 + b1a37'3 + b2a37'3 + a1a2a37'3 =

14 {; } {zbk + Zakak,} {zck ¢ Shor+ Y akak,aku}.

k'>k k'>k k'>k'>k

V

LR np SERVICO DT F”Ls!(:r"s'grj,a

‘1",‘7 ;
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Sendo assim, podemos escrever o lado direito da Eq. (4.30) em termos de somatérias como sendo

n?-1 n?-1 n?-1

. 1
1—i7 Yy Behe— 17 5 SN A D BB ek | +
k=1 k=1 k' >k
i n?-1 i n?-1 -1
+ T3 _6 Z /32A2 + 5 Z ('f)’kﬂ '}‘k)‘k’ Z ﬁkﬁk'ﬂk”AkAk’Ak" . (434)
k=1 k'>k k"' >k'>k

Substituindo, entdo, a Eq. (4.32) na equag&o acima obtemos finalmente

n2-1 n?-1 © n?-~1 ) n?-1 @ T2 n?-1

— 1T Bk Ag — 3 0 . i2 1 _ 243 — —
H e 1 —ir Z ey ir Z Al ir Z pYEN 5 /\k(ﬁ
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n?-1 n?-1
—r® Z a8 - 3 (8780 + 880) M — 7 Z 880 N +

k' >k k'>k
n?-1
lT
Z(g“)))w Z(J(O) 2390 + ir3 Z 3080 5 Mdw der. (4.35)
K>k k" >k' >k

Agora estamos em vias de calcularmos 3 em fun¢do de o4 igualando as poténcias de 7 da Eq.

(4.33) e Eq. (4.35). Assim,

n?-1 n?-1
—it Y a A =—ir 3 MBY, (4.36)
k=1 k=1
TLQ—]. n?__l T n _1
—ir? Y PN - Z a al Mde = =it 3 - Z AEIP-m 3 8789 M,
k=1 kk'=1 k=1 K>k
(4.37)
n?-1 -3 n2-1 ir3 n?-1
—iTs Z a’(fz)Ak - _2— Z (aé:O)a](c:}) (l)ag’))) AkAk’ + ? Z a(o)a,(g)ak,))\k)\kr)\ku =
=1 kK =1 ok k=1
712—1 n2~‘1
= —ir3 Z '\kﬁ/(cz) _ 3 Z ﬁz(co)ﬁ/(cl))‘% ~ ;3 Z (/j(O)Id(l) +/5k1)ﬁ1(50)) Mede +
k=1 k=1 k'>k

. g n?-1 . gn?-i -1
1T (0) 17T A0 ] (0 0 0
+ 5 E_:(ak PA2 + —2_k§’>k: B8P N2 A + ir k">§k':>kJ 0 50 30 A der.  (4.38)
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Multiplicando ambos os lados das equagdes acima por A, e usando a Eq. (4.26) obtemos
o = g, (4.39)
-1 n?-1
~ 2iafV — Z P aPtr A NAw] = —2i80 - = Z(g(o Vtr apa = 3 A0 0 tr Ml
2 i k=1 k>k!
(4.40)
1 - . n?-1
. 0) (1 1) (0) ? (0) (0) (0) _
-—2za§,2) -3 Z ( a(,) —!-t;vz,(C oy ) tr Ap[MeAr] + 8 Z oy, )ak,)ai,, tr Ap[ M A Apr] =
ko k=1 Ktk £k =1
n2-1 i
= -2ig® - Y (3780 +4 ”3(0)) tr Ap[Medwr] + = Z(ﬁ‘”’ 230 1 A M2A]
kK'>k 2
n?-1
ST 828089 tr MM M), (4.41)
K>k >k
ou, de forma mais resumida, podemos escrever
A0 = o, (442)
8W = alV + = Z a6 tr Ay Ak, Al (4.43)
o’
P e 0 (1 1) (0 1 & 0
B = o -2 3 (o oy’ +afal) tr Wlidl-15 Y a0 tr Ap[AkAw ] +
kk=1 k#k' £k =1
i = (0 0 0 "= 02 40
+2 30 (8780 +8780) tr ] + 5 }_J(ﬂﬁ)%‘) tr Ap[NE A +
K>k k’>k
n?~1
1
+5 2 BB Bt Ml ). (4.44)
kll>kl>k

Sendo assim, podemos agora calcular qualquer operagdo unitdria U cujo Hamiltoniano tenha

traco nulo, dependente ou ndo do tempo, até a terceira ordem de grandeza de 7. E claro que
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podemos continuar ainda mais a expansdo para obter equagdes de ordens superiores, mas ja tendo
as equagbes até a terceira ordem podemos estimar um passo que fagam os resultados de ordem

dois e trés convergirem numa tnica resposta, verificando assim sua exatiddo.

4.3 Operacio da porta légica quintica XOR

A fim de finalmente calcularmos a evolugdo temporal da porta légica quantica XOR, temos
que calcular uma base de matrizes que respeitem as propriedades impostas pelo método numérico
Integrador Unitério. Com essa finalidade, expandimos nosso Hamiltoniano Hxor, Eq. (44), j4

observando quais s3o 0s campos necessarios para a operagdo da porta légica, conforme a Tabela

(4.5),

ks - 3 S 3 - 5 - hoza Fron =

Hxon(t) = 5 { Bue)1a + Bua()d1s + Bax (6)30s + B2} + 3 {T8)a + T }
(4.45)

onde

Oz =0z & Iz, oy =0y ® Iz, o1, =0, ® I,

o2 =1 § 0a, oy =11 ® 0oy, o2, =1 ® o,

Ozz = Oz & Oz, Ozy = Og X Oy, Oz = 0z & 0O,

Oyz = Oy B Og; Oyy = Oy &K Oy, Oyz =0y D 0z,

Oz =0; & Oz, Oy = 0z & Oy, O0zz =0; ® 0z,

sendo os o’s dados pelas matrizes de Pauli e I ¢ a identidade. Nem todos os elementos definidos
acima aparecem no nosso Hamiltoniano dado pela Eq. (4.45), mas tais operadores geram uma base
completa para as matrizes 4 x 4 de traco nulo, o que nos possibilita entdo aplicar o método do
Integrador Unitério a fim de calcularmos a evolugao.

Calculamos g, Eq. (4.32), até terceira ordem no tempo através do calculo do operador A, Eg.
(4.22), que é uma aproximagdo do nosso Hamiltoniano Hx or, € geramos o operador definido pela

Eq. (4.30). Tal operador, como visto anteriormente, representa o operador evolugdo temporal com

exatiddo até a ordem desejada.
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Tendo tudo em mios, entdo, ilustramos a dinamica da porta 16gica genérica XOR na Fig. (4.2).
Para tal, determinamos a populagio dos quatro elementos da base computacional como funcio
do tempo, isto &, P;;(t) = (ij| p(t) |ij) com 4,5 = 0,1 para a condigdo inicial p(0) = [11) (11].
Os parametros, como dito anteriormente, sio definidos B,(t) = B.(t) = J(t) = B(t) onde as

freqtiéncias sdo tais que
t
/ B(t)dt =0 para um. operador U(B) = e /h (4.46)
0

da Eq. (4.6). Sendo assim, tivemos a liberdade de trabalhar com formas diferentes de pulsos. Além
do pulso quadrado, descrito pela fun¢do Heaviside, utilizamos, também, dois pulsos gaussianos
com freqiiéncias distintas, de forma que podemos observar como as populacdes variam nestas
diferentes circunstancias. Novamente, vale ressaltar, que em todos os trés casos a porta logica é
aplicada com sucesso. Apesar dos campos serem distintos, a quantidade de energia fornecida ao
sistema € a mesma, sendo esta somente distribuida de forma diferente. O passo estimado como
tendo a melhor relagdo precisao/tempo computacional foi 0 de 7 = 0.01 e est4 escrito em unidades

de (1/B) sendo B a unidade do campo.
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POPULAGOES DURANTE A OPERAGAO
DA PORTA LOGICA QUANTICA XOR

N
y Y
a e

formato dos pulsos de acoplamento
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Figura 4.2: Dindmica da porta l6gica quantica XOR para o caso de iguais energias de acoplamento, e para
trés formas diferentes de pulsos (i) quadrado (preto) (ii) e (iii) gaussiano (vermelho e verde). O tempo esta

na escala de 1/B. A condicdo inicial é p(0) = /11) (111
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A populagdo dos quatro elementos da base computacional como fungao do tempo é definido

como Py;(t) = (ij] p(t) |ij) com i, j = 0, 1. Como se pode observar, nos gréficos anteriores, 0 estado

final ap6s a operagdo da porta légica é |¥) = |10), visto que no tempo final a populagdo Py = 1.

A dinamica de cada populagdo é levemente diferente dependendo da forma do pulso (preto,
vermelho ou verde) e isto é devido ao fato dos qubits se portarem de maneira diferente se a energia
do campo for distribuida no tempo de forma gaussiana ou de forma constante, como no caso
do pulso quadrado. No inicio de um pulso gaussiano, por exemplo, os qubits praticamente ndo
interagem com o campo. Tal efeito pode ser observado através das variagdes das popula¢Ses em
cada um dos gréficos onde se constata que os qubits, inicialmente, interagem mais intensamente
com o campo com maior energia inicial (pulso preto) do que os com energia inicial menor (pulsos
vermelho e verde).

Para efetuar a porta 16gica com sucesso é necessario que a energia total transferida ao qubit
seja igual em todos os casos, de forma que no decorrer dos pulsos as diferengas iniciais sejam
compensadas, ou seja, desde que as 4reas sob as curvas dos pulsos da Fig. (4.2) sejam iguais,
estaremos sempre fornecendo a mesma energia ao sistema e efetuaremos a porta l6gica quantica
com sucesso. E facil observar no caso do pulso de freqiiéncia constante que podemos diminuir a

energia do mesmo pela metade desde que o tempo de duracdo seja dobrado

e~ iBt/h —i%?t/h.

= €

Idealmente podemos, entdo, imaginar infinitas formas diferentes de pulso que, apesar de possuirem
dinamicas distintas, efetuardo sempre a porta légica com sucesso.

O importante disso tudo, é que quando acoplarmos nosso Hamiltonian Hxor a um banho
de osciladores harménicos a fim de estimarmos a decoeréncia e a dissipagdo, cada pulso podera
resultar numa dinadmica distinta para cada populagao e um resultado final distinto de forma que

poderemos, entéo, estimar qual pulso é menos sensivel as perturbagGes externas.



Decoeréncia e Dissipacdao Durante a

Operacdo da Porta Logica Quantica XOR

A metodologia que aplicamos para solucionar nosso Hamiltoniano geral, Eq. (3.3), se baseia na
teoria de integrais de trajetéria desenvolvida por Feynman na década de quarenta, a qual propor-
ciona uma ferramenta poderosa na solugdo de problemas quénticos. Aplicagdes numéricas deste
método cresceram significativamente nos tltimos anos devido ao maior poder de processamento
dos computadores, e freqiientemente proporcionam resultados que dificilmente seriam obtidos
por outros métodos. As integrais de trajetérias oferecem uma vantagem tnica para problemas do
tipo sistema-banho visto que nos permite calcular a somatéria infinita do banho analiticamente na
forma de um funcional de influéncia.

Inicialmente nessa se¢do, faremos uma breve introdugao sobre integrais de trajetéria de Feyn-
man, como a usamos para resolver a dindmica de sistemas quanticos, e o porqué deste método
necessitar de alto poder de processamento. Em seguida expomos o método numérico conhecido
como Propagador quase adiabdtico, que é baseado na idéia das integrais de trajetdria, e finalmente

calculamos a evolugdo do operador densidade de energia considerando decoeréncia e dissipagdo.

30
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5.1 Integrais de trajetdria de Feynman

O Hamiltoniano geral para o sistema-banho pode ser escrito como

. PR F . Fope
H — 3 ~ .a 3 T
Smg +V(8) + ;QSQz + ; T

1 .
+ 5miw?Q?, (5.1)

onde s é a coordenada de interesse da particula quantica a qual é descrita por um potencial geral-
mente nio linear, e os osciladores harmonicos de coordenadas (); descrevem, através de constantes
de acoplamento, os efeitos do ambiente. A evolugdo de observaveis pertinentes ao sistema de in-

teresse é expressa em termos do operador densidade reduzido,
ps(S", s’:t) = Troanho (3”k e—th/hp(O)e—th/h ISI> , (5.2)
onde o traco é calculado sobre todos os graus de liberdade {Q;} e p(0) é o operador densidade
inicial.
A representagdo em termos das integrais de trajetérias de Feynman é obtida fatiando o tempo

total t em N pedagos de tamanho At de forma que expressamos o operador de evolugio temporal

como um produto -

e~ tHUR _ (o~ iHNMN, (5.3)
de forma que o operador densidade é escrito
~iHAt/h,~iHA/h

s (S”, 3,; t) — Trbanho (S”] e .e—iHAt/hp(o)eiHAt/heiHAt/ﬁ'”eiHAt/h Isl> . (54)

Inserindo conjuntos completos do tipo
el
/ ds|s) (s| = I, (5.5)
J —o0
entre cada par de exponenciais, construfmos a expressdo para as integrais de trajetéria
ps(8”,8's NAt) = Trpanho / dsg /dsf... /ds?\}_l /dsg /dsl"... /dsxml ("] e HHAL/R lsh_) x

~iHAt/R —iHAt/R ~\ (o | HAL K|~
(ko1 e FAYMsE o) o (sT e AR Is) (s3] p(0) sg) (s | €24 R s7) x

(s7] e HAUR|sTY L (sy_y| eHRUR Y (5.6)
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sendo que a sequéncia s¢, sf, ..., s}, e 55,87 ,..., 8y (onde s, = §" e sy, = ') define 0s caminhos
do sistema para frente e para trds no tempo. Vale ressaltar que esta equagdo € exata para qualquer

valor de N.

time

Figura 5.1: Representacio da integral de trajet6ria do operador densidade de energia reduzido, Egq. (5.6).

Tradicionalmente, a fim de resolver a dindmica do sistema, o operador evolugéo é separado na

sua parte cinética K e potencial (H — K), de forma que cada propagador é escrito

—iHAt/h —i(H—K,)At/2h —iKs At/h —i(H~Ks)At/2h lsks) . (5.7)

(skr| e |ske) = (skr| e

Pelo fato do operador energia cinética ndo comutar com o termo potencial do Hamiltoniano, a
tltima equagéo é vélida somente no limite em que o passo At tende a zero. Nessas circunstéincias,
o nimero de caminhos possiveis para a dindmica do operador densidade de energia reduzido é
grande, o que impossibilita o cdlculo para tempos longos, visto que o tempo de processamento
computacional é tanto maior quanto maior o tempo total da dindmica.

Com o intuito de tornar o método vidvel também para o caso das dindmicas de longo tempo,
Makri [11] desenvolveu o método numérico conhecido como QUAPI (Quasiadiabatic Propagator
Path Integral) particionando o Hamiltoniano num operador H, (referente ao sistema) mais H;
(referente ao banho) de forma a resolver iterativamente a Eq. (5.6). E este método, explicado

abaixo, que usamos para calcular a dindmica da porta légica quantica XOR perturbada.
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5.2 Propagador quase adiabético - QUAPI

A técnica usada para resolver a Eq. (5.6) se baseia em reescrever o Hamiltoniano da Eq. (5.1)

na forma

N 52 F A cis 2
r=L 1w+ (Ql ) (5.8)

2m 1 mzw
onde V (§) é substituido por um potencial que age ao longo da trajetdria adiabética, ou seja, a linha
que minimiza a energia potencial em cada um dos valores das coordenadas do sistema
5 2 Fo2g2
Qu(s) = cis/miw, V(&) =V(E) - 5 (59)
par 2m;w;
de forma que o potencial harmonico de cada oscilador do banho é centralizado no ponto de menor
energia para cada valor da coordenada s . Dividimos, entdo, o Hamiltoniano sistema-banho em
duas partes
H=H,+H, (5.10)

onde H, o ¢ a parte do Hamiltoniano oscilante deslocado adiabaticamente,

HY) = Z———t——mw (Q,;—> ZH (Qi, P, 3), (5.11)

e H! ¢ a parte do Hamiltoniano do sistema reescalado com V(s) substituido por um potencial ao

longo do caminho adiabdtico Q;(s) = ¢;8/mw?:

. PR 252
H = 2 +V()—Z

i=1

(5.12)

2mw?’
Sendo assim, impondo este tipo de separagdo ao Hamiltoniano cada propagador da Eq. (5.6) é

escrito como:

(Sk"le_iHAt/hISk') ~ (8] e~z’H’QAt/zhe—z'H;At/he—iH’QAt/zhIsk’>7 (5.13)
ou ainda, jé projetando,
F A -~
(sh| exp(—iHAt/R|sp) =~ (s}| exp(—iH,AL/R |84) Hewp(—z’H{(sz)At/2h)ea:p(~iH£(skf)At/2h).
i=1
(5.14)

SERVICO DE BIBLIOTECKA
IFSC-USP INFORMACAO
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O erro nesta equagdo esté no fato de que a energia cinética do sistema e a fungéo de acoplamento
do sistema-banho n3o comutam, e este pode ser estimado expandindo os operadores em série de

Taylor como mostramos no caso abaixo, onde A e B sdo dois operadores que ndo comutam:

A BA
eATB!t = 1 + At + Bt + %4162 + —2—B—t + 5t + B2Bt2 +O(t%) (5.15)

AA B A BB
eef = (14 At + —2—t2)(1 + Bt + —ZB-R) =1+ At+ Bt + TAtz + AB#? + —2—t2 +O(t%). (5.16)

Nesse caso, podemos ver que o erro na segunda ordem de grandeza ¢ dado por (B, AJt?/2, de

forma que

ATBIt — A B (B, A]t2/2 + O(t3). (5.17)

Num outro tipo de separagao, equivalente a que usamos no nosso propagador, Eq. (5.13), verifi-

camos que este é exato até segunda ordem de grandeza,

A
ATB =1 4 At + Bt + %# + Af + %— BQB 2 + O(t%) (5.18)
2 2 A2
eFteBtest = (1 + %t + %—tz + Bt + -B2—t2 ABtQ)(l + ‘;11& + —é—#) +0(t%) =

AA AB B
=1+ At+ Bt + —> + —# + Bdp + BB + O(t?), (5.19)

2 2 2 2

e o erro é proporcional a

[B, B, A]]t3. (5.20)

Sendo assim, por analogia, vemos que o erro devido a separagdo imposta ao nosso Hamiltoninano

F A\ 2
> [2 {2 (Q - 7—5%) ” A3, (5.21)
=1 4

onde o comutador interno na equagio acima também é uma medida da ndo adiabaticidade do

em questdo é proporcional a

problema, ou seja, o propagador deduzido é exato (para qualquer valor de At) se somente pontos
no caminho adiabédtico, Q; = ¢;3/ mw , sdo relevantes.
Desta forma, a descrigdo fisica que emerge das equagdes acima é simples. O primeiro termo da

direita (independente do banho) da Eq.(5.14), com H} dado pela Eq. (5.12), é o propagador exato
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para o movimento ao longo do caminho adiabitico, e por este motivo esta parte do propagador
sistema-banho corresponde a dindmicas puramente adiabéticas. Efeitos ndo adiabéaticos sdo in-
seridos no propagador da Eq.(5.14) pela produtéria através do propagador deslocado do banho. E
importante ressaltar que para problemas com alta ndo adiabacidade este fator de corre¢do é preciso
somente para pequenos At.

Sendo assim, podemos entéo calcular os elementos do operador densidade de energia reduzido

substituindo o progagador da Eq. (5.14) na Eq. (5.6), de forma que

pa(s”,8; NAt) = /dsj/dsf.../ds%_l/ds(j/dsl".../ds]“vvl ("] e HAYR g1y x
—iH!At/h ~iH!At/h —iH!At/h | —
(sh_y| e AR st ) (sl HAYR ) (sE p(0) [sF ) (il e A (s7) x
(s7| e HeAtR 2y (am e HAYR N I(sE st sk 1,8, 85,87, Sy, 83 AL),  (5.22)
onde

—iHp(s")At/2h e—iHb(s}t, DAL/2h

+ + no—- - — R —
I(st, st ishi_1,8",80,87 s 8y_1, 81 At) = Trparnle %

o iHo(s3)AL/2h iHG(sg)At/2h  iHp(sy_1)At/2h,iHp(s') At/2h (5.23)

Poarn(0)e

é chamado de funcinonal de influéncia de Feynman-Vernon, e pode assim ser escrito visto que as
variaveis do sistema podem, logicamente, ser evidenciadas sobre o trago no banho. No caso, o
papel do funcional de influéncia no propagador é incluir as corre¢des ndo adiabaticas & dindmica
exata do sistema ao longo do caminho adiabético e no continuo (At — 0 e N — oc). O funcional

de influéncia foi calculado por Feynman and Vernon [12] e é escrito como
¢ t
= e:z:p{—-;—l / dt / Qs (t) - s~t)[al — )t (") — a*(t — )5~ ()]
0 0
, t
= [l - s @, 524)
wh 0
onde a(t) é a fungdo resposta do banho:
alt) = ;1; / dw J(w) [coth (B%h) cos(wt) — i sin(wt) (5.25)
0

e J(w) é a densidade espectral do banho térmico. A densidade espectral nos fornece a densidade de

energia dos acomplamentos com os graus de liberbade do banho. Se o meio ambiente consiste de
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poucos graus de liberdade, como no caso de moléculas organicas, J{w) é dado por um fungéo delta,
um pico. Densidades espectrais mais amplas sdo caracteristicas de meios macroscépicos (sélidos,
liquidos, moleculas bioldgicas grandes), e sdo responséveis por perdas quando esta interfere nas
freqiiéncias caracteristicas do sistema quéntico.

Sendo assim, obtemos todas as condi¢es necessarias para finalmente resolver a porta 16gica

quantica XOR incluindo dissipagdo e decoeréncia.

5.3 Calculo da evolugio da matriz densidade reduzida

Nesta parte de nosso trabalho, aplicaremos entdo o método numérico QUAPI para resolver a
evolugio temporal da porta l6gica quantica XOR acoplada a um banho de osciladores harménicos
que refletirdo as perturbacdes referentes ao meio ambiente.

O Hamiltoniano em questdo é entdo escrito como

H(t) = HXOR(t) + Hpanho + an/tza (526)

onde )

h
Hxor(t) =3 > Bi(t)d; +hY_ J(t)at o, (5.27)
j=1 i#k
N
H T 2 »
ko =) (3 + gt (5.2
N

Hin = Y 477, (5.29)

t=1
z/z he /z x/z
sendo §%/% = (ay"" + a3y’ 7).

Visto que estamos interessados em investigar tanto o efeito de bit-flip assim como os erros em-
butidos nas fases dos qubits, nés incluimos no modelo dois tipos diferentes de interacdo. Ini-
cialmente acoplamos a componente ¢® dos spins com o banho de osciladores de forma que as
populacdes dos qubits sdo alteradas e posteriormente investigamos os erros nas fases dos qubits
acoplando a componente o* dos spins ao meio ambiente. Tais efeitos sio convenientemente mode-

Py

lados pela Eq. (5.29) onde 7*/# é a constante de acoplamento do j-ésimo oscilador com o sistema e

IEQ[.1ISp SERVICO DE BIBLIOTECA
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os indices x/z denotam um ou outro tipo de interacdo. E importante notar que supomos aqui um
acoplamento dos dois spins com o mesmo banho, o que implica que impreterivelmente os qubits
estdo acoplados entre si através do banho.

A fim de estudar a dindmica do sitema é necessario definir as condigdes iniciais. E suposto
que o sistema e o banho néo estdo correlacionados no tempo t=0, sendo estatisticamente indepen-

dentes, de tal forma que o operador densidade inicial pode ser escrito como
p(0) = ps(0) = pp(0), (5.30)

onde p,(0) é o operador densidade do sistema no tempo t=0 e

exp(—Hbanho/kBT)
31
Tr ezp(_Hbanho/k'BT) (5 3 )

pB(0) =
¢ a distribuicdo de equilibrio de um oscilador harménico desacoplado & temperatura T e kp € a
constante de Boltzmann. Sendo assim, a evolugio do sistema é entdo obtida através da soma de
todos os graus de liberdade referentes ao banho, de forma que seus elementos de matriz podem

ser expressos como
B, &5 t) = Troanno (8" e H Pp(0)e /™ |8y . (5.32)

Com a finalidade de aplicar o método numérico QUAPI, particionamos o Hamiltoniano con-
forme a Eq. (5.10) e escrevemos o operador densidade reduzido em termos das integrais de tra-

jetéria de Feynman:
p(s",85t) = /dsa'/ds‘l".../ds}_lfdsa/dsf.../ds;,_l (s"| e oAt gty
.. (s e xORBN 55 (58] p(0) |55 (55 | #HXORMIM o7 . (s, eTronSi/h g
XI(sg, 8T, 8k 1,87 80,871 8y_1, 81 AF), (5.33)
onde I(s, 87,y 8%_1, 8", 8587 5 s Sy_1+ 81 At) € 0 funcional de influéncia, Eq. (5.24), com
Hb = H — Hxor. (5.34)

As integrais da Eq. (5.33) podem ser efetuadas resolvendo independentemente cada um dos ele-

mentos da integral através do Integrador Unitaric e o funcional de influéncia pode ser calculado
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com a discretizagdo quase adiabética, de forma que

N k-1
1 _ . -
I=ezp [—5 YN (s - ) e st — ik s | (5.35)
k=1k'=0

onde s}, = s” e sy = ¢’ e os coeficiente 7,» podem ser obtidos [13] substituindo o caminho dis-

cretizado na equagdo de Feynman e Vernon, Eq. (5.24),

2 [*  J(W) exp(Bw/2) . , —iwAt(k—k') /
/) T - 2 V .
Tk = ~ /_mdw 7 sinh(Bhwy2) " (wAt/2)e , O0<kK<Ek<N, (5:36)
1 [ J(w) exp(3hw/2) iwAt)
Mk = —— 1-¢e" k \ 37
ik 27 /_Oo duw w? sinh(ﬂhw/2)( € » 0<k<N (537)
o0

2 J Bhw/2) . —iw(t—
o= 2 [ P Gy st e 629

1 J(w) exp(Bhw/2)
700 = TINN = o /_m duw w? sinh(fhw/2)

_ 2 [ J(w) exp(Bhw/2) . . —iw(kAt—At/4) r
o = — /_wdw 7 sinh(Gha)2) sin(wAt/4)sin(wAt/2)e , O<k<N (540

(1 — e7wat/2y (5.39)

2 [ J(w) exp(Bhw/2) . . —iw(t—kAt—At/4)
Nk = = /;OO dw " Sinh(ﬁhw/z)sm(wAt/4)s1,n(wAt/2)e , O0<k<N (541)

onde aqui a densidade espectral para freqiiéncias negativas é definida como J(~w) = —J(w). Este
funcional de influéncia discretizado nada mais é do que a expressdo obtida por Feynman e Vernon
[12] onde os caminhos para diante e para tras consistem de segmentos constantes s, s*(t) = s,
(k — 1At < t < (k + $)At. Vale ressaltar e verificar que os coeficientes 7 dependem somente
da diferenca Ak = k — k' se k, k' # 0, N e a magnitude do mesmo diminui rapidamente & medida
que Ak aumenta. Assim, a circunstincia sugere que desprezemos na Eq. (5.35) 0s 4 cujo [k — k|
sejam maiores que um certo valor Akmqz.

A fim de deduzir um esquema para multiplicagio tensorial, nés reescreveremos o funcional de
influéncia, Eq. (5.35), como um produto de termos correspondentes a diferentes Ak:

N-1 N-Ak

N
I= HI()(S:,S,:) H L(st,sg, 88 10 8001) H Ine(SE, 85+ Sty nke Sheak) (5.42)
k=0 k=0 k=0
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ou, escrito numa outra notagdo (que adotaremos de agora em diante),

N N-1 N-Ak
I=T]LoGE) [] s ) 1 Lax(sis sy an)s (5.43)
onde
1 - N
Io(sf = exp {—‘ﬁ(s: — 55 ) (rasi — TSk )} ; (5:44)
1 - * - .
IAk(Sf, S:I::+Ak) = exp [“ﬁ“;—Ak - 3k+Ak)(7)k+Ak,k3Z ~ N+ Ak kSk )} ) Ak >1, (5.45)

sendo tal equagdo idéntica a Eq. (5.35) para o caso que Ak tende a infinito, e se Akpg; < 1 a
dindmica é Markoviana, embora efeitos dissipativos sejam levados em consideragéo.

A idéia central é que se descartarmos interagdes de longo alcance (com |k — k'| > Akmaz), @
integral de trajetoria pode ser calculada pela multiplicagdo de um tensor de rank 2Akmas.

Na auséncia do banho, a matriz densidade do sistema peq(s), 55 ;1) = pred(s,f) pode ser propa-

gada no tempo At pela multiplicagdo matriz-vetor:

pred(sf.{.]; t+ At) = /dslz‘i;:K(S:a S]f-p])pred(s;gt; t)7 (546)
onde
K(sE, s5y) = (sf| e HHxoratbighy (g eitlxondt/higr ). (547)

Para o caso que Akyq: = 1, o funcional de influéncia adiciona uma modificagdo nesta expressao,

de forma que escrevemos
prea(s5; NAL) = A (sE; NAt) Io(s5), (5.48)
onde o vetor A1) é propagado de acordo com
AW (5 (k+ 1)At) = / 45T (s, 5%, ) AD (s kAY), (5.49)
cuja condigdo inicial é dada por
AD(s5:0) = (s3] p5(0) Is5) (5.50)
e T(® ¢ uma matriz de propagagdo

TO(sf, sF, ) = K(s5, 55, ) o(sE) (85, sEp)- (5.51)
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Se N interagbes sdo efetuadas desta maneira, a matriz densidade é exatamente o resultado obtido
pela Eq. (5.33) contabilizando somente 1 € 7z g+1.
Em seguida, nés generalizaremos o esquema de multiplicagdo tensorial para um valor ar-

bitrario de Akyqz. Define-se um tensor T de dimensdo 2A k... como sendo

k+Akpar—1
20k + + £k + + :
T e (8 s Sk1r Sk + Sk 20 kmag—1) = H Io(sy )i (s, sy ) 12(s7 S540)
n=k
+ + £+
XD A kmaz (85 s Sprs Akman VB (Sms Spip1) (5.52)

e também definimos o que chamaremos de tensor densidade reduzida A{**+=) com a condigdo inicial
dada por

Akmas) (g2 sE 8%k _130) = (s3] ps(0)]s5), (5.53)
onde o esquema de multiplicagdo tensorial pode ser escrito para um Aky,q; arbitrario como sendo
A(Akm”)(saz\kmy s Sy 20 kmae 13 (K + Akmag ) AL) =

- /dS;:: / dsf+Akma.r“1T(2Akma1)(52:’ 82:'4'1’ T 82:’ Sf‘f’2Akma1~“1)A(\Akmam) (Sf, T Sikma:“l; kAt)’
(5.54)
de forma que finalmente os elementos da matriz densidade reduzida no tempo ¢t = NAt podem

ser escritos como
Pls; NAL) = ABkmes) (6% gy py = . = 85 pgneet = 03 VAT (s3). (5.55)

Sendo assim, deste momento em diante somente precisamos, para resolver a evolugdo temporal
do sistema incluindo dissipagdo e decoeréncia, calcular as integrais de mr para um certo Akpmaq
visto que os elementos K (sf, s,f+ 1), Eq. (5.47), podem ser facilmente estimados usando o método

do integrador unitério.

5.4 Decoeréncia e dissipacdo durante a operacdo da portalégica quintica

XOR

Tendo determinado o operador densidade reduzido através do método numérico QUAPI, nés

investigaremos a influéncia do meio ambiente no nosso sistema. N6s supomos que os dois qubits
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sdo idénticos e os campos externos sdo de mesmo tamanho, ou seja, B¥(t) = B3(t) = B*(t) e
Bi(t) = B3(t) = B*(t) e ainda mais B*(t) = B*(t) = J(t). Caracterizamos a densidade espectral
do banho como sendo Shmica, limitada por um decaimento exponencial. Este espectro simula as

flutuagdes nos circuitos externos que geram erros nas jungdes de Josephson [8],
¥ (w) =~ F e~/ e (5.56)

onde ¥%/* ¢ a constante de acoplamento com o meio ambiente. No6s reescalamos w de forma que
w = ' B* e a escala de tempo é definida como sendo (B*)~!. Em todos os resultados nds usamos

uma freqiiéncia de corte w. = 50B8%. Nosso principal objetivo ¢ ilustrar a dindmica da porta 16gica
quéntica XOR geral para dois tipos de acoplamento com o banho térmico que produzirdo de-
coeréncia ou dissipagdo. Com esta finalidade nés determinamos a populacdo dos quatro estados

da base computacional como fungio do tempo, ou seja,
Py;(t) = (ij| p(t) i), com  i,5=0,1, (5.57)

para a condigéo inicial
p(0) = [11) (11}. (5.58)

Observando as perturba¢Ses para trés tipos distintos de pulsos (dois guassianos e um quadrado)
tentamos determinar qual a distribuicdo de energia, cedida pelo pulso, seria menos susceptivel ao
meio ambiente.

Os gréficos nas préximas paginas mostram as populagdes em fungdo do tempo para trés tipos
distintos de pulsos e acoplamento com ¢* computando efeitos de decoeréncia e 0® computando

efeitos de dissipagdo.
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POPULACOES DURANTE A OPERACAO
DA PORTA LOGICA QUANTICA XOR
INCLUINDO DECOERENCIA

formato dos pulsos de acoplamento
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Figura 5.2: Dinadmica da porta 16gica quantica XOR acoplada a um banho de osciladores harménicos na
sua componete o para o caso de iguais energias de acoplamento e trés diferentes formatos de pulsos. O
tempo estd na escala de 1/B*, a constante de acoplamento v = 0.01 e a tempertatura T = 0.01AB* /Kp. A
condigdo inicial é p(0) = {11} (111,
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POPULAGCOES DURANTE A OPERAGAO
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Figura 5.3: Dindmica da porta l6gica quantica XOR acoplada a um banho de osciladores harménicos na sua
componete o” para o caso de iguais energias de acoplamento e trés diferentes formatos de pulsos. O tempo
estd na escala de 1/B%, a costante de acoplamento v* = 0.01 e a tempertatura T’ = 0.014B* /K g. A condigdo
inicial é p(0) = [11) (11,.
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O que os graficos nos mostram ¢é que, seja qual for a forma do pulso usado, os efeitos, tanto
da decoeréncia como da dissipacdo, ndo sdo diferentes no final do processo, ou seja, ndo importa
como distribuamos esta energia para o qubit as populagGes no final do processo serdo idénticas.
Logicamente que no decorrer do processo as populagdes sdo diferentes para cada tipo de pulso,
pois a energia distribuida por estes ¢ diferente durante o processo mas igual no tempo t = txor,
sendo txor o tempo de duragio da porta logica.

E importante ressaltar que o método numérico QUAPI possui dois pardmetros que devem
ser propriamente ajustados: o tamanho do passo At e a quantidade de memodria AK, que in-
dica o tempo total da memoéria (K At) do sistema quéntico. Para um passo pequeno, o erro de-
vido a fatoracio do Hamiltoniano, Eq. (5.21), diminui proporcionalmente com At3, e nessas cir-
cunsténcias se faz necess4rio que a quantidade de memoria K seja suficientemente grande para que
possamos incluir todos os efeitos perturbativos relevantes ao processo. Sendo assim, visto que o
incremento da varidvel K implica um grande esfor¢o computacional, se faz necessario ponderar o
erro devido A quantidade de memébria, e o erro devido & fatoragdo do Hamiltoniano que depende
do tamanho do passo.

De acordo com o principio da sensitividade minima [14], o que se faz é procurar um certo passo
At no qual a mudanga da varidvel K interfira minimanente nas quantidades medidas. No caso,
verificamos que a melhor relagdo meméria/ passo foi dada por K=2 e At = 0.15(B%) .

A diferenca na dindmica na presenca da decoeréncia e da dissipagdo do caso ideal é claramente

visivel quando comparamos as populagdes no decorrer do processo, conforme a proxima figura.
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COMPARAGAO DAS POPULACOES
DURANTE A OPERACAO DA PORTA

LOGICA QUANTICA XOR.
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Figura 5.4: Dinamica da porta légica quantica XOR acoplada a um banho de osciladores harménicos para
o caso de iguais energias de acoplamento para o caso (i) Ideal (sem perturbacio); (ii) Decoeréncia; (iii)
Dissipagdo. O tempo estd na escala de 1/B* e a temperatura T = 0.01AB*/Kp. A condi¢do inicial é p(0) =
111) (11
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Conclusao

Nessa dissertagdo nds fizemos diversos estudos sobre a decoeréncia e a dissipagdo quéntica
para um sistema de dois qubits que interagem com campos externos e entre si controladamente.
Para tal, acoplamos o Hamiltoniano dos qubits a um banho de osciladores harmoénicos a fim repre-
sentarmos as perturbag¢des do ambiente.

Inicialmente, no Capitulo 3, analizamos as perturbagdes provenientes da decoeréncia no regime
em que a escala de tempo é muito menor que o tempo caracteristico do sistema, de forma que pude-
mos ignorar o Hamiltoniano do sistema, e verificamos quie a dindmica do operador densidade para
o caso de n qubits é proporcional, numa primeira aproximagao, ao quadrado do tempo. Observa-
mos também, que neste regime a dindmica do operador densidade independe da forma do banho
térmico, de forma que seja qual for o modelo para os infinitos grau de liberdade do ambiente, o re-
sultado é o mesmo, universal. Neste regime, o operador evolugdo temporal pode ser escrito como
U(t) ~ e~*" onde a é um operador que independe da forma do banho térmico.

No Capitulo 4 mostramos, para o caso sem perturbagdo, que através de uma sequéncia bem
definida de pulsos magnéticos, é possivel manipular os qubits de forma que estes, independente
de suas populagBes iniciais, obedegam sempre a tabela verdade da porta légica quintica XOR. Im-
plementamos o método numérico conhecido como Integrador Unitério com a finalidade de resolver

a dindmica do sistema para o caso em que o Hamiltoniano depende do tempo. Tal método, nos

46
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possibilitou calcular a dindmica do sistema, para o exemplo da porta l6gica quantica XOR, de uma
forma muito mais realista, pois nos permitiu simular pulsos de campos magnéticos gaussianos e
ndo s6 quadrados, como geralmente é feito na literatura. Desta forma, pudemos analisar a de-
coeréncia e a dissipagdo em mais este aspecto. Com o Integrador Unitdrio, quando consideramos
o acoplamento com o banho de osciladores harménicos, pudemos procurar um pulso ideal, que
fosse menos sensivel as perturbag¢des externas.

Finalmente, no Capitulo 5, através do método numérico Propagador Quase-Adiabdtico (QUAPI)
de Makri e Makarov, n6s investigamos a decoeréncia e a dissipacdo da informagdo quéntica no
processo que envolve um Hamiltoniano dependente do tempo acoplado a um reservatério externo
por meio de um banho de osciladores harménicos. Nés aplicamos este método iterativo para o
nosso exemplo da porta légica quintica XOR onde a dindmica do Hamiltoniano do sistema foi
calculada através do Integrador Unitdrio, e as perturbagdes provenientes do meio foram inseridas
através do funcional de influéncia. Variamos as formas dos pulsos a fim de procurarmos um pulso
ideal que fosse menos susceptivel &s perturbagGes externas, mas observamos que todos os trés
tipos de pulsos usados, ao final da operagio, apresentavam a mesma populagdo, o que nos levou
a concluir que a maneira que uma dada energia é distribuida ao sistema, num certo intervalo
de tempo, ndo altera de forma significativa as populagbes finais dos qubits. Vale ressaltar que

aproximagdes Markovianas ndo foram usadas neste trabalho.
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Porta Hadamard

Apresentamos neste apéndice a operagao l6gica quéantica desenvolvida pela porta de Hadamard.
Esta operagéo, juntamente com a porta légica quéntica definida como T e a porta l6gica XOR, de-
scrita neste trabalho, formam um conjunto de operagdes logicas universal de forma que toda e
qualquer operacio légica pode ser desenvolvida utilizando somente estas portas.

A porta logica T, citada acima, ¢ uma operagéo de um qubit e é definida conforme a matriz

1 0
T= ,
[0 exp(if) ]

d forma que opera conforme a tabela verdade abaixo

abaixo:

0) — 0);  |1) — €' |1).

A porta l6gica de Hadamard, que sera apresentada neste apéndice, também € uma porta logica
de um qubit, e tem como fungéo principal retornar uma combinagdo linear dos estados {0) e{l). A

porta l6gica de Hadamard é definida como

48
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e a tabela verdade é dada por

Had |0) — +11}),

\/—(>

Had [1) — fuo ).

Apresentamos neste apéndice a operagido da mesma somente no primeiro qubit, de forma que
num sistema de dois qubits, a operagdo Had aplicada no primeiro qubit possui a seguinte tabela
verdade

Had |00) — —=(|00) + |10}),

\/—(

Had|01) — 7_—(101> +[11)),

Had |10) — \/_(|00> 110)),
Had [11) — \/_(IOI [11)).

O operador densidade inicial utilizado é assumido |11) (11| e a transformagdo do mesmo ¢

entdo, assim, apds a aplicagdo da porta Hadamard, dada conforme ilustramos abaixo

(0000] {o o o o0 |
0000 0 05 0 —05
H(ld - ’
0000 0 0 0 0
0001] |0 -050 05

de forma que analisamos a decoeréncia e a dissipagdo quantica observando os elementos de matriz
[2,2], [4A4], e a parte real do elemento [2,4] do operador densidade. A operagdo légica pode ser

executada por uma sequéncia de pulsos dada por
=0 (3)0° (5) v ()

s nz/2 z/zAt
2z _ 1B* *o
U exp (—————-——2h ) .

onde
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COMPARAGAO DAS POPULACOES
DURANTE A OPERAGAO DA PORTA

LOGICA HADAMARD.
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Figura A.1: Dindmica da porta légica quantica Had acoplada a um banho de osciladores harménicos para
o caso de iguais energias de acoplamento para o caso (i) Ideal (sem perturbacio); (ii) Decoeréncia; (iii)
Dissipagdo. O tempo esté na escala de 1/B* e a temperatura T = 0.012B*/Kpg. A condicdo inicial é p(0) =
111y (11].
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